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Prefacio

Esta Monografia é um trabalho de tese de Mestrado, defendido em abril de 2002,
que acreditamos caber a estudantes de pés-graduacao interessados em ingressar em
estudos tedricos da Fisica de Particulas e Teoria de Cordas. Este é um trabalho
conciso e convém conhecimentos de Teoria Quantica de Campos para trazer clareza
a linguagem e facilitar o entendimento do leitor.

Ao estudante entusiasmado em conhecer Teoria de Cordas, gostaria de preveni-lo
a respeito e aconselha-lo a procurar conhecer o Modelo Padrao e outras propostas de
Unificagao durante seu longo processo de crescimento intelectual, antes de se decidir
a trabalhar tao somente em Teoria de Cordas.

Como um iniciante na Fisica de Particulas, este estudo foi muito enriquecedor
para o seu autor por abordar questoes relativas a TQC de uma forma direta: métodos
de quantizacao, anomalia quantica, ordenamento, regularizacao, Integral de camin-
ho, corre¢ao de Fadeev-Popov e campos fantasmas. Por tal motivo o autor acredita
que esse trabalho possa ser 1til ao estudante de Fisica de Particulas em geral e ao
estudante que queira conhecer um pouco sobre Teoria de Cordas em particular.

Namaste.

M. A. C. Torres.
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Estudo introdutério da Teoria de Cordas Bosonicas. Corda Cléssica e suas sime-
trias internas. Comparacao dos métodos de quantizagao no cone de luz, covariante
e no calibre conforme explorando a teoria de campos conformes na folha de uni-
verso da corda. Formulagao integral de caminho de Polyakov. Teoria perturbativa.

Cordas nao criticas e estudo de sua de aplicagao em confinamento de quarks.



Abstract

Torres, M. A. C. Teoria de Cordas Bosonicas. Orientador: Clovis José Wotzasek.
Rio de Janeiro: UFRJ/IF; CAPES, 2002. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias).

Introdutory study of Bosonic String Theory. Classical String and its internal
symmetries. Light Cone, Covariant and Conformal quantization methods exposure.
Conformal Field Theory on String world-sheet. Polyakov’s Path Integral formalism.

Non critical String and its application in quark confinement problem.
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Capitulo 1
Introducao

A Teoria de Cordas ¢é na atualidade a principal alternativa para a superacao de uma
série de divergéncias entre duas teorias fisicas fundamentais, a Mecanica Quantica
(MQ) e a Relatividade Geral (RG) e é também a tnica proposta para a unificagao das
4 forgas de interagao que conhecemos: eletromagnetica, fraca, forte e gravitacional.
O encontro inevitavel entre a RG e a MQ gerou, de inicio, resultados entusiasmantes,
como a antecipagao da descoberta experimental do pdsitron através da Mecanica
Quantica Relativistica de Dirac. Herdeira desse trabalho pioneiro, a Teoria Quantica
dos Campos (TQC) deu origem a modelos bem sucedidos da Fisica de Particulas,
como a Eletrodinamica Quantica (QED), a Teoria Eletrofraca e a Cromodinamica
Quantica (QCD). Tais sucessos fazem parte do chamado Modelo Padrao da Fisica
de Particulas.

Apesar do exito das aplicacoes da TQC, do ponto de vista tedrico, o Modelo
Padrao deixa fortes indicios da existéncia de principios fundamentais nao descober-
tos, ou seja, que existe uma teoria implicita. H4 um ndimero excessivo (~20) de
parametros no Modelo Padrao cujos valores sao obtidos a partir de resultados exper-
imentais, nao havendo compreensao tedrica para tais. Em particular nao sabemos
justificar as massas das particulas elementares e também nao sabemos por que ha 3
familias (ou geragoes) de quarks e léptons ou se hd mais geracoes por se descobrir.
Considerando a Relatividade Geral, também h& uma necessidade de uma teoria im-
plicita, a Gravitacao Quantica, correspondente a uma versao quantizada que tenha

como limite classico a RG devido a natureza intrinseca da matéria: ela se revela em
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forma de pacotes discretos. Portanto é de se esperar que a forca de atracao gravita-
cional, se expresse na forma de transmissao de momentos contidos em pacotes, os
gravitons. Esta forma de pensar evita o principio newtoniano da acao instantanea
a distancia, uma vez que nenhuma particula pode trafegar acima da velocidade da
luz. Um outro motivo é a existéncia de singularidades na RG. Tais singularidades
seriam varridas a partir de um tratamento quantico, tal como o colapso de um atomo
sugerido pela Fisica Classica é evitado pelas leis da MQ. No entanto a Gravitagao
Quantica é uma teoria nao renormalizavel segundo a Teoria Quantica de Campos
(TQC). Nao se é capaz de obter, via TQC, predigoes numéricas a seu respeito devido
a divergéncias em seu calculo que nao podem ser absorvidas numa renormalizagao
usual dos parametros da teoria.

Em acréscimo, A Relatividade Geral e o Modelo Padrao tem quase todas as suas
previsoes ja verificadas experimentalmente. Porém, descobertas recentes e alguns
problemas antigos nao encontram respostas naturais nestas teorias. Para citar um
exemplo, na Cosmologia a discrepancia entre a energia quantica residual do vécuo
e a Constante Cosmoldgica, que representa densidade de energia do vacuo, é de 30
ordens de magnitude, no melhor dos céalculos da fisica convencional.

A teoria de cordas surge naturalmente como uma teoria de unificagdo ao ofer-
ecer propostas aos problemas do Modelo Padrao e da Gravitacao Quantica. Um
grande niimero de simetrias internas da Teoria de Cordas elimina parametros antes
independentes (massa, por exemplo) na Teoria de Campos, seus grupos de calibre
surgem expontaneamente e a conceituagao de particulas como cordas acaba com di-
vergencias oriundas de cédlculos com particulas de dimensoes pontuais. Somando-se
a tais caracteristicas, temos que dentro do espectro de modos de vibracao da corda
estd o graviton, isto é, uma particula de spin 2 tal como é descrita na Gravitacao
Quantica.

Outra motivacao para o estudo da Teoria de Cordas provém da simplicidade
de suas premissas (embora nao fundamentais o bastante), em oposi¢ao ao Modelo
Padrao que é nada menos que uma coletanea de simetrias emendadas numa tnica
teoria, sem entendimento da origem dos distintos grupos de simetria. Um tunico
grupo de simetria , SO(32),existente nas supercordas, a teoria de cordas super-
simétricas, é suficientemente grande para incluir todas as simetrias de calibre do

modelo padrao embora seja mais largo que a realidade que observamos.
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Mas nao s6 de flores se revestem os caminhos da Teoria de Cordas. E de se
suspeitar que ao se encarar uma teoria de 30 anos de desenvolvimento e ainda tida
como uma teoria nascente algo haja de errado. Entre os contras desta teoria esta
o fato de que algumas das caracteristicas agradaveis que ela possui, como simetrias
internas, se realizam apenas em 26 dimensoes (10 para o caso das supercordas).
Onde estao as dimensoes que nao vemos ainda é um tema em aberto. Uma out-
ra possibilidade de trabalhar com cordas num espago de 4 dimensoes (cordas nao
criticas) provoca o surgimento de uma dimensao extra, cujo significado fisico ainda
estd por ser entendido. Nao estd claro também o significado do vacuo de cordas,
uma vez que nao ha ainda uma teoria completa de campos de cordas. De fato, esse
“vazio” no entendimento sobre o que é o vacuo abre na teoria de cordas infinitas
configuragoes possiveis de vacuo, forcando os cientistas a uma arbitragem sobre um
nimero grande de parametros, para se configurar na teoria de cordas um modelo
equivalente ao Modelo Padrao, por exemplo.

Em suma, questoes como a Unificacao e a Gravitacao quantica estao além da
fronteira de todo conhecimento da Fisica de Particulas e Relatividade Geral atual e
sao ainda apenas teorias, no sentido especulativo da palavra.

O presente trabalho ambiciona realizar apenas uma abordagem introdutoria da
teoria realcando contribuigoes originais da Teoria Quantica de Campos em duas
dimensoes que particularmente impressionaram o autor, como por exemplo a quan-
tizagao conforme.

O trabalho se originou dos estudos do autor sobre os livro-textos [1, 2] com con-
sulta a varios textos de referéncia [3] e artigos de revisao [4, 5] e nao ha originalidade
algum nele, mas tao somente o entendimento do autor sobre o assunto. No capitulo
2 conceituamos uma corda, abordamos o principio da acao minima exibindo suas
simetrias classicas, realizamos a quantizacao canonica e no cone de luz e verificando
a invariancia de Lorentz através da sua algebra de comutadores.

No capitulo 3 descrevemos a Teoria de Campos Conforme existente na folha
de universo de métrica plana, realizando a quantizacao da corda e trabalhando no
espago de operadores.

No capitulo 4 apresentamos o formalismo de Feynman de integracao funcional,
introduzimos as corregoes dos fantasmas de calibre no funcional gerador, calculamos

a anomalia surgida da quantizagao no calibre conforme, mostramos a simplificagao
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do numero de diagramas de Feynman e através das propriedades destes diagramas
definimos a matriz S de espalhamento e o operador de vértice que representa um
determinado estado assintético de uma corda. E conhecendo os operadores de vértice
das particulas, mostramos o aparecimento expontaneo de gravitons numa corda que
varre um espaco-tempo curvo.

No capitulo 5 uma alternativa coerente da teoria de cordas que surgiu para
driblar o problema da anomalia quantica de Weyl e sua aplicacao em confinamento
de quarks é descrita. Tal teoria evita a imposi¢ao da dimensao critica do espago-
tempo e expoe uma nova realizacao da teoria de cordas.

Em nosso desfecho voltamos a comentar alguns obstaculos da teoria de cordas
encontrados ao longo deste trabalho e apontamos alguns caminhos para se alcangar

os modernos aspectos da teoria de cordas.



Capitulo 2

A Acao de Polyakov

2.1 A Particula Corda

A Teoria de Cordas se baseia na interpretacao das particulas fundamentais como
objetos unidimensionais, ou seja pequenas cordas de extensao muito pequena que se
propagam no espago-tempo. Esta proposta confronta o modelo existénte da Fisica de
Particulas baseado na Teoria Quantica de Campos, onde as particulas sao represen-
tadas por pontos de dimensao zero. Esta diferenca confere propriedades interessantes
e desejaveis a Teoria de Cordas, conforme sera visto neste trabalho.

Um argumento a favor desta concepcao de particula segue do principio de in-

certeza de Heisenberg:
AxAp > h (2.1)

Para uma incerteza na posicao suficientemente pequena, a incerteza no momen-
s )
to de pode alcancar altissimos valores e a escala de energia desta particula pode
se aproximar da energia de Plank ~ 10' GeV, onde sua interacdo com o campo
gravitacional se torna forte e as corregoes da interagao particula-graviton divergem.
Como na Natureza nao existem divergéncias (se as interagoes acontecem a matriz
S de tais interagoes tem que ser capaz de exprimir tais resultados), na escala de
Plank (107%3m) algo deve ser diferente da Teoria de Quantica de Campos conhecida
para “suavizar” tais singularidades. Oportunamente, o conceito de particula-corda

“suaviza” tais singularidades conhecidas como divergéncias do ultravioleta (UV), ao
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a) b)

Figura 2.1: a)Corda fechada  b)Corda aberta

tornar nao locais as interagoes entre particulas, conforme veremos na segao (4.7).

A particula, sendo uma corda, pode existir em duas formas, corda aberta ou
fechada (Fig. 2.1) e a sua propagacao no espago-tempo forma uma superficie bidi-
mensional comumente chamada de folha de universo, em analogia a linha de universo
da particula pontual no espaco de Minkowski.

Para construirmos a dinamica da corda e posteriormente quantizar seus esta-
dos, precisamos determinar a acao da corda, que faremos por uma analogia nos
reportando ao caso de uma particula pontual.

Uma particula pontual que se desloca no espago-tempo de D dimensoes descreve
uma linha de universo. A distancia Al entre 2 pontos ao longo deste caminho é
invariante sob transformagoes de Lorentz (Fig.2.2). A linha de universo possui um
parametro interno de varredura da linha que seria a escala de tempo de determinado
observador. O comprimento Al da linha independe da parametrizacao interna 7 da
linha de universo, ou seja, independe do observador externo e de sua escala de tempo.
Portanto a invariancia de Lorentz do espago tempo estd imersa na invariancia por

reparametrizacao:
Al'(T'(1)) = Al(T) (2.2)

Enquanto que a simetria de Lorentz envolve linearidade entre as escalas de tempo,
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AL S| ar

Ax

Figura 2.2: Linha de universo

a uUnica restri¢ao para 7/(7) é que seja apenas uma fungdo monétona. A simetria de
reparametrizagao é maior que a de Lorentz porque inclui no espaco externo as trans-
formagoes de coordenadas entre referenciais nao inerciais. Poderemos considerar a
simetria de Lorentz equivalente a de reparametrizacao se aplicarmos o conceito de
referenciais inerciais instantaneos.

A acdo invariante de Lorentz e por reparametrizacao interna mais simples que
podemos obter é o comprimento desta linha no espago de Minkowski que nada mais

¢ senao a medida do tempo proéprio :

I 02 _ 2
S = Algoz V(AX0)2 — (AXH) (2.3)
At
AX* — XPdr p=0,1,...,D—1 (2.4)
e a acao se torna,
S = /(h(—)’(“)'(u)l/2 (2.5)

com métrica 1, (—, +,+, ..., +).
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Para o caso da corda, existem 2 parametros internos que identificam todos os pon-
tos da folha de universo. Podemos associa-los inicialmente as coordenadas temporal
7 e de posicao relativa o dentro da corda. Mas de fato, temos a liberdade de escol-
her para a folha de universo qualquer reparametrizacgao difeomérfica (transformagcao
isométrica e infinitamente diferencidvel) a esta, preservadas as coordenadas espago-
tempo X", pois sao estas as grandezas com realidade fisica de interesse. A acao
da corda também deve preservar a simetria de Poincaré para campos de particulas
no espago-tempo. Y. Nambu e T. Goto [6, 7] propuseram que a agdo mais simples
que poderiamos escrever seria proporcional a area da folha de universo. Partindo

do elemento de linha invariante de Lorentz:
ds® = dX"dX, = hgdo"do® (2.6)

para hq, = 0,X"0,X, métrica da folha de universo induzida pelas coordenadas de
espago-tempo, chega-se que o elemento de drea serd: dA = /—hd?*c, h = det(hy)

e a respectiva agao:
S = —T/d%\/—h (2.7)

onde T é a chamada tensao da corda. Observamos, em concordancia com a adimen-
sionalidade de S, que T tem dimensao (distancia)~2. Na escala de energia da corda,

¢ conveniente escrevermos:

1
T =——, onded éa inclinacao de Regge,
2ma/

o =13 ~10"%em?, Ip comprimento de Planck (2.8)

O comprimento de Planck é a escala de distancia onde a gravitacao quantica tem
efeito e por isso é tomado como a escala de comprimento da corda.

Se trabalharmos na parametrizacao inicial 7 e o da folha de universo e adotarmos
as convencoes 0, X* = X*" e ,X" = X" ¢ os indices 0 e 1 para as direcoes temporais

e espaciais da métrica da folha de universo, teremos por agao:

S=-T / VXRXL)2 — (X)2(X720 (2.9)
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Essa é a conhecida agdo de Nambu-Goto. A existéncia da raiz na agao introduz
dificuldades no célculo. Utilizando uma métrica intrinseca auxiliar [8, 9] da folha de
universo, independente das coordenadas do espago-tempo, gu(o!, 0?) com assinatura

(—,+) obtemos uma agao equivalente, chamada agao de Polyakov [10]:

T
S = 5 / V=9 90, 0. X" 0, X" (2.10)

O que se fez ao se criar a métrica intrinseca g% foi adicionar novas simetrias
a folha de universo. Uma escolha de calibre para cada simetria, fixa a métrica
intrinseca g, e nao se tem liberdades extras em relacao a acao anterior. Por uma
contagem do nimero de parametros livres e do nimero de restrigoes das simetrias
verificamos se ha graus extras de liberdade:

A matriz simétrica

g11 Y12
g12  Gg22

Gab =

possui 3 parametros livres. As simetrias na folha de universo da agao de Polyakov

Sao :

e Difeomorfismo (ou simetria de reparametrizagao) :

o2 S g2 (g1 o?)
X/N(UII,UQ) — X”(01,02)

do'® aalb

oy wgab(all, %) = gea(ot,o?) (2.11)

e Invariancia de Weyl (ou reescalonamento conforme da métrica):

L 02) = exp(2w(01, 02))gab(01, 02)

X"(at, 0% = XH(ot, 0?) (2.12)

géb(a

e no espaco-tempo temos a simetria de Poincaré, uma composi¢ao da simetrias de
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Lorentz e invariancia por translacao das cordas:

X"(o',0%) = A X" (o', 0%) + a*

1,02) = gab(al,JQ) (2.13)

Jap(0
Pelo difeomorfismo, podemos manipular 2 graus de liberdade na métrica g,; e pela
invariancia de Weyl 1 grau de liberdade pode ser manipulado. Escolhendo os calibres
certos podemos entao usar para métrica intrinseca os valores que desejarmos.

A combinagao das transformacgoes por difeomorfismo (isométricas) e Weyl sao
chamadas de transformacoes conformes. A simetria conforme na folha de universo
tera destaque no capitulo 3.

Cabe aqui observar que a invariancia de Weyl é uma simetria que nao existia
antes na acao de Nambu-Goto. Para verificarmos sua validade na acao de Polyakov,

precisamos calcular o novo determinante ¢’,

g/ab — 6—2wgab
g = det(e*gy) = €*“g, e portanto,
T
S = —5 / V—ge*g®e 1,0, X X" = S (2.14)

A nivel classico, podemos ser mais enfaticos e mostrar a equivaléncia entre as
duas acoes. Na acao de Polyakov, a métrica intrinseca nao deve possuir dinamica,

o que implica na nulidade do tensor energia-momento :
2 0S 1 ed
Tab = —T\/ —gﬂ = @aX“@bXM - igabg @CX“@dXM =0 (215)
ga

as trés equacoes acima tem como solucao gq, = hg,. Aplicando esta solucao na acgao
de Polyakov,chega-se a acao de Nambu-Goto, confirmando a equivaléncia classica.

A nivel quantico, até hoje nao foi provado a equivaléncia entre tais agoes.
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2.2 Dinamica da Corda

Vamos utilizar o principio da agao minima para determinarmos as equacoes cléssicas
de movimento de uma corda de comprimento [. Os pontos fixos sao a corda na
posicao inicial X*(o, ') e na posigao final X#*(o,7%), onde a folha de universo estd
parametrizada em suas coordenadas de posicao relativa o e tempo 7. Consideremos

a variacao da acao sob variacoes infinitesimais dos campos X* da folha de universo:

partindo de S = / dodt L

oL .
X’ — 60X
0S = / /dea <(9X’5 3Xu5 u)

com X = 9.X e X' = 9,X. Sendo § variacdo na forma, este é independente da

variacao nos parametros: 00,X = 9,0X. Integrando por partes,

oL
4S = / AT — 8X’ X, / /deO’( 5X,/L 875 L) X, (2.16)

Pelo principio da agao minima, a variacao de S deve ser nula, o que nos leva a dois

tipos de equagao:

oL oL
as equagoes de movimento &,m + 37@ =0 (2.17)
oc |7 oc |7
e as condicoes de contorno nas bordas ox, =3 X7 (2.18)

No formalismo Hamiltoniano, para o Lagrangeano do tipo £(X*, X* X" 7. 0),

os momentos conjugados de X* sao respectivamente,

oL oL

ph= 2 el = (2.19)
5X,’ X},
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0 que nos permite reescrever 2.17 e 2.18

O,pl + D,pt = (2.20)
p7= = p7° (2.21)

A equagao 2.20 é uma equacao de conservagao de corrente enquanto a equagao
2.18 expressa que o fluxo de momento sigma que sai da corda ¢é igual ao fluxo de
momento sigma que entra na corda, havendo portanto conservagao de momento
sigma total da corda. Para uma corda aberta de extremidades livres, podemos dizer
que nao ha fluxo de momento nas extremidades e impor a condi¢cao de contorno de

Neumann
phlo=1)=pc=0)=0 (2.22)

Outras condigoes de contorno podem ser impostas e originam diferentes espagos
varridos pelas extremidades das cordas, conhecidos como branas, objetos de variadas
dimensoes e que assumiram um papel importante no estudo da teoria de corda
quando se descobriu que estes objetos possuem dinamica.

Utilizando a acao de Nambu-Goto, encontramos para os momentos conjugados
(X - X)X — (X')2XH
V(X X2 (X022
(X - X)X — (X)2X™
V(X X2 (X2 (X2

pr="T

T

(2.23)

o =T

g

(2.24)

E facil verificar que as equagoes acima satisfazem

pi- X, =0, pi+T*X')?=0
preX, =0, pR+T%X)2=0 2.25
o 14 o
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2.3 Quantizacao da Corda

A quantizacao da teoria de cordas equivale a segunda quantizacao na teoria de
Campos, pois as coordenadas espaco-tempo dos pontos da corda podem ser vistos
como campos escalares imersos na folha de universo bidimensional. As diferentes
configuragoes possiveis de X corresponderao a composicoes dos modos de vibragao
da corda.

No formalismo canonico de quantizacao, substituimos variaveis classicas por op-
eradores e colchetes de Poisson por relagoes de comutacao. Mas quando o sistema
possui simetrias, que se traduzem em vinculos, nem todas as varidveis sao indepen-
dentes e podem ser transformadas em operadores. Nestas circunstancias, ha dois
procedimentos usuais em Teoria Quantica de Campos que se traduzem na teoria de
Cordas nos métodos de quantizagao covariante e a quantizacao no cone de luz. Um
terceiro método que explora a simetria conforme da folha de universo sera estudado
no capitulo seguinte.

A quantizacao no cone de luz consiste em escolhermos um calibre (cone de luz),
separar as variaveis nao dinamicas e quantizar canonicamente sobre as variaveis
restantes. Ao identificarmos as variaveis nao dinamicas entre os campos X*, perde-
se a covariancia de Lorentz explicita existente na acao da corda. Apds a quantizacao
tem que se verificar a existéncia da simetria de Lorentz através dos geradores de
simetria da corda, verificando se eles satisfazem a algebra dos geradores de Lorentz.
Veremos adiante que a necessidade da manutencao da invariancia de Lorentz na
teoria de cordas levara a imposicao da dimensao D = 26 do espago-tempo para as
cordas bosonicas. Este é um resultado bastante significativo pois nunca houve uma
teoria que apontasse a dimensao espago-temporal em que ela vive, muito embora
D = 26 nao seja o resultado esperado. Até onde conseguimos entender o universo
em que vivemos, temos por base outro resultado, D = 4. A adicao de supersimetria
e compactificagao de coordenadas sao as alternativas para explicar por que D =4 é
0 espacgo-tempo que enxergamos dentro da teoria de cordas.

Ainda ilustrando a importancia do método de quantizacao no cone de luz em
teorias de calibre em geral, a sua aplicagao na QCD [11, 12] torna finita contribuigoes
de até 2 lacos nos graficos de Feynman. E esperado que divergéncias nas integrais de

Feynman diminuam por estarmos (por esse método) eliminando uma das varidveis
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de integracao.

Pelo outro lado, o método de quantizagao covariante visa preservar a invariancia
de Lorentz do inicio ao fim. Para que isso se concretize, é preciso ignorar a existéncia
de vinculos (simetrias) na teoria e realizar o procedimento canénico de quantizacao.
Porém, a relacao de comutacao de variaveis covariantes envolve a métrica do espaco-
tempo que é de tipo indefinida (nem positiva, nem negativa em todos os seus termos).
A métrica do espaco de Hilbert correspondente sera também indefinida, o que implica
na perda de unitariedade (conservagao da probabilidade) e na existéncia de estados
de norma negativa (fantasmas). Para sanar este problema, resta restabelecer os
vinculos existentes na teoria. Os vinculos sao impostos posteriormente nos estados,
uma vez que estes nao sao compativeis com as relagoes de comutacao da teoria.
Impostos os vinculos, é preciso checar se os estados fantasmas estao desacoplados
para se recuperar a unitariedade. Novamente a condicao para que isso ocorra sera
quando a dimensao do espaco-tempo for menor ou igual a 26.

Embora consigamos realizar a quantizacao da corda bosonica mantendo a uni-
tariedade e a invariancia de Lorentz, um sério percalco surge na quantizagao: o
estado fundamental da corda é taquionico (velocidade acima da luz ou m? < 0). Tal

obstaculo sé é sanado acrescentando supersimetria a teoria de cordas.

2.3.1 Quantizagao no Cone de Luz

Sobre as liberdades das simetrias internas da folha de universo, escolhamos um
calibre onde possamos especificar sua métrica intrinseca gu = 7ap (+, —) na acao
de Polyakov, onde 7,, ¢ a métrica de Minkowski de um espago de 2 dimensoes .
Deixando os campos da métrica de ser variaveis livres do sistema, sua respectiva
corrente de simetria, o tensor energia-momento, tem que ser obrigatériamente nula.
Tal condigao gerard o vinculo de nossa teoria, que obteremos a seguir.
Primeiramente, notemos que para a escolha da métrica g, = 74 a acao de

Polyakov toma a forma:

S = —g / dodr [(X)? . (X’)Q] (2.26)

onde os indices covariantes e contravariantes estao contraidos. Recorrendo a equagao
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(2.15), temos que os vinculos T, = 0 se traduzem em:

TOl :Tl(]:X'X/:O
1 .
Too =T = §(X2 + XIQ) =0 (2.27)

onde tomamos o indice 0 para o parametro 7 e o indice 1 para o em ggu.
Usando a agao (2.26), os momentos (2.19) e a equagao de movimento (2.20) se

tornam

pr=TX" pt=-TX" (2.28)
(02 - )X+ =0 (2.29)

A equagao de movimento (2.29) possui como solugao geral a soma de campos

que se movem a velocidade da luz (¢ = 1) para a direita e esquerda.
XH¥o,7)=Xp(1—0)+ XE(T+ 0) (2.30)

Para as cordas fechadas de comprimento parametrizado em [ = 27, adicionamos

a periodicidade como condicao de contorno
XH*(o,7) = X*(o +2m,T) (2.31)

que nos permite escrever a solucao geral periédica de X* na forma de série expo-

nencial de Fourier

Xp(r =) = 50 + L (r = oW

2\/?2 &“exp( in(t — o))

1 1
XE(T—FO') = §$M+ﬁ(7'+ )

\/F Z —al exp(—in(t +0)) (2.32)

com z* e p* sendo respectivamente posicao e momento do centro de massa da corda.

Como queremos que X* sejam reais, teremos sempre para os conjugados complexos

I
-n

Para as cordas abertas, com comprimento parametrizado em [ = 27, relem-

o', =at* e, =ak.
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bramos a condigao de contorno (2.22)
O, Xt(o=0)=0,X"(c=2m)=0

que obriga a# = a* e vincula os movimentos esquerda/direita da corda. Neste caso,

temos como solugao

1 ' 1
XH(o,1) = at + —=pH'T + - Z —at exp(—inT) cos(no) (2.33)

27T 2T 0 n

Para realizarmos a quantizagao da corda, transformando o, z* e p" em op-
eradores precisamos encontrar e eliminar uma liberdade de calibre que nao esta
aparente. Checando a contagem dos graus de liberdade e vinculos impostos até
agora, conforme comentado anteriormente, a acao de Polyakov, devido as suas sime-
trias, tem 3 graus de liberdade e nés s6 impusemos 2 vinculos (eq. 2.27) no sistema
por escolha de calibre. Portanto, antes da quantizacao, ainda devemos escolher um
calibre que quebre uma liberdade do sistema. Esta liberdade podemos identificar
como uma invariancia de reparametrizagao residual. Pelos vinculos em (2.27), re-
conhecemos que as tangentes X*(o,7) e X ,.(0,7) da folha de universo em (o, 7) sao
ortogonais, mas nao existe uma direcao preferencial destas tangentes sobre o plano
tangente em (o, 7). Para analisarmos esta parametrizagao residual, vamos supor que

existem duas parametrizagoes (o, 7) e (¢,7) que satisfagam (2.27). Sabendo que

OX _ (X0 0X 0%
or \oror 07 or

Podemos deduzir que

0? 0%\ - 0? 0* N\ ~
— == ]o=0 — == |7=0 2.34
(87'2 (902> 7 ¢ (072 (902> ! (2:34)
Este resultado poderfamos ter visto de outra forma: os vinculos (2.27) colocam

ga» DO calibre conforme, e portanto as transformacoes de o0& = 7 4+ o sdo sempre

holomorficas, onde se verifica sempre

~ 02 0%\
a+a_0':t(a+,a_) = ( ) O':t(a+,a_) =0

a2 9o?
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As reparametrizagoes 7 (o, 7) e o (o, T) satisfazem as mesmas equagoes que X*(o, 7).
Logo, temos a liberdade de escolher um calibre tal que uma das coordenadas internas
(0,7) da folha de universo seja igual a um dos campos X*. Escolhemos identificar

a coordenada do cone de luz com o parametro 7

1
)(Jr = .TJF + 27T—Tp+7- (235)

onde trocamos no espaco de coordenadas X° e X! por Xt = %(XO + XH. O

produto escalar covariante se torna: p*X, = p* X~ +p X T — p'X" onde os termos

com indices ¢ dobrados sao somados para i = 2,..., D. Utilizando os vinculos em

(2.27) e a definicao de Xt somos capazes de determinar 2/, p~ e a;,, coeficientes
da expansao de X .
Recordando (2.25),
pr- X =pi X+ XY —pl X" =0,i=2,..,D

mas X1 =0, pf = pt/27 e de (2.29) p-. = TX’. Logo,

ol .. .
X~ =T xixv (2.36)

pt

A outra equagao em (2.25) fornece

D pr+ T2X/ X' =0= 2]9;Lp; o pipi + T2(2X+/X—/ . Xz‘/Xz‘/)

e portanto
X = T (i g XX (2.37)
T pt '
Somando (2.36) e (2.37)
X7 X~ = (X7 4 X7)?2 (2.38)

er
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Se expressarmos X ~ numa expansao de Fourier

X (ryo)=2" + =— b7 SR Z I o=int cos 7 para a corda aberta (2.39)
n

2m T V27T

e para a corda fechada

«
XB(T . O') =z, + O 27T Z n ,—in (t+0)
62_
Xp(r+o) =2+ 0 \/ﬁ Z —ngin(r£0) (2.40)

e aplicando a expansao de X~ e X' em (2.38), igualando os coeficientes de igual

expoente, determinamos

VonT

Q= =5 Z alal . para a corda aberta (2.41)
p n
3
V21T . - 2 i~
= ZLT Z T TN S 7T a'a’ . para a corda fechada (2.42)

e em especial para a corda fechada, encontramos que
ag = aq (2.43)

Agora podemos realizar a quantizagao estabelecendo os comutadores entre os

campos, para i,j = 2..D
[xivar] = —1, [Xi(o-v T)?M;(O-lv T)] = MS@J 6(0 - OJ) (244)

As implicagoes destas relacoes para as cordas abertas e fechadas sao semelhantes
e as trataremos em paralelo, acrescentando as contribuicoes dos operadores anti-

holomorficos a# existentes nas cordas fechadas. Aplicando a expansao de Fourier de
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X' e pl =TX’ obtemos a relagao de comutagao

[z, p'] =8, [, ad] = ndij 6pym e em adicional,

(&, 0] =ndij 6pim, [al,d,] =0 para as cordas fechadas — (2.45)

observando que para os operadores o’ . = ()T como conseqiiéncia da relacio
cléssica (2.33). Semelhante a uma série de osciladores harménicos, o, sdo os oper-
adores de criagao (n < 0) e aniquilagdo (n > 0) de modo |n| de vibracdo da corda,
o mesmo valendo para os operadores antiholomdrficos & .

O estado fundamental da corda aberta é tal que

aA|0;k) =0, n>0
P10, k) = &910; k) (2.46)
enquanto que a corda fechada tem nimeros quanticos a mais relativo aos modos
anti-holomorficos
al]0,0;k) =0, &2|0,0;k) =0 n >0
p'10,0: k) = 7|0, 0; k) (2.47)
Continuando a quantizacao, vamos determinar o operador Hamiltoniano. Como

as varidveis X+ e X~ nao sao dinamicas, O Hamiltoniano no calibre do cone de luz

se torna

T , ; 1 A ,
H=— / do <(5U’)2 - (x”)2) = — / do <(p’7)2 + T2(l‘”)2) e usando os vinculos,

2 2T
+ —
pp
= 2.48
2T (2.48)
Colocando o Hamiltoniano em fungao dos operadores alfa,
% ::ffoo al ot para a corda aberta,
H = e (2.49)
tee abal, +alal para a corda fechada
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onde af, = p'/v/27T. Se aplicarmos o ordenamento criagao-aniquilagao no Hamilto-

niano, afim de evitarmos ambiguidades, temos

+0o0 i
H = ot ool i+ —
mz_l meme AnT

para a corda aberta e

+oo Qi
H:Q(Z:aimain:—i—:&im&in)—i—gﬁpT—Qa

D -2
para a corda fechada, com a = g 2un (2.50)

n=1

O parametro a assim definido é infinito. Ele necessita passar por um processo de
regularizacao para que um valor fisico possa ser extraido dele. Seu valor é importante
para a determinacao da energia e massa da particula no estado fundamental. A

regularizacao deste termo se procede multiplicando um termo de atenuagao de altos

modos
in%hmZnexp —n\) —i{ }
n=1 dA
= lime (1 - e_>‘)72 = lim L1 +O(N\) (2.51)
A—0 =0\ N2 12 '

A adicdo de um contratermo no Hamiltoniano
[e.e]
Z n*Xexp(—2n\)
n=1

evanescente no limite A — 0, mas cuja contribuicdo de energia cancela o termo
infinito A~2, mostra que este infinito ndo tem significado real e pode eliminado.

Logo,
a=—" (2.52)

Os termos sob ordenamento normal em (2.50) realizam a contagem dos ntimeros

quanticos de cada modo multiplicados pela energia deste modo, totalizando a energia
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da particula a menos da contribuicao do estado fundamental. Para simplificar ,

designemos
N=) :a',a,: e N=> :a al: (2.53)
m=1 m=1

Podemos obter as massas dos estados da corda a partir dos autovalores do oper-
ador M?. Utilizando (2.48)

M? = 2ptp” —p'p' = 27T (N — a) na corda aberta e, (2.54)
= 4aT <N +N-— Qa) na corda fechada (2.55)

Conseqiientemente, para o estado fundamental da corda, o autovalor da massa

ao quadrado é

m? = —27Ta (corda aberta) (2.56)
= —8nTa (corda fechada) (2.57)

A primeira vista, gostariamos de impor a < 0, mas este valor serda determinado na
recuperacao da simetria de Lorentz e infelizmente a < 0 nao se sucedera. Por isso
enquanto estivermos falando de cordas bosonicas teremos de conviver com particulas
de massa quadrética negativa, o que significa que as cordas sao particulas com
velocidade acima da luz em seu estado fundamental. Estes tipos de particulas,
denominadas taquions, até hoje nunca foram encontrado na natureza e sua existéncia
invalidaria a Relatividade Geral. A eliminacao dos taquions do espéctro das cordas
se resoverd nas supercordas, que esta além do escopo deste trabalho.

O estado fundamental da corda é freqiientemente referenciado como estado de
vacuo. Esta designacao faz sentido no contexto em que notadamente existe uma
teoria de campos de 2 dimensoes na folha de universo da corda. Nesta teoria de
campos , os operadores alfa realizam a criacao e destruicao de particulas em seus
respectivos modos e os nimeros quanticos deste estado descreveriam a quantidade
de particulas em cada modo n. Nesse aspecto, o estado fundamental da corda
descreveria um vacuo (auséncia de particulas) com sua energia residual.

Por outro lado, nao podemos nos confundir com a realidade fisica que é expressa
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no espacgo-tempo. Neste, a corda nunca deixa de existir e nao hé criacao ou de-
struicao de cordas. Os operadores alfa atuam somente nos modos de vibragao da
corda e cada estado da corda possui propriedades distintas e por isso associamos a
cada diferente estado da corda uma particula diferente encontrada na natureza. Por
enquanto ainda nao existe uma teoria de campos de corda consistente, portanto at-
encao € necessaria ao significado da palavra vacuo designando o estado fundamental
da corda.

Realizada a quantizacao no calibre do cone de luz, precisamos verificar as con-
di¢oes para a existéncia da invariancia de Lorentz, verificando se a dlgebra de Lorentz
é satisfeita para os geradores de Lorentz da teoria. Vamos agora trabalhar somente
com a corda aberta, pois o resultado final é idéntico ao obtido com a corda fechada.
Os geradores de Lorentz sao as cargas conservadas das correntes de simetria obtidas

pelo Teorema de Noether:

T

! !
MH = / do xtp? — a¥pt = T/ do xtil — x¥i* (2.58)
0 0
e a correspondente algebra de Lorentz que se realiza classicamente é
[MIW, MCP] — 2'77”41\/[“’) _ muCMVp _ Z'UVPMMC 4 mupMVC (2'59)

O gerador M* expandido nos operadores alfa se torna

MW = xtp” — a¥p! —ZZ —a”,al) (2.60)

-_n-n

sendo os resultados (2.58), (2.59) e (2.60) escritos na parametrizagdo covariante
do espaco-tempo. Na parametrizacao do cone de luz, classicamente teriamos os

geradores M~ na forma

i Lo i
M _\/i(M M) (2.61)

e que aplicado na édlgebra de Lorentz produziria,

(M~ M) =0 (2.62)
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Porém isto nao ocorre quando trabalhamos quanticamente utilizando M ~* expandido
em operadores alfa. M~ envolve «, que é quadrédtico em o’ e portanto M~ é
ciibico em o', que acarreta em um problema de comutagio entre estes operadores.
A introducao do ordenamento faz aparecer parcelas com o termo a (2.52) que nao

se cancelam. O resultado do operoso calculo dos comutadores é

(M~ M|

2}:[1——4»4n+i@ap—m—@(MM%—MMm)

(2.63)

a=1 e D=26 (2.64)

anulando o lado direito de (2.63), em concordancia com a élgebra de Lorentz.

Os outros geradores de Lorentz nao apresentam anomalia alguma. Em MY as
constantes de ordenamento sdo canceladas pela anti-simetria do gerador e em M ™
o =0 apaga a contribui¢do dos operadores modais alfa neste gerador.

A esse valor fixo da dimensao espago-temporal D, necessario para a manutencao
da simetria de Lorentz e Weyl (cap. 4) damos o nome de dimensao critica. Cordas
nao criticas, isto é, que existem em espaco de dimensao nao critica, necessitam da
adicao de um campo extra para contrabalancear a perda de simetria destas e serao
apresentadas no capitulo 5.

Existe um esquema para reduzir a dimensao critica D utilizando o método de
paraquantizagaono calibre do cone de luz [13]. A paraquantizagao consiste numa
flexibilizacao do método canonico de quantizagao pela definicao dos em termos de ¢

paraoperadores com simetria interna SO(q):

— i Xia
a=1

e determinacao das relagoes de comutacao destes. Por esse método a dimensao

critica alcanca o valor
24

D=2+
q
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e portanto para ¢ = 12, D = 4. O valor de a se mantém inalterado. Por mais
interessante que seja o resultado, o significado fisico dos paraoperadores nao é bem
compreendido e tal método nao é muito citado na literatura classica de cordas.
Como conseqiiéncia do resultado (a = 1), voltamos a afirmar que, segundo (2.56)
e (2.57), os estados fundamentais das cordas aberta e fechada se tornam taquionicos.

O primeiro estado excitado da corda aberta no modo mais baixo (n = 1)
al]0;p) (2.65)

¢ um vetor de polarizagao ¢ transversa a propagacao no cone de luz e de massa zero
(2.56) e por isso o identificamos com o féton.
Na corda fechada, a restrigao classica (2.43) impoe que os estados da corda sejam

tais que N|a) = N|a) e o primeiro estado da corda de menor energia é do tipo
Cizal,a”,410,0; p) (2.66)

que possui massa zero. Existem 242 estados que combinados pelos coeficientes C;
podem gerar estados de particulas de 3 tipos: gravitons, dilatons e o estado tensor

antisimétrico. Uma matriz (C)agx24 pode ser decomposta em 3 termos:
(C)=(G)+ (B)+ (1) (2.67)

onde ® = Tr(C)/24 e (I) é a matriz identidade; (G) é uma matriz simétrica de

traco nulo e (B) é uma matriz antisimétrica. Os estados do tipo
(] .
Gialial,]0,0;p) (2.68)
sao os gravitons, por serem de spin 2, simétricos e sem massa, tal como é requerido

pela gravitacao quantica para a quantizacao da métrica do espago-tempo.

O estado definido por um tnico escalar
®a’,al,400,0:p) (2.69)

¢é definido como o dilaton.
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E o estado definido por uma matriz antisimétrica
Byal,a’,[0,0; p) (2.70)

é chamado de estado tensor antisimétrico.

2.3.2 Quantizagao Covariante

Na quantizagao covariante, partimos dos estabelecimento das relagoes de comutacao

nos campos no calibre covariantes a despeito dos vinculos da teoria.

[X*(o,7),p7(0",7)] = —ind(o — ')
[XM(O'u T): XV(Ulv T)] = [p¢(07 T)v p:(o'la T)] =0 (2'71)
onde designamos n*¥(+ — —... — —) a métrica de Minkowski no espago-tempo de D

dimensoes. Temos liberdade para escolher a métrica interna e fazemos g, = N,
o que acarreta nos mesmos vinculos 7, = 0 que em (2.27). Conforme dissemos
anteriormente, os vinculos nao podem ser estabelecidos sobre os operadores e serao

condicao de diferenciacao dos estados fisicos dos estados fantasmas.
( fis|Toplfis) =0 (2.72)

A equagao de movimento da corda é a mesma que em (2.29) e as condigoes
de contorno continuam sendo (2.22) e (2.31) para respectivamente cordas abertas
e fechadas. Como resultado, o campo X* segue a solucao (2.30) e sua expansao
de Fourier segue (2.33). Fazendo uso dessa expansao a relagao de comutadores no

calibre covariante implica que

[, p"] = =i [ag,, on] = —mbpnn)™ (2.73)
e em adicional para a corda fechada,
[ab Al = —mopmnn™  |ab,ar] =0 (2.74)

De forma equivalente a quantizacao no calibre do cone de luz, poderiamos con-

siderar o, operadores de criagao e aniquilacao para m < 0 e m > 0 respectivamente.
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Porém o comutador dos operadores com indice covariante zero possui o sinal inver-
tido que leva ao surgimento de estados de norma negativa, ditos fantasmas. Por

exemplo, numa corda aberta (m > 0),
(09 |ama?,, | 0;p) = (0:p |[am, a2,,][ 05p ) = —m (2.75)

Vamos desenvolver as condigoes (2.72) em forma de operadores para a aplicarmos
sobre os estados fisicos da corda. De agora em diante trabalhamos somente com a
corda fechada pois a corda aberta possui resultados semelhantes. Dividindo X*# em
campos que se deslocam para a direita X7 (7 — o) e para esquerda X% (7 + o), e

usando que

(0 +0,) X0 =0 — Xb = X1/ (2.76)
(0, — D) XM =0 — Xt = X (2.77)

obtemos no lugar das equacgoes vinculos

X X' =X3,+X2=0
e — X2 =X2=0 (2.78)
X2+ X)) =X} - X2 =0

Podemos expandir X% em série exponencial,

2 —im(T—o)
Xp = - m:§ Lone (2.79)

O lado esquerdo da equacao acima pode ser refeito substituindo X* pela sua ex-

pansao (2.32). Os coeficientes L, ficam portanto determinados

1 o0
Ly =3 > - amen (2.80)

n=—oo
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escrito em notagao de produto escalar covariante. Analogamente,

c2 T —im(T—0o)
Xp=-1= mz_:oo Lne (2.81)
e
~ 1 S .
L, = —3 Oy, * Clyyy—n, (2.82)
onde
n
Y — (2.83)

2V 27T

Por conseqiiéncia de (2.79) e (2.81), os vinculos cldssicos (2.78) aplicados nos

estados implicam que para L,, e Zm transformados em operadores,
L fs) = L|fis) =0 param > 0 (2.84)

O caso m < 0 esta considerado na equacao acima uma vez que L,, = Lim atua

sobre o bra de (2.72), compondo a mesma equagao acima, em outra forma:
(fis|L} = (fis|]LI =0 param >0 (2.85)

Para m = 0 voltamos a ter que definir um ordenamento entre os operadores. Escol-

hendo o ordenamento criagao-destrui¢ao, precisamos modificar (2.84) para
(Lo — a)lfis) = (Lo — a)|fis) = 0 (2.86)

sendo a novamente uma constante de ordenamento. Escrevendo L por extenso,

1, w— p? .
LO = —5@0 - ;C&n Oy = 87T—T - ;@n e (287)

com resultado analogo para Zo. O espectro de massa dos estados fisicos M? = p? é
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por conseguinte,

M? = 87T (a + Z a_p, an> = 81T (a + Z a_y &n> (2.88)

n=1 n=1

Note que a equagao acima oferece o mesmo espectro de massa que em (2.55) para
a=1.
Trabalhando-se com a relagao de comutacao dos operadores alfa, pode-se chegar

a algebra de Virasoro com extensao central

D
[Lpny Lin) = (m —n) Ly + E(mg — M) 0min (2.89)

ou seja, {L,,} s@o geradores de Virasoro.

Estados quaisquer que satisfazem a relagao (2.84) e (2.86), considerados estados
fisicos, s6 sao livres de possuir norma negativa paraa=1e1 < D <26 oua < 1
e 1 < D < 25, mostrado por Brower, Goddard, Thorn e outros [14, 15, 16]. Este
resultado da quantizagao covariante é uma condigao menos restritiva que a imposicao
a=1e D = 26 na quantizagao no cone de Luz (2.64).

Em adicional, conseguimos implementar uma quantizagao com um numero de
variaveis independentes maior que do que no sistema classico, sujeito aos vinculos
(2.27). Em compensacao houve uma reducao do espago dos estados de Fock na
quantizacao covariante em relacao a quantizacao no cone de luz.

Um exemplo de interesse na quantizagao covariante é mostrarmos que os fétons
longitudinais estao excluidos, tal como acontece na quantizacao no cone de luz.
Basta verificarmos que eles tem norma zero e portanto nao sao estados fisicos. O
foton longitudinal é uma excitagao de modo n = 1 do estado fundamental de uma

corda aberta na diregao do momento k, com este no cone de luz (k* = 0). Ou seja,
|foton) =p-a_1]|0;k) =k-a_1]|0;k) (2.90)
e sua norma serd

(foton|foton) = (0; k|ay - kk - 1|0k ) =
E*(0; k|[of, a_1,]|0;k ) = 0 (2.91)
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Em relacao a simetria de Lorentz, esta é preservada e pode-se mostra-la sem
dificuldades, através da obediéncia dos geradores M* a algebra de Lorentz. Nos
limitaremos a comentar que pela inexisténcia de operadores a~, M*” possui entre
os termos em o apenas os quadraticos, cujas constantes de ordenamento sao elim-
inadas pela anti-simetria de M"” e nenhuma anomalia quantica é acrescentada a

algebra de Lorentz.



Capitulo 3
Teoria de Campos Conformes

Sabemos que classicamente existe uma simetria conforme na folha de universo e
é de nosso desejo (por razoes a serem esclarecidas no préximo capitulo) que es-
sa simetria seja preservada apds a quantizacao da corda. Neste capitulo vamos
estudar um processo de quantizacao numa condicao em que a simetria conforme
(Weylx Difeomorfismo) é claramente preservada e veremos suas propriedades no es-
paco de operadores quanticos. Esta condicao é a restricao a uma métrica plana para

a folha de universo.

3.1 CFT no Plano Complexo

A folha de universo de uma corda aberta, conexa, sem furos ou algas é conformal-
mente equivalente ao plano complexo C (ver sec. 4.6.1). Podemos ver isso transfor-
mando a métrica da folha de universo por meio de difeomorfismo e transformacoes
de Weyl na métrica da superficie plana. Essa superficie plana possui uma estrutura
complexa ao relacionarmos as transformacoes de rotagao com as rotagoes no plano
complexo.

Escolhida a métrica plana para a folha de universo no espago de Minkowski,

goo = —gu = —1; go1 =g10 =20 (3-1)

vamos aplicar uma transformacio para o espaco Euclidiano o = ic® que possui

maiores vantagens para o cdlculo e cujos resultados sao equivalentes, por extensao
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analitica, aos resultados no espaco de Minkowski. A métrica Euclidiana é entao do

tipo (+,+) dap com a,b = 1,2 e a agao de Polyakov (2.10)

1
S =

Y e

/ (LX 01X, + X DsX,) (3.2)

A transformacao das coordenadas da folha de universo para as coordenadas do

1 —i0? (o1? parametros internos

plano complexo se dd segundo: z = o' +icl ez =0
da folha de universo), e usando a notacio & = 9, e = 0, a acdo de Polyakov se

torna,

S_

2ma!

/ d*20X"0X, (3.3)
Podemos ver que sua equagao classica de movimento sera:
00X" =0 (3.4)

De (3.4) concluimos que os campos X*(z, Z) sao a soma de fungdes holomérficas e
antiholomérficas de z, conforme vimos em capitulo anterior (2.17). Rearranjando
as derivacoes parciais, percebe-se que 9X(z) e X (Z) sdo funcdes holomérficas e
anti-holomérficas de z respectivamente e por isso omitiremos a notagao (z,z) de
parametros.

A quantizacao na folha de universo segue da substituicao das variaveis classicas
por operadores. Tais operadores poderao compor uma acao conformalmente invari-
ante e possuir determinados pesos sob transformacgao conforme. Para encontrar as
propriedades dos operadores precisamos fazer um estudo sobre os geradores do grupo
de simetria conforme.

Veremos a seguir que o grupo de simetria conforme age segundo o espago de

transformacoes holomoérficas e anti-holomorficas
2= f(z) e Z=k(Z) respectivamente.

Por haver um mesmo comportamento entre as transformacoes holomérficas e anti-
holomorficas, trataremos de agora em diante apenas das holomorficas, fazendo mencao

ao anti-holomorfismo quando necessario.
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Observamos uma condicao para a simetria conforme ao aplicarmos a variagao da

acao por dilatagao da métrica:

transformacao: Jab = €“ Jap (3.5)
0S g 05 b
— = w1 =T, 3.6
dw 0w 0gap > Jab (3:6)

Logo, o trago do tensor energia-momento da corda precisa ser nulo. Isso se traduz

em coordenadas do plano complexo:
Taa = Tz% = T,Ez =0 (37)

Portanto as componentes do tensor energia-momento serao somente duas:

T..(2) = T(2) e Tos(3) = T(2)

correntes geradoras de transformacoes holomoérficas e antiholomorficas, respectiva-
mente.

O teorema de Noether nos mostra que a invariancia da acao a transformacoes
infinitesimais dos campos implica na conservagao de correntes das simetrias j, assim
conhecidas por respeitarem, semelhante a corrente de cargas elétricas, a equacao de

CONservacao:
V.j=0

As correntes de dilatagao (ou corrente de escala) e translagao, existentes na folha de

universo sao:

translacaio 0z =ea — j =T(z) , a = constante

dilatacao dz =€z — j = 2T(2) (3.8)
e para uma transformagao conforme mais geral

0z = f(z) = j = f(z)T(2) (3.9)

A fungao analitica f(z) pode ser escrita numa espansao da série de Laurent em
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torno da origem:

+00 f
fe)=> =5

e o operador que transforma z seria:

0z=F(2)z=f(z) = F(z) = ( Z Z{"1> 0

n=—oo

O operador F(z) é na verdade uma combinagao de infinitos termos que sao a base

do grupo de operadores de transformacao conforme,
L,=2""0 (3.10)
cuja algebra de comutacgao é a bem conhecida algebra de Virasoro:

Ly, Ly = [217m0, 200 = (21702 — 217021 ) 0 =
(m—n)z"""""9 = (m —n)Lyin (3.11)
com resultado andlogo para os operadores anti-holomérficos L, e [Lm, En} = 0 como
se poderia naturalmente esperar. De uma forma mais geral, a corrente j transforma
conformalmente outros campos (primarios, a serem vistos) e a expressao de L,, é
mais geral do que a apresentada (3.10), mas a dlgebra de Virasoro acima se mantém
valida a menos de uma extensao .

Até agora admitimos sem contestagao a existéncia da simetria conforme. Para
constatarmos a existéncia de simetria conforme numa folha de universo de métrica
plana, precisamos verificar a condi¢ao (3.7). O Tensor energia-momento (2.15) de
uma folha de universo com métrica plana se torna:

Top = 0. X" 0, X, — —6,0.X"0° X, (3.12)

1
2
que notadamente possui traco nulo

T = 6Ty = Thy + Tay =0
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Ha um porém: o tensor acima nao esta bem definido quanticamente devido a
um problema de ordenamento de operadores atuando no mesmo ponto e que sera
tratado adiante. Mesmo assim o resultado é correto por haver cancelamento por

subtracao dos termos de ordenamento do tensor quantico.

3.2 A Identidade de Ward

Para sabermos como os operadores se transformam com a corrente de simetria
f(2)T(2), precisamos de uma relagdo semelhante a que conhecemos na mecanica

quantica
A =[G, A (3.13)

A preservacao da corrente de simetria conforme obtida pelo teorema de Noether,
é uma garantia da invariancia da agao perante transformagoes conformes. Porém,
nosso interesse é que haja preservacao do valor esperado de um operador qualquer

obtido através de inser¢ao deste na acao quantica (ou funcional gerador ou integral):

(A) / [dX]A exp(—5) (3.14)

onde, relembrando o formalismo de integracao de caminho, nao ha operadores dentro
da integral, mas valores numéricos. Ao aplicarmos a variacao do valor esperado
sob transformacoes conformes, os campos X* nao se transformam. Caso contrario

terfamos que considerar variagoes da medida de integracao:

0= 6(4) = / (X5 (Aexp(—S)) =
= (JA) — (A8S) (3.15)
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A variagao da agao ocorre segundo a corrente de simetria j = f(2)7T(2):

59 = % / d*o0,, (f,T")

_ % /R 220 (f(2)T(2)) =
% d2f(2)T(2) (3.16)
™ Jo

onde R é a regido onde a corrente nao se anula e C' seu contorno. O resultado (3.16)
assim exposto deve ser zero, pela conservacao da corrente de simetria Vj = 0 e
esperamos que isso se realize quanticamente, com (4.5) = 0, mas nao necessariamente

(AdS) se anula. Trabalhando com as equagoes (3.15) e (3.16), obtemos:

(6AG0)) = 3= § d2F(2) (T AG)

Uyl

sendo (zp) no interior do contorno C'. Caso (z) estivesse fora do contorno, poderiamos
considerar variagoes infinitesimais tal que um novo contorno C’ em torno de zy es-
tivesse completamente exterior a C'. Nessa regiao a corrente de simetria se anula
e terfamos (0A) = 0. Considerando que a equagdo acima é vélida para quaisquer

insercoes de operadores, ela também deve ser valida no espaco de operadores

5A(z) = 2i 740 dz f(2)T(2)A(z) (3.17)

i

Tal equacao ¢é a identidade de Ward, adequada as nossas condicoes de trabalho.
O termo do lado direito de (3.17), o residuo de jA, é em outras palavras o termo
271 da espansao de Laurent de jA e a insercao de operadores no interior de C' é
responsavel pelos residuos que antes nao existiam. Portanto, nos serd relevante, afim
de obter a transformacao conforme dos operadores, calcular o produto de operadores
T A, dando especial atengao aos termos de singularidade (residuos) deste produto.
Um passo imediatamente anterior serd determinar um tensor energia-momento bem

definido no plano complexo.
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3.3 Ordenamento Normal

Para preservar as simetrias cldssicas, queremos que a equagao de movimento (3.4)
seja preservada. Quanticamente, o valor esperado de um operador é o limite classico
da variavel classica correspondente. No formalismo de integrais de caminho, o valor
esperado de um funcional estd descrito em (3.14). A equagao de movimento que se
realiza classicamente pelo caminho que extremiza a a¢ao (ou estd num ponto de sela
desta) tem uma equagao correspondente pela integracao de caminho (3.14).

Para verificarmos a equacgao de movimento, facamos a derivacao

) )
s =0 [ g9
0S
=— [ |[dX]exp(—S5)——
Jx] (=55 —
1 _
= — XH(z,z 1
— <(98 (z, z)> (3.18)
A equacao acima implica que no espaco de operadores,

00X"(2,2) =0 (3.19)

O resultado em (3.18) nao deve ser alterado se fizermos inser¢oes em pontos distintos

de (z,2).

0= [N (- 9)X(.)
- — /[dX] exp(—S)%X”(z’, Z) + /[dX] exp(=Sn"6*(z — 2, 2 — 2)

= ;85 (XM(z,2) X (2, 2)) + (6% (z — 2/, 2 — Z'))

(ye;

— 00 (XM(z,2)X"(¢, 7)) = =7 (n"6*(z — 2,2 = Z)) (3.20)

Note que as derivadas parciais acima sao no ponto z e Z respectivamente.

De fato, para dada acao em questao , um calculo rigoroso da funcao de Green
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de 2 pontos de campos escalares nos fornece:

/

(XH(z,2) X" (w,w)) = —%7]’“’ In|z —w|? (3.21)

o que confirma o resultado anterior. Isso mostra que a funcao correlacao de 2 pontos
nao ¢ bem definida quando esses 2 pontos coincidem. E um problema conhecido da
teoria de campos que é corrigido por um ordenamento dos operadores na funcao de

Green. No caso, definimos o ordenamento normal:

/

c XH (2, 2) XY (w,w) == XH(z,2) X" (w, w) + %77“” In|z — wl|? (3.22)
e consequentemente,
00 : XH(2,2)X"(¢,Z) =0 (3.23)

Precisamos estender essa idéia de ordenamento normal para o caso de produto
de mais de 2 operadores e entre operadores ordenados. Intuitivamente basta sub-
stituirmos (ordenarmos) cada par de operadores nao ordenados pelo par ordenado
mais a singularidade. Uma realizagao disso j& existe e é aplicavel em nosso ca-
so: o teorema de Wick. Seja F'(X) um funcional de X, produto nao ordenado de

operadores.

/

« ) )
B = — [ &®2d?2z1 2 F 24
eXP(4 / 21d%z9 In | 21| 5X“(Z1,21)5Xu(z2,22)) (3.24)

No caso de um produto nao ordenado de operadores ordenados, invertendo a ex-
pressao anterior e vinculando a a ordenacgao de pares com um termo de cada operador
(F e G), temos:

/

) )
cF G i=exp <—% /d2zld222 In |25

(5XIFL~(2’1, 21) 6XG}L(227 22

)) :FG: (3.25)

Uma vez definido o produto ordenado, podemos redefinir o tensor energia-momento
T(z). Classicamente, vimos que o tensor energia-momento se anula (2.15). Porém
quanticamente isso nao acontece. O tensor cldssico (2.15) envolve o produto de

variaveis no mesmo ponto. Quanticamente precisamos trabalhar com operadores
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ordenados para que eles estejam bem definidos. Em variaveis do plano complexo,

temos:

1
T(z) = —— : 0X"(2)0X,(2) : (3.26)
@

Agora, para encontrarmos os residuos T'A de (3.17), basta que expressemos este
produto em fungao de sua forma ordenada (regular) mais singularidades. Os termos
regulares nao produzirao residuo algum enquanto que o termo singular de ordem z~!
compora o residuo. Para exemplificar, obtemos a transformacao do campo X" no
ponto (0,0), a partir da corrente infinitesimal € f(2)7(z) de transformacao conforme.
Expandindo T'X em termos ordenados e singulares:

1 1 oxXV
— :0X"0X,, : X”(0,0) = —— : 0X*(2)0X,(2)X(0,0) : +

o o z

T(2)X"(0,0) = —

Lembramos que f(z) deve ser regular em torno da origem e podemos decompd-lo

em série de Taylor. Aplicando o resultado acima em (3.17):

0X" = (X'(ef(2)) — X(2)),_, = €Res,_g [(Z %f(n)(o)zn> &jl/] = f(0)9X"

n=0

que é a expansao de Taylor de primeira ordem de dz = €f(z), ou seja, a corrente
de simetria conforme nao realiza uma variacao na forma de X, mas apenas uma

reparametrizacao. Logo,
X'(z) = X(2) (3.27)

o que caracteriza uma transformacao conforme.
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3.4 Campos primarios

Entre os operadores existe uma classe especial chamada de campos primdarios ou

conformes que se transformam da seguinte forma [17, 18]

6(2,2) — & (w, @) = (O.w) " (0.0) " §(2, 2) (3.28)

onde (h, h) é o peso conforme de ¢ e h+ h sua dimensdo de escala. Pode-se verificar

pela identidade de Ward, que o seu produto com o tensor energia-momento deve ser

h M + termos regulares (3.29)
z

T(Z)¢(O7 0) = ;gb(ov O) +

onde o primeiro termo é responsavel pelas transformacoes de escala e o segundo
resulta da expansao de Taylor. Nao hé termos de maior singularidade por nao
respeitarem transformagoes segundo (3.28). Existe um numero seleto de campos
primarios e nem todo produto ordenado de campos primérios € um campo primaério,
mas quando isso ocorre, seu peso conforme é a soma dos pesos conformes para cada
componente, holomérfico e antiholomorfico.

Alguns campos primarios usuais e seus respectivos pesos conformes sao

dz=(-1,0); X*=(0,0); 0X*"=(1,0);
oX"=(0,1); 0"0"X" = (n,m);

/k2 /k‘2
cexp(ik - X) = (a4 ’044 )

: (3.30)

O peso conforme do operador exponencial em (3.30) é obtido expandindo o operador
em série de Taylor de termos ordenados.

Indaguemos agora se o tensor energia-momento 7'(z) é um campo primério ou
nao. Tal questao é relevante, uma vez que afetara a algebra dos geradores do grupo
conforme que compoe T'. Novamente recorramos ao teorema de Wick para calcular

este produto de operadores:

T()T(0) = 55 + 5 T(0) + %8T(0)+ L T(2)T(0) : (3.31)
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Neste caso D é o numero de campos X*, isto é, a dimensao do espago-tempo,
resultante da contragao dos indices de ambos os tensores. Numa situacao mais geral
o coeficiente de z~* pode assumir outros valores e o denominamos de carga central.

Esta checagem mostra que o tensor energia-momento nao é um campo primario.

Mas se o fosse, seria de peso (2,0).

3.5 Algebra de Virasoro

Como vimos na segao (3.1), as transformagoes conformes em duas dimensoes pos-
suem geradores que obedecem a dlgebra de Virasoro. O tensor energia-momento re-
sponsavel pelas transformacoes conformes nos operadores deveria ser a composi¢ao
de geradores que obedecem a essa mesma algebra. Porém, a existéncia da carga
central na transformagao conforme do préprio tensor energia-momento (ele nao se
transforma conformalmente) acarreta em modificagoes na algebra inicial.

Vamos expandir o tensor energia-momento em série de Laurent em torno da

origem

T(z)= ) 27[;12 (3.32)

onde L, sao chamados geradores de Virasoro. Note também a conveniéncia da
poténcia de z estar de acordo com o peso conforme de T'(z), mesmo ele ndao sendo
um campo primario. Os geradores de Virasoro podem ser obtidos por método de

residuos

1
L, =— ¢ dzz""'T(2) = Res(z"t'T'(2)).—0 (3.33)
211 C
para C' um contorno em torno da origem. A algebra de comutagao destes operadores
pode ser obtida apds o entendimento do que significa a comutagao no espago de
operadores locais em duas dimensoes . Para que se estabeleca a analogia com a

equagao (3.13), é preciso determinar a carga conservada inerente a uma dada corrente
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de transformacao. No plano complexo, a carga conservada, dada a corrente j, é

Q- }é d=j(2) = Resj(2) (3.34)

= om

Juntando (3.13) e (3.17), onde sob transformacoes infinitesimais, o contorno se

aproxima do ponto de insercao:
Aplicando para o caso em que as cargas conservadas sao os geradores de Virasoro,

[Lon, Ly = Res., .2 T(21)Res, 02" 'T(2)

2 1
= Res.02" ' Res,yoap ™ | ——2 T oT
€S, .07 €S2y 22 2(21—z)4+(21—2)2 (z)+21_2 (2)
= Res, 2" (%632"”1 + 202" (2) + zmHGT(z))
¢

= Res._ <E(m3 —m)Z™ T 4 2(m 4 1) 2™ (2) + zm+”+28T(2)>

o terceiro termo pode ser modificado por integracao parcial

= Res, .o <1—62(m3 —m)z"" 4 (m— n)zm+"+1T(z))

= (M — 1) Lopgn + (m® — m)1—62(5m+n (3.36)

Oman € um delta de Dirac. Chamamos a algebra acima de algebra de Virasoro

extendida com carga central c.

3.6 Espectro da corda

Uma vez que somos capazes de determinar relacoes de comutacao entre operadores,
podemos partir para encontrar os modos de vibragao da corda. Tratemos primeira-
mente da corda fechada. Sendo X e X campos primdrios de peso (1,0) e (0,1),

podemos escreve-los na expansao de Laurent:

! 1/2 o0 att B o 1/2 oo at
OXH(z) = —i (5) S 0XM(2) = —i (5) > o5 (337)

m=—00 m=—0o0
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onde os coeficientes da série de Laurent sao

(2N rdz _ 2\ [dE s
alt = (J) 7{%2 0XH(z) e ak = — (a) fﬁz 0X"(2) (3.38)
Em especial verificamos que aff = @) e que correspondem a carga conservada com re-

speito a corrente de simetria por translagao i, X* /o’ na folha de universo. Tal carga

¢ o momento linear. Considerando contribuicoes holomoérficas e anti-holomorficas,

1 B 9\ /2
p“ = 2—7” C(de“ — dgj/i) = (J) O[g (339)
Integrando 3.37,
o d\YVESE 1 ot Gn
XH ) = oM — M 2,50 = oy Im ) 4
(2,2) = Y n |z| +z(2) Z_ m(zm+zm) (3.40)

Usando o mesmo procedimento que em (3.36)de expansao dos comutadores na
forma de residuos, obtemos a relagao de comutacao dos operadores ot e at
(o, o] = [, @] = mby ™ (3.41)
A relagao de comutagao mostra que estes operadores at e o sdo exatamente os
operadores de criagao e aniquilagao de estados de corda com modo de vibragao |m|,
para m < 0 e m > 0 respectivamente. E interessante notar que na quantizacao
conforme realizada nao foi preciso estabelecer, isto é, impor a relagao de comutacgao
(3.41). Isto ocorre porque a passagem das relacgoes cldssicas para a quantizagao
foi feita anteriormente quando definimos o ordenamento normal de operadores, que
assim como a relacao de comutacao e os colchetes de Poisson, tende para o limite

classico quando os operadores se afastam e a influéncia da singularidade evanesce.

Utilizando (3.41) e (3.39),
2 p*] = [X",p"] = == Res [(dz0X" — dz0X")X"] = in™  (3.42)

Naturalmente, os operadores holomoérficos comutam com os operadores anti-holomoérficos.
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A partir destes operadores podemos definir seus autovetores como estados da

corda partindo do estado fundamental com momento &

ak0,0;k) =0, a*0,0;k) =0, n>0
p"0,0; k) = (2/a")2ad|0,0; k) = k*|0; k)
a,10,0;k >=|1n,0;k >, a*,]0,0;k >=10,1n;k >, n >0 (3.43)
como ja o fizemos nos processos de quantizacdo anteriores (secdo 2.3). Agora

podemos calcular os geradores de Virasoro L,, em funcao dos operadores a# . Obten-

hamos primeiramente o tensor energia-momento,

1 1 Z QO Oy
e por (3.33) teremos
1 Cahoy, = el E——

Para j # 0, os operadores em (3.45) comutam. Nao hé problema de ordenamento
e podemos esquecer o simbolo ::. Porém, para j = 0, os operadores ot e a,_, nao
comutam entre si e o ordenamento normal ainda nao nos é bem conhecido entre
estes operadores. Ordenemos o produto colocando operadores de criagao a esquerda

e igualemos ao ordenamento anterior acrescentando uma constante.

[e.o]

1 - 2 O
Ly = §(a0)2 + Z(O/inaun) +a= Z 2 % S +a (3.46)

n=1 m=—00

Aplicando Ly sobre um estado fundamental da corda e fazendo uso da &dlgebra

de Virasoro,

1
LO’O, O, 0> = 5[[;1[171 — LflLlHO, O, O> =0 (347)
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concluimos que
a=0 (3.48)

Logo os dois tipos de ordenamento, normal :: (3.45) e criagdo-aniquilagao & (3.46),

sao equivalentes.

3.7 Operadores de Vértice

Existe uma outra parametrizacao do plano complexo que permite uma visualizagao
natural das insercoes pontuais de operadores no plano complexo, permitindo que as
interpretemos como estados iniciais assintéticos da corda.

Para uma dada parametrizacao z, podemos encontrar w = o + 7 tal que
z = exp(—iw) = exp(T — i0) (3.49)

Se associarmos ¢ a coordenada de posi¢ao na corda e 7 a coordenada tempo, latitudes
de tempo constante no plano w serdao circulos concéntricos no plano z (fig.3.1).
Para o caso da corda fechada, havera uma periodicidade que podemos definir como
o = o + 27w, que ocorrera desta forma também z, e para a corda aberta o sera
limitado.

Consideremos o caso da corda fechada. Esta percorre a folha de universo em
coordenadas temporais 7 € (—00,00) com uma periodicidade em o que faz a corda
descrever um cilindro de comprimento infinito como folha de universo. Observando
a evolucao da corda ela tem origem no estado assintético 7 — —oo, como se pode
ver no plano w e que corresponde a um ponto no plano z. A corda segue a flecha
do tempo 7 — oo varrendo no plano z todo o plano complexo.

Na corda aberta, nao existe a periodicidade e a limitacao o € [0, 7] faz com que as
linhas equitemporais tracem no semi-plano z, Imz > 0, semi-circunferéncias. Para
que possamos realizar transformagoes holomorficas em torno da origem, precisamos

definir o tensor energia momento para Im(z) < 0. Lembrando-nos que o = &/ na
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0 2m
(b)

Figura 3.1:  Plano complexo da corda fechada c/ linhas equitemporais. (a)Em
coordenadas w, com as bordas identificadas umas as outras. (b)Em coordenadas z.

corda aberta e conseqiientemente L, = Zn, podemos definir
T(2) =T(2), Im(z) <0 (3.50)

que permite reescrever os geradores de virasoro como carga no plano z integrada da

corrente de simetria, tal qual na corda fechada,

1

_ m+1 _ Jzsm+lg —
m=5 7 C(dzz T,, —dzZ Tzz)

3T dzz"MT,, (3.51)
onde a primeira integracao é sobre um semi-circulo C e a segunda integracao é sobre
uma curva fechada, gragas a defini¢gao (3.50) na regiao Im(z) < 0. Assim voltamos
a trabalhar no plano complexo por inteiro.

Feito o mapeamento entre os planos w e z, vamos estudar o caso da corda fechada
em que o plano w é um cilindro, identificadas as bordas ¢ = 0 e 0 = 27. Existe
um outro mapeamento isomorfico que pode ser feito entre os estados assintéticos
iniciais e operadores locais. Para a integragao de caminho descrever a evolucao do
estado da corda, se necessita saber seu estado inicial quando Imw — —oo. No plano

z isto corresponde a origem, o que é equivalente a conhecer os campos neste ponto,



(a)
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0 s
(b)

Figura 3.2: Plano complexo da corda aberta com linhas equitemporais. (a) Em
coordenadas w. (b) Em coordenadas z.

que definimos como o operador de vértice. A correspondéncia inversa vale para um
operador de vértice qualquer no plano z e um estado inicial no plano w. Assim cada
operador de vértice A corresponde ao estado inicial |A ).

Como exemplo, vamos estudar o estado |I ) correspondente ao operador de
vértice identidade I. No plano z, os operadores 0X e 0X aplicados no vértice
identidade tem comportamento analitico. Portanto nao apresentam residuos em

(3.38) e conseqiientemente,
anll)=0 e anpll)=0, m>0 (3.52)

Tal comportamento deste estado é idéntico ao comportamento do estado fundamen-

tal. Logo, obtemos a indentificacao estado-operador
1) =10,0) (3.53)

e por 90X (z) (0X(Z)) ser (anti-)holomérfico nesse vértice, podemos expandi-lo em

série de Taylor em torno deste. Dai encontramos os operadores o como residuos
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dessa expansao

oNY? [ dz 2\ /2
K — (= _~,—m 1 — [ =
= (2) f5eemoxrain - (2)

?

!(9mX“(zo)> , m>0

(m—1)
(3.54)
De forma que existe uma correspondéncia entre operadores
2\'?
I3 il m i
o, — (a’) = 1)!8 X*(29), m>0 (3.55)

um atuando sobre o estado e o outro sobre o vértice. A equacao acima mostra que
o, (m > 0) correspondem a campos primdarios de peso (m,0). correspondéncia
acima se mantém para outros estados |.4) com operador de vértice A(zp) com or-
denamento normal. O operador local correspondente a o, atuando no estado |.A)

serd o ordenamento normal do produto de ambos operadores locais

n 2\ MY :
o | A) — (—) ] D O™ XH(20)A(20) : (3.56)

o m—1)!

Um outro exemplo de correspondéncia estado-operador é
|0; k) —: e X(=0) (3.57)

que é facilmente compreendida percebendo que sob a translacao X* — X* 4+ a* o
lado direito e esquerdo de (3.57) se transformam do mesmo modo, multiplicados por
eik-a'

Procedendo segundo (3.56) podemos obter os operadores locais de todos os
estados da corda, observando-se que o mesmo ¢ valido para os operadores anti-

holomorficos da corda fechada.
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3.7.1 Integral de caminho

No espaco dos operadores de vértice no plano z o formalismo de integral de caminho

utilizado para definir a evolugao de um estado inicial toma a seguinte forma:
WX 7] = / A exp(— S X2]) A z0) (3.58)

onde um estado inicial dado pelo operador de vértice A no ponto (2p) evolui para um
estado com a configuragao de campos X} (coordenadas espaciais). Este funcional
é a funcao de onda na representacao X de determinado estado na formulacao de
Schrodinger. A condigao de fronteira X} = X acontece para um dado tempo 7 = 7
que no plano z se expressa por uma circunferéncia fechada em torno do centro zy =
(0,0). Os campos XJ'(7,0) estdo sujeitos a condigao de causalidade. Esse conceito
de funcional integral como um propagador nao deve valer somente para estados
iniciais assintoticos representados por operadores de vértice. Podemos expandir
sua definicao para estados inicial e final definidos pelas respectivas configuragoes
de campos X! e X }‘ , que serao as condicoes de borda inicial e final dos caminhos

possiveis de X' nos tempos 7; e 7;.
X, 7] = / [dXY] e exp(—=S[XE) WX, 7] (3.59)

A integracao funcional acima ¢ feita no plano z numa coroa circular 77 > 7 > 7;
our; < |z| <ry. Aregido |z < r; ndo tem influéncia na equagao acima, quando se
conhece o estado da particula para |z| = r;. Mas poderiamos substituir esta condi¢ao
de borda por uma superposicao de operadores de vértice que aplicados isoladamente
em pontos fixos z’s distintos no interior do disco (|zo| < r;) produzissem na fronteira
desse disco a mesma configuragao de campo X! por evolugao temporal.

Pelo mesmo principio, o produto de 2 operadores de vértice atuando em pontos
distintos tem efeito na borda que contém estes pontos |z| = 1, por exemplo, idéntico
a uma superposicao de efeitos de operadores de vértice isolados na regiao |z| < 1
que, por propriedade dos operadores conformes (3.28), podem ser transportados
para atuarem no ponto z = (0,0) , cujo efeito é o de um unico operador de vértice

dual do estado inicial assintético que evolui para o estado |¥(X;)) na borda |z| =1
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Figura 3.3: (a)Plano z com 2 operadores locais. (b)Estado obtido na integragao de
caminho até a fronteira. (c¢) Operador de Vértice que produz o mesmo estado na
borda

(Fig.3.3). A expressao do produto de operadores (OPE) se traduz em

Ai(z1,71)Aj (22, Z2) Zz ThiTh TQ’“ s hc G AR(22, Z2) = Aijzy 2 (21, 21)  (3.60)

Podemos interpretar a expressao (3.60) numa forma tipo diagrama de Feynman.
Este diagrama descreve um espalhamento de 2 estados assintdticos iniciais, repre-
sentados pelos operadores de vértice A; e A; e os possiveis estados finais assintéticos

representados pelos operadores de vértice A;’s
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Figura 3.4: Representacao diagramética de um OPE
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Capitulo 4

A Integral de Caminho de
Polyakov

4.1 Introducao

J& apresentamos anteriormente (3.58) a formulagao de integral de caminho no plano
complexo. Neste capitulo, voltamos ao assunto discutindo problemas na folha de
universo tais como fixacao de calibre, anomalia de Weyl e operadores de vértice.
Por fim acrescentaremos complexidade a acao de Polyakov considerando a métrica
G do espago-tempo dependente dos campos de coordenada X* (modelo sigma nao

linear) que induzird ao aparecimento de gravitons.

4.2 Soma sobre Folhas de Universo

A formulacao de integral de caminho de Feynman de calculo de propagacao de uma
particula prescreve uma soma sobre todos os caminhos possiveis que essa particula
pode tomar, ponderada pelo peso €™, S acdo classica de Polyakov.

Dentre os caminhos possiveis que essa particula pode tomar, estao aqueles que
envolvem interacoes com o vacuo com surgimento de novas particulas e interagoes
entre as proprias particulas. Por outro lado, devido as simetrias internas da agao
classica (difeom.,Weyl), ela sé denota diferenga entre caminhos que tragam folhas de

universo com topologias diferentes. As diferentes topolégias sao oriundas justamente
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aberto«— fechado

aberto« aberto
ﬂ F/-\

aberto« fechado+aberto > @

fechado« fechado-+fechado C}Q

aberto+aberto«< aberto+aberto > <

Figura 4.1: Interagoes entre cordas

das interagoes entre cordas, tais como na figura (4.1).

4.3 O Funcional Integral

A partir desta secao, vamos utilizar a métrica Euclidiana na folha de universo,
aplicando uma rotagao no plano complexo em 7 substituindo-o por 7 = —it. A
motivacao desta troca é que topologias nao triviais da folha de universo nao podem
ser descritas por uma métrica de Minkowski sem apresentar singularidades, enquanto
que este problema nao existe utilizando uma métrica Euclidiana.

O funcional integral se torna

/ (dX][dg] exp(~5) (4.1)
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onde junto a agao de Polyakov acrescentamos outros termos invariantes a transfor-
magoes de coordenadas (difeomorfismo) e Weyl

1 2 1/2 ab 1 / 2 _1/2 1 /
— 9, X "0, X — — 4.2
S 47ra’/Md 099" 0, X "0, X, + A gy Md og R—i—27T 8Malsk (4.2)

O terceiro termo na equagao acima € a contribuicao da borda da folha de universo,

sendo R o escalar de Ricci e k = t%n,V,t* a curvatura geodésica da borda e t* e n®
vetores tangente e normal a borda, respectivamente.

Na verdade, o segundo e o terceiro termo nao sao Weyl- invariante, mas sua
soma sim. Contribui¢oes da borda surgem no segundo termo sob transformacao de
Weyl que sao canceladas por contribuicoes do terceiro termo transformado quando
ponderamos seus coeficientes conforme escrito na equacgao acima. Por esse entre

outros motivos que se seguem, chamaremos

1 1
=— [ d*0g"*R+ —/ dsk 4.3
X=q ) dos 2 o, (4.3)
A constante A nao é um parametro livre. Seu papel serd desvendado quando trabal-
harmos com a métrica do espaco-tempo. Mas por ora podemos destacar seu efeito

na interacao entre cordas. A acao S pode ser reagrupada em 2 termos:
S = Spo + Ax (4.4)

x depende somente da topologia da folha de universo e é de fato o conhecido niimero
de Euler de superficies bidimencionais (y = Vértices + Faces — Arestas numa
triangulizagao de superficie). Se fizermos um buraco em uma folha de universo de
uma corda aberta, seu numero de FEuler é diminuido de uma unidade. Portanto o
caminho correspondente a esta nova folha terd um peso multiplicado pelo fator e=*
no funcional integral (4.1) em relagao a folha anterior. Por sua vez, a nova folha
de universo pode ser interpretada como um caminho de propagacao de uma corda
aberta em que, interagindo com o vacuo, uma nova corda aberta é criada e a seguir
destruida. Considerando pesos para ambos processos de criagao e destruicao de uma
particula, concluimos que a interacdo (corda aberta)«(corda aberta) possui como

constante de acoplamento ~ e~*/2.
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As propagacoes com criacao e posterior destruicao de cordas fechadas se refletem
na folha de universo com a presenga de roscas ou algas ("handles” em inglés). Nestas
circunstancias o numero de Euler x é diminuido de 2 para uma corda criada e
destruida em seqiiéncia. Deste modo, a constante de acoplamento para processos de

criac@o ou destruicao de uma corda fechada é ~ e~

4.4 Fixacao de Calibre

O funcional integral (4.1) nao realiza corretamente uma integracao sobre caminhos
por nao observar intimeras configuragoes de campos e métricas que estao no mesmo
grupo de simetria, isto é, que representam o mesmo caminho. O funcional correto
se encontra dividindo a medida de integracao pelo volume do grupo de simetria da

folha de universo.

Z:/Mexp(—S) (4.5)

Volg FxWeyl

Efetivamente calcularemos o volume do grupo de simetria pelo método de Fadeev-
Popov, escolhendo uma métrica fiducidria e integrando sobre o espaco de transfor-
magoes conformes (Weyl x dif).

Conforme vimos anteriormente, as liberdades internas da folha de universo per-

mitem que fixemos a métrica intrinseca da folha como uma dada métrica fiduciaria:
gab =0y — R=0 (46)

Fixado o calibre, seja £ uma transformacao conforme qualquer,

Do’ do’?
c 7 5 (o'1,0'?) (47)

it ol o?2) =¢€ 2wW(ot, o2 —
Ja(e' o) = exXP(20(e! o) 5 - Ged

A medida Fadeev-Popov App é assim definida:

1 = App(o) / 4] 6(g — §) (48)
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Incorporando (4.8) no funcional Z (4.5),

20 = [ Yot so - Ame @ en-S(X0) (49

onde escrevemos Z em funcao da métrica fiduciaria por razoes que ficarao clara na

secao seguinte. Integrando primeiramente em g, observando a existéncia da fungao

0:

200) = [ o S A (i) exp(-5(.) (4.10)

A equacao (4.8) mostra que a medida App é um invariante conforme e S também o é.
Deste modo, nenhum termo do integrando depende de &, de forma que a integragao

em £ gera exatamente o volume do grupo de simetria e simplifica a expressao :

2@) = [10X)1850(5) exp(-S(X.9) (4.11)

Ainda resta calcularmos a medida de Fadeev-Popov para que possamos conhecer
o funcional Z por completo. Para isso, consideremos transformagoes £ (4.7) préximas

a identidade. A variacao total ( forma + deslocamento) da métrica serd

0Gap = (20w — V00)gap — 2(P100) ap (4.12)

onde .
(P15O')ab = i(Va(Sab + Vbéaa — gabVC(SUC) (413)

Através da equagao (4.8), calculemos o inverso da medida de Fadeev-Popov na
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simplificacao de transformagoes proximas a identidade:

App(9) = /[d5wd25a](5 (20w — V.09 g — 2(P1d0))
reescrevendo o delta de Dirac em forma de integral

= / [dowd?§adf3] exp {zm' / d*og'? " (2(Pydo) — (20w — Vcéac)g)ab}

e integrando em Jdw surge um delta de Dirac que for¢a ( a ter trago zero

= /[d250dﬁ'] exp {47?2'/d20§1/2ﬁ'ab(P150)ab} (4.14)

com 3’ sendo a restricao de traco nulo sobre as funcoes 3. Para simplificar, podemos

inverter A}}) substituindo campos bosonicos por campos fermionicos

oo —

808., — bay, com b também de trago nulo. (4.15)

A medida de Fadeev-Popov se torna:

App(G) = / (db @] exp(—5,) (4.16)

onde a acao fantasma S, é

= —/d2 G 2bay(Pre)® = —/d2 R AVATe: (4.17)

A segunda expressao de S, decorre da nulidade do traco de b. O funcional Z (4.11)

se torna
2(5) = / (X dbd®d] exp (—S[X, §] — S,[b, ¢, d]) (4.18)

Numa observagao aa nivel cldssico (na préxima secao se seguird o estudo quantico),
o funcional Z deve possuir peso conforme nulo para que este seja invariante a trans-
formagoes de Weyl. Essa condicao ja era satisfeita para a acao de Polyakov e a
medida de integracao dX (3.3, 3.30). Precisamos checar agora a nulidade do peso

conforme para a acao fantasma e seus campos b e ¢. Admitindo estes como op-
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eradores conformes de pesos correspondentes aos seus graus tensoriais, by (2,0) e
¢ (-1,0) vemos que o peso conforme da agdo S, é (0,0) e da medida de integragao
também ¢ (0,0).

Para o caso da corda aberta, precisamos limitar as transformacoes £ tais que as
bordas se transformem nelas mesmas para que este grupo de simetria (espago das
transformagoes &) represente a mesma folha de universo. Isto implica no requeri-

mento
n.0c® =0, n, = vetor normal a borda (4.19)

para evitar deslocamentos normais de pontos da borda. Os campos b e ¢ também

sofrerao restrigoes em virtude das suas equagoes de movimento se darem nas bordas.

4.5 A Anomalia de Weyl

Na quantizagao no cone de luz (2.3.1), aprendemos que a condigao para preservacao
da invariancia de Lorentz da corda apds a quantizacao é D = 26. Uma anomalia
existird na algebra dos geradores do grupo de Lorentz para D # 26. A quebra da
simetria de Lorentz no espaco tempo equivale a uma anomalia na folha de universo
da corda. Uma vez que as coordenadas do espago-tempo podem ser vistas como
campos escalares na folha de universo da corda, a simetria de Lorentz destes campos
no espacgo tempo estd ligada as simetrias de difeomorfismo e invariancia de Weyl na
folha de universo. Escolhendo a preservacao do difeomorfismo na folha de universo,
a anomalia se manifestard na quebra da simetria de Weyl (note que é uma escolha
arbitraria qual a simetria interna a ser preservada [19]).

Problemas de ordenamento de operadores que aparecem a nivel quantico de-
stréem a simetria de Weyl, quebrando a condigao de simetria 7%, = 0 (3.7). E
natural que se espere a quebra desta condicao, uma vez que T,;,, a corrente de sime-
tria existente nas transformagoes conformes, nao é um campo primario (ou operador
conforme) e portanto nao se conserva conformalmente, isto é, nao se transforma se-
gundo (3.28).

E razoével crer que a simetria de Weyl na teoria quantica seja restaurada se

forcarmos no produto de tensores (3.31) a carga central a zero.
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Do ponto de vista da integral de caminho, a simetria de Weyl exige que o fun-
cional gerador Z independa da escolha da métrica fiduciaria. A condigao para que
isso ocorra ira igualmente restaurar a simetria de Weyl. Em outras palavras, quer-

emos que
Z[¢°] = Z[g] (4.20)
que é equivalente a checar se

(ge =)y = /[dX db d?c] exp(—S[X, b, c])... (4.21)

¢é valido para quaisquer operadores inseridos. Tomando £ para uma transformagao
de Weyl infinitesimal, £ : ¢’ = (1 + dw(0))g

Suept )y = —2i / P g"2650(0) (T (0)...)y = 0 (4.22)

T
o que novamente obriga a condicao (3.7).

Se h& quebra da condigao (3.7), que valores possiveis T, pode assumir? Vimos
no capitulo 3 que no plano complexo, de métrica plana e R = 0, nao houve a quebra
desta condigao (3.7). Adicionalmente, o difeomorfismo e a simetria de Poincaré
estao preservadas na agao quantica (funcional Z). Consequentemente o trago T,
deve ser invariante a estas simetrias. De uma maneira heuristica, encontramos a

unica forma possivel para o traco
T =a R (4.23)

Para nos compatibilizarmos com comentarios anteriores (se¢ao 3.5), temos que
encontrar a; ~ ¢, sendo ¢ a carga central.
No calculo de a;, estaremos trabalhando com a parametrizacao de coordenadas

complexas. A condic¢do (3.7) se traduz em

MR (4.24)

Tz% -
2
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Aplicando uma derivagao covariante em ambos os lados,
VT, = %@R (lembrete: V®gy. = 0) (4.25)
Utilizando a equacao de conservacao de corrente,
— a/l
V*T,, = —V*T,; = — EGZR (4.26)

Agora vamos calcular a variacdo de ambos os lados da equacao acima sob uma
transformagao infinitesimal de Weyl: ¢ = (1 4+ 20w(z))g. Vamos partir de uma
métrica inicial plana: ¢ =1 e R = 0. Sabendo que o escalar de Ricci se modifica

em transformagoes de Weyl segundo
¢"’R = ¢"2(R — 2V%w) (4.27)
temos no lado direito da equacao (4.26)
%5W(62R) = %az(awR) ~ —a,0,V20w = —4a; 0206w (4.28)

No lado esquerdo, aplicamos a identidade de Ward (3.17) e a equacao (3.31) para
obter a variacao sob transformacao conforme de T', com as coordenadas em trans-

formacao infinitesimal dz = f(z) que induz a transformacao de Weyl 26w = 0f(z).
0T,.(2) = —g@g&u(z) — 40w (2)T..(2) — f(2)0T..(2) (4.29)

Os dois tdltimos termos sao contribuicoes devido a transformagcao de coordenadas de

um tensor conforme (2,0). A contribuigdo anémala da transformacao de Weyl é
€2
owT,, = —éazéw (4.30)

e tomando a derivada covariante desta expressao , lembrando que 9* = 20; remon-

tamos a equacao (4.26) sob transformagcao de Weyl

S (VoT,.) = —gagagaw — 4020w (4.31)
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Logo,
am=——; T =—-——R (4.32)

em acordo com colocagoes anteriores.
A carga central ¢ engloba contribuigoes da acao de Polyakov e da acao fantasma.
O célculo da carga central na teoria de campos conformes sobre os campos fantasmas

e a equacao (3.31) fornecem
c=c*+c9=D—26 (4.33)

Portanto a teoria ¢ invariante a transformacoes de Weyl somente para o niimero
de dimensoes D=26, a mesma condi¢ao obtida para a ocorréncia da invariancia de
Lorentz encontrada na se¢ao (2.3), o que refor¢a comentérios anteriores sobre a igual
origem da anomalia de Weyl e Lorentz.

Se trabalharmos em um espaco sem a invariancia de Weyl (D # 26), a métrica
da folha de universo tera um grau de liberdade, que deve ser integrado no funcional
7. Tal variavel livre da métrica, dw, tera comportamento idéntico a um campo extra
adicionado a acao. Tal teoria de cordas é chamada de nao critica e a trataremos

adiante no capitulo 5.

4.6 A Matriz S

Conforme vimos no estudo da teoria de campos conformes, a soma sobre os variados
tipos de folha de universo na integracao funcional é bastante simplificada quando
consideramos os estados inicial e final da corda assintéticos, que se tornam pontos de
singularidade no plano z. A amplitude de probabilidade de transicdo entre estados
assintoticos dados constitui um elemento da Matriz S de espalhamento de particulas.

Vamos primeiramente considerar processos de espalhamento conexos, isto é, nen-
huma corda permanece livre de interacao, e simples, sem a existéncia de particulas
virtuais. Para as cordas abertas, as superficies da folha de universo equivalem a um
disco com pequenos dentes abertos na borda correspondentes aos estados assintéticos

das cordas.
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Para as cordas fechadas, as superficies da folha de universo equivalem a uma
esfera com pequenos furos abertos em sua superficie, onde estes furos correspondem
a estados assintoticos das cordas fechadas.

Tais equivaléncias (figuras 4.2 e 4.3) sao decorrencia da estrutura da folha de uni-
verso e sua simetria conforme. A folha de universo de uma corda ¢ classificada como
uma superficie de Riemann, o que significa que ela é uma variedade topoldgica de
2 dimensoes com estrutura complexa, em curtas palavras, uma variedade complexa
unidimensional. Em tais superficies existe uma relacao de equivaléncia conforme
quando o mapeamento de pontos entre as superficies ocorre por meio de fungoes

analiticas:
fleCc®: M —N "= fi(z) (4.34)

A simetria conforme na folha de universo torna folhas (superficies de Riemann)
conformalmente equivalentes indistinguiveis. Conseqlientemente, a distin¢ao entre
folhas de universo ocorre apenas por diferencas topoldgicas.

As folhas de universo sao caracterizadas por suas constantes topoldgicas, grandezas
invariantes a transformagoes conformes. Tais constantes sao entre outras a compaci-
dade, o niimero de bordas b, o nimero de Euler y, a orientagao e o génus g. O génus
de uma superperficie de Riemann é definido como o nimero maximo de curvas
fechadas nesta superficie que nao separam a a superficie em partes desconexas.

Para superficies com orientagao (com 2 lados), alvos de nosso interesse, o niimero

de Euler y estabelece uma certa relacao com outras constantes topologicas:
X=2-2g—0 (4.35)

Em processos de interagao, b é definido pelos estados assintoticos e os possiveis
caminhos de evolucao das cordas expressos por diferentes folhas de universo ocorrem
por variacao do génus da folha.

Conforme vimos o mapeamento estado-operador da folha de universo no plano
complexo, os estados assintoticos correspondem a distirbios locais, ou operadores
de vértice no plano complexo.

Os operadores de vértice V;(k;) dependem do momento k da corda. A semelhanga
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da teoria quantica de campos, o elemento da matriz S de um espalhamento de n

particulas é dado por:

Slhr, s ky) =

dXdyg] . , o
Z /‘/:jzf x Weyl exp(=Sx — M) 12, [ d®oig(os) 12V;(ks, 0;) .

topol. f. u.

(4.36)

Na estrutura da equacao acima, observamos que cada operador de vértice local é
integrado sobre todos os pontos da folha de universo. H4 a necessidade dessa inte-
gragao para que as interacoes se tornem nao locais e assim preservem o difeomorfismo
sobre a folha de universo.

Enquanto que as figuras (4.2) e (4.3) descrevem espalhamentos simples, a equacao
acima considera todas as ordens da expansao perturbativa de um espalhamento
através da soma sobre todas as topologias de folha de universo (fig.4.5).

Dentro do formalismo de integrais de caminho, tal expansao pode ser vista como

a segunda quantizacao da corda.

4.6.1 Superficies topoldgicas

A estrutura complexa das folhas de universo foi explorada no capitulo 3 e é manifesta
pela equivaléncia conforme da folha de universo com uma cobertura universal S
modulo grupo de coberturas (%), onde as coberturas universais podem ser somente
o plano complexo C, o disco aberto D e a esfera ou plano complexo extendido
C + 0. Este é o resultado de um importante teorema matematico de mapeamento
de superficies de Riemann. A estrutura complexa de tais coberturas universais ‘é
transportada para a folha de universo. Vamos comentar tais equivaléncias para os
casos de topologias mais simples.
Esfera complexa e disco
Seja uma esfera tangenciando o plano complexo C. O ponto de tangéncia da

esfera chamamos de polo sul e o ponto da esfera diametralmente oposto é o polo
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al b}

Figura 4.2: (a) Espalhamento de quatro cordas fechadas, partindo de estados
assintéticos. (b) Folha de universo conformalmente equivalente.

a) b)

Figura 4.3: (a) Espalhamento de quatro cordas abertas, partindo de estados
assintéticos. (b) Folha de universo no espago conforme
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Figura 4.4: Projegao estereogréfica

norte da esfera (4.4). Através de um segmento de reta que parte do polo norte da
esfera e corta esta e o plano complexo, associa-se a todo ponto do plano complexo
um ponto da esfera. Este método chama-se projecao estereografica. Apenas o polo
norte da esfera nao possui correspondéncia, e pela equivaléncia, vemos que o plano
complexo é uma superficie nao compacta aberta equivalente a esfera menos o polo
norte S? — {N},e o seu fecho C + {oo} equivale a esfera compacta. Na segao (3.7)
mostramos a equivaléncia entre uma folha de universo simples de uma corda fechada
e o plano complexo. A inclusao dos estados assintéticos transforma o plano complexo
numa esfera complexa, conforme a figura (4.2b).

O fecho do plano complexo C + {oo} com um circulo retirado e sem bordas
equivale a um disco aberto. Para mostrar isso, seja esse furo um circulo de raio
unitario aberto no plano complexo. Do centro O desse circulo, centro de coordenadas
polares, associamos a cada ponto de coordenada z exterior ao circulo, um ponto
interior ao circulo de coordenada 1/z e por fim, o infinito {oco}, pertencente ao
fecho, associamos ao centro O.

Formacoes topoldgicas mais complexas sao construidas adicionando-se furos, ou

ligando tais furos em formagao de rosca (fig.4.5).



CBPF-MO-005/02 65

g=0 g=1 g=2 I g=3

Figura 4.5: Adicionando roscas

4.7 Operadores de Vértice

Conforme os estudos do capitulo 3 de associacao estado-operador, o estado taquionico

de uma corda pode ser representado por:
V(k) = g : ™. (4.37)

onde g. ¢ uma constante de acoplamento e utilizamos a normalizacao para que o
operador seja bem definido no plano complexo.

O aspecto global das interagoes na folha de universo das cordas determina que o
operador de vértice atue em toda a folha de universo, tomando para a corda fechada

a seguinte forma:
V, = 2g. / d2agl/ 2¢kX(@) u no plano complexo,
= gc/d22 LX) (4.38)

Os operadores de vértice sao inseridos no funcional gerador Z (4.18) formando a
funcao correlacao entre estados assintéticos, compondo elementos da matriz S. Para
que a matriz S seja invariante a transformacoes conformes, o peso conforme de cada
operador de vértice inserido deve ser (0,0). O peso conforme de d?z é (-1,-1). Logo
o peso conforme de : e*X : deve ser igual a (1,1). A partir da equacio (3.30):

4

,k2

resultado idéntico ao obtido anteriormente para a massa do tdquion (2.57).

Para o primeiro nivel de excitacao de uma corda fechada, o seu operador de
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vértice sera:

29, ~ .
e [ 2z 9X1IXHNE) (4.40)
C(/
O peso conforme do integrando agora é: h =1+ O‘Z“Q e a massa quadratica
correspondente sera
,k2
_0‘4 +l=1=m2=0 (4.41)

Portanto, por respeito a invariancia conforme, o estado é sem massa, de acordo com
resultados anteriores.

Podemos ver que por inser¢ao de operadores de vértice representante de diferentes
estados de corda na matriz S e preservacao da simetria conforme, obtém-se um
espectro discreto de massa para tais estados. Porém o primeiro estado massivo é da
ordem da massa de Planck (Mp;) de 10"GeV. Uma interpretagao fisica inicial na
teoria de cordas é que todos as particulas massivas que conhecemos seriam particulas
nao massivas e que teriam suas massas geradas por quebras de simetria e transicoes

de fase em periodos remotos do universo.
Operadores de Vértice no formalismo da integral de caminho

Assim, torna-se tarefa elementar descrever um operador de vértice para qualquer
estado de uma corda descrevendo a folha de universo no plano complexo, de curvatu-
ra zero (eq. 4.40). Porém, para incluirmos os operadores de vértice na integragao
funcional de Polyakov é necessario que a invariancia de Weyl e o difeomorfismo es-
tejam explicitos nos operadores de vértice, sem escolha de calibre de g,,. Para esse
proposito, pode-se partir de uma formulacao de operador de vértice com simetria
por difeomorfismo e encontrar condigoes para que haja a simetria de Weyl. Tais con-
digoes devem estabelecer os mesmos critérios para o espectro de massa anteriormente
obtidos.

Para nos compatibilizarmos com uma descricao independente de métrica pre-

cisamos generalizar o ordenamento normal definido no plano complexo. Assim,
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definimos o operador renormalizado [F], por

[F] = exp (% /d20d20/A(0', Ul)(SXf(a) (5Xj(0’)) F (4.42)

/

com Ao, o) = % Ind*(o, o) (4.43)

onde d(o,0’) é a distancia geodésica entre o e 0.
Certamente a fixacao da massa quadratica dos estados da corda pela invariancia
de Weyl exclui da teoria quaisquer possiveis deltas de Dirac de interagoes locais pois

§P(X (o) — x0) = / (;Zﬁ)kD exp(ik - (X (o) — xp) (4.44)

é uma formulagao inconsistente, uma vez que integracoes de momento k fora da
camada de massa como as que produzem de divergéncias na TQC nao sao possiveis.
Tal situacao reforga o aspecto anteriormente comentado de nao localidade das in-

teragoes numa folha de universo.
Operadores de Vértice de cordas fechadas ndo massivas

A forma geral de operadores de vértice mais simples envolvendo derivacoes nos

campos X*, em analogia a expressao (2.67), é

ge a - _a v _ik- ik-
Vi = = /d2091/2 {(9" s + i€ a)[0. X0 X" ™ ], + a/¢R[e™¥],}  (4.45)

com € sendo um tensor antisimétrico, s,,, e a,, respectivamente matrizes simétrica
e antisimétrica e ¢ um campo escalar.
Novamente a condicao da invariancia de Weyl sobre o operador de vértice deve

ser imposta :

SwVi =0 (4.46)
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Observando uma invariancia de calibre existente em Vj

S;w — S;w + guku + guku
a/u/ - a;w + fuku - guku

¢—>¢+%k-§ (4.47)

com 7 constante funcao da distancia geodésica e da renormalizacao escolhida. Pre-
cisamos também eliminar polarizagoes longitudinais inexistentes na corda (ver 2.3).
Obtemos das condicoes acima k? = 0 para o primeiro estado excitado da corda

fechada em concordancia com resultados anteriores.

4.8 Cordas no espacgo-tempo curvo

Até agora nao fizemos consideracao alguma sobre a métrica do espago-tempo G, .

Tal métrica é funcao das coordenadas espaco-temporais:

B 1
4ol

S / d*og' g™ G, (X)0, X 0, X" (4.48)
M

Um espago-tempo curvo e dinamico é pano de fundo natural para o aparecimento
de gravitons e a teoria de cordas é consistente com este quadro. Para justifica-lo,

consideremos o espago-tempo préximo a curvatura nula.
Guu = Nuw + Cpu (X> (449)

com (,,,,(X) bem pequeno. O termo exponencial da integral de caminho de Polyakov

pode ser reescrito através de uma expansao de Taylor

exp(—S) = exp(—Spa) (1 -

/ dQng/Qg“bCW(X)@aX“&X” + termos o. sup.)
M
(4.50)

onde vemos que surge um operador de vértice no termo em (. Para que este seja
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um graviton, temos
Cu(X) = —47g.e™Xs,, (4.51)

de tal maneira que a agao numa exponencial com o espago-tempo curvo termina por
escrever um estado coerente de gravitons.

Podemos partir agora para uma situacao mais geral em que a acao nao sé possui
o operador de vértice do graviton como também de outros estados nao massivos da

corda fechada:

1
— / d*0g"? { (9" G (X) + i€ By (X)) 0, X "0, X" + o/ ®(X)R}  (4.52)

4o

S

onde B,,,(X) é um tensor antisimétrico e ®(X) um escalar que junto a parte diagonal
de G, descreve o dilaton. Uma teoria de campos com uma acao do tipo (4.52) com
os coeficientes do termo quadratico dependente do campo é chamada de modelo
sigma nao linear.

Como em (4.47), a acdo possui a liberdade de calibre
5By (X) = 0,6,(X) — 8,6, (X) (453)

que é um analogo a nivel de tensor do vetor potencial A* do eletromagnetismo. A

grandeza calibre-invariante é
Hyp = 0,8y, + 0,8, + 0,B., (4.54)

Precisamos garantir a invariancia de Weyl para a agao na forma (4.52). Para
isso vamos partir da acao Weyl-invariante de Polyakov e considerar pequenas con-

tribuicoes de B, (X) e ®(X) e estando G, (X) em torno da métrica plana.

GW/(X) = N + XW/(X)a XMV(X) = _47Tgcsuy€ik'X
BW(X) = _4779ca;u/€ik'X
O(X) = —4ng.pe™* (4.55)

Relacionando a transformacao de Weyl na agdao quantica com o trago do tensor
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energia-momento segundo (4.22), obtemos

; 1
7%, = B89 g0, X 0, X" — i Bretd X 9, X" — S8R (4.56)

1
2a/
onde B3¢, 38 e 3% sao coeficientes encontrados na expansao da acio, como em (4.52),

até segunda ordem nos campos y, B e . Consideramos que O tensor acima possui

ordenacao.
G~ R+ 20 AAND — S
nv v n=v 4 pAwty
B ~ O/ w / w
5, —5A Hop + o' A“®H,,,
D—2 ! !
3% ~ G 6 %Ncb + /A, PAYD — %HMV,\H“”’\ (4.57)

A condigao para invariancia de Weyl fornece 3 equagoes de movimento para os

campos G, B e ®:
pe=p"=p*=0 (4.58)

onde a primeira equacao se assemelha a equagao de Einstein com as fontes de energia
provenientes do dilaton e do tensor antisimétrico.

Nas equagoes de movimento (4.58) ® sempre aparece diferenciado, de forma que
existe uma invariancia a solugoes ® deslocadas de uma constante. Na acao (4.52)
vemos que uma translacao em ¢ é sempre uma contribuicao proporcional ao nimero
de Euler, sendo este invariante sob transformagoes de Weyl. Num background (con-

figuragdo de campos G, B e ®) simples

podemos associar &, com a constante A\ responsavel pela for¢a de acoplamento entre
cordas (segao 4.3): A = ®g e desta forma entendemos que A nao é um parametro

livre, mas uma parte da configuracao do background da corda.



Capitulo 5
Cordas Nao Criticas

Cordas nao criticas sao cordas definidas num espaco de dimensao D<26. A perda
aparente da invariancia de Weyl é contornada pelo surgimento de um campo escalar
extra, o campo de Liouville.

No estudo que se segue, expomos cordas nao criticas, segundo o trabalho de
Polyakov [10] e Polchinski [1], e com o intuito de alcan¢ar um entendimento quali-
tativo da aplicacao desta teoria em confinamento de quarks, revisamos o critério de
Wilson [20] para confinamento e apresentamos razoes para que o operador lago de
Wilson possa ser interpretado como um funcional integral cuja acao é do tipo corda

nao critica.

5.1 Corda Nao Critica

Vamos admitir apenas a preservagao do difeomorfismo. O funcional integral (ou

agao quantica) de uma corda é inicialmente

[ e (=51x.a) 6.)

onde a métrica g interna da folha de universo da corda é funcao de (oy,03), co-
ordenadas internas da folha de universo da corda. Uma fixacao de calibre de tais

coordenadas elimina 2 varidveis livres das 3 existentes na métrica da folha de uni-
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verso de tal maneira que a integragao sobre a métrica g ocorra segundo a forma:

gab((p) = €<pgab (52)

A medida dg passa a ser substituida pela medida dy relativa apenas ao espago
de métricas conforme.

O funcional integral da corda se torna do tipo:

/ dedX] exp (—S[X, o)) (5.3)

Analisando primeiramente a integragao nos campos X*, a integral

J1ax)exp (=5(X.g) = 2o (5:4)

seria o funcional integral (a menos de campos fantasmas para corregao do volume de
integragao dos calibres) se nao houvesse uma anomalia de Weyl presente. Ou seja,

variacoes por transformacao de Weyl em Z:

mzwﬂzjg/fmmw@m (5.5)
s

nao sao nulas uma vez que quanticamente o tensor energia-momento nao tem mais

trago nulo:

D — 26

T, = —
12

R (5.6)

onde D — 26 é a carga conforme do tensor energia-momento na teoria de cordas
bosonicas e R é o escalar de Ricci do plano de evolugao da corda. No calibre

conforme de g, utilizando eq.(4.27)
R =—€7%0,0,p (5.7)

com a derivacao parcial feita na métrica plana.
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Desenvolvendo Z[g] a partir de (5.5), chegamos a

Zleap(20)0] = Z[5] exp (D4;f6 / d%waga)?) (5.8)

Isto significa que para a anomalia de Weyl nao nula (D # 26), o funcional integral
da corda equivale ao funcional de uma teoria de cordas Weyl-invariante acrescido de

um campo escalar extra. Substituindo (5.8) em (5.3):

Z = /[dcde] exp (—S[p, X]) onde,

S— 473&, / o (o/ (261_2 D ) (09)® + (6X“)2) (5.9)

A métrica da folha de universo acima é plana e nao existe mais simetria de Weyl

nesta acao. Isso nos d4 a liberdade de considerar outros termos nao Weyl-invariante
a serem acrescentados a agao.

A teoria de cordas nao criticas é autoconsistente e seus resultados e interpre-
tagao fisica nao sao necessariamente equivalentes ao modelo de cordas criticas com
compactagao. Em outras palavras, no caso de D = 4 o campo extra de Liouville na
teoria nao critica talvez nao seja capaz de gerar o mesmo comportamento fisicos tais
quais os aspectos da nao-comutatividade espaco-tempo que surgem da compactagao

das dimensoes extras na teoria critica.

5.2 Critério de Confinamento de Wilson

Vamos fazer uma breve abordagem sobre o lago de Wilson e seu critério de confina-
mento [21]. Este estudo presume a existéncia de uma teoria de calibre que descreva
a interagao entre quarks.

Trabalhando num espaco Euclidiano, o lago de Wilson, definido numa grade de

posicoes discretas do espaco-tempo, possui um limite continuo,

W(C) = Tr <7>exp {—ig f[c dm“A“(x)] > (5.10)

onde C' é um caminho fechado, isto é, um lago, A* sao os campos de calibre e P é
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o operador de ordenamento de caminho. Para um entendimento fisico do operador

W (C'), reescrevemos

jfc dz" A*(x) = / d*zjt(x) A", (5.11)

onde j#* é uma funcao nula exceto ao longo do caminho C'. Tal fungao pode ser
vista como uma corrente externa de quarks a induzir campos de calibre. Num
caminho espago-temporal C, a corrente externa de quarks na integral (5.11) descreve
a criacao de um par quark-antiquark, sua propagacao e seu aniquilamento num
tempo subseqiiente. A integral (5.11) escrita numa exponencial em W (C) assume
o valor do termo de interacao entre quarks e campos de calibre na agao. Portanto,
interpretamos W (C') como a amplitude de probabilidade de cria¢ao, propagacao e
destruicao de um par quark-antiquark ao longo de um lago C'. Vide fig.5.1.

Para que quarks existam em estados nao ligados, é preciso que caminhos de
propagacgao quark-antiquark afastados como em C1 na fig.5.1 tenham uma prob-
abilidade significativa. Para que haja confinamento de quarks, isto é, quarks so
existam em estado ligado, é preciso que s6 caminhos estreitos de propagacao quark-
antiquark como em C2 tenham probabilidade significativa. O critério de Wilson

relaciona a possibilidade de confinamento com 2 tipos de comportamento do laco de
Wilson W (C):

e~ KLIC) = gem confinamento

s (5.12)

e = h4 confinamento

W(C) ~ {

onde L(C) é o perimetro de C' e ¥(C') é a area contornada por C'. De posse desse con-
hecimento, vamos ilustrar situacoes de confinamento e liberdade assintética quark-
antiquark utilizando o caminho C3 que traca um retangulo de lados como percursos
apenas no eixo temporal e espacial separadamente. Relevemos a invariancia de
Lorentz.

No caso de confinamento :
W(C) ~ 672K LT

O papel estatistico da exponencial nos permite interpretar o expoente do tipo —ET
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Figura 5.1: Lagos de Wilson

com F sendo a energia potencial do par quark-antiquark. Entao :
E(L)=2KL

e a forga entre quark e antiquark é constante, para qualquer distancia entre eles,
dentro do limite de acoplamento forte em baixas energias referentes a medigoes de
espalhamento em distancias hadronicas onde o confinamento se realiza.

No caso de liberdade assintética que se realiza a altas energias/curtas distancias,
imaginando o percurso C3 com T>>L, o lago de Wilson tem o seguinte comporta-

mento:
W(O) ~ 6_2KT

onde temos a situacao E = 2K, isto é, as particulas percorrem uma superficie

equipotencial, livres.

5.3 Cordas Confinantes

Na situacao em que a teoria de calibre é confinante, o comportamento do lago de

Wilson de proporcionalidade a exponencial de uma area sugere a possivel existéncia
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de teoria de cordas que descreve o lago de Wilson, pois conforme interpretagao acima,
o operador de Wilson pode ser visto como um funcional integral e por outro lado
acao de uma corda é uma integracao de area limitada pelas bordas da corda, que
por difeomorfismo interno podem se transformar na curva C'. Tal é a conjectura de

A. Polyakov [22], ou seja, que a forma
W(C) = / [dg][dX]e 56 (5.13)

com S descrevendo a agao da corda nao critica, é solucao das equagoes de Yang-Mills

no espago de lagos que fornecem a dinamica do operador de Wilson [23, 24]:

~

LW (C) = gé/dsdué(s)c’(u)&(c(s) — c(u))W(é)W(ﬁ) (5.14)

com o operador lago L valendo

- : 52
L =1i 1
Py ]{ ds /_6 dt&c(s +t)oc(s —t) (5.15)

Uma outra condigao de contorno para as cordas confinantes é a existéncia da

simetria ”zigzag” no Operador lago de Wilson W (C). Tal simetria consiste na in-
variancia do lago de Wilson sob transformagoes s — «(s) gerais. Em transformagoes
nao difeomdrficas em que 92 troca de sinal, o contorno ¢((s)) reverte seu caminho,
a qual nao gera variagao alguma no laco de Wilson por ser um operador de trans-
porte paralelo. Por outro lado, a agao da corda sofrera restricoes para manifestar a
simetria ”zigzag”, que é mais genérica que o difeomorfismo da corda.

Encontrar cordas confinantes, isto é, que satisfacam as condigoes acima, criticas
ou nao, é um dos atuais campos de trabalho dos tedricos em cordas. Em recente tra-
balho [25] seus autores encontraram uma descrigdo de corda nao critica que obedece
a conjectura acima dentro da aproximacao WKB. O resultado é mais impressionante

ao se constatar que sua legitimidade se da somente em D = 4.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Dentre os temas aqui tratados de teoria de cordas, gostariamos de mencionar alguns
problemas deixados em aberto e que sao razao de estudos ainda atuais que nao
puderam ser alcancados nesta abordagem introdutoria.

O fato da dimensao D = 26 nao ser observada até hoje é justificada na teo-
ria de cordas pela existéncia de dimensoes compactas de tamanho da ordem do
comprimento de Planck (lp;), de tal forma que nenhuma particula trafegue nestas
dimensoes.

A compactacao das dimensoes extras fez surgir uma nova simetria conhecida co-
mo dualidade T, que se realiza entre dimensoes compactas de curvatura R e o//R.
O quadro de dimensoes compactas tornou claro a existéncia de solugoes de cor-
das abertas cujas extremidades vivem em superficies (membranas) p-dimensionais
(p< D), conhecidas como p-branas. Tais solugoes sdo nao-perturbativas e tem sua
importancia para os casos que nao podem ser estudados perturbativamente, como
confinamento e buracos negros. Em novas interpretagoes da teoria de cordas, as
branas sao tidas como os objetos reais e as cordas descrevem tensoes entre branas.

Um outro problema na teoria de cordas até aqui tratada ¢ a existéncia de estados
taquionicos. Esta situacao é resolvida pela adicao de supersimetria e pela projecao
GSO (expurgacao dos estados taquionicos). A supersimetria oferece a vantajosa
contribuicao de diminuir a dimensao critica para D = 10 e acrescentar estados
fermionicos a teoria de cordas.

Notadamente, somente agora conseguiu-se [26] os resultados obtidos pela QCD
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e confirmados experimentalmente de espalhamento as altas energias. Este é um
antigo erro na teoria de cordas que a incapacitou de ser uma teoria de interacao de
quarks e gluons por 30 anos. Tal correcao foi feita dentro da validade da conjectura
AdS/CFET que estabelece uma dualidade entre teoria de cordas com supergravidade
e teoria de campos conforme.

Por fim, diversas diretrizes de estudo sao hoje seguidas em teoria de cordas e

permanecem em aberto:

e Gravitagado Quantica - estudos da conjectura ADS/CFT, célculo de entropia
e descricao de microestados de um buraco negro, aplicagao do principio de

Holografia.
e Geometria nao comutativa, CFT e aspectos matematicos

e Solugbes tipo Universo em Branas e estudo da constante cosmoldgica (ou

parametro cosmoldgico).

e Teoria de Campos de Cordas - promete resolver a diversidade de solugoes de
vacuo na teoria de cordas e colocar mais vinculos na dinamica do campo de

fundo ( métrica G+ campos)
e Teorias efetivas, supergravidade, teorias fundamentais (Teoria M)

Estes e outros aspectos correntemente investigados na Teoria de Cordas visam
tornar a Unica teoria de unificacdo uma proposta efetiva de modelamento da reali-

dade fisica.
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