CBPF~-M0O-003/98

“FORM versao 3.0”

Patricia Duarte Peres
Patricia Macedo da Costa Jorge
Renata Alves Campos
Viviane Monteiro Braconi
Leticia M. Gongalves Furtado
Andreas Christo Koussoula Mathiel

Universidade Catoélica de Petropolis
e
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
(UCP - CBPF)

Julho 1998



CBPF-M0-003/98

Utilizando o FORM 3.0

Introducao

Apresentacgao

Uma primeira no¢do que se deve ter de um programa FORM ¢ a de que este consiste de uma

seqiiéncia de declaragBes e instrugdes que executam os calculos desejados. Diferentemente de
outros programas de computagdo algébrica, onde o calculo € feito interativamente com 0 Usuario

através de ambientes de desenvolvimento integrado, um trabatho em FORM ¢ desenvolvido
como um sistema em lotes. Nos sistemas de computagio algébrica um trabatho é realizado através
de frequentes intera¢gdes do usuario com o sistema. Os calculos sfo feitos em uma sessdo,
consistindo de instru¢des enviadas ao sistema e respostas a estas instrugdes. Ao contrario,
no FORM niio se tem uma sess#o de interagio com o usuario, mas um programa que consiste de
uma seqiéncia de declaragdes e comandos que realizardo os calculos desejados. Um
programa FORM pode ser visto como um lote (ou seja, um conjunto) de instrugdes que serdo
executadas uma apos a outra até o fim do programa, sem nenhuma interferéncia do usuario.

A comparagio do FORM com outros programas de computagio algébrica, como Maple ou
Derive, ndo ¢ muito coerente. Estes sistemas sdo voltados para calculos completamente diferentes
dos que podem ser realizados com o uso do FORM . Ele foi desenvolvido, basicamente, para
auxiliar o trabalho que possua pelo menos uma destas caracteristicas:

* manipulagio de grandes formulas;

» padrdo de substituigdo em formulas;
 calculo com algebra ndo-comutativa;
» calculo em Fisica de Altas Energias.

Esta apostila consiste de uma introdugdo ao FORM . Serfo discutidos os principais comandos e
caracteristicas do mesmo. O curso ndo esgotara por completo o assunto, sendo a consulta ao
manual do FORM e a outros livros, com vistas ao apronfundamento, saudavel e aconselhavel.

Primeiros Exemplos

Para realizar um calculo usando o FORM , temos que escrever um programa, salva-lo em um

arquivo texto, e executar o FORM passando este arquivo como argumento na linha de comando

do sistema operacional. Vamos examinar nosso primeiro exemplo: suponha que temos um arquivo
ex1.frm com o seguinte conteudo:
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Symbols a, b;

Local exp = (a+b)"2;
Print;

.end

Para processar este programa devemos executar o FORM com o comando form ex1.frm. Feito
isto, o seguinte resultado devera ser visto na tela do computador:

FORM version 3.

Symbols a,b;
Local exp = (a+tb)"2;
Print;
.end
Time = 0.00 sec Generated terms = 3
exp Terms in output = 3
Bytes used = 52
exp =

2*a*b + a”2 + b"2;

Examinemos este exemplo e o resultado que nos fornece.

A primeira linha deste programa é uma declaragio. Symbols a, b declara os objetos a e b como
simbolos. Simbolos s&o os objetos mais simples em um programa FORM . Eles sdo entendidos
como constantes e podem comutar com todos os outros tipos de objeto.

A segunda linha também € uma declaragio. Local exp indica que exp é uma expressdo local. A

instrugdo Local ¢ uma forma de declarar e de introduzir no calculo a expressdo que sera
trabalhada pelo FORM .

O comando Print, que aparece na terceira linha, fara com que o resultado seja mostrado ao
usuario. Embora possa parecer, Print nio tem efeito imediato. O resultado do calculo s sera
exibido ao final do programa.

A Gltima linha nfo é uma instru¢do, mas uma diretiva. .end indica que o programa termina neste
ponto, e que a execugio dos comandos anteriores pode comecar. E importante observar que até
este ponto nenhum comando é executado. Em um programa pode haver uma ou mais diferentes
diretvas, que indicam a separagio do programa em modulos.

Quando a execuc¢do do programa termina, as estatisticas sdo mostradas. Efas informam o nome da
expressdo, o numero de termos que foram gerados, o nimero de termos que resultaram e os bytes
que a expressdo ocupa. Estas estatisticas podem ser suprimidas com o uso do comando NWrite
Statistics.

Em seguida é mostrado o resultado final da expressdo. Ao examinarmos o resultado que o
FORM nos forece, podemos observar que, embora nenhum comando tenha sido usado com este
objetivo, a expressdo local declarada como exp foi automaticamente expandida e simplificada. O
FORM , sempre que possivel, tentara eliminar todos os parénteses.

Este exemplo ilustrou a estrutura basica de um programa FORM : declara¢bes, comandos e
diretivas. Todavia, como veremos no exemplo que segue, estas estruturas podem se repetir:
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FORM version 3.

NWrite Statistics;

Symbols a, b;

Symbols ¢, d;

Local expl = a+b;

Local exp2 = cid;

Local [expliexp2] = expl+exp2;
Local [expl*exp2] = expl*exp2;
Print;

.end

i

expl
a + b;

exp2 =
c + d;

[expl+exp2] =
a+b+c+ d;

[expl*exp2] =
a*c + a*d + b*ec + b*d;

Examinemos também este programa.

As duas primeiras linhas repetem a instru¢do Symbols, caracterizando os objetos a, b, ¢ e d como
simbolos. As quatro instrugdes seguintes identificam quatro novas expressdes locais. Observe que
as duas primeiras, exp1 e exp2, foram introduzidas como no primeiro exemplo. As duas seguintes,
[expl+exp2] e [expl*exp2], entretanto, foram construidas usando as duas primeiras. Instrugdes
desse tipo s3o perfeitamente validas e a sua compreensdo € util para os casos em que se faz
necessario compor uma expressiao com o resultado de outras.

Um novo fato que surge neste exemplo é o de que as expressdes, [expl+exp2] e [expl*exp2],
foram declaradas entre colchetes. O ponto importante esta no fato de que o FORM ndo verifica o
que estiver dentro dos colchetes, de forma que seu contetudo fica a critério do usuario. Em nosso
exemplo, [exp1+exp2] € apenas o nome de uma expressdo, ndo significa expl+exp2.

Os comandos Print ¢ NWrite Statistics desempenham as fungdes que discutimos acima. O
primeiro mostra o resultado ao usuario e o segundo desabilita a apresentag@o das estatisticas.

A tltima diretiva indica o término do programa.

Consideracoes Gerais

Os itens que seguem enumeram alguns detalhes da estrutura geral de um programa FORM .

Todo programa FORM deve possuir a extensdo.frm

Toda instrugdo FORM consiste de uma palavra-chave, como Symbels e Print, e uma lista de
um ou mais parametros. Uma instru¢do pode se extender por varias linhas, mas deve sempre

terminar com ponto-e-virgula. O FORM ignora o que vier, na mesma linha, apés o
ponto-e-virgula.
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O FORM nido distingue entre declaragdes no singular ou plural. Symbols e Symbol sdo o

mesmo comando, Functions e Function tém a mesma fungao.

 Para a maioria dos comandos ha uma abreviagdo: Symbols pode ser abreviado para S, Print pode
ser abreviado para P, e Local para L.

» Itens em uma instrugdo podem ser separados por virgulas ou por espacos. Na maiona das vezes,

o FORM nio faz distingdo entre eles.

+ O FORM nio ¢ sensitivo com relagdo as palavras-chave e fungGes reservadas. Uso de letras
maitsculas ou minusculas ¢ indiferente nestes casos. Entretanto, para varidvels e expressdes
defimdas pelo usuario havera distingdo.

*  Vocé pode criar um arquivo com o resultado de um programa. Isto ¢ feito através do parametro -1
na linha de comando de execugdo do FORM a partir do sistema operacional. Por exemplo, form
-1 ex1.frm criara o arquivo ex1.log com exatamente o0 mesmo conteudo que € mostrado na tela.

Tipos de Variaveis

Na se¢do anterior discutimos dois exemplos que fizeram uso de varidveis declaradas como
simbolos. Mas, observem que, devido 4 sua simplicidade, simbolos nfio sdo uteis para a
representagio de grandezas mais complexas, como fungdes ou vetores. Para grandezas desta
natureza, FORM tem instrugdes especiais para sua declaragdo.

Existem outros trés tipos de variaveis em FORM : Fungdes, Vetores e Tensores. Cada uma delas,
e a sua classificagfo, veremos a seguir.

Funcoes

Fungbes sdo variaveis mais eficientes porque podem ter uma lista de argumentos. Estes
argumentos devem ser separados por virgulas, € podem ser de qualquer tipo. Quando uma fung&o
ndo tem argumentos, ela se comporta semelhantemente aos simbolos.

Fungdes sdo classificadas como comutativas e ndo-comutativas. As instru¢des CFunctions ¢
Commuting declaram fungdes comutativas, e a instrugdo Functions declara fungSes
ndo-comutativas.

O exemplo seguinte ilustrara a diferenga entre as duas classes de fungdes.

FORM version 3.

*

*Programa FORM explicativo
*

Functions F,G;

CFunctions £,g;

Symbols x,y;

nw stat;
Local expl
Local exp2
print;
.sort

I

(F+G)"2;
(f+g)~2;
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expl =
F*F + F*G + G*F + G*G;

exp2 =
£~2 + 2*f*g + g~2;

Local exp3 = F(x)*G(x)+G(x)*F(x)+G(£f(x),y)’
Local expd = f(x)*g(x)+g(x)*f(x) +g((x+1)*(x-1));
print;

.end

expl =

F*F + F*G + G*F + G*G;

exp2 =
£2 + 2*f*g + g~ 2;

exp3 =
F(x)*G(x) + G(f(x),y) + G(xX)*F(x);

expd =
2*f (x)*g(x) + g(-1+x"2);

Compare o resultado obtido na expressdo expl, com o obtido na exp2. Observe que o caracter de
comutatividade ou ndo-comutatividade de uma fungio tem grande valia quando se faz um calculo
envolvendo, por exemplo, matrizes.

Estas expressdes demonstram a possibilidade de utilizagdo de fungdes com qualquer numero e tipo
de argumento.

Observe que no programa acima foram feitas algumas especificagdes para explicar um pouco mais
sobre as caracteristicas do FORM .

Pode-se escrever comentarios utilizando-se no inicio da linha um *.

A impressdo das mensagens de estatisticas de calculos podem ser eliminadas pela
especificacdo Nwrite Statistics.

Ha uma ordem fixa de declara¢bes em um bloco de programa:

. Declaragdes executaveis: Inicia-se com as palavras-chaves Symbol, Function,...

. Especificacdes executaveis: inicia-se com as palavras-chaves nwrite, skip, drop, hide,...
. DefinigSes executaveis: inicia-se com as palavras-chaves local ou global.

. Controle de saida: print.

A declaragio .sort é uma diretiva do FORM para executar um bloco de programa, agrupa o
resultado (i.e., traz para dentro da ordem padrio), e prepara para processamento futuro.
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Vetores

Vetores sdo objetos habeis e velozmente manipulados pelo FORM. O produto escalar e a
contragio de indices foram eficientemente implementadas.
Vetores sdo declarados pela instrugdo Vectors, e podem receber indices que devem ser simples
nimeros ou indices simbdlicos, os quais sdo declarados pela instrugdo Indices. A dimensdo
padrio do espago vetorial no FORM ¢ 4, mas isto pode ser mudado através do comando
dimension. Veja um exemplo de utilizaggio de vetores:

FORM version 3.

NWrite Statistics;

Vectors u, v, x;

Indices i, 3j, k;

Local £t = u + v + x;

Local w = v(1l) + u(2) + x(5);

Local y = v{i) + u(i) + x(i);

Local z = v{i)*u(i) + v(j)*u(j) + =x(k)*v(k) + v.x;
Print;

.end

t =
u + v+ x;

w:
u(2) + v(i) + x(5);

2*¥u.v + 2*VvV.X;

A ultima expresséo mostra o produto escalar entre vetores. O produto v(i)*u(i) é entendido como
Zi v;u;, 0 que significa o produto interno entre estes vetores, v.u.

O somatorio dos indices é chamado de contragdo, que é automaticamente realizada. Mas &
possivel evitar este recurso. Isto é feito no programa abaixo, com a utilizagio da declaragio Index
i=0, a qual impde que a dimensdo do indice i seja zero, evitando a contragdo.

FORM version 3.

NWrite Statistics;
Vector u;

Index i=0;

Local v = u(i)*u(i);
Print;

.end

v =
u{i)*ua(i);
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Tensores

Tensores sdo um tipo especial de fungdes. A unica diferenca esta no fato de que os tensores
aceitam como argumento apenas indices ou vetores. Tensores, entretanto, sdo manipulados mais
rapida e eficientemente do que fungdes.

Tensores também se classificam como comutativos e ndo-comutativos. A declaragdo de tensores
comutativos ¢ feita pela instrugdo Tensors e a de ndo-comutativos € feita por NTensors.

FORM version 3.

NWrite Statistics;

Function F;

Tensors S, X, U;

NTensors A, B;

Vectors u, v;

Indices i, j, k, 1=0;

Local T = S(i,]j,k)*v(k) + X(i,k)*U(k,j) + F(i,k)*v(k)’
Local W = 8(i,3,1)*a(l)*v(j);

Local Z2 = A(4i,3)*B(j, k) + B(j, k)*A(i,]3);
Print;

.end

T =
S(i,j,v) + X(d,k)*U(k,j) + F(i,v);

W =
S(i,v,1)*u(l);

zZ =
A(i,j)*B(j, k) + B(J, k)*A(L,]);

Neste programa podemos verificar, também, a contracdo automatica entre vetores e tensores com
indices repetidos, e a forma de evitar a contragio com a especificagio de dimensdo zero para o
indice. Observe que a contragdo so acontece quando vetores estdo envolvidos.

O FORM possui métodos convenientes para trocar tensores por um produto de componentes de
vetores e vice-versa. Isto pode se feito através de ToVector e ToTensor, respectivamente. Os
comandos tém dois argumentos, um tensor e um vetor. A ordem na qual estes argumentos ocorrem
é irrelevante. Mudangas de vetores para tensores ocorrem ndo somente quando as componentes de
um vetor sio usadas, mas também quando o vetor é contraido com outros vetores ou tensores.

FORM version 3.

Tensor t;

Vector u,v;

Indices i, j, k;

nw stat;

Local F1 = v(i)*v(j)*v(k)*v(1l);
Local F2 = v

Local F3 = (u.v)"2*v.v;
ToTensor v, t

print;

.sort
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Fl

I

t(lliljlk);

F2 =

F3

t(u,u,N1_?,N1 ?);

Local F4 = t;
ToVector t,v;
print;

.end

Construindo Fungcoes Matematicas

i[ Fun¢io Implementada J Significado T
Pﬁm_ \vﬂorﬂm&um 4J
bemouili_ f numero de Bernoulli |
binom J coeficiente binomal l
fac_ Hﬁnuﬁﬂ Aj
i invfac_ ( inverso do fatorial J
! max_ , min_ } valor maximo e minimo J
ﬁﬁmt‘ %nmddo H
(root_ ‘ fung¢8o raiz i
Jsgk_ Jﬁnwﬁoshml )
‘ﬁgq_ \ﬁmﬂpmahmmns R
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Fungdes reservadas { Significado

I
|
|
:acos asmn_, atan_, atan2 _ 1ﬁmgzoesmgonomemcas HIVErsas |
{

| {acosh , asinh_, atanh } fungdes hiperbolicas inversas J‘
t cos ,sin_, tan_ L ¢Oes trigonométricas E
e cosh _, sinh |, tanh f fungdes hiperbdlicas ;]
} L2 || dilogaritmo J
L lin_ E{ polilogaritmo 1J
{ ( logaritmo natural H
1 sqrt_ } raiz quadrada _1[

Simetrizagdo e Contracgio de indices

Propriedade de Simetria ) Significado

j
[
I‘ symmetric I‘ F(x).%0,.-. X0 =F(Xg(1)-X0(2)5-+-Xo(n) t]
r i para toda permutagéo 0 ‘
i |
{ F(xy.x0,....%,)=sgn(0) F(xg(1y,Xa(2) > Xo(n) f
l‘ antisymmetric 5 para toda permutagio 8, quando sgn{9) denota o significado g
1 | %9 i
| | Fx X2, X F (Xg(1) Re(2)o-- Re(m) |
cyclic 2 para toda permutagdo 8 no grupo generado de um ciclo e
( (1230 )
‘ |
% F(x, ,Xz,...,X,,)=F(X9(]>,Xg(2),...,Xg(,_,) {
reychic paratoda permutagio § no grupo generado de um siclo
{ (123..0) e um ciclo (1 0) 2 5-1) 3 5-2) . (2] [ % + 1] J

Matematicamente, tensores podem ser comparados a matrizes de ordem maior ou igual a dois. A
grande maioria das propriedades das matrizes, como simetria e anti-simetria, podem ser estendidas
aos tensores. E, justamente estas propriedades podem ser aplicadas em um programa FORM .

Considere, primeiro, o seguinte exemplo:
FORM version 3.
NWrite Statistics;

Tensors A, B;
Indices i, j, k, 1, m, n;

Local T = A(i, j)*B(k 1) + 2(3,i)*B(k,1);
Local W= A(i,j)*B(k,1) + A(i,j)*B(1,k);
Local U = A(i,m)*B(m,j) + A(i,n)*B(n,]J);
Print;

.end

T =
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A(i,J)*B(k,1) + A(j,i)*B(k,1);
W =

A(i,jj*B(k,1j + A(d,J)*B(1,k};
U =

A{i,mj*B{m,j} + A(i,nj*B(n,j};

Suponhamos que o tensor A seja simétrico ¢ o tensor B seja anti-simétrico. Observe, o resultado
que obteremos agora, aplicando as propriedades de simetria de A e de anti-simetria de B, no
exemplo seguinte:

FORM version 3.

NWrite Statistics;
Tensors A(Symmetric), B(Antisymmetric);
Indices i, j, k, 1, m, n;

Local T = A(i,j)*B(k,1) + A(j,1)*B(k,1);
Local W = ( jy*B(k,1) + A(i, j)*B(l,k),
Local U = A m)*B(m,j) + A(i,n)*B(n,J);
Print;

.end

T =

2*A(1,])"B(k,1);

W= 0;

- A(i,mj*B(j,m) - A(i,n)*B(j,n);

O comando Symmetric é usado para indicar que o tensor que segue é simétrico, € o comando
Antisymmetric é usado para indicar que o que segue é anti-simétrico.

D&, agora, atengdo a expressdo U de ambos os exemplos. Embora tenhamos visto que indices
repetidos se contraem, representando um somatério, isto ndo acontece quando as variaveis
envolvidas sdo fungdes ou tensores. Para for¢ar que a contragdo aconteca, utilizamos o comando
Sum. Vejamos como ele atua nesta expressao U.

FORM version 3.

NWrite Statisties;
Tensors A(Symmetric), B(Antisymmetric):
Indices i, j, k, 1, m, n;

Local T = A(i,j)*B(k,1) + A(j,i)*B(k,1);
Local W = A( 3)*B(k,1) + A(i,3)*B(l,k);
Local U = A(i,m)*B(m,j) + A(i,n)*B(n,j);
Sum m, n;

Print;

.end

T =

2*A(i,3)*B(k,1);

10
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- 2*A(i,N1_?)*B(j,NI_?);

O comando Sum m, n diz que os indices m e n estdo sendo somados, ou seja, representam uma
contra¢do. Estes sdo entdo renomeados com indices intemos do FORM, e a simplificio da
expressdo pode ser feita. O indice contraido gerado pelo FORM ¢é representado por um nome e
um simbolo de sublinhado .

Padrao de Comparagao

Substituicao

Nos exemplos anteriores nds vimos a defini¢do de expressGes, mas nada for feito com elas. O
FORM nio seria muito Gtil se nos ndo pudéssemos realizar operagdes sobre estas expressoes.
Nesta segdo, discutiremos como realizar substituigdes com variaveis, utilizando-se o comando id.
Um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,y,z,h,a,b;

Local expr = 2*x*y + y + x + 1 ;
id x =z + h;

idy = a + b;

print;

.end

expr =
1 + 2*z*a + 2*z*b + z + 2*h*a + 2*h*b + h + a + b;

A substitui¢do x — z + h nfo representa um loop infinito, pois a instrugdo id atua apenas uma vez
sobre cada termo. O comando id y = a + b faz a substituigdo de y por a + b.
Vejamos um novo exemplo:

FORM version 3.
Nw Stat;
Symbols x,y,a,b,z;

Local expr = x"2 + "3 + y*-2 - y*-1 + x - y;
id x = z;

11
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id y = a*b;
print;
.end

expr =
y*-2 - y*-1 - a*b + z + 272 + z2"3;

Podemos verificar que 0 FORM ndio atuou sobre as poténcias negativas. Vejamos na proxima
se¢dio como resolvemos este problema.

Variaveis Wildcard

Wildcards s3o denotados por variaveis seguidas de interrogagdo, e representam um objeto simples.
Por exemplo, se x é um simbolo, entdo x? ¢ um wildcard que representa qualquer simbolo e x?/2
representa qualquer simbolo elevado ao quadrado. Se f é uma fungo, entdo f? representa qualquer
fungdo. Wildcards sdo ferramentas muito poderosas em manipulagio simbolica. Sdo usados como
padrdes em substitui¢des nas expressoes.

Vamos corrigir 0 programa visto na se¢io anterior para a substitui¢do de poténcias negativas:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,y,a,b,z,n;

Local expr = x"2 + "3 + y*-2 - y*"-1 + x - y;
id x = z;

id y*n? = a*b;

print;

.end

expr =
a*b*z + a*b*z"2 + a*b*z"3 - a*b;

Existem duas maneiras distintas para a utilizagdo de wildcards em FORM . A primeira delas ¢

colocando o ponto de interrogagdo a direita da variavel. A segunda forma é colocando o ponto de
interroga¢io a esquerda da mesma. Na proxima se¢do, veremos exemplos destas duas formas,
com explicagdes que diferenciam a sua utilizagio.

Regras de substituigao
Substituicao polinomial

Um exemplo de substituigdo polinomial € o que se segue.
FORM version 3.

Nw Stat;
Symbol x,y,z,n;

12
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Local F = x"2 + y"3 + 1;
id x? = z;

print;

.sort

1+ 272 + 2"3;
id z"n?

print;
.sort

I
H

F =
3*x;

Local G = F +y"2 + 1;
id x?"n? = z;

print G;

.end

G =
1+ 4*z;

Vamos analisar detalhadamente o programa acima. Como x foi declarado como um simbolo a
primeira identificagdo 18-se como “substitua todos os simbolos por z”. Portanto, a expressdo
F =x2+3%+1 é substituida por F = z2 + 2 + 1 e reestruturada como 1 +2z% +z°. A proxima
identificagio 18-se como “substitua qualquer poténcia inteira de z por x”. O resultado 3x torna-se
menos obscuro quando vocé nota que 1 pode ser descrito como z°. Finalmente nés podemos
construir a express® G = 3x +y? + 1 ¢ aplicar a regra de substituigio “qualquer simbolo para
qualquer poténcia serd substituida por z”. Agorao FORM deixa o termo constante intacto devido
a ele esperar, no minimo, um simbolo.

Vejamos agora um exemplo que mostra a utilizagio dos dois tipos de wildcards:

FORM version 3.

Nw Stat;

Function F;

Symbols a,b,c,m, n;

Local expr = F(a+l,b,ct+2,a-b,4);
id F(n?,m?,?z) = ¥F(n) + F(m, ?2);
print;

.sort

expr =
F(l +a) + Fb,2 +c,a- b,4);

repeat;
id F(n?, m?,7?z) = F(n) + F(m,?z);
endrepeat;
print;
.end

expr =
F(1 +a) + F(2 +¢) + Fla-Db) + F(b) + F(4);
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O simbolo n? e m? representam qualquer elemento que estejam na posigdo em que eles foram
utilizados. Note que n e m foram declarados como simbolos no programa. No entanto, temos que
?z representa nenhum elemento ou varios elementos a partir dele. No programa acima, ele
representa os argumentos ¢ + 2, a-b e 4, que sdo os argumentos restantes. Note que o 7z ndo
precisou ser declarado e ele tem que ser repetido no lado direito da expressdo, o que ndo acontece
comnem.

Numeros de Fibonacci

No proximos dois exemplos iremos usar regras de substitui¢do para calcular o décimo nono
numero de Fibonacci Fg

Note que os nameros de Fibonacci F,, s3o recursivamente definidos como
Fo=Fpi+F,n, Fi=1 F =1

FORM version 3.

Symbols ultimo, penultimo, indice;
Function F;
Local Fibonaceci = F(1,1)*indice"17;
repeat;
id F(ultimo?,penultimo?)*indice = F(ultimo + penultimo,ultimo);
endrepeat;
id F(ultimo?,penultimo?)} = ultimo;

print;
.end
Time = 0.43 sec Generated terms = 1
Fibonacci Terms in output =1
Bytes used = 10

Fibonacci =
4181;

As declaragdes que devem ser repetidas sdo colocadas entre as instrugdes repeat e endrepeat .
As declaragdes sdo repetidas até ndo surtirem mais efeitos sobre a expressdo. NOs usamos no
programa abaixo a variavel indice para restringir a repetigdo.

Uma recursdo descendente pode resuitar em um programa menos eficiente.

FORM version 3.

Symbols n;
Function F;
Local Fibonacci = F(19);

repeat;

id (1) = 1;

id F(2) = 1;

id F(n?) = F(n-1) + F(n-2);
endrepeat;
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print;
.end

Time = 2.08 sec Generated terms = 4181
Fibonacci Terms in output = 1
Bytes used = 10

Fibonacci =
4181;

Derivacao de Polindmios
Um exemplo de derivagdo de polindmios no FORM ¢€ o que se segue.

FORM version 3.

NWrite Statistics;

Functions dx, sin, cos, 1n;

Symbol x;

Local exp = sin(x)*cos(x)*ln(x) + x"2;
Multiply Left dx;

print;

.sort

exp =
dx*x~2 + dx*sin(x)*cos(x)*1n(x);

id dx*sin(x) = cos(x) + sin(x)*dx;
id dx*cos(x) = -sin(x) + cos(x)*dx;
id dx*1ln(x) = 1/x;

id dx*x"2 = 2*x;

print;

.end

exp =
2*x - sin(x)*sin(x)*1ln(x) + sin(x)*cos(x)*x*-1 + cos(x)*cos(x)*1ln(x);

A instrugio Multiply atua multiplicando as expressdes correntes pelo seu argumento. Pode ter trés
formas: Multiply Left, Multiply Right e apenas Multiply. No primeiro caso a multiplicagio sera
feita pela esquerda e no segundo pela direita. No terceiro caso, FORM aplicara o que for mais
rapido.

Em nosso exemplo, todos os termos da expressio exp foram multiplicados a esquerda pela fungio
ndo-comutativa dx.

Tensor de Levi-Civita

Vamos ilustrar as regras sobre repetigdo de wildcards para tensores pré-construidos, o Tensor de
Levi-Civita, €, e o delta de Kronecker, §, com varias contragdes.

FORM version 3.
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Nw Stat;

dimension 3;

Tensors eps, delta;
Indices i,j,k,1,m,n;
*

*tres indices repetidos

*

Local Fl1 = epsi{i,j,k} * epsi{i,j, k)’
id eps(i?, j?,k?) * eps(i?,j?,k?) = 6;
print Fl;

.sort

Fl =
6;

*

* dois indices repetidos

*

Local F2 = eps(i,j, k) * eps(i, ], 1):

id eps(i?,j?,k?) * eps(i?,j?,1?) = delta(k,1);
print F2;

.sort

F2 =
delta(k,1);

*

* um indice repetido

*

Local F3 = epsi{i,3j, k) * epsi{i,1l,m);

id eps(i?,3?,k?) * eps(i?,1?,m?) = delta(j,1l) * delta(k,m} -
delta(j,k) * delta(l,m);

print F3;

.sort

F3 =
- delta(j,k)*delta(l,m) + delta(j,1l)*delta(k,m);

*

* pnenhum indice repetido
*

Local F4 = epsi{i,j, k) * eps{l,m,n);
id eps(i?,3?,k?) * eps(l?,m?,n?) = eps(i,j, k) * eps{l,mn);
print;

F2 =
delta(k,1);

F3 =
~ delta(j,k)*delta(l,m) + delta(]j,1)*delta(k, m);

16



CBPF-M0-003/98

F4 =
eps(i,j, k)*eps{(l,m,n);

Como uma observagio, podemos falar sobre o comando renumber. Ele tenta uma renumeragdo
dos indices mudos e possui duas opgdes distintas para utilizago:

« renumber; (ou renumber 0;): Tenta a troca de pares até n3o acontecer mais nenhum tipo de
melhora;

« renumber 1; : Tenta todas as permutagdes. Isto pode ser extremamente lento.
Se como resultado de uma renumeragio for obtido o mesmo termo com coeficientes diferentes, o
termo ¢ anulado. Por exemplo:

e_(pl,pZ,Nl?)*e_(pl,p2,N2?)*e_(p3,N1?,N2?) -> 0

Wildcards e Fungoes

Para fungdes sdo utilizados basicamente quatro tipos de padrdes:

um ou mais parimetros de wildcards sobre uma fung@o;
wildcards sobre fungoes;

uma combinagio das duas acima,

wildcards para grupo de argumentos.

N

Wildcards sobre parametros

Exemplificaremos, nesta segdo, situagdes em que se tomna necessario operar sobre 0s argumentos
de fungdes.

E interessante ressaltarmos que uma certa operagdo pode ndo ser desejada sobre todas as fungdes,
mas apenas sobre uma especifica. Ou, também, nio com todos os argumentos, mas apenas com
alguns.

Tlustraremos, portanto, como selecionar as fungdes e os parimentros em cima dos quais queremos
trabalhar.

Seja uma transformago, por translagio, no sistema de coordenadas: x + x +dxey — y + 6.

FORM version 3.

NWrite Statistics;
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CFPunctions £, g;

Symbols x, y, z, dx, dy;

Local exp = x +y + 2 + £(x,y,2) + gi{x,z,£(x,¥));
id x = x + dx;

idy =y + dy;

print;

.sort

exp =
X +y+z+de+dy + £(x,y,2) + gix,z,£(x,y));

argument;
id x = x + dx;
idy =y + dy;
endargument;
print;
.sort

exp =
X+y+2z2+dx+dy + £(x +dx,y +dy,z) + gix + dx,z, f(x,y))/

argument;
arqument;
id x = x + dx;
idy =y + dy;
endargument;
endargument;
print;
.end

exp =
X+y+z+dx+dy + £(x +dx,y + dy,2) + gi{x + dx,z,£f(x + dx,y + dy) )’

Como haviamos discutido nos exemplos anteriores, uma substituigio nfo atua em cima dos
argumentos de uma fungdo. Desta forma, o primeiro resultado apresentado foi o esperado.
Entretanto, quando se faz uma transformagdo de coordenadas, espera-se que as fungdes também
sofram esta transformacao, através de seus parametros.

Para realizar operagdes nos argumentos fazemos uso dos comandos argument ¢ endargument.
Estes dois comandos definem uma estrutura, de forma que, qualquer instru¢do no seu interior
atuara apenas sobre argumentos de fungdes.

O segundo resultado, embora mais satisfatorio, ndo foi o esperado. Podemos observar que g ndo
sofreu a transformagdo por completo. Isto se deve ao fato de que o segundo argumento de g
também ¢ uma fungio que possui outros argumentos. Temos, entdo, que fazer uso de duas
estruturas argument-endargument aninhadas para que a transformagdo seja efetuada por
completo.

Consideremos um problema envolvendo algebra de numeros complexos : x+1 xy. Como
implementariamos, por exemplo, o calculo do complexo conjugado? Eis uma proposta de solugéo:

FORM version 3.

NWrite Statistics;
CFunctions conjugado, sqgrt;
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Symbols x, I;
Local complex = 3 + 2*I + conjugado{2 + 5*I) + sqrt(5 - I);
argument conjugado;
id 1 = -I;
endargument;
print;
.sort

complex =
3 + 2*I + conjugado(2 - 5*I) + sqrt(5 - I);

id econjugado (x?) = x;
print;
.end

complex =
5 - 3*I + sqrt(5 - I);

Wildcards para Fungoes

Nio ha nada especial sobre wildcards em fungdes ou combinagdo deste com o tipo anterior de
substitui¢do. Nos damos um exemplo que engloba tudo 1sso.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,y,2;
Functions £, g;

Local F1l = £{x) + gly)’
id £2(x) = g(x);

print F1;

.sort

Fl =

g(x) + gly):
Local F2 = f{
id £?(x?) = z;
print F2;
.end

F2 =
2*z;

Substituicao para grupos de parametros

A substituigio em FORM permite que vocé se refira a um grupo de pardmetros. Vejamos o
exemplo abaixo:

FORM version 3.
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Nwrite statistics;
Symbols x,y;
Functions f,g;

Local F = £(x,x,x);
id £(?x) = g(0,?x,0);
print;

.end;

F =
g(0,x,x,x,0);

Como visto, com as wildcards podemos especificar mais do que um campo no argumento para
substituigdo.

Vamos demonstrar mais substitui¢des de campos nos argumentos por um exemplo de calculo
tensorial. Consideramos o tensor métrico g, e os tensores Riemann e Ricci denotados por R.
Iremos demonstrar como vocé pode implementar em FORM as contragdes g/R;x = R e
g Rixj1 = Ry;. Sera demonstrado também como trabalhar com indices contravanantes (acima) e
covanantes (abaixo} em FORM .

FORM version 3.

Nw Stat;

Tensors g,R;

Indices i, j,k,1l,m,n,low, up;

Local Tl = g(i,acima, j,abaixo) * R(j,acima, k,acima);

Local T2 = g(i,abaixo,j,abaixo) * R(i,acima,k,acima, j,acima, l, acima);

id g(?i,acima, ?j,abaixo) * R?(?k,?j,acima, ?m) = R(?k,?i,acima, °m);

id g(?i, abaixo,?j,abaixo) * R?(?k,?i,acima, ?m, ?]j,acima, ?n) = R(?k,?m, ?n);
id g(?i, abaixo, ?j,abaixo) * R?(?k, ?j,acima, ?m, ?i,acima, ?n) = R(?k, ?m, ?n};
print;

.end

Tl =

R(i, abaixo,k, abaixo);

T2 =
R(k,abaixo, l, abaixo);

Como vocé viu, nos simplesmente mantemos os indices anteriores adicionando um indice especial
abaixo ou acima, e os distinguimos pelo tipo das identificagdes. A terceira identificagdo €
adicionada somente para casos gerais onde indices repetidos podem ser alternados.

E claro, a implementagdo acima de acima e abaixo dos indices é algo incémodo. Vocé pode ser
instigado a usar uma notagio menor como U(i) e L(j) para indice contravaniante 1 e indice
covariante j , respectivamente. Analise o exemplo abaixo.

FORM version 3.

Nw Stat;

Functions g,R,L,U;

Indices i, j,k,1,m,n, low, up;

Local T1 = g(L(i},0(]))) * R(L(J),L(k));
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Local T2 = g(U(i),U(])) * R(L(i),L(k), L(J),L(1));

*

* modificando as funcoes
*

repeat;
id R?(?k,L(?1i),?m) = R(?k,?i,low,?m);
id R?(?k,U(?i),?m) = R(?k,?i,up,?m);
endrepeat;

*

* aplicando as regras
*

id g(?21i,low,?j,up) * R?(?k,?Jj,low,?m) = R(?k,?1i,low, ?m);

id g(?i, up,?j,up) * R?(?k,?i,low,?m,?j,low,?n) = R(?k,?m, ?n);
id g(?i, up,?j,up) * R?(?k,?j,low,?m,?i,low,?n) = R(?k,?m, ?n);
*

* voltando para a notacao original
*

repeat;
id R? (?k,i?,low,?m) = R(?k,L(i), ?m);
id R?(?k,i?, up,?m) = R(?k,L{i),?m);
endrepeat;

*

* imprimindo os resultados
*

print;
.end

Ao longo desta apostila, mostraremos outros caminhos para manusear indices contravariantes e
covariantes que ndo conduzem a duas representagdes de um mesmo objeto matematico.

Condicoes sobre Wildcards

As substituiges que temos visto até agora envolvem wildcards que poderiam corresponder a
qualquer vaniavel de tipo basico. Além disso, nenhuma restrigdo sobre as regras de substituigdo
tinham sido feitas. Nesta sessdo, devemos ver como obter mais controle sobre as wildcards e
substituigdes.

Conjuntos e Substituicoes

Um dos tipos de variaveis em FORM ¢ “set” (que significa conjunto). Abaixo possui um
exemplo que explica isto:

FORM version 3.

21



CBPF-M0-003/98

Symbol al,aZ2;
Set a:al,a2;
Local F = afl] + al[2];

print;
.end
Time = 0.16 sec Generated terms = 2
F Terms in output = 2
Bytes used = 32
F =
al + az;

Como vocé vé, o FORM assume que conjuntos e vetores comecem com indice 1. Além disso, os
elementos dos conjuntos devem ser do mesmo tipo.
Conjuntos s3o mais usados em substituigdes.

FORM version 3.

Symbols a,b,c, x;
Local F = a + b + c;
id x?{b,c} = 3;

print;
.end
Time = 0.49 sec Generated terms = 3
F Terms in output = 2
Bytes used = 26
F =
6 + a;

O x? significaria “qualquer simbolo”, mas no nosso exemplo nos o limitamos para o conjunto b, c.
Vocé pode também excluir simbolos por ?! .

FORM version 3.

Symbols a,b,c, x;
Local F = a + b + c;
id x?!{b,c} = 3;

print;
.end
Time = 0.49 sec Generated terms = 3
F Terms in output = 3
Bytes used = 40
F =
34+Db + c;
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Conjuntos também sdo chamados de vetores porque seus elementos podem ser referenciados por
numeros. Vejamos como isto e feito:

FORM version 3.

Symbols al,a2,bl,b2,x,n;
Set a : al,a2;

Set b : bl,b2;

Local F = afl] + al2];

id x?a[n] = b[n];

print;

.end

Time = 0.00 sec Generated terms = 2
F Terms in output = 2

Bytes used = 32
F =
bl + b2;

No exemplo acima, x deve pertencer ao conjunto a, e n torna-se o namero de elementos no
conjunto que x corresponde. O mesmo niimero ¢ usado para o lado direito da identidade. Ent3o,
ndo pode ser feita operagGes aritméticas com n .

Existe um atalho para mudar nomes dos elementos dos conjuntos.

FORM version 3.

Symbols al,a2,bl,b2,x,n;
Set a : al,a2;

Set b : bl,b2;

Local F = afl] + a[2]:
id x?a?b = x;

print;
.end
Time = 0.00 sec Generated terms = 2
F Terms in output = 2
Bytes used = 32
F =
bl + b2;

O comando id 1é-se como segue: x deve pertencer ao conjunto a, e no lado direito cada
ocorréncia de x podera ser substituida pelo elemento correspondente do conjunto b .

Os conjuntos pré-construidos em FORM estdo listados abaixo. Como todos s3o objetos
pré-construidos, eles terminam com um underscore.
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L Conjunto 1‘[ Significa um coi;i;nto de |
1

{int_ | mnteiros J
{ T "> i
pos_ g inteiros positivos |
posO_ | inteiros nilo negativos “
neg_ { intetros negativos |
—

symbol _ ‘1 simbolos formais

]
f
[nego_ 1] mteiros nfo positivos J
|
|
[
|

|
ixed il indices fixados ‘

. ! X
mdex_ ] todos os indices

Com estes conjuntos pré-construidos podemos restringir wildcards para infinitos conjuntos, como
no préximo exemplo.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,n;

Local F = sum ( n, -3, 3, x"n );
print;

.sort

F =

1+ x*-3 +x*-2 +x"-1 + x + x"2 + x"3;

id x"n?pos = O;
print;
.end

F =
1+ x*-3 + x°-2 + x~-1;

Aqui, nés substituimos todas as poténcias positivas de x por zero.

RestricGes sobre as Substituicoes

Quando criamos um par de identidades, pode haver um conflito de qual regra sera aplicada
primeiro. No FORM , podemos influenciar a aplicabilidade de uma identifica¢do por opgdes. Uma
das opgoes é select . Ele é seguido pelos nomes de um ou mais conjuntos de simbolos. A regra de

substituigdo somente podera ser aplicada se apds a correspondéncia do lado esquerdo nenhum
elemento dos conjuntos mencionados estiver sobrando. Um exemplo explicara isto melhor.

FORM version 3.
Symbols a,b,c;
Set bcSet: b,c;

Local F = a*b*c;
id select bcSet a*b = b"2;
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id select bcSet a*b*ec = b 2*c"2;

print;
.end
Time = 0.98 sec Generated terms = 1
F Terms in output = 1
Bytes used = 22
F =
bl\z*clxz;

No exemplo acima, a primeira regra de substituicdo ndo € aplicada porque apds corresponder o
termo a*b no produto a*b*c o elemento ¢ do conjunto {b,c} esta sobrando. No segundo caso,
apos correspondermos o produto a*b*c em a*b*c, temos que todos os elementos do conjunto
{b,c} estdo sendo utilizados. Portanto, a regra de substitui¢fio coincide e foi aplicada.

Vejamos um outro exemplo:

FORM version 3.

Symbols a,b,c,d;

Indices i,3j,k,1;

CFunctions f,qg,h, ff;

Local expr = (f(i,a)*d + g(j,b)*c + h(k,c)*a);
id select, {a,b}, d? = ££(d);

print;
.end
Time = 0.10 sec Generated terms = 3
expr Terms in output = 3
Bytes used = 94
expr =

f(i,a)*b + g(j,b)*ec + h(k,c)*ff(a);

A primeira caracteristica deste programa esta no fato de que o conjunto foi implicitamente
declarado. Neste caso, o conjunto ndo possui um nome e nfio é necessario a utilizagio do comando
Set, mas os seus elementos devem obrigatoriamente estar entre chaves. Assim, termos {a,b}
significa que estamos declarando um conjunto de componentes a e b, que nfio possui um nome.
Como ja vimos, a wildcard d? representa qualquer simbolo. Observe os termos. O comando id
tentara a substituigdo no primeiro termo de expr. No entanto, quando procurar dentro do
argumento da fungfio, vera que existe um elemento do conjunto, no caso a. Logo, a substitui¢io
ndo ¢ feita. O mesmo se da com o segundo termo de expr. Ja com o terceiro termo, a substituigio
acontece porque foi encontrado o simbolo a e observando o argumento da fungfo vimos que nio
possut nenhum elemento do conjunto.

Existem mais opges para restrigio de substituigio em FORM . Abaixo, colocamé-las em forma
de tabela e ilustramos algumas delas.

25



CBPF-M0-003/98

{Opqao 1Significado o _ -

P

| once 1 vorrespondénca sunples

il
l
—

only l correspondéncia exata ’

multi \ correspondéncia simples com multiplicidade | ‘

I
|
| |
e many oorrespondencm miltiplas J
ld |

disorder i substituigio em algebra ndo-comutativa

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols a,b,x,y,z;
Local f0 = (x+y)"4;
print f£0;

.sort

f0 =
4*x*y"3 + 6*x"2*y"2 + 4*x"3*y + x"4 + y"4;

Local fl1 = (xty)"4;
id once x = z;
print £1;

.sort

f1 =
6*x*y"2*%z + 4*x"2*y*z + x"3*z + 4*y"3*z + y*4;

Local £f2 = (x+y)"4;
id x*y = z;

print f£2;

.sort

f2 =
4*x"2*z + x"4 + 4*y"2*z + y"4 + 6*z"2;
Local £3 = (x+y)"4;
id only x*y = z;
print £3;
.sort

£f3 =
4*x*y"3 + 6*x"2*y"2 + 4*x"3*y + x4 + y"4;

Local f4 = (a+b)"2 * (x+y)"2; print £4; .sort

f4a =

4*a*b*x*y + 2*a*b*x"2 + 2*a*b*y"2 + 2*a"2*x*y + a~2*x"2 + a~2*y~2 + 2*

b 2*x*y + b 2*x72 + br2%y~2;

id multi x?*y? = =z;
print f4;
.end

£f4 =
2*a*y*z + 2*b*y*z + 4*x*y*z + 2*x"2*%z + 2*y"2*z + 4*z°2;
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Local f4 = (a+b)"2 * (x+y)"2;
print f4;
.sort

f4 =
4*a*b*x*y + 2*a*b*x"2 + 2*a*b*y 2 + 2*a"2*x*y + a"2*x"2 + ar2*y~2 + 2*
b"2*x*y + b"2*x"2 + b"2*y"~2;

id multi x?*y? = z;
print f4;
-end

f4 =
2*%a*y*z + 2*b*y*z + 4*X*y*z + 2*x"2%z + 2%y"2%z + 4*z"2;

A regra normal para comparagio de termos no FORM ¢é que o termos é pego tantas vezes quanto
possivel antes de ser inserido do lado direito (a mais importante excegdo é com poténcias de uma
wildcard). Nenhum esforco adicional de comparagio de termos ¢ feito. Na primeira identificagdio,

no exemplo acima, a op¢do once anula o comportamento geral do sistema: somente uma unica
comparagdo de termos §é feita. A proposito, o padrio é many . As proximas duas identifica¢des no
exemplo sdo as substituigdes xy — z no polindmio (x+3)*. A opgdo only implica que a
comparagdo do termo deve ser exata. Devido a isto, ndo ha termos em (x +y)* com poténcias
1guais de x e y, e, portanto, nio havera nenhuma substituicio. Finalmente, a opgiio multi € usada:
ela significa uma dnica comparagdo com multiplicidade. No exemplo dado, ele significa que
quando ele ¢ aplicado ao termo 4abxy, somente ab é pego com uma multiciplidade. O outro
produto, xy, ndo ¢ tocado.

Devemos descrever a opgdo disorder com uma exemplo da algebra de Dirac em dimensio 4. As
matrizes de Dirac y1,y2,73, € ¥4 tem as propriedades

Yivi+r¥i=0, sei*j
ri=1

Parays = y,y2y3y4, temos as duas equagdes seguintes

YsYi+vi¥s =0, paratodo i
y3=1

E simples confirmar estas regras no FORM .

FORM version 3.

Nw Stat;
Functions g4,g3,g92,g91,9,h;
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Local [g5] = g4 * g3 * g2 * gl;

Local [g5"2] = [g5]"2;

Local [gl*g5+g5*gl] = gl * [g5] + [g5] * gl;
.sort

repeat;

id g?*g? = 1;

id disorder g? * h?= - h * g;

endrepeat;

print;

.end

[g5] =
gl*g2*g3*g4;

[g5~2] =
1;

[g1*g5+g5*gl] = O;

Vocé pode ter esperado regras de substituigdo como:

id g2 * g1 = -gl * g2;
id g3 * g1 = -g1 * g3;
id g3 * g2 = -g2 * g3;
id g4 * gl = -g1 * g4;
id g4 * g2 = -g2 * g4;
id g4 * g3 = -g3 * g4 ;

Mas isto é um tanto quanto incomodo. E muito mais facil confiar na ordem interna das funcdes e
ter somente uma identificagio como

id g? * h? = - h*g

Mas quando vocé repete cada regra de substituigdo, vocé poderia entrar dentro de um loop infinito.
Para ewvitar isto, a opgdo disorder foi introduzido no FORM . Com esta opgdo, a identificagdo é

aphicada quando a ordem normal dos termos na comparagdo mudaria a ordem das fungdes se eles
forem comutativos.

indices Contravariantes e Covariantes

Agora que conhecemos conjuntos, podemos analisar outra implementagdo no FORM de indices
contravariantes e covariantes. Consideramos 0 mesmo exemplo da Se¢io de substitui¢io para
grupos de parametros. Indices covariantes ou indices inferiores como a e b sdo escritos como ia
e 1b, onde o 1 representa “inferior”. Similarmente, contravariante ou indices superiores como a
e b sdo escritos sa e sb, onde 0 s representa “superior”. Definimos dois conjuntos , a saber,
LU e UL, que permite-nos checar se um indice aparece duas vezes mas de tipos opostos. Isto

torna facil definir as regras de substituigio para “levantar” e “abaixar” indices com o tensor
métrico, como o exemplo abaixo mostra.
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FORM version 3.

Nw Stat;

Tensors g, R;

Indices si,ii,sj,ij, sk, ik, sl, il;

Set UL: si,ii,sj,ij,sk,ik,sl,il;

Set LU: ii,si,ij,sj,ik,sk,il,sl;

Indices i,j,k,1;

Symbols m,n, z;

Local Tl = g(ii,sj)*R(ij, ik);

Local T2 = g(si,sj)*R(ii,ik,1ij,4il);

id g(i?UL[m}, j?UL{n]) * R?(?m,k?LU[m], ?n,1?LU[n], ?z) = R(?m,?n, ?2);
id g(i?UL[m]}, j?UL[n]) * R?(?m,k?LU[n], ?n,1?LU[m], ?z) = R(?m, ?n, ?2);
id g{?i,3j?0L[n]) * R?(?m,k?LU[n},?n) = R{?m, ?i, ?n);

print;

.end

Tl =
R(ii,ik);

T2 =
R(ik,il):

Note que a ordem das regras de substitui¢do torna-se importante: se a Gltima tinha colocado o
indice na parte superior, o segundo tensor poderia nfio estar completamente contraido. Teriamos
obtido como resultado intermediario e final R(ii,ik,s1,il) .

Em nosso exemplo, o melhor conjunto de regras é o que segue.

FORM version 3.

Nw Stat;

Tensors g,R;

Indices si,ii,sj,ij, sk, ik,sl, il;

Set UL: si,ii,sj,ij,sk,ik,sl,il;

Set LU: ii,si,ij,sj, ik, sk,il, sl;

Indices i,Jj,k,1;

Symbols m,n, z;

Local T1 = g{ii,sj)*R({ij, sk);

Local T2 = g(si,sj)*R(ii, ik,ij,i1):;

id g(?i,3j?UL[n]l) * R?(?m,k?LU[n],?n) = R(?m, ?i, ?n);
id R?(?m,i?U0L{n], ?n, j?LU0[n], ?2) = R(?m, ?n, ?2);
print;

.end

Tl =
R{ii,ik);

T2 =
R(ik,il);
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Limitacoes na Substituicdo
Coeficientes e Wildcards

Podemos trabalhar com coeficientes utilizando a declaragdo collect . Com esta declaragio vocé
pode colocar dados que estdo entre colchetes (tanto pela declaragio bracket ou antibracket )
dentro de uma fungdo regular. Teriamos, entfo:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbol a, x,y;

CFunctions indice, sqrt;
Local F = 2 * sqgrt(a);
antibracket a;

print;

.sort

F =
+ sgrt{a) * ( 2 );

collect indice;
print;
.sort

F =
indice(2) *sqrt(aj;

id indice(x?)*sqrt(y?) = sqrt (x"2*y);
print;
.end

F =
sqrti{d*a);

Somatorio de Wildcards

Outro tipo de comparagiio de termos que ndo é permitido em FORM ¢ f(x?+y?), e suas
variagBes. Por exemplo, a aditividade de uma fungdio f ndo pode ser especificada como se segue:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,y,z;

CFunction f£;

Local expr = f(x + y + z);

id £(x? + y? + 2?) = £(x) + f(y) + £(z);
print;

.end

expr =
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fix +y + 2);

A razdo para a ndo permissdo deste tipo de substituigdo em argumentos de funcad é a eficiéncia; o
termo f(x1?7+x2?+ .. +xn?) tem em geral n! possiveis atribuigdes para as substituicdes.
Eficiéncia ¢ também a razio para a nfo-implementagio de comparagio de termos para
denominadores compostos e para poténcias com expoentes ndo-inteiros.

No entanto, o problema acima de aditividade de uma fungdo pode ser implementada através do
seguinte truque. De fato, nos implementamos mais: a linearidade de uma funco.

FORM version 3.

Nw Stat;

Vectors Xx,y,z;

Indice i;

CFunction £;

Local expr = £(2*x + y + z);
id £(i?) = £(i);

print;

.end

expr =
2*f(x) + E(y) + £(=z);

A explicagdo ¢ a que segue: a wildcard na fungio ¢ um indice. Se 0 FORM possui um vetor
como argumento em uma fungfo, ele assume que ele esta 14 devido a contragfio dos indices. Em
outras palavras, ele assume que a fungio é linear neste argumento.

Tabelas

Tabelas sdo como matrizes, preenchidas com dados. As tabelas podem ter parimetros formais do
mesmo modo que fungdes podem estar em declaragdes id. Também como fungdes, temos duas

opgdes para a declaragdo de tabelas em FORM :

* NTable: Declara a tabela automaticamente como uma fungfio ndo-comutativa.
* CTable: Declara que a tabela automaticamente como uma fungio comutativa. O
comando Table é o padrio para CTable.

Existem dois tipos de declaragdes de tabelas. Uma tabela comum possui a sintaxe

Table [check] [strict|relax] name (low:hi, ..., argumentos) ;

Em primeiro lugar, existem palavras-chaves que controla um conjunto limitado de erros. A tabela
“nome” deve ter sido declarada anteriormente como uma fungfio. Isto permite ao usuario definir

31



CBPF-M0-003/98

tabelas de objetos ndo-comutativos. Entdo, dentro dos campos de argumentos existe primeiro os
intervalos dos indices da tabela. Deve haver no minimo em cada intervalo. Um intervalo € indicado
por dois numeros, separados por dois-pontos (:). Os varios intervalos estdo separados tanto por
espago-em-branco tanto por virgulas. Note que o tamanho da tabela sera o produto dos tamanhos
de cada intervalo. Apos o intervalo poderfio existir pardmetros formais extras. A sintaxe para eles €
idéntica a sintaxe para os argumentos de fungdes no lado esquerdo de uma declaragdo id. O
significado das palavras-chaves é:

check

Este parametro controla o que esta acontecendo com elementos fora do intervalo da tabela. Com o
parametro check um elemento pode resultar em um erro durante execugio. Sem este parametro,
elementos podem aparecer na saida.

strict

Todos os elementos da tabela devem ser definidos com declaragdes fill antes da primeira instrugdo
executavel no modulo.

relax

Se nem todos os elementos da tabela tiverem sido definidos e durante a execu¢do um elemento
dentro do imntervalo da tabela é encontrado , nenhum erro serd gerado, mas o elemento estd
sobrando e aparecera na saida.

A declaragdo fill é usada para preecher a tabela com elementos. Normalmente, cada elemento
necessita de uma declaragdo fill. Para inserir um elemento em uma tabela devemos nos referir
somente as coordenadas dos elementos. Nao devemos repetir os argumentos formais. A sintaxe é:

fill nome(numl, ..., numn) = expressaoc;

No caso de uma tabela unidimensional deve haver, é claro, somente um numero dentro do
intervalo da declaragfo table. Todas as declara¢des fill devem estar antes da primeira declaragio
executavel no moédulo. A razdo para esta regra é que o conteudo das tabelas estd armazenada
dentro do buffer do compilador. Ele previne a ocorréncia de buracos e ineficiéncias na tabela.

O segundo tipo de tabela é o tipo sparse. Esta ¢ uma tabela cujo intervalos dos argumentos
causariam a existéncia de muitos elementos. Mesmo que ndo utilizemos a op¢do strict, faz com
que ndo tenhamos de definir todos os elementos, ha ainda espago alocado para cada elemento em
potencial na tabela. Isto pode causar sérios problemas. Portanto, existe um tipo de tabelas na qual
os elementos estdo armazenados de uma maneira, que ndo é necessariamente especificar as
limitagSes de matrizes. O preco a pagar € uma perfomance mais lenta. Descobrir se um elemento
foi ou nfo definido involve testar todos os elementos definidos (= “preenchidos™). A sintaxe para
este tipo de tabela é:
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Table sparse [check] name (numargs, regular arguments):;

Neste caso, ndo especificamos intervalos, mas somente a dimensio da tabela. O argumento extra é
0 mesmo de antes. A antiga defini¢iio da opgao strict ¢ inttil agora. A agfo padrio € que nada é
checado, nem durante o tempo de execugdo. Isto é equivalente a opgdo relax no primeiro tipo de
tabela. Havendo problemas no programa, quando o elemento da tabela estiver indefinido durante o
tempo de execugdo, podemos ativar a op¢do check. As opgdes strict e relax sdo ignoradas. Um
exemplo é que segue:

FORM version 3.

Nw Stat;
CFunction x;
Table x(-2:1);
Fill x(-2) = 10;
Fill x(-1) = 5;
Fill x(-0) = -3;
Fill x(1) = 8;
Symbols a,b,n;
Local F = b/a + b"2/a”2 + b"3/a"3 + a/b;
id a™n? = x(n);
print;

.end

F =
8*b"-1 + 5*b + 10*b"2 + x(-3)*b"3;

Note que o conteudo da tabela foi substituido automaticamente. O elemento -3 permaneceu porque
ndo foi definido na tabela anteriormente. Qutro exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;

CFPunction t;

Symbols x,y,a,b,c,ep;

Table t(1:2,x?);

Fill t(1) = 1 + ep*x + ep"2*x"2 + ep"3*x"3;
Fill t(2) = 1 + ep*x + ep"2*x"2/2 + ep”3*x"3/6;
.global

Local F = a*t(l,y) + a"2*t(2,b+c);

Bracket a;

Print +s;

.end

F =

a *

1

y*ep
y~2*ep"2
y"3*ep”3

+ o+

+ +
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a2 * |

1

b*c*ep”2
1/2*b*c"2*ep"3
b*ep
1/2*b"2*c*ep”3
1/2*b"~2*%ep”2
1/6*b"3*ep"3
c*ep
1/2*c"2*ep"2
1/6*c~3*ep"3

T T e

~ 4+ + +

Derivado do comando fill, o comando FillExpression transfere uma expressdo para uma tabela. A
sintaxe € a seguinte:

FillExpression tab = expr(xl, ..., xn)

Neste exemplo, tab deve ser declarado como uma tabela com n indices. Expr é uma expressao
que foi anteriormente agrupada nas variaveis x1,....xn. As poténcias de x1,...,xn referem-se aos
elementos da tabela e o conteudo de cada agrupamento € colocado no elemento da tabela
correspondente. Agrupamentos que niio possuem um elemento da tabela correpondente a eles sdo
ignorados.

Temos, também, o comando PrintTable. Ele escreve o conteido de uma tabela na tela, em um
arquivo .log, em ambos ou somente em um arquivo especificado. Sua sintaxe €:

PrintTable [+f] [+s]nome da tabela [>[>]larquivo];

As opgdes +f e +s trabalham como uma declaragio de impressao regular.

Se um redirecionamento para um arquivo foi especificado, a opgdo +f ndo tera efeito, pois a saida é
feita somente para um arquivo.

Com > nome_de_arquivo, o antigo contetido do arquivo sera reescrito (se houver algum).

Com >> nome_do_arquivo, a tabela sera anexada. Isto permite a escrita de mais de uma tabela
NoO Mesmo arquivo.

Na escrita, as declaragdes Fill apropriadas sdo escritas para tornar o arquivo Util como uma nova
entrada de dados parao FORM .

Tabelas podem podem ser usados em regras de recurso:

FORM version 3.

Nw Stat;
#define MAXTAB "6
CFunction t;

Symbols x,y;
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Table t(1:'MAXTAB',x?);

Fill €(1) = 1 + x;

#do i = 2, 'MAXTAB’

Fill €('i") = ("d'+x)y*e({'1’-1},x%x);
#enddo

Local F = t(6,y);

Print;

.end

F =
720 + 1764y + 1624*y"2 + 735*y"3 + 175*y"4 + 21*y"5 + y"6;

Tabelas do tipo sparse sdo, freqiientemente, utilizadas quando a tabela contém simetrias. Isto é
mostrado no exemplo abaixo:

FORM version 3.

Nw Stat;
Function tt;
Table sparse tt(4

):
Fill tt(1,1,1,2) = 10;
Local F = tt(2,1,1,1) + tt(1,2,1,1) + tt(1,1,2,1) + tt(1,1,1,2);
Print;
.sort
F_

10 + €¢£(1,1,2,1) + t£(1,2,1,1) + tt(2,1,1,1);

Symmetrize tt;
Print;
.end

F =
40;

Funcgdes Especiais

Ja citamos algumas delas no Capitulo 1 e estudamos, neste Capitulo, as fungdes pré-definidas d_
e e_. Agora, iremos citar outras fungbes especiais que sfo muito uteis na manipulagio de
expressdes no FORM .

delta_(a): Resultado igual a 1 se a = 0; 0 se a + 0 mas numérico.
theta_(a): Resultado igual a 1 sea > 0; 0 se a < 0. No entanto, theta (x”2) nfo ¢ simplificado.

fac_(n): n!.

sum_(i,m,n,expressio). L7 expressdo.
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* bernouilli_ (incluindo o n!): Fornece os coeficientes de Bernouilli.
 sig_(x) = Resultado igual al se x > 0; —1 se x < 0 e retorna sig_(x) se x for simb6lico.

« abs_(x): Fornece como resultado o médulo de x (Jx|) se x for numérico, retorna abs_(x) se x for
simbolico.

* root_(n,x): Se n é um positivo inteiro e x € um numero racional e a enésima raiz de x também um
numero racional y, entdo root_(n,x) sera substituido por y. Em todos os outros caso, no entanto,
ele ndo sera tocado. Se existir uma escolha em relagdo ao sinal, esta fun¢do sempre escolhera o
valor positivo. Portanto: root (2,9) => +3. Principalmente para uso interno, ela sera
extremamente util para simplificagdes de expressbes (como em (a+b)"3, por exemplo). No
entanto, ela ndo tenta separar raizes como root (2,8) = 2*root (2,2) porque, para isso,
necessitariamos adicionar uma teoria numérica sobre fatorizagdo.

O FORM possut ainda outros nomes que estdo reservados. Sdo eles:
* Para simbolos: pi_ e coeff .

O comando reservado coeff , é substituido imediatamente pelo coeficiente do termo. No entanto,
seu uso € restrito para variaveis $, que serdo explicadas quando falarmos sobre o pré-processador.

¢ Para CFunctions: sqrt_In , sin , cos_, tan , asin_, acos_, atan _, atan2 , sinh_, cosh
tanh_, asinh_, cosh_, atanh , Li2 1 .

Comandos Especiais

Esta se¢éo abrange comandos ndo disponiveis em FORM 2.1. Sdo eles:

SplitArg, que ignora termos de acordo com suas opgdes.

-

a. splitarg,(termo), outras opg¢des: Ignora somente o termo no argumento que é um multiplo
numérico do termo especificado entre parénteses.

b. splitarg,((termo)), outras_opg¢des: Ignora todos os termos que contém “termo”
especificado. Portanto, ignora também multiplos ndo -numéricos. Wildcards ndo sdo
permitidas.

Normalize, que trabalha com fatores de normalizagio:

1. a. Normalize, (0),... : Faz 0 mesmo que Normalize,... mas ndo multiplica os coeficientes
globais com o fator de normalizagdo. Portanto:
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Normalize, f1, muda f1(2*x+3*y) em 2*f1(x+3/2*y), mas
Normalize, f1; muda f1(2*x+3*y) em f1(x+3/2*y).

* FactArg, que trabalha com os coeficientes de uma expressio:

1. a. FactArg,(0): Elimina coeficientes (como Normalize, (0),... )
a. FactArg,(1): Coloca em evidéncia o coeficiente e sinal (separadamente).
b. FactArg,(-1): Coloca em evidéncia o coeficiente com sinal.

No caso de (1) e (-1), um coeficiente de valor 1 é também colocado em evidéncia para tornar o
calculo mais uniforme.

* FunPowers, que controla a impressdo de poténcias de fungdes:

1. a. FunPowers nofunpowers: As fun¢des sio impressas da maneira que apareceriam no
FORM 2.1, o que significa f(a)*f(a)*f(a).

b. FunPowers commutingonly: E o padriio. As funcSes comutativas sdo impressas com
poténcias (como f(a)"3) e as fungdes ndo-comutativas permanecem escritas normalmente.

¢. FunPowers alifunpowers: Ambas as fungdes sio escritas com poténcias.

Note que tensores nunca sdo impressos como poténcias, e que qualquer escrita da parte principal
do comando escolhido € suficiente para ativa-lo.

* AutoDeclare, que faz declaragdes genéricas:

Utilizagio:

AutoDeclare Vector v;
AutoDeclare Symbol x(:10), y(:5);
AutoDeclare Symbol x1(:9);

Todas as variaveis ndo declaradas que comecem com o caracter v serdo automaticamente
declaradas como vetores. Todas as variaveis ndo-declaradas que comecem com a letra x possuirdo,

no maximo, poténcias de 10, exceto para aquelas que comecem com x1, que possuem a restrigio
de poténcias até 9.

* Substituicdo de variaveis $ do lado esquerdo, com o comando count _:

$a = count (x,1)
id F(%a) = ...\newline/(}

A variavel $ somente sera substituida quand os termos forem comparados. Se na substituigdo
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ocorrer de um coeficiente necessitar ser desenvolvido; somente o sinal é retido. se nenhum termo
ou mais do que um termo necessitar disto -> problema.

O comando count trabalha somente com as variaveis $, como em

$a = 3*count (x,1,y,2)-1+x;

Neste exemplo, a contagem ¢ feita a partir do termo que € o principal dado. Nem todas as opgdes
de contagem regular sdo validas. Notamos a diferenga quando trabalhamos com vetores.

Manipulacao de Expressoes

Expressoes Globais

No FORM, quase ndo ha diferenga entre expressdes locais e globais. No entanto, esta ultima leva
algumas vantagens sobre a primeira.

A primeira vantagem que podemos citar estd no fato de que elas podem receber uma lista de
argumentos. Vejamos um exemplo:

FORM version 3.
Nw Stat;
Symbols a, b;

CFunctions sin, cos;

* Expressoes Globais

Global SIN(a,b) = sin(a)*cos(b) + sin(b)*cos(a);
Global COS(a,b) = cos(a)*cos(b) - sin(a)*sin(b);
Print;

.store

SIN(a,b) =

sin(a)*cos(b) + sin(b)*cos(a);

CoS(a,b) = - sin(a)*sin(b) + cos(a)*cos(b);

Symbols a, b, c;

Local trig = SIN(a,c) + SIN(b,b) + COS(c,b);
Print +s;

.end

trig =
sin(a)*cos{(c) - sin(b)*sin(c) + 2*sin(b) *cos(b)
+ sin(c)*cos(a) + cos(b)*cos(c);
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Como visto acima, uma expressdo global é declarada pela instrugio global; no entanto, s6
podemos utilizar os efeitos de suas vantagens apods a diretiva _store, quando, entdo, elas sdo
armazenadas em um arquivo temporario.

A diretiva store realiza as seguintes operagdes:

indica o término de um maddulo;

remove todas as expressdes locais;

armazena todas as expressdes globais;

desfaz todas as defini¢des de variaveis feitas até entdo.

Apos esta diretiva, ndo podemos mais modificar as expressdes globais. No entanto, podemos
utiliza-las na construgdo de novas expressdes.

Para evitar a perda das defini¢des das variaveis, podemos utilizar a diretiva .global.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x, n;

-global

Global exp(x) = sum_(n,0,8,x"n/fac_(n));

Print;

.store

exp (x) =
1+ x4+ 1/2%%x72 + 1/6*x"3 + 1/24*x"4 + 1/120*x"5 + 1/720*x°6 +
+ 1/5040*x~7 + 1/40320*x"8;

Local F = exp(x);

id x = 1;

Print;

.end

F =
109601/40320;

Observe que, desta vez, ndo tivemos de redeclarar o simbolo x depois da utilizagdo de .store,
como aconteceu no exemplo anterior.
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Salvando e Carregando Expressoes

A segunda vantagem das expressdes globais sobre as expressdes locais, ja citada rapidamente no
inicio deste texto, esta no fato de que as primeiras podem ser salvas em um arquivo temporario, e
depois podem ser utilizadas em outros programas.

Para salva-las, utilizamos a instrugdo save. Sua sintaxe é muito simples, consistindo apenas do
nome do arquivo e dos nomes das expressdes. Se nenhum nome de expressio for mencionado,
todas as expressdes do programa serdo salvas.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbol x;

CFunction sqgrt;

Global e(x) =1 + x + x°2/2 + x~3/6 + x"4/24;
Global abs(x) = sqrt(x"2);

Print; :

.store

e(x) =
1+ x+ 1/2*%"2 + 1/6*x"3 + 1/24*x"4;

abs(x) =
sqrt(x"2);

Save exemplo.sav;
.end

Note que € somente ap0s a diretiva .store que as expressdes globais s3o salvas, o que faz sentido,
ja que é através desta diretiva que as expressdes globais s30 armazenadas.

Podemos carregar as expressdes salvas com a instrugdo load. Sua sintaxe é semelhante a do
comando save. Quando as expressdes sdo carregadas, podem ser utilizadas normalmente, como se
tivessem sido definidas dentro do préprio programa.

FORM version 3.

Nw Stat;

Load exemplo.sav;

e loaded

abs loaded

Symbols a, b;

Local exp = abs(a) + e{(b);
Print;

.end

exp =
1+b+1/2*b"2 + 1/6*b"3 + 1/24*b"4 + sqgrt(a*2);
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Abandonando expressoes

A cada novo médulo de nosso programa, podemos definir novas expressdes, as quais podem ser,
ou ndo, construidas a partir das anteriores. Um exemplo:

FORM version 3.

Symbols a, b;
NWrite Statistics;
Local El = a+b;
Print;

.sort

El =
a + b;

Local E2
Print;
.sort

E1*El;

El =
a + b;

E2 =
2*a*b + a”2 + b"2;

Local E3
Print;
.end

E2*E1l;

]

El

E2 =
2*a*b + a~2 + b"2;

E3 =
3*a*b"2 + 3*a"2*b + a*3 + b"3;

Ao definirmos uma expressdo, estamos definindo-a para o resto do programa. Embora o programa
seja dividido em varios modulos, ¢ a cada moédulo uma nova expressio seja definida, as
expressoes definidas em modulos anteriores continuam a existir.

Contudo, podemos, a cada modulo, excluir as expressdes que ndo desejamos mais. Isto ¢ feito com
comando drop seguido do nome das expressdes. Vejamos como fazé-lo:

FORM version 3.

Symbols x, y;
NWrite Statistics;
Local Fl = x+y;
Print;

.sort
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Fl =
x + y;

Drop F1;

Local F2 = F1"2;
Print;

.sort

F2 =
2*x*y + x°2 + y°2;

Drop F2;
Local F3
Print;
.end

¥2~2;

F3 =
4*X*y"3 + 6*x"2%y"2 + 4*x"3*y + x4 + y4;

Observe que, dentro do modulo em que a expressdo é excluida, pode-se ainda utiliza-la, mas, no
modulo seguinte, ela ndo existira mais.
Mas, muitas vezes, ndo queremos excluir uma expressdo, e sim, deixar de aplicar um ou mais
comandos sobre ela. Para fazé-lo, utilizamos o comando skip seguido do nome das expressdes.
Este comando ird “esconder” as expressdes definidas da aplicagdo dos comandos do médulo
corrente, sem exclui-las. Um exemplo:

FORM version 3.

Symbol a, b, x, y;
NWrite Statistics;
Local expl = (a+b)”"2;
Local exp2 = (atb)"4;
id a = x;

Print;

.sort

expl =
2*b*x + b2 + x"2;

exp2 =
4*b*x"3 + 6*b"2*x"2 + 4*b"3*x + b"4 + x"4;

Skip expl;
id b =y;
Print;
.sort

exp2 =
4*x*y"3 + 6*x"2*y"2 + 4*x"3*y + x4 + y~4;

id x = a;

Print;
.end

expl =
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2*a*b + a”2 + b"2;

exp2 =
4*a*y"3 + 6*a"2*y~2 + 4*a"3*y + a4 + y"4;

Utilizando arquivos separados

Certos programas podem tornar-se demasiadamente grandes ou, as vezes, um trabalho pode vir a
exigir INUMeros programas, nos quais se repetem os mesmos comandos.

Para orgamizar melhor nosso trabalho, poderiamos escrever em um arquivo separado o conjunto
das declaragbes ou dos comandos que repetem-se varias vezes.

Suponhamos que temos um arquivo, chamado derivada.txt, com o seguinte conteudo:

id dx*sin(x?) = cos(x) * dx*x;
id dx*cos(x?) = -sin(x) * dx*x;
id dx*x"n?= n*x" (n-1);

Podemos inclui-lo em um outro programa com o uso do comando #include:

Nw Stat;

Functions sin, cos, dx;

Symbols n, x;

Local exp = sin(2*x) + cos(3*x) + x"4;
Multiply Left dx;

#include derivada.txt

print;

.end

E, apos executa-lo, teriamos o seguinte resultado:

FORM version 3

Nw Stat;

Functions sin, cos, dx:

Symbols n, x;

Local exp = sin{2*x) + cos(3*x) + x"4;
Multiply Left dx;

#include derivada.txt

id dx*sin(x?) = cos(x) * dx*x;
id dx*cos (x?) = -sin(x) * dx*x;
id dx*x"n?= n*x" (n-1);

Print;

.end

exp =

4*x~3 - 3*sin(3*x) + 2*cos(2*x);
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Manipulacao de coeficientes

Para agrupar coeficientes de uma dada expressdo, o FORM possui 0 comando bracket. Vejamos
como ele atua:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols a, b, ¢, x;

Local poly = (a + 3)*x"2 + (b + 2)*x + ¢c + 7;
Print;

.sort

poly =
7 + a*x"2 + b*x + ¢ + 2*x + 3*x"2;

Bracket x;
Print;
.end

poly =
+x* (24+b)+x'2* (3 +a)+7+c;

O comando Bracket precisa possuir um ou mais argumentos. Este argumento € a variavel cujo os
coeficientes sdo os elementos que desejamos colocar em evidéncia.

Podemos, agora, construir uma nova expressdo, fazendo uso destes coeficientes. Vamos tentar,
entdo, através de um exemplo, encontrar as raizes do polinémio abaixo:

(@+32+(b+2x+c+7

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols a, b, ¢, x;

CFunction sqrt;

Local polinomio = (a + 3)*x"2 + (b + 2)*x + ¢ + 7;
Bracket x;

Print;

.sort

polinomio =
+x* (2+b)+x*2* (3 +a)+7+¢c;

Local A = polinomio[x"2];
Local B polinomio([x];
Local C = polinomio[l];

It
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Print A, B, C;

.sort
A =
3 + a;
B =
2 + b;
C =
7 + ¢;
Local R1 = ( -B + sgrt(B"2 - 4*A*C) ) / ( 2*A );
Local R2 = ( -B - sqrt(B"2 - 4*A*C) ) / ( 2*A );
Print R1, R2;
.end
Rl =
- 2/(6 + 2*a) - 1/(6 + 2*a)*b + 1/(6 + 2*a)*sqrt( - 80 -
4*a*c - 28*a+ 4*b + b"2 - 12*¢);
R2 =

- 2/(6 + 2*a) ~ 1/(6 + 2*a)*b - 1/(6 + 2*a)*sqrt( - 80 -
4*a*c ~ 28*%a + 4*b + b"2 - 12*c);

Note que no programa acima, o comando print aceita a lista das expressdes que desejamos que

sejam impressas como argumentos.

Quando os coeficientes de uma variavel sdo colocados em evidéncia através do comando bracket,
eles podem possuir um nome, que no exemplo acima é o nome pelinomio com a respectiva
variavel entre colchetes. Assim, polinomio[1] ¢ o coeficiente de x"0, polinomio[x] é o coeficiente
de x™1, e assim sucessivamente. Note que este recurso so pdde ser utilizado no moédulo seguinte
ao uso do comando bracket.

Estruturas do pré-processador

Macro substituicido

Com a instrugio #define definimos uma vanavel do pré-processador, e atribuimos a ela um valor.
Sua sintaxe ¢é:

#define nome “valor”

Vejamos um exemplo:

FORM version 3.
Nw Stat;
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#define MAX " 3"

Symbols x, n;

Local exp = sum (n,0, 'MAX’,x"n);
Print;

.end

exp =
1 +x+ x"2 + x°3;

O nome da variavel pode ser como o nome das variaveis do FORM . Para o valor da variavel, que
deve ser colocado entre aspas, ¢ permitida qualquer palavra.

Com o comando #redefine, ao contrario do comando #define, redefinimos uma variavel do
pré-processador. Se a variavel ainda nio existir, 0 FORM criara esta variavel automaticamente.
Sua sintaxe é:

#redefine nome “valor”

Quando utilizadas dentro do programa, as variaveis do pré-processador devem ser colocadas entre
aspas simples.
Sua versatilidade permite que as variaveis sejam concatenadas:
FORM version 3.
Nw Stat;
#define fatorial "“fac ”
#define N ”4”
Local £'N’' = 'fatorial’ ('N”);
Print;
.end
f4 =
24;

No entanto, uma melhor notagdo para a concatenagdo de varidveis do pré-processador esta em se
utilizar

‘nome’

ao invés de

" nome’

como utilizado anteriormente. Com esta nova notagio, € possivel utilizar estruturas do tipo

‘nome ‘num’”’
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para ter ‘num‘ substituido por um valor (por exemplo, 1), e o pré-processador procurar
automaticamente por ‘nomel’ . Vejamos novamente o exemplo utilizando-se a nova notagio

FORM version 3.

Nw Stat;

#define fatorial “fac ”
#define N 4"

Local £'N’ = ‘fatorial’ (‘N');
print;

.end

f4 =
24;

A primeira (e mais externa) ‘ pode ainda ser substituida por ‘, pois isto ndo causara
ambiguidades.
Com o comando #show, podemos ver as atribui¢des atuais das variaveis do pré-processador.

Além de realizar substituigdes, o pré-processador pode fazer operagdes extras, como citadas
abaixo

L7

+ — x / % * (significados normais)

& | (e oueulogicos)

I "% ~ (para fatorial, log2 e raiz quadrada).

Todos os calculos sdo realizados sobre inteiros com sinal de 32 bits (ou mais se a maquina for de
64 bits) e a operagio escolhida, para ser executada, deve ser encerrada por chaves:

FORM version 3.
Nw Stat;

#define MAX 3"
Symbols x, n;

Local poly'MAX’ = sum (n,0, 'MAX', x"n);

Local poly{'MAX'+1} = poly'MAX’ + x"{'MAX'+1};
Print;

.end

poly3 =

1 +x + x"2 + x°3;

poly4 =
1 +x+ x°2 + %3 + x°4;

O pré-processador possui também o operador ..., que auxilia na construgdo de comandos que
anteriormente necessitavam de loops #do. Temos dois tipos de utilizagéo:
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str#1[?7]01...02str[?]

Aqui, str é uma palavra que se inicia com um caracter alfabético. Ambas as palavras devem ser
idénticas. #1 € um nimero e #2 é um segundo niumero que nfio precisam ser, necessariamente, 0s
mesmos. O ? é opcional, mas, se estiver presente, deve estar em ambos os locais. 01 e 02 sdo dois
operadores. As chances para o par so: ("), (++),(--)(- ),(**),(//). Outros pares niio sio
permitidos. O efeito desta construgio é equivalente a

str{#1}[?]01str{#1+1}102str{#1+2101 etc ate #2 se #2 > #1

str{#1}[?]01str{#1-1}02str{#1-2)01 etc ate #2 se #2 < #1
A utilizagdo mais geral
<termol1>01...02<termo2>

Os <> servem como um tipo de parénteses que delimitam os termos. Os termos s6 s3o permitidos
se possuirem partes numéricas diferentes. No entanto, a condigdo de diferenga destes termos ¢é a de
que devem ter a mesma diferenga numérica em valor absoluto. Como exemplo de construgdes
equivalentes, temos

<£3(4i1,4i5)>*.. . *<£6(i4,1i2)> —>

£3(i1,i5)*£4(i2,i4)*£5(4i3,i3)*£6(i4,i2)

Decisao

A estrutura de decisdo desvia o fluxo de processamento do programa. Sua construgio é feita com:

#if condicao
[instrucoes
#else
instrucoes]
#endif

ou

#if condicao
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instrucoes
[#elseif

instrucoes]
[#else

instrucoes]
#endif

A parte entre colchetes € opcional.

Se a condigdo for verdadeira, entdo o primeiro bloco de instrugdes é processado. Se a condigdo for
falsa, entdo a instrugdo #else é usada, e o segundo bloco de instrugdes é processado.
Um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;
#define N "-3”
Symbols n, X;
Local $§ =
#if 'N' < O
sum (n,’'N’,0,x"n);

#else

sum (n,0,'N’,x"n);
#endif
Print;
.end

s =
1+ x*-3 4+ x*-2 + x*-1;

Na segunda opgdo, se a primeira condi¢do é verdadeira, o primeiro bloco de instrugdes ¢
processado. No entanto, se for falsa, entramos em um outro bloco de condigdes com a instrug¢do
#elseif. Esta opcdo somente é utilizada quando temos varias condi¢des e varios blocos de
mstrugdes diferentes.

Podemos, também, compor condigdes (como em #if ( ‘PAR’>=5) g& (‘PAR’!=10)). A

compara¢d0 ndo precisa ser mais, necessariamente, somente com numeros, mas pode ser
executada com qualquer palavra, como em #if *PAR’ == NOVAVERSAO.

Se a palavra contiver espagos em branco, estes devem ser preenchidos com o caracter \. O mesmo
deve ser feito com os operadores que possam interferir com o trabalho da instrugio #if.

Além da construgdo #1if, existe uma construgdo #switch, como a que existe na linguagem C.
Sua sintaxe é:

#switcht objeto
#case valor
#break

#case outrovalor
#break

#default
#endswitch

49



C.

CBPF-M0-003/98

Se um #break for omitido, pode-se entrar no proximo caso. O objeto e o valor podem ser
qualquer palavra ou niimero.

Quanto aos loops, sabemos que sdo definidos como contragdes ciclicas de indices somaveis em
fungdes (anti) simétricas de tensores. Um exemplo esta a seguir, que representa um loop de trés
vertices.

£(i1,i2)*£(i2,4i3)*£(4i3,11)

Como um loop € trivial, ndo necessitamos de uma declaragio especial. No entanto, para casos mais
complicados, temos os comandos ReplaceLoop e FindLoop. Outro exemplo:

Replacel.oop, £, arguments = 3, loopsize =3, outfun = f£f

Se f é uma fung¢fo antisimétrica, o resultado seria

-ff(i4,i5,i6)*£(i4,1i7,4i8)*...

Portanto, ¢ mais aconselhavel que ff seja ciclosimétrico, ja que 0 FORM ndo recomenda o micio a
partir de uma fungio especifica.

O primeiro argumento deve ser 0 nome de uma fungdo ou tensor que € tanto simétrico quanto
anti-simétrico. Também temos opg¢des:

arguments = number

Somente ocorréncias da fungdo onde um certo nimero de argumentos so considerados.

loopsize = number

Somente loops onde este tamanho for correspondido.

loopsize = all
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Todos os tamanhos sdo considerados em ordem crescente.

d. loopsize < number

Todos os tamanhos de loop menores do que o numero sdo considerados.

€. outfun = name

Nome de uma saida de fung¢do ou tensor. Deve ser especificado.

f. include = name

Nome de um indice somavel que deve ser incluido no loop. Isto é util apés a modificagdo que
inclui este indice. Note que todas as estruturas devem ser analisadas desse modo. Isto € opcional.

A ordem destas “opg¢les” € irrelevante, mas se a opgdo relevante estiver faltando havera uma
mensagem de erro.

Similarmente, temos a opg¢do FindLeop, como em

if (FindLoop(f,arg = 3,lo0p < 5)) discard;

Aqui a opgdo outfun ¢ ilegal porque ndo existe substituigdo.
A funcio FindLeop fomece o valor 1 se tal loop existir, e 0 caso contrario.

Existindo conflito, devido a fungdo loop ser uma fungdio com argumentos que ndo se encaixam
dentro do tensor (isto também se aplica a indices), e outfun for um tensor, estas ocorréncias da
fungdo loop que causariam conflito nfo sdo consideradas.

Repeticao

A estrutura de repetigdo implementa um loop. Instrugdes no seu interior sdo processadas repetidas
vezes. Sua sintaxe ¢:

#do nome = inicio, fim [,passo]
instrucoes
#enddo

A variavel nome recebe o valor inicial de inicio, e serd incrementada em passo. Se o valor do
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incremento ndo € especificado, é assumido o valor 1. O lago se encerrard quando nome for maior
que fim.

Um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;
Symbol x;
Local F1 =
#do N = 0, 4
+ x~'N'
#enddo;
Local F2 =
fdo N =0, 4, 2
+ x~'N’/
#enddo;
Print;
.end

Fl

It

[

+ x + Xx°"2 + x°3 + x"4;

F2 =

(=)

+ X2 + x™4;

Numa outra forma de definir loops, a variavel ndo é incrementada. Seus valores sdo enumerados,
separados por barras verticais:

#do nome = { valorl | valor2 | ... | valorn }
instrucoes
#enddo

Um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;

CFunction £;

Symbel x;

Local F

#do N =
+ x°

#enddo ;

Local G =

fdo N = { 1 | 1\,x | x | x*2+1 }
+ E£('N")

#enddo ;

Print;

.end

I

~

1121 4] 8
Nl

F =
X + x°2 + x4 + x8;

52



CBPF-M0-003/98

£l + x°2) + £{x) + E(1) + £{2,x);

Procedimentos

A defini¢do de procedimentos em FORM segue a seguinte sintaxe:

#procedure nome ( argl, arg2, ... argn )
instrucoes
#endprocedure

Na defini¢do do procedimento, os argumentos sdo separados por virgulas. As variaveis que fazem
o papel de argumento devem ser usadas como variaveis do pré-processador.

A chamada a um procedimento é feita pelo comando #call . Sua sintaxe é€:
#call nome { argl | arg2 | ... | argn }

Na chamada ao procedimento, os argumentos s3o separados por barras verticais, e podem ser de
qualquer tipo. Argumentos em procedimentos sdo opcionais. Podem ser omitidos se ndo forem
necessarios.

Vejamos um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;
#procedure diff (x, dx)
Multiply ’'dx’;

id 'dx’'*'x’'"n? = n*x" (n-1});
#endprocedure
Symbols n, x, y, dx, dy;
Local exp = 4*x"3*y"2 + 2*x"3*y + x°2 + y;
#call diff{yldy}
#call diff{x|dx)
Print;
.end

exp =
6*x"2 + 32*x"3;

Procedimentos podem ser definidos em arquivos separados. Para isto o arquivo deve ter ¢ mesmo
nome do procedimento, e a extensdo .pre.

Considere que temos um arquivo de nome diff. pre com o seguinte conteudo:

#procedure diff (x,dx)
Multiply ‘dx’;

id 'dx'*'x’'*n? = n*x" (n-1);
#endprocedure
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Examinemos agora o exemplo anterior sem a declaragio do procedimento diff:

FORM version 3.

Symbols n, x, y, dx, dy;

Local exp = 4*x"3*y"2 + 2*x"3*y + x"2 + y;
#call diff{yldy}

#call diff{x|dx}

Print;

.end

exp =
24*x"2*y + 6*x"2;

Quando o FORM procura pelo procedimento e ndo o encontra no programa, ira procurar um
arquivo com o mesmo nome do procedimento e com extensdo .pre. Neste caso, diff pre.

Estruturas de controle

Diferente das estruturas do pré-processador, que apenas realizam substitui¢des, as estruturas de
controle sdo avaliadas na execug¢fo do programa.

Decisao

A fungdo desta estrutura é condicionar a atuagio dos comandos no seu interior. Tem a seguinte
sintaxe:

if (condicao);
instrucoes
[else;
instrucoes]
endif;

Neste caso, a condigdo € testada para cada termo das expressdes. Vejamos como funciona:

FORM version 3.

Nw Stat;
Symbols a, b, x;
Local F = a + a*x + a*x"2;
if (match(x)=1);
ida = 1;
else;
id a = 2;
endif;
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Print;
.end

F =
2 + X + 2*x"2;

A fungdo match retorna o niimero de ocorréncias de seu argumento, no termo que esta sendo
avaliado. A condigio match(x)=1 ¢é verdadeira se no termo avaliado houver apenas uma
ocorréncia de x. Observe que a estrutura € executada para cada termo de F.

Outro exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols n, x;

Local F = sum (n,0,5,x"n);
if (match(x)>3);

discard;

endif;

Print;

.end

F =
1+x+x°2 + x°3;

O comando discard simplesmente discarta o termo em questdo.
Além da fungio match, existe uma outra que pode ser usada como condi¢do. Um exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;
Symbols a, b, ¢, 4, x;
Local exp = a + b*x + ¢*x"2 + d*x"3;
if (count(x,1l) < 3):;
multiply =x;
endif;
Print;
.end

exp =
a*x + b*x"2 + ¢*x"3 + d*x"3;

A fungdo count conta o nimero de ocorréncias de seu primeiro argumento, e multiplica pelo
segundo. Assim, apenas as trés primeiras parcelas de exp atendem a condigio.
Outro exemplo:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols a, b, ¢, 4, x;

Local exp = a + b*x + c*x"2 + d*x"3;
if (count(x,2)=4);
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multiply 2;
endif;
Print;

.end

exp =
a + b*x + 2*¢*x"2 + d*x"3;

Note que, neste exemplo, apenas o terceiro termo de exp atende a condigéo.

Um ultimo recurso que pode ser usado como condigdo na decisdo € o coeficiente do termo
avaliado:

FORM version 3.

Nw Stat;
CFunctions £, g;
Symbol n;
Local expl = sum (n,0,3,£(n)/fac_(n));
Local exp2 = sum_(n,0,3,g(n)/fac_(n));
Local exp = expl*exp2;
if (coefficient < 1/10);
discard;
endif;
Print;
.end

expl =
£(0) + £(1) + 1/2*£(2) + 1/6*£(3);

exp2 =
g(0) + g(1) + 1/2*g(2) + 1/6*g(3);

exp =
£(0)*g(0) + £(0)*g(1) + 1/2*£(0)*g(2) +
+ 1/6*f(0)*g(3) + £(1)*g(0) + £(1)*g(1)+
+ 1/2*£(1)*g(2) + 1/6*f( )*g(3) + 1/2*£(2)*g(0) +
+ 1/2*£(2)*g(1l) + 1/4*£(2)*g(2)
+ 1/6*£(3)*g(0) + 1/6*£(3)*g(1);

O comando CoefTicient representa o valor do coeficiente do termo que esta sendo avaliado. Neste
exemplo, se seu coeficiente € menor que 1/10, entdio o termo ¢é discartado.

Repeticao

Ao contrario do pré-processador, onde o lago é controlado por uma variavel contador, a repetigio é
governada por uma condi¢do. O lago é encerrado quando esta condigdo passa a ser falsa.
Lembrando, novamente, que o estrutura ¢é aplicada a cada termo da expressdo. Sua sintaxe é:

while (condicao);
instrucoces
endwhile;
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FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols a, b, ¢, x;

Local exp = a*x”5 + b*x"6 + c*x"2;
while {(match(x)>3)};

id x°2 = x;

endwhile;

Print;

.end

exp =
a*x"~3 + b*x"3 + ¢*x"2;

A wildcard é aplicada sobre cada termo, até que a condigdo match(x)>3 se torne falsa. Note que o
terceiro termo da expressdo ndo é atingido.

Uma outra forma de criar loops € através de saltos:

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbol x;

Local F = x°10;

Label 1;

Multiply 1/x;

if (match(x) > 2);
goto 1;

endif;

Print;

.end

F =
xfle.

A instrugio label declara um rétulo, um nimero, que sera o alvo para o salto que é realizado pela
mnstrucdo goto.

Variaveis-$

As variaveis-$ sdo uma ligagdo entre o processo algébrico e o pré-processador, e sua fungdo €
guardar informagdes por um pequeno periodo de tempo. Por exemplo, se tivéssemos a instrugéo
abaixo executada,

id x *nS%a = £(n);
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o processador colocaria a poténcia de x (portanto o valor de m) na vanavel-$ a, toda vez que o
termo passar pela substituigdo. No resto do programa é permitida a utilizagdo daquele valor. Por
exemplo, se apds o comando acima tivéssemos

id g(Sa)= algo;

o argumento de g seria substituido por um valor que seria idéntico a poténcia de x da declaragio
anterior.

Apbs o modulo ter sido executado por completo, o valor da vanavel-$ € o valor da poténcia do
ultimo termo que foi executado. Note que em uma expressdo vazia $a ndo temos qualquer valor.

Apos um .sort podemos novamente usar este valor como $a, ou também como

\sal

pois o pré-processador substitui este valor. Um exemplo:

#assign

$b=-100;

if (count(x,1)>$b) id x"nSb=x"n;
.sort

Apds este modulo, a poténcia mais alta de x esta em $b. Dessa forma, podemos, por exemplo,
controlar um nimero de recursdes via pré-processador, como abaixo:

#do i = ‘$b’',1,-1

No exemplo abaixo

ml, m2, m3,m4,nl, n2;
(3;ml)*g (3,m2)*g (n2,m3)*g (n2,md4);
{

’

if (match(g (mlSn,m2?)) || match(gi (mlSn));
Tracen, $n;
endif;
endrepeat;
Print;
.end

temos um “indice” na matriz gamma e calculamos o trago sobre as matrizes com a ajuda deste
indice. Deste modo, ndo precisamos conhecer a rotina de trago na qual esta o indice. O bloco de
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comando

repeat;
if (match(g (mlSn,m27?)) || match(gi (ml$n)) Tracen, $n;
endrepeat;

faz todos os tragos. O comando gi_ deve estar presente, pois ele ¢ similar a 1. Sobre o 1, ndo
podemos fazer normalmente nenhuma substituigdo ou nenhuma determinagdo de multiplicidade.
Portanto, somente podemos compara-lo quando ele estiver explicito. O mesmo se aplica para g5 _,
g6 e g7 , com a excecdo de que em um trago n-dimensional eles ndo podem aparecer. Para um
trago quadri-dimensional devemos adicionar trés comparagdes.

Além desta caracteristica, um dos objetivos das variaveis-$ ¢ auxiliar na manipulagdo de

expressdes. Devido a isto, tal variavel pode conter um numero, um indice, um simbolo, um termo
completo, uma seqiiéncia de argumentos de uma fun¢3o ou mesmo uma expressdo completa. No
entanto, ao utiliza-la, certifique-se que esta utilizando tipos compativeis de dados, pois, caso
contrario, surgira uma mensagem de erro.

Para operagdes com varidveis-$ temos, além de outros ja citados nos capitulos anteriores, o
comando Inside. Sua sintaxe é:

Inside, $varl, Svar2, ..., Svarn;
Declaracoes
EndInside;

Este comando trabatha como o comando Argument. Todas as variaveis-$ que sdo mencionadas
serdio processadas. A ag¢do de processamento esta descrita abaixo:

a primeira variavel sera copiada para dentro de um buffer;,
termo por termo o contetido deste buffer ¢ tratado;

o resultado € ordenado e,

finalmente o conteudo da primeira variavel é sobrescrito;
a proxima variavel € tratada, e assim por diante.

Cuidado com redefini¢des de qualquer destas variaveis dentro do local de declaragdes, pois isto
surte efeito na ordem das variaveis. Do mesmo modo, utilizar qualquer destas variaveis dentro
deste local também no é aconselhado.

Tome extremo cuidado também com o manuseio de expressdes excessivamente grandes, pois as
variaveis-$ néo sdo armazenadas em disco. Com isso, pode haver muita atividade de swap.
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Exercicios sobre o FORM 3.0

Considere que a e b sdo vetores e que T ¢ um tensor. Utilize 0 FORM para calcular as expressdes
dadas abaixo:

(aibj +asb;)(aib; +a;b;)
(aibj+abi)(ab; —ab,)
(T + Ty )aia;)
(Ty = Ty )a:ay)

Considere que 4 e T sdo tensores. Utilize 0 FORM para demonstrar as identidades abaixo:

(Ty+T;)(Ay—A;) =0
(Ty+ T+ Ay —4)" = Ty +Tp)* + Ay —Ay)°

Suponha que 4 seja um tensor antisimétrico e que S seja um tensor simétrico. Demonstre as
1gualdades abaixo.

Ay —Au+8;+8; =24, +28;

AySy+ A4Sy = 0

Aya; —Apa; = 24,4,

Escreva um programa FORM que ordene qualquer lista de numeros.
Escreva um programa FORM que elimine os n primeiros elementos de uma lista.
Escreva um programa FORM que calcule as duas raizes de qualquer polinémio do segundo grau.
Implemente, em FORM, a fung¢@io mod(a,b) do Pascal, sabendo que:
mod(5,2) = 1 (resto de 5/2)
Implemente, em FORM, a fungfo div(a,b) do Pascal, sabendo que:
div(7,3) = 2 (quociente de 7/3)

Desenvolva o procedimento sumargs, que tem por objetivo somar os argumentos da fungio
passada por pardmetro.

10. Escreva um programa FORM para que, dado um polinémio do quarto grau e uma de suas raizes,

ax* +bx* +ex* +dix+e, =0, ri = dado

este seja capaz de encontrar o polindmio de terceiro grau,

axx® +byx* +cox+d,
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tal que

(@2x* +box? +cox +da)(x—r1) = arx* + bix® +c1x +dyx + e

11. Escreva um programa FORM que faga a unifio de dois conjuntos.

12. Escreva um programa FORM que faga a interse¢iio de dois conjuntos.
13. Desenvolva o procedimento sqr em FORM.

14. Escreva um programa que resolva um sistema de equagdes da forma:

aix+by+c; =0
ax+byy+c; =0

15. Escreva um programa FORM que converta nimeros em binario para nimeros em decimal.
16. Escreva um programa FORM para que, dada a seguinte transformagio

x = (cosa)x' —sin(a )y’
vy = (sina)x’ + cos(a)y’
z=12

possamos mostrar que F(x,y,z) = F(x',y',z").

17. Levando-se em conta a Série de Taylor, calcule e* até a terceira poténcia e calcule um valor
aproximado para e%!.

18. Sabendo-se que a derivada de f(n) & f(n + 1), calcule a derivada de 2)/(3)(4).

Resolucao dos Exercicios

=

Considere que a e b sdo vetores e que T € um tensor. Utilize o FORM para calcular as expressdes
dadas abaixo:

a. (a,b, + ajbl)(alb] + alb’)
b. (aib; +abi)(aib; —ab,)
C. (Ty+T5)aia;)
d. (T - T;)(aia;)

FORM version 3.

Nw Stat;

Tensor T;

Vectors a,b;
Indices i,3;
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ST eN

Local exp = (a(i)*b(3) + a(j)*b(i)}*(a(i)*b(]) + a(j)*b(i));
Local expl = (a(i)*b(]) + a(j)*b(i))*(a(i)*b(3j) - a(j)*b(i)):
Local exp2 = (T(i,3) + T(3, 1)) *(a(i)*a(3));
Local exp3 = (T(i,)) - T(j,i))*(a(i)*a(3))};
print;
.end
exp =
2*a.a*b.b + 2*a.b"2;
expl = 0O;
exp2 =
2*T(a,a);
exp3 = 0O;

Considere que 4 e T sfo tensores. Utilize 0 FORM para demonstrar as identidades abaixo:

Ty+Tu)Ay+4;) =

Ty + T )(Ay

2T A, + 2T 4,

—A4;) =0

A) = Ty + Ty)? + 4y

~A;)’

=

FORM version 3.

Nw Stat;
Tensors A, T;
Indices 1i,j;
Local exp =
Local expl
Local exp2
sum i, J;
print;
.end

+ T(3,1))*
3) + T(3,1))

3)
J) + T(3,41)

(P (1, (A(i,])
= (T(i *(A(i,3)
= (T(41, + A(4i,j

exp =
2*A(N1_?,N2 ?)*T(N1 ?,N2 ?) + 2*A(Nl ?,N2 ?)*T(N2 ?,6N1 ?);

expl o;

exp2
2*A (N1 _?,N2 ?)*A(N1l ?,N2 ?)

- 2*A(N1 ?,N2 ?)*A(N2 ?,N1 _?)
N2 ?)*T(N1 ?,N2 ?)

+ 2*T(N1_2,N2 2)*T(N2 ?,N1 ?);
Suponha que A seja um tensor antisimétrico e que S seja um tensor simétrico. Demonstre as
igualdades abaixo.

+ 2%T(N1 2,

Ay—A;+8;+8; =24; +2S;
AﬁSy+AW$i=O
Aya; —Aja; = 24,a;

FORM version 3.

Nw Stat;
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Tensor A,6 S, a;

Indices i, j;

Local exp = A(4i,j) - A(J, 1) + 8(i,3) + 8(3,4);
Local expl = A(i,3)*S(1i,3) + A(3,1)*8(3,1);
Local exp2 = A(i,j)*a(j) - A(j,i)*a(]);
Symmetrize S;

Antisymmetrize A;

print;

.end

exp =
2*A(i,3) + 2*8(i,3);

expl = 0;

exp2 =
2*A(i,3)*a(]d) -
\newline

4. Escreva um programa FORM que ordene qualquer lista de niimeros.

FORM version 3.

Nw Stat;

Cfunction lista;

Symbols x,y;

Local exp-=lista(1,3,2,6,5,4);

repeat id lista(x?,y?,?m) = lista(x)*lista(y, ?m);
repeat id lista(x?,?m)*lista(y?,?n) = lista(x,?m,y, ?n);
print;

.end

exp =

lista(1,2,3,4,5,6);

5. Escreva um programa FORM que elimine os n primeiros elementos de uma lista.

FORM version 3.

Nw Stat;
Cfunction elimina, lista;
Symbols x,y;

Local expl=elimina(2,lista(5, 2,
Local exp2=elimina(5,lista(2,8,
repeat;

id elimina(0,lista(?m)) = lista(?m);

id elimina(x?,lista(y?,?m)) = elimina(x-1,lista(?m));
endrepeat;
print;

.end

7,11,15,1));
7,1,5,21,3,-1));

expl =
lista(7,11,15,1);
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exp2 =
lista(21,3,-1);

6. Escreva um programa FORM que calcule as duas raizes de qualquer polinémio do segundo grau.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbols x,a,b,c;

cfunction sqgrt;

local poly = (a)*x"2+(b)*x+c;
bracket x;

print;

.sort

poly =
+x * (b))

+ x"2 * {a)

+ c;
Local A = poly[x~2];
Local B = polyl[x];
Local C = poly[1l]:
Local Rl = (-B+sqgrt(B"2-4*A*C))/(2*A);
Local R2 = (-B-sqrt(B"2-4*A*C))/(2*A);
print;
.end
poly =

x*b + x"2*%a + ¢;
A=

ay
B =

b;
C =

c;
Rl =

- 1/2*a~-1*b + 1/2*sqrt( - 4*a*c + b"2)*a~-1;

R2 =

- 1/2*a"~1*b - 1/2*sqrt({ - 4*a*c + b"2)*a~-1;

7. Implemente, em FORM, a fungiio mod(a,b) do Pascal, sabendo que:
mod(5,2) = 1 (resto de 5/2)

FORM version 3.
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Nw Stat;

Function mod, resp;

symbols a,b;

local exp=resp (mod(5,2));

repeat;

id resp(mod(a?pos_,b?pos_)) = resp(mod{a-b,b));
endrepeat;

id resp (mod(a?,b?)) = mod (a+b) ;

print;

.end

exp =
mod (1) ;

Implemente, em FORM, a funcio div(a,b) do Pascal, sabendo que:

div(7,3) = 2 (quociente de 7/3)

FORM version 3.

Nw Stat;

Function div;

symbols a,b,c;

local exp=div(7,3,0);

repeat;

id div(a?pos_,b?pos_,c?) = div(a-b,b,c+1);
endrepeat;

id div(a?,b?,c?) = div(e-1);

print;

.end

axp =
div(2);

Desenvolva o procedimento sumargs, que tem por objetivo somar os argumentos da fungdo
passada por parametro.

FORM version 3.

Nw Stat;

#procedure sumargs (x)
id 'x’ (n?,m?,?2i) = 'x' (n) + "®'(m) + 'x’'(?i);
id "z’ (n?) = n;

#endprocedure

function f,qg, x;

symbols a,b,c,d,n,m;

local exp = f (a+b, a+c, at+d) + g(l+b, 1+c, 1+d) ;

#call sumargs|{f}

print;

.sort

exp =
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3*a+b+ece+d+g(l +b,1+¢c,1+d);

#call sumargs{g)]
print;
.end

exp =
3 + 3%a + 2*b + 2*c + 2*d;

10. Escreva um programa FORM para que, dado um polinémio do quarto grau e uma de suas raizes,

ayx* +bix* +ceix? +dix+e, =0, ry = dado

este seja capaz de encontrar o polindmio de terceiro grau,

a2x3 + bzxz +Cax+ds

tal que
(@2x* +box? +cox +da)(x—r1) = aix* +byx® +e1x? +dix + e
\vspace{1lpt} FORM version 3.
Nw Stat;
Symbols x;
Local poly 2*x~4-20*x"3 + 70*x"2 - 100*x+ 48;

Local rl1l = 2;
bracket x;
print;

.sort

poly =
+x* ( - 100 )

+ x™4 * (2 )

+ 48;
rl =

+ 2;
Local A = poly[x"4];
Local B = poly({x"3];
Local C = poly[x"2] ;
Local D = poly[x];

Local Exp3 = A*x"3;
Local Exp2 =( (A*rl)+B)*x"2;
Local Expl =(({(A*rl)+B)*rl)+C)*x;

66



CBPF-M0-003/98

Local Exp0O =((((({A*rl)+B)*rl)+C)*rl)+D);
Local Poly3 = Exp3+Exp2+ExXpl+ExpO;

print Poly3;

.end

Poly3 =
- 24 + 38*%x - 16*x"2 + 2*x"3;

11. Escreva um programa FORM que faga a unifio de dois conjuntos.

FORM version 3.

Nw Stat;

CFunction uniao, conjunto;

Symbols x,y,a,b,n,m;

Local exp = uniao(conjunto(1,3,5,2),conjunto(2,4,1,5)); repeat;

exp =
conjunto (1) *conjunto (2) *conjunto (3) *conjunto (4) *conjunto (5) ;

repeat;
id conjunto(a?, ?m) *conjunto (b?, ?n) = conjunto(a, ?m,b, ?n);
endrepeat;
print;
.end

exp =
conjunto(1,2,3,4,5);

12. Escreva um programa FORM que faga a interse¢do de dois conjuntos.

FORM version 3.

Nw Stat;
CFunction intersecao, conjunto, £;
Symbol x,y,1i,3,k,1;
Local exp = intersecao(conjunto(3,7,2,1), conjunto(l1,3,4,5));
id intersecao(conjunto(?m), conjunto(?n)) = conjunto (?m) *conjunto (?n);
repeat;
id conjunto(i?,j?,?m) = conjunto(i) * conjunto(j, ?m);
endrepeat;
id conjunto(i?) *conjunto(i?) = intersecao(i);
id conjunto(?i) = 1;
repeat;
id intersecac (?m)*intersecao(?n) = intersecao{?m, ?n);
endrepeat;
id intersecao(?i) = conjunto(?i);
print;
.end

exp =
conjunto (1, 3);
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13. Desenvolva o procedimento sqr em FORM.

FORM version 3.

Nw Stat;

#procedure sqr (exp)
local exp3 = £(z);
argument;

id z="exp’;
endargument;

drop 'exp’;

.sort

local 'exp’ = exp3;
drop exp3;

.sort

id f(ec?) = ¢"2;
#endprocedure
Function £;

Symbols a,b,c¢,d, z;
local expl=a+tb;
local exp2=1+b;
#call sqgr{expl)

print;
.sort

exp2 =
1 + b;

expl
2*a*b + a”2 + b"2;

#call sqr{exp2?)

print;
.end

expl =
2*a*b + a”2 + b"2;

exp2 =
1+ 2*b + b"2;

14. Escreva um programa que resolva um sistema de equacdes da forma:

aix+byy+c; =0

ax+byyy+c; =0

FORM version 3.

Nw Stat;
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Symbols x,y;

Local eql = 2*x+3*y -2 ;
Local eq2 = 6*x-6*y -1 ;

bracket x;
print eql;
.sort
eql =

+x * (2)

- 2 + 3*y;

Local exp = eql[x];

Local expl =eql[1]1*(-1);

Local X = expl/exp;
id x=X;

print;

.sort

eql = 0;

expl =

2 - 3*y;

1 - 3/2*y;
bracket y;
print;

.sort

eql = 0;

eq2 =
+y* ( - 15

exp =

+y* ( -3/2)

CBPF-~-M0-003/98
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Local exp2 = eq2ly]
Local exp3 = eq2[1]*(-1);
Local Y = exp3/exp2;

idy = ¥;

print X, ¥;

.end

X =
1/2;

Y =
1/3;

15. Escreva um programa FORM que converta nimeros em binario para nimeros em decimal.
Dado: niimero binario 10010.

FORM version 3.

Nw Stat;

Cfunction bin, decimal;

Symbol x,y;

Local exp=bin(10010);

repeat;

id bin(0, ?m) = decimal (?m);

id bin(x?,?m) = bin(x/10,0, (x-1)/10,1, ?m);
id bin(?m,x?!'int ,y?,?n) = bin(?m, ?n);
endrepeat;

print;

.sort

exp =
decimal(1,0,0,1,0);

repeat;
id decimal (x?,y?, ?m) = decimal (x*2+y, ?m) ;
endrepeat;

print;
.end

exp =
decimal (18) ;

16. Escreva um programa FORM para que, dada a seguinte transformagio
x = (cosa)x' — sin(a)y’

y = (sina)x’ + cos(a)y’

z=7
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possamos mostrar que F(x,y,z) = F(x',y',z').

FORM version 3.

Nw Stat;

CFunction F,sin,cos,xl,yl, zl;
Symbols x,vy,z;

Indices alpha;

Local exp = F(x,y,2);

print;

.sort

exp =
F(x,y,2);

id F(x,y,2) = 2" 2+y"2+2"°2; print;
.sort

exp =
X2 + y*2 + 2°2;

id x = cos(alpha)*xl - sin({alpha)*yl;
id y = sin(alpha)*x1 + cos{alpha) *yl;
id z = z1;

print;

.sort

exp =
sin(alpha)~2*x1"2 + sin(alpha)~2*yl"2 + cos(alpha)”"2*x1"2 +
cos (alpha) "2*yl1"~2 + z1"2;

id sin(alpha)*sin(alpha) = 1 - cos{alpha)*cos(alpha);
print;
.end

exp =
x1°2 + y1°2 + z1"2;

17. Levando-se em conta a Série de Taylor, calcule e* até a terceira poténcia e calcule um valor
aproximado para e®!.

FORM version 3.

Nw Stat;

Symbol x;

Local exp = 1 + x + 1/2*x"2 + 1/6*x"3;
id x = 1/10;

print;

.end
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exp =
6631/6000;

. Sabendo-se que a derivada de f{(n) € f{n + 1), calcule a derivada de f(2)/(3)/(4).

FORM version 3.

Nw Stat;

NFunction f£,dx;

Symbols x;

Local exp = £(2)*£(3)*£(1);
Multiply left dx;

.sort

repeat;

id dx*f(x?) = £(x+1) + £(x)*dx;
endrepeat;

id dx = 0;

print;

.end

exp =
£(2)*£(3)*£(2) + £(2)*E£(4)*£(1) + £(3)*£(3)*£(1);
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