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Introducao ao conceito de TENSORES

As teorias e os modelos propostos pela Fisica para tratar os sistemas que se apresentam na
Natureza utilizam-se de grandezas categorizadas como ESCALARES, VETORES, TENSORES
ou ESPINORES, para parametrizar a evolugéo e descrever os estados dos mesmos.

Seja na Fisica Classica que nas Fisicas Quanticas e Relativisticas, as grandezas fisicas
adquirem o status de escalares, vetores, tensores ou espinores. Porém, o que define este ou
aquele carater sdo as rotagdes ( na verdade, o grupo de rotagdes ) dos eixos coordenados
adotados pelos sistemas-de-referéncia adotados para se estudar os fendmenos a serem descritos.

E, portanto, frente as rotagdes que uma particular grandeza fisica sera classificada de escalar,
vetorial,tensorial ou espinorial.

Apesar de ainda prematuro, convém mencionar que as rotagdes de eixo coordenados podem
diferir segundo o tipo de Fisica que se estd adotando. Por exemplo, a Fisica Classica Newtoniana
¢ a Fisica Quintica ndo-relativistica adotam como rotagles as usuais rotagdes dos eixos
coordenados de espagos como o R? e o R3. Assim, escalares, vetores, tensores ou espinores serdo
grandezas que apresentardo um determinado padrio de transformagao sob as rotagdes acima.

Passando ao dominio da Fisica Relativistica, onde tempo e espago ndo sfo tratados como
coordenadas disjuntas, o conceito de rotagdio de eixos coordenados ¢ estendido: consideram-se
transformagSes mais gerais do que as usuais rotagdes no R? e no R3. A consequéncia imediata
desta extensdo no grupo de rotagdes € a mudanga no caréter de certas grandezas.

Por exemplo, uma quantidade que tenha carater escalar frente as rotagdes em R3 pode, no
dominio da Fisica Relativistica, passar a desempenhar papel de componente de um vetor. E o
caso da energia: em Fisica Newtoniana, esta grandeza ¢ categorizada como escalar; ja na
Mecanica Relativistica, a energia assume cara ter vetorial ( na verdade, a energia e 0 momentum
linear passam a constituir um vetor de 4 componentes, definido em um novo espaco, ao final nos
referimos como espago de Minkowski ).

O que se pode concluir, e isto sera aprofundado no material que aqui apresentamos, & que, ao
discutimos uma teoria fisica, devemos, antes de mais nada, explicitar as possiveis rota¢des de
eixos coordenados dos referenciais que se podem adotar. Em seguida, dependendo de como as
grandezas transformam-se sob estas rotagdes, as mesmas serdo classificadas como escalares,
vetoriais, tensoriais ou espinoriais.

De nosso estudo de diferentes campos da Fisica ndo-relativistica, podemos citar exemplos de
grandezas que sdo categorizadas de escalares: energia, massa, temperatura, pressio, entropia,

potencial eletrostético. Ja na Fisica Relativistica, a energia, como ja mencionado, e o potencial
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eletrostatico passam a se incorporar a quadrivetores; as demais grandezas acima permanecem
escalares.

Como exemplos de vetores em Fisica nfo-relativistica, podemos mencionar: posi¢éo,
velocidade, momentum linear, momentum angular, campos elétrico e magnético, potencial
vetorial magnético, vetor de Poynting, e outros.

Ja do ponto-de-vista da Relatividade, a posi¢do, a velocidade, o momentum linear e o
potencial vetorial magnético permanecem com carater vetorial, porém, s3o incorporados em
4-vetores convenientemente definidos.

Quanto a0 momentum angular, aos campos elétrico e magnético e ao vetor de Poynting,
todas estas grandezas passam a se classificar como tensores no dominio relativistico.

Finalmente, em Fisica Classica, um exemplo de grandeza tensorial é o0 momento de inércia,
definido no estudo de rotag¢des de corpos rigidos.

Também, em Mecéanica Newtoniana, aparece o conceito de tensor de tensdes. ( N#o
discutiremos aqui o conceito e a aplicagdo dos espinores).

Tendo feito esta exposigdo de idéias gerais a respeito da classificagdo de grandezas frente a
rotagdes, discutiremos, na préxima secgio, exemplos explicitos de rotagdes ¢ de como certas

grandezas fisicas transformam-se sob as mesmas.

Rotacdes no R? e Tensores

Tomemos como base o espago Euclidiano R?, parametrizado por coordenadas (x;y), e

efetuemos uma rotagdo de dngulo 6 de seus eixos coordenados, o que nos leva a coordenadas

(x’;y°).

¥
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O ponto P da figura acima, quando referido aos eixos - x ¢ - y, apresenta coordenadas (x;y);
no sistema de eixos - X’ e - y’, suas coordenadas léem-se (x’;y’).

A relagdo entre as mesmas €:
x = (cos@)x! — (sin@)y!

y = (sin@)x! + (cosO)y/,

ou , invertendo-se,

x! = (cos@)x + (sinf)y

yl = —(sinf)x + (cos@)y .

Em termos matriciais:

(;ﬁ )=R(9)( ) )

onde

RO = cos@ sin0
(@) = —sin@ cosf |’

A matriz-R € ortogonal (R‘R = RR' = matriz identidade) e apresenta determinante unitario

(detR = 1). Matrizes -2 x 2 reais, ortogonais ¢ com determinante igual a um, constituem o
chamado grupo SO(2). O importante a fixar aqui € a lei-de-transformagéo do vetor-posigéo (x;y)

sob as rotagdes de angulo - 6.Esta forma de transformacéio caracteriza os vetores. Portanto,

qualquer grandeza vetorial, 4 , deve, sob rotagdes no plano, transformar-se segundo a expressio:

Al RO Asx
Aly | ©) A4, )
Consideremos a grandeza

® = A% + 43
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Escrevendo-a no sistema de coordenadas transformado, temos:
Q' =A%+ A3,

Com a transformag@o acima, chega-se a:
D' = (cosBAx +sin04,)” + (—sinbA, + cosf4,)%,
O =A2+4; = 0.

Portanto, a grandeza ® ndo sofre qualquer mudanga frente a rotagdo R(6), isto é,® é a

mesma nos 2 sistemas de eixos. Este comportamento define uma chamada grandeza escalar.

Apresentamos um outro exemplo de grandeza escalar.

Seja :

No sistema transformado, teremos:

= 8 4 0 4l
X = 6x'Ax6y’Ay'

Pela regra da cadeia, podemos escrever:

2 _ 2 0 L0 @
ox' ox  ox' dy o'
— D 4 cinAd .
= cosf - +sinf o
o _ 0 9 , 2 @
o ox &y oy o
= —sinf-< +cosf-Z .
dy ox
Assim:

!

¥ = (cos()a% +sin6 %)(cosOAx +sinf4,) + (——sin()% +cos@ %)(—sinOAx +cosf 4y)
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x = a%Ax+§y-Ay = ¥.

Logo, x também exibe carater escalar.

Tomemos uma grandeza um pouco mais peculiar:

Escrevendo-a no sistema transformado:

_ 0 2

A= 2 Ay - 2 AL

A = (cos()% + sinO%)(—sinOAx +cos04, ) + (—sinB% +cosf)% )(cosOAx +sin@ 4,)
_ 0 o 4 _

A=ZAy-2 A=A

Assim, frente as rota¢des, a grandeza A é também um escalar.

Finalmente, consideremos uma grandeza com 3 componentes:

(T, T2 = T21eT22), definidas como segue:

T = A2,

T2 = T2y = AxAy,

Ty = A3.

Tal grandeza € gerada pelo produto das componentes do vetor A consigo proprio.
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Vejamos como a mesma reage as rotagdes:

T{| = A2 = (cos04, +sinf 4,)°

c0s20A43% + sin%0 A3 + 2sinfcosf A, A,

= ¢0s?0711 +sin20 Ty, +2sinfcosO T2 ;

Ti; = T7) = AxA) = (cos0A4x +sin@ A4, )(~sinfA4x + cosf4, )

Ti; = —sinfcosOT1; + sin@cosOT2, + (cos20 — sin20 )T ;

o
I

T3 = A = (—sinfd, + cos64, )*

T3, = sin?0 Ty + cos20 Ty — 2sinfcosO T, .

O que se observa é que a transformagdo de cada componente T i (i,j = 1,2)depende
linearmente das demais componentes. Este padrio de comportamento define um tensor. Em
outras palavras: um tensor é um conjunto de componentes cujas leis-de-transformagdo sob
rotagGes expressam as componentes transformadas como combinagdes lineares das componentes
originais. E facil verificar que as transformagdes dadas acima para as componentes podem ser

agrupadas na seguinte equagdo matricial:

2 2
Tj= 2. 2 RaRuTu
k=1 =1

O exemplo de tensor acima, caracterizado por 2 indices, define um tensor de rank-2. ( O rank
de umtensor € o nimero de indices que o mesmo apresenta.)

Um outro exemplo de tensor de rank-2 é dado por:

St = xAx
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So = yAx
S» = yA,,

isto €, um tensor com componentes S; = x; 4;.

Procedendo-se analogamente ao que se fez no caso do tensor T, pode-se demonstrar que S

transforma-se como abaixo:

2 2
Sj= 2 2 RuRjSu
purgya

Generalizando, para tensores de rank superior, a transformagéo das componentes segue o

mesmo padrdo que o mostrado acima:

2 2 2
Wij"k = Z Z Z RilemRkn W imn
=l m=1 n=1

( Pede-se ao leitor que procure construir, por si proprio, um exemplo explicito de tensor de
rank-3.)

Passando-se a um espago genérico, R”, suponhamos efetuar no mesmo a transformagio

linear abaixo:

x; = Ryjx;, ondei,j=1,2,...n

e a matriz R sendo tal que: R‘R = I, (onde I representa a matriz identidade) e det R = +1,

ou seja, R € uma matriz ortogonal » x n com determinante igual 3 unidade. Uma matriz com

estas duas caracteristicas ¢ denominada matriz-SO(n). S designa special, det = +1; O significa

orthogonal, R~! = R*; n indica ser a matriz n x n . Matrizes-SO(n) descrevem rotacdes dos eixos
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coordenados no espago R” . Sdo, nada mais nada menos, que uma generaliza¢do R(6) do caso
SO(2) ao caso de n dimensdes.

E interessante observar que as matrizes-SO(n) preservam as normas dos vetores:

IVlI? = viv;.

Com uma rotagdo-SO(n),

V; = R,‘j Vj

Portanto,

Vi Vi = Rik Rim Vi Vm

= (Rt )kiRim ViVm

I

6km ViVm = VpVi

]

Vivi ,

logo [v'|I> = [v]2.

Procedendo-se por extensfio do que se discutiu no caso do R2,umtensor de R” com rank pé
uma grandeza com p indices, todos assumindo valores de 1 até n (logo, possui n” componentes )

e que se transforma, sob rotagdes, como segue:

Tl,jp = RikRjI....qu Tkl....q

Tendo introduzido de forma geral a idéia de tensores, iremos, em seguida, discutir as varias

propriedades dos mesmos e a dlgebra associada a eles em espagos genéricos.

Introdugao ao Cailculo Tensorial
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E uma extensdo ao conceito de escalares, vetores e matrizes, sendo estes tensores de rank 0,

I e 2, respectivamente. O rank de um tensor representa a quantidade de indices que este possui,
onde cada indice varia de acordo com a dimenséo do espago (D). A notaco usualmente adotada

¢ a seguinte:
T - Tensor de rank 0 ( escalar ).
Sem componentes - @ , por exemplo.
T; - Tensor de rank 1 ( vetor).
Com uma componente - V; = (v; ; v2 ; ... ; vp)
ondei = 1..D
T - Tensor de rank 2 ( matriz ).
onde, i,j = 1..D
Esses Tensores posuem D? componentes.
Tijx - Tensor de rank 3.

E etc.

Para Tensores Ti, (n - componentes) temos D” componentes. Ou seja, 7T, ik possui D3

componentes.

Tipos de indices

Indices livres

Sdo os indices em que, em um tensor, ndo ha um par correspondente.

Ex:
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a; - 1 é um indice livre

a? - 1e j sdo indices livres

Indices mudos

Séo aqueles em que, em um tensor, ha um par correspondente. Todo indice mudo pode ser

trocado por outros.

Ex:

a;; - 1é um indice mudo
a;¥ - j é um indice mudo e i € livre

a;' = a/ - A troca de indices ndo modificou o tensor.

Convencao do Somatério de Einstein

Convenciona que indices repetidos ( mudos ) representam somatérios, onde os indices
variam de acordo com a dimensdo do espago. Dizemos que os indices envolvidos em somatorios

foram contraidos ou que sofreram uma contracéo.

D

ax; = E ax; = E a;x; = ayx) +azxxz +asxs+..+apxp
i i=1

Os indices livres em somatérios podem assumir valores independentes dos termos

envolvidos, como no exemplo que se segue (supondo D = 2):
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aigXj = aiXy +apxz

ou seja, i pode assumir, em qualquer um dos membros, tanto o valor 1 como o valor 2,
independentemente do somatorio.

Observacgao importante :

Em um mesmo termo de uma expressio, nio pode haver mais de dois indices iguais.

Ex:

a;ix; ndo faz sentido.

a'jxix; ndo faria sentido, a nfio ser que representasse: a’ i(xi)?

Substituicoes

Ao fazermos substitui¢des, precisamos ter cuidado com todos os indices, que ndo podem

possuir mais de um par no mesmo termo.

Ex:
Substituir y; = azx; em Q = byyix;

Se fossemos fazer a substituigdo do jeito em que se encontra a expressdo, obteriamos o
seguinte resultado:

Q = byayxjx;j que ndo teria sentido pelo nimero de indices repetidos.
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Para aplicarmos a substituigdo, temos que primeiro fazer a troca dos indices mudos na

expressdo a ser substituida:

yi = apxk € depois fazer a substituigdo: Q = bjauxix;

Ex:

Substituir y; = a;x; em Q = gi;yiy; em termos de X.

Fazendo a troca de indices: y; = airxr € yj = ajsXs

Q = gijairXrQjsXs = ijAirdjsXrXs

Adotando um termo com os indices livres:

Q = hrsx"x_g Onde hrs = gyalra]s

OBS: Ambos os lados de uma igualdade devem estar coerentes com o niimero de indices
livres e posi¢do dos mesmos (em cima ou em baixo), ndo importando o nimero de indices

mudos.

Ty = aipx;* - esta expressdo esta coerente.

X = x,%; + y»®w; - ndo estd coerente devido aos indices livres do lado direito da igualdade:

iej,assim como o lado esquerdo, que representa um tensor de rank 0.
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Delta de kronequer (5)

Pela sua definigdo, o delta de Kronecker elimina as componentes fora da diagonal principal

do tensor com o qual esteja operando, desde que este possua um indice mudo com o delta.

Sy i=1,2,..D.

D = dimens&o. Exemplo: No R3,a dimensdo é = 3.
5 = 1 0 R?
ij = 0 1 no .

00
I 0 |noR3.
01

Tij = 6,‘_,' + Viv;
V= (v1,v2, v3)

T11 = 511 +vivy = 1+v?



T2 = 012+viv2

T3

013 +viv3

T2 = 621 +vavy

T = 02 +vav2

Il

T3 = 623 +v2vs

T31 = 631 +v3vy

T3 = 032+ v3v2
T33 = 633 +v3vs
1+'V12
Tb = Vavi
V3ivi
Tb = 1 +
——

Sendo que este nimero 1 ¢ a seguinte matriz:

b=

= Vv
= V1V3
=wv =T
=143

= v2v3
=wv; =113
=v3vy = I3

=1+v3

V1v2 Viv3
1+ v22 Vav3
v3vy 1 4 v32

Vi% viva vvs

vavi v vavs

V3vy vivy V3?2

S O -
S = O
-0 O

CBPF-M0-002/98
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S= v,-uj5,~j

3 3

S =Z Z v,-u,-6,~j

=l =1
S =viu; 61 + v1u2512 + viuzdiz + vau1621 +
— —— —_ S

1 0 0 0

+ Vous 522 + vouj 523 + V3u1531 + V3u2532 +V3U3 533
— | —— [ E—Y — ——

1 0 0 0 1
S=viu +vauz + vius
S = ViU;
Tijk
Sk = Tijk 6ij = Tiik

S1 = Tij104

I

T1é1 + T12612 + T13013 + 121021 +

+ T282 + T23623 + T31031 + T32632 + T33033

T + T2 + T3

S =T

Sz = Tip 6y

S3 = Tij3 645
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Sij = Timl]jn5mn = Tim(]jm
Sit = TimUim = TnUn + T12Un + T3 Uz
S23 = TomUsm = T21Us1 + T2U3z + T23Uss

S31 = T3mUim = T351Un1 + T32U12 + T33U03

* {ndices que sobram: LIVRES;

* Indices pareados: MUDOS.

ik =123

Ty =énVi="
Twiz=06ubV2=";
Ty =6nuVs=1";

Ti21 =612V1 =0

Tz =612V2=0

Ti23 =612V3=0

No R? :
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Ty =611611 — 811011

T1211 =611621 — 011021
[ —
0

T1212 =612021 — 611622
\—V_J H—/
0 i

“ ]

ij, k1 =1,2.

Ty : (i, j, k variam de 1 até 2 pois estd no R? = dimens#o), logo tém-se 8 componentes.

Numero de componentes € igual a n ( n° da dimens&o) elevado ao nimero de indices.

R” :

#Componentes = n#l’ndices

Exercicio 1:

No R3? : Usando o delta de Kronecker, escrever as componentes do tensor:

Tijk = 6ij Vi,

onde Vi éovetor V = (V1,V2,V3).

Tijk = 64 Vi
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Ty =6uVi ="
Tip=6uVa="

Tis=6uVs="V;

T2 =622V = V)

Ty = 622V2 = V2
T3 =622V = V3
T331 = 633V = V1

T332 = 633V2 = 12

T333 = 033V3 =13

Exercicio 2:

No R? : Escrever todas as componentes do tensor T de rank - 4:
Tijki = 6116k — Sik0j1

Tii1 = 61611 —01611 =0

T2 = 612611 — 011612 = 0

Tii21 = 611612 — 0612011 = 0
Ti122 = 612612 — 012612 = 0

Ti211 = 611621 — 611621 = 0

Ti212 = 612621 — 611622 = —1
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Ti221 = 611622 — 012021 = 1

T1222 = 612022 — 0126022 = 0

T2111 = 021011 — 621611 = 0
T2112 = 622611 — 021612 = 1
Ta121 = 621012 — 622011 = —1

T2122 = 022012 — 0220612 =0

T2211 = 621021 — 021621 =0

T2212 = 622021 — 021622 = 0
T = 621622 — 622021 = 0

T2 = 622022 — 022622 = 0

Exercicio 3:

No R? : Escrever as componentesde T : Tijx = 8im Vi 6, Ui Wi,

usando o MAPLE:

usando contragdo :Tijx = Vi U; Wi

T =Viuiw,

Ty = VUi W,

Ths = Vil W
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T = VU W,
T2 = ViU W,
T3 = ViU W3
T3 = UsW,
T2 = ViUsW,

Exercicio 4:

No R? : Escrever as componentes do tensor:

Tij=Ui Vn an Uygj 5mp 5nq

(SnpOng = Sqp)

Tij = U VpSqp Ugj

Ty = UiSulUn + Uiy ViSa Uz + Ui VaS12 Ui + Ui VoS Usy

T2 = U/ iSuUnz + Ul ViS21Us + UnVaS12Unz + Ui VoS Uy

Aplicacio: (Ensaio para o estudo da equagiio de Einstein que leva aos
buracos negros.)

Considerando a equag@o tensorial no R4,
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Gij = 145G = Ty,

onde

Gij = Gi; (tensor simétrico ),

41 0 0 0
0 -1 0 0
=1 9 0 -1 0 |
0 0 0 -l

G=Gn-Gn-G33-Gu

Tij = Tj; (também simétrico).

CBPF-M0O-002/98

(i) Quantas componentes independentes apresenta a equagdo considerada?

(i) E possivel resolver algebricamenteas componentes de Gij em termos de T;?

solugdo

Tiu =Gu—-+nuG
T2 = Gz — + 112G
T3 = Gz — 113G
T = Gia— +nuG

Ta1 = G — + 172G
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Tn = Gun— +n1nG
T3 = Go3 — 3+ 3G
T2 = G — 514G

T3 = Gs1 — + 131G
T2 = G - + 122G

T3 = Gz — + 133G
T34 = G — 7 134G
Ts1 = Gy — +naiG
T = Ga2 — + G

T3 = Gas — 143G

Tas = Gaa — 4 n4aG

10 componentes independentes

Ty =Gn-+G

Ti2 = Gi2— +0G = G2

T3 =Gi3—-0=0Gs3
T4 =Ga

T2 = G
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Ty = Gun++G
T23 = Ga3
T2 = G
T3 = Gxn
T3 = Gn
T3 = Gz + +G
T34 = G3a
Ty = Ga
T = Ga
Ts3 = Gas
Tas = G+ +G

Tii = G — (G — G2 — G33 — Gaa)
T2 = Gy — +(G11 — G2 — G33 — Gas)
T33 = G33 — +(G11 — G2 — G33 — Gaa)

Tss = Gas — 5(G11 — G2 — G33 — Gaa)
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([ Ti+Txn =G +Gn

< Tnu+Ts=Gn+0Gsn

Tvi+Ta =G +Gaa
Y

Taa = Gas + $(G11 = G2 — G33 — Gaa)

Taa = Tii+ Taa — Gi1 + +(G11 — G2 = G33 — Gaa)

0 =T - 4T+ T2 +G33 + Gas)

Ti+ T3 =G +Gss
Ty +Tas = G +Gas

G334+ Gaa = 2G11 + 2711 + T33 + Tua

T = ’%‘(T11+T22+G33+G44)
T = %(T11+T22—2G11+2T11+T33+T44)
Tn=2Tu++5(T2+Ts+Tu)-Gn

Gi1 = +(T11 + Taz + T33 + Tas)
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T +T33 =G +Gss
Tin+T33 =[5 (Tn1 + Tz + T3 + Taa)] + G33

G33 = +(T11 — T2 + T33 — Tas)

T4+ Tas = G+ Gas
T+ Tag = [+ (T + Tz + T35 + Taa)] + Gaa

[Gas = 5 (T11 — Toa — T33 + Tas)

T+ T =Gn+Gn
Ti+ T2 = [+(Th + Tz + T33 + Tas)] + G

Gy = 4 (T + T2 — T33 — Taa)

Tensor de Levi_Civita(e)

E um tensor que pode ser definido em qualquer espago R”. Apresenta rank = n, ou seja,

possui tantos indices quantas forem as dimensdes do espago, isto é, nimero de indices = n.

Caracteristica: as suas componentes possuem apenas valores (+1) € 0, e é categorizado como
um tensor totalmente anti-simétrico: permutando-se qualquer par de indices, a componente

recebe + ou -, se houver um niimero par de permutagdes respectivamente.

Convengao:
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B €1p = +1 a
€21 = -]
Eij = O, 1=
F= siju,-vj

F= E11UIVYT HE12UIV2 + E21U2V2 + E22 ULV

F=uvy —uywv;

R2

€ij =

€11
€12
€21

€22

€11 =

€12 =

€1 =

€22 =

Anti-simetria => componentes com 2 indices iguais sdo nulas.

—¢ji  (Propriedade de anti-simetria )

em principio, 4 componentes.

—€11 = €11 = 0

—€21

—€12

—€720 = €3 = 0

CBPF-M0~002/98
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EijEjk =

Eij&k = —Jik
EijE€kj = +3ik

EijEij = 5ii = 511 +622 =2

€ij&ij = +2

€ij€ji = -2

Relacdes uteis entre o tensor de Levi_Civita e o delta de Kronecker:

R2
Eij€jk = —Oiks
SijSij = -2
R3

EijkE&mnp = 5im 6jn 5kp + 5in 5jp 6km + 6ip 5jm 5kn - 5in 5jm 5kp +
- 5im 5jp6kn - 5ip5jn 5km

EijkE€mnk = (aim 5jn —Oin 5jm)

EijkEmjk = +25im

EijkEijk = 6
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R4

Oim 5jn 5kp - 5im 5jp 6kn ~0in 5jm 6kp +
€ijkqEmnpg =

EimnpE&imnp = 6 5ij

Eijki€ijkr = 41 = 24

Voltando ao R? :
i=1=k: €1j€1 = €11€11 T+ €12821 = -1

i=1,k=2:¢gygp =€1€12 + €280
—_—
0

i=2,k=1=>0

i=2,k=2=>gyep = e2¢12 +€n€ = —

R3

CBPF-M0-002/98
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Eijk

Ejik = —Ejjk

Ekji = Eikj = —Ejjk

Eiki = Eijk

Conclusio:

Eijk = €jki = &kij = —Ejik = —€ikj = —ECkj;
€121 = €211 = €112 = —€211 = —€112 = —€12]
€121 =0

&ijk * 0, se todos os indices forem diferentes.

Se houver ao menos dois indices iguais € = 0.

€123 = +1 (convengdo)

< €231 =832 = +1

€213 = €132 = €321 = —1

R4 -
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Eijkl - l',j,k,l = 1,2,3,4

€1234 = +1

gijxr * 0,somente se todos os indices forem diferentes.
Se pelo menos houver um par de indices iguais,

entdo g;jx = 0.

€4213 = €1423 = —€1243 = €1234 = +1
€3414 = 0
Exercicio:

1) F = sijiuivivi;

2) F = EijkUiViW

solugdes:
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I)F = EijkUiViV

= Enivivi +einuiviva + €113 u1vivs +

+ E121 UIV2V] HE122UV2V2 + E123U1V2V3 +

+ €131 U1V3V] +E132UV3V2 + €133 U1 V3V3 +

+ €211 U2V1V1 + €212U2V1V2 + €213 U2VIVE +

+ €221 U2V2Vt + €222 U2 V2 V2 + E223 U2V2V3 +

+ €231 U2V3V] + €232 U2V3V2 + €233 U2V3VE +

+ €311 U3VIV) + €312 U3V V2 + €313 U3V V3 +

+ €321 U3V2Vy + €322 U3V2V2 + €323 U3V2V3 +

+ €331 U3V3V] + +E€332 U3V3V2 + €333 U3V3V3

= €123U1V2V3 + €132 U1V3V2 + €213 U2V1V3 + €231 U2V3V] +

+ €312 U3V1V2 + €321 U3V2V)

= U1V2V3 — UIV3V2 — U2VIV3 + UV3IV] +

+ usviva —us3vavy =0
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2) F = gijkuiviwk

= U1VIW3 — UIVIW2 — UV W3 + U2V3IWT +

+ UV Wy — UZVIW]

Il

UI1vows + Uaviwy + usviwz +

— (uivawa2 + uaviws + Uzvaw1)

O e de levi_civita é 1til no calculo de determinantes.
Matriz: M;;

R2
Mu M
M=
( My Mpn )

detM = M1 M — M12M2

detM = SijMusz

R3
My Myp M
M=| My Mxn My
M M Mas

detM = &;;xM1iMoMsy
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detM = g;;x M\; Ma; M3y

= e My Moy M3y + g2 My Moy M3z + €113 My Moy Mas +

+ e M My M3y + €120 My Moo Mg + €123 My Moo M3z +

+e131 My M3 M3y + €130 M1y Mas Mo + €133 My Mas Mas +

+ &1 Mz Moy M3y + g2 Mo Moy M3z + €213 M1 My Mas +

+ €221 M12 Moz M3 + €200 Mo Maa M3y + €203 M2 Moos M3 +

+ €231 Mo M3 M3y + €230 Mo Ma3s Mo + €233 M2 Moz M3 +

+ e Mis Moy Msy + e32 M3 Moy M3z + €313 M3 Moy M3 +

+ €321 M3 Moo M3y + €300 M3 Moo M3y + €303 My Mas M3 +

+ €331 M13 Ma3 M3 + €332 M3 M23 M3 + £333 M3 Ma3 M

detM = g123 M1 M2 M33 + g132 M1y Mas Mo + €213 Mia Moy M3 +

+ €231 M12 M3 M3y + €310 M13 M2y M3 + €331 M3 Moy Mi,

detM = My Moy M33 — My Mas M3y — Mis Moy Mss +

+ Mia Mas M3y + Mz My M3z — M3 Moy M3y

detM = Mi1 May M33 + Mo Mas M3y + Mz My Mso +

~ M1 M3 M3z — Mia My M33 — M3 Moy Ms,
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(i) Mostrar que o determinante € expresso em termos de Levi_Civita como segue:
My ... M 14
My ... My

(a) detM —> calculado como usualmente.

(B)detM = g1 Myi Moy M3 My

Mostrar que (a) e () coincidem.

restart;

Epslon := proc(a,b,c,d)
>if(a=b)or(a=c)or(b=c)or(a=d)or(b=d)or(c=d)then0
> else

>if ((a=1)and(b=2)and(c=3)and (d=4))or
>((a=1)and(b=3)and(c=4)and(d=2))or
>((a=1)and(b=4)and(c=2)and(d=3))or
>((a=2)and(b=1)and(c=4)and(d=3))or
>((a=2)and(b=3)and(c=1)and (d=4))or
>((a=2)and(b=4)and(c=3)and(d=1))or

>((a=3)and(b=1)and(c=2)and(d=4))or
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>((a=3)and(b=2)and(c=4)and(d=1))or
>((a=3)and(b=4)and(c=1)and(d=2))or
>((a=4)and(b=1)and(c=3)and(d=2))or
>((a=4)and(b=2)and(c=1)and(d=3))or
>((a=4)and(b=3)and(c=2)and(d=1))then 1 else -1
> f1;

> fi;

> end;

Epslon := proc (a, b, ¢,d)
ifa=bora=corb=cora=dorb=dorc=d
then 0

else

ifa=landb=2andc=3andd=4or
a=landb=3andc=4andd=2or
a=landb=4andc=2andd=3or
a=2andb=1landc=4andd=3or
a=2andb=3andc=1andd=4or
a=2andb=4andc=3andd=1or
a=3andb=1landc=2andd=4or
a=3andb=2andc=4andd=1or

a=3andb=4andc=1andd=2or
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a=4andb=1landc=3andd=2or

a=4andb=2andc=1andd=3or
a=4andb=3andc=2andd=1 thenl

else -1

fi

fi

end
>LC:=(Lj,k1)->Epslon(i,jk,1)*M[Li]*M[2,j]1*M[3,k]*M[4,1];
LC:=(i,j),k1)->Epslon(i,j,k, 1 )M[Li]M[2,jIM[3,k]M[4,1]
>aux :=0;

aux 1 =0

> forito 4 do

> forjto 4 do

> fork to 4 do

> for1to 4 do

>aux :=aux + LC(i,j,k,1);

> od;

> od;

> od;

> od;

> print ( LC = aux );



LC=M[1L,1]M[2,2]M[3,3]M[4,

“M[1L1IM[2,2]M[3,4]1M[4,1]
-M[L1IM[2,3]M[3,2]1M[4,1]
+M[L1]M[2,3]M[3,4]1M[4,1]
+M[L1]IM[2,4]M[3,2]M[4,1]
-M[L1IM[2,4]M[3,3]1M[4,1]
-M[L2IM[2,1IM[3,3]1M[4,1]

+M[1,2]M[2,11M[3,4]1M[4,1]
+M[L,2IM[2,3]M[3,1]1M[4,1]
-M[L2IM[2,3]M[3,4]M[4,1]
-M[1,2]M[2,4]M[3,11M[4,1]
+M[1L,2IM[2,4]M[3,3]M[4,1]
+M[1L3]IM[2,1]M[3,2]1M[4,1]
-M[L,3]M[2,11M[3,4]M[4,1]
-M[L,3IM[2,2]M[3,11M[4,1]
+M[1,3]M[2,2]M[3,4]M[4,1]

+M[1,3]M[2,4]M[3,1]M[4,1]

-M[1,3]M[2,4]M[3,2]M[4,1]
-M[1,4I1M[2,1]M[3,2]M[4,1]

+M[1,4]M[2,11M[3,3]1M[4,1]
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+M[1,4]M[2,2]M[3,1]M[4,1]
“M[1,4]M[2,2]M[3,31M[4,1]
“M[1,41M[2,3]M[3,1]M[4,1]
+M[1,41M[2,3]M[3,2]M[4,1]
> restart;

> with(linalg):

>V :=matrix (4,4, [M[1,1 ,M[1,2,M[1,3],M[ L4, M[2,1],M[2,2], M]
2,31,

M[2,4],M[3,1],M[3,2],M[3,3],M[3,4],M[4,1],M[4,2],M[4,3],M][4,
411);

[MILIIM[LL2IM[1,3]M[1,4]]
[M[2,1]M[2,2]M[2,3]M[2,4]]

V=[]
[M[3,1]M[3,2]M[3,3]M[3,4]]
[M[4,1]M[4,2]M[4,3]1M[4,4]]
>E:=det (V);
E:=M[1,11M[2,2]M[3,3]M[4,4]
“M[1,1I1M[2,2]M[3,4]M[4,3]
“M[1L1IM[3,2]M[2,3]M[4,4]
+M[1,1]M[3,2]M[1,2]M[4,3]
+M[1,11M[4,2]M[2,3]M[3,4]

“M[1,1]M[4,2]M[2,4]M[3,3]



-39

-M[2,1]M[1,2]M[3,3]M[4,4]
+M[2,1]M[1,2]M[3,4]M[4,3]

+M[2,11M[3,2]M[1,3]1M[4,4]
“M[2,1]M[3,2]M[1,4]1M[4,3]
“M[2,1]M[4,2]M[1,3]M[3,4]
+M[2,11M[4,21M[1,4]1M[3,3]
+M[3,1]M[1,2]1M[2,31M[4,4]
“M[3,1IM[1,2]1M[2,4]M[4,3]
“M[3,1]M[2,2]M[1,3]M[4,4]
+M[3,1]M[2,2]M[1,4]M[4,3]
+M[3,11M[4,2]M[1,3]M[2,4]
M[3,1]M[4,2]M[1,41M[2,3]

“M[4,11M[1,2]1M[2,3]M[3,4]
+M[4,1IM[1,2]1M[2,4]1M[3,3]
+M[4,11M[2,2]M[1,3]1M[3,4]
“M[4,1]1M[2,2]M[1,4]M[3,3]
“M[4,11M[3,2]M[1,3]M[2,4]
+M[4,11M[3,2]M[1,4]M[2,3]
“M[4,11M[2,2]M[3,41M[4,3]
“M[1L,1IM[3,2]M[2,3]M[4,4]

+M[1,1IM[3,2]M[2,4]M[4,3]
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+M[1L1]M[4,2]M[2,3]M[3,4]
M1, 1]1M[4,2]M[2,4]M[3,3]
“M[2,1]M[1,2]M[3,3]1M[4,4]
+M[2,1]M[1,2]M[3,4]1M[4,3]
+M[2, 1]M[3,2]M[1,3]1M[4,4]
M2, 1IM[3,2]M[1,4]1M[4,3]
“M[2,1IM[4,2]M[1,3]M[3,4]
+M[2,11M[4,2]M[1,4]1M[3,3]
+M[3,1]M[1,2]M[2,3]M[4,4]
“M[3,1IM[1,2]M[2,4]M[4,3]
“M[3, 1]M[2,2]M[1,3]1M[4,4]
+M[3,1]M[2,2]M[1,4]1M[4,3]
+M[3,1]M[4,2]M[1,3]M[2,4]
“M[3,11M[4,2]M[1,4]1M[2,3]
“M[4,1]M[1,2]M[2,3]1M[3,4]
+M[4,1]M[1,2]M[2,4]1M[3,3]
+M[4,11M[2,2]M[1,3]M[3,4]
“M[41IM[2,2]M[1,4]1M[3,3]
-M[4,1]M[3,2]M[1,31M[2,4]

+M[4,1]M[3,2]M[1,4]M[2,3]
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(ii) Mostrar que

5im 5in 5ip 5iq
coe | Om Gm ip G
ki Smnpg = 5km 5kn 5kp 6kq

restart;

with(linalg):

>M :=matrix (4,4, [delta[i,m ], delta[i,n ], delta[ i, p ], delta [1,q], delta[j, m], delta
[j,n], delta

[J,pl. delta [}, q], delta [k, m ], delta [ k, n ], delta [k.pl delta[k,q],delta[ ], m ], delta
[1I,n], delta

[Lpldelta[1,q]1);

[delta[i,m],delta[i,n],delta[i,p],delta[i, q]]
[delta[j,m],delta[j,n],delta[j,p],delta[j,q]]

M:=[]
[delta[k,m],delta[k,n],delta[k,p],delta[k,q]]

[]
[delta[I,m],delta[],n],delta[l,p],delta[l,q]]

>E:=det(M);
E:=delta[i,m]delta[j,n]delta[k,p]delta[l,q]
- delta [ i, m ] delta [j,n]delta[k,q]delta[l,p]

- delta [ i, m ] delta [ k, n] delta[j,pldelta[l,q]

+delta[i,m]delta[k,n]delta[j,q]delta[],p]
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+deltali,m]delta[l,n]delta[j,p]deltalk,q]
-delta[i,m]delta[l,n] delta[j,q]delta[k,p]
-delta[j,m]delta[i,n]delta[k,p]jdelta[l,q]
+delta[j,m]delta[i,n]deltal[k,q]delta[l,p]
+delta[j,m]delta[k,n]delta[i,p]delta[l,q]
-delta[j,m]deltal[k,n]deltali,q]deltal],p]
-delta[j,m]delta[l,n]delta[i,p]delta[k,q]
+delta[j,m]delta[l,n]delta[i,q]delta[k,p]
+delta[k,m]delta[i,n]delta[j,p]delta[l,q]
-delta[k,m]delta[i,n]delta[j,q]delta[ ], p]
-deltajk, m]delta[j,n]deltal[i,p]delta[],q]
+deltalk,m]delta[j,n]delta[i,q]delta[],p]
+delta[k,m]delta[l,n] delta[i,p]delta]}, q]
-delta[k,m]delta[l,n]delta[i,q]delta[j,p]
-delta[l,m]delta[i,n]delta[j,p]delta[k,q]
+delta[l,m]deltali,n]delta[j,q]deltal[k,p]
+delta[l,m]deltalj,n]delta[i,p]deltal[k,q]
-delta[l,m ] delta[j,n]delta[i,q]delta[k,p]
-delta[l,m]delta[k,n]delta[i,p]deltaj,q]

+delta[l,m]delta[k,n]delta[i,q]delta[j,p]
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(iii)
6im 6jn 5kp - 5im 5jp (Skn - 5in 5jm 5kp + 6in 5jp 5km +
€ijkqE€mnpq =
+6ip 5jm 5kn - 5ip 5jn 5km
(iv)

€ijpg Emnpq = 2(8im Sjn — 6inSjm)

™)
Eimnp Ejmnp = 6 5ij

(vi)

Eijkl€ijkl = 4! =24

Tracos de tensores

Tijk : contragdes deste tensor com o delta de kronecker fornecem os chamados tragos do

tensor, que nada mais sdo que a generalizag@o do trago de uma matriz.

My M ... M,
My, Myn ... My,
Mij = . . . .

Mnl Mn2 Mnn

nxn
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trM = soma de todos os elementos da diagonal.

oM =My +Mn+...+ My,

Por outro lado,

M;;é,; (2 indices contraidos com o 6_kronecker.)

Miy+Mp+ ...+ My, =trM
trM = Mij6i,-

Voltando ao tensor Tjx;

Tijk16ij, Tijki0ik, TijkrSits Tijk1Ojk, Tijk10j1, TijkiOki

Tijur6ij =T11ki+ To2ki + .. + Tk

Tht

Tijiibjk =Tinni + Tiz2i + .. + Tinny

!
T

(i) Desenvolver as componentes (cada uma delas) da seguinte expressio tensorial no R3 :

Tijk = EimnVm Enjl U Wi



T

Th12

T3

T2

T2

Th23

T3

Th32

Ti33

Ton

To12

T3

ElmnVmEn11UI W]

ErmnVmEn11UI W2

ElmnVmEnliUI W3

EimnVYmEn21 U1 W1

ElmnVYmEn21UI W2

E1mnVmEn21UI W3

ElmnVmEn3tUiw)

E1mnVmEn3IUI W2

E1mnVmEn3 U1 W3

E2mnVmEnlIUI W]

E2mnVYmEnti W2

E2mnVmEn1 1 UIW3

45—

= (6110m1 = 6116m) Vs W

I

]

(0110m1—6110m1) Vmus w2
(6116m1—0110m1) Vi i w3

(0120m1 — 8110 m2) Vit W)

(0120m1 —6110m2) Vi w2

(0120m1 —8110m2) V1 w3

(6130m1—6116m3) V1 wy

(0130m1 —6118m3) Vmu1 w2

(6130m1 = 8110m3) Vmus w3

(0210m1 —0210m1 ) Vmurwy

(6210m1 = 8210 m1 ) Vimurw2

(0210m1—8210m1) Vmuy w3
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T

T223

T231

T3

T>33

T3

T312

T313

T321

T3

T323

T33

T33;

T333

E2mnVmEn21 U1 W)

= E2mnVmEn21 U W2

E2mnVmEn21 UI W3

E2mnVYmEn31UI W)

E2mnVmEn3 1 UI W2

E2mnVmEn31UI W3

E3mnVmEnliUi W)

E3mnVmEnl1UI W2

E3mnVmEnl TUI W3

E3mnVmEn21 U W]

E3mnVmEn21 U1 W2

E3mnVmEn21 U1 W3

E3mnVmEn3UI W]

= E3mnVmEn3iuUiw2

E3mnVmEn3iUI W3

46—

= (6220m1—0210m2) Vm I W)

= (6220m1 —0210m2) Vi i W2

(0220m1 = 6210m2) Vi s w3

(0230m1 — 6210m3) Vm 1 W)

= (6236mi — 6210m3) Vm U1 W2

(0236m1 — 0210m3) Vi1 w3

(0310mi — 8310m1 ) vmurw)

= (0310m1 — 0310m1 ) Vm U1 W2

= (531 Omi — 5315m1)vm ujws

= (6320m1 — 0310m2) VmUI W1

= (0320m1 — 0310m2) Vm s w2

= (532 Omi — 5315m2)Vm Uurws

(6330mi — 6310m3) Vim 1wy

= (6330m1—0310m3) Vm Ui W2

= (0330m1 — 0310m3) Vm U1 W3

(ii) Dado o tensor T« no R4, calcular todos os seus

possiveis tragos.
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solugdo
Tijrr 6i5 = Tt + Tookr + T3350 + Taans
Tijk1 ik = Trj1r + Toja1+ T3j31 + Tajar

Tiji 0jk = Tivte + Tioa1 + Tizz 1 + Tiaas

(iii)Verificar que:

(R*)&ij 64 = 0;
(R*)eiji 81 = €ijkbik = €k bk = 0;

(R*)€ijk1 6ij = €ijk1Sik = ... = 0.

solucgéo

(R?)e;j6ij=¢€11 S611+€12 612 +€1 621 ++ €0 80 =0
Sl L1z Q2L =2 92
0 0 0 0

(R¥)eijkdij =€k 611 +€ 126 612 +€ 13k 613 +
S e Voo NV aasd
0 0 0

+€214 021 + &k O +€23k O3 +
— Vel —
0 0 0

+e314 031 +€32% 632 + €33 633 =0
S S S
0 0 0
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(R eijribij =€11k1 O11 + €120 012 +€1301 613 +
S — S
0 0 0

+€1ak1 O14 +E21k1 021 + €241 022+ €231 623 +
— S~ — —

0 0 0 0

+€24k1 024 +E31k1 031 +€32%1 O3 + €33k 033 +
— S S— S—
0 0 0 0

+€34k1 034 +€a1ks O41 +€a2k1 042 +Es3k 043 +
e Ve M S —
0 0 0 0

+ €a4x1 044 = 0
Niguil
0

Todas as contragdes duplas de Levi_civita com kronecker anulam-se.

Eijk 5k1¢ 0
——
€iji

(iv) Dada a equagéo:
Gij—+6;G="Ty; sendo G =Gy,

Calcular G em fung#io do tr 7;;. Suponhamos estar em R”.

solugio
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Gij6y— + 645G = Ti;6y

mas como:

8% = 6101 = 6i = 611 +022 + 633 + ... +68un =h
entdo:

G - +nG = Tiji

G(1-4%)=uTy

G= 20T

Simetrizacio e Anti-simetrizacdo em um par de indices:

Dado um tensor genérico, ¢ sempre possivel decompd-lo em partes simétricas e

anti-simétrica com respeito a um dado par de indices.

Por exemplo, iniciemos por considerar um tensor de rank-2, 7j;.

Ty =% Ty+Ti) +1 (Ty = Tin)

—

v

Sij Ajj

Ty = Sij +A4ij,

onde:

Sij = ¥ (Tij+ Tji) = Sji,s

Aij

[

T (Tij = Tji) = —4ji

Este resultado ilustra o fato de que qualquer matriz ( n xn ) pode sempre ser
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decomposta como a soma de uma matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica:

M=+ (M+M) +1 (M-MY)

S A

M=S+4,
onde:

S=+(M+M),

A= LM-M).

Podemos, em seguida, generalizar este resultado para tensores de rank arbitrarios.

Por exemplo, tensores de rank-3 e rank-4.

Tijx : por exemplo, simetriza-lo e anti-simetriza-lo nos indices i, k.

Tijk =5 (Tijk + Twji) + 5 (Tije — Thji)

Sik=Ski Ajj=—Aki

Poderiamos fazer a mesma operag@o com os pares i, j ou j, k.

Tijx1 : Podemos simetriza-lo em j, 1.

Tijkt =45 (Tijkr + Titkg) + % (Tijur — Tirg)

Sijir=Sitk Ajjr=—Ailk

Exercicio 1:

Verificar que os tensores :
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Ty =UV,+ UV, ; Wiy;=UV;—UV;:, onde Ue Vsdo dois vetores quaisquer, sdo,

respectivamente, simétrico e anti- -simétrico. Em seguida, calcular os respectivos tragos:

Tij = UiVj+l]jV,‘

Tji = UjVi+UiVj= U,'Vj+UjV,' = Tij

T;; ¢ simétrico.

Wiy = UiV = Ui

Wii = UVi=UiV; = ~(UiV; = UiVi) = =Wy

Wi € anti-simétrico.

rTij = Tij0ij = (T + T+ ccc. + Ty =

(U1V1+U1V1)+(U2V2+U2V2)+ ..... +(UnV,,+UnVn)=

2Ui V1 42U Vo + ... + 22UV, = 2UV

trWij=Widij=Winu+Wa+... + Wan) =

(U1V1—U1V1)+(U2V2—U2V2)+ ..... +(UnVn—UnVn)=0

Exercicio 2:

Dado um tensor Tjji , verificar que o tensor :

Aijk = % (Tijk + Tjki + Trij — Tjik — Tinj — Thji)
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¢ completamente anti-simétrico, isto €,

Aijk = Ajki = Awij = =Ajik = —Aixj = —Auiji.

Concluir, também, que todos os seus tragos sdo nulos.

I

Aijk = % (Tijk + Tjki + Tuij — Tjix = Tinj — Taji)
ki = % (Tjki + Thij + Tijk = Trji = Tjix — Tigg) =
+(Tiji + Tiki + Twij — Tjik — Tinj — Trji) = Aijk
Agij = $(Tkij + Tijk + Tiki — Ting — Thji — Tjin) =
+(Tiji + Tiki + Taij — Tjik — Tig — Tjs) = Aijk
Ajix = +(Tjir + Tikj + Tiji — Tiji — Tiki — Thij) =
+ (=Tijk = Tjki — Thij + Tjix + Tig + Thji) = —Aijx
Aikj = +(Tirj + Tiji + Tjik — Teij — Tijk — Tiki) =
+(=Tijk — Tjki = Tij + Tjik + Tig + Tagi) = —=Aiju
Awji = +(Twji + Trix + Tikg — Tiki = Trij — Tije) =
+(=Tijk — Tjki = Trij + Tjik + Tikj + Thji) = —Aijr

A,'jk5ij =Ank+Ank+ Ak + ........ +Aunk
H—J

trA

(Como A4 ¢ anti-simétroco e possui dois indices iguais —» tr4 = 0. )
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Aijk = +(Tiji + Tjki + Thij — Tjix — Tikg — Thji)
trdijk = + (Tik+ Tua + Tt = Tk = T — Thn ) +

+ +(Taok + Tz + Tz — Tazk — Tz = Thz ) + oo +

+ '},‘(Tnnk + Tnkn + Tknn - Tnnk - Tnkn - Tknn) =0

Aijkbix = (A1 + Ao + A3 + o + Anjn) = 0.

Como i = j e como A é anti-simétrico, o somatério dara zero.

Aijkbji = (A + A2 + Az + e +Ainn) = 0.

Como j =k e como A ¢ anti-simétrico, o somatdrio dara zero.

Exercicio 3:

Dado um tensor simétrico de rank-2, como se pode definir, a partir do mesmo, um outro

tensor simétrico, também de rank-2, porém com trago nulo ?
Sij = Sji
Definir S;; , também simétrico, a partir de S;; :

Sij =Sij+C5ijS, = S‘ij

sendo S= lTSij.
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Queremos impor que tr S ;i = 0.
tr Sij = trSij + c(tr 5,‘j)S

0=S+cnsS,

Conclusio:

S,‘j = Sij - %—6US

¢ simétrico e apresenta trago nulo.

Dualidade, tensores auto-duais e Tensores
anti-auto-duais.

Tomando, por exemplo, o caso R, dado um tensor anti-simétrico, de rank-2, define-se o seu

dual através da relagéo:
T = 71-8ijk Tjx,

sendoT o tensor anti-simétrico € 7° o seu dual. Este altimo possui rank 1, sendo, portanto, um

vetor. A importincia desta relagdo é que o vetor 7' carrega toda a informagdio sobre as
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componentes do tensor 7;;. Este tltimo tensor possui as seguintes componentes:

T =Txn =T =0,
T2 = -T2, T3 = -T31,

T3 = =T3p;

ou seja, apenas T12,T13 e T23 sdo suas componentes independentes. Vamos, agora,

desenvolver a relagdo de dualidade acima:
Ty = Yeye Tk
= Je123T23 + +e132 T32

= 7(+D)T23 + 7(-1)(-T23)

= T3

Tr = +esju Tjk = T3

T3 = esjuTin="To

Isto mostra que as 3 componentes do vetor T , dual de T,

sdo, nada mais nada menos, que as 3 componentes de 7.

Conclusdo: O tensor 7' e seu dual T séo equivalentes, no sentido de que possuem as mesmas

componentes.
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Mostre que o tensor Tj; pode ser escrito, em termos de seu dual, através da relagio :

Tij = Eijjk T

Solugdo:

T, = zl-Sijk Tjk

1
E€mni Ti = T Emni&ijk Tjk
N

6mj5nk—6mk5nj

W—J
—Tmn
Tmn=£mni Tz
Tij=8ijk Tk
Ti=gi3 T3 =T
T=em T =—Ts
T =t T = T)
To=e3 T3 =-Ts
Ty = T

T =-T



-57~ CBPF-M0-002/98

Exercicio (ii):

Ainda em R3, estudar o dual de um tensor completamente anti-simétrico de rank-3, .

Tijk = Tjxi = Twij = =Tjxi = —Tixj = =Tuji

T,'jk . i,j,k= 1,2,3.

R3 : Eijk
Uma unica componente:

Ti23 ou Ti32 ou Tos
S~ —

=Th23 T2

T =& Tijk

T ndo apresenta nenhum indice, isto €, € um escalar.

i = Eijk T, ijk

Em R3, 0 dual de um tensor anti-simétrico de rank-3 é um escalar.

Dual de T;j : escalar T .

T = &ijiTijk ( Dual em funcdo do tensor )
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0 Oy O
EijkEimn = | Omi Omj Omk
5ni 5nj 5nk

= 8/iOmjOnk —01iOmkOnj +
- 51j5mi5nk + 51j5mk5ni +

+81kOmiOnj — 61k OmjOni

€imn I = Timn— Tinm — Tmin +
+ Tnlm + Tnlm + Tmnl +

—Lnml = 6T1mn

Tijx = e T

(Tensor em fungéo do dual )

Dualidade no R4 :

Levi-Ceyvita: €k ;

Dual de um vetor:

CBPF-M0-002/98
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Vijk = Eijkl VI
Dual de um vetor é um tensor totalmente anti-simétrico de rank-3.

Dual de um tensor de rank-2: T;;

- 1
Tij= a1 Eijk! Tw

O dual de um tensor de rank-2 é um outro tensor de rank-2.

Dual de um tensor de rank-3:

7 I
Ti = sreiju Tiu

O dual de um tensor de rank-3 é um vetor ( tensor de rank-1).

Dual de um tensor de rank-4:

T = 7[[r Eijkl Tijkl

O dual de um tensor de rank-4 é um escalar.

Conclusdo: Num espag¢o-R”,0 dual de um tensor totalmente anti-simétrico de rank-p é um
tensor de

rank-( n-p ).
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8ijklminmnp
—_ L £

(n—p)

Se o tensor original e seu dual possuem o mesmo rank, entéo:

I

p=n-p

n=2p

Ou seja, somente em espagos de dimensdo par pode ocorrer que um tensor e seu dual
apresentem o mesmo rank. E mais ainda: se o espago tem dimensdo par, n, entdo somente

tensores de rank = 4 terfio a propriedade de apresentarem dual com 0 mesmo rank.
R3: nunca é possivel que em tensor e seu dual tenham o mesmo rank.
R*: n=4
p =% =2 = T;eseudual, T;;, ttm ambos rank = 2.

Ré:n=6

p = % = 3 = apenas tensores de rank - 3 possuem dual com mesmo rank.

Observacao importante:

Em qualquer que seja o espago - R”, o tensor original e seu dual apresentam mesmo niimero

de componentes, apesar de terem ranks diferentes.
Explicagéo:

Num espago - R”, umtensortotalmente anti-simétrico de rank-p possui:
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p o ! :
Ch = o (z_p)! componentes independentes.

O seu dual, que possui rank igual a (n-p), apresenta

CnP = (n_;‘),pl componentes independentes.

Isto explica a nossa observagdo. O dado essencial para este resultado é o fato de estarmos

lidando com tensor totalmente anti-simétrico de rank - p.
Ambiente de trabalho: R4.
Eijkil

Relagdes importantes em R :

EijkIE =
kI=mnpq 5km 5kn 5kp 5kq

Eijkl€mnpl = ?
EijklE€mnkl = ?
EijkiEmjkl = 7

Eijki€ijk1 = 24 = 4!

(i) Dadas as relagdes que expressam os duais em termos dos tensores originais,
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T = zl'reijkl Tijkl >
Ti = 4reiu Tinr

TN,-J- = rgijkr Thi

T;jk = gk Tt

Inverté-las, expressando os tensores em fungio de seus duais:

Tijkl = Eijjkl T ,
Tijk = —E€jjkl T ,

1 -
= =+ €ijkl Tkl ,

iy
~
I

T: = —3reyu Tkl s

(ii )Mostrar que o dual do dual de um tensor de rank-2 € o proprio tensor:



-63- CBPF-M0-002/98

T »Ty= + &ijki Thi

1 -
=&€ijki Thi

N
il

|
= ¥ €ijkt T Eijkl Tmn

|
= 7 E€ijki€kimn Tmn
[ —

}

Ty =Ty

(iii) Verificar que, em R2, o dual do dual NAO recupera o vetor original.

~
|
o
S

~u
|

£

<

3

Auto-dualidade e Anti-auto-dualidade

Num espago de dimensgo par, tipo R?", j4 vimos que tensores totalmente anti-simétricos de

rank = n possuem dual com mesmo rank.

A questio a se discutir agora € saber se ¢ possivel impor sobre estes o vinculo de

auto-dualidade ou de anti-auto-dualidade.

O dual de um tensor anti-simétrico T, de rank-n é dado por:

T = el
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Se existir solugdo ndo-trivial para a condigdo :

CBPF~M0-002/98

diz-se que T é auto-dual, no primeiro caso, ou anti-auto-dual, no segundo caso.

Estudemos estas condi¢des nos espagos R2,R4,R6,R8 R0,

R2

Seja T; um vetor arbitrario. Seu dual ¢ dado por :

T: =&yl
Seria possivel impor que :

T: = T; (existe auto-dualidade 7
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Emi Emi

Emili =Emit&ij T;

e —
—Omj

emili = =Thn

71m = Tm

Em R2, NAO ¢ possivel impor as condi¢des de auto-dualidade e anti-auto-dualidade sobre
vetores reais.

Vendo de outro modo:

T = &yT;
I =eyTlj=ecnTl=1

Ty =eyl;=enTy =-T
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o3
I
e 3
I
i
=

T,

Isto confirma o resultado encontrado acima.

Contudo, tomando vetores complexos, pode-se impor uma condi¢do de auto-dualidade ou

anti-auto-dualidade modificada, como veremos a seguir.

Ti = eyT)

Impor : T, =iTi|, i= J-1

Emi Emi

Tm = Tm = Tn qualquer.

Para um vetor complexo, T;, é possivel impor a condi¢do de auto-dualidade:

Ti =iTi.

Vejamos o que nos diz esta condig@o.
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=
I

iT;
Ty =iT) =enTr, =T,
T2 =iT2=821T1=—T1

T =iT), & iT, = -T)

A condig¢dode auto-dualidade sobre o vetor complexo:
Ti = (T1;T2),
impd&e que T possui apenas 1 componente independente:

T, =(T;T, =iTh)

O papel da auto-dualidade € reduzir o nimero de componentes a metade.

R4

Tensores de rank-2:

T ]
Ty = veijuiTu

Auto-dualidade:
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Ty =Ty

Tij = Q'-Sijlek1=Tij
i !

Emnij Emnij

'é' (26mk6n1 - 25m16nk) Tu = Emnij Tij
71' (2Tmn - 2Tnm) = SmnijTij

2Tmn = Emnij Tij

Tmn = '%'gmnijTij =Tmn = Tmn

Nido ha contradi¢do, portanto, em R*,é possivel que tensores reais de rank-2 sejam

auto-duais.

Ty =Ty
As componentes de T;; sdo T12,713, 714,723,724, T34

('em principio 6 componentes ) . O que nos impde o vinculo de auto-dualidade.
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Ty =T = 4euTu =T

T3 =Ti3 = venuTu=-Tau

Ty =T = veax T = T2

Ty =T = venuTu=Tu

Ty = Tos = veaaptTur = —T13

Tsa =T34 = vesap T = T
( Tia=Ts
< T3 = -T2
T4 = T23
L

Conclusio: As seis componentes de T;; ndo sdo todas independentes:

T34 = T34 = vesanTr = Tz
T23 = T,
T24 = =Th3,

T34 = T12.
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Na verdade, ao invés de 6, temos 3 componentes:

T2, Ths e Tha.

Em R%, a auto-dualidade de um tensor de rank-2 reduz de 6 para 3 o nimero de componentes

do tensor.

RS :

Verificar se é possivel termos:

7 =
Tijk = 3r €ijkimn Timn = Tijk

Tk possui =%5r = 20 componentes. A auto-dualidade deve reduzi-las para apenas 10.

Expressar as

componentes em termos de 10 componentes independentes.

RS :

Auto-dualidade:

TijkI = Zl'rgijklmnqumnpq = 1Lijjkl

R10

T = 1
Tijklm = 37 Eijkimpqrst qurst = Tijklm

R4

E dado um tensor T45., com a unica propriedade de ser anti-simétrico em ab.
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Tabc = _Tbac

Devido a esta propriedade, ao invés de apresentar 64 componentes, T dispde de apenas 24

componentes independentes, devido a condig¢do de anti-simetria no primeiro par de indices.

Propomos a seguinte decomposi¢do de Tapc :

Tabe = Rabe — €abea Sa + '%' (5ac Ve —0be Va) >

onde:

Vb = Taba = 5ac Tabc

éotracode Typc, €

Sd = ‘311‘8 dmnp Tmnp N iStO é,

Sa corresponde a parte completamente anti-simétrica de Typ..

[Tabe = Rabe ~ €abed Sd+ % (8ac Vo —8bc Va)

R3

Tapc tal que

Tabc = "‘Tbac

Se ndo houvesse a anti-simetria , T4 apresentaria 27 componentes . Devido a anti-simetria

no primeiro par de indices,
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Tasc dispde de somente 9 componentes independentes ( devido ao vinculo de anti-simetria ).

Em R3, o Levi-Cevita ¢ €mnp.

[S = '31']'8abc Tape

S € o escalar que corresponde a parte completamente anti-simétrica de Tgp..

[Vb = Tabe = Th = Oac Tabc

Vs € o vetor correspondente ao trago de Tgp..

Propomos a mesma decomposicio que o dado em R*, apenas com mudangas de

coeficientes, isto é, :

Tape = Rape + a€apeS + ﬂ(5ac Ve —0sc Va) s

onde a ¢  deverdo ser fixados com base nas seguintes condigdes:

(1) Rape tem traco nulo, ou seja, 8qc Rape = Ry = 0.
Esta condigéo devera fixar o valor de §8 .

(achamos beta = 1/2).

\smallskip Form version 2.1 Aug 21 1992\bigskip

nw stat;\bigskip

dimension 3;\bigskip

function T, R, V, S;\bigskip

indices a, b, ¢, d, e, m, n, p:\bigskip

Symbols alpha, beta;\bigskip

local expr = d_(a, c}*T(a, b, c)- beta*(d (a, c)*d (a, c)*\bigskip
*V(b)-d (a, c)*d_(b, c)*V{(a));\bigskip

contract;\bigskip

id T(c,b,c) = V(b);\bigskip

id beta = $\frac{1}{2}$;\bigskip

print;\bigskip

.end

expr = 0;



-73-~ CBPF-M0-002/98

(ii) R;5c tem parte completamente anti-simétrica nula , isto €,

€abe Rabc = 0.

Esta condigao devera fixar o valor de a.

(‘achamos alpha = 1).

Form version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;\bigskip

dimension 3;\bigskip

function T, R, V, S;\bigskip

indices a, b, ¢, d, e, m, n, p;\bigskip

Symbols alpha, beta;\bigskip

local expr =e_(a,b,c)*T(a,b,c)- alpha*(e (a,b,c)*\bigskip
*e (a,b,c))*S;\bigskip

contract;\bigskip

id T(a,b,c)*e_(a,b,c) = 6*S;\bigskip

id alpha = 1;\bigskip

print;\bigskip

.end

expr = 0;

Exercicio (1) : RS.

Reconsiderando a decomposigdo do tensor T,vk = =T,k em RS, fixar os coeficientes a ¢

Tuvi = Quvk + Q€ yykapy R%PY + B(6uk Vv — 6vi V), usando que Quyvx possui trago nulo e

componente

completamente anti-simétrica também nula.

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;\bigskip

dimension 6;\bigskip

function T, R, V;\bigskip

indices mu, nu, ka, al, be, ome;\bigskip

symbols x, y;\bigskip

local TQ = d_(mu, ka)*T(mu,nu, ka)-y* (d_(mu, ka)*V(mu) )+\bigskip
~d_(mu, ka) *d_(nu, ka) *V{(mu) ) ; \bigskip

contract;\bigskip
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id T(ka,nu, ka) = V{nu);\bigskip
id y \ = 1/5;\bigskip
print;\bigskip

.end\bigskip

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;\bigskip

dimension 6;\bigskip

function T, R, V;\bigskip

indices mu, nu, ka, al, be, ga, si, ro, ome;\bigskip
symbols x;\bigskip

local TQ = e (si,ro,ome,mu,nu,ka)*T(mu,nu,ka)-x*\bigskip

*e—(si,ro,ome,mu,nu,ka)*e_(mu,nu,ka,al,be,ga)*\bigskip

*R(al,be,ga);\bigskip

contract;\bigskip
anti R;\bigskip
id T(mu,nu,ka)*e {(mu,nu,ka,si,ro,ome) = fac (6)*R(si,ro,ome);\bigskip

id x

20;\bigskip

print;\bigskip

.end

Exercicio 2:

Espaco R? (D dimensdes).
Dado um tensor de rank-4 com as propriedades de simetria a seguir :
Ruvkl = _Rvpk}{ = _Ruvlk,

isto &, anti-simétrico no 1° e no 2° par de indices, isoladamente;

uma outra propriedade € a simetria nos pares de indices,

Ruvk/l = Rk/l;tv-

Assim, com as trés propriedades acima , deseja-se saber:

(i) quantas componentes independentes apresenta o tensor R;
(i )quantos tragos independentes podem ser formados a partirde R, 5 ;

(iiiii ) no caso especial D = 3, procure decompor R, ; em termos de tensores de menor rank

( como feito no caso do tensor Tyvk = =Ty k).
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Respostas:
(i) N = 2@

D(D-1) [ DD-1) +1]
2

D(D-1)(D?-D+2)
—_—

(“) R nvki

Rypa = 6y Ryyip = 0

Ryviabi = Ruvie = 0

5uk Ruvk}. = vap}. *#0

5#11 Ryvin = Ruviy = — Ruvuk

Este 2° trago € o primeiro com o sinal trocado. = N&o ¢ um trago independente.
Ovk vakl = R;tvvl

o VA Ruvk,l = Ruvkv = _Ruvvk

Devido as propriedades de simetria, estes dois tragos devem ser, nada mais nada menos, que

o primeiro.

()R, v k2 = €uva €rap Rap - EXpressar o trago 6,xR k2 em termos de componentes de

Rap .
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R=- &ﬂﬂ 5‘,1 —IAQ,IV +2 Rﬁﬁ 5‘,/1

=Raa 0,, —R;,

n

Raﬂ =Rﬂa
=Rga 6v/1 —va

A

5”kRqu,1 = 5‘,1 Raa "va
—_—

Definimos:

Ry = 0ukR iz

Rv}. = 5v}. Rlld - Rv/l

Tomar o trago:

A

6VA.RV), = 5wl5wl Rda - 6vl va

Executar esta relagdo e mostrar que R = §,, R,

=
<
>
!
'\4'—‘
=7
<
PN
=
|
=
<
=

2

R

aa

CBPF-M0-002/98
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Conclusio:

A

Ruvkr = €uva€iap Rap

= ~&uva&iap (Rap - é‘éaﬂR)

Isto significa que R .4, € fungdo apenas de seus tragos:

va = 5#" R;tvkl € R=Rpe= 5aﬂRaﬁ

Partindo do resultado :

Ruvia = —€uva€rap(Rap — %SaBR),usara expressio

Ouk Bua Oup

Euva€ppp = Ovi 8,y Oyp )
601( 541,{ 6aﬂ

e expandir o RHS da equagéo acima, expressandoR pvka em termos deR,p € R.

O objetivo prético deste exercicio € compreender um fato essencial no estudo da Gravitagdo

de Einstein em 3 dimensdes: o tensor de curvatura de Rieman (Runxa) € completamente
determinado pelo tensor de Ricci (R, p) € pelo escalar de curvatura (R), o que caracteriza um
fato muito peculiar de espago-tempo 3-dimensionais nas regides onde ndo ha matéria, a

curvatura ¢ nula; conseqiientemente, os efeitos de gravitagdo ndo sio percebidos localmente.



Comparagio:

R3:4B,C

Seguintes operagdes:

(4.B) = n°;
(AxB) = 3°vetor;
A.(BxC) = n°;

Comparacao

~78~

R?2:4,B,C

Seguintes operagdes:

(4.B) = n°(como no R3);
(AxB) = n°(novidade);

Nio se pode definir o produto
misto visto que o produto veto-
rial de 2 vetores é um #, e ndo

um vetor;

Operagéo caracteristica do R?,sem correspondente no R3:

dual de um vetor = outro vetor.

4 = (41;42)

4 = (A2;-4))

Z—t SijAj
Propriedade do dual:

4.4 = 0, 0 que significaque odual de £ é 1 a 4.

CBPF-M0-002/98
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-~
r¢
:
:
:
x
l% ‘ = |4| (A e Zapresentam mesmo médulo)
2.7
Com o FORM, mostrar:
2.2 =0 (i)
2 x 2 =-|2|° =-2.72 (ii)
x2= (2 = 2.2 (i)
Resposta (1 ):

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;\bigskip

dimension 2;\bigskip

vectors A, B;\bigskip

indices i, Jj;\bigskip

local phi = A( i )*(e_( 1, 3 )*A({ j ) ):\bigskip
contract;\bigskip

print;\bigskip
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.end

phi= 0;

Resposta (it ):
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;\bigskip

dimension 2;\bigskip

vectors A, B;\bigskip

indices i, j, k;\bigskip

local phi =e (i, j )*A( i ))* e (3 ,k )*A( k ));\bigskip
contract;\bigskip

print;\bigskip

.end

phi= -A.A;

Resposta ( iii ):
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 2;

vectors A, B;

indices i, Jj, k:

local phi =e_( i, J )* (e_( 1, kK )*A( k ))* A(3);
contract;

print;

.end

phi= A.A;

Exercicio: ( finalidade - simplificar expressdes):

(@xB)?(@xB)*

FORM version 2.1 Aug 21 1992

® = (Zx§)6 -

nw stat;
dimension 2;
vectors A, B;

indices i, j, k, 1;

local phi = (e_( i, JO)*A(d)* (e_(J , kK )*B( k )))"6;
local phi2 = (1)*B(1)A2*((e_( k , 1 )*A(1)*B{ k })"4;
id e_(i,3) (1 3)=2;

id e_ (J,k)*e (J k)=2;

id e_(k,1)*e (k,1)=2;

contract

CBPF-M0-~002/98
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local resp=phi-phi2;
print;
.end

phi= 64*A.A"3*B.B"3;
PhiZ2=4*A.A"2*A.B"2*B.B"2;
resp= -4*A.A"2*A.B"2*B.B"2+64*A.A"3*B.B"3;

V= 2@B) - AGB)12@.B) -B@R B2

FORM version 2.1 Aug 21 1992
nw stat;

dimension 2;

vectors A, B;

indices i, j, k, 1,m;

local phi = e (i, k Y*A(K)*((A(i)*e_( i, )*B{ J ))"4;

local phi2 =A(1)* (A{1)*B(1l))"2*(e_( i,k )*A(k)*e (i,3)*
*B( J ))"2;

local phi3 =B{(i)* ((A(i)*(e_( 1,3 )*B(3))) 3)*A(k)A(k);

id e_(i,3)*e_(i,3)=2;
id e_(A,1)*A.A%2*B.B"2=e_ (j,1)*A(j)*A.A"2*B.B"2;
id e_(k,1)*e (k,1)=2;

contract;

local resp=phi-phi2-phi3;

print;

.end

phi= -4*e (A,i)*A.A"2*B.B"2;

phi2= 2*A(i)*A.A*A.B"2*B.B;

phi3= -2*e (B,1i)*A.A"2*A.B*B.B;

resp= -2*A(i)*A.A*A.B"2*B.B-4*e (A,1)*A.A"2*B.B"2+

+2*e (B,1)*A.A"2*A.B*B.B;

Propriedades a serem analisadas:
(i)de 7 so sempre 2 vetores I. ind.;
(iiYSe =4 =2=T:

(iii)SeB = 7 = 7 = —B;

(iv)|2+3| 2 vz |2|.

Expressdes envolvendo contracdes entre vetores,
tensores e matrizes

Motivagdo para tais calculos: preparagdo ao estudo da equagio de Dirac em 2 dimensdes

(equagéo que descreve o elétron em movimento planar). Aplicagdo Efeito Hall Quantico.
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Matrizesy :yi (i=1,2)

ys = I > checar

< YisYj > = 25,112
{, }: anti-comutador

[, ]:comutador

{4.B) : AB+BA

[4,B] : AB-BA

A relagio {yi,v; } = 26yldefine a chamada algebra de Clifford, que é um concerto

matematico fundamental para a formulagdo da equagio de Dirac.

Propriedades a serem verificadas:
tryi = 0
r(yivj) = 265

r(yivive) =0
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tr(y,-yjykyz) = —tr(y;y,-y,-n) +4 5i15jk -4 5jl5ik +4 5/(15,']'
= 25ij5k1 + 25il5jk - 25ik5jl
tr(yiyiya¥iym) = 0
?
(Y iV Yky1¥m¥Yn) =
P = yipi; pi sdo as componentes do vetor 7.
p = (p19p2)

Q = viqi;q: sdo as componentes do vetor 7.

q =1(q1.92)

Expressdes a serem realizadas:

trP=7?
rQ=7?
detP=7?
detQ=7?
tr(PQ)=7?
P2=7
Q*=2?
trP3=2?
trQ3=2?
P4=7?
Q*=7
tr(y:iPymQ)=7?

Calculo extra:

Zij E[%’s?’j]
”(Zg) =0

CBPF~-M0-003/98
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”(Eij Zkl) % 2( 5ik5jl - 5i15jk)

R= Z,-,-Piqr'

tr(R?) = ?

Respostas dos exercicios anteriores:

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;
Dimension 2;
Indices i, j, k, 1, m, n;
Vectors p, q;
Local FI i

Q
=
—

= (1);
Local F1 = g (1,i);
local F2 = g (1,i)*g (1,3);
local F3 = g (1,1)*g_(1,3)*g_(1,k);
local F4 = g_(1,1)*g_(1,3)*g_(1,k)*g (1,1);
local F5 = g_(1,i)*g_(1,3)*g_(1,k)*g_(1,1)*g_(1,m);
local F6 = g_(1,i)*g_(1,3)*g_(1,k)*g_(1,1)*g_(1,m)*g_(1,n);
Local F7 =g (1,i)*p(i)*g (1,3)*q(]):
Local F8 = g (1,1i)*p(i);
Local F9 = g (1,1i)*q(i);
Local F10 = ( g (1,i)*p(i))"3;
Local F11 = ( g_(1,1)*q(i))"3;
Local Fl2 = g_(1,i)* g_(1,3)*p(J)*g_(1,m)*g_{(1,n)*q(n);

tracen,1l;
unittrace 2;
print;

.end

FI = 2;

Fl1 = 0;

F2 = 2*d_(i,3):

F3 = 0;

CBPF-M0-002/98

F4 = 2*d_(i,3)*d_(k,1) - 2*d_(i,k)*d_(5,1) + 2*d (i,1)* d_(5,k);

F5 = 0;

F6 =
2*d_(i,3)*d_(k,1)*d_(m,n) - 2*d _(i,3j)*d_(k,m)*
*d_{(l,n) + 2*d_(i,3)*

d_(k,n)*d_(1,m) - 2*d_(4i,k)*d_(j,1)*d_(m,n) +
2*d_(i,k)*d _(j,m)*d_(1,n)

- 2*d_(i,k)*d_(j,n)*d_(1,m) + 2*d_(i,1)*d_(j, k)*d_(m,n)
= 2*d_(i,1)*d_(3,m)*d_(k,n) + 2*d_(i,1)*d_(3,n)*d_(k,m)
- 2*d_(i,m)*d_(j,k)*d_(1,n) + 2*d_(i,m)*d_(3,1)*d_(k,n)
- 2*d_(i,m)*d_(3,n)*d_(k,1) + 2*d_(i,n)*d_(j, k)*d_(1,m)
- 2*d_(i,n)*d_(3,1)*d_(k,m) + 2*d_(i,n)*d_(j,m)*d_(k,1);

F7 = 2*p.q;



F8 = 0;
F9 = 0;
F10 = 0;
F11 = 0;
Flz = 2*p(i)*q(m)

+ 2*p(m)*q(i)

~85-

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

Dimension 2;

Indices 1i,3j,k,1;
NFunction An,gi,gj;
Vectors p,q:

Local soma = An{gi,gj):

id An(?,??) = gi*gj - gj*gi;
id gi = g_(1,i);
id gj =g (1,3):
print;
.sort
soma =
g_(llilj) - g__(lljri);

skip soma;

local F1
local F2
local R = (

= (g_
(g
tracen,l;
unittrace 2;
print;

.end

Fl1 = 0;

F2 =

g_(lrirj)_ g_(lljli);
(1,1,3)- g_(1,3,1))*(g_(1,k,1)

_(1,1,3)- 9_(1,3,1))*p (i) *q(3)

- 8*d_(i,k)*d_(3,1) + 8*d_(i,1)*d_(3,k);

-~ 32*p.p*q.q;

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 2;

cfunction M,N,R,V;
indices i,73;

symbols pl,p2,g9l,q2;
local detp = e (1,2)%*e

+e_(1,2)*e_

local detq = e_

(1,2)*e_
+e (1,2)*e

(1,3)*M(1,1)*M(2,3)+
(1,3)*N(1,1)*N(2,3);

(i,3)*R(1,1)*R(2,3)+
(1,3)*V(1,1)*V(2,3);

- 2*d (i,m)*p.q;

g

(1,1,k));

I

CBPF-M0-002/98
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contract;

id M(1,1) = 0;
id M(1,2) = pl;
id M(2,1) = -pl;
id 2,2) = 0;
id 1,1) = p2;
id 1,2) = 0;
id 2,1y = 0;
id 2,2) = -p2;
id R(1,1) = 0;
id R(1,2) = ql;
id R(2,1) = -ql;
id R(2,2) = 0;
id v(1,1) = g2;
id v(1,2) = 0;
id v(2,1) = 0;
id v(2,2) = -q2;
print;
.end
detp

pl*2 - p272;
detq =

gl~2 - g272;
\vspace{lpt}

Respostas de P2, Q2, P4, Q% usando o MAPLE V :
> restart;

> with (linalg):

> pa:=matrix (2,2,[0,p1,-p1,0]);

| 0 pl
pa:= 1 0

> pb:=matrix (2,2,[p2,0,0,-p2]);

| p2 0
pb .—|: 0 —p2 jl

> pci=pa + pb;
pc:=pa+pb
> evalm(pc);

[ p2 pl
-pl —p2

> evalm(pc&*pc);

[ p22-p12 0
0 p2% —pl?

L

> evalm(pc&*pc&*pc&*pe);

CBPF-M0~-002/98
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(P22 -pl12)2 0
0 (p22 _p12)2

>qa:=matrix(2,2,[0,q1,-q1,0]);

_ [0 gl

4a = —q1 0

> gb:=matrix(2,2,[q2,0,0,-q2]);
C 20

0 g2

>qc:=qa+qb;

gb =

qc:=qa+qb

> evalm(qc);

q2 ¢l
-ql —q2

>evalm(qe&*qc);

[ ¢22-412 0
0 q2% - g12

> evalm(qc&*qec&*qe& *qe);

[ (g22-q12)2 0
0 (922 - q12)?

Exercicio 1: Desenvolvimento da parte algébrica ( matrizes-y ), de um grafico de Feyman
com loop fermidnico.

( photo self-energy )
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A expressio a ser simplificada é dada por:

Li=1tr[¥i¥m¥k¥n¥i¥r¥k¥s1qm(@n + qn)(Gr + @ — Pr) * (g5 — ps)

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

Dimension 2;

Vectors q, ql, p:

Indices i, j, k, m, n, r, s;

local L = (g_(1,1)*g_(1,m)*g_(1,k)*g_
* g (1,8))*q(m)*(g(n)+gl(n))*(qlr)+ql(
tracen, 1l;

unittrace 2;

contract;
print;
.end
L =
8*q(i)*q(3)*ql.ql - 8*q(i)*q(3)*p.p - 8*q(i)*ql(j)*q.q +
- 16*q(i)*ql(j)*q.ql + 8*q(i)*ql(j)*qg.p + 8*q(i)*ql(j)*gl.p +
- 4*q(i)*ql(j)*p.p + 8*q(i)*p(j)*q.p - 4*g(i)*p(3)*gl.ql +
+ 8*q(j)*ql(i)*q.q - 8*q(J)*ql(i)*qg.p - 4*q(j)*ql(i)*p.p +
+ 8*q(J)*p(i)*q.p - 4*q(j)*p(i)*ql.ql + 8*q(j)*p(i)*ql.p +
+ 8*ql(i)*ql(j)*q.q - 8*ql(i)*ql(j)*q.p - 4*ql(i)*p(j)*q.q +
+ 8*ql(1i)*p(3)*q.p + 4*ql(j)*p(i)*qg.q + 8*ql(3)*p(i)*qg.ql +
- 8*p(i)*p(j)*q.q - 8*p(i)*p(j)*q.ql - 8*d (i,j)*qg.q*q.ql +
+ 8*d (i,j)*qg.q*q.p - 4*d_(i,3)*q.gq*ql.ql + 4*d_(i,j)*qg.g*ql.p +
+ 4*d_(i,j)*q.gq*p.p - 4*d_(i,j)*q.q"2 + 8*d_(i,3)*q.gl*g.p +
+ 4*d _(i,j)*q.ql*p.p + 4*d_(i,j) *q.p*ql.ql - 8*d (i,j)*q.p*ql.p+
- 8*d_(i,j)*qg.p"2;

Exercicio 2: Preparago ao cédlculo no contexto de modelos-o ( importantes no estudo do
ferro-magnetismo e em Fisica de Particulas Elementares ).

A formagio de modelo-c é baseada na existéncia de um tensor simétrico de rank-2,
denominado tensor métrico. No caso particular de uma N-esfera, o tensor métrico pode ser

EXpresso como:

PiPj ;3
gij = 5,_‘,"1' 1_—(0“//,—’( ,onde 1,_],k= 1,2, aN

(Ha soma sobre k no denominador.)

N
PkPk =D Pr Pk
k=1

A partir da matriz g;; , chegar a sua inversa, (g )i
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N=2

1-‘1’5 9192
_ l-pt—p3  1-pf-93

&= 192 1- ¢t
1-pt-03  1-97-p3

N=3
1-p3-03

g= 1-0) R A

\smallskip FORM version 3.-(Nov 29 1997). Run at: Fri Jan 16 16:05:59 1998
Functions g, del, phi, [1l-phi (n)"2];
CFunctions PHI, [1-PHI (n)"2]:
Indices i,j,k,m,n;
nwrite statistics;
Local F = del(j)*g(m,k)+
del(k)*g(j,m)-del(m)*g(j,k);

print;

.sort

F =

del(j)*g(m, k)+del(k)*g(j,m)-del (m)*g (7, k);

*definitions

*id g(m?,k?)=d_{(m, k) -phi(m) *phi (k) /[1-phi (n)~2];

print;

.sort

F =
del(j)*d_(k,m)—del(j)*phi(m)*phi(k)/([l—phi(n)AZ]) + del(k)*d (j,m)-
del(k)*phi(j)*phi(m)/([l-phi(n)AZ])—del(m)*d_(j,k)+del(m)*phi(j)*
phi(k)/{([1-phi(n)~21);

*rules for differentiation

repeat;
id del (i?)*phi(j?) = d_(i,]J) 4+ phi(j)*del(i);

endrepeat;

id del(i?)/[1-phi(n)"2] = 2*phi(i)/[1-phi(n)~2]1°2;
id del(i?) = 0;

print +s;

.sort

F:
+2*phi (j) *phi (k) *phi (m) * ({1-phi (n) ~2]) " (-2)
—2*phi (j) *phi (m) *phi (k) * ([1-phi(n)~2]) " (-2)
-2*phi(m) /{[1-phi(n)~2])*d_ (3, k)
-2*phi (m) *phi (k) *phi (§) * ({1-phi(n)~2])*(-2);
*
*normalization: first we look at the numerator
denominator = (l-phi(n)~2)+2
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Local expr = 1/2*g(i,m)*F;

id g(i?,m?) = d (i,m)-phi(i)*phi(m);

print +s expr;

.sort

expr =
-phi(i)/({1-phi(n)"21) (3,k)
-phi (i) phl(k)*phl(J)*([l phi(n)"2])"(-2)
-phi (1) *phi(m)*phi (j) *phi (k) *phi (m) * ([1-phi(n)~2])" (-2)
+phi (i) *phi (m) *phi (j) *phi (m) *phi (k) * ([1-phi(n)~2]) " (~-2)
+phi (i) *phi (m) *phi ( m)/([l phi(n)~2])*d_(3j, k)
+phi (1) *phi (m) *phi (m) *phi (k) *phi () * ([1-phi(n)~2])*(-2)
—-phi (j)*phi(i)*phi(k)*([1-phi(n)"2])"~(-2)
-phi(J)*phi (k) *phi(i)* ([1l-phi(n)*2])"(-2);

drop F;

id 1/[1-phi(n )A2] 2 =1;

id 1/[1-phi(n)*2] = 1-phi(n)~2;
* move to commuting functions
id phi(i?) = PHI(i);
antibracket PHI;

print +s;

.sort

expr =
+d_(3,k)*(-PHI(i)+PHI(i)*PHI(m)"2 +
—PHI (i) *PHI(m)~2*PHI (n)"2 +PHI (i) *PHI (n)" 2)+
-PHI (i) *PHI(j)*PHI (k) *PHI (m)"2;

*further simplification of numerator
*

id PHI(m)"2 = 1 -~ [1-PHI(n)"2];
antibracket PHI;

print +s;

.sort

expr =
+[1—PHI(n)A2]*d_(j, )* (-PHI (i)+PHI (i) *PHI (n)"2)+
+[1-Phi(n)”2]* (-PHI(i)*PHI(j)*PHI(k));

*

*The requested formula

*

id [1- PHI(n)"2] = 1/[1-phi(n)*2];
antibracket PHI;

print +s;
.end
expr =
+1/({1-PHI(n)"2])*d_(j,k)* (-PHI(i)+
+PHI (1) *PHI (n)"2)+1/([1-PHI(n)"2])* (-PHI (i) *PHI (j)*PHI (k));

?i @5
1~‘pk Px e

(g Vs = 85— 0ig;

Dadoque gy = 6; +

= g.g7! = I, ( caso geral:NxN)
= Zim &m = Ojj
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— , Pi Om . N?S..

= (51m + T-9, ¢, )(émj ~Pm (pj) = 51}

_ < S, . Di Pm L Qi Pm Pm Pj
- 51m6mj 61m(pm (pj + l-q)k ‘pk 6m1 1_(01‘ ‘I’k
— S — . $iQi _ PiPiOm Pm

_51] (p’(p] + 1-¢; ¢, l-¢, @,

=6 — @ip; + ;p—(';' (1 = @mom)
—@ —_—

2
-gj

=3y

A matriz inversa, g~!, é expressa em termos de indices superiores.
gij (1: row, j: column),
g7(i: row, j: column); g¥ designa gy

A relagdo gi(g™')y = 8y deve ser reescritaem termos da matriz com indices levantados:

Li=j

gikg" = 5{ ( 6,-j ¢ o usual delta de kronecker: 5{ = 0, i #]

)

Convencionalmente, referimo-nosaos indices inferiores chamando-os de indices covariantes;

quanto aos indices superiores sfo designados de indices contravariantes.

A matriz-g ( tensor métrico) apresenta indices covariantes ao passo que a inversa da métrica

carrega indices contravariantes.

e

Tendo-se estabelecido o tratamento do tensor métrico da N-esfera, podemos, em seguida

introduzir o conceito do chamado Simbolo de Christoffel, caso particular da grandeza que em

geometria diferencial € conhecida como Conexdo Afim.

"% : Simbolo de Christoffel.

Tijk= 4 gim(0jgmk + Okgjm — Omgk),
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onde ¢; = -2
4

No nosso caso,

Pm Pk
2
1 —@n

Emk = Omk —
gim = §im ~ (Di(Pm

Com isto, estamos aptos a escrever a expressio do Simbolo de Christoffel para a N-esfera.
Finalmente, com os tensores g;; e g%, podemos definir vetores covariantes e contravariantes.
v; : componentes covariantes do vetor v.

v/ : componentes contravariantes do vetor v.

vi= giky,
vi = givk

No R”, o tensor métrico é a identidade:

gy=0j
portanto
vi = §ky,
Veontrav = 12Veov = Veontray = Veov.

Em espagos onde o tensor métrico ndo seja a matriz identidade, o produto escalar entre
vetores deve ser realizado com o auxilio da métrica, como abaixo:

U<~ u ou u =gy,

vevioou v =gyv;

uv = giuv.
NoR" : gjj = djj—uv = 05u'W = u'v = uv = uiv,
0 que reproduz a expressio usual do produto escalar.
Voltando ao caso geral:
Duv = gyu'v = uigyv = uly;

——t
Vi
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QDuv = gyu'v =gu'v/
W—/
uj

(onde se usou o fato de que a métrica ¢ um tensor simétrico em seus indices)

=uv=uvl = uy

Finalmente, uma outra possivel forma do produto escalar ¢ apresentada com o auxilio do

tensor métrico inverso, gi :
gig¥ = &

uv = gy’ = gi(g* ur) (gMvm) =

= 8ig*g" ukvm = 8f g upvm =

g"uvm = gluv;

As diferentes maneiras de escrever o produto escalar estdo agrupadas a seguir:

uv = gyu'v = giuiv; = ulv; = uv'

Exemplos para fixagdo dos conceitos de métrica, covaridncia, contravaridncia e produto
escalar num espago curvo. '

Espago adotado: 2-esfera, S2 = {(x;y;z)/x2 +y2 +22 = 1}

Coordenadas esféricas: (0;¢),0 <8 < I1

0<g < 20
1 O
& = 0 sin?

Exercicios:

Hgh=7
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Du' = (ugsuy)

u =7

Nuv = gyu'v =2

ulv; = ?

= gUuivj =7

OBS: gj = 6 — 08206262

g% =8 +cot?08n8p
_ 2 _ 8
al = o0 62 - EP)

4) Ui = +&™(0) gmk + Ok gim ~ Om i) = ?

Respostas dos exercicios:

1
> with(linalg):
> G[i,j]:=matrix(2, 2,[1, 0, 0,(sin (theta))"2]);

1o
GlLJT= o singe)

> Gli,j,c]-=inverse(G[i,j]);

o 1 0
Gl j,c] = 0 .(10)2

2)

> Ulic] := vector( [U[theta],U [phi]] );
Uie = [Up, Uy]
> U[i]:=multiply(Gfi,j],U[ic]);
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+
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~-95.

U; = [U,, sin(0)? Ug]

3)

> V[jc]=vector([ V[theta],V[phi]]);
Vje :=[Vg, Vy]
> UV_1:==multiply(G[i,j],U[ic],V[jc]);

UV_1:=UyV, +5in(6)? Uy V4
>V[i]:=multiply(G[i,j], V[jc]);

VI[i] := [V, sin(6)? V4]
> UV_2:=multiply(U[ic],VI[i]);

UV_2:=Ujy Vg +sin(6)2 Uy V,
> UV_3:=multiply(G{ij,c],U[i], V[i]);
UV_3:=Uy Vg +5in(0)2 Uy V,

4)

ORM version 3.-(Nov 29 1997). Run at: Thu Jan 22 13:45:23 1998

unctions cot, cos, sin, g, del;
ymbols ct, st;

ndices i,j,k,m,n, theta;

write statistics;

ocal F = del(j)*g(m, k) + del(k)*g(j,m) - del(m)*g(j,k);
print;

sort
el(j)*g(m, k) + del(k)*g(j,m) - del(m)*g(j,k);
definitions

id g(m,k) = d_{(m, k) - cos(theta)"2*d_(m,2)*d (k,2);

id g(j,m) = d_(j,m) - cos(theta)"2*d_(j,2)*d_(m,2);

id g(j,k) =d _(3,k) - cos(theta)”2*d_(j,2)*d (k,2);
rint;

sort

el(j)*d_(k,m) - del(j)*cos(theta)*cos(theta)*d_(Z,k)*d_(2,m) +
del(k)* d (j,m) - del(k)*cos(theta)*cos(theta)*d_(Z,j *d (2,m

del(m})*d (j,k) + del(m)*cos(theta)*cos(theta)*d_(2,j)*d_(2,k)
rules for differentiation

epeat;
d del (i7?) *cos(theta) = -d_(i,1)*sin(theta)+ cos(theta)*del(i);

)

’

CBPF-M0-002/98
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endrepeat;
id del(i?)
print +s;
.sort;

cos(theta) *
cos{(theta)*
cos (theta)*
sin(theta)
sin(theta)
sin(theta)

L+ + 1+ 4

’

Local expr =
print +s exp
.sort

expr =
- 1/2*
1/2*g
1/2*g
1/2*g
1/2*g
1/2*g

1)
1)+
2)
2)*

(i,
(1
(i,
(1
(1 2)
(i

N

’

drop F;

0;

theta
theta
theta

sin{(
(
(
(theta
(
(

sin
sin
*Ccos
*Cos
*cos

theta
theta

1/2*g(i,m

r;

theta
theta
*cos (theta
cos(theta
*sin(theta
*sin(theta

*Ccos
sin

-96-
y*d_(1,3)*d_(2,k)*d_
y*d_ (L,k)*d_(2,3)*d_
)*d (L,m}*d_(2,3)*d_
)*d (1,3)*d_(2,k)*d_
)*d (1,k)*d_(2,3)*d_
)*d (1,m)*d_(2,3)*d_
) *F;

) *sin(theta)*d (2, 3)
) *cos (theta)*d (2,3)
) *sin(theta)*d (1,3)
)y *sin( theta)*d (1,k)
) *cos (theta)*d (1,7)
) *co (theta)*d (1,k)

id cos{theta) = ct;
id sin(theta) = st;
print +s;
.sort;
expr =
- g{i,1)*d_(2,j)*d_(2,k)*ct*st
+ g(i,2)*d_(1,3)*d _(2,k)*ct*st
+ g(i,2)*d_(1,k)*d (2,3)*ct*st
id g{i?,1) =d (i,1);
id g(i?,2) = d_(i,2)/st"2;
id ct/st = cot(theta);
id ct = cos(theta):
id st = sin(theta):
print +s;
.end
expr

+ cot(theta)*d (1,j)*d_(2,i)*
*d_(1,k)*d_
*sin(theta)*d

+ cot(theta)
- cos(theta)

’

—> Dado um tensor de rank-2, 7%, com componentes 7% = (

v

(2,k)
(2, 1)*d (2,3)
(1,i)*d_(2,3)*d_

T =2

(2,k)

]be ]bw
Too Top

CBPF-M0-002/98
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Ti=7? F=Tiuv =7

Respostas:

> Ti,j,c] =
matrix(2,2,[1{theta, theta], T{theta, phi], T[phi, theta), T[phi, phi]]);

T Too Toy
T Te Ty

> interface(labeling=false);

> 11i,j] := multiply (G[7,/1, TTi,j, ], Gli,j1);

_— Tog  Topsin(0)’
Y sin(0)2Tse sin(0)*Tse
> Tlic,j] = multiply (11i,j, c], G[i,j]);

_ l: Too Togsin(0)® J
A Tso sin(0)’Tyy
> 1lic,i] := trace (Tic,j]);
Tic,i] = Tpp + sin(6)? Ty 4
> Ulic] := vector ([Ulthetal, U[phi]]);
Uic := [Uy, Uy]

> V[jc] =matrix (2, 1, [V]theta), Viphi]]);

Vo
Vjc " [ V¢ }

> 11i,j] = multiply (G[i,j], T1i,j, c], Gli,/]);

_— Tos Ty 45in(0)*
P sin(0)?Tye sin(0)*Tsg

> F = multiply (Ulicl, T(i,j], Vijc]);

CBPF-M0-002/98
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F;KUﬂ@+mewfn@n+a@mﬁmwf+mewfnwm]

OBS1: 7% NAO ¢ o inverso de T, i 1sto s6 vale para o tensor métrico e ndo para tensores

genéricos.
OBS2: zZV,™
J_k m
Z i
~——

Aplicagio: Consideremos um espaco parametrizado por coordenadas

(&' =a,8 = B, & = y) e tensor métrico dado por:

1 0 p?

gi=| 0 a* 0 , onde se tem:
B0 a2p

lal + |BI.

S#o dados os vetores e tensores abaixo:
u = (Ua ,ug, uy)

v"E(v.,,vp,vy)

Taa Taﬂ Tay
TW=| Tpa Tpp Tpy
ZYy
Obter:
a)gl =7

b)u,-=?
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c)vi=7?

d)T", =7
€))7y =7

)T =7
g)T, ' =7
h)zZ 1 =7?
1)Z9 y=Wi=2?
I =7
k)zV; =2

DYF =2V gy UiUvs'! =2

Respostas dos exercicios:

> restart;
> with(linalg):
> G[1,j]:=matrix(3,3,[1 ,0,beta”2,0,alpha”2,0,beta”2,0,alpha”2*beta’2]);
1 0 p?
B2 0 a2p?

> Ulic]:=vector([U[alpha],U[beta],U[gamma]]);
Uic :=[Uq, Ug,Uy]
> V[ic]:=vector([V[alpha],V[beta],V[gamma]]);
Vic :=[Va, Vg, V,]
>TT[i,j,c]:=matrix(3,3,[ T[alpha,alpha],T[alpha,beta], T[alpha, gamma],T[beta,alpha]
T[beta,beta],T[beta,gamma],T[gamma,alpha],T[gamma,beta],T[gamma,gamma]]);

2

Ta,a Ta,ﬁ Ta,y
Tije = T, Ba T, B.B T, By
Tr,a Ty,ﬂ T'y"y

exercicio A)

> Gli,j,c]:=inverse(G[i,j]);
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a? 0 1
a?ZpT a’-f
Glijcl=| 0 & o
| 1
a*=p 0 pHa?-p?)

exercicio B)

> Uli]:=multiply(G[i,j],Ufic]);
Ui = [Ua + ﬂzUy, a2Up, ﬂzUa + azﬂzUy]

exercicio C)

> V[i]:=multiply(G[i,j], V[ic]);
Vii=[Va+ B2 Vy,a2Vp, B2 Va +a2f2 V,]

exercicio D)

> Tlic,j]:=multiply(T[i,j,c],G[i,j]);

Ta,a + Ta,y ﬂ2 Ta,ﬂ aZ Ta,d ﬂ2 + Ta,‘/azﬂz
Ticy=| Tpa+TpyB> Tppa? TpoB?+Tp,a?p?
Tya+TyyB* Typa® Tyof?+Tyya?p?

exercicio E)

> T[i,j]:=multiply(G[i,j],T[i,j,c],G[i,j]);

Ty = [Taa + Tay B* +(Tay + TryB*)B*,(Tap + BT, 5)a?,

(Taa + Tya BP)B* + (Tay + Tyy B?) a2

[a?Tpq + Tp,02B2,Tgpat,a’Tp B2 + a* Ty, 2]

[TaaB? + @B Tya + (Tay + Trya?B?) B2,(B?Top + a?B2 T, p)a?,
(Taaf? + @*B2Tya) B* + (Tay B + Ty pa? B2)a? B2]

exercicio F)

CBPF-M0-002/98
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> Tlic,i]:=trace(T[ic,j]);

CBPF-M0-002/98

Tic’i = Ta,a + Ta,y ﬁz + Tﬂ’paz + Ty’aﬁz + Ty,yazﬂz

exercicio G)

> Ti,ic]:=T[ic,il;

Tijc = Taa+ TayP?+Tspa? + Tyof? + Ty a2 B2

exercicio H)

> Z[ic.j,k,Ic]:=G[j,m]*G[l,n,c]*Z[ic,mc,k,n];

Zic,j,k,lc = Gj,mGl,n,cZic,mc,k,n

exercicio I)

>W[i,j,c] :=matrix(3,3,[W[alpha,alpha],W[alpha,beta],W[alpha,gamma],W[beta,alpha],
W[beta,beta],W[beta,gamma],W[gamma,alpha],W[gamma,beta],W[gamma,gamma]]);

Wa,a Wa, B Wa,‘y
Wea Wpp Wpy
Wr,a Wy,ﬂ Wm

Wije =

> Wii,jc]:=multiply(G[i,j], W[ij.c]);

Wa,a + ﬂz Wy,a
a 2 Wp’a

Wli,je] =

Wa,ﬂ + ﬂZ Wy,ﬁ
a2 Wﬂ,ﬂ

Way + B2W,,
a2 Wﬁ’y

B*Wao +a?B2W,, p2 Wop+a?B2W,5 B*Wa, +a2B2W,,

> Z[ic,jc,i,l]:==";

Waa+ B2 Wya

. 2
Zicjeijl = atw, Ba

Waop+B*W,z

Way + B2W,,

(ZZWI;J; azWﬂ’y

ﬂz Wa,a + azﬁz W'r’a ﬂz Wa,p + azﬂz Wr,ﬂ ﬂz Wa,'y + azﬂz ny,y

Mais detalhes sobre os itens (f) e (g ):

T'j=gul™ =Tg



TiJ =guThV =gT

T =wr(Tg)
T; 1 tr(g.T)

ou ndo, simétrico.

Tiji Tij
1 1
Tg gT

=ZV y+Z% 4+ 2% 3

-102~
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}Como otr(MN) = tr(NM) = T'; =T, '; independente de T¥ser,

A contragd@o do 1° com o 3° indice reduz o tensor Z, de rank-4, ao tensor W, de rank-2.

Adotemos que:

Waa coe
Wi = : :
1 0o p
BZ 0 a2 ﬁZ

g% - conhecida = g

a=¢l
B=¢&
y=8&

Th = 4 8"™(0; gmk + Ok gjm + Om gjx)



i=1

rty Tl
ry T4
ry, I
1=2

'y, Th
s T%
ry T
1=3

iy

01 = a%
0, = a%
03 = %
Wiy =270y

T3

'}
Il

I'ts
'3
'3

o, @
Im .le n|°’

Q@
<

~103-

Zi = W) = gmWim = Wingm = r(W.g)
Zi = twr(Wg)
F = Zi U, Up*!

Soma de 81 termos:

yAY 11U1U1v1v1 + ..+ 73 33U3U3v3v3.

CBPF-~-M0-002/98
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Calculo Vetorial no R2

Usualmente, as teorias fisicas sdo formuladas no espago 3-dimensional, adotando o tempo como
coordenada que parametriza a dinimica e a evolugo dos sistemas tratados. Este € o caso, por
exemplo, da Mecanica Quantica. Entretanto, uma série de fendmenos em Fisica apresentam
comportamento planar, isto €, podem ser descritos, em excelente aproximagio, como se
desenvolvendo em um plano, sendo aceitavel, portanto, descartar a 3¢ dimensdo espacial. O
proprio movimento planetério € planar, sendo, entfio, necessarias apenas 2 coordenadas espaciais
para descrevé-lo.

Mais recentemente, alguns fendmenos em Fisica da Matéria Condensada, como Efeito Hall
Quantico e a Supercondutividade e as Temperaturas Finitas apresentam-se como exemplos de
fen6menos planares. Desta forma, justifica-se, nio somente para fins meramente didaticos, uma
visdo mais detalhada do calculo e da Anélise Vetorial em 2 dimensdes espaciais.

Ambiente de trabalho: R2.

coordenadas cartesianas (X ;y )

]
N> >

R2

> &>

Pontos do espago: x= (x;y) = x x +y )A)

A

Vetores: referidos aos versores x e y.
;’-i =4, )/2 +A4, )AIE (A1;A2)

Ao 4; (i=12)

i é chamado indice vetorial .
2 vetores :Z e Z? :4;e B;.

2
Produto escalar: 4. B= 41B1 + A2B2 =Y AiB;

i=1
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Convengdo da soma : indices repetidos ( indices mudos ) s&o naturalmente somados.

A.B= A;B; (‘esta implicita a soma sobre o indice i).

Exemplol:

® = (4B + A2B>)?

® = (49Bt + A3B% + 241B1.42B3)

Em termos de indices mudos:

©=(4.B) Zar ()
®=(4.B)" 2 4B)A4B) ()

Vamos checar as hipéteses I e I1.

® < A?B?
1 Falso.

= A3IB? + A3 B3

Falso : perde-se o termo24,42B,B>
Também € Falso.
= A1Bt + A3B3

0
O = A4,B;.A;B;

II.
Como entfo escrever @ corretamente em termos de indices mudos ?

® = (4;B;)>=(4.B)(4.B) =
= (4iBi)(4;B;)
=ﬁi 5§ AiBi4;B;

J=1

i=1
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O = A]B](A]B] +Asz)+ Asz(AlBl +A232)
= A{B? + A3B3 +2A4,B142B>

Lig¢do que extraimos:

Sempre que no mesmo termo, houver mais de um par de indices somados, deve-se adotar

para cada par um simbolo diferente.

® = (4.B)(4.B) = 4:Bi4;B;

Exemplo 2:
X=(Z §)3+((_f f))z+ E.F
x=(i.B)(A.B)(A.B) +(C.D)(C.D) + E.F

X = AiB,'Aij AkBk+ C,‘D,'Cij + EiFi
~— —

ou
CiDiCDn

Exercicio de aplicagdo:
Simplificar a0 méaximo as expressdes seguintes:

Exercicio 1:

©-(4.8) -a2p2- (A xB)"

A= 4.4
B = B.B

AXx B = ¢g;AiB;

¢ € a chamada densidade tensorial de Levi-Cevita.
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E&j = —&j

g2 = +1

g1 = —€12 = -1
g =€x2=0

g€k = Oubji — Oirbjk
€ij€jk = —Oik

Resposta:
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 2;

vectors A, B;

indices i, j, k, 1;

local phi=A( i )*B( i )*A( j )*B( j )*A( k )*B( k )*

*A( L )*B( 1 )-A( 1 )*A( i )*B( J )*B( j )+
—e_ (1, jJ)*_(k, 1 )Y*A{ 1 )*B( j )*A( k )*
*B( 1 );

sum i, j, k, 1;

contract;

print;

.end

phi = - 2*A.A*B.B + A.B"2 + A.B*4;

Exercicio 2:
- - — - -2 - - '
®=(4xB)(d4xC)- 4 (B.C)
FORM version 2.1 Aug 21 1992
nw stat;
dimension 2;

vectors A, B, C;
indices i, j, k, 1;

local phi=e (i, 3 )*A( 1 )*B( j Y*e_( k , 1 )+
*A( Kk )*C( 1 )-A(C 4 YA 1 )*(B(J I*C( 5 )
contract;
print;
.end
phi = - A.B*A.C;

Exercicio 3:
®=(4xB) -(4.8)
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;
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dimension 2;

vectors A, B;

indices i, j, k

local phi = ( ,
_( *

ide ( k, 1 )*e ( k

contract;

print;

.end

phi = 4*A.A"2*B.B"2 - A.B"4;

Em R2, € possivel converter produto vetorial em produto escalar .
Z X E = nghfﬁ
A1By — A2B)

AxB = A, B, = A4.B

Dual de um Vetor:

2,‘ ESijAj
A1 =g 42
;12 =—-A
A = (4:;42)
A = (d2;-4))
4 (Dual do dual ):
Z = Sg ;b
= g€k Ak
=8 = —A; A4 = -4

Exercicio 4: Checar no FORM:

-

) ®= 4.B <2 4.8

FORM version 2.1 Aug 21 1992
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nw stat;

dimension 2;

vectors A,B;

indices i, j, 1;

local phi =e_( 1, 3 }*e (i, 1L )Y*A( 3 )*B( 1 );
contract;

print;

.end

phi = A.B;

2 - -

2)® = AxB AxB

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;
dimension 2;
vectors A, B;
indices i, 3, k
local phi=e ( i
*(e (

PR
rJ ) ¥ (e (
j, 1)*

contract;

print;

.end

phi = e (A,B);

Exercicios Extras:

—

: - 9 -
)®=4A.B = A.B
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 2;
vectors A,B;
indices i, j;:

local phi = (e_( i, J )*A( 3 ))*B( i );
contract;
print;
.end
phi = - e (A,B);
)P =AxB = A x B
?

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 2;

vectors A,B;

indices i, j,k;

local phi = e_( 1, J )*( e (1, k )*A{ k })*B{ j ):
contract;
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print;
.end

phi =A.B

Produto escalar

Calculo do produto escalar entre dois vetores u e v genericos:
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

functions u,v;

indice a;

local ProdEsc = u(a)*v{a);
sum a 1,2,3;

ps

.end

ProdEsc =
u(l)*v(1l) + u(2)*v(2) + u(3)*v(3);

Produto vetorial

Calcule o produto vetorial entre dois vetores u e v:
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

Cfunction M;

functions ul,u2,u3,vl,v2,v3,i,J,k;

indices a,b,c;

dimension 3;

local ProdvVet = e (1,2,3)*e_(a,b,c)*M(1,a)*M(2,b)*M(3,c);

contract;

id M(1,1)=i;
id M(1,2) j,
id M(1,3)=
id M(2 )—ul,
id M(2 2)=u2;
id M(2,3)=u3;
id M(3,1)=vl;
id M(3,2)=v2;

I
id M(3,3)=v3;
bracket i,Jj,k:;

P
.end
ProdvVet =
+ i * ( u2*v3 - u3*v2 )
+ 3 * (- ul*v3 + u3*vl )

+ k * (ul*v2 - u2*vl );
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Operadores Vetoriais

As propriedades caracteristicas de campos escalares e vetoriais sdo estudadas através de 3
operadores diferentes: gradiente, rotacional e divergéncia.

Um quarto operador € estudado por aparecer nas equagdes de campo em casos de interesse,
como o caso dos campos de gravitagio e eletrostatico; é o Laplaceano e, como ser4 visto, pode
ser expresso em termos dos 3 operadores mencionados previamente.

A interpretagdo fisica destes operadores ndo serd discutida aqui. Para tal proposito,
podemo-nos referir a material excelente existente na literatura [ ] . E nosso interesse ser
operacionais, e apresentar aplicagdes do célculo com estes operadores em expressdes que sdo

frequentes no tratamento de problemas de Eletromagnetismo, sobretudo.

-
Gradiente (V) :
Definido para campos escalares, fornece como resposta um campo vetorial.

O = O>F)
Vo= x &4 y%;i+ z &

X 0z

V: ® = 6, onde 8; = L
Xi

Rotacional 6’7 x) :

Definido para campos vetoriais, fornece como resposta um outro campo vetorial.

A=2AF)=Ar x +A4, y +4, z

Vxd=[94 -0 4 Vis(24 -0 4 Vis(2 4 _ 20
VxZ_( A: - % y)z+(az,4x ayAz)]+(ayAz ayAx)k

Pode-se reformular a expressdo acima em termos de um determinante:
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( \Y XZ) = Eijk ajAk
i
Divergente ( V) :
Definida para campos vetoriais, fornece como resposta um campo escalar.

0. b 0
Ved = A+ayA+aA

Na eletrostatica, dada uma densidade, p, de cargas elétricas, as equagdes que fixam o campo

elétrico, E, gerado pela distribuigdo p sdo expressas como se segue:

VE- p(r) (Lei de Gauss da Eletrostatica )
V xE =0

No estudo de campos magnéticos gerados por correntes elétricas estacionérias ( isto é,
ndo-variaveis no

tempo ), as equages para o campo magnético, ,B gerado por uma densidade de corrente, j ,
sdo os seguintes:

V. EB=0 (Lei de Gauss do Magnetismo )
V xB =/ (Lei de Ampeére )

Comentadas estas ilustragdes, voltemos 3 discussdo dos operadores diferenciais.

Primeiramente, deveremos derivar expressdes para a aplicagdo destes ooperadores sobre

produtos de campos.

Sejam ¢ e ¥ campos escalares,e £ ¢ B campos vetoriais. S0 uteis as seguintes expressdes
abaixo:

-

6(¢‘I’)=(V{p)‘l’+(p(%‘l’),

vV (2B) = (2.9)B+ (B.v)2+2x (v x8) - B (v <)

Vv x(pd) = (6 (p) xzﬂp(% xz)
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Vx(AxB) = (B.V)a-(2.V)B- (v 2)B+2(v B)

V.(92) = (Vo)A+o(v.2)

V.(2xB) - (vxa)B-2(7 ~B)

V xV ¢ =0, se ¢ tiver derivadas segundas continuas.

<!

.(V x4 ) = 0, se 4 tiver derivadas segundas continuas.

Exercicio de Verificagio:

(1): Dado o campo escalar:

¢ = —l—ﬂ',ObterV @echecarqueVxVgp=0

Xty

(ii ) Considerar o campo vetorial:

B .y A N A
B= X242 X + x24y2 y

Verificar que existe um campo vetorial, 4 , tal que:

B= vxZe, portantoﬁ B=V sz =0

(iii )Usando o pacote dos operadores diferenciais em coordenadas esféricas, adotar o campo

vetorial:

A=4 1=8 5 e obter B= Vx 4.

sin 8

Mostrar que V. B = V.(VxA) # 0.

Desenvolvimento de expressdes envolvendo os operadores diferenciais .

¢,V — campos escalares

4, B, T - campos vetoriais



~114- CBPF-M0-002/98

O objetivo € formular as expressdes abaixo em termos de operadores diferentes atuando em

cada campo isoladamente.
VipV.(¥2xB)] =2
VipZ.Vx(BxT)] =2
V[V x V (@xBxT)] =2
%’{[cﬁ. (AxB )]sz’} =9

O Operador Laplaceano:

E um operador diferencial de 22 ordem definido tanto para campos escalares ( com resultado
escalar ) quanto para campos vetoriais ( com resultado vetotial ).

Para escalares:

V2p = V.V

Em coordenadas cartesianas:

V2p = V.VO
1 D o0 Ay
_V(xﬁ+y ® 4z 2
_ 8 (8D 2 (0D o (00
=5 (5 + 55+ (5D
V2p = &0 4 220 | %0

Aplicagio Imediata:

Recorrer ao pacote ’linalg’ para escrever as expressdes do Laplaceano em diferentes

sistemas de coordenadas p.ex., cilindricas, esféricas e elipticas.

Ha uma certa sutileza na definigdodo Laplaceano para campos vetoriais. Seria erréneo

estendermos a expressdo de V2 para escalares diretamente para campos vetoriais. Para sermos

mais concretos dizer que v = ;—;7{ + 60;2 a+ %Z € verdade, porém, vale apenas no caso
muito particular das coordenadas cartesianas. Em outros sistemas de coordenadas nio é correto
transpormos para campos vetoriais a expressdo do V2 viélida para campos escalares.

Como resolver a questio?

A maneira genérica de se expressar o V2 de um campo vetorial, é valida em qualquer que

seja a situagdo, consiste no uso do rotacional duplo:

V27 = V(V.2) - VaVZ.
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No caso particular das coordenadas cartesianas:
VA= Lac+ Zay+ LA,

VD) =2 Z(Ede+ Ldy+ LA+

Y 2 (FAs+ LAy + L)+
2 L (FA:+ LAy + LA,

Vi =2 (L4: - ZA,)+

P (Ldr- LA4)+

% P 2
VxVxd = 5= 5 5=
d a a el 0 0

Vx(Vad) = 2[ 2 (24 - 24)- % Lai-ZA4)] +

-5 [ (- $a) - £ (B4 £0) -

+ 2 [ (e o) - 5 (F:- £) ]

V22 =V(V.2)-VaVd
L (A2 + 4,9 + 4.2) +
+ Zr(A:% + 4,9 + 4:2) +
+ L (A2 + 4,9 + 4,2) =

V27 = BZZ+%Z’+%Z.

0x2

Aplicagéo Imediata:

Com o pacote ’linalg’, expressar 0 V2 de um campo vetorial, 4 , nos casos de coordenadas

cilindricas e esféricas.
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Informagéo:

O operador Laplaceano aparece em equagdes basicas da Mecanica Classica e da
Eletrodindmica Classica, atraves da chamada de Poisson.

No caso da Gravitagdo Newtoniana, o campo de gravidade gerado para uma certa massa (
descrita para uma densidade de matéria, p) ¢ calculavel mediante a equacdo de Poisson.

V20 = 411Gy,

sendo @ o potencial gravitacional e G a constante de gravitagio de Newton.

No caso da Eletrostatica, a determinagio do potencial (®) e do campo elétrico (F) gerados
para uma certa densidade de cargas elétricas, p, é feita pela equagio de Poisson

V2D = Lp E = Vo,

onde gy é a constante dielétrica do vacuo.
Laplaciano (V?) :
E definido por :
Ve (V) = V2

2 o2
aiz ¢+ 022 ?

2
Vip = (,gczqo+

Identidades Vetoriais

Calculo de algumas identidades vetorias:

1-[vax(vbx vc)li=(vae vc)B;~(va e vb)C;
2-[(vaxvb)x ve]i=Bi(va e vc)—A;(vb « vc)
3-(vax vb)e(vcx vd)=(vaevc)(vbevd)—(va e vd)(vb « v¢)

4-[§x(wva)],- = [(61//)x va]i+y/(§x va );

5-§o(lyva)=§v/o va +y/§va

6-[V(va » vb)]; = B/(D ;= D A)+4/(D B~ D B)+BD Ai+4;D B)
7-[va x(%x vb )]; =AjDiBj_AijBi

8-[Vx(va x vb)li=(vb +V)d;—Bi(Ve va)+Ai(Ve vb)—(va « V)B;

9-[Vx(Vx va)]i = D (Ve va)-V24,
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Para Calcular essas identidades fizemos os seguintes programas em FORM
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;
dimension 3;

vectors A,B,C,D

indices i,k,j,1,m,n;

local [1] = e (i,3,k) * A(j) * e_(k l,m) * B(l) * C(m);
local [2] = e_(i,3,k) _ j,m 1)* A(m) * B(1l) * C(k);

local [3] = e (i,j,k) * A(j) B(k)* e (i,1,m) * C(1) * D(m);

contract;

sum j,k,1,m,n;
print;

.end

B(i)*A.C - C(i)*A.B;
- A(i)*B.C + B(i)*A.C;

A.C*B.D - A.D*B.C;
FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

dimension 3;

ntensor Na,psi,xi,A,B,C,D;
indices 1i,k,j,1,m,n;

local [4] = e_(i,j,k) * D(J) * (psi * A(k));

local [5] = D(i) * (psi * A(1))

local [6] = D(i) * (A(J)* B(3)):

local [7] = e (i,3,k) * A(j) * (e_(k,1,m) * D(1) * B(m));
local [8] = e_(i,3,k) * D(j) * e (k,1,m) * A(1l) * B(m);
local [9] = e_(i,3,k) * D(j) * e_(k,1,m) * D(1) * A(m);

contract;

id D(j?)*(psi*A(k?)) = psi*D(j)*A(k) + A(k)*D(] )*p51,

id D(3?)* (A(i?)*B(1?)) = A(1i)*D(J)*B(1l) + B(1l)*D{(j)*A(i);
sum j,k,1,m,n;

print;

.end

(4] =
psi*D(N1_?)*A(N2_?)*e_(i,N1_?,N2_?) - A(N1_?)*

[5]=
psi*D(i)*A(i) + A(i)*D(i)*psi;

(6] =
A(N1_?)*D(i)*B(N1_?) + B(N1_2?)*D(i)*A(N1_?);

(71 =
A(N1_?)*D(i)*B(N1_?) - A(N1_?)*D(N1l ?)*B(i);

(8] =
A(i)*D(N1_?)*B(N1_?) - A(N1_?)*D(N1l ?)*B(i)+
- B(i)*D(N1_?)*A(N1_?) + B(NL_ )*D(Nl _?)*A(i);

(91 =
D(N1_?)*D(i)*A(N1_?)

D(N1_?)*D(N1_?)*A(i);
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OBS: Podemos perceber, no entanto, que algumas respostas nio nos sdo fornecidas de
imediato, j& que o computador ndio pode fazer tudo por voge. Logo, respostas como as das
expressdes 4, 6, 8 € outras devem ser interpretadas de acordo com a sua necessidade.

Formalismo Tensorial no espa¢o de Minkowski

Um modo légico e conciso de descrevermos a fisica contida nas Teorias de Gauge & através

do formalismo de Minkowski. Baseia-se na introdugéo do conceito de quadri-vetores.

Quadrivetor do espaco-tempo: x,

No espago de Minkowski os indices chamados de contravariantes sdo aqueles que seguem na
formagdo do 4-vetor x#, e, analogamente, os indices chamados de covariantes sio aqueles que
seguem na formagéo do 4-vetor x,,.

Vamos iniciar nossa discussdo com o 4-Vetor contravariante definido como:
x# = (x0x!,x2,x3) = (ct; )
A partir de qualquer vetor do tipo x* define-se um novo vetor covariante (indices inferiores)

do seguinte modo:

Nwx¥ = X,

onde 1 é chamado de tensor métrico e definido como:

10 0 0
0 -1 0 0
M =1 9 0 -1 0
00 0 -1

Observe as seguintes propriedades do tensor métrico:

)
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1 0 0 O
0 -1 0 O
M =M =1 g o 1 o
0 0 0 -1
2)
Nuw N = O}
logo temos:
1 0 0 O ct ct
0 -1 0 O x -x
¥ =M XS0 9 1 g y |7
0 0 0 -1 z -z

xt = (ct;x,y,z) = (ct;x)

xy = (ct;=x,—y,-z) = (ct;-X)

o vetor em forma covariante tem sinal oposto das componentes espaciais.

Para um 4-vetor genérico, vale que v, = n,,v¥

T]“KVK = nlﬂ" nKVvV = T]”KVK = 5{/‘ yY o= pH

yH = nl""vx

Vi = Nav V¥

Estas duas relagSes fazem a passagem entre vetores covariantes e contravariantes. Em

palavras simbdlicas o tensor métrico executa a tarefa de levantar e abaixar indices vetoriais.

Derivadas : Analogamente ao 4-vetor definido acima, podemos definir as

derivadas(d, )como se segue abaixo:

5u5m—(50=%‘%;3i=§)

Seguindo o mesmo raciocicnio para trasnformar o 6* (contravariante) em 0. (covariante)
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teremos, por definigéo:

on = axi = (8°;07), logo : 8° = dq

n

Produtos escalares usuais:

Vejamos agora produtos escalares usuais utilizando o FORM:

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction x,eta;

symbols c,t,vecx;

indices mu,nu,i;

local [xmu*xmu] = x(mu)*x{(mu);
id once x(mu)=eta (mu,nu)*x(mu) ;
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id x?(?,1,2?) = x(.,1,..);
endrepeat;

id eta(0,0)=1;

id eta (i72,i?)=-1;

id eta(?)=0;

id x(0)=c*t;

id x(i)=vecx:

print;

.end

[xmu*xmu] =
ch2*t"2 - vecx’2;

xux“ = xH nuvxv = (x0)2 _ (xi)Z = 0212 - 32

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction a,b,eta;

indices mu,nu,i;

local [amu*bmu] = a(mu) *b (mu) ;
id b(mu)=eta (mu,nu)*b (mu) ;
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id a?(?,1,??) = a(.,i,..):
endrepeat;

id eta(0,0)=1;

CBPF-M0-002/98
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id eta (i?,i?)=-1;
id eta(?)=0;
print;

.end

[amu*bmu] =
- a{i)*b(i) + a(0)*b(0);

a“bu = a”ﬂuvbv = a%% - aibi = g%p° - 3B

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction a,p,eta,nabla, veca;
symbol c,t;

indices mu,nu,i;

local [pmu*amu] = p(mu)*a(mu);

id a(mu)=eta(mu,nu) *a(mu) ;
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id a?(?,1,??) = a(.,i,..);
endrepeat:;

id eta(0,0)=1;

id eta (i?,i?)=-1;

id eta(?,0,7??)=0;

id p(i)=-nabla;

id a(i)=veca;

id p?(0)*a?(0)=1/c * p(t)*a(0);

print;
.end

[pmu*amu] =
p(t)*a(0)*c*-1 + nabla*veca;

OMay = O mua” = 8%~ (-V )d = + B 4T

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction a,p,eta,nabla, veca;
symbol c,t;

indices mu,nu,i;

local [pmu*amu] = p(mu
id a(mu)=eta (mu,nu) *a(
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id a2 (?,1,?2?) = a(.,i,..);
endrepeat;

) *a{mu) ;
mu) ;

id a(i)=-a(i);

CBPF-M0-002/98
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id eta(0,0)=1;
id eta (i7,1i7?)
)

-1;
id eta(?,0,2?)=0

id a(i)=veca;
id p?(0)*a2?(0)=1/c * p(t)*a(0);

print;
.end

[pmu*amu] =
p(t)*a(0)*c”-1 + p(i)*veca;

ouat = 0k nla, = doap — (3 )(—d) = —é—% +Ved

Podemos notar que: a® = ao. E que numa derivada de um campo ao tracarmos os indices de

ambos temos que : 0*a, = 9 a".

Equacdes de Maxwell

Maxwell chegou a um conjunto de equagdes que descrevem , com notavel grau de
percepgio, os fendmenos elétricos e magnéticos que ocorrem na natureza em uma escala que vai
do microm (10~°m), ao astrondmico (ano-luz), isto é, em escala macroscopica. As leis obtidas

foram as seguintes:

VeZ-=p (Lei de Gauss)
V x E = -2B  (Lei de Faraday)
VeB=0

V x B = 2E+J (Leide Ampére)

Observe que todas as varidveis acima envolvidas sio fungdes do espagco ¢ do tempo. Por

exemplo:
E=E#3

O sistema de equagdes acima representa uma sintese da Fisica do século XIX e a pedra

fundamental para a Fisica do século XX. Tréis foram as maiores consequéncias das equacgdes de
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Maxwell a interpreta¢do da luz como onda eletromagnética, a teoria da relatividade e a teoria de
gauge. Essa conjuntura de acontecimentos eleva as equagbes de Maxwell a algo impar na
histéria da Fisica. Contudo quando Maxwell juntou esse grupo de equagles entre 1860-1870 a

sua preocupa¢do maior estava na conservagdo da carga elétrica. Por isto efetua-se a seguinte

operacao :
V x (gxi)”) = V. %+J)
0 que resulta,
a =d
a—’t’ +V.J=0

A equagdo acima ¢ denominada por equagdo da continuidade, e expressa o fluxo de carga.
Estabelecidas as equagbes de Maxwell verificou-se que os campos elétricos E e magnéticos

B poderiam ser descritos em termos de outros campos mais primitivos. Seriam os potenciais de

campo (®; 4 ). A seguinte expressdo os relacionaria:

- _Ud _ O
E = -V atz,

B=Vx1

Estudemos agora a consisténcia das equagbes acima as leis de Maxwell:
())VeB =0, resultaB =V x4
Verificagdo: Vo (V x Z) =0

(i)VxE=-LBresultaE = -V - £

verificagio: V x (=V®) +V x (—%;3— =-2Vx4

=0

(iif) Vejamos se o resultado acima € compativel com a lei de Ampére:
V x (6 XZ) = —(%(—6(1)— %2) +7

Desta forma através de (®;4) surgem novas varidveis mais fundamentais para
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descreverem as perspectivas das equagdes de Maxwell. Nio existe nenhum impedimento contra

a expressio de E ou B.

Principio de Gauge
Uma fundamental consequéncia das equacdes de Maxwell foi o surgimento das teorias de
gauge. Significam escrever a fisica através de instrugdes obtidas a partir de um certo paradmetro
a(¥; r). Sutil € o Senhor mas também o parimetro a de gauge. Antecede ao espago-tempo ¢ € a

fonte de criagdo de todo o universo de equagdes da Fisica. Iniciemos por explorar dependéncias
dos campos fundamentais (®; 4 ) em termos do parametro de gauge.

Observa-se que os campos E e B sdo invariantes se os potenciais ® e A sofrem

simultaneamente as seguintes transformagdes:

- 2
o = <D+ata

4 = 4-Va

Substituindo em:

l__.—'l__a_/=
E' =-Vd 8t2 E

B =Vx4d =B

Nota-se que existem diferentes potenciais escalares e vetoriais para um Gnico campo E / B. Esses
potenciais diferem entre si por termos que sdo derivadas de uma fungfio escalar a(®).0 que

significa que os campos mediveis sdo invariantes de gauge. Desta forma existem diferentes

. .« . =g ’ . yo e
familias de potenciais ® e 4 dando os mesmos valores para os campos elétricos e magnéticos E

eB.

FORM version 2.1 Aug 21 1992

nw stat;

ntensor E,E1,B1,B,Phi, A,nabla,D;

symbol al;

indices i, 3, k;

local [E] = -nabla(i)*Phi-D*A(i);

local [E1l] = -nabla (i) * (Phi+D*al)-D* (A(i)-nabla(i)*al);
local [B] = -nabla(i)*A;

local [Bl] = -nabla(i)*(A-nabla(j)*al);

id nabla{(i)*D=D*nabla (i) ;
id nabla(?)*nabla(??) = e (i,3j,k)*nabla(j) *nabla(k);
id nabla(?)*nabla(??) = 1/2*nabla(.)*nabla(..) +

+1/2*nabla(..)*nabla(.);
sum j,k;
local [E-El1] = [E]-[E1];
local [B-B1] = [B]-[Bl]:

print [(E-E1];
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print [B-B1l];

.end
[E-E1] = 0;
[B-B1] = 0;

Pelo programa FORM acima notamos que : E' = Ee B' = B.

A existéncia do pardmetro @ de gauge mostra que existem diferentes potenciais vetoriais

para um tnico campo E ou B. A consequéncia desta situagfio é o surgimento de vinculos na

teoria. Sdo chamadas vinculos de gauge de Lorentz dado, no caso do gauge,por:

O pived =
SO +V A=0

Tal expressdo representa que no momento em que fixarmos a relagao entre ® e 4 , significa que
se esta tomando um potencial A4 dentre todos os possiveis  conjuntos

{0;4),{®;4"}, {o; 4"}, etc, que ddo os mesmos valores paraEe B.

Podemos concluir que a invaridncia de Gauge do Eletromagnetismo consiste no fato de

existirem diferentes familias de potenciais ® e 4 dando os mesmos valores paraEe B.

Potencial quadrivetorial: 4,

Dentro do formalismo de Minkowski construiu-se um tensor A#, chamado de potencial

quadri-vetor, onde:

Ar = (4° = 034" = )

onde: 4% -¢ o potencial eletrostatico, e 4 —+é o potencial vetor. A componente covariante é dada

por:

Ay = nwAd?,onde 4, = (0; -4).

A partir deste campo fundamental 4 u construiu-se a grandeza F,, chamada potencidade de
campo:

Fuv = a#Av - avA#
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Observando a definigdo podemos dizer que F,,, é anti-simétrico pois se trocarmos os indices
u € v obteremos a expressdo original com sinais trocados (multiplicada por -1). logo,
Fuv = —Fy, € um tensor totalmente anti-simétrico e ¢ também definido como tensor do campo

eletromagnatico.

Construiremos agora as defini¢des dos campos: elétrico e magnético apartir de F, .

-V i
E=-Vvo-274

B=Vxi4

Calculando as componentes de F,,, onde F,, ¢ anti-simétrico, F w = —Fy,,, entdo
Fuy = —F, significam que todos os elementos da diagonal principal sio zero. Além disso,
existirdo anti-simetrias de reflexdo em torno dos elementos pertencentes a diagonal.

Os elementos a serem calculados serio:

Fo1 = 0041 - 01(4o) = %2(—77‘—)— 2 - F

{ Foo=dodz=0:(do) = + 252 - 2 _

Fo3 = 0340 — 00(43) = %—a(——;a—) -2 _ py

onde:

E=-Vo- %%‘?—,jé foi usado.
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( Fi = 02(=A1) — 01(-A2) = 0142 — 624, = B3

< Fi3 = 63(—A1)—51(—A3) = —[63A1 _61A3] =-B,

Fa3 = 03(=A42) — 02(=A43) = 0243 — 0342 = B,

onde:

B=Vx4dou Bi = €;0;Ax , ja foi usado e F,,, = €Bx

Logo, a matriz de representagio de F,, é:

0 -E\ -E; -E;
Ei 0 By -B
E; -B; 0 B
E; B, -B 0

F#V=

O programa em FORM que realiza esses calculos é:
FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction F,B,E;

indices i, 3, k:

#do I =0, 3

#do J = "I1'+1, 3

local [F('I’,"J')]=F('I',’J');
#enddo

#enddo

id F(0,1i?) = E(i);

id F(i?,3?) = e (j,1,k)*B(k);
sum k, 1, 2 ;

id e (1,2,3
print;

.end

, 3
) = 1;

[F(O,1)] =
E(l);

[F(0,2)] =
E(2);
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Exercicios:
1) dado:

VeE =0 VeB =0
e

_ _0OB _ oF

VXE ———aT VXB —?

Equagdes de Maxwell no Vacuo sem densidades de carga e de

corrente (p e J iguaisa0).

Obter as seguintes equagdes de onda:

(V- 2)E -0

e
2 0 =
(V2-Z)B =0
FORM version 2.1 Aug 21 1992
Nw stat;
dimension 3;
ntensor E,B,nab, P;
indices 1i,3,k,1,m,n,x,y;
local zeroE = e_(i,j,k)*nab(j)*e (k,1l,m)*nab(l)*
*E(m) ~ P(i)*nab(j)*B(k);
local zeroB = e_(i,j,k)*nab(j)*e_(k,l,m)*nab(l)*
*B{m) - P(i)*nab(j)*E(k);
contract;
id nab(i?)*nab(i?)*E?(j?) = 0;
.sort
skip zeroB;
id nab(i?}*B(3j?) = P(i)*E(]):
bracket E;
.sort
skip zeroE;
id nab(i?)*E(j?) = P(i)*B(]j):

bracket B;
.sort
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print;
.end

zerokE =
nab (m) *nab (i) *E(m) - P(i)*P(j)*E(k);

zeroB =
nab (m)*nab (i) *B(m) - P(1i)*P(3)*B(k);\bigskip

Relacdes uteis para o tensor de Levi-Civita no espaco de
Minkowski

€123 — 41

€o123 = —1

Eapyr M = 845YSK + 848y 6k + 64 6585 — 6756405 — 84 6y 8k — 64 6% 6%
Eaprp EVHP = —2(04 5} — 548%)

Earps EM° = —60Y

Saﬂyé 8aﬂ75 = -24

2) Considerando as quagdes acima e a condi¢do de Lorentz: %—‘f +Ved =0, obter as
seguintes equacdes de onda:

(V2-Z)e =0
e

(V- 2)7 =0

3) Dado o tensor Field-Strenght do eletromagnetismo:

0 -E, —-E, -E3
E, 0 B; -B;
E; -B; 0 B,
Es B, -B; 0

F”V=

Calcular: F/v = L ewro F

Resposta:
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FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction F,B,E;

indices 1i,3j,k,ro,si;

#do I = 0, 3

#do J = "I'+1, 3

local [Ft('1I',’'J")1=1/2 * e ('I','J",ro,si)*F(ro,si);
#enddo

#enddo

anti F;

id F(0,i?)
id F(i?,3?)

sum k, 1, 2,
id e _(1,2,3)
id e_(0,1, 2,
print;

.end

[Ft(0,2)] =
- B(2);

[F£(0,3)]
- B(3):

I

[Ft(1,2)]
E(3);

(Ft(1,3)] =
- E(2);

[Ft(2,3)] =
E(1);

Pela Resposta em FORM podemos notar que :

0 -B;y -B, -Bj3
B, 0 Es -F,
B, -E35 0 E
Bs E; -E; 0

Fw = -%-eﬂVPO'Fpa. =

OBS: Podemos, e por vezes precissamos, também usar o MAPLE V para resolver ou ajudar
a resolver determinado problema. a fim de exemplificar vamos resolver o exercicio acima no
MAPLE V.

rotex:=proc(L);
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L_T:=L:

if nargs>1 then ERROR

(*‘n\UNICODE{Oxfa}mero de argumentos inv\UNICODE{Oxel}lidos‘) fi:
if type(L,list)=false then ERROR

(‘o argumento deve ser uma lista‘) fi:
L_T:=[op(2..nops(L_T),L_T),op(l,L_T)]:

RETURN (L_T)

end:

epsilon:=proc();
Ltmp:=[]:
notacao:=1:
for i temp to nargs do

Ltmp:=[{op (Ltmp),args[i temp]]:

if args{i_temp]=0 then notacao:=0 fi:
od:
for i_temp to nargs-1 do

for j_temp from i temp+l to nargs do

if args(i_templ=args[j temp] then RETURN(0) fi:

od:
od:
for i_temp to nargs do

if type(args[i temp],integer)=false then
RETURN (’epsilon(args)’)fi:
od:
T:=[]:
if notacao = 0 then step_s:=nargs-1 else step s:=nargs fi:
for i _temp from notacao to step s do
T:=[op(T),i_temp]:
od:
for i temp to nargs do
if T=Ltmp then RETURN(1l) fi:
Ltmp:=rotex(Ltmp) :
od:
RETURN (-1) :
end:

F:=proc(x,y,L);
with(linalg,matrix);
RETURN (matrix{(x,y,L));

end;

qunu:=F(4,4,[O,El,EZ,E3,-El,O,—B3,B2,—E2,B3,0,—Bl,—E3,—B2,B1,0]);

L:=linalg[matrix] (4,4, [0$16]):
for k to 4 do
for m to 4 do
S:=0:
for 1 to 4 do
for j from i+l to 4 do
S:=5+ epsilon(k,m,i,Jj) *Fmunuli,]j];
L[k,m]:=S;
od;od;od;od;
for m from 3 to 4 do
for k to 4 do
Lim,k]:=-L[k,m};
od;od;
print(L);

A resposta Obtida em MapleV foi:
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Pode ser que, na primeira impress4o, tenhamos a impressio de que é mais trabalhoso usar o
Maple V, porém muitos do procedimentos e funcdes usadas nesse exemplo podem ser eles que
seguem na formagdo do 4-vetor x,,.

Vamos iniciar nossa discussioc com o 4-Vetor contravariante definido como:
xt = (x%x!,x2,x3) = (ct; ?)
A partir de qualquer vetor do tipo x* define-se um novo vetor covariante (indices inferiores)

do seguinte modo:

NMu X" = Xy

onde n é chamado de tensor métrico e definido como:

1 0 0 O

0 -1 0 0

Tw =1 "9 0 -1 0

0 0 0 -1

Observe as seguintes propriedades do tensor métrico:

1y

1 0 0 O

- 0 -1 0 0

T =W5=1 0 0 -1 0

0 0 0 -1
2)

nlIVnKV —_ 5v

logo temos:
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1 0 0 O ct ct
0 -1 0 O X ~Xx
¥ =M= 0 1 g y |71 o
0 0 0 -1 z -z

xt = (ct;x,y,z) = (ct;x)

Xy = (ct;=x,—y,—2) = (ct;-X)

o vetor em forma covariante tem sinal oposto das componentes espaciais.

Para um 4-vetor genérico, vale que v, = 1, v"

nﬂxvx = n#KnKVvV e nimvx = 6{,‘\7‘/ = pH

vH Ny,

Vu = N VY

Estas duas relagdes fazem a passagem entre vetores covariantes e contravariantes. Em

palavras simbdlicas o tensor métrico executa a tarefa de levantar e abaixar indices vetoriais.

Derivadas : Analogamente ao 4-vetor definido acima, podemos definir as derivadas

(04 )como se segue abaixo:

o=l =@=+2:0=9)

Seguindo 0 mesmo raciocicnio para trasnformar o 6# (contravariante) em O, (covariante)

teremos, por definig¢do:

OoH

i

axi = (0%;,0'), logo : 8° = 9y

u

Produtos escalares usuais:

Vejamos agora produtos escalares usuais utilizando o FORM:

\bigskip\ FORM version 2.1 Aug 21 1992
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NW stat;

nfunction x,eta;

symbols c,t,vecx;

indices mu,nu, i;

local [xmu*xmu] = x(mu)*x(mu);
id once x{(mu)=eta (mu,nu)*x(mu) ;
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id x?(?,1,?2?) = x(.,1,..);
endrepeat;

id eta(0,0)=1;

id eta (i?,i?)=-1;

id eta(?)=0;
id x(0)=c*t;
id x(i)=vecx;
print;

.end

[xmu*xmu] =
Ch2*t"2 - vecx"2;

x;tx” = xH nNVxV — (x0)2 - (xi)Z = 282 —x2

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat:;

nfunction a,b,eta;

indices mu,nu,i;

local [amu*bmu] = a(mu)*b(mu);
id b(mu)=eta(mu,nu)*b (mu);
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat;

id a?(?,1,?2?) = a(.,i,..);
endrepeat;

id eta(0,0)=1;

id eta (i?,i?)=-1;

id eta(?)=0;

print;

.end

[amu*bmu] =
- a(i)*b(i) + a(0)*b(0);

a#b” = at b’ = a®b% — aibi = g%p° — 4B

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction a,p,eta,nabla,veca;
symbol c,t;

indices mu,nu,i;

local [pmu*amu] = p(mu)*a(mu);

id a(mu)=eta{mu,nu) *a(mu) ;
sum mu 0,1;
sum nu 0,1;

CBPF-M0O-002/98
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repeat;
id a2(?,1,7??) = a(.,i,..);
endrepeat;

id eta(0,0)=

id eta (i-z, 1?)= 1;

id eta(?,0,7?2?)=0;

id p(i)=-nabla;

id a(i)=veca;

id p?(0)*a?(0)=1/c * p(t)*a(0);
print;

.end

[pmu*amu] =

p(t)*a(0)*c”~-1 + nabla*veca;

Otay = M ua’ = 000 — (=V &)d = +Ved

5_
T at

FORM version 2.1 Aug 21 1992

NW stat;

nfunction a,p,eta,nabla, veca;
symbol c,t;

indices mu,nu, i;

local [pmu*amu] = p{(mu)*a(mu);

id a(mu)=eta (mu,nu) *a(mu) ;
sum mu 0,1;

sum nu 0,1;

repeat:

id a?(?,1,2?) = a(.,i,..);
endrepeat;

id a(i)=-a(i);
id eta(0,0)=1;
id eta (i?,i?)=-1
id eta(7 0,22)=0;
id

a(i)=veca;
id p?2 ¢

0)*a?(0)=1/c * p(t)*a(0);

print;
.end

[pmu*amu] =
p{t)*a(0)*c”-1 + p(i)*veca;

<l
[ ]

Buat = Hnla, = doao — (V »)(~d) = + %80

Podemos notar que: a® = ao. E que numa derivada de um campo ao tracarmos os indices de
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ambos temos que : 04a, = G a*.

Campo-de-gauge Tensorial Anti-Simétrico

Como exemplo ilustrativo final,propomos o tratamento de um campo-de-gauge de cariter
tensorial:um potencial de rank-2 anti-simétrico,
Ty = =Ty,
sujeito a transformagdo Abeliana
Th = Ty +0,é—0v&,,
sendo &# um 4-vetor arbitrario, que desempenha o papel de um pardmetro de Gauge, como o
a do caso anterior.

O analogo do field-strength F,,serd um tensor completamente anti-simétrico de rank-3,
Guvk = ayTvk + akau + akT[lV9

Gk = G = Gigw = =Gk = =Gy = =Gy
G i€ invariante de gauge:
de fato,
ka = a”Ti,k + 6VT//(” + akTLV = Guvk-
Analogamente ao caso de Maxwell,é proposta a equacéo de campo
8,,Gl“’" = ij
como a lei de Gauss descrevendo como cargas e/ou correntes externas geram configuracdes
de campo.

Tal equagdo provém, através do principio variacional, da densidade de Lagrangeano
L = %’G;zwk +juvTﬂV.

J¥* = —j*desempenha o papel de corrente tensorial externa, sujeita a lei-de-conservagéo
Oy* =0, em analogia & equagio de continuidade descrevendo a

conservagio da carga elétrica J,J¢ = 0,

no caso do campo de Maxwell.

No caso do eletromagnetismo, vimos que as equacdes de Maxwell sem fontes (ou
homogéneas) escreviam-se em termos do tensor dual do field-strength, 7' uv, de acordo com

8, = 0,
Neste caso, o dual do field-strength,G v, sera um 4-vetor, G,l:

- 1
Gu = '_’,'!‘S;wk/lc;"k;L
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Assim, a equag#io proposta para substituir, neste caso, as equag¢Ses homogéneas de Maxwell,
1é-se como segue:
6, G" = 0.
Resumindo os novos resultados do potencial tensorial, T, contrdi-se o field-strength, G,
para o qual as equagdes do tipo Maxwell 1éem-se:
a“ Guvk =ij,
8,T" = 0.
Considerando o sistema no vécuo (j* = 0), vamos mostrar que G*** satisfaz a equagdo de
tipo Klein-Gordon,
OGrk = 0,
0 que garante que G#* descreve, no vicuo, uma onda que se propaga com a velocidade da
luz (como o féton, o quantum desta radiagio apresenta massa de repouso nula).
Para isto, teremos as 2 equagdes acima (no vacuo).
0uGHk = 0
0ue" G, =0
ek 5, G, =0
Aplicando-se a esta equagdo o operador Evkys> € Utilizando a relagfio de contragdo para 2
tensores de Livi-Civita, chega-se a
O3, = o,
que equivale, claramente, 4 equagio
OGuwk = 0.
Prosseguindo com a nossa analogia ao caso da Eletrodindmica de Maxwell, deveremos,
agora, expressar os tensoresTyy, GuieGy, € as correntes j,, em termos de escalares e 3- vetores

do espago 3-dimensional Euclidiano. Com isto, apresentamos as equagdes de Maxwell deste

sistema em sua forma com opradores diferenciais (_V*, Vxe V.)
As componentes dos tensores sio definidas como segue abaixo:
TY% = -Ty = @,
TH
TV =Ty =epz,
@ e ¥ agem como potenciais-vetoriais. Diferentemente do caso de Maxwell, ndo ha aqui

potencial de natureza escalar.
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v 7o = —jor =T,

J¥ =Ji = euKis

vk GY% = Goj = gu@r,
Gk = ~Gyx = gjb;

onde @ e b designam, respectivamente, os campos tipo-elétrico ( 3-vetores ) e

tipo-magnético ( escalar ).

Passando ao dual do field-strength, G”, as suas componentes em termos dos campos 2 e b

sdo dadas a seguir.
0
G = %-SOV"AGVM = Gi3 = —€123b = -b

i ) . y
1
G =1 8"’leva — 7_axojkGOjk = _é_SOykGOjk

g%k = g, pois, em nossas convengdes,

£0123 — 11
e
€123 = +1
T = —LeuGok = —+ Eiptjkm Tm = —25,
—
28im

Gi = —?,‘.

Portanto:

G = (-b;-2).

Deveremos, agora, expressar os campos @ e 5 em termos dos potenciais-vetoriais, Xed.
Go,'j = aoT,»,- + aJ}o + 8,~To,-

ek €k = ej0oxy + 0iq; — 0,7,

Eik €k = €007y + €iik(V x @ )k

@ = %7+-€xﬂ

Gijk = 6,-Tjk + 6,-Tk,~ + 6kT,,

~€ijkh = €km0i 7, + EkimO; ¥ py + EiimOk T,
Contraindo-se a expressdo acima com g , chega-se a:
—6b = 60m@m
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b=-Vo

Em analogia ao caso de Maxwell, os campos @ e b sio, também, expressos como derivadas

dos 2 potenciais-vetoriais.

Antes de escrevermos as equagdes de Maxwell, ilustraremos, de modo explicito, a simetria
de gauge do sistema em questdo.

Em forma 4-dimensional covariante, a simetria de gauge 16-se

Tyuw = Ty + 04y - 0véu ,

onde

= (& =a; %)

¢ o parametro arbitrdrio das transformagGes-de-gauge. Tomemos, entdo, componente a
componente:

T'oi = Toi + 8o&; — Bi&o

¢ equivalente a

@' =a+ %z+6a ;

2

Tj=Tj+0:i§- 01 ,

-—

5
kX k = €k~ 0i&; + O;&, ,

-

.
kX k = Eikxx — Ek(V x Ei

do que decorre

! - — —
X =2-Vxg¢

Em forma 3-dimensional, estas sdo as transformagdes-de-gauge dos potenciais vetoriais @ e

7 - Resta-nos verificar que, em analogia com o caso do eletromagnetismo, os campos 2 e b,
componentes do field-strength do campo tensorial, sio ambos invariantes frente as

transformagdes-de-gauge acima.

e =27 +Vxa' =
v
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-Ve(Z x&)=
=b.

Com isto, fica estabelecida a invaridncia de gauge dos campos @ e b .

Podemos, finalmente, escrever as equagdes-de-campo( andlogas as equagdes de Maxwell )
para os campos € e b .
allevk =ij

Componente-0i :

5#(;;101' =joi — 7:‘

;G = 7,
ajGjai = 7i
ajGo,-j = 7,'
Eijk aj?k = 7,‘
Vx?= 7

Componente-i j:

OuGHiI = jii = g3 Ry
aoGO’j + akaij = Siijk

E,'jkga'- Cr+EyOkh = e,-ijk

do que segue

Vb =-L22+K|.

Estas séo as 2 equagdes do tipo-Maxwell com fontes externas, 7 e K .

6#6” =
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830G + 0. =0
80Go — 0,5 = 0
—2p-TVer =0
Ve?=-Lp,

que € a equac@o analoga a lei de Faraday.

Resumindo, as equagdes-de-campo para @ e b sdo dadas a seguir:

| <
X
N
I

<

<«

As correntes externas,J e K, satisfazem as leis de conservacgio:

Vel =0

e

3 g —
'677—VXK~ 0,
em vista de se ter
aﬂjuv =0

(a” GHvk =jvk - avij = 0) .
Mostremos, para finalizar, que ambos os campos satisfazem a uma equagdo-de-onda, o que

assegura que o tipo de radiagdo descrito pelo campo T propaga-se, no vicuo (7 = & = T),
com a velocidade da luz.

Tomando-se o rotacional de
Vx2=T0

¢ a derivada temporal de

Vb=-L7,

chega-se a:
VxVx2=V(V.2)-v22=T=

8 Tr .
:—EVb_VZ?’
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0T _ &2
5 Vb =—-=72

7

Portanto:

8 Th _ _ o
EVb——W?———

ar? >
do que se obtém
2
gT—VZ)?=D?=U

A seguir, tomando-se a derivada temporal de

—
— for-4

Vb=-2

-

g _ _ 9

Va: - e

do que decorre

—_ _ — a?_ 62
Vb=-VeZ - 2p

ou melhor,
(&-V)p=mp=0

A conclusdo € que a radiaglo associada a interagdo descrita pelo potencial tensorial

anti-simétrico, T}, , descreve alguma excitagio que se propaga longitudinalmente no vacuo, com

velocidade igual & da luz. Tal radiagdio ndo pode descrever o fton tal qual o concebemos, visto
qQue este apresenta propagagdo transversal. O féton é uma excitagio vetorial, ao passo que o

campo T, descreve alguma excitagfio de natureza escalar.

Conclusodes Gerais:

O objetivo deste material foi apresentar, de modo pratico e direto, a idéia do uso de
grandezas tensoriais em teorias fisicas. Procuramos desenvolver o tratamento de tensores em
diferentes tipos de espagos, com a finalidade de proporcionar um certo desembarago ao leitor
que se introduz ao assunto. As potencialidades dos softwares FORM e MAPLE sio exploradas
para a realizagdo de calculos algébricos. De fato, a proposta é que os exercicios sejam
trabalhados diretamente com estes softwares. O nivel do material é de graduagdo, devendo o

mesmo ser complementado por algum curso ou livro de maior alcance formal.
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