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Prefacio

O formalismo Hamiltoniano da mecanica classica forma uma base
para varios métodos matematicos poderosos, os quais sao utilizados
na fisica tedrica e na fisica-matemaética [1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13].
Nestas notas colocamos os fatos basicos do formalismo Hamiltoni-
ano, que podem ser tuteis para estudantes de graduacao que pre-
tendem trabalhar em uma das diversas areas da fisica tedrica. Na
exposi¢ao do material tentamos, quando possivel, trocar motivacoes
intuitivas e ”folclore cientifico” por provas exatas ou por calculos
diretos. A maior parte dos exemplos e exercicios sao uma mera
ilustragao do formalismo aqui discutido. O material pode ser utili-
zado como um complemento para os livros-texto padrao de mecanica
classica [14, 15, 16]. O tnicos pré-requisitos sao conhecimentos

basicos em mecanica Lagrangeana e algebra linear.

No tratamento das teorias classica e quantica, as formulagoes
Hamiltoniana e Lagrangeana tém suas vantagens e desvantagens.
Como nossa énfase é na mecanica Hamiltoniana, mencionaremos

alguns argumentos em seu favor.

e Existe uma certa "democracia” entre as variaveis de posicao e
velocidade na natureza: para predizermos um estado futuro de um
dado sistema classico, a Uinica coisa que precisamos saber sobre suas
partes constituintes sao sua velocidade e posicao em um instante
de tempo inicial, as quais revelam-se completamente independentes
uma da outra. Na formulacao Lagrangeana esta democracia, ape-
sar de ser representada nas condigoes iniciais, nao é explicita na
dinamica do sistema, ja que apenas as variaveis de posicao sao tra-
tadas como independentes nas equagoes de Lagrange. Formulacao
Hamiltoniana reestabelece a democracia, tratando as posicoes e as
velocidades como coordenadas independentes do espaco de fase, uti-

lizado para a descricao do sistema.

e De acordo com a quantizacao canodnica, a construcao da for-

mulacao Hamiltoniana de um dado sistema classico é o primeiro



passo necessario na passagem para a teoria quantica correspondente.
E suficiente notarmos que a evolucao de um sistema quantico no qua-
dro de Heisenberg é obtida a partir das equagoes de Hamilton junto
com a substituicao das varidveis do espaco de fase pelos operadores
correspondentes. Assim como os comutadores dos operadores refle-
tem a algebra dos parénteses de Poisson das variaveis do espaco de
fase.

e A forma convencional de se descrever uma teoria relativistica
é formuld-la em termos de uma Lagrangeana singular (a singulari-
dade é o preco a se pagar pela invariancia relativistica manifesta da
formulagao). Isto implica em uma estrutura mais complicada das
equacgoes de Lagrange, que podem envolver tanto equagoes diferen-
ciais de primeira e de segunda ordem, como equagoes algébricas.
Além disso, podem ser presentes identidades entre as equagoes, o
que implica em uma arbitrariedade funcional nas solugoes. Deve ser
mencionado que atualmente as teorias de campo (eletrodindmica,
teorias de calibre, modelo padrao, teoria de cordas, ...) sao todas
deste tipo. Neste caso, a formulacao Hamiltoniana nos da uma in-
terpretacao geométrica mais clara da dindmica do sistema [8]: todas
as solugoes ficam sobre uma superficie no espago de fase, enquanto
a arbitrariedade acima mencionada é removida postulando classes
de trajetérias equivalentes. Entao os observaveis do sistema sao re-
presentados por funcoes definidas sobre as classes. O procedimento
para a investigacao deste quadro ¢ baseado no uso de coordenadas
especiais adaptadas com a superficie, que requerem um desenvolvi-
mento detalhado da teoria das transformacoes canonicas. Contudo,
a formulagao Hamiltoniana nos dé4 uma interpretagao fisica auto-
consistente de uma teoria singular, assim como a base para diversas
prescrigoes e métodos para a quantizagao de teorias particulares [12].

Aproveitamos ainda para agradecer ao Prof. Dr. J. A. Helayel-
Neto pelo apoio, sem o qual este trabalho nao seria possivel. Os
autores agradecem ainda ao CNPq e a FAPERJ pelo apoio.
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Capitulo 1

Formalismo Hamiltoniano

A fisica tedrica tipicamente responde a per-
guntas do tipo: como se chama a fruta de
cor laranja? Mas leva um bom tempo para

perceber isto.

1.1 Derivacao das equacoes Hamiltonianas

A formulacao Lagrangeana da mecanica classica é baseada nas equa
¢oes de movimento de Euler-Lagrange. Elas representam um sis-

1 escrito para um

tema de equagoes diferenciais de segunda ordem
conjunto de variaveis que descrevem a posi¢ao de um sistema fisico.
A formulacdo Hamiltoniana sugere uma descrigdo equivalente em
termos de um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem,
escrito para variaveis que determinam a posi¢do e a velocidade do
sistema. O objetivo desta secao é estabelecer a equivaléncia entre

as duas descrigoes.

10O mesmo é vélido na teoria de campos. Em particular, enquanto as equacdes de Maxwell
s@o equagoes de primeira ordem, a formulagdo da eletrodinamica em termos do 4-potencial
A* implica em equagoes de segunda ordem.



8 1 Formalismo Hamiltoniano

1.1.1 Nocgoes preliminares

As equacgoes de Hamilton podem ser obtidas a partir das equagoes
de Lagrange pela aplicagao sucessiva de dois procedimentos bem
conhecidos da teoria das equacoes diferenciais: a reducao da ordem
do sistema e a mudanca de varidaveis. Ambos procedimentos sao
utilizados para a obtencao de um sistema de equacoes equivalente
a um dado sistema inicial. Portanto, relembraremos abaixo alguns
fatos elementares da teoria das equacoes diferenciais ordinérias, que

serao utilizados adiante.

1) Redugdo da ordem de um sistema. Um sistema de segunda ordem
de n equagdes para n variaveis independentes ¢%(7) (vamos usar a

notacao ¢ = %)
Fa(qa’ qb7 qc) = 07 (11)

¢é equivalente a um sistema de primeira ordem de 2n equacoes para

2n varidveis independentes g%, v°

q* =", Fe(q%,v°,0°) = 0, (1.2)

no seguinte sentido:

a) Se ¢*(7) é solugao de (1.1), entao ¢*(7),v*(7) = ¢°(7) é solugao
de (1.2);

b) Se ¢*(7),v%(7) é solucao de (1.2), entao ¢*(7) é solugao de (1.1).

Em outras palavras, existe uma correspondéncia bijetiva entre as
solugbes dos sistemas. A passagem de (1.1) para (1.2) é dita a
reducao da ordem do sistema.

2) Forma normal de um sistema. Como vamos usar a forma normal
somente no caso de um sistema de primeira ordem, consideremos o

sistema

G2, %) = 0. (1.3)
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Dizemos que o sistema esta na forma normal se todas as equagoes
podem ser resolvidas algebricamente com respeito as derivadas de

ordem mais alta, no caso:
= g'(). (1.4)

De acordo com a teoria das equacoes diferenciais, um sistema nor-
mal possui propriedades bem estabelecidas. Em particular, dadas
algumas restricoes sobre as funcoes ¢, o teorema de existéncia e uni-
cidade de solugoes é vélido: sejam z) dados niimeros. Entao existe
uma solugao do sistema (1.4), e é inica, a qual obedece as condigoes
iniciais: 2(0) = z. Fisicamente isto implica a evolugdo causal do
sistema e a possibilidade da interpretacao de (1.3) como as equagoes

de movimento para um dado sistema de mecanica cldssica.

3) Mudanga de varidveis. Sejam 2"(z?) um dado conjunto de fungoes,
com a seguinte propriedade
a Z/i
0z

Partindo da parametrizagao original 2%, usada em (1.3), as funcoes

det # 0. (1.5)

2""(27) podem ser utilizadas para definirmos uma nova parametrizagao

2", de forma que
2= (). (1.6)

Aqui utilizaremos o mesmo simbolo z’* para denotar a funcao e a
nova coordenada, o que nao deve causar confusao. De acordo com
a condigao (1.5), a mudanga de varidveis z' — 2" é invertivel: as
expressoes (1.6) podem ser resolvidas algebricamente com relacao a
2*, com resultado

2t = 2(27). (1.7)

Com as fungoes 2'/(27) escolhidas, podemos usar o novo sistema de
coordenadas para analisarmos o sistema (1.3). Ou seja

G2 (%), #(%) = 0, (1.8)
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onde 27(2*) = 222/ ¢ equivalente ao sistema inicial (1.3): se (1)

obedece ao sistema (1.3), entao 2/(7) = 2"*(27(7)) obedece a (1.8),

e vice-versa.

Adiante serd usada a seguinte notacao

G'(, %)) 0, (1.9)

z=z(z") -

no lugar de (1.8), ja que algum cuidado deve ser tomado no uso da
substituigao, veja, por exemplo as Eqgs. (1.25), (1.26) adiante.

1.1.2 Das equagoes de Lagrange para as equagoes Hamil-
tonianas

Sejam ¢% a = 1,2,...,n as coordenadas generalizadas no espaco
de configuragoes de um dado sistema mecanico, com funcao de La-
grange L(q%, ¢"), cuja dinamica é governada pelas equagoes de La-
grange

d (9L(q,q) 0L(q,q)
E( o3 )_ o (110

Nesta subsecao mostraremos que o sistema de equagoes de Euler-
Lagrange ¢é equivalente a um outro sistema, conhecido como sistema
Hamiltoniano. Aqui nossa exposicao é mais detalhada se comparada
com outros livros-texto. Isto é feito por duas razoes: em primeiro
lugar, a equivaléncia, que representa um dos fatos basicos mais im-
portantes da mecanica classica, é explicita em nossa discussao. E,
em segundo lugar, nosso tratamento torna-se 1til para o caso de
Lagrangeanas singulares, revelando a estrutura algébrica do forma-

lismo Hamiltoniano para estes sistemas [27].

Aqui, fazemos a suposicao de que a teoria seja nao-singular, ou

seja, que obedece a condicao

9°L(q,q)

det
00

40, (1.11)
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Calculando a derivada com relagao a 7 na Eq. (1.10), esta pode ser

reescrita na forma
Maui® = Ko, (1.12)

onde?

Mab(Qa Q>

02L(q, q) oL &L
bk U VAN °¢ = b
2507 (¢, 9) o aqaaqbq

Nosso objetivo agora é reescrevermos o sistema (1.12) como um sis-

(1.13)

tema de primeira ordem na forma normal, o qual nos dd basicamente
a formulacao Hamiltoniana da mecanica. Comecaremos com a dis-
cussao do sistema de primeira ordem. Aqui a discussao serd pouco
formal, se comparada com a da subsecao 1.1.1. Introduzamos o
espaco de configuracoes-velocidades, parametrizado pelas coordena-
das independentes ¢*,v° (algumas vezes, as coordenadas v° sdo ditas
velocidades generalizadas). Definindo a evolugao do sistema neste
espaco por meio das equagcoes

Mabqb = Ka7 v = qa7 (114)

onde M(q,q) e K(q,q) sdo dados pela Eq. (1.13). Assim a evolucao
q°(7) é dada pelas equacoes de Lagrange (1.12), enquanto v°(T)
acompanha ¢*(7): v%(7) é determinada a partir das ¢*(7) por meio
de equagoes algébricas. Evidentemente, os sistemas (1.12) e (1.14)
sao equivalentes. Podemos substituir as equagoes do sistema umas
nas outras, de forma a obtermos um sistema equivalente. A substi-
tuigdo da segunda equagao de (1.14) na primeira nos da o sistema

de primeira ordem

§* =", Myi® = K,, (1.15)

onde M (q,v), K(g,v) sdo obtidos a partir de (1.13) trocando-se ¢ —

v, por exemplo,

B - ) 0L(q,v
Mab = Mab(q, U) = Mab<Qa Q>’qaﬂva = 81}518’02 ’

2Em todo o material, a menos de mencéo em contrario, utilizamos a convencdo de soma,

(1.16)

ou seja, o sinal de somatério é omitido quando temos dois indices repetidos.
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A seguinte notacgao sera utilizada a seguir: quantidades definidas
no espago de configuragdes indicaremos seus argumentos na forma
manifesta: A(g,¢). Onde os argumentos de uma quantidade nao sao
indicados, adotaremos as seguintes convencgoes: simbolos com barra
denotam fungoes definidas no espaco de configuragoes-velocidades,
A = A(q%,v"). Enquanto sfmbolos sem a barra indicam funcdes
definidas no espago de fase (veja adiante):

A= A(q*,py) = A(q",0") o b (gopy)- (1.17)

Exercicio. Para evitar confusio, observe que

9A(q,9) _ 9A(q,v)
a4 = "oy o mas

g—v

9A(g,v)
v

v—p

#* %Z’p), isto é, A e A sdo funcdes diferentes de seus argumentos.

O sistema (1.15) ainda nao esta na forma normal. Podemos procurar
uma nova parametrizagao do espago de configuragoes-velocidades
q(q,v"), v(¢’,v') tal que o sistema adquira a forma normal® para as
novas variaveis ¢’,v’. Torna-se suficiente fazermos uma mudanca da

forma

/a

4q
b — ) onde q =49, DPp= pb(qav Ub)a (118)
v Do
com fungoes apropriadas p,(q,v) tais que det 2222 ap b ‘“’ # 0, a tltima
condi¢ao garante a invertibilidade da transforma(;ao. Denotemos a
transformagao inversa como v* = v*(q, p). De acordo com a subsegao
1.1.1, a dinadmica para as novas varidveis é obtida de (1.15) pela
substitui¢ao v — v(gq,p). Temos
q* =bv“(q,p),
o’ _
o Pec = Ka‘
v(a:p) Op, v(g;p)

Mab‘

B o’
— Ma|,,, av v(q,p).  (1.19)

Este sistema estard na forma normal se v(q, p) obedece a

o(q,p)  =te
apc - M (CZaU) ) (120)

v(g,p)

3De fato, a forma normal do sistema pode ser obtida pela contracio da segunda equacio de
-~ _ —~ab _

(1.15) com a matriz inversa M para M: v* = M K. O problema é que este procedimento

nao é valido para teorias singulares, onde det M = 0. O método aqui apresentado pode ser

diretamente generalizado para sistemas singulares.
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onde M é a inversa de M. Esta equacdo nos mostra que devemos
obter a transformacao cuja Jacobiana seja dada por M|. Seja p, =
Pa(q,v) a transformagao inversa. Relembrando que as Jacobianas
das transformacoes direta e inversa sao inversa uma da outra*, assim

podemos, de forma equivalente, buscar a solucao da equacgao %

w 2 . ~
= My(q,v) = %. Isto determina p a menos de uma funcao

arbitréaria® b,(q):

_ 0L(q,v)

po= "L 1 bufa), (121)

a qual serd omitida no que se segue. A ambiguidade do procedimento
sera discutida na subsecao 1.6.1. Assim tomamos

_ 9L(g,v)

L) 1.22
Pa B (1.22)

o que determina as fungoes v*(q, p) na forma implicita.

As coordenadas p, definidas de acordo com a Eq. (1.22) sao ditas
momentos canonicos as coordenadas ¢*. O espago de configuracoes-
velocidades parametrizado pelas coordenadas ¢%, p, é dito o espaco
de fase do sistema fisico em consideragao. Cabe mencionar que cada
ponto no espaco de fase define um estado do sistema fisico, ou seja,
todas as propriedades do sistema sao determinadas por um ponto
no espaco de fase, ja que cada ponto do espaco de fase é parame-
trizado pelas coordenadas generalizadas e os respectivos momentos
canonicos. Tal fato nao ocorre no espaco de configuragoes: dado um
ponto no espaco de configuragoes nada podemos afirmar sobre as
velocidades ¢°.

. - . varidvei
Por construcao, as equagoes de movimento para as variaveis do
espaco de fase estao na forma normal. A fim de encontré-las, faremos

mudanga de varidveis (1.18) e (1.22) na segunda equacao do sistema

92" _ i
z). a:F = Ok
.20) nao apresenta esta liberdade.

4 . . i (kN i 9z°
Da identidade z%(2'7(2")) = 2" temos 507 o

(
5Para evitar confusdo, enfatizamos que a Eq.(1
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(1.19). Obtendo, com o uso da Eq. (1.13)

~ 9%L(g,v)
Oveovb

ot
dq°

~ 0L(q,v)
= e

_( 0*L(g, v)
dqeov®

Pa Jve(q, p) (1.23)

v(q,p)

A expressao entre parénteses no ultimo termo anula-se, ja que a(?]c

oL
ove

(g p)) = %4 — (), Entao o sistema (1.15) adquire a forma

dq°
a _ OL(q,v
" =v"(q,p),  Pa= % (1.24)
q v(g,p)
A fim de substituirmos v(g, p) no termo restante, calculamos
0 O0L(q,v OL(q,v ov®
-L(q,v(q,p)) = % ( ; ) -
9q 9q v(q,p) v v(q,p) 9q
oL ov®
- (q;v) + Do, (1.25)
9q v(g,p) 9q
o que implica
dOL(q,v) b
- (¢, p) — L(g,v(q;p))) - 1.26
0 | aqa(” (a.p) = L(q,v(q,p))) (1.26)
Denotando
H(q,p) = ppv"(q,p) — L(q,v(q, p)), (1.27)

onde v(q, p) é dado na forma implicita pela Eq. (1.22). Entao a Eq.

(1.26) assume a forma

dL(q,v)
dq®

_ 0H(q,p)
- (1.28)

v(q,p)

A fungao H(q, p) é dita a Hamitoniana do sistema. Para completar a
derivagao das equagoes de Hamilton, chamamos a atencao a seguinte
propriedade da Hamiltoniana:

0H o’ 9L(q,v) oLk
— g0 — ! =? . (1.29
apa /U <q7p> pbapa avb ’U((Lp) apa /U <q7p> ( )
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Utilizando estes resultados, as equagoes de movimento (1.24) adqui-

rem a forma maravilhosamente simétrica

_om o
_apa> pa_ 8(]&’

- a

q

(1.30)

e sao conhecidas como as equagoes de Hamilton.

Resumindo, nesta secao demonstramos como as equagoes de La-
grange, (1.10), podem ser reduzidas a um sistema na forma normal
de 2n equacgoes de primeira ordem para 2n variaveis independen-
tes do espago de fase ¢%, p, para o caso de uma teoria nao-singular.
De acordo com nosso procedimento, a formulacao Hamiltoniana da
mecanica pode ser considerada como uma formulagao Lagrangeana
de primeira ordem no espaco de configuragoes-velocidades, utilizan-
do-se as coordenadas especiais ¢, p, deste espaco. Esquematica-

mente,
g — (¢, v") < (¢, pv). (1.31)

Exercicios. 1. Verifique que v® definido pela Eq. (1.20) obedece & Eq. (1.21).

2. Obtenha a identidade 9% = —M®* oL
q ovb0q

v(q,p)

3. Obtenha as equagoes de Lagrange (1.14) a partir das equagdes de Hamilton (1.30),
(1.27).

4. Verifique que todos os resutados desta se¢do permanecem véalidos para uma Lagran-

geana que dependa explicitamente do tempo L(q, ¢, 7).

1.1.3 Prescricao para o procedimento de Hamiltonizagao.
Interpretacao fisica da Hamiltoniana

A passagem da descricao Lagrangeana para a Hamiltoniana de um
dado sistema é comumente referida como procedimento de Hamilto-
nizagdo. Notemos que as equagoes de Hamilton resultantes (1.30)

nao envolvem as velocidades v®. Entao esperamos a existéncia de
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uma maneira formal de obtermos a formulacao Hamiltoniana que

nao faga mencao as velocidades. Seja

S = /er(q“,qa), (1.32)

a acao Lagrangeana de um dado sistema nao-singular. A analise da

ultima subsecao leva-nos a formularmos a seguinte receita:

1) Introduzimos o momento conjugado para as varidveis ¢* de acordo

com as equagoes (veja a Eq. (1.22))

_ 9L(¢,9)

—_—. 1.
= (1.3

2) Resolvemos o sistema (1.33) algebricamente em relacgao a ¢*: ¢* =

v*(q,p), e obtemos a Hamiltoniana (veja a Eq. (1.27))

H(q,p) = (ppd® — L(q,9))] (1.34)

G=v(g,p) *
3) Escrevemos as equagoes de Hamilton (1.30).

De acordo com a subsecao anterior, as equacoes resultantes sao equi-
valentes as equacoes de movimento de Euler-Lagrange para a acao
(1.32).

Notamos aqui que a fungao H(q,p) torna-se o objeto central
do formalismo Hamiltoniano. Para revelar a interpretacao fisica
da Hamiltoniana, consideremos uma particula com coordenadas de
posigao z% a = 1,2, 3, na presenga de um dado potencial U(x). A

acao é

S = / dr (%mw)? - U(:z:“)) | (1.35)

Para construirmos a formulacao Hamiltoniana correspondente, te-
mos o momento p, = mi® o qual implica % = %pa, e temos a
Hamiltoniana H(z,p) = 5-(p*)*+ U(z). Tomando a transformagao
inversa, obtemos a seguinte funcao de posicao e velocidade E(z, &) =

H(z,p)| e = im(2*)? 4 U(z"), que representa a energia total da
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particula. Esta interpretacao ¢é igualmente valida para um sistema
de particulas. Assim, a Hamiltoniana (1.34) de uma teoria nao-
singular em coordenadas Cartesianas representa a energia total de

um sistema em termos das varidveis do espaco de fase®.

Exemplo. Construa a Hamiltoniana de uma particula carregada na presenga de um

campo eletromagético externo.

A partir da Lagrangiana em coordenadas cartesianas

L= %(xa)Q —ep(a®,t) + Zz“A“(xb,T), (1.36)
obtemos os momentos canénicos
oL e

o = —— = Miq + —Aq. 1.37
p ge Y + c ( )

Resolvendo algebricamente para £, em termos de % e p,, temos

1 e

i = —(p* — —A%). 1.38
i = Lt - Car) (139)

Aplicando a Eq. (1.27), obtemos a Hamiltoniana
1 e

H(z,p) = %(Pa - EAa(%t))Q + ed(, 1). (1.39)
As equagdes de movimento correspondentes sdo obtidas a partir da Eq. (1.30), e sao
dadas por
na H — 1 . — gAa
’ Hapa e mbp e 4b A(?T)) ¢ (1.40)
pa_iaza:i(p 7EA)87,'@7 oxa *

Vamos mencionar o fato da agado Lagrangeana apresentar invaridncia de calibre, ou seja,

a agdo nao se altera sob substituicdo do tipo Aq — A, = A+ 2% e p — ¢ = ¢p— 132,

onde «(z,7) fungdo arbitraria. De fato, a Lagrangeana transforma-se da seguinte

maneira:
L="0G"? e + SiAl =
2 c
= (@) e+ gg—f + 28" A+ S g% =
«
=L+ I (1.41)

Portanto, as acdes com L e L’ implicam as mesmas equacdes de movimento. Isto
. . .. ' . .

implica, que os potenciais A, a A, produzem as mesmas consequencias fisicas (em
mecénica cldssica, veja subse¢ao 1.6.1.) como estas duas Lagrangeanas sio equiva-

lentes, a agdo Lagrangeana do sistema é invariante sob transformagoes de calibre, ou

60 caso das coordenadas generalizadas sera discutido adiante, veja o Exercicio 3 na pég.
77.
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seja, Logo a dindmica do sistema tem invariancia de calibre. Aqui enfatizamos que a

Hamiltoniana ndo é invariante de calibre.

Exercicios. 1. Mostre que a Hamiltoniana correspondente a Lagrangiana L = gq1(q)
¢“¢®, onde gup(q) sdo fungdes dadas e g é invertivel, é dada por H = §*®p.ps, onde §

é a inversa de g. A seguir, obtenha as equagdes de movimento.

2. Dada a Lagrangiana do oscilador harménico N-dimensional em coordenadas nor-
L\ 2

mais: L= 1 <(Q7,) — w%Qi):

a. Obtenha a Hamiltoniana para o oscilador harmonico N-dimensional.

b. Obter as equagbes de movimento.

w

. Obtenha a Hamiltoniana para uma particula num campo central em coordenadas

. Esféricas. b. Cilindricas.

o

4. Tendo em mente a ambiguidade (1.21), apresentada no procedimento de Ha-
miltonizac¢do, definamos o momento para o modelo (1.35) de acordo com a regra
¢ = %pa + ba(x). Escreva as equagoes de Hamilton e obtenha as condigoes sobre
ba que implicam sua forma canénica (isto é, a forma (1.30) para alguma fungao ﬁI)
Escreva a Hamiltoniana correspondente H. Ela pode ser interpretada como a energia

da particula? Derive as equagoes de Lagrange a partir das equagoes de Hamilton.

1.2 Paréntese de Poisson e matriz simplética

Aqui vamos introduzir notagoes mais compactas, por isso mais e-
legantes, e convencgoes usadas para lidarmos com as equacoes de
Hamilton.

Seja {A(q,p), B(q,p)...} o conjunto das fungdes definidas no

espago de fase.

Definicao. O paréntese de Poisson é uma aplicacao que a quaisquer
duas funcoes do espaco de fase A, B associa uma terceira funcao,

denotada {A, B}, de acordo com a regra

9AOB 0B 0A
g Ops  0q* Opa

{A, B} = (1.42)
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A definicao implica nas seguintes propriedades do paréntese de Pois-
son:

A) antissimetria
{A, B} = —{{B,4}}; (1.43)

B) linearidade (com respeito a ambos argumentos, como consequén-

cia de (1.43) )
{A,AB+nC} = {A,B}+n{A,C}, A, = const; (1.44)
C) regra de Leibniz
{A,BC}={A,B}C+ B{A,C}; (1.45)
D) identidade de Jacobi

{AAB,C}}y+{B.,{C,A}} +{C.{A,B}} = 0. (1.46)

Exercicio. Verifique (1.46) por meio de célculos diretos. Sugestao: considere separa-

damente todos os termos envolvendo, por exemplo, duas derivadas de B.

Os parénteses de Poisson entre as variaveis do espaco de fase sao

ditos parénteses fundamentais, que sao dados por:

{qa>pb} = 5ab7 {qa7 qb} = 07 {pmpb} = 0. (147)

Os parénteses de Poisson podem ser utilizados para escrevermos as
equacoes de Hamilton na seguinte forma

qa = {qa7 H}7 Do = {pa,H}. (148)

Assim o paréntese de Poisson de ¢, p com a Hamiltoniana determina
a taxa de variagao temporal de ¢, p. Além disso, o mesmo é vélido
para qualquer funcao do espaco de fase: se ¢°(7), pp(7) é solugao das
equagoes de Hamilton, a taxa de variagdo da fungao A(q,p) pode
ser calculada como

: 0A .

OA
Alg,p) = 95

DA DA
— a ”
8papa dqe {a", 1}

Opa

a

qg +

{p., H}
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={A H} (1.49)

Portanto {A, H} = 0 implica que A se conserva, veja tambem a
Secao 1.4. Como exemplo, calculemos a taxa de variacao tempo-
ral da Hamiltoniana: devido a anti-simetria do paréntese de Pois-
son, H = {H,H} = 0. Logo a Hamiltoniana é uma quantidade
conservada, o que nos dd mais um argumento que sustenta nossa

interpretacao da Hamiltoniana como a energia total do sistema.

Adiante serd conveniente trabalharmos com quantidades defini-
das no espaco de fase utilizando as seguintes notagoes. Para as coor-
denadas do espaco de fase utilizaremos um tnico simbolo: (g%, py) =
2 i=1,2,...,2n, ou, equivalentemente, para a,b = 1,2,...,n te-
mos 2% = ¢% e 2" = p,. Assim os indices latinos tomam 2n va-
lores. Introduzamos também a matriz simplética 2n X 2n composta

por quatro blocos n X n

s (01
w —(_1 O). (1.50)

Detalhadamente, para a,b = 1,2,...,n temos w® = 0, W™’ =

geb o ntab — _gab o yntantb — (0 A matriz simplética é anti-

simétrica: w” = —w’? e invertivel, com matriz inversa

0 -1

Nesta notagao os parénteses de Poisson (1.42), (1.47) adquirem a

forma mais compacta

0A ..0B o g
— - 2 J _ 1)
{A’B}_aziw 82j7 {Z,Z }_w ) (152)
enquanto as equacoes de Hamilton sao dadas por
A OH . A
2= w”@, ou 2 ={ H}. (1.53)

Exemplo. Obtenha os parénteses de Poisson do momento angular de uma particula

L = ¥ X p'com o seu momento conjugado p.
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O momento angular pode ser escrito na forma,
L; = €ijx7ipr (1.54)

onde €;;, € o tensor de Levi-Civita”. Assim

apl 8Li apl 8Li

Li}= SPLO%
{pe, Li} Orm Opm Opm Orm

= —61m€ijkOimPk = €likPk (1.55)

Segue das propriedades do tensor de Levi-Civita que os parénteses sao nulos quando

I = i. Os parénteses nao nulos sdo dados por

{p17L2}:p37 {p27L3}:p17 {pg,Ll}ZPQ. (156)

Exercicios. 1. Demonstre as propriedades do paréntese de Poisson (1.43), (1.44) e
(1.45).

2. Verifique a identidade de Jacobi com o uso da representagao (1.52).

3. Mostre que detw = 1.

4. Calcule os parénteses de Poisson entre as componentes do momento angular, ou seja,
calcule {L;, L;}. Mostre também que os parénteses de Poisson entre as componentes
do momento angular e as coordenadas z‘, {z%, L;}, sdo os geradores das rotacdes

infinitesimais em trés dimensoes.

1.3 Quadro do movimento no espaco de fase

Aqui ilustraremos algumas vantagens de se trabalhar com o forma
lismo Hamiltoniano se comparado com o Lagrangeano. Como sera
discutido, a solugao geral das equacoes Hamiltonianas possui in-
terpretacao simples sob os pontos de vista da hidrodinamica e da

geometria diferencial.

Solucgao geral como um fluxo no espacgo de fase. As equa ¢oes
de Hamilton (1.53) representam um sistema normal de 2n equagdes
diferenciais de primeira ordem para 2n variaveis z'(7). De acordo
com a teoria das equagoes diferenciais, o teorema de e xisténcia e

unicidade de uma solugao é valido para este caso: dados niimeros

"Por definicdo, temos €ijk = 1, para permutagoes pares de 123, e €;;;5 = —1 para per-

mutacoes impares de 123. As demais componentes sao nulas.
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24, existe localmente uma tinica solugao 2*(7) para o sistema, a qual
obedece as condigoes iniciais: z'(0) = z). Aqui relembramos a
definigao de solucao geral: 2n fungoes para 2n + 1 varidveis 2%(r, ¢/)
sao ditas a solugdo geral do sistema(1.53), se a) elas obedecem ao
sistema para todo ¢/; b) para dadas condigoes iniciais z{, existe um

conjunto de nimeros ¢ tal que 2'(my, &) = z{.

De acordo com o teorema acima mencionado, a solucao geral
de um sistema normal contém todas as solugoes particulares (tra-
jetorias) do sistema, as quais aparecem apés a fixagao das constantes

ct.

Estes resultados implicam em um quadro de movimento interes-
sante no espaco de fase: as trajetorias de um dado sistema Hamil-
toniano (1.53) nao interceptam-se. Para confirmar este fato, supo-
nhamos que duas trajetérias interceptam-se em um dado ponto zj.
Estes niimeros podem ser tomados como as condigoes iniciais para
o problema (1.53), e de acordo com o teorema de existéncia e uni-
cidade, existe uma unica trajetéria que passa pelo ponto com co-
ordenadas z, em contradi¢io com a suposigao inicial. Assim, as
trajetorias de um sistema Hamiltoniano formam um fluxo, similar
ao movimento de um fluido. Mais do que, o "fluido” mostra se in-
compressivel, veja secao 3.4.1. Note que este fato nao é presente no
quadro correspondente no espago de configuracoes, veja a Fig. 1.1
na pagina 23.

Interpretacao geométrica da matriz simplética. Ao contra-
rio das equagoes de Lagrange, as equacoes de Hamilton tém inter-
pretacao simples sob o ponto de vista da geometria diferencial. Con-
sideremos a parte direita das equacoes de Hamilton como as com-
ij OH
Entao as equagoes de Hamilton 2 = H'(z) afirmam que qualquer

ponentes de um campo vetorial no espago de fase: H'(z) = w

solucdo é uma trajetoria deste campo (de acordo com a geometria
diferencial, uma curva € a trajetoria de um campo vetorial se os ve-

tores de campo s@o tangentes a curva em todos os pontos da curva).
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2
q p

q! q

Figura 1.1: Trajetorias nos espagos de configuracoes e de fase.

Agora discutiremos a interpretacao do campo vetorial Hamiltoniano

H'. Seja H(z) = const uma superficie na qual a energia constante.
_ 0H
= 9z '
em cada ponto desta. O produto escalar de H* com o vetor grad H

Entao o campo H; = (grad H);|j_ e € Dormal a superficie
anula-se: H'(grad H); = 0;Hw’'0;H = 0, isto é, o campo vetorial
Hamiltoniano é tangente a superficie. Assim cada uma das tra-
jetérias z'(7) estd sobre uma superficie de energia constante, como
deveria ser, veja a Fig. 1.2 na pag. 24. Observemos o importante pa-
pel desempenhado pela matriz simplética w?”. Existe um hiperplano
de vetores que sao normais a grad H em um dado ponto. Entao,
mesmo w transforma o vetor normal grad H em vetor tangente de

uma trajetérial

Notemos que em termos das coordenadas 2* o campo vetorial H®
tem divergéncia nula: 9;H* = 0. Consideremos o campo H'(2*) nas
denadas: z; = zlw;;. Primei Hamiltoni fungao d
coordenadas: z; = z'w;;. Primeiro, a Hamiltoniana, como funcao de
ziy ¢ H(z;) = H(2'(2)).

Exercicio. Escreva H(z') = ¢ — p? em termos das varidveis z;.

Além disso, como w ;% z; = §';, a derivada correspondente é 9" =
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(grad H); =H ;

f ication ®:H; =H!

H=const

——

Figura 1.2: As solugoes estao sobre as superficies H = const de energia cons-
tante, e sao as trajetérias do campo vetorial Hamiltoniano, construido a partir
de H: H'(z*) = w¥(grad H);.

0 _ kD
8zi_w Ozk "

nadas é H'(z;) = 0'H(z), e torna-se um campo conservativo: 97 H'

O campo vetorial Hamiltoniano H*(z*) nestas coorde-

— 0'H’ = 0. Este fato serd explorado no Capitulo 3.

1.4 Quantidades conservadas e paréntese de Pois-

son

Definigao. Uma funcao Q(z%, 7) é dita uma integral do movimento
se para qualquer solugao z'(7) das equagoes de Hamilton, QQ mantém

um valor constante

d

Q(z(r),7) = ¢, ou e (Q|On_shell) = 0. (1.57)

Aqui on-shell indica que estamos tomando () ao longo das solucoes
das equagoes de Hamilton. De fato ¢ pode mudar seu valor quando
passamos de uma trajetéria para outra. Escrevemos identicamente
% = % +{Q,H} + %(é’i—{Q, HY}), assim a condi¢ao (1.57) pode
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ser apresentada na forma equivalente em termos dos parénteses de
Poisson
oQ
dr

Em particular, a quantidade Q(z") (sem dependéncia explicita em

+{Q,H} =0, on — shell. (1.58)

7) é conservada se e somente se seu paréntese de Poisson com a

Hamiltoniana do sistema anula-se: {Q, H} = 0.

Na literatura as integrais do movimento sao conhecidas também
como primeira integral, constante do movimento, quantidade conser-
vada, carga ou invariante dinamico. Adiante utilizaremos o termo
carga, por ser a menor entre estas expressoes. Um exemplo de carga
¢ a Hamiltoniana de um sistema conservativo (veja a pag. 20).
A busca pelas cargas de um sistema é uma tarefa de grande im-
portancia, ja que seu conhecimento permite-nos simplificar, e em
alguns casos resolver, as equagoes de movimento de um sistema.
Um exemplo importante é lembrar que a conservagao do momento
angular permite-nos reduzir o problema de Kepler tridimensional a

um problema bidimensional.

O conhecimento das cargas também tem um papel de grande
importancia na descricao de um sistema quantico, para o qual nao
temos o conceito de trajetoria, e é descrito em um espacgo abstrato
dos estados associado ao sistema. No entanto, a nocao das cargas
sobrevive, e elas desempenham um papel central na interpretacao
do espaco de estados, estabelendo a correspondéncia entre os vetores

de estado do sistema e as particulas.

Um método eficiente para a obtencao das cargas de um sistema
com simetrias globais ¢ dado pelo teorema de Noether, a ser discu-
tido na proxima subsecao. Aqui descreveremos algumas proprieda-

des gerais de um conjunto de cargas.

Se () é uma carga, entao uma fungao arbitraria f(()) também sera
uma carga. Se ()1 e ()5 sao duas cargas, entao seu produto e as com-

binagoes lineares com coeficientes numéricos também representam
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cargas. Assim torna-se conveniente introduzirmos a nocgao de car-
gas independentes como se segue: as cargas Q, (2, 7), a = 1,2,.. .,
k < 2n sao ditas funcionalmente independentes se

0Qq
07t

rank

=k = max. (1.59)

Isto implica que as expressoes Q,(z',7) = ¢, podem ser resolvidas

algebricamente com respeito a k varidveis z® entre as varidveis 2%
2% = G2, Ca, T), (1.60)

onde z% sdao as varidveis restantes do conjunto z’. Como serd dis-
cutido na proxima subsecao, o conhecimento de k cargas funcional-
mente independentes reduz imediatamente a ordem do sistema das
equagoes de Hamilton por k unidades, ou seja, existe um sistema

equivalente cujo nimero total de derivadas ¢ 2n — k.

E facil confirmar a existéncia de 2n cargas independentes para
um dado sistema dindmico com n graus de liberdade. Seja f'(7,¢;) a
solugao geral das equacoes de Hamilton. Isto implica, em particular,
que det g—f: # 0. Se escrevermos as equagoes 2' = f'(7,¢;), elas po-
dem ser resolvidas com relagao a ¢: Q;(z*,7) = ¢;. Por construgao,
a substitui¢ao de qualquer solugdo 2'(7) em @; as transformardo em
ntmeros. Assim obtemos 2n combinagdes de 2, 7: Q;(2%, 7), que sao
independentes do tempo para as solugoes das equacoes de Hamilton,

ou seja, (2", T) sdo as cargas conservadas.

No entanto, na pratica o problema é o oposto: é interessante
conhecer o maior nimero possivel de cargas por métodos indepen-
dentes, e utiliza-las na resolucao das equagoes de movimento. Em
particular, a discussao acima implica que o conhecimento de 2n car-
gas independentes é equivalente ao conhecimento da solucao geral
das equagoes de Hamilton.

O conjunto das cargas possui uma estrutura algébrica especial
com relagao aos parénteses de Poisson: o paréntese de duas cargas
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também é uma carga. Este fato é mostrado por meio de calculos
diretos

i{@l, Q2} = Q{Ql, Q2} +{{Q1, @2}, H} =

{‘9@1 001+ (@0 22y Q0 H),Q1) — (111 2) =
{an H1QLHE Q) + Q122 1 (QuHyy =0 (1.61)
Aqui a identidade de Jacobi f01 utlhzada na passagem da primeira
para a segunda linha. A expressdo da tltima linha anula-se ja que
()1 e Q2 obedecem a Eq. (1.58). Assim Q3 = {Q1,Q2} é uma
carga conservada. De fato, o paréntese pode ser identicamente nulo
ou pode ser uma carga funcionalmente dependente de ()1, Q). Se
nao, o paréntese de Poisson pode ser utilizado para gerar novas
cargas a partir de cargas conhecidas. O resultado que acabamos de
demonstrar é conhecido como teorema de Poisson.

Como um exemplo, consideremos uma particula livre, com Ha-

2 . ~
, 1 =1,2,3, e as correspondentes equagoes

miltoniana H = 5 (p')
de Hamilton #* = Lp’, p" = 0. Além da Hamiltoniana, as car-
gas conservadas sdo os momentos lineares p' = ¢ = const (como
segue das suas equagoes de movimento), e os momentos angulares
Lt = élkgiph = di = const (j& que L' = Leiikpiph = 0, devido &
antissimetria de €7* em j e k e & simetria de p7p em relagao a j e k).
E claro que H pode ser omitida, ja que ela forma um conjunto fun-
cionalmente dependente com p‘. Das seis cargas restantes, apenas
cinco delas sao funcionalmente independentes. (Caso tivéssemos as
seis cargas independentes, entao seria possivel resolver as equacoes
Qi(2") = ¢;, obtendo a solucao geral das equagoes de movimento
na forma z' = f%(¢;), e chegando ao estranho resultado de que a
particula nao poderia se mover! De fato, esta dependéncia pode
ser facilmente verificada pelo calculo direto do Jacobiano correspon-
dente). Escolhendo p* e L?, L? como quantidades independentes,

3

encontramos a dinémica de p 22, 23 em termos de z': p’ i

:C,

2? = Clw — dl, 23 = 13: + . Assim, para encontrarmos a soluc¢ao
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geral das equagoes de movimento, precisamos resolver apenas uma

delas, que é &' = %, que nos dé a carga dependente do tempo
rl = %T +b.

Exercicios. 1. Calcule o nimero de cargas funcionalmente independentes para o caso

de uma particula livre em um espaco de n dimensoes, n > 3.

2. Mostre que a dlgebra dos parénteses de Poisson para as cargas L é dada por:

(L, L7} = IR LF, (L p} = T, (1.62)

1.5 Acao Hamiltoniana e a versao Hamiltoniana

do teorema de Noether

Semelhante a situacao com as equacoes de Lagrange, as equacoes
de Hamilton (1.30) podem ser obtidas partindo-se de uma escolha
apropriada de uma acao funcional, pela aplicacao do principio da
acao minima. Sobre um conjunto de curvas do espago de fase 2'(7),

definamos a a¢ao Hamiltoniana de acordo com a equagao

Si = / a7 (pud® — H(" pn)) (1.63)

O problema variacional para este funcional é formulado como se
segue. Buscamos pela trajetoria com as posigoes inicial e final fixas
q*(m1) = ¢¢, ¢"(m2) = ¢5 e momento arbitrario, a qual d& um minimo
para o funcional (veja a Fig. 1.3 na pégina 29). A variagao do

funcional é dada por

.a aH . aH a a 2
55H_/d7<<q = )00 = (B + 580"+ (b)) (1.64)

De acordo com as condigoes de contorno temos: d¢°(t1) = dq°(t2) =
0, entao o tultimo termo anula-se. Portanto §Sy = 0 implica nas
equagoes de Hamilton (1.30).
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p

Figura 1.3: Problema variacional para a agao funcional Hamiltoniana.

Comentdrio. Aqui vale a pena salientar a diferenca entre principios
variacionais e as equacoes de movimento. As equacoes de movi-
mento, junto com as condigoes iniciais, nos fornecem propriedades
da dinamica do sistema fisico localmente, enquanto os pricipios va-
riacionais caracterizam a dinamica do sistema globalmente, ja que

consideram a trajetoria toda do sistema em consideragao.

O teorema de Noether é discutido em detalhes no apéndice. Ele
afirma que existe uma relacao entre as propriedades de simetria
(invariancia) de uma agao e a existéncia de cargas, associadas as
equagoes de movimento. Mais do que afirmar sobre a existéncia des-
tas cargas, o teorema de Noether nos da a expressao exata para as
cargas em termos dos geradores da simetria, veja a Eq. (A.62). O te-
orema de Noether pode ser aplicado a qualquer sistema de equagoes
diferenciais obtido por meio de um problema variacional. Como
vimos acima, as equacoes de Hamilton podem ser obtidas a partir
da condigao de extremo para a agao funcional (1.63). Assim, todos
os resultados obtidos no apéndice permanecem validos para o caso,
com as trocas correspondentes: ¢ — 2' = (¢, py), L — pg—H(q, p).
Como o objeto central agora é H(q, p), podemos reescrever todos os



30 1 Hamiltonian formalism
resultados em termos da Hamiltoniana. Aqui faremos a exposicao
do teorema de Noether na forma Hamiltoniana.

No espago de fase extendido (7,2%) = (7,¢% ps), consideremos
uma familia de transformacoes de coordenadas parametrizada por k
parametros w*, a = (1,...,k)

T— 7 =7(1,2,w*) = T+ Go(7, 2w + O(w?),

ot
. 0w
2 2= 2 w®) = 2 R (T, 2w + O(w?),
) azli
R,=— 1.65
ow™| _o ( )

As funcoes de transicao 7/, 2" foram expandidas em série de po-
téncias, em primeira ordem, na vizinhanca do ponto w = 0. O
gerador das transformacoes infinitesimais R contém dois blocos:
R, = (R*, e Tpa), onde R“, corresponde a ¢* e T}, corresponde a

Pa-

As transformagoes (1.65) representam uma simetria da agdo Ha-
miltoniana (1.63) (equivalentemente, a acao ¢é dita invariante), se

existe uma funcao N(q,p,w,7) tal que®

d /a
/dT’ (pg qu, —H(q’,p’,f’)) =

dq® dN
- / dr <pa = —H(q,p,7>+5). (1.66)

No membro esquerdo temos

/a 7\ —1 ra
g™ — (45) 992 o 7, ¢, pl devem

dr! dr dr
ser substituidos por suas expressoes dadas pela Eq. (1.65). Como é

discutido no apéndice, podemos omitir as integragoes na expressao

(1.66)obtendo
o dq"

“dr

Agora suponhamos que a familia (1.65) seja uma simetria, entao

dN
—#H(¢, P, 7) = paq® — H(q,p,7) + g (1.67)

temos a identidade (1.67). Os membros direito e esquerdo desta

8Para uma definicio exata de simetria, veja o apéndice.
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equacao podem ser expandidos em uma série de poténcias em torno
do ponto w = 0. Como os w sao parametros arbitrarios, a identi-
dade (1.67) deve ser satisfeita para cada uma das poténcias de w

separadamente. Para a parte linear em w da Eq. (1.67) obtemos

(Ria - Ga{ziu H}) Wij (Zj - {Zj7 H}) =

d
—(=pal’a + GoH + Na), (1.68)
dr

onde N, = gu—]\i o E importante frizarmos que a Eq. (1.68) é

uma identidade, ou seja, ela é valida para qualquer fungao ¢*(7).
Assim, a invariancia da agao implica que algumas combinacoes das
equacoes de movimento formam derivadas totais de algumas quanti-
dades, como fica claro pela Eq. (1.68). A afirmagcao principal do teo-

rema de Noether segue imediatamente da Eq. (1.68): se 27 — {27, H}

dQa
dr

reito da Eq. (1.68). Assim, estas quantidades mantém seu valor

= 0, entao = 0, onde (), denota as quantidades do membro di-

constante ao longo de qualquer solucao das equagoes de movimento.

Versao Hamiltoniana do teorema de Noether. Seja a agao Ha-
miltoniana invariante sob a familia de transformagoes (1.65). Entao
existem k fungoes Q. (q, p, 7) ditas cargas de Noether, dadas por

Qo = —pal’a + GoH + N, (1.69)

as quais mantém seu valor constante ao longo de qualquer solucao
das equagoes de movimento obtidas a partir da acgao:

dQ.
dr

~ 0. (1.70)

2i={z3,H}
Notamos que os geradores 7' nao entram na expressao para as cargas.

Exercicios. 1. A adi¢do de uma derivada total & Lagrangeana néo altera as equacoes
de Lagrange. O mesmo é vélido para a agdo Hamiltoniana? Veja tambem a exercicio

1 na pagina 77.

2. A menos de um termo de fronteira, a agdo Hamiltoniana pode ser escrita na forma

Sy = /dr (%ziwijzj - H(zi)) : (1.71)
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E posivel formularmos um problema variacional consistente para este funcional, o qual

deve levar as equagoes de Hamilton?

1.6 Relacoes adicionais entre as formulacoes de

Lagrange e de Hamilton

1.6.1 Ambiguidades do procedimento de Hamiltonizagao.
Exemplo de paréntese de Poisson nao-canodnico.

As equacgoes de Hamilton foram obtidas na subsecao 1.1.2 a partir
de uma formulagao de primeira ordem das equagoes de Lagrange
utilizando uma mudanga de varidveis no espaco de configuracoes-
velocidades. A mudanga foi feita a partir do requerimento de que
as equacoes de Hamilton adquirissem a forma normal. Como foi
observado, a forma normal é garantida pela mudanga (1.21) que en-
volve fungoes arbitréarias b,(q). A escolha convencional é tomarmos
b, = 0, como foi feito na subsecao 1.1.2. E interessante observarmos
o que acontece se definirmos o momento de acordo com a Eq. (1.21).
Entao, partindo das equagoes de primeira ordem (1.15), fagamos a
mudanga (1.18) com p'(¢,v) dada por

p= e ), (1.72)
Repetindo a anélise da subsecao 1.1.2, chegamos as seguintes equagoes
de Hamilton

.o _ OH'(q,P)
q ap:l )
- aH/(Q>p/) aba abb b
Do = dq° + o o)t (1.73)

onde v = v(q, p,b) é solugao de (1.72), e denotamos

H'(q,p') = (9, = ba)v" — L(g,v). (1.74)
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O sistema (1.73) tem a foma normal e é equivalente as equagoes de
Euler-Lagrange para qualquer dada b,(q).

Este sistema também pode ser escrito na forma canonica, simi-
lar & Eq. (1.53), com uma escolha apropriada de um paréntese.
Introduzamos o paréntese

0A ..0B
A B (®) = —bv— 1.
(4, B} = 22, (1.75)
onde a forma simplética agora é dada por
. 0 1 ob,  0Oby
b = b = — — —, 1.76

no lugar de (1.50). Isto implica nos parénteses fundamentais

(¢, "YY =0, {0} Y =6m, {0L,0)}Y =bwlq). (1.77)

Assim temos um exemplo de paréntese de Poisson nao-canonico.
Pode-se mostrar que este paréntese tem as propriedades (1.43)-
(1.46). Agora, as equagodes (1.73) adquirem a forma

= {H)}", onde 2= (q",p}), (1.78)
com a Hamiltoniana dada pela Eq. (1.74). Entao a ambiguidade na
definicao do momento manifesta-se na modificagao da Hamiltoniana
e do paréntese de Poisson.

A partir da definigdo dos momentos (1.72) e (1.22) concluimos
que as duas formulagoes sao relacionadas pela mudanca de variaveis:
(¢% pp) < (¢* = q¢",p, = pp + bp(q)). Podemos checar que esta
mudanga leva as equagoes (1.73) e (1.78).

O paréntese nao-canonico (1.75)-(1.77) aparece naturalmente na
descricao de um sistema onde a interagao depende da velocidade.

Como um exemplo, consideremos a acao

5= [arG? + i) (1.79)
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onde ¢%(7) sdo as varidveis do espaco de configuragao e A,(q) é
uma funcao dada. Esta acao nao-relativistica simula uma particula
relativistica em um campo eletromagnético de fundo. A definicao

padrao de momento p, = ¢, + A.(q) leva-nos a Hamiltoniana

1

H(q,p) = 5(pa = Aa)*, (1.80)

que implica nas equacoes de Hamilton

0A

¢ =pa—Aa={q" H}, Pa=(po— Ap) o

= {p., H}, (1.81)

com o paréntese de Poisson canonico.

Agora, utilizando a Eq. (1.72) como a defini¢do do momento: p),
= G, + Au(q) + ba(q), é natural tomarmos b, = —A,, a qual leva
a expressao p), = ¢, para o momento. Entdo a Eq. (1.74) nos d& a

Hamiltoniana
1 /\2
H(a,p) = 5(pa)" (1.82)
De acordo com a Eq. (1.73) as equagdes de Hamilton sao

" =p.={¢", HY, p,=—Fup, ={p,,HY, (1.83)

com o paréntese de Poisson nao-canonico

{¢“.¢"Y =0, {¢“.0,} =0, {Po0p} =Fulq).  (1.84)

Aqui F' é uma tensao do potencial vetor: F,, = %’;‘g — g‘;ﬁ’. E fécil

notar que ambas (1.81) e (1.83) implicam nas equagoes de Lagrange

.

q = — abqb'

Notemos que a Hamiltoniana (1.82) formalmente coincide com
a de uma particula livre. Neste sentido, na segunda formulagao

a interacdo é codificada em paréntese de Poisson nao-canonico? A

9Enquanto na segunda formulagéo o potencial vetor A, néo é apresentado explicitamente
(as Egs. (1.82)-(1.84) envolvem apenas componentes de F, que s@o os campos elétrico F
e magnético B), ele reaparece na quantiza¢do. De fato, os operadores que reproduzem os
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inclusao das interacoes dependentes da velocidade no paréntese foi
sugerida em [6].

Retornemos as equagoes (1.73). Se insistirmos na forma canénica
das equagbes (com o paréntese canonico), certa ambiguidade perma-
necera presente. De fato, estas equagoes estarao na forma normal

se o ultimo termo anula-se.

Exercicio. Mostre que (% — g‘;’g Yv® = 0 implica g(b]‘g — g’sg =0.
A 1ltima equacao implica que b, = ;—q"a. Assim para uma mudanga
da forma
OL(q,v) | 9g(q)
/ )
= + , 1.85
Pe™ g0 T o (185)
com uma fungao dada ¢(gq), obtemos as equagbes candnicas com
Hamiltoniana
0
H = (@; — S’ - L(q,v)) . (1.86)
q v(g,p’,b)

Observe, que o mesmo resultado pode ser obtido a partir de (1.30)
pela mudanca de varidveis (¢°,pa) — (¢ = ¢* Py = Pa + 9a9(q))-
De acordo com a terminologia que sera introduzida na Segao 1.8,

este é um exemplo de transformacao canodnica.

Exercicios. 1. Mostre que a forma simplética (1.76) é invertivel e obtenha a matriz

inversa b;;. Mostre que a tltima obedece a equacao
6kb¢j = 8}€b¢j + 8¢bjk + 8jb;m- =0. (187)
Uma 2-forma com esta propriedade é dita uma forma fechada.

2. Seja bY(z) uma matriz anti-simétrica invertivel, com a inversa obedecendo & Eq.
(1.87). Mostre que o paréntese (1.75), construido a partir desta b obedece as proprie-

dades (1.43)-(1.46).

parénteses (1.84) devem envolver A: ¢* — ¢* = ¢% e p,, — Pa = % + Aq. Isto leva a
mesma equagdo de Schrodinger que a formulagao inicial, com dependéncia explicita de A. A
dependéncia da equagao de A tem consequéncias interessantes. Ao contrario das conclusoes da
mecanica classica, o potencial vetor pode afetar o movimento de particulas carregadas, mesmo
em regides onde os campos elétrico e magnético sdo nulos. Este efeito [29, 28], conhecido como
efeito Aharonov-Bohm, foi verificado experimentalmente.
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1.6.2 Procedimento de Hamiltonizagcao em termos de um

funcional de primeira ordem

Uma forma elegante de se obter a formulacao Hamiltoniana, baseada
em manipulagoes com a agdo Lagrangeana, foi sugerida em [26, 12].

Seja
5= /dTL(q“,qa), (1.88)

a acao Lagrangeana de um dado sistema nao-singular. Vamos intro-
duzir o espaco de fase extendido, parametrizado pelas coordenadas
independentes ¢%, p,,v®. A partir da Lagrangeana (1.88), podemos
construir a seguinte a¢ao de primeira ordem no espaco de fase ex-
tendido

S) = /dT (L(¢",v®") + pa(¢* — v®)) . (1.89)
A qual implica nas equagoes de movimento
. . 0L(g,v) 9L(q,v)
“ =" . = ——, = ————. 1.90
=", P e p oa (1.90)

Analizando as equagoes de movimento, temos: a terceira equacao de-
fine o momento conjugado (1.22), enquanto as outras duas equagoes
coincidem com as equagoes de movimento para a agao inicial (1.88),
veja a Eq. (1.24). Assim a agao (1.89) nos dd uma formulagao equi-
valente a da teoria com acao (1.88). Nesta formulacao, as equagoes
para o momento conjugado aparecem como parte das equagoes de
movimento. A parte restante do procedimento consiste no uso da
terceira equacao para eliminar v* das duas primeiras equagoes. Os
calculos correspondentes coincidem com aqueles feitos na se¢ao 1.1.2,
a partir da Eq. (1.24).

Finalizamos esta subsecao com um comentario sobre a relagao
formal entre diferentes acoes. Tomemos a acao de primera ordem
como um objeto bésico. Entao a acao Lagrangeana (1.88pode ser
obtida a partir da agao de prmeira ordem pela utilizacao da primeira
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equagao de (1.90). A a¢do Hamiltoniana (1.63) ¢é obtida a partir da
de primeira ordem pelo uso da terceira equagao de (1.90).

1.6.3 O problema inverso: da formulacao Hamiltoniana

para a Lagrangeana

Seja H(q,p) a Hamiltoniana de um dado sistema nao-singular. O
problema agora é como obtermos a formulagao Lagrangeana cor-
respondente. Para este fim, utilizamos a expressao (1.27), a qual
determina L como fungao de ¢, p: L(q,v(q,p)) = p,v® — H(q,p). De
acordo com a subsecao 1.1.2, as quantidades do espaco de fase e do
espaco de configuragoes-velocidades sao relacionadas pela mudanga
de varidveis (1.18), (1.22). Entao L como funcao de ¢q e v pode ser

obtida por meio desta mudanca na expressao anterior

L(g,v) = (pav" — H(q,1)) g0 - (1.91)

Para encontrar as fungoes de transigao p(g, v) é suficiente relembrar-
mos a Eq. (1.29), a qual determina as fungdes inversas: v*(q,p) =
%. Assim, resolvendo algebricamente as equagoes v* = %
com relacdo a p: p = p(q,v), temos as fungdes de transicao deseja-

das.

A prescricao formal resultante pode ser formulada sem mencio-
narmos as velocidades: partindo de uma dada H(q,p), resolvemos
a primeira parte das equacoes de Hamilton: ¢* — % = 0 com

respeito a p, p = p(q,q). Entao L(g, q) = [paq® — H(q P)]l,4.q)

1.7 Transformacoes no espaco de fase e equacgoes

de Hamilton

Em varios casos interessantes as equacoes de Lagrange podem ser
resolvidas com o uso de transformagoes de coordenadas ¢ — ¢'(q)
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no espago de configuracoes. Em particular, se o sistema em questao
exibe certas simetrias, elas podem ser utilizadas na busca por co-
ordenadas ajustadas com esta simetria. As vezes a transformacao
leva ao desacoplamento das equacgoes de Lagrange, entao o problema
crucialmente sera simplificado. Exemplos bem conhecidos sdao o uso
de coordenadas esféricas no problema de Kepler e as varidaveis do
centro de massa no problema de dois corpos. A formulacao Hamil-
toniana nos da possibilidades adicionais devido ao fato do conjunto
de transformagoes no espaco de fase ser muito maior, devido a pos-
sibilidade de misturarmos as variaveis de posicao e velocidade: ¢ —
qd(q,p), p — P'(q,p). Nesta secdo encontraremos como as equagoes
de Hamilton transformam-se sob transformacoes de coordenadas no
espago de fase. Como sera visto, uma transformagao arbitraria nao
preserva a forma das equacoes de Hamilton. Entao, é razoavel tra-
balharmos apenas com o subconjunto das transformagoes que man-
tenham a forma das equacoes inalterada. As transformagoes deste
subconjunto sao ditas transformagoes canonicas e serao discutidas

na proxima segao.
As equagoes de Hamilton

- COH(2F
z’:w”—(.), i,j=1,2,...,2n, (1.92)
077
representam um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem
para a determinagao de 2n fungoes 2*(7). Para resolver o sistema de
forma analitica, geralmente precisamos procurar por novas variaveis
2'{(7), tais que o sistema adquira a forma mais simples possivel para
estas varidveis. Aqui comecaremos com algumas defini¢oes relevan-

tes.

Sejam (27, 7) 2n fungoes dadas de 2n + 1 varidveis, com a se-

guinte propriedade

det

gfj £0, V7. (1.93)

A partir da parametrizacao original do espaco de fase, z¢, as funcoes
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@' com Ty fixo podem ser utilizadas para definirmos uma nova para-
metrizacao 2"

1

2= (2, 1) (1.94)

De acordo com a condicao (1.93), a transformacdo de coordenadas™®
2" — 2/" é invertivel: as expressoes (1.94) podem ser resolvidas com

relacao a 2%, com resultado
2 =27 7). (1.95)

Por construcao, existem as identidades

@' (Y(2,70),m0) = 2", V' (p(2,70),70) = 2. (1.96)
A partir destas obtemos mais algumas identidades
0" (2, 7) ', T) o
0z (') 0z
0¢' (2, 7) _ 09z, 1) oY (#,7)

5 187; z=(2',T) 3 ?Z]/ z=1(',1) 3 ?T
¢éz 77_) —_ _ wa(zl]? 7—) 908(2’/77—). (197)

T 2'=p(z,7) < 2'=p(z,T) T

A primeira identidade relaciona as matrizes de Jacobi das trans-
formacoes inversa e direta: as matrizes sao inversa uma da outra.
A segunda identidade relaciona a derivada de ¢ com a derivada da
transformacao inversa 1. A terceira identidade difere da segunda
pela mudanga ¢ < 1, como deve ser (é problema de conveniéncia
qual das fungoes sera dita a transformagao ”direta”’e qual sera dita

a transformagao ”inversa”).

As fungoes ¢(z7,7) podem ser usadas para definir um mapea-
mento sobre o espago das fungoes (trajetérias) 2*(7),

i

o' 2(1) — 2Y(7) = O (1), 7). (1.98)

10No espaco de configuragdes, transformagdes do tipo (1.94) com 7 variando sdo conhecidas

e tém interpretacao fisica bem conhecida. Por exemplo, uma transformacgdo de Galileu z* —
2/t = x* + v'7 + a® nos d4 a relacgdo entre as coordenadas de dois referenciais inerciais, com

velocidade relativa dada por v°.
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Entao ¢ da a transformacao inversa
G 2i(r) — () = (), 7). (1.99)

Temos @' (Y(2'(7),7),7) = 2/(1), V' (p(2(7),7),7) = (7). Sem-
pre que mudarmos a descricio de um sistema em termos de z%(7)
para uma descri¢ao em termos de z'/(7), dizemos que foi feita uma

transformacdo no espaco de fase: z* — 2.

Comentdrio. Como foi mencionado, para 7 fixo as expressoes (1.94)
tém interpretacao geométrica como as fungoes de transicao de uma
mudanca de coordenadas z* — 2*. Enquanto nao for necessirio,
é conveniente discutirmos duas interpretagoes diferentes de (1.94),

(1.98) com 7 variando.

1. A interpretagao geométrica de (1.94) pode ser obtida no espago
de fase extendido R*"*! = R(7) @ R**(2") com coordenadas (7, z°).

Neste espaco estao definidas as transformagoes de coordenadas

T\ T = f(z,7)
( ot > ( L ) ’ { S — (pi(Z,T). (1‘100)

Agora, a Eq. (1.94) é um caso particular desta mudanga de coor-
denadas, com 7/ = 7. Sejam T = 7(s), 2' = z'(s) as equagoes pa-
ramétricas de uma curva no R?"*!. O caso particular é 7 = s, 2° =
2'(s), onde uma das coordenadas, a saber 7, foi escolhida como
parametro. Neste sentido as fungoes z°(7) podem ser consideradas
como as equagoes de uma curva em R**1. Entao 2" = ¢'(2(7),7)
sdo as coordenadas desta curva no sistema de coordenadas (7, 2"*).

2. Algumas vezes é conveniente pensar nas fungoes ¢*(27,7) (1.94)
como as componentes de um campo vetorial!! (dependente do tempo)
no espaco de fase z'. Entao as transformacoes canonicas correspon-

dem aos campos vetoriais conservativos (veja a Eq. (2.14) adiante).

A partir das equagoes de Hamilton (1.92), uma pergunta natural
é a seguinte: qual a forma que as equagoes de Hamilton adquirem na

1 De fato, ¢’ nio se transforma como um vetor.
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parametrizacao (1.94), ou, equivalentemente, se 2*(7) obedecem as
equagoes (1.92), entao quais sdo as equagoes correspondentes para
2'"(7)? A resposta é dada pelo seguinte teorema

Proposicao. Seja 2" = ¢i(z%,7) uma transformacao no espaco de
fase. Os sistemas (1.92) e

k ! / k
sk _ a_gwija_@aH(zﬁ(Z 7)) 4 Oy

i j l ?
0z 0z 0z OT | (o)

(1.101)

sao equivalentes no seguinte sentido:
e Se 2'(7) obedece a (1.92) entao 2''(7) = '(2(7),7) obedece a
(1.101).

e Se 2"(7) obedece a (1.101) entao z°(7)
(1.92).

Yi(2'(1),T) obedece a

Demonstragao. Vejamos o significado do item a). De acordo com
(1.8), as equagbes para z' sdo obtidas apds a substituigdo de z na

forma (1.99) em (1.92). O que imediatamente leva a Eq. (1.101).
ij 81(;1(_2)

Equivalentemente, tendo em mente a identidade 2(7) = w

)

2(7)

o mesmo resultado segue por cédlculo direto da derivada
. . 098z, 7) 0t (2, 7)
1k _ k _ ) 4 ?

)= (e = 2R A
8()0k(27 T) 1 aH(w(@(Za T)v 7—)) agpk(za T)

—w . +
0zt 02 or
8()0k(27 T) wij 8H(¢<Z/7 T))
0z oz"

2(T)

z(7)

9¢'(2,7)
077

+

2'=p(z,T)
(1.102)

z=1(2',7) > 2 (1)

donde z’*(7) obedece a Eq. (1.101). Na passagem para a ultima

_ a‘;@I‘szj 390% OH (Y(2', 7)) 4 I
0zt 027 02" or

linha utilizamos as identidades: z(7) = ¢(2'(7),7) = ¢¥(2',7)[,()-
O item b) pode ser provado de forma andloga.
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Adiante utilizaremos notacoes simplificadas, semelhantes aquelas
utilizadas na geometria diferencial. No lugar de 2" = ¢*(27, 7) assim

como de z' = (2", T) escreveremos

i — Z/i(zj’,]_)’ S z'i(zjﬂ')a (1.103)

Assim a nova coordenada (valor da fungao) e a fungao sdo denotadas

da mesma forma. As notacoes para as derivadas parciais'? sao

0 0 .
gzi_@, w %zj_a’
—g ii_ 9 _ gi
92 %}1 A
—— =0, (1.104)
or

Também, algumas vezes, omitiremos a operagao de substituicao:
A(2)], oy — Alz) ou A(z)]. (1.105)

Se os lados esquerdo e direito de alguma expressao tém um ”balango”
errado de varidveis, precisamos substituir z(z’) no lado esquerdo ou
direito da equacao. Nestas notagoes podemos escrever, por exemplo

14

2(2(2,10), 1) = 2" ao invés de (1.96). (1.106)

As identidades (1.97) podem ser escritas agora na forma

92" 02’ k 1k i k
oz g 0 o 00 =00
0z"(z,7) 02" 02(2,7)
T
22T 2t 027z, T
or 021 or (1.107)

onde, por exemplo, a ultima equacao implica na substituicao de
2'(z,7) no lado esquerdo e no primeiro termo do lado direito. Equi-

valentemente, podemos substituir z(2’,7) no ultimo termo do lado

12Como Bi(zkwkl) = 5;, a derivada parcial com respeito & varidvel z; = zFwy; é escrita na

forma 0.
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direito. As equagoes de Hamilton para 2 (1.101) adquirem a forma

OH (z(2',7)) N 02" (z,7)

tk __ 1k 1"
= ) T = . (1.108)

z(2',7)

onde {z*, 2}, é o paréntese de Poisson calculado com relagao a z.

1.8 Definicao de transformacao canonica

Comparando-se as equagoes (1.92) e (1.101) segue que uma mudanca
de parametrizacao geralmente nao preserva a forma das equagoes de
Hamilton. Isto justifica a seguinte definicao

Definigao. Uma transformagao 2" = ¢'(27,7) é dita uma trans-
formacao canonica se para qualquer sistema Hamiltoniano ela pre-
serva a forma das equagoes de Hamilton:
g COH .y . COH(Z, T .
F=wi— 5= w”#, V H, alguma H.(1.109)
0z 02"
Sera visto que H é relacionada a Hamiltoniana original, H, de forma
simples (em particular, para o caso das transformagoes canonicas

independentes do tempo , temos H(2') = cH(z(2')), ¢ = const).

Por construcao, a composicao de duas transformacoes canonicas
também é uma transformacao candnica: se z — 2/ = 2/(z,7), 2/ —
2" = Z'(2,7) sdo as transformagdes canonicas, entdo z — 2" =
2"(Z'(z,7),7) é uma transformacao canonica. E evidente que o con-
junto das transformacgoes canonicas forma um grupo, cujo produto

¢ definido pela lei de composicao dada acima.

Das Egs. (1.108) e (1.109) segue que uma transformagao canénica

2'(z,7) obedece a

{Z/k’ Z/l}z‘z(z’ ) 811H(Z<Z/, 7)) + 872/k(z7 7) ‘z(Z’ )
= WMoyH (Y, 7), YV H e alguma H. (1.110)
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A partir desta expressao obtemos imediatamente duas consequéncias
que serao bastante utilizadas. Primeiro, tomando a derivada 0, da
Eq. (1.110) temos

allﬁz ({Z/k, Z/l}z‘z(zlﬂ_)> a;H(Z(Z/, T)+
+al/€(a7'zlk(za 7-)|z(z’,7')) = 0. (1111)

Como isto é verdadeiro para qualquer H, os primeiro e segundo
termos anulam-se separadamente. Em particular, a derivada do
paréntese de Poisson deve anular-se, donde {z*, z’l}z|z ) = (T),
onde c* ¢ independente de z*. Entao podemos omitir a substituicao
de z(Z',7), obtendo o resultado

{2*, "), = cF(r). (1.112)

Segundo, denotando o lado esquerdo da Eq. (1.110) por J*, pode-
mos escrevé-lo na forma J* = 9*H. Como J'* é a derivada de uma

funcao escalar, obedece a identidade
" JT =09 J". (1.113)
Detalhadamente, a identidade é dada por
J' <8Tz’j(z,7')|z(z, T)> — (Z — ])—i—
("W — (i = j)) O H—
(Wit — (i« ) 05H =0, (1.114)
onde

WY = {2, 2"}, (1.115)

z(2',71) "
Como isto é valido para qualquer H, escrevemos separadamente
o (0.7 )~ (1 9) =0,
a/awbd o é/bwad =0
Wikt — Wikl 4 Witk — Wity = 0. (1.116)
As expressoes (1.112) e (1.116) sao vélidas para qualquer trans-
formagcao canonica, e serao o ponto de partida para nossa andlise
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nos capitulos 2 e 3. Em particular, sera mostrado no capitulo 3 que
o sistema (1.116) é equivalente a afirmagao simples de que a matriz

simplética é invariante sobre a acao de transformacoes canonicas:

1k n
02 wijaz = e ¢ = const, (1.117)

0z 0z

a menos de uma constante c¢. Transformacoes com ¢ = 1 sao ditas

transformagoes canonicas univalentes.

Exemplos. 1. A transformacgio

la

¢ =aq", Pa = BPa (1.118)

é uma transformacdo canénica. Temos ¢'* = a§® e pa = Bpa. Utilizando as equacoes

de Hamilton, temos

e BOH  0afH

—a2 %2 _ , 1.119
=, = om (1119)
donde H = aBH. A equacdo para p!, mostra-se de forma anéloga.
2. A transformagcao
q* = ap”, P = Bda (1.120)
é uma transformagado candnica. Neste caso, H = —aBH. A prova segue a linha da
prova do exemplo anterior.
3. A transformagéao
q* = patant, P = q“ cott (1.121)
¢ uma transformagdo canonica. Aqui temos H = —H + mq'“p;. (A prova é

deixada como exercicio.)



Capitulo 2

Transformacoes canonicas
no espaco de fase

bidimensional

E comum nos livros-texto de mecanica cléssica a discussao das trans-
formacgoes canonicas baseada na forma integral das condigoes de ca-
nonicidade e na teoria das integrais invariantes [1, 14, 15]. Esta
formulacao sera apresentada no capitulo 4. Neste capitulo e no
proximo iremos deduzir todas as propriedades das transformacoes
canonicas por analise direta das condigoes de canonicidade dadas
pelas Eqgs. (1.112) e (1.116).

E instrutivo comecarmos nossa discussao analisando as proprie-
dades das transformacoes canonicas no espacgo de fase bidimensio-
nal z* = (¢, p), onde as propriedades basicas siao obtidas por meio de
calculos elementares. Por conveniéncia, o material dos capitulos sub-
sequentes é independente da leitura deste capitulo (por esta razao,
temos uma certa superposi¢ao com o préximo), assim o leitor pode

omitir este capitulo e ir diretamente ao proximo.
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2.1 Transformacoes candnicas independentes do

tempo

As transformacoes canonicas independentes do tempo sao uma im-
portante ferrramenta para a analise da estrutura de uma teoria sin-

gular.

2.1.1 Transformagoes candnicas independentes do tempo
e matriz simplética

Descartando a dependéncia com 7 na Eq.(1.103) obtemos trans-
formagoes independentes do tempo! 2" = 2"(z7) ou, para o caso,
qd = d(q,p), P = P(q,p). Em termos das novas coordenadas, as
equagoes de Hamilton adquirem a forma (veja a Eq. (1.108))
OH(=(#'))

o ’
enquanto a definigdo de transformacao canonica (1.109) implica (veja
(1.110))

3k = {z’k, z’l}z|z(z,) (2.1)

P OH (z(% OH (%' ~
{2, zl}z‘z(z,)ﬁ :wkl%, V H, alguma H. (2.2)

Como primeiro resultado bésico, mostraremos que o grupo das
transformacoes canonicas pode ser identificado com o grupo de trans-
formacoes de coordenadas que mantém a matriz simplética, w¥, in-

variante a menos de uma constante. Mais exatamente, temos

Proposigao. Uma transformacao 2z = 2"(z7) é candnica se, e
somente se,
8Z/k “azll
W =M ou {ZF 2"}, =M, c=const. (2.3)
0zt 027

Demonstracao. Dada uma transformacao canonica, entao esta obe-
dece ao sistema (2.2). Mais detalhadamente,tomando o indice ¢ =

Lalgumas vezes ditas transformacées de contato.
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1,2 obtemos o sistema
) OH _0H ) OH _ 0H
’ oy op’ ’ oq' oq

Calculando a derivada da primeira equacao com relacdo a ¢' e da

(2.4)

segunda com relacao a p’, e somando as expressoes resultantes, ob-

temos

5 (0P 57 = 5 () 5 =0 (2.5
Como esta expressao é valida para qualquer H, concluimos que
ar({d:7'}) = 0 e om({d.r'}]) = 0, o que implica {¢’,p'} = ¢
= const. No espago de fase bidimensional os parénteses de Poisson
restantes sao {¢,¢'} = 0, {p/,p'} = 0. Combinando os parénteses
de Poisson, obtemos o resultado desejado: {z’*, 2"}, = cwk!. Além
disso, a substitui¢ao da Eq. (2.3) na Eq. (2.2) nos d4 a relagao entre

as Hamiltonianas original e transformada

H(2) = cH(2(2). (2.6)
A afirmacio inversa é evidente: a Eq. (2.3) implica (2.2) com H
dada pela Eq. (2.6).
Comentdarios.

1. A Eq. (2.3) pode ser reescrita na forma equivalente
0z 1 02"

. =c
927,y 0zk

wlj, (27)

que nos mostra como a matriz inversa de 92" pode ser calculada.

2. Definamos o paréntese de Poisson com relacao as varidveis 2z’ da
seguinte maneira: {2, 27}, = w¥. Para o caso de transformacoes

canodnicas univalentes (c=1), a Eq. (2.3) pode ser escrita na forma

{2"(2),27(2)}, = {&", 27}, (2.8)
De acordo com isto, para quaisquer duas funcoes definidas no espago
de fase obtemos

{A(2), B(2)}:l.y = {A(2(2), B(2()} (2.9)
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Estas expressoes siginificam que as transformacoes candnicas uni-
valentes e o calculo do paréntese de Poisson sao operacoes que co-
mutam. Por esta razao, as Eqs. (2.8) e (2.9) sao referidas as vezes
como a propriedade de invariancia do paréntese de Poisson sobre

uma transformagao canonica.

Exercicio. No iltimo pardgrafo discutimos a invaridncia do paréntese de Poisson com
relagdo a transformacgées canonicas univalentes. O mesmo é valido para transformagdes

que nao sejam univalentes?

2.1.2 Funcao geradora.

Seja ¢ — ¢ = ¢(¢,p), p — P = P(q,p) uma transformagao
canonica e suponhamos que a segunda equacao possa ser resolvida
algebricamente com respeito a p: p' = p'(q,p) = p = p(q,p’). Trans-
formacgoes com esta propriedade sao ditas transformagoes canonicas
livres. Usando a ultima equacao, podemos representar as varidaveis
¢, p em termos de ¢, p':

¢ =4q(qpq,p)=dp), p=p(qD). (2.10)

Por construcao, estas expressoes podem ser resolvidas com relagao
a ¢',p’. Podemos portanto trabalhar com a transformacao canonica
na forma (2.10), onde ¢,p’ sdo consideradas como as variaveis in-
dependentes, no lugar de ¢, p como foi inicialmente. As identidades
(1.107) adquirem a forma

9q(q', ') 0d'(a. 1) _ |
9q 7' (g,p') 0q ’
dq(q,p') 0¢'(q,¢') _  9q(q,p) (2.11)
I’ q'(g,p") oy’ o .

Nesta secao mostraremos que existe uma maneira simples de se
construir uma transformacao canonica livre partindo de uma dada
fungao S(q,p’), veja a Eq. (2.15) adiante.
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Proposigao. Dada uma transformagao z' — 2z"(z), as seguintes
condicoes sao equivalentes:

e a transformacao é canonica:

(2", 27} =c W9, ¢ = const, (2.12)

e existe uma funcao F'(¢',p’) tal que

dq ,  OF dq OF

Cpa—q, aq" CPO_p’ = 0_p” (2.13)

onde ¢ = q(¢',p'), p = (¢, p").

Demonstracao. Seja dada uma transformacao canonica. O sistema

2.12) contém apenas uma equacao nao trivial: = c 1 ou
( p quag q,p}- ,

9 Op _ 9¢ Op _ —1 ;
50 o7 — apog —C > aqual pode ser reescrita na forma

0 dq , 0 dg\
o (cpaq/ ) o7 (cpap/> = 0. (2.14)

Isto significa que o campo vetorial com componentes F; = cpg—;], —
p, Fy = cpg—; é conservativo: 01 F, — 0o F7 = 0, assim existe uma
fungao escalar F'(¢',p’) a qual obedece a Eq. (2.13). A afirmagao in-
versa também é verdadeira: diferenciando a Eq. (2.13) com respeito

a ¢ e p' e somando as expressoes resultantes, obtemos {¢, p}. = ¢ L.

Proposigao. Seja z' — 2/*(z) uma transformagao canonica livre, a

qual pode ser apresentada na forma (2.10). Entdo existe uma funcao
3%s

S(Qap/) tal que Bqop 7& 0,e
oS oS
(q.p)) = == N =22 2.1
q(q.p) o cp(q.p) 9 (2.15)

Tal funcao S é dita a funcao geradora da transformacdao canonica.

Demonstracao. A seguinte funcao

S(q,p') = F(d(¢.0).0") +1'd(q,p) (2.16)
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obedece as condigoes desejadas, como pode ser verificado por meio
de célculos diretos com o uso das Egs. (2.13) e (2.11). Note que a
funcao geradora S é definida no espago dos (¢q,p’).

Assim vemos que a uma dada transformacao canonica podemos
associar sua correspondente funcao geradora. E natural perguntar-
mos se uma dada fungao S(q, p’) define uma transformagao canonica

livre. Tal fato é verdadeiro, e segue do seguinte proposicao

Proposigao. Seja S(q,p’) uma funcao tal que 2S£ (). Entao a

dqop’
solucao das equacoes algébricas ¢/ = %ﬁff’), cp = %qqm em relacao
ag,p
4 08
q=q(d\p), p=c' 4 =p(d, ), (2.17)
9q a(d’p')

¢ uma transformacao canonica livre.

Demonstragao. E suficiente demonstrarmos que {q,p}. = ¢!, veja

a Eq. (2.12). Denotando ¢ — 95(ap) — G(d,q,p). A partir da

op’
identidade G(¢’,q(¢’,p'),p") = 0 obtemos as consequéncias
8 1 8 S 1o/
99 _ - Y 2 (2.18)
8(]’ qu/ 3}9’ qu/
onde foi denotado Sy, = ‘?:Tg ) e assim por diante. Além disso,
a(q’ v’
a dltima equacao de (2.17) implica que
@ — C_l @ e 0_1%
) aq/ aqq 6(]/ qu/ ’S 5
P - q _ /)
a_p’ =c 1(qu’ + Sqqa_p,) =c 1(qu’ - %) (2.19)

Estas expressoes permitem-nos calcular o paréntese de Poisson de-

sejado, com resultado {gq, p}., = ¢ L.

Exemplos. 1. A transformacdo ¢’ = /qcos2p, p’ = /gsin2p é uma transformacio
G G

canoénica livre com fungéo geradora

1 ! 1
S = —qarccos 4 _ ~¢'vq—q? (2.20)

2 NP
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2. No fim do capitulo anterior demos trés exemplos de transformacées candnicas. O
exemplo (3) é um exemplo de transformacado canonica livre independente do tempo.
Para o espago de fase bidimensional, a fungio geradora é dada por S = —33¢'¢"" e

a valéncia da transformacao dada por ¢ = —af3.

Exercicios. 1. Calcule o paréntese de Poisson {q,p}, = ¢~' na demonstracio do

ultimo teorema.

2. Considere a transformacao linear no espaco de fase:

q = aq+ Bp,
p' = a1q+ Bip,
0451 — alﬁ 7& 0. (2.21)

Mostre que esta transformacgio é canénica e que para 3 # 0 esta transformacéo é uma

transformacao canodnica livre com F dada por

1 1
F= iaa1q2 + §Bﬁ1p2 + a1 8qp (2.22)

2.2 Transformacgoes canonicas com dependéncia

temporal

Aqui repetiremos a analise feita na secao 2.1 para o caso de trans-
formagoes canonicas dependentes do tempo no espaco de fase bidi-
mensional. Comparando com o caso anterior, a unica diferenca nos
resultados finais é, de fato, a forma nao trivial que a Hamiltoniana
transformada adquire, veja a Eq. (2.32) adiante. O grande interesse
na utilizacao deste tipo de transformagcao é para a simplificacao das

equagoes de Hamilton e sao a base da teoria de Hamilton-Jacobi.

2.2.1 Transformagoes canonicas e matriz simplética

Para o caso de transformacoes dependentes do tempo no espaco

"= p'(q,p,T), as equagbes

de fase bidimensional ¢ = ¢'(¢q,p,7), p
de Hamilton em termos de ¢',p’ adquirem a forma (1.108)), en-

quanto a defini¢do de transformagao canénica (1.109) implica nas
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Egs. (1.110)-(1.116). Como antes, o conjunto de transformacoes
canonicas pode ser identificado com o conjunto de transformacoes
de coordenadas que mantém invariante (a menos de uma constante)
a matriz simplética w®:

Proposigao. Uma transformacio 2" = 2%(2% 7) é canonica se, e

somente se,

8Z/k “azll
Y =c®, ou {Z* "), =cf, ¢ =const. (2.23)

92 Y 9z

Demonstragao. A) Seja dada uma transformagdo canodnica, por

hipétese, ela obedece ao sistema (1.110). Repetindo a andlise da
subsecao (2.1.1) chegamos ao sistema

a%({q',p'}w —0, a%({q',p'}n _o, (2.24)

o [ op(z,7)
z(z’,7)> " 8_]7/ ( or

A Eq. (2.24) implica que {¢,p'} = ¢(7), ou
_ oq' op'  Op' dq

0 <0q’(z, T)

3_q’ or

) =0. (2.25)
2(2',7)

(2.26)

A Eq. (2.25) afirma que o campo vetorial cujas componentes sao
N, = %—’:L Ny = —%—qu| ¢ conservativo, assim existe uma funcao
escalar N(q¢',p/,7) tal que

op'  ON

oN| oy _oN
or g

9 oy

. (2.27)

Demonstremos que isto implica % = 0, entao ¢ = const. Diferenci-
ando a Eq. (2.27) obtemos
¢  O’N
0101 92"0p'

azli
0z

07" o\
021" 02901 02'0¢

(2.28)

Com o uso destas igualdades, a derivada da Eq. (2.26) com respeito
a 7 anula-se, como consequéncia da Eq. (2.28).
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B) Suponhamos que a transformagao 2" = 2"(z,7) obedeca a Eq.
(2.23). Primeiramente, notemos que a afirmagao na pagina 50 é
valida para o presente caso de transformagcoes dependentes do tempo
(j& que apenas as derivadas parciais com relacao a 2* foram utili-
zadas). Assim a Eq. (2.23) implica nas equagoes (2.13), e diferenci-
ando a ultima com respeito a 7 obtemos

dp Oq 02%q O?F ()

“oroze T Poraze T " ozeor

Depois, sob a condigao (2.23), as equagoes de Hamilton para 2z’

(2.29)

(1.108) adquirem a forma
i OH(2(2',7)) i Gzl ozF

1

oHG(A o (OF 'N
ii Z\=Z, T q
W TG (E - Cpa) 7 (2:30)

onde as Egs. (1.107) e (2.7) foram usadas na primeira linha, e a Eq.
(2.29) foi utilizada na passagem da primeira para a segunda linha.
Assim a condigao (2.23) implica na forma canoénica das equagoes de
Hamilton

2 =wY 5277 (cH(z(z', T) — cp—

dq OF

2.31
a'*af) (231)
0 que completa a prova.

Além disso, comparando este resultado com a Eq. (1.109) nota-

mos a relacao exata entre as Hamiltonianas original e transformada:

Corolario. Seja 2* — z'* = 2"(z,7) uma transformacdo canonica.

Entao existe uma funcao F' tal que

0q(2', 1) N OF (2, 1)
or or

As propriedades da acao Hamiltoniana sobre as transformagoes canonicas

H(Z', 1) =cH(2(¢,7)) — ep(2', T) (2.32)
serao discutidas na secao 3.5.

Comentdrio. Comparando com as transformagoes canonicas inde-
pendentes do tempo, a Hamiltoniana transformada adquire termos
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extras. Podemos entao formular o seguinte problema: encontrar
a transformagao canonica 2" = 2"(z,7) tal que a Hamiltoniana
transformada seja a mais simples possivel, por exemplo? H=0 (a
transformacao canodnica desejada pode ser obtida em alguns casos
interessantes por meio da equacao de Hamilton-Jacobi, veja a secao
3.7 adiante). Isto permita encontrar a solucao geral das equagoes
Hamiltonianas. Em novas coordenadas as equacoes de movimento
sdo triviais: 2* = 0, e podem ser resolvidas: 2" = C%. Depois disto,
resolvendo as equagoes algébricas 2"(z,7) = C* (onde 2'/(27, ) sao
as fungoes conhecidas que definem a transformagao candnica), obte-
mos a solucao geral das equagoes de movimento na parametrizacao

inicial: 2" = 2'(r, CY).

2.2.2 Funcgao geradora.

Proposigao. Seja ¢ — ¢' = ¢'(¢,p,7), p — ' = p'(¢,p,7) uma
transformacao canonica livre, portanto a partir destas expressoes

escrevernos

/

¢=d(r,7), p=pdr,7).0,7)=p(qp, 7). (233)
Entao
a) existe uma funcao S(q,p’,7) com % # 0 tal que

oS oS

q/(Q7p/7T) = a_p,v Cp(Qap,aT) = 8_q7 (234)

b) a Hamiltoniana transformada (2.32) em termos das variaveis ¢, p’
adquire a forma

- 0S(q,p', 7

H(Z',7) = cH(q,p(q, P, 7)) + 9er.7) (2.35)

q'(q,p',7) or

2Note que isto néo é possivel no caso de transformacdes independentes do tempo: se H(z)
depende essencialmente de todas as varidveis, entdo o mesmo é valido para H(z(2')), veja a
Eq. (2.6).
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Demonstragao. a) A prova é similar aquela feita para a Eq.(2.15),
como apenas as derivadas parciais com relacao a ¢,p foram usa-
das. b) Para substituir ¢'(q,p’, 7) na Eq. (2.32) precisamos de duas
identidades. A primeira, a partir de ¢(¢'(q,p’,7),p',7) = q segue

que
a / / a a / /
qld’,p',7) __ a| % (9.7, 7). (2.36)
or q'(g,p',7) dq q or
A segunda, a partir da expressao
0 F( / / / _
E q(qvva)>p77—)_
oOF (7, o¢  OF(7,
- —(f;/ ™) a_‘-’ v —éf il (2.37)
q ¢ (ap'r) 9T T a'(¢.p',7)
encontramos
oF Z/,T 0 2/,7_ a/ ) /aT
((9 ) :<_cp qg/) +p,> CI(CIap ),
T q'(g:p',7) q q'(g.p',7) T

0 / / /
+§F(q (Q7p 7T)>p 77-)7 (238)

onde a Eq. (2.13) foi usada. A Eq. (2.35) segue da Eq. (2.32)
utilizando estas igualdades e a forma manifesta de S, veja a Eq.
(2.16).

Como antes, o resultado pode ser invertido no seguinte sentido:

Proposigao. Seja S(q,p’, 7) uma dada fun¢ao que obedece a propri-
edade 225 # (0 para todo 7. Entao a solucao das equacoes algébricas

Oaop /
qJ = —85(51’5 7)o op = 2wt (%’5 ") com relacdo a g, p
_, 08
¢=aq(d'p\7),  p=c o =p(d,p,7),  (2:39)
T lg(q pm)

¢ uma transformacao canonica livre.

A demonstragao é idéntica ao caso das transformacoes independen-
tes do tempo, veja a pag. 51, ja que apenas as derivadas parciais
com relacao a ¢/, p’ forma utilizadas naquele caso.
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Exemplo. No fim do cap.1, foi dado um exemplo de transformagado candnica livre
dependente do tempo, que no caso bidimensional é dada por ¢’ = ptant, p’ = qcott.

A fungao geradora é dada por

S = —qq cott, (2.40)

e a valéncia dada por ¢ = —1.



Capitulo 3

Propriedades das

transformacoes canonicas

Como vimos na secao 1.8, em geral a forma candnica das equagoes
de Hamilton nao é preservada por uma transformagao no espaco
de fase. As transformagoes com a propriedade de manter a forma
das equacoes foram ditas transformacgoes canonicas. Neste capitulo
discutiremos suas propriedades para o caso de um espaco de fase

com dimensdo arbitraria.

Comecaremos mostrando que a equagao {2/, 2"}, = c{z*, 27},
que representa a invariancia do paréntese de Poisson sob uma trans-
formagao z — 2/(z,7), pode ser reescrita na seguinte forma equiva-
lente: "E7(2') — 0"FE'(2') = 0. Isto significa que E’ sdo as compo-
nentes de um campo vetorial conservativo, entao existe um potencial
E, tal que E' = 9"E. Assim, a invariancia do paréntese de Poisson
é equivalente a afirmagao de que as fungoes de transicao 2(z, 7) po-
dem ser utilizadas na construcao de um campo conservativo. Este
fato permite-nos mostrar dois fatos centrais. Primeiro, que as trans-
formagoes canonicas sao as Unicas transformacoes que mantém o
paréntese de Poisson invariante (a menos de uma constante). Isto

nos fornece um jeito simples para verificarmos se uma dada trans-
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formagao é canonica. Em segundo lugar, a qualquer transformacao
canodnical, podemos associar uma funcao geradora: a funcao, cujas
derivadas parciais nos fornecem as funcoes de transicao da trans-
formacao. A funcao geradora pode ser obtida a partir do potecial
acima mencionado de uma maneira simples. Entre outras coisas,
ela nos dd uma forma simples de construirmos exemplos de trans-

formacgoes canonicas.

Além disso, mostraremos ainda que a Hamiltoniana tem uma lei
de transformacao nao-trivial sob transformacoes canonicas depen-
dentes do tempo (ela nao se transforma como uma funcao escalar).
Isto implica na possibilidade de buscarmos por uma transformacao
que deixe a Hamiltoniana trivial (F[ = 0), o que levaria a equagoes de
movimento também triviais no novo sistema de coordenadas. Desta
forma, o problema de obtermos a solucao geral das equagoes de Ha-
milton pode ser trocado pelo problema de encontrarmos a funcao
geradora da transformacao. A funcao geradora obedece a equacao

de Hamilton-Jacobi, que pode ser resolvida em varios casos.

3.1 Invariancia dos parénteses de Poisson

Em geral, uma transformacgao de coordenadas no espacgo de fase al-
tera a forma das equagdes de Hamilton, de acordo com a Eq. (1.101)

, 9z'% 9" OH(z(2',7)) 02"
'k __ ij )
y ( 921" 8zj) () 02" * or Z(z,’T)' (3:1)

A partir desta equacao esperamos que a invariancia da forma das
equacoes de movimento esteja intimamente ligada com as propri-
edades de simetria da matriz simplética. De fato, para as trans-
formagoes independentes do tempo, a invariancia de w: 9;2’% w7 9;2"

= wM implica na invariancia da forma das equacoes de Hamilton.

I Adiante discutiremos apenas as transformacdes canénicas livres. Para uma transformacao

canodnica arbitréria a situagdo é andloga, veja [14].
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Podemos igualmente falar da invariancia do paréntese de Poisson,
j4 que a equacao acima também pode ser escrita como {z’*, 2"},
= {2* 2!}., veja (1.108). Nesta secao estabeleceremos uma relagao
exata: o conjunto de transformacoes que preserva a forma canonica
das equagoes de Hamilton coincide com o conjunto que mantém in-

variante (a menos de uma constante) o paréntese de Poisson.

Proposigao. Uma transformagao 2* — 2" = 2"(2?,7) é candnica

se, e somente se, ela obedece a equacao

azlk “azll
5 iw”ﬁ:cwkl, ou {2* Y, =cwM c=const. (3.2)
z z
y : . gtk -
omentdrio. Denotemos a matriz de Jacobi %5 da transformagao
Comentdrio. Denot triz de Jacobi % da transformag

como J*;. Entdao a Eq. (3.2) se escreva J w JT = ¢ w. Calculando
determinante os ambos os lados obtemos, no caso de transformacao

canonica univalente

det J = +1, for all Z,T. (3.3)

Demonstra¢ao. A) Seja dada uma transformagao canonica, a qual

obedece, por hipotese, ao sistema (1.116), que é reescrito aqui no-

vamente
0" (0,27 (2,7)| ) — (0 5) = 0, (3.4)
"Wt — Wi =0, (3.5)
Wikt — Wikt 4 Wik — Wity = 0. (3.6)

Aqui foi denotado

WY = {2, 2}, (3.7)

z2(z',7) "

Portanto, precisamos mostrar que W¥ = cw?.
A Eq. (3.4) afirma que o campo vetorial com componentes 0, z¥|

é conservativo. Entao ele pode ser representado localmente como
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o gradiente de um campo escalar N: 9,2"%| = O*N(2', 1) ou, equi-

ki ON.

or|- Nos utilizaremos adiante a derivada

valentemente 0, 2% = w
desta expressao, isto é
022" (2,7) P N2, T) 0z
—_— =Y —,
020t 020" ) 0zt

(3.8)
o (2T
Analogamente, a Eq. (3.5) implica W3 = 20”G" para cada [ fixo.
Além disso, da antissimetria de W: WJ = —WU, segue a se-
guinte restricdo sobre G': 97G! = —9"'G’ para quaisquer j,I. O
que leva-nos a reescrever a expressao para W na forma explicita-
mente antisimétrica: W/ = 907G —9"G7. As duas tltimas equacoes
implicam que W independe de 2". Realmente, a substituicio da
tiltima equacio em (3.5) nos leva a expressio —0"9"G7 + 37 9'G* =
0"W3t = 0, para quaisquer 1, j,l. Assim W independe de 2’ e pode

ser apenas fungao de 7: W% = W¥(1).

Agora, contraindo a Eq. (3.6) com wy; temos imediatamente

ik ik
W = ¢(r)w’”, (3.9)
— 1yl _ 1 9% ij 92" :
onde ¢(7) = “W(T)wy = ; Srw’55 s wy ou, equivalente-
1k . eaul . ’ ~
mente, ¢(1) = 12700 % . A derivada desta expressio com

n 0z' 027
relagdo a 7 nos da, usando a Eq. (3.8)

de 2 90%% .07

— = _ U =
dr na(;?};f@zic; lazi wg .
2 2" 0z
_ )
n 0z2m0z"| 0z° W 023" (3.10)

Esta expressao ¢ identicamente nula devido a simetria em n,l e a
antissimetria em ,j. Assim o coeficiente ¢ na Eq. (3.9) é uma

constante, o que completa a primeira parte da prova.

B) Suponhamos que 2"(z?,7) obedece & Eq. (3.2), que pode ser
reeescrita na forma equivalente
02" 02k

—
— = cw .
2|y 02"

Wi - (311)
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Utilizando as Egs. (3.2), (1.107) e (3.11), as equagoes de Hamilton
para as variaveis z’ (1.108) podem ser escritas na forma

_ kalaH(Z(Z/aT)) — M 07 Hazj(zlﬁ)‘

w
02" 0" Or

Para confirmar que estas equacoes estao na forma canonica, é sufici-

P (3.12)

ente mostrar que o 1ltimo termo pode ser escrito como w*! 8‘2,, (...).
Precisamos do seguinte lema

Lema. Seja 2! — 2" = 2//(2,7) uma dada transformagao. Entao

as seguintes condigoes sao equivalentes:

e a forma simplética é invariante

0 1k 0 n
; . w”% = cwM ¢ = const; (3.13)
Z2t Z

e existe uma fungao E(z/, 1) tal que

OE(2', 1)

0z2(2', 1)
azll :

o (3.14)

ezl (2, T)wji w27 =2
Demonstracao. Suponhamos que a primeira afirmacao seja valida.
Por meio do uso da Eq. (3.11), ela pode ser reescrita na forma

equivalente? (aqui relembramos que 72 = w" %)
k

0z 02"

Devido a antissimetria em k, [ a equagao pode ser reescrita na forma

Dz 9z 9z 92" l

9% o O gk 3.16
oo T (o2 0t v (3.16)

ou

0 02" 0 02"
o <cz9wjn—Zl, + z'l> ~ o (czjwjn ] + z'k) =0. (3.17)

20 lado esquerdo desta expressio é conhecido como paréntese de Lagrange.
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Isto ¢, a condi¢ao (3.13) de invariancia do paréntese de Poisson é
reescrita como a condi¢ao para que um campo vetorial seja conser-

vativo. Isto implica

9, OE ., OE
CZ](,ana_Zl, + ZI = 28—22 = 2w 82’”7 (318)
ou
02" . oE
CZJan@ + wip2™ = 2@, (3.19)

como foi afirmado. A partir das equagdes (3.17) e (3.18) notamos
que E ¢é definida a menos de uma fungao arbitraria e(r).

Agora suponhamos que a segunda afirmacao seja verdadeira. Isto

implica na Eq. (3.17) e, como o calculo pode ser invertido, obtemos

a Eq. (3.15). Equivalentemente a forma desta expressao é ¢ oz —

02"
wik%wlj. Usando isto na Eq. (3.15) temos o resultado desejado, a

Eq. (3.13).

A fim de analizarmos o ultimo termo da Eq. (3.12), precisamos
da derivada da Eq. (3.14) com respeito a 7. Obtendo

0 0E 0 "azi e ?z

‘ 02" Or ¢ or wﬂ@z,’l “ wj,zc%'az’? a
L9 02 0 g, 08N _ 02 0
Caz"ww or 0" i or Caz’lwﬂ 8T B

0zt 077 0 .02
gz Y= i, Y%
Cazllw” 9 + 527 ( Wji 67‘) , (3.20)

028 027 ) (8E c . 8zj>

ou

(3.21)

1
0" or o\ or 27 Y or

Usando este resultado na Eq. (3.12), podemos reescrevé-las na

forma canonica

, 9] c ; 027  OFE(Z,T)
1k — Kkl / R FRN )
=t (cH(z(z ,T)) 52w o + - ) , (3.22)

o que completa a demonstracao.
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Como foi mencionado anteriormente, a funcao E é definida a
menos de uma funcao arbitraria e(7). Notamos que esta e(7) nao
contribui com as equagoes de movimento (3.21).

O resultado obtido significa que a invariancia (3.2) do paréntese
de Poisson pode ser tomada como a definicao de transformacao

canonica.

Comparando nosso resultado (3.22) com a Eq. (1.109), temos a

relacao exata entre as Hamiltonianas original e transformada

Corolario. Seja z' — 2" = 2"(z,7) uma transformacao canonica.

Entao existe uma funcao E tal que

% 027 OE(Y
H(z,7) = cH(2(2,7)) = 52wy 5 + %. (3.23)
Para transformacoes canonicas independentes do tempo e univalen-

tes a Hamiltoniana transforma-se como uma funcgao escalar
H(Z") = H(z(2")). (3.24)

Assim, se H(z) representa a energia de um sistema, o mesmo ¢é valido
para H(2').

Exemplo. Consideremos a transformagio ¢ — ¢'* = ¢*,pa — Py = Pa + Aa(q).

Temos {¢'",¢"’}: = 0, {¢'*,pi}s = 6%, {Ph, i}l = —552+ %o Esta expressio

anula-se para um campo vetorial conservativo: A, = g—;‘},, entdo ¢'* = ¢%, pl, = p,ﬁ—%
é uma transformacao canonica.
Exercicio. Obtenha um exemplo de transformacdo canénica da forma z* — 2" =

2"+ Bi(27).

3.2 Transformagoes canonicas infinitesimais. A

Hamiltoniana como a geradora da evolucao

Intuitivamente, uma transformacao canonica infinitesimal é aquela
que ndo ¢é muito diferente da identidade: 2" = 2% + §z¢, §2* < 1.
Sua propriedade central é o fato de ser gerada por uma tnica fungao
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junto com o paréntese de Poisson: dz' = {2, ®}. Como veremos
adiante, as transformagoes canonicas finitas tem uma estrutura pa-

recida.

Consideremos uma familia de transformacgoes canonicas univa-
lentes descrita por um parametro A, a qual inclui a identidade para

A=0
2t — 22N, 2(27,0) = 2" (3.25)
Podemos utilizar a expansao de Taylor no ponto A =0
2PN =2+ G()AN+ 00V, A<, (3.26)

onde O()\?) indica todos os termos de ordem mais alta que a primeira
poténcia de A. Para pequenos valores de do parametro: A < 1,
o segundo termo da expansao é o responsavel pela contribuicao na
transformacao. A Eq. (3.26) com os termos O(\?) desprezados é co-
nhecida como uma transformacdao canonica infinitesimal. A funcao
G' = 02" (z,\)|,_, determina as propriedades da transformagao.

Proposigao. Para uma transformacao candnica infinitesimal existe

um gerador ®(z), tal que
G' = {2, &} = w"0;9. (3.27)

De acordo com esta equacao, qualquer transformacao canonica infi-

nitesimal (3.26) possui a forma

2N =28+ {2 DI+ O(N?). (3.28)
Assim as propriedades de uma transformacgao canonica infinitesimal
sao determinadas por uma tnica fungao ®.
Demonstragao. Vejamos quais restrigoes sobre as funcoes G* seguem
da condigao de canonicidade da transformacao (3.26). A substi-
tuicao de (3.26) na Eq. (3.2) nos d&

P . J
(Z%w + w”“%%) A+ 0(2) = 0. (3.29)
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Como isto vale para qualquer A, o termo entre parénteses anula-se se-

. i ; 1 J
paradamente, ou seja, temos %w“—i—uﬂk% =

eXPressao com Wy,;w;, nos dé a equagao d, (wWykG*) — O (war.G*) = 0.

0. A contracao desta

Ela afirma que w,,,G* sdo as componentes de um campo conserva-
tivo. Entao existe um potencial ® tal que w,,;G*¥ = 0,,®, o que
completa a prova.

Esta afirmagao pode ser invertida no seguinte sentido: qualquer
fungdo ®(z) determina uma transformagdo canonica infinitesimal

2t — 2 =2+ {7, P} \, mesmo

{227} = w7 + O(\?). (3.30)
Seja F' = {A(z%), B(z%),...} um conjunto de funcoes definidas no
espaco de fase. As transformacoes de coordenadas z — 2z’ podem

ser utilizadas para definirmos a transformacao induzida no conjunto

de acordo com a regra:
z—z2 = A—- A, onde A(Z)=A(z), (3.31)

ou seja, o valor da funcao transformada A’ em 2z’ coincide com o
valor de A no ponto correspondente z. Entao o conjunto F' é dito
espaco das funcoes escalares. A diferenca

3 A(z) = A'(2) — A(z), (3.32)

é dita a wvariacdo da forma da funcao. Para uma transformacao

canonica infinitesimal a variagao é governada pelo gerador:
51 A(2) = {®, AN+ O(\?). (3.33)

Para confirmar esta afirmagao, facamos a substitui¢ao da Eq. (3.26)
na definigao (3.31): A’(z + {2z, ®}\ + O()\?)) = A(z), ou

A'(2) + A ({2, PIN+ O(N\?) = A(2), (3.34)
o que implica

§1A(z) = {@, A'(2)IA + O(N\°) =
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{®, A(z) — O\ IA+O(N\?) = {®, A}A + O(N?). (3.35)

Na passagem da primeira para a segunda linha utilizamos a Eq.
(3.34) novamente.

Como exemplo, mostremos que a evolucao de um sistema fisico
pode ser considerada como uma sucessao de transformagoes canonicas
infinitesimais. Denotemos a solucao geral das equacoes de Hamil-
ton para algum sistema fisico como 2*(¢’, 7), onde ¢/ sao constantes
arbitrarias. Consideremos a trajetéria que passa pelo ponto 2.
As constantes ¢ podem ser escolhidas de forma que a trajetdria
passe pelo ponto 2" no instante 7 = 0: 2'(¢/,0) = 2/*. A tltima
equacao pode ser resolvida: ¢ = ¢/(z'). A substituicao deste re-
sultado na solugao geral nos dé esta em funcao da posi¢ao inicial:
2427, 1), 2(2",0) = 2". Consideremos (z',7) e (z,7) como dois
sistemas de coordenadas no espago de fase extendido. Como z(2’,0)
= 2/, a solugao geral relaciona as posigoes inicial 2’ e final z(Z/, 1)

do sistema3.

Podemos expandir a transformagcao em série de Taylor para 7 < 1

(1) ="+ 0.2 or + O(77)
="+ { H(Z)} 7 + O(r?), (3.36)

onde as equagoes de Hamilton foram utilizadas. A comparagao desta
expressao com a Eq. (3.28) leva-nos a conclusao de que a evolugao
infinitesimal de um sistema fisico é uma transformacao canonica
infinitesimal. Além disso, temos a Hamiltoniana do sistema como o

gerador da transformacao.

3Se trabalharmos com a forma inicial da solugdo geral: z(c,T), ela é uma transformagao
entre os sistemas (23, 7) e (21, 7), onde as posicdes inicial e final em 7o e 71 sdo 2§ = 2(c, 7o),

zi = z¥(c,m1).
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3.3 Funcao geradora

Nesta segao discutiremos a classe suficientemente grande de trans-
formagoes ditas transformacgoes canonicas livres. Elas apresentam
a propriedade de serem geradas por fungoes do espaco de fase (as
funcoes de transicao de uma dada transformacao canonica livre apa-
recem como derivadas parciais da fungao geradora, veja a Eq. (3.43)
adiante). Intuitivamente, esta propriedade pode ser esperada a par-
tir da observagao de que qualquer transformacao canonica é relaci-
onada a um campo vetorial conservativo, veja as Eqgs. (3.17)-(3.19).
O potencial deste campo é, de fato, a funcao geradora.

3.3.1 Transformagoes candnicas e a funcao F(2/,7)

Seja ¢ — ¢ = ¢“(¢;p,7), p* — P = p(¢,p,7) uma trans-
formacao canonica tal que as equacgoes que determinam p’ possam
ser resolvidas algebricamente com respeito a p: p'* = p'“(q,p, 7) =
p* = p*(q,p', 7). Transformagoes com esta propriedade sao ditas
transformacoes canonicas livres. Usando a tltima equacao, pode-

mos representar as variaveis ¢’ e p em termos de ¢ e p':

¢*=q"(¢,p(q,0,7),7) =" (¢, 0, 7),  p"=p"(q,0, 7). (3.37)
Por construcao, estas expressoes podem ser resolvidas com respeito
a ¢ e p’. Podemos entdo trabalhar com a transformacao canonica
na forma (3.37), onde ¢ e p’ sdo consideradas como variaveis inde-
pendentes, no lugar da forma original com ¢ e p independentes.

Para utilizarmos mais tarde, reescrevamos o potencial E(z, T)
definido, pela Eq. (3.14), em uma forma equivalente, porém menos
simétrica. Assim escrevamos as partes do sistema (3.14) para ¢’ e p/
separadamente

b Ope dq b

E /
‘o IB(.7)
aqla aqla

/
oy =9l )
pa aq/a Y
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Opy oq° OE(2', 1)
b la )
— =2—. 3.38
Com, o, T o, 539
Imediatamente notamos que para a fungao
1
F(Z',7)=E(Z 1)+ gqb(z’, )pp(2',7) — §q’bp§,, (3.39)
as equacoes adquirem a forma
o, OF(Z,7) o OF(Z,7)
g =22 = ) 3.40
Prgga ~ P o 0 Py o (3.40)

Portanto o lema a pag. 62 pode ser reformulado em termos de F'
a invariancia da forma simplética (3.13) sob agao de uma trans-
formacao canonica é equivalente a existéncia do potencial que obe-
dece a Eq. (3.40).

Como serd discutido adiante, a solugao geral das equacos de Ha-
milton pode ser identificada com uma transformacao canonica que
relaciona os estados inicial e final. A funcao F' correspondente é

dada pela agao Hamiltoniana, veja a secao 3.8.

Exercicio. Mostre que sob uma transformacio canénica, as Hamiltonianas original e
transformada sdo relacionadas como segue

a ’ /
9q%(2',T) n OF (2, 1)

ﬁ(z/, 7) = cH(2(2', 7)) — epa(2',T) 5 o

(3.41)

3.3.2 A fungao geradora S(q,p’,7)

Primeiro demonstremos que para uma dada transformacao canonica

livre existe uma funcgao geradora.

Proposigao. Seja ¢ — ¢* = ¢*(q,p,7), pa — P, = v, (q,p, 7) uma
transformacao canonica livre, portanto a partir destas expressoes

temos

la

¢ =q(¢,p(q, 0, 7),7) =q (¢, P, 7)., p*=p"(q. 0, 7). (3.42)

Entao
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° existe a funcgdo geradora S(q,p’,T) que obedece & propriedade
# 0 tal que

Bqaap

: cpa(q,p',7) = (3.43)

a( ) = oS
¢“(q.0', 7 o oq°
39

/
Se a funcao F'(2',7) (3.39) é conhecida, a fungao geradora pode

ser tomada na forma
S(q,p,7)=F(d(q¢.0,7), 0, 7) + 0, (¢. 0, 7),  (3.44)

e a Hamiltoniana transformada (3.41), apresentada como funcao
de ¢,p/, tem a forma

[ / / as ) /77—
H(',T) ZcH(q,p(q,p,T))+M~

3.45
q'(q,p',7) or ( )

Demonstragao. A partir da identidade ¢*(¢'(q,p’,7),p',7) = ¢' se-
gue que:

2¢°(¢',p', 1) 9q¢(q,p', 7)
c b
,aq/ ) q'(q,p',7) /aq/
9 (q,p',7) _ 9q"(¢\p',7)
q' (q,p',7) 8p; 8p§)
_ 9q°(¢, P, 7)
aq/b

a
:5ba

9q¢°*(¢',p', 1)
aqlc

9q*(¢',p',7)
or

q'(g.p',7)
q"(q,p',7)
or

. (3.46)

q'(g,p',7) q'(q,p',7)

Usando a tltima identidade, obtemos, a partir da Eq.(3.39),

OF (¢, p',7) 04"(d,p', 7)
o S "
T q/(q,/p’,T) / ) T o (qﬁp )
OF 9
(g (q,p,T),p,T)er,b ¢"(a.7', 7). (3.47)

or or
Utilizando estas identidades, as afirmacoes do teorema podem ser
verificadas por calculos diretos, comegando com Egs. (3.40), (3.41).

Exercicio. Obtenha as afirmacées do teorema anterior como sugerido acima.

Este resultado pode ser invertido, fornecendo uma receita simples

para a construcao de uma transformacao canonica livre.
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Proposigao. Seja S(¢%, p;, 7) uma dada fungao que satisfaca a pro-

priedade ajf gp, # 0 para todo 7. Resolvamos as equacoes algébricas
b
qe = %fzﬂ, Py = % com relacao a ¢, p. Entao a solucao
u " _, 08
qg =q (q/7p/77—)7 Pa = C ! m = pa(q/7p/77—)v (348)
T la(qp'm)

¢ uma transformacao canonica livre.

Demonstragao. Precisamos mostrar que as fungoes 2*(z’, 1) satisfa-

- i j _
zem as relagoes %wkl gj,l =c!

9¢" Opy  Opy 9q" _
8q/c ap/c aq/c aplc

w¥. Consideremos, por exemplo

0_15“1,. (349)

As derivadas presentes nesta expressao podem ser calculadas a par-

tir da identidade ¢'* = %ff,“) ( ; Com notagoes do tipo
o lgld'p'r

825 7/7 . OHa® /7 o 1 Oa® /’ o
(9q(dq-ai’7/c7-) oa ') = (Sg)g obtemos —q(‘)E;cT) = (qu/)g7 —qa(;lc 0 =

—(S-He(8,,,)b. Além disso, partindo da identidade cp,(q, p',7) =

qp’ /b \~P'p
—asgﬁ’ﬂ o) encontramos 222Z.7) ”é(qz,;’T) = 0_1(5&3})12(5%)@, —83’“8(;/’7) =
q\q",p",T ¢
¢Sy )= (Sgq)ab(Sp )5(Spp ) ™. A substituigao destas expressoes

no lado esquerdo da Eq.(3.49) na tltima nos d4 novamente uma
identidade.

Cabe comentar que existem outras representacoes para a funcao
geradora, que podem depender de outros trés pares de variaveis,
S(qt, q"), S(pi,pi) e S(q", p;). Tais fungoes geradoras sao associa-
das a transformacoes canonicas que sao analogas as transformacoes
canonicas livres, com a diferenca de que ao invés de ser possivel
resolver algebricamente as equacoes ¢ = ¢'(¢,p) e p' = p'(q,p) em
termos de ¢ e p/, estas equacoes podem ser resolvidas em termos dos
pares de varidveis independentes g e ¢/, pe p' e ¢’ e p. Estas funcoes
sao ligadas por meio de transformacoes de Legendre?, desde que sa-

tisfacam a condicao de que a matriz Hessiana associada a respectiva

4para um tratamento sistematico de tais fungdes geradoras, veja [18], onde o autor apre-

senta ”geradores universais” para os quatro tipos de funcgao geradora.
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funcao geradora seja nao-singular. Como exemplo de transformacao
de Legendre consideremos as fungoes geradoras S(q%, ¢") e S'(¢%, pl).
As funcgoes S e S’ sao ligadas da seguinte forma

S’ q") = 4"p(d", q*) — S'(d', pi(d", d™)). (3.50)

3.3.3 Exemplos de funcao geradora

1. Consideremos a fungao S = f'(¢’,t)p, onde as f' sdo funcoes
independentes e invertiveis, tais que os ¢' possam ser expressos em
termos das novas varidveis ¢”. As equacoes da transformacao sao
dadas por

. oS of
— — fi( _ /

pj = Er aquh (3.51)

14

tais transformacoes sao canonicas, devido a arbitrariedade das fungoes
fi(¢’,t). Tais transformacoes sao ditas transformagoes de ponto.
Vejamos o significado deste fato: a partir de transformacao geral
de coordenadas no espaco de configuracoes, ¢¢ — ¢* = f'(q,7),

podemos construir uma transformacao canonica.

2. Uma transformagdo que mantém algum par (¢, p) inalterado,
e troca o restante das variaveis canonicas, com uma troca de sinal, é
obviamente uma transformagao canoénica. Aqui o fato interessante
é que esta transformacao nao pode ser descrita por meio de uma
funcao geradora de uma das quatro formas ” puras” discutidas acima,
aqui a funcao geradora é de uma forma "mista”. Considerando um
sistema com dois graus de liberdade, a transformacao dada pelas
equacoes

—(2, (352)

é gerada pela funcao

F=q'"p, +¢¢? (3.53)
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a qual é uma combinagao entre dois tipos de fun¢ao geradora, tal fato
é devido as equacoes da transformacao nao poderem ser expressas
em termos de um dos pares de variaveis (¢*, p), (¢*,¢"), (¢, p;) ou
(pi, 1})-

Vamos agora discutir exemplos de aplicacoes das transformagoes
canonicas a resolucao de alguns problemas simples, como o oscilador

harmonico, por exemplo.

3. Consideremos a Hamiltoniana do oscilador harmonico uni-
2 2
. . _ P kq .
dimensional, H(q,p) = 2— + “&-, que pode ser reescrita na forma
H = = (p + m*w?¢?), onde w? = £. Esta forma de Hamiltoniana
m m
sugere uma transformacao de coordenadas na qual H seja ciclica
em uma nova coordenada. Se pudermos obter uma transformacao

canonica da forma

p=f(p)cosd,
_ W) sinq/, (3.54)
mw
entdo a nova Hamiltoniana, como funcao de ¢’ e p’, seria simples-
mente
2(0/ 2(0/
H= —f25i ) (cos? ¢’ +sin?p') = f2§§ ), (3.55)

donde ¢’ é ciclica. O problema é encontrar a forma da funcao f(p)
tal que a transformacao seja canonica. A razao destas equagodes nos
da a relacao

p = mqw cot ¢, (3.56)
que é independente de f(p’). A ultima equagao pode ser escrita
como

OF(q,q')
= D2/ 3.97

onde F' é a funcao geradora. A solucao mais simples para F' é dada

por

2w

r="

cot ¢ (3.58)
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Assim a outra equacao de transformacao é dada por
g OF _ maw
0Q  2sin’q’

Resolvendo para q obtemos

2
q=1/ m—i sin’ ¢ (3.60)

Comparando com a Eq.(3.54), temos que a tnica expressao possivel

(3.59)

para f(p'), de forma que a transformagao seja canonica é

f(p) = v/ 2muwp'. (3.61)

Hamiltoniana em termos das novas coordenadas é dada por
H=uwp. (3.62)

Como a Hamiltoniana é ciclica em relacado a ¢/, o momento conju-
gado correspondente é uma constante do movimento. A equacao de
movimento correspondente para ¢’ é dada por

_om_
q_ap/_ )

cuja solugao é, evidentemente, ¢ = wt + o, onde «a é uma constante

(3.63)

fixada pelas condigoes iniciais. Da Eq. (3.60), a solucao para ¢ é
dada por

2K

2

= i t 3.64
q p— sin(wt + ), ( )

que ¢ a solucao usual para o oscilador harmonico. Cabe mencionar
que utilizarmos uma transformacao canonica para resolver o pro-
blema do oscilador harmonico é ”perda de tempo”, devido a simpli-
cidade do problema. Este exemplo é apenas para ilustrar como uma

transformacao canonica pode ser empregada.

4. Uma particula de massa m move-se sob acao de um campo com
simetria cilindrica. (a) Determine as equagoes de movimento re-

lativas a eixos girando uniformemente com velocidade angular w.
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(b) Determine a funcao geradora da transformacao canonica para o

sistema girante.

(a) Inicialmente, devemos obter as equagoes de movimento em
coordenadas cartesianas e cilindricas. A acao Lagrangeana para
este sistema é dada por

S = /dr{%(# R+ 22 = V(z,y, 2). (3.65)

A partir da agdo obtemos a Hamiltoniana do sistema nas coordena-
das (z,y, z), que é dada por
Lo 9, o
H = o=z +py +02) + V(,y,2). (3.66)
As equagoes relacionando as coordenadas iniciais e as coordenadas

que giram em conjunto com os eixos girantes sao facilmente obtidas

empregando-se a matriz inversa da matriz de rotagao

coswt —sinwt 0 x
= | sinwt coswt 0 Y (3.67)
z 0 0 1 z'

A Lagrangeana nas coordenadas com linha (sistema girante) é dada

por

1
L = §m(a-7/2 +y/2 + Z~,/2 +w2(x/2 + y/2)+
2w(y?zs —i?y)) -V (2, v, 7). (3.68)

e a Hamiltoniana correspondente é facilmente obtida como

1
H = (%)(pi +pf 4+ pl) —w(@'p, —y'p,) + V(' Y, 2) (3.69)

Como H' nao depende explicitamente do tempo, a Hamiltoniana é
uma quantidade conservada. No entanto, neste caso a Hamiltoniana
nao representa a energia total do sistema, o que pode ser entendido
devido a dependéncia explicita das equagoes da transformacao com
o tempo. O segundo termo em H’ é exatamente a energia associada
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com a rotagao aparente da particula quando observada do referencial
nao-inercial que gira junto com os eixos. As equagoes de Hamilton

sao
., OH - oV
Po = g0 9Py T G
. oOH' , oV
Py =— ay et CRR WA
OH' oV
Y — — =—_—, 3.70
P 0z 0z ( )
Em coordenadas cilindricas os momentos conjugados sao dados por
/ aT / / /. /
P, = a_p’ =P, oS + p, Sy
oT
P, = El —plp sing + p p' cos ¢ (3.71)
ou
/ /s / 1 / /
Py, = p,sing’ + (;pgp cos ¢,
1
Pl = pjcos @’ — (= pl,sin ¢’ (3.72)
p
E a Hamiltoniana transforma-se em
1 1
H' = (5-) v, + (ﬁpﬁ +pf) —wp, + V(0,2 (3.73)
e as equacoes dinamicas dadas por
, OH' 1 o, oV ov.. OH' p,
Pp=—F =P~ 5 Di=—ph=5 =",
r apl  mp3 ¥ 8;,)’ 0z op, m
OH /
opl,, myp' m

O momento angular pfp ¢ uma constante do movimento, devido a

simetria cilindrica do potencial, ou seja, H' é ciclica em .
3 e _ / / / =
(b) Consideremos a fungao geradora S = S(z,y, z, pl,, p,, p.). Entao

, 08

xr =
op,

= zcoswt + ysinwt, (3.75)
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, 0S8
I,

y = —zsinwt + y coswt, (3.76)

destas equacoes e do fato de que 2’ = z segue que a funcao geradora

da transformacao pode ser escolhida na forma
S = pl(x coswt + ysinwt) + pi (y coswt — wsinwt) +plz. (3.77)

Empregando a expressao para a Hamiltoniana transformada, Eq.
(3.45), temos

H/ — H— w(x'p; _ y/p;)7 (3.78)
€como
08
Pe =5 = pl, coswt — p; sin wt, (3.79)
08
Py = a—y = p; sin wt + p; cos wt, (3.80)
p. =y, (3.81)

utilizando estas identidades, temos

1

1
(%)(pi +p.+pl) = %(pf +p; 4 p2). (3.82)

Assim H' obtida por esta técnica estd de acordo com aquela obtida
em (a).

Exercicios. 1. Encontre a transformagdo candnica que relaciona duas formulagoes

obtidas a partir de duas Lagrangeanas que diferem por uma derivada total: L and L
+ dIZ (@)

2. Seja z* — 2"*(z,7) uma transformagao canénica. Mostre que néao existe uma fungao
8S(z,71)

geradora da seguinte forma: 2’* = o

3. Seja ¢* — q'a(qb) uma transformagdo geral de coordenadas no espago de confi-
guracdes. Encontre sua extensdo ¢'*(¢%), ph(q®, pe), que represente uma transformagio
candnica no espago de fase. Este resultado, junto com a Eq. (3.45), implica que a Ha-
miltoniana de uma teoria Lagrangeana nao-singular em coordenadas generalizadas

b 1
representa a energia de sistema. Resposta: q/a = qla(q), p; == 8?9(1(,2) Pb- Em outras

palavras, p, se transforma como um vetor sobre a transformagao geral de coordenadas

a

q .
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4. Mostre que a transformacao dada por

1
@a=q+pi, ¢h= 5((1? + a3 + 0t +p3),

1 1
pi = = arctan 2 arctan 2, ph = — arctan q—Q, (3.83)
2 p2 2 D1 P2

é uma transformacg@o candnica. Use esta transformag@o para resolver as equagoes de
. . . . . 4 1,2 2 2 2
movimento para um sistema cuja Hamiltoniana é dada por H = 35(p7 + p2 + ¢i + ¢3),

e compare esta solugdo com a solugdo obtida utilizando-se as varidveis iniciais.

3.4 Exemplos de transformacoes candnicas

3.4.1 Evolugao de um sistema fisico como transformacao

canoOnica. Invariancia do volume no espacgo de fase

Denotemos a solugao geral das equagoes de Hamilton para um dado
sistema dinamico como 2"(c’/,7), onde ¢/ sao ntimeros arbitrérios.
Para qualquer ponto z* dado do espaco de fase, os ntimeros ¢’ podem
ser escolhidos de tal forma que a trajetoria passe pelo ponto em 7 =
0: 2'%(¢7,0) = 2. A tltima equagio pode ser resolvida: ¢/ = ¢/(z).
A substituicao deste resultado na solucao geral nos da esta como
fungdo da posicao inicial: 2"%(27,7), 2"(z7,0) = 2*. Por construgao,

temos a identidade

dz"" (27, 1) _ i OH(Z)
dr 0z |,

. (3.84)
2! (z,1)

Consideremos as fungoes inversas z" = 2"(z,7) como um trans-
formagao entre os sistemas de coordenadas (z,7) e (2/,7) (equiva-
lentemente, poderiamos utilizar as fungoes diretas)

2 =22, 7). (3.85)
Demonstraremos agora a validade da equacao

{"(2,7),27(2,7)}. = w". (3.86)
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T \‘\\\\“
1 2
2°2=72(0) | z=(T)
21=21(0) ~ /a _canon. transf. |
s -~ ' 7 L
AT WA e O N S

Figura 3.1: A evolugdo de um sistema gera uma transformagao canodnica.

Neste sentido a solucao geral das equagoes de movimento pode ser
considerada como uma transformagao canonica univalente (3.85),

veja a Figura 3.1 na pag. 79.

Denotemos o membro esquerdo da Eq. (3.86) como W%. En-
contremos a equacgao diferencial para W como funcao do tempo.
Usando a Eq. (3.84), obtemos imediatamente

8—W” = WP H WY — W WY para todo 2, (3.87)
-

onde Hy = 0,0/H(z). Além disso, como 2"(z,0) = 2%, temos as
condigoes iniciais: W% (0) = w*. Notemos que W% (7) = w" obe-
dece ao sistema e as condicoes iniciais. Esta solugao é unica, ja
que o sistema normal (3.87) possui uma tunica solugao com dadas
condicgoes iniciais.

Exercicio. Verifique a validade da Eq.(3.86) até a terceira ordem em 7 por meio
de célculos diretos, usando a férmula de Taylor: 2"%(z,7) = 2'%(2,0) + 0-2" o7 +

192 11 2
587-21|0’7' 4+ ...

De acordo com a definicao de transformacao canonica, o resultado
obtido pode também ser formulado como se segue. Considremos
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algum sistema dinamico com Hamiltoniana H

dz2t L O0H(z)

=W (3.88)

Entao a transformacao (3.85), gerada pelo fluxo Hamiltoniano de
ij OH (' 1)
REZ

N ~ 1%
Hy, preserva a forma canénica das equagoes (3.88): &= = w

Em particular, a transformagao (3.85) leva o sistema (3.84) em

. it % ~
um sistema com Hy = 0: ddZT = 0. Isto segue da observacao que,

por construgao, 2"(z(7),7) = const para qualquer solucao z(7) da

Eq. (3.84).

Exercicio. Verifique este fato por meio de cédlculos diretos com a utilizacdo das Eqgs.

(1.108), (1.107) e (3.86).

Entao, de acordo com a Eq. (3.45), a funcdo geradora da trans-
formagao (3.85) obedece a equagao

08

— = —H,. 3.89
or 0 (3.89)
Consideremos um dominio D’ do espago de fase com volume dado
por V' = [, d*"z'. Durante a evolucdo, os pontos 2" sao desloca-
dos para 2'(z/,7), e formam o dominio D. Calculemos o volume
de D. Fazendo uma mudanca de varidveis z'(z/,7) na integral 2n-
dimensional, obtemos V = [, d*"z = [, det gj,ki d* = [, d* =
V', Aqui a Eq. (3.2) foi utilizada. Como o Jacobiano é uma funcao

continua de 7, e para 7 = 0 termos a transformacao identidade, te-
mos det J = +1. Assim o volume de um dominio no espaco de fase

mantém seu valor constante durante a evolugao: V = V.

A invariancia do volume no espaco de fase é um exemplo de
integral invariante. Outros exemplos serao discutidos no Cap. 4.
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3.4.2 Transformagoes candénicas em teoria de perturbacoes.

Agora, consideremos um sistema cuja Hamitoniana possa ser escrita

como a soma de duas Hamiltonianas, com equagoes de movimento

dz'  ;0(Ho(2) + Hy(2))
= w 5 . (3.90)

Dizemos que o sistema inicial, descrito por Hy, é "perturbado” por

H;. Suponhamos que a solucao geral para o sistema nao perturbado
Hj seja conhecida. Entao a transformagao canonica corrrespondente
(3.24) transforma o sistema (3.90) no sistema Hamiltoniano com
Hamiltoniana H;:

dz" i OH (2(2/,7))

=w I (3.91)

De fato, como a transformacao é canonica, a nova Hamiltoniana é
(veja a Eq. (3.45)) Hy + Hy + 0,5, mas 0,5 = —H, devido a Eq.
(3.89).

Exercicio. Obtenha este resultado por célculos diretos com o uso das Egs. (1.108),

(1.107) e (3.86).

Se 2"(c’, ) é a solugao geral do problema (3.91), obtemos a solugao
geral do problema (3.90) tomando a composigao com a solugao nao
perturbada, dada por (3.85): 2% = 2(2"(c*, 1), 7).

Assim mostramos, por meio do uso de transformagoes canonicas,
como o problema perturbado (3.90) pode ser tratado utilizando-se
o problema néo perturbado (3.84). De acordo com a estrutura do

¥ 7),7), a perturbacio na energia de um

resultado final: z¢ = 2°(2"(c
sistema pode ser reformulada como uma perturbagao das condicoes
iniciais para o problema inicial. Esta observagao torna-se extrema-
mente util na mecanica quantica e na teoria quantica de campos,
onde podemos utilizar os quadros de Schrodinger, Heisenberg ou de

interagao (de Dirac) no estudo da evolugao de um sistema quantico
[10].
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ql j

Figura 3.2: As coordenadas z'*, adaptadas com a superficie, podem ser escolhi-

das canoénicas.

Exercicio. Aplique este método para o problema unidimensional com a Hamiltoniana

Ho+ Hy = 1p* — ¢

q—7p°

T

3.4.3 Coordenadas ajustadas com uma superficie

Consideremos a equagao algébrica F'(¢%, py) = 0. Suponhamos que
ela possa ser resolvida com respeito a uma das varidveis, digamos
p1: p1 = f(q* p2,D3,-..,Pn). Mostraremos aqui que existe uma
transformacao canonica tal que nas novas coordenadas a superficie

F =0 é descrita pela equacao p; = 0, veja a Figura 3.2 na pag. 82.

Este resultado é interessante no contexto das teorias singulares.
Neste caso o sistema das equacoes de Hamilton necessariamente
contém as equagoes diferenciais (na forma canonica) e as equagoes
algébricas F, = 0, ditas vinculos de Dirac. Assim, buscamos todas
as solugoes das equacoes de movimento sobre uma superficie definida
pelas equacgoes algébricas. Entao é natural escolhermos coordena-
das especiais tais que a superficie comporte-se como um plano nestas
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coordenadas: z/, = 0. Demonstraremos que a transformagao corres-
pondente pode ser escolhida como uma transformagao canonica, ou
seja, a forma canonica das equagoes de movimento nao sera des-
truida nas novas coordenadas. Isto simplifica muito a analise das
equacoes de Hamilton e, além disso, leva-nos a uma interpretacao

fisica auto-consistente de uma teoria singular [12].

Serd conveniente utilizarmos a seguinte notagao: z* = (¢!, p1, 2%).

Busquemos pelas novas coordenadas na forma
' =q, Pl=p—fld" =), FU=2+D0%¢ %), (3.92)
com as funcoes indeterminadas h®, as quais obedecem a condicao
h(q",z%)| 0. (3.93)

'=0

Escrevendo as condigoes de canonicidade

(" =} =0, {d"p}.=1, {¢" 2}, =0,(3.94)

/ lo ah’a la
{pla z }z =0 <« (9_(]1 = {Z 7f}7 (395)
{2/ 2P}, = w*. (3.96)

As equagoes (3.94) ja sao satisfeitas. A equacao (3.95) é uma equagao
diferencial parcial de primeira ordem 88% + a‘% wBY g% = w %.
O problema de Cauchy (3.93) para esta equacao tem uma tnica

solugao h(q', z%), veja, por exemplo, [4].

A solugao automaticamente obedece a Eq. (3.96). Para confir-
marmos este resultado, escrevemos uma equacao para {z'®, 2’} a
partir da diferenciacao do comutador com respeito a ¢*. Utilizando
a Eq. (3.95), assim como a identidade de Jacobi, obtemos

9,
ﬁ{z’o‘, 2Py = ({2, ZPY, f}  para quaisquer o, B fizos. (3.97)
q
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enquanto a Eq. (3.93) implica na condi¢ao de contorno
{7, z'ﬁ}|ql:0 = W, (3.98)

Notemos que a matriz w® obedece as Eqs. (3.97), (3.98). Seme-
lhante o caso anterior, o problema tem uma tnica solucao, e con-

cluimos que a equacao (3.24) é valida.

3.5 Transformacao da acao Hamiltoniana

De acordo com a subsegao 1.5, as equagoes de Hamilton (1.92) po-
dem ser obtidas pela aplicagao do principio da a¢ao minima a agao

Hamiltoniana
Si = / dr(pud® — H(q,p)), (3.99)

enquanto que para as varidveis canonicamente transformadas ¢’ e
p’, as equagdes correspondentes seguem a partir da expressao si-
milar com a Hamiltoniana dada por (3.41). E interessante ver a
deformagao do integrando de (3.99) depois da substituicao direta de
2(2', 7). Fazendo os cdlculos, obtemos

/o cla

(paqa - H(z))‘Z(ZI,T) = Cil(paq

(cH(z(z’, 7)) — cpa(?, T)aqaéi’ ™) + 8ng;’,7)> + dFEZZT/’ 783.100)

onde F é exatamente a fungao especificada na Eq. (3.40). Note
também que a Hamiltoniana transformada (3.41) aparece no lado
direito do integrando. No caso de transformacao univalente, temos

s a -la ] dF qlaplaT
Pad” — H(q,p) = p,d" — H(d.p') + %. (3.101)

Exercicio. Serd que as equagdes de Hamilton (3.22) podem ser obtidas aplicando-se o
principio da a¢do minima & a¢do Hamiltoniana com integrando dado por (3.100)7 Con-
sidere também os casos de transformagoes univalentes e de transformacées univalentes

independentes do tempo.



85

3.6 Resumo: definicoes equivalentes para as

transformacoes canonicas

Na secao 1.8 as transformacoes canonicas foram definidas como
aquelas que mantém a forma das equagoes de Hamilton, para qual-
quer dada Hamiltoniana. Nas secoes subsequentes encontramos ou-
tras formas de se caracterizar as transformacoes canonicas, ou seja,
podemos definir as transformacoes canonicas de varias formas equi-
valentes. Por conveniéncia, apresentamos aqui a lista destas de-
finigoes:

Seja z' — 2"(27,7) uma transformacao no espago de fase. Entao

as seguintes afirmacoes sao equivalentes, e qualquer uma destas pode
ser utilizada como definicao de transformacao canonica:

1. A transformacao preserva a forma canonica das equagoes de Ha-

milton para qualquer sistema Hamiltoniano:

OH . ., --3ﬁ(z’ ) .

v— PN=wl—"-+ VYV H, alguma H.(3.102
82 0z 7’ ’ 9 ( )

2. A transformagdo mantém invariante (a menos de uma constante

F=uw

¢) a matriz simplética

o 1k ) "n
(;zi w" 8; =cM  ou {Z* 2", =M ¢ = const. (3.103)
3. Existe uma funcao E(2/,7) tal que
: 0242, 1) . _OE(Z,71)
cz’ (Z,, T)WﬁW wl]’Z/] = 27 (3104)
4. Existe uma fungao F'(Z/,7) tal que
o, OF(Z,7) o OF(Z,7)
==/ = . 3.105
Prgga ~ P o Py o0 (3.105)

Se a funcao E(2',7) (3.104) é conhecida, F(z',T) pode ser tomada

na forma

1
F(Z,7)=E(Z, 1)+ gqb(zl, (2, 7) — §q'bp2, (3.106)
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5. Para uma transformacao livre, existe a fun¢ao geradora S(q,p’,T)

s
com 5oy # 0 tal que

A
—8p27 pa q7p7 _aqa'

Se a funcao F'(z/,7) (3.105) é conhecida, a funcao geradora pode ser

q“(¢,p,7) (3.107)

tomada na forma

/ la

S(q,p',7)=F(d(q,p',7),0,7) +pod“ (¢, 0, 7). (3.108)

3.7 Equacao de Hamilton-Jacobi

De acordo com a Eq. (3.41), a Hamiltoniana possui uma lei de
transformacao nao-trivial sob a acao de transformagoes canonicas
dependentes do tempo. De fato, a Hamiltoniana transformada H
contém uma fungao arbitraria, F'(z/,7), a funcao geradora, que de-
termina a transformacao canonica de acordo com as Eqs. (3.105),
(3.107). Este fato pode ser utilizado para encontrar a Hamiltoniana
transformada, H, na forma mais simples possivel, o que implica em
um método bastante elegante para a obtencao da solucao geral das

equacgoes de Hamilton

. OH
= w—. 3.109
@ =ut ( )
Tomando uma transformacao canonica univalente
2 = (2, T), (3.110)

temos as equagoes para as novas variaveis: 2’ = {2/, H}, a saber

1% 0] 6 / / 6qa(z,7 T ) 61 (Zla 7 )
7 %]
Zz =W _Zj (H(Z(Z s 7)) pa(z s 7) + 3111)

Buscando a transformacio (3.110) tal que H seja identicamente
nula, ou seja H = 0, temos

0q'(+,7) | OF(,7)

H(:(2,7)) = ol 1) =

=0, (3.112)
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T T

7z’ (T )=const

| -

Figura 3.3: Interpretacao geométrica do método de Hamilton-Jacobi: enquanto
as coordenadas do ponto M no sistema z sao definidas pela projecao ao longo

de MO, no sistema 2’ elas sao definidas pela projecao ao longo de M A.

assim a Eq. (3.111) adquire a forma " = 0 e pode ser imedi-
atamente resolvida: 2 = ¢! = const. Nas novas coordenadas o
sistema estd em repouso. Agora retornemos as varidveis iniciais:
substituindo este resultado no membro esquerdo da Eq. (3.110) e

resolvendo o sistema com relacao a z
2t =2 (1, d), (3.113)

obtemos, por construcao, a solucao geral das equagoes de movimento
(3.109).

A interpretacao geométrica deste procedimento é exremamente
simples: buscamos coordenadas especiais (2, 7) no espaco de fase
extendido tais que as trajetérias do sistema dinamico sejam retas

verticais nestas coordenadas, veja a figura 3.3.

De acordo com o método, para obtermos a solucao das equacgoes
de movimento (3.109) precisamos encontrar a solugao da Eq. (3.112),
que envolve 2n + 1 fungoes desconhecidas 2°(z", 1), F(2",7). No
entanto, por construcao elas sao relacionadas de acordo com 2n
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equagoes (3.105). Considerando que a transformacao canonica seja
livre, o sistema (3.112) e (3.105) pode ser analizado em termos das
varidveis independentes ¢,p’ no lugar de ¢',p’. De acordo com as

Egs. (3.45) e (3.44), nas novas varidveis esta assume a forma

0S(q,p', 7

% + H(q,p(g, 1, 7)) =0, (3.114)
a , 0S(q,p', T , 0S(q,p', T
q (%pm)z%, pa(q,p,T)z%. (3.115)

Como a solugdo geral (3.113) é uma transformagao canonica, a Eq.
(3.115) afirma, que nos estamos procurando a fungao geradora dela.
Utilizando a segunda equagao de (3.115) na Eq. (3.114), as varidveis
podem ser separadas, o que nos da a equagao para a func¢ao S(q%, 7)

0S(q%, 1) . 05(¢%, 1)\
G H (q g ) =0 (3.116)

onde pj, foram omitidos ja que entram na equacao como parametros.
Esta equacao diferencial parcial é conhecida como equacao de Hamilton-
Jacobi. De acordo com a teoria das equagoes diferenciais parciais,
a solucao desta equacao geralmente depende de funcoes arbitrarias.
Em particular, podemos buscar aquelas em que a solucao depende
de n constantes arbitrarias, que sdo denotadas por pj. Tais solugdes
sao ditas solucoes completas da equacao de Hamilton-Jacobi. Seja
S(q*, p,, ) uma solugdo completa. Entao a Eq. (3.115) determina
a transformagdo canodnica livre (3.110) que anula a Hamiltoniana
H. De acordo com a andlise precedente, a solucao das equacoes
algébricas (3.110): 2" = 2%(2”, 7) nos d4 a solugao geral das equagoes
de Hamilton (3.109).

Resumindo, o método de Hamilton-Jacobi para a resolucao das
equagoes de Hamilton

wa_H

0z

F=uw

(3.117)

pode ser formulado como segue:
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1. Encontrar a solugdo S(q% pj,7), det &ﬁ‘gp, # 0 da equagao de
b
Hamilton-Jacobi
0S(q*, 1) 0S(q*, 1)
— =+ H{",————=) =0 3.118

a qual depende de n constantes arbitrarias p".

2. Escrever as expressoes para ¢

, 0S(q,p', 1) 0S(q,p',7)
a = —— = — 11
q ap/a Y pa aqa ) (3 9)

e resolve-las algebricamente com relacao a g, p:

a

¢ =q"(d,07);  Pa=p0ad, V7). (3.120)

Estas fungoes representam a solugao geral para as equagoes (3.117)
com 2n constantes de integragao ¢'*, pl,.

Portanto, o problema de encontrarmos a solucao de 2n equacgoes
diferenciais ordindrias (3.117) pode ser trocado pelo de encontrarmos
a solugao S da equagao diferencial parcial (3.118) que depende de n

constantes arbitrarias.

Exercicios. 1. Mostre que, para um sistema conservativo, a partir da resolucao
de uma equagao diferencial parcial apropriada podemos construir uma transformacao
canonica tal que a nova Hamiltoniana seja uma fungao apenas das coordenadas. Mostre
como a solugdo das equagoes de movimento é dada em termos das novas coordenadas

e momentos.

2. A equacao de Hamilton-Jacobi é obtida buscando-se uma transformagao canoénica
ligando as coordenadas do espaco de fase ¢ e p as constantes ¢’ e p’. Reciprocamente,
se S(q*,p'*, 7) é uma solugao completa da equagio de Hamilton-Jacobi, mostre que o
conjunto de varidveis ¢* e pq, definido pelas equagoes (3.119) obedece as equagdes de

Hamilton.
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3.8 A acao funcional como fungao geradora da

evolucao

Na subsecao 3.4.1 vimos que a solugao geral das equacoes de Ha-
milton pode ser identificada com uma transformagao candnica. Foi
demonstrado na secao 3.2, que a Hamiltoniana representa o gerador
desta transformacao, determinando sua forma infinitesimal. Aqui
discutiremos uma transformacao finita, e mostraremos que a funcao
geradora correspondente S ¢ intimamente ligada com a acao Hamil-
toniana Sy. Em particular, quando a solucao geral das equacoes de
Hamilton é conhecida, S é construida a partir de Sy de acordo com

uma regra simples, veja a Eq. (?77).

Suponhamos que temos a solugao S(q, p’, 7) da equagao de Hamilton-
Jacobi, Eq. (3.116). Entao as derivadas de S (3.115) permitem-nos
construir a solucao geral das equagoes de Hamilton como uma funcao
dos valores iniciais 2’ quando 7 = 74 (veja a discussao no fim da secao
3.2)

z=2z(2',71), 2(2', 1) = 2. (3.121)
Ao mesmo tempo, considerando (2/, 7) e (z, 7) como dois sistemas de
coordenadas no espago de fase extendido, a Eq. (3.121) determina
a transformacao canoénica. De acordo com (3.115), S é sua fungao
geradora.
Exercicio. Mostre que, a partir de (3.121) e (3.115) segue que

S(q,p’,70) = paq® +c, ¢ = const. (3.122)
Equivalentemente, podemos dizer que a expansao de S em série em torno de 79 tem

a forma S = (p,q* +c) + O(T — 79). Como a fungao geradora é definida a menos de

uma constante, omitiremos ¢ na sequéncia.

Usando a funcao geradora S, construamos a funcao F' dos valo-
res iniciais a partir da Eq. (3.108), que serd denotada aqui por
SH(q,7 p/7 7—)

SH(q/>p/7 T) = S(CL pla 7_) ’q(q/,p’,‘r) - p;q/a. (3123)
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A Eq. (3.122) implica S(q,p', 7)|g(q'p,7) |70 = P, 5O
Su(q',p',m) = 0. (3.124)

Calculando a derivada de Sy com respeito a T

95ulg,p,7) _ % (S(q,7', T)lat )

or
_0S(q,p', 1) 95(q,p',7) aq¢*(¢',p', 1)
- a9 T g 0
) T q(q .p'7) q q(q’,p’,7) T
= (¢ — H(¢:p)|. (20 1) » (3.125)

onde as Eqgs. (3.114), (3.37) foram utilizadas. Assim, o integrando
da acao Hamiltoniana, apresentado como fun¢ao dos valores inici-
ais obtida com o conhecimento da solucao geral, determina a de-
pendéncia temporal da funcao geradora (3.123)

aSH(q/7 p/7 T)
or

Como o lado direito desta equacao é uma funcao conhecida de T,

= (pg — H(Qap)”z(zfﬁ) . (3.126)

obtemos imediatamente sua solugao sujeita a condicao inicial (3.124)

Su(d,p',7) =/ dr (pg — H(q, p)| (o r - (3.127)

70

Este resultado pode ser diretamente invertido, permitindo-nos cons-
truir a funcao geradora S(q,p’, 7) partindo da solucao geral conhe-
cida: seja z = z(2/,7), 2(2/,79) = 2 a solugdo geral do sistema
Hamiltoniano H(q,p). Definimos a funcao Sy (¢’,p’,7) de acordo
com a Eq. (3.127), e entdo escrevemos

(3.128)

q'(g.p',7)

S(g.p',7) =P (.0 7) + (/T (pq — H(g,p) )!zw,f))

70

Esta funcao obedece a equacao de Hamilton-Jacobi. Portanto ela
representa uma funcao geradora de uma transformacao canonica z’
— 2z que corresponde a solucao geral. Neste sentido, a a¢ao Ha-
miltoniana € a funcao geradora da transformacdo canénica ao longo
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das solugoes das equagoes de Hamilton: ela transforma as varidveis

do sistema de um instante de tempo para outro.

Exercicio. Mostre, por célculos diretos, que S da Eq. (3.128) obedece & equagao de

Hamilton-Jacobi.

3.9 Separacao de variaveis

Na secao 3.7 demonstramos que resolver um sistema de 2n equacoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem é equivalente a resolver-
mos a equacao diferencial parcial de Hamilton-Jacobi. No entanto,
no caso geral as equacoes diferenciais parciais sao de dificil resolucao.
Porém, sob certas condigoes, podemos separar as variaveis na equagao
de Hamilton-Jacobi, e a solucao pode ser obtida por meio de qua-
draturas. Aqui discutiremos dois casos onde é possivel fazermos a
separacao de variaveis e ilustraremos estes casos com dois exemplos
simples e bem conhecidos, o oscilador harmonico e o problema de
Kepler.

Nesta secao vai ser conveniente de trabalhar com a funcao gera-
dora S(q,q', 7), que é andloga a fungao S(q, p’, 7). Neste caso, vamos
pegar as varidveis ¢* e ¢* como variaveis independentes, em vez de
q* e pl,. Ou seja, podemos resolver ¢'* = ¢'“(q,p, 7) e pl, = pl(q,p, T)
com relagao as varidveis ¢ e ¢'*. Temos entdo p, = p.(q,¢,7) e
P, = p.(q,q¢, 7). Transformagoes canonicas com esta propriedade

também sao ditas transformagoes canonicas livres.

Repetindo a andlise da subsecao 3.3.2, obtemos os seguintes re-
sultados:

1) O primeiro teorema é formulado da seguinte maneira,

Proposicao. Seja ¢* — ¢ = ¢“(¢,p.7), pa = P, = Po(q,p, 7) uma
transformacao canonica livre, portanto a partir dessas expressoes

temos

Do = Du(q, (¢, ¢, 7),7) = po(q,d,7), p*=p*(g,p,7). (3.129)
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Entao

° existe uma fungdao geradora S(q,q',T) que obedece a propriedade
# 0 tal que

Bqaaq

/ — aS / / aS
Pala,q,7) =¢ 1&1&, Pua.d\T) = —5o.  (3130)

e a Hamiltoniana transformada (3.41), apresentada como fungao de
g e ¢, tem a forma
. 95(¢,4',7)
H(Z/7T> = CH(Q7p(q7q/77—)) T

p'(q,q4',7) or

(3.131)

Caso a fungao F(¢',p’,7) seja conhecida, temos a seguinte relagao
entre as fungoes S(q,¢',7) e F(¢,p,7):

S(q’ q’7 7‘) = F(q/’p/’ 7')|p’=p/(%q/7‘r)' (3132)

2) E o segundo teorema da subsecao é dado por

Proposigéo Seja S(q?, ¢"°, 7) uma dada fungao que satisfaga & pro-

priedade 5 2 a =22 = () para todo 7. Resolvamos as equacoes algébricas

pa(q: ¢ ,T) ¢t o, 1a(q,4',7) = — 0 com relagdo a g, p. Entéo a

solugao

a_ a _, 0S
qg =q (q/7p/77_)7 Pa =C ! a_qa Epa(q/7p/77-)7 (3133)
a(q’.p',7)

é uma transformagao canonica livre.

A fungao S(q,q¢’,7) também pode ser obtida a partir da fungao
S(q,p', ) por meio de uma transformacao de Legendre, veja o fim
da subsecao 3.3.2, Eq. (3.50).

Como sugere a Eq. (3.131), a equagdo de Hamilton-Jacobi para
a funcao S(q, ¢, 7) é dada por

0S(q*, 1)
or

0S(q*, 1)

+ H(q", o

) =0. (3.134)



94 3 Propriedades das transformagoes canonicas

Podemos procurar uma solucao completa da equacao de Hamilton-
Jacobi na forma

S=—¢"t+V(d',....,q"), (3.135)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Substituindo esta expressao na
equacao de Hamilton-Jacobi, temos a seguinte equacao para deter-

H (q“,g—;) =q". (3.136)

Obtendo a solucao completa desta equacao, podemos obter, utili-

minarmos V:

zando as equagoes (3.130) e (3.135), as equagoes que nos fornecem

Pa € D,

ov
= q
o5 Pa, (3.137)
aaq‘ix =p, (a=1,....n—1), (3.138)
v
- = 3.139

aqui ¢'*, pl, e p, sdo constantes arbitrarias.

Uma coordenada ¢* na equacao de Hamilton-Jacobi é dita se-
paravel se a solugao da equagao pode ser dividida como uma soma
de duas partes, uma que dependa apenas de ¢ e a outra completa-
mente independente de ¢®. Logo, se ¢' é uma varidvel separavel a
Hamiltoniana deve ser tal que a solucao da equacao de Hamilton-

Jacobi possa ser escrita na forma

S(ql, gt T) = Sl(ql, T)
+8'(¢?, ..., q",T), (3.140)

e a equacao de Hamilton-Jacobi é separada em duas equagoes, uma
para S; e uma para S’. A equagdo de Hamilton-Jacobi é dita se-
pardvel se todas as coordenadas no problema sao separaveis. Neste
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caso a solucao da equacao de Hamilton-Jacobi tem a forma

S=YSiq"7), (3.141)

desta forma a equacao de Hamilton-Jacobi é separada em n equagoes
do tipo

H, (qa, %, 7) =q". (3.142)

As constantes ¢’* sao ditas constantes de separacao. Notamos que

as equagoes (3.142) envolvem apenas uma das varidveis ¢* e apenas

0Sq
) 8qa .

diferenciais ordindrias de primeira ordem e de forma particularmente

uma derivada Assim elas formam um conjunto de n equagoes

simples, podendo sempre ser reduzidas por quadraturas: isolamos a

derivada e integramos com relacao a q°.

Caso 1. Seja

H=G(fi(a",p1), - fald",pn))- (3.143)

Aqui, as variaveis na expressao para H sao separaveis, ou seja, ape-
nas um par de variaveis ¢* e p, entra em cada funcao f,. A Eq.
(3.136) assume a forma

ov oV
G (fl (q17a_ql) ). 'afn (qn7a_qn)> = q/n‘ (3144)

Pondo

a 8V _ la
fa (q 7a_qa) =4q, (3145)

onde os ¢'*, sao constantes arbitrarias. Podemos entao utilizar a

Eq. (3.144) para expressarmos a constante ¢ em termos dos ¢'*,
qm — G(q/a)'
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Supondo ainda que cada funcao f, dependa do respectivo mo-

mento p,, podemos resolver a Eq. (3.145) para , obtendo
oV
— Fa a’ /a =
o (", q")
=V = /dq“Fa(q“,q’“), (3.146)
e a solucao da equacao de Hamilton-Jacobi assume a forma
S =—-G(¢")T + /dq“Fa(q“,q’“). (3.147)
E a condicao det ,b # 0 resume-se a’
OF,
0. 3.148
e (3.148)

Como a relagdo f,(¢% p.) = ¢* é equivalente a equacéo Do =

F.(¢%, q"*) segue que BI;?@ = (8f“)_ # 0, e a condicao det 572" 8 G2 L ()

¢ sempre satisfeita. Portanto a Eq. (3.147) define uma solucao

completa da equagao de Hamilton-Jacobi.
E as equacgoes
08 08 ,
dq° = Pa, % = Pa
serao escritas na forma

oG / dq” ,
——T+ =p,, (3.150)
dq" 6fa |pa Falq*,q'*)

(3.149)

Pa = Fu(q®, q%). (3.151)

Exemplo. Consideremos um oscilador harmoénico com um grau de liberdade. Sua
Hamiltoniana é dada por H = i + %q e entdo f(g,p) = p® + §q2. A Eq. (3.144)

2m

1 av k o ,
P — 152
<dq>+2q q (3.152)

assume a forma

5Nesta equacdo, assim como em equacgdes semelhantes nesta secdo, ndo temos uma soma,
sobre o indice a.
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Entao a solucao da equagao de Hamilton-Jacobi é
S=—q¢7+ /dq\/qu’ — mkq?, (3.153)

e a partir das equagdes (3.149) encontramos a expressao para o momento p = /2mgq’ — mcg?

e a equagao de movimento para q serd

/ (3.154)

el f
w /71427[]2_}?7

’
onde A? = 2L ¢ w? = £ A integral da tltima equacio é igual a arcsin 4. Entdo
k m A

temos a solucdo da equacdo de movimento da forma

q = Asinw(t +p'). (3.155)

Caso 2. Consideremos uma Hamiltoniana da forma

oV oV oV
H = dn <92 (91 (q17a_ql> ,q2,8—qQ> ...,qn,a—qn) . (3156)

Logo a equacao que determina V' é dada por

oV 9)% oV
L) A == ). ..¢n=— ) =¢" (31
gn( 92 (gl <q ’aq1> /q ’aq2) ' q ’aqn) q". (3.157)

Vamos introduzir as constantes arbitrarias ¢’ por meio das relacoes

ov
1 1
ov
1 2 2
92 (q/ 7q M) 8q2) == q, ) (3159)
......... av ce e e
m—1 n m
9 ( (9q”) (3.160)

A partir destas relacoes podemos determinar as derivadas parciais®,

que fornecem as relacoes
ov
ot
oV

8_612 = GQ(QQ; q/la q/2)7 (3162)

Gilg',q"), (3.161)

6Como no caso anterior, aqui admitiremos que as fungdes g, (g%, pa) dependem explicita-
mente de pg.
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oV

— = Galq", " ™). 3.163

o (¢",d" " d") (3.163)
Aqui notamos que nestas equagoes as fungoes g, dependem apenas
da variavel ¢%, da respectiva derivada parcial de V e da constante

¢* 1, logo a funcao V pode apresentar a forma

V=[G ), (3.164)
e uma solugao possivel da equagao de Hamilton-Jacobi possui a
forma
S=—q¢"T+ /dq“Ga(q“,q'al,q’“). (3.165)
A partir da ultima equacao temos aq(?fai - = gqi,g e aigai 5 = 0. para
a menor que b. Desta forma a condicao det % # 0 reduz-se a
ggg # 0, (3.166)
que sempre é verdadeira, devido a equivaléncia entre as equagoes
9a(0 1, 4% pa) = ¢ (3.167)
e
Pa = Galq,q" ', q"). (3.168)
Por esta razao temos
-1
gg’:j - (gﬁj) £ 0. (3.169)
Pa=Ga(q*,q'*"1,4'*)
Precisamos agora obter a expressao para a derivada 82231 para

que possamos obter as equacoes para as variaveis ¢ e sua relacao
com 7. Podemos obter a expressao desejada por meio da aplicacao
da regra da cadeia a Eq. (3.168), e utilizando a relagao equivalente
(3.167), ou seja,

99a
0G, Gt
8(]/0'_1 - 9ga

Opa

(3.170)

Pa=Ga (qa,q/“_l ')
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Substituindo a Eq. (3.165) na Eq. (3.149), e utilizando a tultima
equagao junto com a relagao (3.169), obtemos as equagoes para p),

€ Pa
dg®
()
Opa Pa=Ga(q%,q'*"1,q')
89044»1
a+1 9q'> _
- / dq 99at1 = Pa
Opa+1 Pat1=Gas1(q@ Tl g g/@+1)
(a=1,...,n—1),
dq"
-7+ / =p, (3.171)
9gn
<ap") Prn=Gn(q",q'""1,¢'")
e

Pa = Ga(q",q" ", q). (3.172)

As primeiras n — 1 equagoes de (3.171) determinam implicitamente
as funcoes ¢®. Estas equagoes contém ainda 2n — 1 constantes
arbitrarias ¢*,...,¢",p},...,p,,_4. A tltima equacao de (3.171)
contém uma constante arbitraria p/, e conecta as coordenadas com o
tempo 7. A equagao (3.172) obviamente determina os momentos p,,
apos a substituigao das fungoes ¢*(7, ¢'*, pl,) encontradas em (3.171),

como fungdes de 7 e de todas as constantes arbitrarias ¢'* e pl,.

Exemplo. Problema de Kepler. O problema de Kepler consiste na descrigdo do mo-
vimento de uma particula de massa m em um potencial central atrativo inversamente

proporcional a distancia do centro de atragao.

Em coordenadas esféricas, a Hamiltoniana é dada pela expressao

1 2 2
H:—(pf-l—%—f— Pe )—1. (3.173)

2m r2sin? @ r

e a equagdo que determina V é da forma
L OV ULV L (v
2m -\ Or r2 00 sin? @ \ 9

g =p,=q", (3.175)

b - L =h (3.174)

Pondo
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11N\2
q
p=p+ Ll (3.176)
1 /2
0= (pg + %) R (3.177)

Entéao, utilizando as equagoes (3.171), obtemos

deo ,
- q'1 / — =p1, (3.178)
sin? 64/q'2 — 7(5(;2)9
/ a0 / 2t =} (3.179)
- — M2 .
N R TR
ot (3.180)

/ mdr —
= ps.

2m 2

\/2mq/3 + T“/ _a-

2
Desta forma obtemos a solugdo das equagdes de movimento para o problema de Kepler.

No estudo deste movimento podemos tomar, sem perda de generalidade, que a

velocidade inicial esteja no plano ¢ = const. Entdo no instante inicial temos, 22 = 0

» 56
e de (3.178) temos
q" =0, (3.181)
e ¢ = pi = const, ou seja, o movimento ocorre em um plano. Diferenciando as

equagdes (3.179) e (3.180), encontramos que a velocidade setorial, ou seja, a derivada
temporal da area descrita pelo raio vetor a partir do centro, é
1 ,db q"?
-2
2 dr 2m

o que significa que o raio vetor cobre areas iguais em intervalos de tempo iguais.

= const, (3.182)

Finalmente, a fim de obtermos a trajetéria da particula, fazemos a substituigdo

=z e a partir de (3.179) e levando a Eq. (3.181) em consideracéo, obtemos

- =

dx
| 7=t (3:159)
2mq/3

onde ¢ = P k= Zf; e B = 2ph+/q'?. Calculando esta integral temos

r—k
arccos ——— = 6 — (3, 3.184
Vie—e P (3.184)

que levam a equagdo para a trajetdria na forma

p

"= 1+ ecos(0— )

(3.185)

Esta é a equagdo de uma segdo conica, com um dos focos no centro da atragdo. Na

Eq. (3.185) temos p = fr% e a excentricidade dada por e = /1 + %.
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Se a particula descreve uma Orbita fechada, por exemplo, como um planeta, a

orbita sera eliptica e o sol estard em um dos focos da elipse.

Denotemos por F e a, b (b é menor que a) a drea e os semi-eixos da elipse, encon-
—_
tramos (sabemos que p = °-)
2 2 272
F T=a“b 2
S =—F5=7p (3.186)
a a
2mF
/q/2 :
172 mm?

€, obtemos a relagdo ;5 = et Como a razdo X depende apenas do centro de

Seja T o periodo de revolugao, T = Entao, a partir das expressoes para p e

atracdo, ou seja, do sol, esta relagao é independente do planeta em consideracao. Logo
obtivemos as trés leis de Kepler: 1) os planetas varrem dreas iguais em perfodos iguais
e em Orbitas planas, 2) as érbitas s@o elipses com o sol em um dos focos e 3) a razao
entre o quadrado do periodo com o cubo do eixo maior das érbitas é a mesma para

todos os planetas.



Capitulo 4

Integrais Invariantes

Neste capitulo discutiremos as integrais invariantes de Poincaré e
de Poincaré-Cartan, que sao integrais de linha de um campo veto-
rial no espaco de fase extendido. As integrais sao calculadas sobre
um contorno de um tubo formado por uma familia de solucoes das
equacoes Hamiltonianas. Estas integrais apresentam o mesmo valor,
independente do contorno tomado sobre o tubo. Como vamos ver
na subsecao 4.1.3, esta propriedade poderia ser tomada como um
principio basico da mecanica, no lugar do principio da agao minima.
Apesar das aplicagbes na mecanica, as integrais invariantes sao usa-
das, em particular, na desenvolvimento da teoria geral das equacoes
diferenciais [1, 4]. Como exemplo de aplicagao, obteremos, no fim
do capitulo, a condigao necessaria de canonicidade de uma trans-
formacao de variaveis via integrais invariantes, que é a forma mais

encontrada nos livros-texto padrao [14, 15, 16].
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Figura 4.1: O ponto M(7,z%) sobre o tubo tem as coordenadas 3, a. Isto
implica nas equagoes paramétricas do tubo z¢ = 2(3,a), 7 = 7(3,). Se T é
tomado como uma das coordenadas: 3 = T, temos as equacoes paramétricas z°

=z (1,a), T="T
4.1 Integral invariante de Poincaré-Cartan

4.1.1 Nogoes preliminares

Aqui relembraremos alguns fatos relacionados com a descrigao de
uma superficie e de uma curva em um espaco Euclidiano. Consi-
deremos o espago R?"! parametrizado pelas coordenadas (z¢, 7) =
(¢% pp,7),i=1,2,...,2n,a,b=1,2,...n. Seja S uma superficie bi-
dimensional (do tipo cilindro, veja a Fig. 4.1 na pagina 103), imersa
em R?"*1 Esta superficie ¢ dita um tubo. Sejam 3, o, a C [0, ]
as coordenadas de algum sistema de coordenadas sobre S. Entao
os pontos M(7,2") da superficie tém as coordenadas corresponden-
tes 3, a. Isto implica nas equacoes paramétricas, que descrevem a

imersao da superficie em R?"+!

# = 2(B,a),

S
T=17(0,q).

(4.1)
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Por construcao, temos 7(3,0) = 7(8,1), 2(5,0) = 2%(5,1).

Seja C' é uma curva sobre S que possa ser descrita pela equagao
[ = B(a). Entao as equagoes paramétricas

o { 2t =2(B(a),a) = (), (4.2)

T =71(8(a), @) = 7(a),
descrevem sua imersao em R27+!,
Estaremos interessados nas superficies formadas por uma dada

familia uniparamétrica z*(7, a) de solugoes (trajetdrias) do sistema

de primeira ordem!

" =Q"q,p),  Pa= Pulgp), (4.3)

onde @), P sao funcoes dadas. O sistema Hamiltoniano ¢ um caso

particular de (4.3), quando existe a funcao H(q,p), tal que

oH oH
= P,=—— 4.4
apa7 a 8qa ( )

Comentdrio. Para construirmos um exemplo de familia, suponha-

Qa

mos que a solugao geral 2'(7,¢?), 2°(0,¢’) = ¢ de (4.3) é conhecida.
Sejam ¢’ = f'(a), 7 = 0 as equagdes paramétricas de alguma curva
fechada em R**1. Entao z'(1,a) = 2(7, f/(a)) é um exemplo de
uma familia uniparamétrica, veja a Fig. 4.2 na pagina 105.

Para o tubo formado pelas solugoes da Eq. (4.3), podemos tomar
7 como uma das coordenadas da superficie. Ou seja, o sistema de
coordenadas sobre S é agora 7, o, « € [0,{]. Entao as equagoes
paramétricas da superficie sao

S { d=2(ma), (4.5)

Por construcao

2(7,0) = (1, 1), (4.6)

ITodos os resultados desta secdo continuam validos para Q e P com dependéncia explicita

do tempo.
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K S
trajectory

z(T, L)

closed
contour

C:t()

Figura 4.2: O tubo de trajetérias pode ser construido partindo da curva de
"valor inicial”’¢’ = fi(a). A integral invariante de Poincaré-Cartan é definida

utilizando um contorno fechado arbitrario C' C S.

e para qualquer a = o fixo, a curva 2*(7, o) ¢ uma solugao da Eq.
(4.3).

Supomos que a curva C' sobre S pode ser descrita pela equacgao
7 = 7(a). Entado as equagbes paramétricas correspondentes que a

imergem em R?"*! sdao

(4.7)

4.1.2 Integral de linha de um campo vetorial, acao Hamil-
toniana, integrais invariantes de Poincaré-Cartan e

de Poincaré

Consideremos o campo vetorial V (2%, 7)=( v, (2%, 7), u* (2%, 7), v(z, 7))
definido no espaco de fase extendido R?*"*!. Entao, pode ser definida
integral de linha do campo vetorial ao longo de uma curva orientada

Cyr (veja a Fig. 4.3, na pagina 106
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Figura 4.3: Para definirmos uma integral de linha do campo vetorial V', trocamos

. n N
uma curva orientada por uma seqiiéncia de vetores deslocamento: C,,;; — U, _;
Ary,

/ Vdr = / vadq® + uldpy, + vdr
c c

N
= 1im Y (VOOL), &%), (43)

o v=1
- —> , 4
onde (V, Ar,) é um produto escalar v, Aq*+u’ Ap,+vA7. Se C é
dada na forma paamétrica z' = 2(y), 7 = 7(7), a integral de linha
pode ser apresentada em termos de um integral definida da seguinte

maneira

S dq* dpy dr
Vd?“:/ Uy +ub(Y) = 4+ v(y)— )d~, 4.9
/ () + )P+ M (@49)

Y1

onde V (v) = V(Zi(’Y)?T(’Y))-

Seja C: 7(a) um contorno fechado sobre o tubo (4.5) das solugoes.
A integral de linha (4.8) é dita uma integral invariante se seu valor
é independente da escolha do contorno do tubo. Se C': 7 = const é
um contorno fechado composto por estados simultaneos do tubo, a
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integral anterior se reduz a

j{ Vidz' = j{ vadq® + ubdpy, (4.10)
c c

e ¢ dita uma integral invariante universal.

Estaremos interessados principalmente no caso particular em que

o campo vetorial é ortogonal a todos os eixos p, e dado pela expressao

V(qaapba T) - ( Pas 0, _H(qaapb) )7 (411)
onde H ¢ a Hamiltoniana do sistema (4.3) e (4.4). A integral de
linha entao adquire a forma

/ padq® — Hdr. (4.12)
C

Para uma curva que seja uma trajetéria do sistema (4.3) e (4.4), a
integral de linha (4.12) pode ser identificada com a agao Hamilto-
niana. De fato, consideremos uma curva que possa ser descrita na
forma paramétrica como segue: 2' = 2i(7), 71 < 7 < 7. Entao a

Eq. (4.12) adquire a forma

/T2 dr(pag® — H) = Sy. (4.13)

T1

Agora consideremos uma curva que seja um contorno fechado. A
integral de linha (4.12) ao longo do contorno fechado ¢ dita a integral

(invariante) de Poincaré-Cartan

I= f{ padq® — Hdr. (4.14)
C

Notemos que, ao contrario do caso anerior, o contorno fechado nao
¢ uma trajetéria permitida para o sistema (4.3) e (4.4). Para o
contorno C: 7 = const, a integral se reduz a [} = 350 Padg® e é dita
a integral (invariante universal) de Poincaré.

Especificaremos a expressao da integral de Poincaré-Cartan para
um contorno fechado que esteja sobre um tubo de trajetérias S (4.5).
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Seja C: 7() a equacao do contorno no sistema de coordenadas
estabelecido sobre S. As equagoes paaramétricas correspondentes
entao sao (4.7), e a integral de Poincaré-Cartan é representada por

uma integral definida

! a), T
I :/0 do (p(T(a),a)W — H(z(1(a), @) )d—) . (4.15)

« da

Resumindo, vimos que uma integral de linha de um campo vetorial
(4.11), calculada ao longo de diferentes classes de curvas, se reduz a
acao Hamiltoniana, ou a integral de Poincaré-Cartan, ou a integral

de Poincaré.

Por construcao, a integral de Poincaré-Cartan pode depender da
escolha do contorno C: I = Io. No entanto, ela se mostra inde-
pendente da escolha do contorno: I nao muda seu valor no caso de
um deslocamento arbitrario (com deformacao) do contorno ao longo
do tubo. Este é um dos resultados que sera discutido na proxima
subsecao.

4.1.3 Invariancia da integral de Poincaré-Cartan

Aqui demonstraremos, que I é independente do contorno tomado
sobre um tubo de trajetérias do sistema Hamiltoniano correspon-
dente, e, inversamente, se I (construida com a ajuda de alguma
fungdo H) tem mesmo valor para cado contorno tomado sobre um
tubo de trajetérias do sistema (4.3), entao o sistema em consideragao

¢ Hamiltoniano. Mais exatamente, temos

Proposicao. Para o sistema

" =Q"q¢,p),  Pa= Palg,p), (4.16)

seja 2'(7, ), a C [0,1] uma familia uniparamétrica de solugoes, que
forma um tubo: z%(7,0) = 2'(7,1). Entdo as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:



4.1 Integral invariante de Poincaré-Cartan 109

T S
trajectory

Figura 4.4: Para qualquer a = g fixado, a fungao Sy (ag) é a agdo Hailtoniana
calculada ao longo da solugao z(7,ag) da Eq. (4.16) entre os pontos ay(79) e

as(70). A integral de Poincaré-Cartan tem a seguinte propriedade: Io, = I¢,

a) O sistema é Hamiltoniano: existe uma funcao H(z) tal que

_0H _oH

Q _8_%7 a — aqa-

(4.17)

b) Existe uma funcao H(z) tal que o valor da integral de Poincaré-

Cartan
I= % Padq® — Hdr. (4.18)
c

nao depende da escolha do contorno fechado C' sobre o tubo.

Demonstragao. Abaixo, utilizaremos as seguintes notacoes: z° sig-
Oz(t,0) s 9z(t,a)

nifica 2(7, @), entao 2 = =, 2=

A) Seja (4.16) um sistema Hamiltoniano. A invariancia de I mostra-
se intimamente ligada com as propriedades da acao Hamiltoniana
na passagem de uma trajetoria para outra. Consideremos dois con-
tornos fechados Cy: 7(a) e Cy: To(cr) sobre o tubo S, veja a Fig.
4.4 na pagina 109. Para qualquer a dado, escrevemos a integral de
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linha (4.12) ao longo da solugao (7, ) do sistema (4.16)

Su(a) = /T:j) (pa(T, Q)W — H( 2(7, «) )) dr. (4.19)

A fungdo Sy(«a) descreva a variagao da agdo Hamiltoniana no pas-
sagem de uma trajetoria para outra. Como os valores a = 0,1 cor-

respondem a mesma trajetoria, temos
Su(l) = Su(0), (4.20)

a partir deste fato segue que

!

/ d5u(@) 4, _ (4.21)

o da

Calculemos a taxa de variacao

dSy(a) Jq dry
— (22— H o
do Par o da (72 =)+
m2(@) o, OH , OH

‘¢ +p=—q — —p — ——¢ | dr. 4.22
/ﬁ(a) (pq+paTq op? @qq) T (4.22)

A integracao por partes do segundo termo da integral nos da
ey [ 4.2
P |5 ) L, 1o (4.23)
71 (a

Juntando esssas duas expressoes obtemos

dSH(Oé> . dTQ ’
T de p(72(a), @) <Q|7—2(a) o +4q |7—2(a)

72(a) OH 8H)>
+ "¢6—— ) —=dq¢ |p+—=— | dr. 4.24
/n<a> <p (q 01?) 1 (p dq (4.24)

A expressao na ultima linha se anula devido as Eqs. (4.16) e (4.17),
enquanto a expressao da primeira linha é igual a p j—g. Assim temos

dSy () dq(ma (), «)
do do

@
do

= p(n2(a), @) — H(z(n(a), @) )
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—(19 — 11). (4.25)

Notemos que o membro direito de (4.25) coincide com o integrando
da integral de Poincaré-Cartan (4.15). A substituicdo deste resul-
tado na Eq. (4.21) nos d& o resultado desejado: I, = Ig,, para
qualquer contorno fechado C; sobre S.

B) Suponhamos que a integral (4.18) com alguma fungao H seja
independente do contorno sobre o tubo do sistema (4.16). Seja C”:
7'(a) um contorno fechado arbitrério na vizinhanca de C: 7(«),
e denotemos 7'(a) — 7(a) = 07(). Devido a independéncia do
contorno, temos Ior — I = 0. Em particular, a variagao se anula:
01 = (Lo — 1) |iinear part on - = 0. Por outro lado, a variacao pode
ser calculada diretamente, fazendo uma expansao de I em torno
do ponto 7(«) (abaixo, a notagao | significa a substitui¢ao de 7(a)).
Usando 2(7(a)+07,a) = 2(7(a), a) + 22 ‘ 67 + O?(67), obtemos

ol = /Ol dov <p] wz)’a)&'—l—

p(r(a)0) o (4] 57) ~ HOT

OH dT OH | dr
—qg| —07 — —p| —o7 | . 4.2
dq q da’" 8pp’ da T) (4.26)
A expressao na primeira linha pode ser apresentada como
| o7 + pal s (4.27)
T —T .
pq pq o’

enquanto a integracao por partes na segunda linha leva as expressoes

! d
/ (— P4l ot — pg & 57) do + pglor|, (4.28)
0 da

[, (5 (452+4)

aa[; ( dr p’> ' 57’) do — HoT|). (4.29)

0T+
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Como os valores o = 0, [ correspondem ao mesmo ponto do tubo, os
ultimos termos nas Eqs. (4.28) e (4.29) se anulam. Juntando com
termos restantes, temos

l
OH OH
5I:/doz[q'<p+—) —p'('——)u&'a 4.30

0 o o )| |97 (@30

De acordo com (4.16) e com a independéncia do contorno 61 = 0,
: H

/ da | {| (P—i—a—)
0 dq

, OH
PilQ-—
P/ |(r(a)a)

Como isto é vilido para qualquer 67(«) e para qualquer contorno

temos

2(7(a),a)

] o7(a) = 0. (4.31)

7(a), esta igualdade implica na Eq. (4.17). O que completa a

demonstragao.

Esta afirmacao significa, em particular, que para uma dada in-
tegral de Poincaré-Cartan existe um tnico sistema de equacoes di-
ferenciais que admite esta integral como uma integral invariante.
Este fato poderia ser tomado como o principio basico da mecéanica,

no lugar do principio da agao minima.

4.2 Integral invariante de Poincaré.

Consideremos o caso particular da integral de Poincare-Cartan I =
$ padq® — Hdr, mesmo, ao longo dos contornos fechados C' consis-
tindo de estados simultdneos de um sistema?. Tal contorno aparece,
quando um tubo de trajetérias de sistema é cortado por um hiper-
plano 7 = 19 = const, veja a Fig. 4.5 na pagina 113. Para tal

contorno, dr = 0 e a integral de Poincaré-Cartan toma a forma

I = j{ Padq®, (4.32)
C

2Neste caso, a palavra ”estado”é utilizada para um ponto do espaco de fase extendido.
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T

| | ql=q! (tp,00)
C1: P, =P, (Tp.®)

z2%=1t =0

Figura 4.5: Contorno fechado de estados simultdneos C' e suas projecdo Cy no

plano (¢*,p1).

e é chamada integral (invariante universal) de Poincaré. A equacao
do contorno C' tem a forma 7 = 7y, portanto, as equagoes pa-
ramétricas correspondentes sao T = 7, 2° = 2%(79, ). Isto implica

na seguinte expressao para [;, em termos da integral definida

! 8(]‘1 (7'0 Oé)
I = = da. 4.
1 /0 Pa (70, @) 5o do (4.33)

Como trata-se de um caso particular da integral de Poincaré-Cartan,
I possui propriedades similares as propriedades da integral de Poin-
caré-Cartan. Em particular, a afirmacao da subsecao precedente
pode ser reformulada para I; como segue

Proposicao. Para o sistema

" =Q%q,p),  Pa=Pulg,p), (4.34)

seja 2'(7, ), a C [0,1] uma familia uniparamétrica de solugoes, que
formam um tubo: 2%(7,0) = 2*(7,1). Entao as seguintes condigoes
sao equivalentes:
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a) O sistema ¢ Hamiltoniano: existe uma funcao H(z) tal que

OH OH
=5 = (4.35)

Q(I
b) O valor da integral universal de Poincaré

I :j{padq“. (4.36)
c

¢ independente da escolha do contorno C: 7 = 7y, sobre o tubo.

Como H nao aparece na expressao para I, a integral de Poincaré
I; é invariante com respeito a qualquer sistema Hamiltoniano. Esse

fato justifica porque I é dita universal.

Deve ser enfatizado que a integral (4.32) é invariante se o contorno
C é deslocado ao longo do tubo para um contorno C’': 7 = 7/, que
também é constituido de estados simultaneos. De acordo com a Eq.
(4.33), a invariancia de I; implica, em particular, em [, () = I;(7').

Desta forma, a integral invariante universal nao depende do tempo.

Também pode ser dada uma interpretacao geométrica da integral
universal. Relembremos que a seguinte integral de linha em um

plano parametrizado por g e p

A— 74 pdg, (4.37)
D

nos da a area da regiao que delimita o contorno fechado D. Agora,
no espaco de fase extendido, consideremos o contorno Cj: ¢' =
q' (7, @), p* = p' (79, ), 2* =0, 7 = 0. Esse contorno encontra-se no
plano (¢!, p1), sendo a projegao ortogonal do contorno de integracao
C: z' = 2'(7p, ), T = 7 da integral universal (4.32) (veja a Fig.
4.5 na pagina 113). De acordo com (4.37), a area do interior de C
pode ser calculada como

! 1
A :% pdg' = / pl(Tg,a)Wda. (4.38)
Cy 0 @
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Comparando as expressoes (4.33) e (4.38), concluimos que a integral

universal I; representa a soma das areas A,

L = f{ Padq® =) A, (4.39)
C

Assim, os contornos C' e C, variam no decorrer do movimento do
sistema, e as areas corespondentes também variam, mas a soma
algébrica (4.39) das dreas, ja que é igual a I, permanece constante.
Esta é a interpretagao geométrica da invariancia da integral de Poin-

caré.

Agora investiguemos a estrutura da integral invariante universal
de uma forma geral (4.10). Em outras palavras, estamos interes-
sados na forma do campo vetorial que implica na invariancia da

integral.

Proposigao. Seja a integral de linha I, do campo vetorial Vi(27, 1)

= (vg, u”) uma integral invariante universal. Entao

1. O campo tem a forma

1, - V= 5Pa +
Vi=zcwj + 0; (2", 7), ou 2 ? o (4.40)
2 Uy = —5¢q" + oo

onde w;; ¢ a matriz simplética e ® ¢ alguma funcao.

2. A integral I; coincide, a menos de uma constante ¢, com a integral

invariante de Poincaré
I, = f vadq® + ubdpy = ¢, = 07{ Padq®. (4.41)
c c

A dltima afirmacao significa que a integral de Poincaré é, essencial-

mente, a Unica integral invariante (de primeira ordem, veja abaixo).

Demonstracao. Consideremos um contorno fechado, formado por
estados simultaneos C: 7 = const sobre o tubo (4.5) das solugdes
de algum sistema Hamiltoniano, com Hamiltoniana H. Utilizando
as equagoes paramétricas (com o parametro ) do contorno: z' =
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21, ), T = const, I, pode ser apresentada como a integral definida

T(r) = / (val2(7, 0), T)g%(r, @) + u®(2(7, a)pl (7, @) da
E/OlVi(z(T, alpha), 7)2" do (4.42)

Devido & invariancia, I, (1) = I,(7'), temos C;—I;l = 0. O célculo direto

da derivada leva-nos a uma expressao, que corresponde a integral de
linha seguinte

/([ Gi(z,7)dz" =0, (4.43)
C
onde
. 8‘/;
Gz‘ = — ijwjkﬁkH + 87’ 5

Como a analise precedente foi feita para um tubo arbitrario, a in-
tegral de linha (4.43) se anula ao longo de qualquer contorno que
esteja sobre o hiperplano 7 = const. Isto implica que o campo G;
é conservativo, ou, de forma equivalente, ele obedece a 9,G; — 9;G|

= 0. A forma explicita desta expressao é dada da seguinte forma
) 0 ) )
(@-Wli)w]kakH + Emz + lewjkakaiH — Wijw]kakalH = 0(4.45)

Devido a universalidade de I;, Eq. (4.45) é valido para qualquer H,

portanto
0
;Wi = 5 Wi =0,
, T
I/Vljw”kakaiH — I/VijwjkakﬁlH = 0. (446)

A primeira linha implica que W é uma matriz numérica.

Exercicio. Mostre que a segunda linha implica em W;; = cw;;, onde ¢ = const.

De acordo com esse fato, temos 0;,V; — 9;V; = cw;;, ou, de forma

k

equivalente, 0;(V; — %czkwkj) — 0;(V; — %cz wki) = 0. Isto implica
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k

que o campo vetorial tem um potencial: V; — %cz wr; = 0;P, ou seja,

1

Vi tem a forma V; = 3

czFwy; + 0,®, como queriamos demonstrar.

Tomando a integral de linha do campo, obtemos I; = $, Vidz'
= %cfcpadq“ — q%dp, + j;c 0;®dz* = cfcpadqa. Aqui todos os
termos integrados se anulam devido ao contorno ser fechado. Entao,
qualquer integral invariante difere da integral de Poincaré por um

fator numérico.

Agora que ja caracterizamos as integrais invariantes de Poincaré-
Cartan, I, e a de Poincaré, I;, vamos introduzir alguns termos uti-
lizados para ilustrar algumas de suas propriedades. Estas integrais
sao ditas relativas devido ao dominio de integracao ser uma curva
fechada, e sao ditas de primeira ordem devido as diferenciais entra-
rem linearmente sob o sinal da integral. Vale mencionar que I; pode

ser escrita, via teorema de Stokes, na forma
I, = / dpidq’. (4.47)

No espaco de fase existem ainda diversas outras integrais invari-

antes universais® de ordem superior,

I3 = ]{pidqidpkqu =Jy = /dpz-cllgziczlpkcll'C (4.49)

Iop_1 = j{pz‘ldqil s dpz-ndqi” =
= Jo, = /alpildqi1 -~ dp; dg™™ (4.50)

Agora, surge o interesse sobre a unicidade ou nao das integrais inva-
riantes universais de ordem superior. No trabalho [30] foi demons-
trado que qualquer integral invariante difere por uma constante mul-
tiplicativa das integrais listadas acima.

3A dltima destas integrais representa o volume de uma regido no espago de fase e foi
discutida na subsecao 3.4.1.
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4.3 Transformacoes canonicas e integrais invari-

antes

Nesta secao, como um exemplo de aplicagao do formalismo, deriva-
remos a condi¢ao necesséaria de canonicidade de uma transformacao
de coordenadas com o uso das integrais de Poincaré-Cartan e de
Poincaré, que é a forma mais encontrada nos livros-texto padrao.
Inicialmente relembraremos a definicao de transformacao canonica:
uma transformacao de coordenadas z* — 2 é uma transformacao
canonica se, e somente se, essa transformacao mantém a forma

canonica das equacoes de Hamilton, para qualquer Hamiltoniana
H.

Consideremos um contorno fechado C: 7 = const, e um contorno
fechado de estados simultaneos Cy: 7 = const sobre o tubo (4.5) das
solugoes de um sistema Hamiltoniano H. De acordo com a afirmacao
demonstrada na subsegao 4.1.3, a integral de Poincaré-Cartan possui

o mesmo valor para os contornos, temos entao

fc(padq“ — Hdr) = ]{ Padq”. (4.51)

Co

Aqui, como Cj é um contorno simultaneo, a integral de Poincaré-
Cartan se reduz a integral de Poincaré.

Agora, seja (¢'*, pl,, ) uma outra parametrizagdo do espago de
fase extendido. Suponhamos que as coordenadas iniciais e finais sao
relacionadas por uma transformacao canonica, entao as equagoes de
movimento para o sistema mantém sua forma candnica nas novas
coordenadas. Repetindo a andlise precedente, obtemos a expressao

similar & Eq. (4.51) nas novas coordenadas
]{ (padq — H'dr) = 7{ Padq”. (4.52)
/ C(/)

Aqui C" e C representam os contornos C' e Cj nas novas coordena-
das, veja a Fig. 4.6. Notemos que Cj é simultaneo, ja que o tempo
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T .
C

Figura 4.6: Dois tubos formados pelas trajetdrias de um sistema Hamiltoniano

em coordenatas z e 2.

7 nao ¢ alterado na transformagao canodnica.

Se na integral invariante universal qu,) pldq'® passamos para as
variaveis ¢%, p, por meio da transformacao candnica, entao esta in-
tegral certamente se transformara numa integral invariante de pri-
meira ordem no espago de fase 2n-dimensional, parametrizado por
(¢%, pa). Pelo teorema da se¢do anterior, a integral invariante difere

de 5500 Padq® somente por um fator constante c. Portanto,

7{ pldq® = c% Padq® (4.53)
ch Co

e, utilizando as equagoes (4.51), (4.52) segue que
]{ (pldq* — H'dr) = 07{ (padq® — HdT). (4.54)
' c

Expressando as varidveis (¢'*, pl,) na primeira integral em termos
das variaveis (¢%, p,) (aqui o caminho de integragao C’ é trocado
pelo caminho ('), entao

f(pgdq’“ — H'dr) — 07{ (padq® — Hd7) = 0. (4.55)
c c
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O contorno C' é completamente arbitrario no espaco de fase ex-
tendido 2n + 1-dimensional. Entao, pelo teorema do gradiente, a
expressao sob o sinal da integral na tltima equacao deve ser uma
diferencial total de alguma funcao dos 2n + 1 argumentos ¢%, p,, T.

Denotemos esta funcao por —F(q¢%, p,, 7). Entao®
pldq'® — H'dr = ¢(p,dq® — Hdr) — dF. (4.56)

Aqui fica claro porque ¢ sempre é uma constante nao nula, ja que a
expressao pldq'* — H'dr nao é uma diferencial total, de forma que
nao pode ser igual a diferencial —dF. O resultado (4.56) foi obtido
antes na secao 3.5.

A funcao F é a fun¢ao geradora da transformagcao canonica e ¢ é a
valéncia da transformacao, ja discutidos no capitulo 3. Entao nesta
secao demonstramos, que se uma transformacgao no espaco de fase é
uma transformacao canonica, entao existe uma funcao geradora F e
uma constante ¢, tais que a Eq. (4.56) seja identicamente satisfeita.
No capitulo 3 foi mostrado, de forma puramente algébrica, que a
existéncia da funcao geradora é uma condigao necessaria e suficiente
para a canonicidade da transformacao, além do fato de que a funcao

geradora ¢ independente do sistema Hamiltoniano em consideracao.

Temos dF = 25 dg® + 2L dp, + 2L dr.



Apéndice A

Transformacoes, mudanca
de variaveis, simetrias e

teorema de Noether

Foi mencionado na secao 1.4 que as leis de conservacao desem-
penham um papel importante na analise de sistemas classicos e
quanticos. Este apéndice é dedicado a discussao do teorema de
Noether, que nos da uma relagao entre a existéncia de leis de con-
servacao para um sistema e as simetrias da acao funcional associada.
As simetrias usualmente tém certa interpretacao fisica. Em particu-
lar, elas podem estar associadas a algumas propriedades fundamen-
tais assumidas para o nosso espaco-tempo, como homogeneidade,
isotropia, etc. O teorema de Noether afirma que as leis de con-
servagao tornam-se consequéncias destas propriedades. Por exem-
plo, a simetria de translacoes espaciais implica conservagao do mo-
mento total do sistema.

Para demonstrar a idéia do teorema de Noether, consideremos a
seguinte situagao especial: partindo de uma dada trajetéria ¢°(7),
seja (1) = ¢*(7) + R*(q(7))w uma familia de trajetérias, parame-
trizada pelo parametro w. Aqui R*(q) dada fun¢do. Suponhamos
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que a agao seja invariante sob a substituicao ¢ — ¢’: S[¢'] = S[ql,
para qualquer dada trajetéria ¢(7) e para qualquer w. Em particular,
a variagao da agao deve ser nula, S = (S[q'] = S[q)|,ure tincar em w
= 0. Por outro lado, a variagao ¢ dada pela formula bem conhecida
0S8 = ‘;—iR + (g—éR)'. Devido a invariancia, obtemos a identidade
(%—SR)' = —%R, valida para qualquer trajetéria ¢(7). Em particu-

/ ~ ~ : .S _
lar, se ¢(7) é uma solugdo das equagdes de movimento: 5 = 0, a

identidade implica que (g—’;R)' = 0. Ou seja, a quantidade gfa R* ¢é

constante ao longo de qualquer solugao.

Além do teorema de Noether, discutiremos também outros topicos:
a nocao de simetria para as equacoes de movimento, sua relagao com
as simetrias da acao, mudanca de variaveis, os grupos de simetria
de Galileu e Poincaré. O leitor interessado apenas no teorema de
Noether pode passar diretamente a subsecao correspondente apds a
leitura da primeira subsecao.

A.1 Transformacoes de coordenadas e simetrias

de uma acao (simetrias variacionais)

Aqui discutiremos a nogao de invariancia (ou, equivalentemente, de
simetria) de uma agao funcional sobre a atuagdo de uma familia
de transformacoes de coordenadas. A definicdo exata é um pouco
diferente da receita formal, que é utilizada na pratica para checar
a invariancia. Daremos a definicao exata de simetria e entao obte-
remos a receita. Deve ser mencionado que o teorema de Noether é
valido para qualquer sistema de equagoes diferenciais obtido a partir
de um principio variacional para um dado funcional. Este pode ser
Lagrangeano ou Hamiltoniano, ou ainda algum diferente. Para fixar
as idéias, utilizaremos aqui as equagoes de Euler-Lagrange, especi-
almente quando discutirmos exemplos e aplicacoes do formalismo
aqui apresentado. A versao Hamiltoniana do teorema de Noether é
discutida na secao 1.5.



A.0 Teorema de Noether 123

Consideremos um sistema dinamico descrito pelas equacgoes de

movimento obtidas a partir da acao

T2

Slq] = / drL(q",¢", 7), (A1)
T1

definida no espago das fungoes ¢* = f*(7), 7 C [, T2]. Nesta secao

sera conveniente utilizar notagoes diferentes para as coordenadas do

espago de configuragoes: ¢%, e para as trajetérias: ¢* = f%(7), ou

seja, para os mapeamentos [ : R = {7} — R" = {¢"}.

Sera conveniente trabalharmos no espaco de configuracoes ex-
tendido, parametrizado pelas coordenadas 7, ¢*: R = R x R"
= {(7,q%)} . No espaco extendido sao definidas transformagoes de

coordenadas da formal

9:(1.q") — (7,4") = (a(r,¢"),¥"(7,¢") ), (A.2)

onde a, ¥* funcoes dadas. Suponhamos que elas sejam invertiveis,
ou seja, que

det 2V g (A.3)

T, q%)

O conjunto de transformagoes invertiveis forma um grupo. Na
discussao do teorema de Noether usualmente lidamos com apenas
um subconjunto do grupo, que representa uma familia de trans-

formacoes G, parametrizado por k parametros w®, a =1,2,...,k

G = {g(w)}, (A.4)

ou seja, de acordo com a Eq. (A.2), temos um conjunto de fungoes
suaves (T, g%, w®), Y*(7,¢*,w®). Suponhamos também, que a trans-

formacao coorespondente ao w* = 0 ¢ a identidade

a(r,q¢%,0) =T, »*(7,q%,0) = q°. (A.5)

laqui adotaremos um ponto de vista ”ativo”, onde a transformacio leva um ponto com

coordenadas (7,q) em outro ponto, com coordenadas (7/,q")
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Abaixo vamos omitir os parametros, assim como os indices das co-
ordenadas ¢* — ¢, ¥* — 1 e assim por diante, o que nao deve
causar confusao. Devemos mencionar ainda que a transformacao
inversa pode nao ser um elemento da familia, ja que a familia pode
nao ser um subgrupo do grupo das transformagoes de coordenadas.
Em exemplos concretos, normalmente a familia representa uma re-
alizacao de algum grupo de Lie k-dimensional no espaco R"*!. Por
exemplo, ela pode ser o grupo das rotagoes no espaco tridimensi-
onal, com os elementos do grupo parametrizados pelos angulos de
Euler w®. Entao os angulos de Euler podem ser tomados como os
parametros desta familia.

O tempo transformado, 7" na Eq. (A.2) geralmente depende das
demais coordenadas ¢*. Tais tipos de transformacao aparecem, em
particular, em teorias relativisticas descritas em termos de variaveis
fisicas, veja o exemplo da particula relativistica na subsecao A.3.
Exemplos de transformacao onde ¢’ depende de 7 sao os boosts de
Galileu. Chamamos a atencao ao fato de que a forma tipica das
transformagoes em mecanica cldssica (nao relativistica) sao de uma
das formas: 7' = «a(7), ¢ =¢q; ou 7T =7,4¢ =1(r,q). Ou seja,
T ou ¢ permanecem inalterados. Por outro lado, transformacoes da
forma (A.2) sdo tipicas para transformacoes de simetria em teorias
de campo (com as substituigoes correspondentes 7 — ¥, ¢* —
" (2t) ).

Como a acao funcional (A.1) envolve fungoes ¢* = f%(7) ao invés
de coordenadas, precisamos definir como uma transformacao g atua
sobre as fungoes f(7). Identificando a fungao com seu grifico (veja
a Fig. A.1 na pédgina 125)

Ly =A{(mr(7)), 7 C [m, 7} (A.6)

A imagem do conjunto dos pontos I'; sob a transformacao (A.2) é
dada por

9-Tr={lg- (1. 0¢No=ypiry = Calr, f(1), (7, f(7)) )} (A7)
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q

Figura A.1: A transformacao de coordenadas ¢ induz o mapeamento *g : f — f’

no espago das fungoes.

Localmente, e para g ~ 1, a imagem é o grafico de alguma funcao
q* = f"(7'). Por construgao, a dependéncia de 7/ em ¢'* é dada na

forma paramétrica por

™' =a(r, f(7)),
¢ = (7, f(7)). (A.8)

Eliminando 7 nestas expressoes, obteremos as fungoes ¢'* na forma
explicita ¢* = f'*(7’). Detalhadamente, suponhamos que a primeira
equacao possa ser resolvida como

T = agp(r). (A.9)
Entao a funcao transformada tem a representacao
¢ =) = f ) za o) (A.10)

Notemos que & depende da funcao f, assim a representagao obtida
é formal. Mencionemos ainda as identidades

df(T,)L’:a(r,f(r)) =T, og(T,f(T))|T:df(T,) =7. (A.11)
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De acordo com esta construgao, a transformacao de coordenadas ¢
induz o mapeamento *g no espaco das funcoes, que é dado pelas
equagoes (A.8) e (A.10). A funcdo f’ é dita a imagem de f sob
a transformagdo *g. Se f foi definida no intervalo 7 € [, 73], o

intervalo correspondente para f’ é
' C (1,74, 7 = a(rn, f(1)). (A.12)

Agora, dada uma fungao f(7), construamos a imagem f'(7'), e cal-
culemos o mesmo funcional (A.1) para f

S[f :/QdT/L (f Cg:,f’). (A.13)

/
1

Definigao 1. As transformagoes de coordenadas (A.2) sdo uma si-
metria da ac¢do (A.1) (ou uma simetria variacional) se, para quais-
quer f(7) e w®, existir uma funcao N(f, f,r w) tal que

Té la T2 a N
/ dr'L(f", df -, 7') = / dr | L(f*, i, )+ N . (A.14)
7 dr . dr dr

Aqui chamamos a atengao ao fato de que a Eq. (A.14) repre-
senta a igualdade de dois niumeros. Em particular, em varios casos
de interesse pratico temos N = 0. Entao para qualquer f e a cor-
respondente f’, o valor do funcional para f e f’ devem ser iguais,
ou seja, S[f'] = S[f]. Assim, a condigao de invariancia é represen-
tada em termos do mesmo funcional calculado para duas funcoes
diferentes, a funcao inicial e a transformada. Agora retornaremos a
funcao inicial no membro esquerdo da Eq. (A.14) para obtermos a
condicao de invariancia em termos da acao inicial e de alguma acao
transformada, ambas calculadas para a mesma funcao. A fim de
obter esta condicao, faremos uma mudanca de variaveis na integral
definida. A mudanca é escolhida a partir da condicao de que os
limites de integragao nos membros esquerdo e direito coincidam na
expressao final. Mantendo a Eq. (A.12), faremos a mudanga 7/ =
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a(r, f()). Utilizando a identidade df—,) atrty (%)71 df;(f),
a Eq. (A.14) adquire a forma
T2 d ! /
[ ararir@ L ) -
T1 T
= dN
[ ar [L( 7). fom) + E} (A.15)
onde agora temos f'(7') = f'(7')|r=a(rf(r)) = ¥(7, f(7)), a ltima

igualdade segue da representagao (A.lO) ¢ da identidade (A.11).
Assim, na Eq. (A.15), ao invés de termos a func¢ao transformada
temos a transformacdo de coordenadas (A.2). Contrastando com
a Eq. (A.14), ambos os lados da Eq. (A.15) s@o calculados para
a mesma fun¢ao ¢ = f(7). Podemos dizer entdo que sob a trans-
formacao (A.2) a acdo inicial transforma-se em outra agao, dada
pelo lado esquerdo da tultima equagao.

[sto permite-nos reescrever a condi¢ao de invariancia de uma agao

funcional da seguinte maneira, que é comumente usada na pratica

Definicao 2. A acao
T2 .
Sl = [ draL(v(ra. @) inaa), (ML)
é dita uma transformagdo da ag¢do (A.1) sob a transformacao de

coordenadas

T— 7 =0a(rq),
q“ — ¢ =*(1,q%). (A.17)

A acdo (A.1) é invariante se, a menos de uma derivada total, a a¢do
transformada coincide com acao inicial
dq dq dN
dr'L(q, ,':/d L(q,—,7)+ — A.18
[arrw = [ar|e o+ S|
=@ g,
¢ a partir da Eq. (A.17) devem ser substituidos, o que reproduz a

Aqui no membro esquerdo esta implicito que

expressao (A.16) exatamente.
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Como esta igualdade deve ser satisfeita para qualquer intervalo
de integragao, as integrais podem ser omitidas. Para completar, es-
crevamos a forma explicita da Eq. (A.18), com as integrais omitidas

GL((ra). (8) (ra)a ) = Lg g )+ S (A19)

Comentdrio. Suponhamos que a familia de transformacgoes seja um
grupo de Lie de transformacoes. Entao, ao invés de utilizar a Eq.
(A.17), podemos utilizar a inversa para verificar a invariancia (ja
que g~! pertence a familia, é uma questdo de conveniéncia a uti-
lizagao de ”transformagao”ou ”transformacao inversa”). Isto equi-
vale a uma "mudanca de variaveis” na agao (A.1), como sera discu-

tido na subsecao A.4.

A.2 Exemplos de acgoes invariantes, grupo de
Galileu

Ezemplo 1. Consideremos as rotagoes no espago bidimensional (7, q)
0:(r,q) — (7',¢") = (Tcosf — gsinf, Tsinf + qcosf). (A.20)

Encontremos a imagem da funcao linear ¢ = f(7) = ar +b. De
acordo com as Egs. (A.8) e (A.10), precisamos eliminar 7 das
equagoes 7 = Tcosf — (aT + b)sinf, ¢ = 7sinf + (at + b) cos b,
que fornecem novamente fungoes lineares (ou seja, retas sdo trans-

formadas em outras retas)

sinf +acosf , b

"= (7)) = . A.21
¢=Fr) cosG—asin9T+cose—asin0 ( )

FExemplo 2. Consideremos as translacoes do parametro de evolucao,

dadas por

a:(r,q") = (7',¢") = (T + a,q"), a = const, (A.22)
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A imagem da fungao f(7) é obtida a partir das equagoes paramétricas
T =74aeq*= f*7). Obtemos entao

¢ = 1) = 7 - ) (A.23)

As translacoes tornam-se uma simetria de qualquer acao que nao
apresente dependéncia explicita de 7: S[¢] = [ drL(g,q). O funcio-
nal transformado é obtido de acordo com a Eq. (A.13), e coincide

com o inicial apés a mudanca de varidveis 7 = 7+ a

Tota T2 .
/‘ wmvuuwmﬁﬁvumnzf drL(f(r), f(r))(A.24)

1+a dr’ T1
Assim a condigao (A.14) é satisfeita com N = 0.

Intuitivamente, a interpretacao fisica das translagoes temporais
é a de que um experimento feito durante um intervalo de tempo
[11, 2] pode ser repetido em um periodo de tempo distinto, [r +
a,T + a]. A invariancia da ac¢do implica que o mesmo experimento
feito "hoje” e "amanha” fornece o mesmo resultado experimental,
ja que em ambos os casos a mesma trajetoria é um extremo do

funcional, veja a Fig. A.2 na pagina 130).

As Egs. (A.22), (A.24) podem ser encaradas como a formulagao
matematica do principio da homogeneidade do tempo: as proprie-
dades de um sistema fisico em diferentes instantes de tempo sao as
mesmas. Como sera visto adiante, a simetria das translagoes tem-
porais implica na conservacao da energia. Assim, a conservacao da

energia é uma consequéncia da homogeneidade do tempo.

Como uma generalizacao, consideremos as reparametrizagoes do

tempo definidas pela familia de fungdes a(1, w®)
T — 7 =a(r), ¢ — 4= q" (A.25)
A transformacao induzida *g é

f4r) = f(7) = falr), (A.26)
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Figura A.2: Translagao temporal: a mesma trajetéria é um extremo de funcional

em diferentes intervalos de tempo.

onde a(a(7)) = 7, isto é, & é a funcao inversa de a.

FExemplo 3. Consideremos os boosts de Galileu, que sao dados pela

seguinte familia de transformacoes com trés parametros, em R x R3
viT =T =1, -2t =2+, v' = const. (A.27)

No espaco Euclidiano tridimensional, estas equagoes podem ser pen-
sadas como uma relagao entre as coordenadas de dois observadores
O and O’', com O' movendo-se com velocidade v em relacao a O,
passando pelo ponto (0,0,0) em 7 = 0. Como o tempo nao é afetado,
a transformagao induzida das fungoes coincide com a transformagao

das coordenadas
w0 fi(r) = fi(7) = filr) + o' (A.28)

A acdo de uma particula livre é invariante sob a agao de boosts.
Neste caso, a Eq. (A.18) é dada por

/ dT%m[(xi + i) = / ir (%m(:a')? + %) C(A29)
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com a fungao nao-trivial N(z,7,v) = 2'v' + Z(v")*7. O mesmo ¢é
valido para um sistema de particulas sujeito a um potencial que de-
penda apenas das distancias relativas entre as particulas. A simetria
(A.27) é a formulacdo matemadtica para o principio de relatividade

de Galileu: as propriedades de um dado sistema sao as mesmas em
OeO.

FExemplo 4. Problema de Kepler. Consideremos a agao de uma
particula em um campo central, com o centro escolhido no ponto r

=0

/ dr( %mw)?—U(T) ), onde r— ()2 (A30)

Além das translagoes temporais, esta acao também tem simetria sob

acao das transformacoes geradas pelas matrizes ortogonais

R:t—7 =1 2" —=2"=RY2, onde R' =R’ (A.31)

Elas tém a interpretagao de rotagoes em R?® (notemos que as
transformagoes mantém o ponto (0,0,0) invariante e nao alteram
as distancias entre os pontos do espago, em particular, ' = r). As
rotagoes formam um grupo de Lie tridimensional. Intuitivamente,
qualquer rotacao pode ser especificada unicamente por um vetor
& = (wh,w? w?) cuja direcio é ao longo do eixo de rotacdo, com
comprimento igual ao angulo de rotagao.

Uma parametrizacao comumente utilizada do grupo de rotacoes
pode ser construida da seguinte maneira. Buscando representar a
matriz R na forma de uma exponencial de alguma outra matriz?:
R = ¢e“. A condicao de ortogonalidade de R agora é dada por (e*)T

_ T _ . . .. s, .
= ()"} oue? = e, ouseja, a matriz w deve ser anti-simétrica.

2De fato, esta ndo é uma tentativa acidental. E fato conhecido que a exponencial é um
isomorfismo das vizinhangas do elemento identidade de um grupo de Lie e o vetor nulo da
correspondente algebra de Lie. Escrevemos R = e“’aTa, onde o vetor da &dlgebra de Lie w é
escrito em termos dos vetores basicos T,,. Devido ao isomorfismo, as coordenadas w® do vetor

w podem ser utilizadas como as coordenadas do elemento correspondente do grupo.
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Reciprocamente, qualquer matriz anti-simétrica gera uma matriz or-
togonal por um mapeamento exponencial. Pode ainda ser demons-
trado que o mapeamento exponencial é uma aplicacao bijetiva entre
a vizinhanca da matriz identidade do conjunto de R e a vizinhanca
da matriz nula do conjunto de w. Os elementos de matriz de w sao

w2 = —w'? W = —W3 WB = —w¥ W' = 0. Apenas trés deles

13 w2, Devido a correspondéncia bijetiva,

sao independentes, w!?, w
eles podem ser tomados como os parametros® que especificam a cor-
respondente matriz ortogonal R. Em termos destes parametros, o
vetor acima mencionado ao longo do eixo de rotacao é dado por w'
ijk

= ¢ikik,

Retornando a acao, sua invariancia pode ser verificada imediata-
mente, de acordo com a Eq. (A.18), por meio de substitui¢ao x’* ao
invés de 7' na Eq. (A.30).

Exercicio. Confirme, que os boosts de Galileu representam uma simetria da acao
(A.31).

Exemplo 5. Um sistema de duas particulas em coordenadas cartesi-
anas xfl), :U’@, com um potencial que dependa da velocidade relativa
entre elas é descrito pela acao

1

/dT( §m1($(1)>2 -+ 57712(1}(2))2 — U(T’lg ), (A32)

onde (r2)? = Z?Zl(xz@ — a{;y)?. Além das translagées temporais,
rotacoes e dos boosts de Galileu, existe uma simetria sob translacoes

espaciais com parametros c'
i

cir =T =T @y =y =wy+, a=12 (A33)

Generalizando, escrevamos a agao

/ dr %Zm(a) (i) — Ulrap) | (A.34)

3Notemos a vantagem da representacio exponencial: a resolucio das equacdes w! = —w é

uma, tarefa mais simples que a resolucdo de RT = R,
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onde (rq)* = Zg’zl(m’('b) — x%a))Q. Ela descreve um sistema de [
particulas, onde x%a), x?a), x:(”a) sao as coordenadas cartesianas de
uma particula com nimero a, a = 1,2,...,[. Elas estao sob um
potencial U(ry), que é funcao das variaveis rq, a,b = 1,2,... 1.
A acgao ¢ invariante sob o grupo de transformacoes conhecido como
grupo de Galileu, que depende de 10 parametros.

T—7 =7+a,
Loy = T(ny = Rz + 't + (A.35)
Na mecanica classica é postulado que as tranformagoes do grupo
de Galileu relacionam dois referenciais inerciais diferentes. A in-
variancia pode ser verificada, de acordo com a Eq. (A.18), pela

substituigao de 7/, 2" no lugar de 7, z* na Eq. (A.34).

A invariancia de uma agao sob o grupo de Galileu pode ser
considerada como (uma das possiveis) formulagoes matematicas do
Principio de Relatividade de Galileu. Intuitivamente, ele afirma que
o mesmo experimento realizado em dois referenciais inerciais dis-

tintos devem apresentar os mesmos resultados.

A.3 Grupo de Poincaré, particula relativistica

Como um exemplo de transformacao de coordenadas de uma forma
geral (A.2) (quando 7’ depende de ¢%), discutiremos aqui uma particula
livre relativistica em termos de coordenadas fisicas. Neste caso, é
conveniente unificarmos as coordenadas temporal, ¢, e espaciais, ¢,
introduzindo um tnico simbolo: z# = (2°, z!, 2% 23), onde 2° = ct,
¢ = const. Assim, qualquer quantidade com indice grego tem qua-
tro componentes. De acordo com a Teoria da Relatividade Especial,
as transformacoes relacionando as coordenadas de dois observadores
em referenciais inerciais sao distintas das transformagoes de Galileu,

e adquirem a forma

P(A,a) st — gt = A, + a”, (A36)
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onde a* = const, e A representa uma matriz 4 x 4 que satisfaca as

condicoes
anAMaAV,B = Nagp; (A37)

onde 7 é a matriz dada por

1 0 0 0
0 -1 0 0

L= A.38
00 0 -1

Para uma discussao detalhada da teoria da relatividade especial,
veja, por exemplo, [19, 21, 22, 23, 24].

O conjunto (A.36) é dito o grupo de Poincaré de transformagoes,
enquanto o subconjunto (A.37) é conhecido como o grupo de Lorentz.
O grupo de Poincaré é um grupo 10-dimensional. Para termos uma
idéia da estrutura do grupo de Poincaré, comparemos este grupo
com o grupo de Galileu. Temos quatro parametros a*, represen-
tando translagoes, estas coincidido com as translagoes de Galileu do
espaco e tempo. Mais seis parametros sao necessarios para descre-
ver os elementos do grupo de Lorentz A*,. As Eqs. (A.37) e (A.38)
implicam que as matrizes da forma A*, = (A% =1, A’ = AY% =0,
A;) sdo ortogonais e representam rotagoes no espago, exatamente
como para o caso do grupo de Galileu. As matrizes com A%, A%,
= 0 misturam as coordenadas espaciais e temporais e representam
transformacoes que envolvem os boosts no espaco: " ~ z°. Como,

0 ~ 2%, esta transformacao implica também um

a0 mesmo tempo, x’
boost no tempo, ao contrario do grupo de Galileu. A interpretacao
fisica deste fato é que a medicao de intervalos de tempo feitas por
observadores inerciais em movimento relativo apresentam resultados

diferentes.

Desta forma, os grupos de Galileu e Poincaré diferem apenas
quanto aos boosts, ou seja, a parte ligada aos boosts de Lorentz do
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grupo de Poincaré é a responsavel pela diferenca com o grupo de
Galileu. O Principio da Relatividade Especial afirma que as leis que
governam o movimento de qualquer sistema fisico sao invariantes
sob a acao do grupo de Poincaré. Em relatividade especial, ele fica
no lugar de Principio de Galileo de macanica classica. Notemos que
as acoes Lagrangianas dos exemplos anteriores nao sao invariantes

sob as transformacoes de Lorentz.

Consideremos a acao funcional

dri )’
S = —mc/d:co 1-— <d§0) : (A.39)

no espago das fungoes z° = f'(z"). Uma analise detalhada mos-

tra que ela descreve uma particula movendo-se ao longo de uma
reta com velocidade constante (dd—gf;)2 < ¢* (notemos a raiz quadrada
na agao). Confirmemos que este sistema obedece ao principio da
relatividade especial. Precisamos mostrar que esta acao admite o
grupo de Poincaré como um grupo de simetria. A invariancia sob
translacoes é evidente, assim, vamos discutir as transformacoes de

Lorentz dadas por

2% — 20 = A%az® + A%,
' — 2" = Noa® + Aol (A.40)

Notemos que elas sao um exemplo de transformagao onde o tempo
transformado 2’° depende das coordenadas z°. Partindo de alguma
fungao ' = fi(2°), a fungdo transformada z"* = f"(2°) pode ser

obtida na forma paramétrica

J:O N JJ/O — AO()JIO +A02‘fi($0),
' — 2" = Noa® + A f7 (). (A.41)

No caso geral, o parametro x°

nao pode ser eliminado destas equacoes
por métodos analiticos, e nao estamos aptos a obter uma expressao

exata para f"(2"V). Equivalentemente, podemos dizer que o grupo
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de Lorentz atua nas varidveis dindmicas fisicas f*(x°) de forma ndo-
linear, em contradicao com sua realizacao linear no espaco das coor-
denadas (A.40). Isto implica em sérias dificuldades na investigacao
das teorias relativisticas em termos das variaveis fisicas, ja que a

74 Entretanto,

invariancia relativistica torna-se ”fora de controle
felizmente nao precisamos conhecer as funcoes f’ para checarmos a
invariancia da ac¢do. De acordo com a Eq. (A.16), é suficiente tro-
carmos " na Eq. (A.39) por 2/* dada na Eq. (A.40), e confirmar a

validade da condicao (A.18).

Exercicio. Verifique a invariancia.

A realizacao nao linear das transformagoes de Lorentz nas varidveis
dinamicas fisicas representa uma propriedade geral das teorias rela-
tivisticas (do Univérso?). Por esta razao, a descrigdo baseada nestas
variaveis revela-se nao muito conveniente. Utilizaremos o exemplo
presente para vermos o que acontece quando tentamos evitar este
problema. Consideremos a acao
— . dx"
S = —mc/dﬂ/nwjmﬂx”, onde "= = (A.42)
T
definida no espago de fungoes z* = f#(7). Agora o parametro de
evolucao é 7, enquanto z° e 2% sao coordenadas do espaco de con-
figuragoes. As transformacoes de Lorentz sao definidas no espago
extendido (7, 2") de acordo com

/
T—T =T,

" — o' = A b, (A.43)

e representam uma simetria da agao. A analise detalhada mostra
que a acao pode ser utilizada para a descricao de uma particula

relativistica. Comparando com o caso anterior, as vantagens sao

A) A invariancia da acao é evidente, ja que 71, & ©” é uma fungao

escalar com respeito a estas transformacoes.

4Para uma particula livre, as solucbes das equacdes de movimento sio funcdes lineares, e a
Eq. (A.41) pode ser resolvida, veja o exemplo 1. Os problemas comegam a aparecer quando

temos teorias com interacdo, sejam estas teorias para particulas ou campos.
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B) Como o parametro de evolugao 7 nao é afetado pelas trans-
formacoes, a lei de transformacdo para as varidveis dinamicas x*
= fM(1) coincide com a lei de transformacao das coordenadas x*:

fr(r) = Ak f().
De fato, existe um preco a ser pago. Primeiro, a formulacao en-

volve varidveis adicionais: temos dois tempos 7 e ¥ presentes! E a
" 2L
DO

ria relativistica invariante de Lorentz na forma manifesta (ou seja,

teoria é singular: de = 0. Entao a formulacao de uma teo-
com a realizacao linear das transformacoes de Lorentz nas variaveis
dindmicas), implica em uma teoria singular e varidveis extras tém de
ser adicionadas. Devemos mencionar ainda que, atualmente, todas
as teorias relativisticas populares (eletrodinamica, teorias de cali-
bre, modelo padrao, teoria de cordas, etc.) sao formuladas desta

maneira.

A.4 Mudanca de variaveis na acao funcional

Nesta subsecao e na proxima as transformacoes de coordenadas nao
sao necessariamente simetrias de uma acgao funcional. Na primeira
subse¢ao vimos que uma transformacao de coordenadas g, (A.2),
induz uma transformacao no espaco das funcoes: f* — f'® de acordo
com as Egs. (A.8), (A.10). Suponhamos que f® seja extremo do
funcional (A.1). Seria interessante obtermos a resposta & seguinte
pergunta: qual o funcional que tem f’* como extremo?

Por hipétese, as transformagoes (A.2) sao invertiveis, veja a Eq.
(A.3). Denotemos a transformacao inversa como §. Aplicando § &

T, ¢%, temos
g1 =dlrg), ¢ —d" =9, (Al
Como sempre, temos as identidades

ala(r,q) v(rq) =7, ¢*(alr,q),(r,q) =q".  (A45)
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Partindo da acdo (A.1), a transformagao inversa pode igualmente
ser utilizada para construirmos uma acgao funcional de acordo com
a Eq. (A.16), entao

Sl = [ drbla.dur) = [ drGL(3(rq), @) Ml 0,0 ) AA6)
Algumas vezes esta substituicao é dita a mudanc¢a de varidveis na

agao®, correspondente & transformacao (A.2).

Aqui devemos frizar que, para um g € G, a transformacao in-
versa geralmente nao é um elemento da familia. Entretanto, se g
¢ uma simetria do funcional (A.1), entdo a transformagao inversa
também serd uma simetria do funcional (mostre este fato usando a
defini¢ao 1 da subsegao A.1!). Se a familia for um grupo de Lie de
transformacoes, a transformacao inversa sera um elemento do grupo.
Suponhamos que a transformagao (A.2) seja parametrizada por w®,
e W sao os parametros correspondentes a transformagao inversa.
Entao, por construcao, as fungoes & e 1; sao as funcoes do grupo:
a(w) = a(@) e P(w) = h(@). A acdo (A.46) entdo simplesmente
coincide com (A.16), onde w — @.

Agora demonstraremos o seguinte

Proposigao. Se f’ é aimagem de uma fungao f sob a transformagao
(A.2), entao

SIf) = S1f). (A4T)

Notemos que os limites de integracao nos lados direito e esquerdo
desta expressao sao diferentes, veja a Eq. (A.12). Este teorema
resolve o problema formulado no inicio da se¢ao: como a Eq. (A.47)
é valida para qualquer f, se f é um extremo de S, entdo f’ sera
extremo de S. Equivalentemente, se f é uma solucao das equagoes
de movimento obtidas a partir de S, entdo f’ obedece as equagoes
de movimento obtidas a partir de S. Este resultado serd utilizado
na subsecao A.6.

50s parametros w sdo fixos, por hipétese.
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Demonstragao. Intuitivamente, a Eq. (A.47) representa uma identi-
dade, j& que S[f'] = S[g-f'] = S[§-g-f] = S[f]. A fim de verificarmos
este fato, calculemos S para uma funcao f(7), 7 C [, 7]

st = [ L. f.n) =

dy(...)
Todr

/ P Ll da(r ), ) Jaalr, ), 67, £)) ).(A48)

T1

Aqui usamos as identidades (A.45). Escrevamos o integrando em

termos da fungao transformada f'(7') = ¥(7, f(7))|,_s,(-)- A partir

T=&

desta expressao, e das identidades (A.45), temos

dlalr, f(),(r, (1) = O, (7))

~( 1 plf T'=a(r,f(1)) 7
7=, (7)ot iy =
da(r, £(r) _ (da(r', £
B . (AA49
dr dr’ I—a(r,f(r)) e

De forma que

dip _ [(d&(T’,f’(T’D)‘l di(r, f’(T’))]
dr dr’ dr’

(A.50)

m'=a(T,f(7))

Empregando estas identidades, a Eq. (A.48) pode ser reescrita como
Sl = )
T2 7 / ! dd<7-/7 f/) —1 1/J<T/7 f/) ~ / !
/ dTL<w(T,f),( L)) G g

E a segunda equacdo de (A.49) implica a(7, f(7)), s prry) = T

(A.51)
T'=a(T,f)

O que sugere a mudanca de varidveis 7 = a(7/, f’(7')) na integral.
Entao a Eq. (A.51) adquire a forma (os limites de integragao sao

a(7a, f(7a)) )

/dT/dd(Tla f/)L <@Z(7_/7 f/)7 (dd(7/7 f/) )—1 w<7_/a f/) : d(T, /))

dr’
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= S[f1, (A.52)

o que completa a demonstracao.

A.5 Simetrias das equagoes de movimento

Como antes, seja g uma transformagao da familia G, dada por (A.4),
e *g a transformacdo induzida (A.8) e (A.10). Além disso, consi-
deremos as equagoes de movimento F,(q¢% ¢%,¢* 7) = 0, obtidas a
partir da acdo (A.1)

Definicao. A familia GG é dita uma simetria das equacoes de movi-
mento se a imagem f’ da solucao f sob xg é um elemento do espaco
das solucoes das equacoes de movimento. Ou seja, as transformacoes
g levam qualquer solugao em uma outra solucao das equacoes de mo-

vimento
F.(f(1),...)=0 = F,(f(7),...)=0. (A.53)

Sob um ponto de vista pragmatico, a existéncia de simetrias facilita
a procura pela solucao geral das equacoes de movimento. A par-
tir de uma solugao particular conhecida ¢* = f%(7), podemos obter
imediatamente uma familia de solucoes aplicando a transformacao
xg: ¢ = (xg - fY7))|r—r = f%(1,w*). A qual depende de k cons-
tantes arbitrarias. Algumas vezes é suficiente conhecermos apenas
uma solucao particular, quando a familia é suficientemente grande,

para gerarmos a solugao geral.

Como ilustracao, consideremos uma particula livre 7% = 0. As
transformacgoes ¢(7,d@) : 7 — 7 = 7, ' — 2" = 2" + v + d,
que dependem de seis parametros v’ e af, formam o grupo de si-
metria. Neste caso, as transformacoes induzidas coincidem com
as tranformagoes de coordenadas. Notemos que z'(7) = 0 é uma
solucao das equacoes de movimento, entdao 2" = 0 + vt + a’ é a
solugao geral. Intuitivamente, a solucao para uma particula livre
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pode ser obtida a partir da solugao para uma particula em repouso
por meio de uma transformagao de Galileu.

Como um exemplo adicional, consideremos o sistema i’ + !
=0, 7 = 1,2, o qual admite a simetria gerada por matrizes nao-
degeneradas arbitrarias

a:T—7 =71, 1 —1"=ad;27, onde deta#0. (A.54)

A solugao geral x' = Acos(t+«), x? = Bsin(t + 3) pode ser gerada
a partir da solucao particular ' = cost, 22 = sint pela aplicacao

de uma transformacao de simetria da forma

Acosa —Asina
a= ‘ : (A.55)

Bcosp3 —Bsin
Existem aplicagoes nao-triviais deste truque. Por exemplo, o con-
junto completo das solugoes da equacao de Dirac, que descreve um
elétron em uma teoria relativistica de campo, pode ser obtida exa-

tamente deste jeito, veja, por exemplo [11].

Exercicio. Para o segundo exemplo, obtenha uma transformacao de simetria in-

vertivel tal que (cost,0) — (0,sint).

A.6 Relacao entre simetrias da acao e as equacoes

de movimento

Aqui demonstraremos o seguinte fato: as simetrias da acao sao si-
metrias das equagoes de movimento. Devemos mencionar ainda
que a reciproca nao ¢é verdadeira, ou seja, existem simetrias das
equagcoes de movimento que nao sao, necessariamente, simetrias da
acao. Portanto, o conjunto das simetrias das equagoes de movimento

¢ "maior” que o conjunto das simetrias da acao.

Proposicao. Se a familia G representa uma simetria da ac¢ao S|q]
= [drL(¢"% ¢*, 7), entdo G também ¢é simetria das equagoes de mo-

vimento.
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Demonstracao. Seja f® uma solucao das equagoes de Fuler-Lagrange
para a acao, e f'* a funcao transformada. Escrevamos a condigao
de invariancia (A.19) da agao para a transformagao inversa® (A.44)
ao invés de (A.2)

GL(D(ra). (8 a)a ) = Lg.am) + S (A5

De acordo com a Eqgs. (A.46), (A.47), f* é solucao das equagoes
de movimento obtidas a partir da Lagrangeana na parte esquerda.
Mas, de acordo com a Eq. (A.56), elas simplesmente coincidem com
aquelas obtidas a partir de L(q,q¢,7). Assim f e f’ obedecem a

mesma equacao.

Para mostrar que a reciproca nao é verdadeira, é suficiente re-
tornarmos ao segundo exemplo da subsecao anterior. As equagoes
i+ 2" = 0 seguem da seguinte acao S = [dr((¢")* — (2")?). A
simetria (A.54) das equagbes nao é uma simetria da agao, a menos

que a matriz a seja ortogonal.

A.7 Teorema de Noether

Aqui apresentaremos o teorema de Noether na forma comumente

7

utilizada na Fisica’. Seja G uma familia k-paramétrica de trans-

formagoes de coordenadas (A.2)

r 7 = a(r, ¢, 60) = 7+ Galr, ) + O,
[oJe"

Gao = ;

Ow™| _o
qa N q/a — wa(,]_’ qa’wa) — qa + Raa<7_7 qa)wa 4 O(wQ),
oYP®
R = —
Ow®™

(A.57)

w=0
Aqui, com o uso da Eq. (A.5), as fungoes de transi¢ao foram expan-
didas em série de poténcias até a primeira ordem, em torno do ponto

6Veja a discussdo apés a Eq. (A.46).
"Veja [25] para a discussdo da forma mais geral do teorema de Noether.
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w = 0. Assim, as transformagées infinitesimais (w < 1) sdo carac-
terizadas pelas fungoes G' R, ditas as geradoras das transformacgoes.
Para uma dada funcao f, a funcao transformada f’ pode ser obtida

a partir da Eq. (A.10), até a primeira ordem em w,
for) = fU7) + R = fU(7)Galw® + O(W?). (A58)
Notemos que, de acordo com a Eq. (A.57), temos R(7', f(7')) =
R(T, f(7)) + O(w), e igualdades andlogas para G, e f. Aqui adicio-
namos a restri¢ao técnica sobre a matriz, que aparece na Eq. (A.58)
D, = R, — ¢"G,, (A.59)
mesmo
rankD®, = max = [a] = k. (A.60)
A familia das transformacoes com esta propriedade é dita uma familia
com k parametros essenciais.

Teorema de Noether. Seja a acao (A.1) ¢é invariante sob a familia
de transfomagoes (A.57) com k parametros essenciais

/ " draL((r.q). (4) (7, ), ) )

’ - /: dr (L(q,q, 7)+—N(qéf’7)). (A.61)

Entao existem k fungoes Q. (q, ¢, 7) ditas cargas de Noether

oL ON
= 2 (R% — {°Gu) — LGo+ Nay Na =
Qo= —gr(Fla = 0"Ga) = LGat Noy No = 572

as quais sao constantes ao longo de qualquer solucao das equacoes

L(A.62)

w=0

de movimento

dQuq

dr ?TS -0
q

— 0. (A.63)

Para o caso de uma teoria nao-singular, ), # 0 identicamente e,

além disso, elas sao funcionalmente independentes: mnk% =

maxr = k.
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Demonstracao. Como foi discutido na primeira subsecao, as inte-
grais na Eq. (A.61) podem ser omitidas. Além disso, os integrandos
podem ser expandidos em série de poténcias de w. Como os w sao
parametros arbitrarios, a identidade (A.61) deve ser satisfeita para
cada poténcia de w separadamente. O resultado no qual estamos
interessados aparece na ordem linear em w. Seja A(w) = B(w) uma

notagao simbdlica para a Eq. (A.61). Entao a parte linear em w é
9A|  _ 0B
Ow® lw=0 = Ow |lw

O membro direito é

_o- Iiscrevamos esta expressao na forma manifesta.

i ON
dt Ow®

= N, (A.64)

w=0

com as fungoes conhecidas N,. Com o uso das Eqs. (A.57) e (A.5),
as derivadas do lado esquerdo sao

M — LG + oL R® —
Ow™ | o “ 0 Oge
oL .= 9L .. oL
aanaq a_qaR e 5,7_ Ga (A65)

Aqui L = L(q,q4,7). Formando as derivadas totais no primeiro e

quarto termos temos a expressao

oL - 0L oL 0S
L @ — — G — — 1) “e—. (A.
( Ga + aqaR O‘) aanaq aq-a (Gaq ) + R a(sqa ( 66)
E o0 mesmo para o terceiro termo nos da
oL ' 0S
L —(R% — ¢° 0 —q° ) A.
( G+ (R~ Ga>) S - G (AT

A partir da expressao (A.64) e da ultima, a parte linear em w da

equagao (A.61) tem a forma

s 0SdQg
a _ ca — a A
(R = "Ga) S dr vq* (7), (A.68)

com @ dadas pela Eq. (A.62). Aqui chamamos a atencao ao fato
de que esta igualdade é uma identidade, ou seja, ela é vélida para
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qualquer funcao ¢*(7). Entao, a invariancia da agao implica que
algumas combinacoes das equagoes de movimento representam de-
rivadas totais das cargas (),. Na préoxima subsecao discutiremos

como a Eq. (A.68) pode simplificar as equagoes de movimento.

O teorema de Noether segue imediatamente da Eq. (A.68): sobre
as equacoes de movimento 22 = 0, temos ddQ—T‘* = 0. As fungoes

5qa
Q“ nao anulam-se identicamgnte, além disso, elas sao linearmente
independentes. Por absurdo, suponhamos que Q1 = 0 para qualquer
q(7). Entéo a identidade (A.68) adquire a forma (veja Eq. (1.12))
D¢ (Myi® — K,) = 0. Isto implica, que a matriz M possue o vetor
nulo D, uma contradicao com o cardter nao-singular da teoria®.
Analogamente, a dependéncia linear de (), seria um contradicio
com a condi¢do (A.60). A independéncia funcional das cargas serd

demonstrada na préxima subsecao.

Exercicios. 1. Comfirme que N|,=o = 0.

2. Obtenha a parte de segunda ordem em w da Eq. (A.61). Qual a informacao contida

nela?

A.8 Uso das cargas de Noether na reducao da

ordem das equacoes de movimento

Como vimos, a invariancia da acao funcional implica em uma es-
trutura especial das equagoes de movimento correspondentes, que é
dada pela equagao (A.68). Como algumas combinagdes das equagdes
de movimento sao derivadas totais, elas podem ser integradas ime-
diatamente, o que simplifica (em alguns casos, resolve) o problema
da obtencao da solucao geral. Discutiremos este ponto detalhada-

mente. Demonstraremos que o conhecimento de k cargas de Noether

8Notemos que em uma teoria singular podemos ter Q = 0, o que implica identidades entre
as equagoes de movimento. Este fato é intimamente ligado & presenga de simetrias locais
(calibre), veja [12].
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leva-nos a trocarmos o sistema inicial de n equacoes de segunda or-
dem por um sistema equivalente, a ultima envolve somente n — k

equacoes de segunda ordem.

De acordo com o teorema de Noether, as equagoes (), = 0 sao
consequéncia das equacoes de movimento. Assim elas podem ser

adicionadas ao sistema, levando ao sistema equivalente

53
6q° =9,
Qo = 0. (A.69)

No sistema resultante, k£ das equacoes de Euler-Lagrange tornam-se
consequencia de outras equacoes do sistema, e podem ser omitidas.
Realmente, a Eq. (A.68) afirma que existem identidades entre as
equagoes do sistema (A.69). Suponhamos que o "rank minor”da
matriz D esteja localizado nas k linhas superiores’. Logo: D? =
(D5, D), det Dg|%:0 # 0. Entdo a identidade (A.68) pode ser
escrita na forma

5S - . 4§
= DW(Q’Y - Dﬁ/(s_qi)’

5 = D (A.70)

onde D ¢ a inversa de D). Ou seja, as equagoes (g}—i = 0 sao con-
sequéncias das outras equagoes do sistema (A.69). Entao o sistema

inicial é equivalente ao sistema

05 _y, i=1,2,....n—Fk,
sq'
Qalq,q) = co = const, a=1,2,... k. (A.71)

Este sistema contém n — k equagoes de segunda ordem e k equacoes
de primeira ordem, ou seja, a ordem do sistema foi baixada em
k unidades. Os @, sao funcionalmente independentes. Se nao o
fossem, alguns deles poderiam ser omitidos do sistema (A.71). Entao

devemos ter um sistema com o numero de equagoes menor que o

9Caso nio esteja, podemos reordenar as varidveis iniciais ¢® de forma que tenhamos esta

propriedade.
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nimero de variaveis. Mas isto seria uma contradi¢ao com o teorema
de existéncia e unicidade da solugao de um sistema nao-singular de
equacoes diferenciais.

A.9 Exemplos

Como foi discutido na subsecao A.2, a acdo Lagrangeana de um sis-
tema de [ particulas sujeito a interagoes dependentes das distancias
entre as particulas é invariante sob a acao do grupo de Galileu, o
qual inclui translacoes, rotagoes e boosts. Escreveremos agora as
cargas de Noether correspondentes. Consideraremos o caso de duas
particulas com coordenadas cartesianas x%l), :1:7(;2), 1 = 1,2,3, cuja
acao é dada por
1

5= / dr( %ml(:‘c@n)? oy —Ulrn) ). (A7)

Neste caso, a expressao para as cargas de Noether (A.62) é

Qo = =1y [R{aye — ©(a)Ga] — LGo + N. (A.73)

Exemplo 1. Para translacoes temporais 7" = 7+a, x’(’a) = x’@, temos

G =1, R’('a) =0, N =0, e a carga é a energia total do sistema

1 )
E = §ma(fga))2 + U(r12). (A.74)

Intuitivamente, a homogeneidade do tempo implica na conservagao

da energia total de um sistema fechado!®.

~ A N R
FExemplo 2. Para as translagoes espaciais 7/ = T, Ty = T(g) — ¢
temos G = 0, Rza)j = 0’5, N; = 0, o que leva a conservagao do
momento total

10Notemos que a energia total das particulas interagentes ndo é a soma das energias de cada
uma das particulas separadamente. Como uma consequéncia, o espago de estados em uma
teoria quantica ndo é a soma direta dos espagos para cada uma das particulas [20].
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Assim a conservacao do momento total é uma consequéncia da ho-
mogeneidade do espago. Notemos que o momento total no caso é a
soma dos momentos conjugados das particulas. Notemos também

que os momentos individuais nao sao conservados durante a evolucao,

jé que By = g # 0.

Exemplo 3. Para os boosts de Galileu 7/ = 7, x/(’a) = x’('a)%—viT, temos

G =0, R, =78, N = (muzjy) +mawip)v’ + 5(mi +ms)(v)*r,

Nj = myz{y) + Moy, 0s quais levam as cargas conservadas
—(mlx'l('l) + mgj;éz))T + mlxél) + mQxéQ) = D' = const. (A.76)
Escrevamos esta expressao na forma
mlxél) + mgxl@ = D'+ P'r. (A.77)

Assim concluimos que, durante a evolucao de duas particulas, o
1 oyi _ _ 1
ponto'! X' = ———(

com velocidade proporcional ao momento total. Em outras palavras,

mlx’@ +m2x22)) move-se ao longo de uma reta

a partir do teorema de Noether descobrimos o conceito de centro de

massa de um sistema. Como a dindmica de X* é conhecida, é claro

que as coordenadas convenientes para a descricao de um sistema
- y < i i1 i

de vérias particulas sao X" e, por exemplo, Y*' = (mlm(l) —

. mi1+ma
7
Mot (y))-

Ezemplo 4. Para as rotagoes (veja o exemplo 4 na pag. 131)

=T,
iy = () Ty = ) + wijx?a) + O(w?), (A.78)
onde w¥ = —w’* sdao trés parametros independentes. Temos G = 0

e N, = 0. Para obtermos os geradores R, precisamos representar

a Eq. (A.78) na forma o, = {,) + Rjw"™ + Rjzw"™ + Ryw™,
e entao tentarmos obter a forma explicita destas nove quantidades

HE razodvel dividir por mi + ma, de forma que X tenha a mesma dimensdo que as coor-
denadas .
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' A fim de evitar o problema'?, procuramos por uma soma de
cargas, e depois vamos separa-las

3

oL OL . ; . OL .
% =1\ 6x(2)
2
1 2 2 1 12 2 3 3,2 23
Z[ (T()Pla) — T)Pla)W T (T{0)Pla) — Tla)Pla)) @™+
a=1
(@(a)Pla) = TlayPla) " |- (A.79)

Assim, a isotropia do espaco implica na conservacao de trés cargas,
ditas as componentes do vetor de momento angular total do sistema
2
L' = Z eijkm{a)pl(“a). (A.80)
a=1

Resumindo, vemos que as trés leis de conservacao fundamentais,
energia, momento e momento angular, decorrem da assumpc¢ao da
homogeneidade e isotropia do espago e da homogeneidade do tempo.
Exercicios. 1. Verifique, por célculos diretos, que a agao (A.72) é invariante, a menos

de termos de ordem O(w?), sob a parte linearizada das transformacées (A.78): x’(’a) =

xéa) + wij:cfa). Esta situacao é dita uma simetria infinitesimal.
2. Verifique a conservagao das cargas obtidas nesta subsecado por célculos diretos.

3. Verifique se 0 momento angular de cada particula separadamente é uma quantidade

conservada.

noindent 4. Warning exercise. Tente obter as cargas (A.79) diretamente, repetindo
o calculo feito na demonstracao do teorema de Noether, ou seja, extraindo os termos

da parte linear em w% a partir da acio transformada.

5. Obtenha as cargas de Noether para uma particula relativistica nas formulacoes
(A.39) e (A.42).

6. Verifique que a agdo S = de%gaby“y'b, a=1,2, onde gop = ap + (1 — v*) " 1y*y°,

| = const, tem simetria infinitesimal com os pardmetros €*°, ¢®

/i

ya :ya+€abyb+ (l2 _y2)

[N

c*, (A.81)

21

onde €'? = —€?! ¢** = 0. Obtenha as cargas de Noether correpondentes. Verifique,

por meio de calculos diretos, que elas realmente sdo conservadas.

12De fato, o problema pode ser facilmente solucionado. Escrevendo w™zi = %(6““371 —
8% xF)wki. Entdo as quantidades R'}Cj = %(5“%j — 6% k) com k < j representam os geradores.
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