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Dept. de Matemática, ICE, Universidade Federal de Juiz de Fora,
MG, Brasil

e
LAFEX - CBPF/MCT, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

1alexei.deriglazov@ufjf.edu.br Licenciado do Dept. Math. Phys., Tomsk Polytechnical

University, Tomsk, Russia.



2



Prefácio

O formalismo Hamiltoniano da mecânica clássica forma uma base

para vários métodos matemáticos poderosos, os quais são utilizados

na f́ısica teórica e na f́ısica-matemática [1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13].

Nestas notas colocamos os fatos básicos do formalismo Hamiltoni-

ano, que podem ser úteis para estudantes de graduação que pre-

tendem trabalhar em uma das diversas áreas da f́ısica teórica. Na

exposição do material tentamos, quando posśıvel, trocar motivações

intuitivas e ”folclore cient́ıfico” por provas exatas ou por cálculos

diretos. A maior parte dos exemplos e exerćıcios são uma mera

ilustração do formalismo aqui discutido. O material pode ser utili-

zado como um complemento para os livros-texto padrão de mecânica

clássica [14, 15, 16]. O únicos pré-requisitos são conhecimentos

básicos em mecânica Lagrangeana e álgebra linear.

No tratamento das teorias clássica e quântica, as formulações

Hamiltoniana e Lagrangeana têm suas vantagens e desvantagens.

Como nossa ênfase é na mecânica Hamiltoniana, mencionaremos

alguns argumentos em seu favor.

• Existe uma certa ”democracia” entre as variáveis de posição e

velocidade na natureza: para predizermos um estado futuro de um

dado sistema clássico, a única coisa que precisamos saber sobre suas

partes constituintes são sua velocidade e posição em um instante

de tempo inicial, as quais revelam-se completamente independentes

uma da outra. Na formulação Lagrangeana esta democracia, ape-

sar de ser representada nas condições iniciais, não é expĺıcita na

dinâmica do sistema, já que apenas as variáveis de posição são tra-

tadas como independentes nas equações de Lagrange. Formulação

Hamiltoniana reestabelece a democracia, tratando as posições e as

velocidades como coordenadas independentes do espaço de fase, uti-

lizado para a descrição do sistema.

• De acordo com a quantização canônica, a construção da for-

mulação Hamiltoniana de um dado sistema clássico é o primeiro
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passo necessário na passagem para a teoria quântica correspondente.

É suficiente notarmos que a evolução de um sistema quântico no qua-

dro de Heisenberg é obtida a partir das equações de Hamilton junto

com a substituição das variáveis do espaço de fase pelos operadores

correspondentes. Assim como os comutadores dos operadores refle-

tem à álgebra dos parênteses de Poisson das variáveis do espaço de

fase.

• A forma convencional de se descrever uma teoria relativ́ıstica

é formulá-la em termos de uma Lagrangeana singular (a singulari-

dade é o preço a se pagar pela invariância relativ́ıstica manifesta da

formulação). Isto implica em uma estrutura mais complicada das

equações de Lagrange, que podem envolver tanto equações diferen-

ciais de primeira e de segunda ordem, como equações algébricas.

Além disso, podem ser presentes identidades entre as equações, o

que implica em uma arbitrariedade funcional nas soluções. Deve ser

mencionado que atualmente as teorias de campo (eletrodinâmica,

teorias de calibre, modelo padrão, teoria de cordas, ...) são todas

deste tipo. Neste caso, a formulação Hamiltoniana nos dá uma in-

terpretação geométrica mais clara da dinâmica do sistema [8]: todas

as soluções ficam sobre uma superf́ıcie no espaço de fase, enquanto

a arbitrariedade acima mencionada é removida postulando classes

de trajetórias equivalentes. Então os observáveis do sistema são re-

presentados por funções definidas sobre as classes. O procedimento

para a investigação deste quadro é baseado no uso de coordenadas

especiais adaptadas com a superf́ıcie, que requerem um desenvolvi-

mento detalhado da teoria das transformações canônicas. Contudo,

a formulação Hamiltoniana nos dá uma interpretação f́ısica auto-

consistente de uma teoria singular, assim como a base para diversas

prescrições e métodos para a quantização de teorias particulares [12].

Aproveitamos ainda para agradecer ao Prof. Dr. J. A. Heläyel-

Neto pelo apoio, sem o qual este trabalho não seria posśıvel. Os

autores agradecem ainda ao CNPq e à FAPERJ pelo apoio.
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3.2 Transformações canônicas infinitesimais. A Hamilto-

niana como a geradora da evolução . . . . . . . . . . 64

3.3 Função geradora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Caṕıtulo 1

Formalismo Hamiltoniano

A f́ısica teórica tipicamente responde a per-

guntas do tipo: como se chama a fruta de

cor laranja? Mas leva um bom tempo para

perceber isto.

1.1 Derivação das equações Hamiltonianas

A formulação Lagrangeana da mecânica clássica é baseada nas equa

ções de movimento de Euler-Lagrange. Elas representam um sis-

tema de equações diferenciais de segunda ordem1, escrito para um

conjunto de variáveis que descrevem a posição de um sistema f́ısico.

A formulação Hamiltoniana sugere uma descrição equivalente em

termos de um sistema de equações diferenciais de primeira ordem,

escrito para variáveis que determinam a posição e a velocidade do

sistema. O objetivo desta seção é estabelecer a equivalência entre

as duas descrições.

1O mesmo é válido na teoria de campos. Em particular, enquanto as equações de Maxwell

são equações de primeira ordem, a formulação da eletrodinâmica em termos do 4-potencial

Aµ implica em equações de segunda ordem.

7



8 1 Formalismo Hamiltoniano

1.1.1 Noções preliminares

As equações de Hamilton podem ser obtidas a partir das equações

de Lagrange pela aplicação sucessiva de dois procedimentos bem

conhecidos da teoria das equações diferenciais: a redução da ordem

do sistema e a mudança de variáveis. Ambos procedimentos são

utilizados para a obtenção de um sistema de equações equivalente

a um dado sistema inicial. Portanto, relembraremos abaixo alguns

fatos elementares da teoria das equações diferenciais ordinárias, que

serão utilizados adiante.

1) Redução da ordem de um sistema. Um sistema de segunda ordem

de n equações para n variáveis independentes qa(τ) (vamos usar a

notação q̇ ≡ dq
dτ

)

F a(qa, q̇b, q̈c) = 0, (1.1)

é equivalente a um sistema de primeira ordem de 2n equações para

2n variáveis independentes qa, vb

q̇a = va, F a(qa, vb, v̇c) = 0, (1.2)

no seguinte sentido:

a) Se qa(τ) é solução de (1.1), então qa(τ), va(τ) ≡ q̇a(τ) é solução

de (1.2);

b) Se qa(τ), va(τ) é solução de (1.2), então qa(τ) é solução de (1.1).

Em outras palavras, existe uma correspondência bijetiva entre as

soluções dos sistemas. A passagem de (1.1) para (1.2) é dita a

redução da ordem do sistema.

2) Forma normal de um sistema. Como vamos usar a forma normal

somente no caso de um sistema de primeira ordem, consideremos o

sistema

Gi(zj, żk) = 0. (1.3)
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Dizemos que o sistema está na forma normal se todas as equações

podem ser resolvidas algebricamente com respeito às derivadas de

ordem mais alta, no caso:

żi = gi(zj). (1.4)

De acordo com a teoria das equações diferenciais, um sistema nor-

mal possui propriedades bem estabelecidas. Em particular, dadas

algumas restrições sobre as funções gi, o teorema de existência e uni-

cidade de soluções é válido: sejam zi0 dados números. Então existe

uma solução do sistema (1.4), e é única, a qual obedece às condições

iniciais: zi(0) = zi0. Fisicamente isto implica a evolução causal do

sistema e a possibilidade da interpretação de (1.3) como as equações

de movimento para um dado sistema de mecânica clássica.

3) Mudança de variáveis. Sejam z′i(zj) um dado conjunto de funções,

com a seguinte propriedade

det
∂z′i

∂zj
6= 0. (1.5)

Partindo da parametrização original zi, usada em (1.3), as funções

z′i(zj) podem ser utilizadas para definirmos uma nova parametrização

z′i, de forma que

z′
i
= z′i(zj). (1.6)

Aqui utilizaremos o mesmo śımbolo z′i para denotar a função e a

nova coordenada, o que não deve causar confusão. De acordo com

a condição (1.5), a mudança de variáveis zi −→ z′i é invert́ıvel: as

expressões (1.6) podem ser resolvidas algebricamente com relação a

zi, com resultado

zi = zi(z′j). (1.7)

Com as funções z′i(zj) escolhidas, podemos usar o novo sistema de

coordenadas para analisarmos o sistema (1.3). Ou seja

Gi(zj(z′k), żj(z′k)) = 0, (1.8)
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onde żj(z′k) = ∂zi

∂z′k
ż′k, é equivalente ao sistema inicial (1.3): se zi(τ)

obedece ao sistema (1.3), então z′i(τ) ≡ z′i(zj(τ)) obedece a (1.8),

e vice-versa.

Adiante será usada a seguinte notação

Gi(zj, żj)
∣∣
z=z(z′)

= 0, (1.9)

no lugar de (1.8), já que algum cuidado deve ser tomado no uso da

substituição, veja, por exemplo as Eqs. (1.25), (1.26) adiante.

1.1.2 Das equações de Lagrange para as equações Hamil-

tonianas

Sejam qa, a = 1, 2, . . . , n as coordenadas generalizadas no espaço

de configurações de um dado sistema mecânico, com função de La-

grange L(qa, q̇a), cuja dinâmica é governada pelas equações de La-

grange

d

dτ

(
∂L(q, q̇)

∂q̇a

)
− ∂L(q, q̇)

∂qa
= 0. (1.10)

Nesta subseção mostraremos que o sistema de equações de Euler-

Lagrange é equivalente a um outro sistema, conhecido como sistema

Hamiltoniano. Aqui nossa exposição é mais detalhada se comparada

com outros livros-texto. Isto é feito por duas razões: em primeiro

lugar, a equivalência, que representa um dos fatos básicos mais im-

portantes da mecânica clássica, é expĺıcita em nossa discussão. E,

em segundo lugar, nosso tratamento torna-se útil para o caso de

Lagrangeanas singulares, revelando a estrutura algébrica do forma-

lismo Hamiltoniano para estes sistemas [27].

Aqui, fazemos a suposição de que a teoria seja não-singular, ou

seja, que obedece à condição

det
∂2L(q, q̇)

∂q̇a∂q̇b
6= 0. (1.11)
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Calculando a derivada com relação a τ na Eq. (1.10), esta pode ser

reescrita na forma

Mabq̈
b = Ka, (1.12)

onde2

Mab(q, q̇) ≡
∂2L(q, q̇)

∂q̇a∂q̇b
, Ka(q, q̇) ≡

∂L

∂qa
− ∂2L

∂q̇a∂qb
q̇b. (1.13)

Nosso objetivo agora é reescrevermos o sistema (1.12) como um sis-

tema de primeira ordem na forma normal, o qual nos dá basicamente

a formulação Hamiltoniana da mecânica. Começaremos com a dis-

cussão do sistema de primeira ordem. Aqui a discussão será pouco

formal, se comparada com a da subseção 1.1.1. Introduzamos o

espaço de configurações-velocidades, parametrizado pelas coordena-

das independentes qa, vb (algumas vezes, as coordenadas vb são ditas

velocidades generalizadas). Definindo a evolução do sistema neste

espaço por meio das equações

Mabq̈
b = Ka, va = q̇a, (1.14)

onde M(q, q̇) e K(q, q̇) são dados pela Eq. (1.13). Assim a evolução

qa(τ) é dada pelas equações de Lagrange (1.12), enquanto va(τ)

acompanha q̇a(τ): va(τ) é determinada a partir das qa(τ) por meio

de equações algébricas. Evidentemente, os sistemas (1.12) e (1.14)

são equivalentes. Podemos substituir as equações do sistema umas

nas outras, de forma a obtermos um sistema equivalente. A substi-

tuição da segunda equação de (1.14) na primeira nos dá o sistema

de primeira ordem

q̇a = va, M̄abv̇
b = K̄a, (1.15)

onde M̄(q, v), K̄(q, v) são obtidos a partir de (1.13) trocando-se q̇ →
v, por exemplo,

M̄ab = M̄ab(q, v) ≡ Mab(q, q̇)|q̇a→va =
∂L(q, v)

∂va∂vb
. (1.16)

2Em todo o material, a menos de menção em contrário, utilizamos a convenção de soma,

ou seja, o sinal de somatório é omitido quando temos dois ı́ndices repetidos.
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A seguinte notação será utilizada a seguir: quantidades definidas

no espaço de configurações indicaremos seus argumentos na forma

manifesta: A(q, q̇). Onde os argumentos de uma quantidade não são

indicados, adotaremos as seguintes convenções: śımbolos com barra

denotam funções definidas no espaço de configurações-velocidades,

Ā ≡ Ā(qa, vb). Enquanto śımbolos sem a barra indicam funções

definidas no espaço de fase (veja adiante):

A = A(qa, pb) ≡ Ā(qa, vb)|vb→vb(qa,pb). (1.17)

Exerćıcio. Para evitar confusão, observe que ∂A(q,q̇)
∂q̇

˛̨̨
q̇→v

= ∂Ā(q,v)
∂v

, mas ∂Ā(q,v)
∂v

˛̨̨
v→p

6= ∂A(q,p)
∂p

, isto é, Ā e A são funções diferentes de seus argumentos.

O sistema (1.15) ainda não está na forma normal. Podemos procurar

uma nova parametrização do espaço de configurações-velocidades

q(q′, v′), v(q′, v′) tal que o sistema adquira a forma normal3 para as

novas variáveis q′, v′. Torna-se suficiente fazermos uma mudança da

forma(
qa

vb

)
↔

(
q′a

pb

)
, onde q′a ≡ qa, pb = pb(q

a, vb), (1.18)

com funções apropriadas pb(q, v) tais que det ∂pb(q,v)
∂vc 6= 0, a última

condição garante a invertibilidade da transformação. Denotemos a

transformação inversa como va = va(q, p). De acordo com a subseção

1.1.1, a dinâmica para as novas variáveis é obtida de (1.15) pela

substituição v → v(q, p). Temos

q̇a = va(q, p),

M̄ab

∣∣
v(q,p)

∂vb

∂pc
ṗc = K̄a

∣∣
v(q,p)

− M̄ab

∣∣
v(q,p)

∂vb

∂qc
vc(q, p). (1.19)

Este sistema estará na forma normal se v(q, p) obedece a

∂vb(q, p)

∂pc
= ˜̄M bc

(q, v)

∣∣∣∣
v(q,p)

, (1.20)

3De fato, a forma normal do sistema pode ser obtida pela contração da segunda equação de

(1.15) com a matriz inversa f̄M para M̄ : v̇a = f̄Mab
K̄b. O problema é que este procedimento

não é válido para teorias singulares, onde detM = 0. O método aqui apresentado pode ser

diretamente generalizado para sistemas singulares.
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onde ˜̄M é a inversa de M̄ . Esta equação nos mostra que devemos

obter a transformação cuja Jacobiana seja dada por ˜̄M |. Seja pa =

pa(q, v) a transformação inversa. Relembrando que as Jacobianas

das transformações direta e inversa são inversa uma da outra4, assim

podemos, de forma equivalente, buscar a solução da equação ∂pa

∂vb

= M̄ab(q, v) = ∂2L
∂va∂vb . Isto determina p a menos de uma função

arbitrária5 ba(q):

pa =
∂L(q, v)

∂va
+ ba(q), (1.21)

a qual será omitida no que se segue. A ambiguidade do procedimento

será discutida na subseção 1.6.1. Assim tomamos

pa =
∂L(q, v)

∂va
, (1.22)

o que determina as funções va(q, p) na forma impĺıcita.

As coordenadas pa definidas de acordo com a Eq. (1.22) são ditas

momentos canônicos às coordenadas qa. O espaço de configurações-

velocidades parametrizado pelas coordenadas qa, pb é dito o espaço

de fase do sistema f́ısico em consideração. Cabe mencionar que cada

ponto no espaço de fase define um estado do sistema f́ısico, ou seja,

todas as propriedades do sistema são determinadas por um ponto

no espaço de fase, já que cada ponto do espaço de fase é parame-

trizado pelas coordenadas generalizadas e os respectivos momentos

canônicos. Tal fato não ocorre no espaço de configurações: dado um

ponto no espaço de configurações nada podemos afirmar sobre as

velocidades q̇a.

Por construção, as equações de movimento para as variáveis do

espaço de fase estão na forma normal. A fim de encontrá-las, faremos

mudança de variáveis (1.18) e (1.22) na segunda equação do sistema

4Da identidade zi(z′j(zk)) = zi temos ∂zi

∂z′j

˛̨̨
z′(z).

∂z′j

∂zk = δi
k

5Para evitar confusão, enfatizamos que a Eq.(1.20) não apresenta esta liberdade.
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(1.19). Obtendo, com o uso da Eq. (1.13)

ṗa =
∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

− (
∂2L̄(q, v)

∂qc∂va

∣∣∣∣− ∂2L̄(q, v)

∂va∂vb

∣∣∣∣ ∂vb∂qc
)vc(q, p) (1.23)

A expressão entre parênteses no último termo anula-se, já que ∂
∂qc(

∂L
∂va

∣∣
v(q,p)

)
= ∂pa

∂qc = 0. Então o sistema (1.15) adquire a forma

q̇a = va(q, p), ṗa =
∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

. (1.24)

A fim de substituirmos v(q, p) no termo restante, calculamos

∂

∂qa
L(q, v(q, p)) =

∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

+
∂L̄(q, v)

∂vb

∣∣∣∣
v(q,p)

∂vb

∂qa

=
∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

+ pb
∂vb

∂qa
, (1.25)

o que implica

∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

= − ∂

∂qa
(
pbv

b(q, p)− L(q, v(q, p))
)
. (1.26)

Denotando

H(q, p) = pbv
b(q, p)− L(q, v(q, p)), (1.27)

onde v(q, p) é dado na forma impĺıcita pela Eq. (1.22). Então a Eq.

(1.26) assume a forma

∂L̄(q, v)

∂qa

∣∣∣∣
v(q,p)

= −∂H(q, p)

∂qa
. (1.28)

A funçãoH(q, p) é dita a Hamitoniana do sistema. Para completar a

derivação das equações de Hamilton, chamamos a atenção à seguinte

propriedade da Hamiltoniana:

∂H

∂pa
= va(q, p) + pb

∂vb

∂pa
− ∂L(q, v)

∂vb

∣∣∣∣
v(q,p)

∂vb

∂pa
= va(q, p). (1.29)
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Utilizando estes resultados, as equações de movimento (1.24) adqui-

rem a forma maravilhosamente simétrica

q̇a =
∂H

∂pa
, ṗa = −∂H

∂qa
, (1.30)

e são conhecidas como as equações de Hamilton.

Resumindo, nesta seção demonstramos como as equações de La-

grange, (1.10), podem ser reduzidas a um sistema na forma normal

de 2n equações de primeira ordem para 2n variáveis independen-

tes do espaço de fase qa, pb para o caso de uma teoria não-singular.

De acordo com nosso procedimento, a formulação Hamiltoniana da

mecânica pode ser considerada como uma formulação Lagrangeana

de primeira ordem no espaço de configurações-velocidades, utilizan-

do-se as coordenadas especiais qa, pb deste espaço. Esquematica-

mente,

qa → (qa, vb) ↔ (qa, pb). (1.31)

Exerćıcios. 1. Verifique que va definido pela Eq. (1.20) obedece à Eq. (1.21).

2. Obtenha a identidade ∂va

∂qc = −M̃ab ∂2L̄
∂vb∂qc

˛̨̨
v(q,p)

.

3. Obtenha as equações de Lagrange (1.14) a partir das equações de Hamilton (1.30),

(1.27).

4. Verifique que todos os resutados desta seção permanecem válidos para uma Lagran-

geana que dependa explicitamente do tempo L(q, q̇, τ).

1.1.3 Prescrição para o procedimento de Hamiltonização.

Interpretação f́ısica da Hamiltoniana

A passagem da descrição Lagrangeana para a Hamiltoniana de um

dado sistema é comumente referida como procedimento de Hamilto-

nização. Notemos que as equações de Hamilton resultantes (1.30)

não envolvem as velocidades va. Então esperamos a existência de
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uma maneira formal de obtermos a formulação Hamiltoniana que

não faça menção às velocidades. Seja

S =

∫
dτL(qa, q̇a), (1.32)

a ação Lagrangeana de um dado sistema não-singular. A análise da

última subseção leva-nos a formularmos a seguinte receita:

1) Introduzimos o momento conjugado para as variáveis qa de acordo

com as equações (veja a Eq. (1.22))

pa =
∂L(q, q̇)

∂q̇a
. (1.33)

2) Resolvemos o sistema (1.33) algebricamente em relação a q̇a: q̇a =

va(q, p), e obtemos a Hamiltoniana (veja a Eq. (1.27))

H(q, p) =
(
pbq̇

b − L(q, q̇)
)∣∣
q̇=v(q,p)

. (1.34)

3) Escrevemos as equações de Hamilton (1.30).

De acordo com a subseção anterior, as equações resultantes são equi-

valentes às equações de movimento de Euler-Lagrange para a ação

(1.32).

Notamos aqui que a função H(q, p) torna-se o objeto central

do formalismo Hamiltoniano. Para revelar a interpretação f́ısica

da Hamiltoniana, consideremos uma part́ıcula com coordenadas de

posição xa, a = 1, 2, 3, na presença de um dado potencial U(x). A

ação é

S =

∫
dτ

(
1

2
m(ẋa)2 − U(xa)

)
. (1.35)

Para construirmos a formulação Hamiltoniana correspondente, te-

mos o momento pa = mẋa, o qual implica ẋa = 1
m
pa, e temos a

Hamiltoniana H(x, p) = 1
2m

(pa)2 +U(x). Tomando a transformação

inversa, obtemos a seguinte função de posição e velocidade E(x, ẋ) ≡
H(x, p)|p=mẋ = 1

2
m(ẋa)2 + U(xa), que representa a energia total da
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part́ıcula. Esta interpretação é igualmente válida para um sistema

de part́ıculas. Assim, a Hamiltoniana (1.34) de uma teoria não-

singular em coordenadas Cartesianas representa a energia total de

um sistema em termos das variáveis do espaço de fase6.

Exemplo. Construa a Hamiltoniana de uma part́ıcula carregada na presença de um

campo eletromagético externo.

A partir da Lagrangiana em coordenadas cartesianas

L =
m

2
(ẋa)2 − eφ(xb, t) +

e

c
ẋaAa(xb, τ), (1.36)

obtemos os momentos canônicos

pa =
∂L

∂ẋa
= mẋa +

e

c
Aa. (1.37)

Resolvendo algebricamente para ẋa, em termos de xa e pa, temos

ẋa =
1

m
(pa − e

c
Aa). (1.38)

Aplicando a Eq. (1.27), obtemos a Hamiltoniana

H(x, p) =
1

2m
(pa −

e

c
Aa(x, t))2 + eφ(x, t). (1.39)

As equações de movimento correspondentes são obtidas a partir da Eq. (1.30), e são

dadas por

ẋa = H
∂pa

= 1
m

(pa − e
c
Aa(x, τ))

ṗa = − H
∂xa = e

mc
(pb − e

c
Ab) Ab

∂xa − e ∂φ
∂xa .

(1.40)

Vamos mencionar o fato da ação Lagrangeana apresentar invariância de calibre, ou seja,

a ação não se altera sob substituição do tipo Aa → A′a = Aa+ ∂α
∂xa e φ → φ′ = φ− 1

c
∂α
∂τ

,

onde α(x, τ) função arbitraria. De fato, a Lagrangeana transforma-se da seguinte

maneira:

L′ =
m

2
(ẋa)2 − eφ′ +

e

c
ẋaA′a =

=
m

2
(ẋa)2 − eφ +

e

c

∂α

∂τ
+

e

c
ẋaAa +

e

c
ẋa ∂α

∂xa
=

= L +
dα

dτ
. (1.41)

Portanto, as ações com L e L′ implicam às mesmas equações de movimento. Isto

implica, que os potenciais Aa a A′a produzem as mesmas consequencias fisicas (em

mecânica clássica, veja subseção 1.6.1.) como estas duas Lagrangeanas são equiva-

lentes, a ação Lagrangeana do sistema é invariante sob transformações de calibre, ou

6O caso das coordenadas generalizadas será discutido adiante, veja o Exerćıcio 3 na pág.

77.
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seja, Logo a dinâmica do sistema tem invariância de calibre. Aqui enfatizamos que a

Hamiltoniana não é invariante de calibre.

Exerćıcios. 1. Mostre que a Hamiltoniana correspondente à Lagrangiana L = gab(q)

q̇aq̇b, onde gab(q) são funções dadas e g é invert́ıvel, é dada por H = g̃abpapb, onde g̃

é a inversa de g. A seguir, obtenha as equações de movimento.

2. Dada a Lagrangiana do oscilador harmônico N-dimensional em coordenadas nor-

mais: L =
P

1
2

„“
Q̇i

”2

− w2
kQ2

k

«
:

a. Obtenha a Hamiltoniana para o oscilador harmônico N-dimensional.

b. Obter as equações de movimento.

3. Obtenha a Hamiltoniana para uma part́ıcula num campo central em coordenadas

a. Esféricas. b. Ciĺındricas.

4. Tendo em mente a ambiguidade (1.21), apresentada no procedimento de Ha-

miltonização, definamos o momento para o modelo (1.35) de acordo com a regra

ẋa = 1
m

pa + ba(x). Escreva as equações de Hamilton e obtenha as condições sobre

ba que implicam sua forma canônica (isto é, a forma (1.30) para alguma função H̃).

Escreva a Hamiltoniana correspondente H̃. Ela pode ser interpretada como a energia

da part́ıcula? Derive as equações de Lagrange a partir das equações de Hamilton.

1.2 Parêntese de Poisson e matriz simplética

Aqui vamos introduzir notações mais compactas, por isso mais e-

legantes, e convenções usadas para lidarmos com as equações de

Hamilton.

Seja {A(q, p), B(q, p) . . .} o conjunto das funções definidas no

espaço de fase.

Definição. O parêntese de Poisson é uma aplicação que a quaisquer

duas funções do espaço de fase A,B associa uma terceira função,

denotada {A,B}, de acordo com a regra

{A,B} =
∂A

∂qa
∂B

∂pa
− ∂B

∂qa
∂A

∂pa
. (1.42)
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A definição implica nas seguintes propriedades do parêntese de Pois-

son:

A) antissimetria

{A,B} = −{{B,A}} ; (1.43)

B) linearidade (com respeito a ambos argumentos, como consequên-

cia de (1.43) )

{A, λB + ηC} = λ {A,B}+ η {A,C} , λ, η = const; (1.44)

C) regra de Leibniz

{A,BC} = {A,B}C +B {A,C} ; (1.45)

D) identidade de Jacobi

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0. (1.46)

Exerćıcio. Verifique (1.46) por meio de cálculos diretos. Sugestão: considere separa-

damente todos os termos envolvendo, por exemplo, duas derivadas de B.

Os parênteses de Poisson entre as variáveis do espaço de fase são

ditos parênteses fundamentais, que são dados por:

{qa, pb} = δab, {qa, qb} = 0, {pa, pb} = 0. (1.47)

Os parênteses de Poisson podem ser utilizados para escrevermos as

equações de Hamilton na seguinte forma

q̇a = {qa, H}, ṗa = {pa, H}. (1.48)

Assim o parêntese de Poisson de q, p com a Hamiltoniana determina

a taxa de variação temporal de q, p. Além disso, o mesmo é válido

para qualquer função do espaço de fase: se qa(τ), pb(τ) é solução das

equações de Hamilton, a taxa de variação da função A(q, p) pode

ser calculada como

Ȧ(q, p) =
∂A

∂qa
q̇a +

∂A

∂pa
ṗa =

∂A

∂qa
{qa, H}+

∂A

∂pa
{pa, H}
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= {A,H} (1.49)

Portanto {A,H} = 0 implica que A se conserva, veja tambem a

Seção 1.4. Como exemplo, calculemos a taxa de variação tempo-

ral da Hamiltoniana: devido a anti-simetria do parêntese de Pois-

son, Ḣ = {H,H} = 0. Logo a Hamiltoniana é uma quantidade

conservada, o que nos dá mais um argumento que sustenta nossa

interpretação da Hamiltoniana como a energia total do sistema.

Adiante será conveniente trabalharmos com quantidades defini-

das no espaço de fase utilizando as seguintes notações. Para as coor-

denadas do espaço de fase utilizaremos um único śımbolo: (qa, pb) ≡
zi, i = 1, 2, . . . , 2n, ou, equivalentemente, para a, b = 1, 2, . . . , n te-

mos za = qa e zn+b = pb. Assim os ı́ndices latinos tomam 2n va-

lores. Introduzamos também a matriz simplética 2n× 2n composta

por quatro blocos n× n

ωij =

(
0 1

−1 0

)
. (1.50)

Detalhadamente, para a, b = 1, 2, . . . , n temos ωab = 0, ωa,n+b =

δab, ωn+a,b = −δab, ωn+a,n+b = 0. A matriz simplética é anti-

simétrica: ωij = −ωji e invert́ıvel, com matriz inversa

ωij =

(
0 −1

1 0

)
. (1.51)

Nesta notação os parênteses de Poisson (1.42), (1.47) adquirem a

forma mais compacta

{A,B} =
∂A

∂zi
ωij

∂B

∂zj
, {zi, zj} = ωij, (1.52)

enquanto as equações de Hamilton são dadas por

żi = ωij
∂H

∂zj
, ou żi = {zi, H}. (1.53)

Exemplo. Obtenha os parênteses de Poisson do momento angular de uma part́ıcula
~L = ~r × ~p com o seu momento conjugado ~p.
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O momento angular pode ser escrito na forma

Li = εijkrjpk (1.54)

onde εijk é o tensor de Levi-Civita7. Assim

{pl, Li} =
∂pl

∂rm

∂Li

∂pm
− ∂pl

∂pm

∂Li

∂rm
= −δlmεijkδjmpk = εlikpk (1.55)

Segue das propriedades do tensor de Levi-Civita que os parênteses são nulos quando

l = i. Os parênteses não nulos são dados por

{p1, L2} = p3, {p2, L3} = p1, {p3, L1} = p2. (1.56)

Exerćıcios. 1. Demonstre as propriedades do parêntese de Poisson (1.43), (1.44) e

(1.45).

2. Verifique a identidade de Jacobi com o uso da representação (1.52).

3. Mostre que det ω = 1.

4. Calcule os parênteses de Poisson entre as componentes do momento angular, ou seja,

calcule {Li, Lj}. Mostre também que os parênteses de Poisson entre as componentes

do momento angular e as coordenadas xi, {xi, Lj}, são os geradores das rotações

infinitesimais em três dimensões.

1.3 Quadro do movimento no espaço de fase

Aqui ilustraremos algumas vantagens de se trabalhar com o forma

lismo Hamiltoniano se comparado com o Lagrangeano. Como será

discutido, a solução geral das equações Hamiltonianas possui in-

terpretação simples sob os pontos de vista da hidrodinâmica e da

geometria diferencial.

Solução geral como um fluxo no espaço de fase. As equa ções

de Hamilton (1.53) representam um sistema normal de 2n equações

diferenciais de primeira ordem para 2n variáveis zi(τ). De acordo

com a teoria das equações diferenciais, o teorema de e xistência e

unicidade de uma solução é válido para este caso: dados números
7Por definição, temos εijk = 1, para permutações pares de 123, e εijk = −1 para per-

mutações ı́mpares de 123. As demais componentes são nulas.
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zi0, existe localmente uma única solução zi(τ) para o sistema, a qual

obedece às condições iniciais : zi(0) = zi0. Aqui relembramos a

definição de solução geral: 2n funções para 2n+ 1 variáveis zi(τ, cj)

são ditas a solução geral do sistema(1.53), se a) elas obedecem ao

sistema para todo cj; b) para dadas condições iniciais zi0, existe um

conjunto de números c̃j tal que zi(τ0, c̃
j) = zi0.

De acordo com o teorema acima mencionado, a solução geral

de um sistema normal contêm todas as soluções particulares (tra-

jetórias) do sistema, as quais aparecem após a fixação das constantes

ci.

Estes resultados implicam em um quadro de movimento interes-

sante no espaço de fase: as trajetórias de um dado sistema Hamil-

toniano (1.53) não interceptam-se. Para confirmar este fato, supo-

nhamos que duas trajetórias interceptam-se em um dado ponto zi0.

Estes números podem ser tomados como as condições iniciais para

o problema (1.53), e de acordo com o teorema de existência e uni-

cidade, existe uma única trajetória que passa pelo ponto com co-

ordenadas zi0, em contradição com a suposição inicial. Assim, as

trajetórias de um sistema Hamiltoniano formam um fluxo, similar

ao movimento de um fluido. Mais do que, o ”fluido” mostra se in-

compressivel, veja seção 3.4.1. Note que este fato não é presente no

quadro correspondente no espaço de configurações, veja a Fig. 1.1

na página 23.

Interpretação geométrica da matriz simplética. Ao contrá-

rio das equações de Lagrange, as equações de Hamilton têm inter-

pretação simples sob o ponto de vista da geometria diferencial. Con-

sideremos a parte direita das equações de Hamilton como as com-

ponentes de um campo vetorial no espaço de fase: H i(z) ≡ ωij ∂H
∂zj .

Então as equações de Hamilton żi = H i(z) afirmam que qualquer

solução é uma trajetória deste campo (de acordo com a geometria

diferencial, uma curva é a trajetória de um campo vetorial se os ve-

tores de campo são tangentes à curva em todos os pontos da curva).
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q

q

p

q

2

1

Figura 1.1: Trajetórias nos espaços de configurações e de fase.

Agora discutiremos a interpretação do campo vetorial Hamiltoniano

H i. Seja H(z) = const uma superf́ıcie na qual a energia constante.

Então o campo Hi ≡ ∂H
∂zi = (grad H)i|H=const é normal à superf́ıcie

em cada ponto desta. O produto escalar de H i com o vetor grad H

anula-se: H i(grad H)i = ∂jHω
ji∂iH = 0, isto é, o campo vetorial

Hamiltoniano é tangente à superf́ıcie. Assim cada uma das tra-

jetórias zi(τ) está sobre uma superf́ıcie de energia constante, como

deveria ser, veja a Fig. 1.2 na pág. 24. Observemos o importante pa-

pel desempenhado pela matriz simplética ωij. Existe um hiperplano

de vetores que são normais a grad H em um dado ponto. Então,

mesmo ω transforma o vetor normal grad H em vetor tangente de

uma trajetória!

Notemos que em termos das coordenadas zi o campo vetorial H i

tem divergência nula: ∂iH
i = 0. Consideremos o campo H i(zk) nas

coordenadas: zj ≡ zlωlj. Primeiro, a Hamiltoniana, como função de

zi, é H(zi) ≡ H(zi(zj)).

Exerćıcio. Escreva H(zi) = q − p2 em termos das variáveis zi.

Além disso, como ωik ∂
∂zk zj = δij, a derivada correspondente é ∂i =
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H=const

z  (  )τi

(grad H)  =Hi i

application    :H     Hω i
i

H
i

Figura 1.2: As soluções estão sobre as superf́ıcies H = const de energia cons-
tante, e são as trajetórias do campo vetorial Hamiltoniano, constrúıdo a partir
de H: Hi(zk) = ωij(grad H)j .

∂
∂zi
≡ ωik ∂

∂zk . O campo vetorial Hamiltoniano H i(zk) nestas coorde-

nadas é H i(zk) = ∂iH(zk), e torna-se um campo conservativo: ∂jH i

− ∂iHj = 0. Este fato será explorado no Caṕıtulo 3.

1.4 Quantidades conservadas e parêntese de Pois-

son

Definição. Uma função Q(zi, τ) é dita uma integral do movimento

se para qualquer solução zi(τ) das equações de Hamilton, Q mantém

um valor constante

Q(z(τ), τ) = c, ou
d

dτ
(Q|on−shell

)
= 0. (1.57)

Aqui on-shell indica que estamos tomando Q ao longo das soluções

das equações de Hamilton. De fato c pode mudar seu valor quando

passamos de uma trajetória para outra. Escrevemos identicamente
dQ
dτ

= ∂Q
∂τ

+ {Q,H} + ∂Q
∂zi (ż

i−{Q,H}), assim a condição (1.57) pode



1.4 Quantidades conservadas e parêntese de Poisson 25

ser apresentada na forma equivalente em termos dos parênteses de

Poisson

∂Q

dτ
+ {Q,H} = 0, on− shell. (1.58)

Em particular, a quantidade Q(zi) (sem dependência expĺıcita em

τ) é conservada se e somente se seu parêntese de Poisson com a

Hamiltoniana do sistema anula-se: {Q,H} = 0.

Na literatura as integrais do movimento são conhecidas também

como primeira integral, constante do movimento, quantidade conser-

vada, carga ou invariante dinâmico. Adiante utilizaremos o termo

carga, por ser a menor entre estas expressões. Um exemplo de carga

é a Hamiltoniana de um sistema conservativo (veja a pág. 20).

A busca pelas cargas de um sistema é uma tarefa de grande im-

portância, já que seu conhecimento permite-nos simplificar, e em

alguns casos resolver, as equações de movimento de um sistema.

Um exemplo importante é lembrar que a conservação do momento

angular permite-nos reduzir o problema de Kepler tridimensional a

um problema bidimensional.

O conhecimento das cargas também tem um papel de grande

importância na descrição de um sistema quântico, para o qual não

temos o conceito de trajetória, e é descrito em um espaço abstrato

dos estados associado ao sistema. No entanto, a noção das cargas

sobrevive, e elas desempenham um papel central na interpretação

do espaço de estados, estabelendo a correspondência entre os vetores

de estado do sistema e as part́ıculas.

Um método eficiente para a obtenção das cargas de um sistema

com simetrias globais é dado pelo teorema de Noether, a ser discu-

tido na próxima subseção. Aqui descreveremos algumas proprieda-

des gerais de um conjunto de cargas.

Se Q é uma carga, então uma função arbitrária f(Q) também será

uma carga. Se Q1 e Q2 são duas cargas, então seu produto e as com-

binações lineares com coeficientes numéricos também representam
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cargas. Assim torna-se conveniente introduzirmos a noção de car-

gas independentes como se segue: as cargas Qα(z
i, τ), α = 1, 2, . . .,

k ≤ 2n são ditas funcionalmente independentes se

rank
∂Qα

∂zi
= k = max. (1.59)

Isto implica que as expressões Qα(z
i, τ) = cα podem ser resolvidas

algebricamente com respeito a k variáveis zα entre as variáveis zi:

zα = Gα(za, cα, τ), (1.60)

onde za são as variáveis restantes do conjunto zi. Como será dis-

cutido na próxima subseção, o conhecimento de k cargas funcional-

mente independentes reduz imediatamente a ordem do sistema das

equações de Hamilton por k unidades, ou seja, existe um sistema

equivalente cujo número total de derivadas é 2n− k.

É fácil confirmar a existência de 2n cargas independentes para

um dado sistema dinâmico com n graus de liberdade. Seja f i(τ, cj) a

solução geral das equações de Hamilton. Isto implica, em particular,

que det ∂f
i

∂cj
6= 0. Se escrevermos as equações zi = f i(τ, cj), elas po-

dem ser resolvidas com relação a c: Qj(z
i, τ) = cj. Por construção,

a substituição de qualquer solução zi(τ) em Qj as transformarão em

números. Assim obtemos 2n combinações de zi, τ : Qj(z
i, τ), que são

independentes do tempo para as soluções das equações de Hamilton,

ou seja, Qj(z
i, τ) são as cargas conservadas.

No entanto, na prática o problema é o oposto: é interessante

conhecer o maior número posśıvel de cargas por métodos indepen-

dentes, e utilizá-las na resolução das equações de movimento. Em

particular, a discussão acima implica que o conhecimento de 2n car-

gas independentes é equivalente ao conhecimento da solução geral

das equações de Hamilton.

O conjunto das cargas possui uma estrutura algébrica especial

com relação aos parênteses de Poisson: o parêntese de duas cargas
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também é uma carga. Este fato é mostrado por meio de cálculos

diretos

d

dτ
{Q1, Q2} =

∂

∂τ
{Q1, Q2}+ {{Q1, Q2}, H} =

{∂Q1

∂τ
,Q2}+ {Q1,

∂Q2

∂τ
} − {{Q2, H}, Q1} − {{H,Q1}, Q2} =

{∂Q1

∂τ
+ {Q1, H}, Q2}+ {Q1,

∂Q2

∂τ
+ {Q2, H}} = 0. (1.61)

Aqui a identidade de Jacobi foi utilizada na passagem da primeira

para a segunda linha. A expressão da última linha anula-se já que

Q1 e Q2 obedecem à Eq. (1.58). Assim Q3 ≡ {Q1, Q2} é uma

carga conservada. De fato, o parêntese pode ser identicamente nulo

ou pode ser uma carga funcionalmente dependente de Q1, Q2. Se

não, o parêntese de Poisson pode ser utilizado para gerar novas

cargas a partir de cargas conhecidas. O resultado que acabamos de

demonstrar é conhecido como teorema de Poisson.

Como um exemplo, consideremos uma part́ıcula livre, com Ha-

miltoniana H = 1
2m

(pi)2, i = 1, 2, 3, e as correspondentes equações

de Hamilton ẋi = 1
m
pi, ṗi = 0. Além da Hamiltoniana, as car-

gas conservadas são os momentos lineares pi = ci = const (como

segue das suas equações de movimento), e os momentos angulares

Li = εijkxjpk = di = const (já que L̇i = 1
m
εijkpjpk = 0, devido à

antissimetria de εijk em j e k e à simetria de pjpk em relação a j e k).

É claro que H pode ser omitida, já que ela forma um conjunto fun-

cionalmente dependente com pi. Das seis cargas restantes, apenas

cinco delas são funcionalmente independentes. (Caso tivéssemos as

seis cargas independentes, então seria posśıvel resolver as equações

Qi(z
i) = ci, obtendo a solução geral das equações de movimento

na forma zi = f i(ci), e chegando ao estranho resultado de que a

part́ıcula não poderia se mover! De fato, esta dependência pode

ser facilmente verificada pelo cálculo direto do Jacobiano correspon-

dente). Escolhendo pi e L2, L3 como quantidades independentes,

encontramos a dinâmica de pi, x2, x3 em termos de x1: pi = ci,

x2 = c2

c1
x1− d3

c1
, x3 = c3

c1
x1 + d2

c1
. Assim, para encontrarmos a solução
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geral das equações de movimento, precisamos resolver apenas uma

delas, que é ẋ1 = c1

2m
, que nos dá a carga dependente do tempo

x1 = c1

2m
τ + b.

Exerćıcios. 1. Calcule o número de cargas funcionalmente independentes para o caso

de uma part́ıcula livre em um espaço de n dimensões, n > 3.

2. Mostre que a álgebra dos parênteses de Poisson para as cargas L é dada por:

{Li, Lj} = εijkLk, {Li, pj} = εijkpk. (1.62)

1.5 Ação Hamiltoniana e a versão Hamiltoniana

do teorema de Noether

Semelhante a situação com as equações de Lagrange, as equações

de Hamilton (1.30) podem ser obtidas partindo-se de uma escolha

apropriada de uma ação funcional, pela aplicação do prinćıpio da

ação mı́nima. Sobre um conjunto de curvas do espaço de fase zi(τ),

definamos a ação Hamiltoniana de acordo com a equação

SH =

∫
dτ (paq̇

a −H(qa, pb)) . (1.63)

O problema variacional para este funcional é formulado como se

segue. Buscamos pela trajetória com as posições inicial e final fixas

qa(τ1) = qa1 , q
a(τ2) = qa2 e momento arbitrário, a qual dá um mı́nimo

para o funcional (veja a Fig. 1.3 na página 29). A variação do

funcional é dada por

δSH =

∫
dτ((q̇a − ∂H

∂pa
)δpa − (ṗa +

∂H

∂qa
)δqa + (paδq

a)|t2t1). (1.64)

De acordo com as condições de contorno temos: δqa(t1) = δqa(t2) =

0, então o último termo anula-se. Portanto δSH = 0 implica nas

equações de Hamilton (1.30).
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p

qq q
1 2

Figura 1.3: Problema variacional para a ação funcional Hamiltoniana.

Comentário. Aqui vale a pena salientar a diferença entre prinćıpios

variacionais e as equações de movimento. As equações de movi-

mento, junto com as condições iniciais, nos fornecem propriedades

da dinâmica do sistema f́ısico localmente, enquanto os prićıpios va-

riacionais caracterizam a dinâmica do sistema globalmente, já que

consideram a trajetória toda do sistema em consideração.

O teorema de Noether é discutido em detalhes no apêndice. Ele

afirma que existe uma relação entre as propriedades de simetria

(invariância) de uma ação e a existência de cargas, associadas às

equações de movimento. Mais do que afirmar sobre a existência des-

tas cargas, o teorema de Noether nos dá a expressão exata para as

cargas em termos dos geradores da simetria, veja a Eq. (A.62). O te-

orema de Noether pode ser aplicado a qualquer sistema de equações

diferenciais obtido por meio de um problema variacional. Como

vimos acima, as equações de Hamilton podem ser obtidas a partir

da condição de extremo para a ação funcional (1.63). Assim, todos

os resultados obtidos no apêndice permanecem válidos para o caso,

com as trocas correspondentes: qa → zi = (qa, pb), L→ pq̇−H(q, p).

Como o objeto central agora é H(q, p), podemos reescrever todos os
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resultados em termos da Hamiltoniana. Aqui faremos a exposição

do teorema de Noether na forma Hamiltoniana.

No espaço de fase extendido (τ, zi) ≡ (τ, qa, pb), consideremos

uma famı́lia de transformações de coordenadas parametrizada por k

parâmetros ωα, α = (1, . . . , k)

τ → τ ′ = τ ′(τ, zi, ωα) = τ +Gα(τ, z
i)ωα +O(ω2),

Gα ≡
∂τ ′

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

,

zi → z′i = z′i(τ, zi, ωα) = zi +Ri
α(τ, z

i)ωα +O(ω2),

Ri
α ≡

∂z′i

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

. (1.65)

As funções de transição τ ′, z′i foram expandidas em série de po-

tências, em primeira ordem, na vizinhança do ponto ω = 0. O

gerador das transformações infinitesimais R contém dois blocos:

Ri
α = (Ra

α e Tbα), onde Ra
α corresponde a qa e Taα corresponde a

pa.

As transformações (1.65) representam uma simetria da ação Ha-

miltoniana (1.63) (equivalentemente, a ação é dita invariante), se

existe uma função N(q, p, ω, τ) tal que8∫
dτ ′
(
p′a
dq′a

dτ ′
−H(q′, p′, τ ′)

)
=

=

∫
dτ

(
pa
dqa

dτ
−H(q, p, τ) +

dN

dτ

)
. (1.66)

No membro esquerdo temos dq′a

dτ ′
≡
(
dτ ′

dτ

)−1 dq′a

dτ
, e τ ′, q′a, p′a devem

ser substitúıdos por suas expressões dadas pela Eq. (1.65). Como é

discutido no apêndice, podemos omitir as integrações na expressão

(1.66)obtendo

p′a
dq′a

dτ
− τ̇ ′H(q′, p′, τ ′) = paq̇

a −H(q, p, τ) +
dN

dτ
. (1.67)

Agora suponhamos que a famı́lia (1.65) seja uma simetria, então

temos a identidade (1.67). Os membros direito e esquerdo desta
8Para uma definição exata de simetria, veja o apêndice.
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equação podem ser expandidos em uma série de potências em torno

do ponto ω = 0. Como os ω são parâmetros arbitrários, a identi-

dade (1.67) deve ser satisfeita para cada uma das potências de ω

separadamente. Para a parte linear em ω da Eq. (1.67) obtemos(
Ri

α −Gα{zi, H}
)
ωij
(
żj − {zj, H}

)
=

d

dτ
(−paRa

α +GαH +Nα), (1.68)

onde Nα ≡ ∂N
∂ωα

∣∣
ω=0

. É importante frizarmos que a Eq. (1.68) é

uma identidade, ou seja, ela é válida para qualquer função qa(τ).

Assim, a invariância da ação implica que algumas combinações das

equações de movimento formam derivadas totais de algumas quanti-

dades, como fica claro pela Eq. (1.68). A afirmação principal do teo-

rema de Noether segue imediatamente da Eq. (1.68): se żj−{zj, H}
= 0, então dQα

dτ
= 0, onde Qα denota as quantidades do membro di-

reito da Eq. (1.68). Assim, estas quantidades mantém seu valor

constante ao longo de qualquer solução das equações de movimento.

Versão Hamiltoniana do teorema de Noether. Seja a ação Ha-

miltoniana invariante sob a famı́lia de transformações (1.65). Então

existem k funções Qα(q, p, τ) ditas cargas de Noether, dadas por

Qα = −paRa
α +GαH +Nα, (1.69)

as quais mantém seu valor constante ao longo de qualquer solução

das equações de movimento obtidas a partir da ação:

dQα

dτ

∣∣∣∣
żj={zj ,H}

= 0. (1.70)

Notamos que os geradores T não entram na expressão para as cargas.

Exerćıcios. 1. A adição de uma derivada total à Lagrangeana não altera as equações

de Lagrange. O mesmo é válido para a ação Hamiltoniana? Veja tambem a exerćıcio

1 na pagina 77.

2. A menos de um termo de fronteira, a ação Hamiltoniana pode ser escrita na forma

SH =

Z
dτ

„
1

2
ziωij ż

j −H(zi)

«
. (1.71)
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É pośıvel formularmos um problema variacional consistente para este funcional, o qual

deve levar às equações de Hamilton?

1.6 Relações adicionais entre as formulações de

Lagrange e de Hamilton

1.6.1 Ambiguidades do procedimento de Hamiltonização.

Exemplo de parêntese de Poisson não-canônico.

As equações de Hamilton foram obtidas na subseção 1.1.2 a partir

de uma formulação de primeira ordem das equações de Lagrange

utilizando uma mudança de variáveis no espaço de configurações-

velocidades. A mudança foi feita a partir do requerimento de que

as equações de Hamilton adquirissem a forma normal. Como foi

observado, a forma normal é garantida pela mudança (1.21) que en-

volve funções arbitrárias ba(q). A escolha convencional é tomarmos

ba = 0, como foi feito na subseção 1.1.2. É interessante observarmos

o que acontece se definirmos o momento de acordo com a Eq. (1.21).

Então, partindo das equações de primeira ordem (1.15), façamos a

mudança (1.18) com p′(q, v) dada por

p′a =
∂L(q, v)

∂va
+ ba(q), (1.72)

Repetindo a análise da subseção 1.1.2, chegamos às seguintes equações

de Hamilton

q̇a =
∂H ′(q, p′)

∂p′a
,

ṗ′a = −∂H
′(q, p′)

∂qa
+

(
∂ba
∂qb

− ∂bb
∂qa

)
vb, (1.73)

onde v = v(q, p′, b) é solução de (1.72), e denotamos

H ′(q, p′) ≡ (p′a − ba)v
a − L(q, v). (1.74)
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O sistema (1.73) tem a foma normal e é equivalente às equações de

Euler-Lagrange para qualquer dada ba(q).

Este sistema também pode ser escrito na forma canônica, simi-

lar à Eq. (1.53), com uma escolha apropriada de um parêntese.

Introduzamos o parêntese

{A,B}(b) ≡ ∂A

∂zi
bij
∂B

∂zj
, (1.75)

onde a forma simplética agora é dada por

bij =

(
0 1

−1 bab

)
, bab ≡

∂ba
∂qb

− ∂bb
∂qa

, (1.76)

no lugar de (1.50). Isto implica nos parênteses fundamentais

{qa, qb}(b) = 0, {qa, p′b}(b) = δab, {p′a, p′b}(b) = bab(q). (1.77)

Assim temos um exemplo de parêntese de Poisson não-canônico.

Pode-se mostrar que este parêntese tem as propriedades (1.43)-

(1.46). Agora, as equações (1.73) adquirem a forma

żi = {zi, H ′(z)}(b), onde zi = (qa, p′b), (1.78)

com a Hamiltoniana dada pela Eq. (1.74). Então a ambiguidade na

definição do momento manifesta-se na modificação da Hamiltoniana

e do parêntese de Poisson.

A partir da definição dos momentos (1.72) e (1.22) concluimos

que as duas formulações são relacionadas pela mudança de variáveis:

(qa, pb) ↔ (q′a = qa, p′b = pb + bb(q)). Podemos checar que esta

mudança leva às equações (1.73) e (1.78).

O parêntese não-canônico (1.75)-(1.77) aparece naturalmente na

descrição de um sistema onde a interação depende da velocidade.

Como um exemplo, consideremos a ação

S =

∫
dτ(

1

2
(q̇a)2 + q̇aAa(q)), (1.79)
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onde qa(τ) são as variáveis do espaço de configuração e Aa(q) é

uma função dada. Esta ação não-relativ́ıstica simula uma part́ıcula

relativ́ıstica em um campo eletromagnético de fundo. A definição

padrão de momento pa = q̇a + Aa(q) leva-nos à Hamiltoniana

H(q, p) =
1

2
(pa − Aa)

2, (1.80)

que implica nas equações de Hamilton

q̇a = pa − Aa ≡ {qa, H}, ṗa = (pb − Ab)
∂Ab
∂qa

≡ {pa, H}, (1.81)

com o parêntese de Poisson canônico.

Agora, utilizando a Eq. (1.72) como a definição do momento: p′a
= q̇a + Aa(q) + ba(q), é natural tomarmos ba = −Aa, a qual leva

à expressão p′a = q̇a para o momento. Então a Eq. (1.74) nos dá a

Hamiltoniana

H(q, p) =
1

2
(p′a)

2. (1.82)

De acordo com a Eq. (1.73) as equações de Hamilton são

q̇a = pa ≡ {qa, H}′, ṗ′a = −Fabp′b ≡ {p′a, H}′, (1.83)

com o parêntese de Poisson não-canônico

{qa, qb}′ = 0, {qa, p′b}′ = δab, {p′a, p′b}′ = Fab(q). (1.84)

Aqui F é uma tensão do potencial vetor: Fab = ∂Aa

∂qb − ∂Ab

∂qa . É fácil

notar que ambas (1.81) e (1.83) implicam nas equações de Lagrange

q̈a = −Fabq̇b.

Notemos que a Hamiltoniana (1.82) formalmente coincide com

a de uma part́ıcula livre. Neste sentido, na segunda formulação

a interação é codificada em parêntese de Poisson não-canônico9 A

9Enquanto na segunda formulação o potencial vetor Aa não é apresentado explicitamente

(as Eqs. (1.82)-(1.84) envolvem apenas componentes de F , que são os campos elétrico E

e magnético B), ele reaparece na quantização. De fato, os operadores que reproduzem os
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inclusão das interações dependentes da velocidade no parêntese foi

sugerida em [6].

Retornemos às equações (1.73). Se insistirmos na forma canônica

das equações (com o parêntese canônico), certa ambiguidade perma-

necerá presente. De fato, estas equações estarão na forma normal

se o último termo anula-se.

Exerćıcio. Mostre que ( ∂ba

∂qb − ∂bb
∂qa )vb = 0 implica ∂ba

∂qb − ∂bb
∂qa = 0.

A última equação implica que ba = ∂g
∂qa . Assim para uma mudança

da forma

p′a =
∂L(q, v)

∂va
+
∂g(q)

∂qa
, (1.85)

com uma função dada g(q), obtemos as equações canônicas com

Hamiltoniana

H ′ =

(
(p′b −

∂g

∂qb
)vb − L(q, v)

)∣∣∣∣
v(q,p′,b)

. (1.86)

Observe, que o mesmo resultado pode ser obtido a partir de (1.30)

pela mudança de variáveis (qa, pa) → (q′a = qa, p′a = pa + ∂ag(q)).

De acordo com a terminologia que será introduzida na Seção 1.8,

este é um exemplo de transformação canônica.

Exerćıcios. 1. Mostre que a forma simplética (1.76) é invert́ıvel e obtenha a matriz

inversa bij . Mostre que a última obedece à equação

∂kbij ≡ ∂kbij + ∂ibjk + ∂jbki = 0. (1.87)

Uma 2-forma com esta propriedade é dita uma forma fechada.

2. Seja bij(z) uma matriz anti-simétrica invert́ıvel, com a inversa obedecendo à Eq.

(1.87). Mostre que o parêntese (1.75), construido a partir desta b obedece às proprie-

dades (1.43)-(1.46).

parênteses (1.84) devem envolver A: qa → q̂a = qa e p′a → p̂a = ∂
∂qa + Aa. Isto leva à

mesma equação de Schrodinger que a formulação inicial, com dependência expĺıcita de A. A

dependência da equação de A tem consequências interessantes. Ao contrário das conclusões da

mecânica clássica, o potencial vetor pode afetar o movimento de part́ıculas carregadas, mesmo

em regiões onde os campos elétrico e magnético são nulos. Este efeito [29, 28], conhecido como

efeito Aharonov-Bohm, foi verificado experimentalmente.
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1.6.2 Procedimento de Hamiltonização em termos de um

funcional de primeira ordem

Uma forma elegante de se obter a formulação Hamiltoniana, baseada

em manipulações com a ação Lagrangeana, foi sugerida em [26, 12].

Seja

S =

∫
dτL(qa, q̇a), (1.88)

a ação Lagrangeana de um dado sistema não-singular. Vamos intro-

duzir o espaço de fase extendido, parametrizado pelas coordenadas

independentes qa, pa, v
a. A partir da Lagrangeana (1.88), podemos

construir a seguinte ação de primeira ordem no espaço de fase ex-

tendido

S1 =

∫
dτ (L(qa, va) + pa(q̇

a − va)) . (1.89)

A qual implica nas equações de movimento

q̇a = va, ṗa =
∂L(q, v)

∂qa
, pa =

∂L(q, v)

∂va
. (1.90)

Analizando as equações de movimento, temos: a terceira equação de-

fine o momento conjugado (1.22), enquanto as outras duas equações

coincidem com as equações de movimento para a ação inicial (1.88),

veja a Eq. (1.24). Assim a ação (1.89) nos dá uma formulação equi-

valente à da teoria com ação (1.88). Nesta formulação, as equações

para o momento conjugado aparecem como parte das equações de

movimento. A parte restante do procedimento consiste no uso da

terceira equação para eliminar va das duas primeiras equações. Os

cálculos correspondentes coincidem com aqueles feitos na seção 1.1.2,

a partir da Eq. (1.24).

Finalizamos esta subseção com um comentário sobre a relação

formal entre diferentes ações. Tomemos a ação de primera ordem

como um objeto básico. Então a ação Lagrangeana (1.88pode ser

obtida a partir da ação de prmeira ordem pela utilização da primeira
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equação de (1.90). A ação Hamiltoniana (1.63) é obtida a partir da

de primeira ordem pelo uso da terceira equação de (1.90).

1.6.3 O problema inverso: da formulação Hamiltoniana

para a Lagrangeana

Seja H(q, p) a Hamiltoniana de um dado sistema não-singular. O

problema agora é como obtermos a formulação Lagrangeana cor-

respondente. Para este fim, utilizamos a expressão (1.27), a qual

determina L como função de q, p: L(q, v(q, p)) = pav
a−H(q, p). De

acordo com a subseção 1.1.2, as quantidades do espaço de fase e do

espaço de configurações-velocidades são relacionadas pela mudança

de variáveis (1.18), (1.22). Então L como função de q e v pode ser

obtida por meio desta mudança na expressão anterior

L(q, v) = (pav
a −H(q, p))|p(q,v) . (1.91)

Para encontrar as funções de transição p(q, v) é suficiente relembrar-

mos a Eq. (1.29), a qual determina as funções inversas: va(q, p) =
∂H(q,p)
∂pa . Assim, resolvendo algebricamente as equações va = ∂H(q,p)

∂qa

com relação a p: p = p(q, v), temos as funções de transição deseja-

das.

A prescrição formal resultante pode ser formulada sem mencio-

narmos as velocidades: partindo de uma dada H(q, p), resolvemos

a primeira parte das equações de Hamilton: q̇a − ∂H(q,p)
∂qa = 0 com

respeito a p, p = p(q, q̇). Então L(q, q̇) = [paq̇
a −H(q, p)]|p(q,q̇).

1.7 Transformações no espaço de fase e equações

de Hamilton

Em vários casos interessantes as equações de Lagrange podem ser

resolvidas com o uso de transformações de coordenadas q → q′(q)
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no espaço de configurações. Em particular, se o sistema em questão

exibe certas simetrias, elas podem ser utilizadas na busca por co-

ordenadas ajustadas com esta simetria. As vezes a transformação

leva ao desacoplamento das equações de Lagrange, então o problema

crucialmente será simplificado. Exemplos bem conhecidos são o uso

de coordenadas esféricas no problema de Kepler e as variáveis do

centro de massa no problema de dois corpos. A formulação Hamil-

toniana nos dá possibilidades adicionais devido ao fato do conjunto

de transformações no espaço de fase ser muito maior, devido à pos-

sibilidade de misturarmos as variáveis de posição e velocidade: q →
q′(q, p), p → p′(q, p). Nesta seção encontraremos como as equações

de Hamilton transformam-se sob transformações de coordenadas no

espaço de fase. Como será visto, uma transformação arbitrária não

preserva a forma das equações de Hamilton. Então, é razoável tra-

balharmos apenas com o subconjunto das transformações que man-

tenham a forma das equações inalterada. As transformações deste

subconjunto são ditas transformações canônicas e serão discutidas

na próxima seção.

As equações de Hamilton

żi = ωij
∂H(zk)

∂zj
, i, j = 1, 2, . . . , 2n, (1.92)

representam um sistema de equações diferenciais de primeira ordem

para a determinação de 2n funções zi(τ). Para resolver o sistema de

forma anaĺıtica, geralmente precisamos procurar por novas variáveis

z′i(τ), tais que o sistema adquira a forma mais simples posśıvel para

estas variáveis. Aqui começaremos com algumas definições relevan-

tes.

Sejam ϕi(zj, τ) 2n funções dadas de 2n + 1 variáveis, com a se-

guinte propriedade

det
∂ϕi

∂zj
6= 0, ∀τ. (1.93)

A partir da parametrização original do espaço de fase, zi, as funções
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ϕi com τ0 fixo podem ser utilizadas para definirmos uma nova para-

metrização z′i

z′i = ϕi(zj, τ0). (1.94)

De acordo com a condição (1.93), a transformação de coordenadas10

zi −→ z′i é invert́ıvel: as expressões (1.94) podem ser resolvidas com

relação a zi, com resultado

zi = ψi(z′
j
, τ0). (1.95)

Por construção, existem as identidades

ϕi(ψ(z′, τ0), τ0) ≡ z′i, ψi(ϕ(z, τ0), τ0) ≡ zi. (1.96)

A partir destas obtemos mais algumas identidades

∂ϕk(z, τ)

∂zi

∣∣∣∣
z=ψ(z′,τ)

∂ψi(z′, τ)

∂z′j
= δkj,

∂ϕi(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z=ψ(z′,τ)

= − ∂ϕi(z, τ)

∂zj

∣∣∣∣
z=ψ(z′,τ)

∂ψj(z′, τ)

∂τ
,

∂ψi(z′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z′=ϕ(z,τ)

= − ∂ψi(z′, τ)

∂z′j

∣∣∣∣
z′=ϕ(z,τ)

∂ϕj(z, τ)

∂τ
. (1.97)

A primeira identidade relaciona as matrizes de Jacobi das trans-

formações inversa e direta: as matrizes são inversa uma da outra.

A segunda identidade relaciona a derivada de ϕ com a derivada da

transformação inversa ψ. A terceira identidade difere da segunda

pela mudança ϕ ↔ ψ, como deve ser (é problema de conveniência

qual das funções será dita a transformação ”direta”e qual será dita

a transformação ”inversa”).

As funções ϕi(zj, τ) podem ser usadas para definir um mapea-

mento sobre o espaço das funções (trajetórias) zi(τ),

ϕi : zi(τ) −→ z′i(τ) = ϕi(zj(τ), τ). (1.98)
10No espaço de configurações, transformações do tipo (1.94) com τ variando são conhecidas

e têm interpretação f́ısica bem conhecida. Por exemplo, uma transformação de Galileu xi →
x′i = xi + viτ + ai nos dá a relação entre as coordenadas de dois referenciais inerciais, com

velocidade relativa dada por vi.
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Então ψ dá a transformação inversa

ψi : z′i(τ) −→ zi(τ) = ψi(z′j(τ), τ). (1.99)

Temos ϕi(ψ(z′(τ), τ), τ) ≡ z′i(τ), ψi(ϕ(z(τ), τ), τ) ≡ zi(τ). Sem-

pre que mudarmos a descrição de um sistema em termos de zi(τ)

para uma descrição em termos de z′i(τ), dizemos que foi feita uma

transformação no espaço de fase: zi → z′i.

Comentário. Como foi mencionado, para τ fixo as expressões (1.94)

têm interpretação geométrica como as funções de transição de uma

mudança de coordenadas zi → z′i. Enquanto não for necessário,

é conveniente discutirmos duas interpretações diferentes de (1.94),

(1.98) com τ variando.

1. A interpretação geométrica de (1.94) pode ser obtida no espaço

de fase extendido R2n+1 = R(τ)
⊗

R2n(zi) com coordenadas (τ, zi).

Neste espaço estão definidas as transformações de coordenadas(
τ

zi

)
↔

(
τ ′

z′i

)
,

{
τ ′ = f(z, τ)

z′i = ϕi(z, τ).
(1.100)

Agora, a Eq. (1.94) é um caso particular desta mudança de coor-

denadas, com τ ′ ≡ τ . Sejam τ = τ(s), zi = zi(s) as equações pa-

ramétricas de uma curva no R2n+1. O caso particular é τ = s, zi =

zi(s), onde uma das coordenadas, a saber τ , foi escolhida como

parâmetro. Neste sentido as funções zi(τ) podem ser consideradas

como as equações de uma curva em R2n+1. Então z′i = ϕi(z(τ), τ)

são as coordenadas desta curva no sistema de coordenadas (τ, z′i).

2. Algumas vezes é conveniente pensar nas funções ϕi(zj, τ) (1.94)

como as componentes de um campo vetorial11 (dependente do tempo)

no espaço de fase zi. Então as transformações canônicas correspon-

dem aos campos vetoriais conservativos (veja a Eq. (2.14) adiante).

A partir das equações de Hamilton (1.92), uma pergunta natural

é a seguinte: qual a forma que as equações de Hamilton adquirem na
11De fato, ϕi não se transforma como um vetor.
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parametrização (1.94), ou, equivalentemente, se zi(τ) obedecem às

equações (1.92), então quais são as equações correspondentes para

z′i(τ)? A resposta é dada pelo seguinte teorema

Proposição. Seja z′i = ϕi(za, τ) uma transformação no espaço de

fase. Os sistemas (1.92) e

ż′k =
∂ϕk

∂zi
ωij

∂ϕl

∂zj
∂H(ψ(z′, τ))

∂z′l
+
∂ϕk

∂τ

∣∣∣∣
z=ψ(z′,τ)

, (1.101)

são equivalentes no seguinte sentido:

• Se zi(τ) obedece a (1.92) então z′i(τ) ≡ ϕi(z(τ), τ) obedece a

(1.101).

• Se z′i(τ) obedece a (1.101) então zi(τ) ≡ ψi(z′(τ), τ) obedece a

(1.92).

Demonstração. Vejamos o significado do item a). De acordo com

(1.8), as equações para z′ são obtidas após a substituição de z na

forma (1.99) em (1.92). O que imediatamente leva à Eq. (1.101).

Equivalentemente, tendo em mente a identidade żi(τ) ≡ ωij ∂H(z)
∂zj

∣∣∣
z(τ)

,

o mesmo resultado segue por cálculo direto da derivada

ż′k(τ) = (ϕk(z(τ), τ))˙ =
∂ϕk(z, τ)

∂zi

∣∣∣∣
z(τ)

żi(τ) +
∂ϕk(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z(τ)

=(
∂ϕk(z, τ)

∂zi
ωij

∂H(ψ(ϕ(z, τ), τ))

∂zj
+
∂ϕk(z, τ)

∂τ

)∣∣∣∣
z(τ)

=(
∂ϕk(z, τ)

∂zi
ωij

∂H(ψ(z′, τ))

∂z′l

∣∣∣∣
z′=ϕ(z,τ)

∂ϕl(z, τ)

∂zj
+

∂ϕk(z, τ)

∂τ

)∣∣∣∣
z(τ)

=

((
∂ϕk

∂zi
ωij

∂ϕl

∂zj
∂H(ψ(z′, τ))

∂z′l
+
∂ϕk

∂τ

)∣∣∣∣
z=ψ(z′,τ)

)∣∣∣∣∣
z′(τ)

(1.102)

donde z′k(τ) obedece a Eq. (1.101). Na passagem para a última

linha utilizamos as identidades: z(τ) = ψ(z′(τ), τ) = ψ(z′, τ)|z′(τ).
O ı́tem b) pode ser provado de forma análoga.
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Adiante utilizaremos notações simplificadas, semelhantes àquelas

utilizadas na geometria diferencial. No lugar de z′i = ϕi(zj, τ) assim

como de zi = ψi(z′j, τ) escreveremos

z′i = z′i(zj, τ), z′i = z′i(zj, τ), (1.103)

Assim a nova coordenada (valor da função) e a função são denotadas

da mesma forma. As notações para as derivadas parciais12 são

∂

∂zi
≡ ∂i, ωij

∂

∂zj
≡ ∂i,

∂

∂z′i
≡ ∂′i, ωij

∂

∂z′j
≡ ∂′i,

∂A

∂τ
≡ ∂τ . (1.104)

Também, algumas vezes, omitiremos a operação de substituição:

A(z)|z(z′) −→ A(z) ou A(z)|. (1.105)

Se os lados esquerdo e direito de alguma expressão têm um ”balanço”

errado de variáveis, precisamos substituir z(z′) no lado esquerdo ou

direito da equação. Nestas notações podemos escrever, por exemplo

z′i(z(z′, τ0), τ0) ≡ z′i ao invés de (1.96). (1.106)

As identidades (1.97) podem ser escritas agora na forma

∂z′k

∂zi
∂zi

∂z′j
= δkj ou ∂iz

′k∂j′z
i = δkj,

∂z′i(z, τ)

∂τ
= −∂z

′i

∂zj
∂zj(z′, τ)

∂τ
,

∂zi(z′, τ)

∂τ
= − ∂zi

∂z′j
∂z′j(z, τ)

∂τ
, (1.107)

onde, por exemplo, a última equação implica na substituição de

z′(z, τ) no lado esquerdo e no primeiro termo do lado direito. Equi-

valentemente, podemos substituir z(z′, τ) no último termo do lado

12Como ∂i(zkωkl) = δi
l , a derivada parcial com respeito à variável zl = zkωkl é escrita na

forma ∂l.
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direito. As equações de Hamilton para z′i (1.101) adquirem a forma

ż′k = {z′k, z′l}z
∣∣
z(z′,τ)

∂H(z(z′, τ))

∂z′l
+
∂z′k(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z(z′,τ)

, (1.108)

onde {z′k, z′l}z é o parêntese de Poisson calculado com relação a z.

1.8 Definição de transformação canônica

Comparando-se as equações (1.92) e (1.101) segue que uma mudança

de parametrização geralmente não preserva a forma das equações de

Hamilton. Isto justifica a seguinte definição

Definição. Uma transformação z′i = ϕi(zj, τ) é dita uma trans-

formação canônica se para qualquer sistema Hamiltoniano ela pre-

serva a forma das equações de Hamilton:

żi = ωij
∂H

∂zj
z→z′−→ ż′i = ωij

∂H̃(z′, τ)

∂z′j
, ∀ H, alguma H̃. (1.109)

Será visto que H̃ é relacionada à Hamiltoniana original, H, de forma

simples (em particular, para o caso das transformações canônicas

independentes do tempo , temos H̃(z′) = cH(z(z′)), c = const).

Por construção, a composição de duas transformações canônicas

também é uma transformação canônica: se z → z′ = z′(z, τ), z′ →
z′′ = z′′(z′, τ) são as transformações canônicas, então z → z′′ =

z′′(z′(z, τ), τ) é uma transformação canônica. É evidente que o con-

junto das transformações canônicas forma um grupo, cujo produto

é definido pela lei de composição dada acima.

Das Eqs. (1.108) e (1.109) segue que uma transformação canônica

z′(z, τ) obedece à

{z′k, z′l}z
∣∣
z(z′,τ)

∂l′H(z(z′, τ)) + ∂τz
′k(z, τ)

∣∣
z(z′,τ)

= ωkl∂l′H̃(z′, τ), ∀ H e alguma H̃. (1.110)
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A partir desta expressão obtemos imediatamente duas consequências

que serão bastante utilizadas. Primeiro, tomando a derivada ∂′k da

Eq. (1.110) temos

∂′k

(
{z′k, z′l}z

∣∣
z(z′,τ)

)
∂′lH(z(z′, τ)+

+∂′k(∂τz
′k(z, τ)|z(z′,τ)) = 0. (1.111)

Como isto é verdadeiro para qualquer H, os primeiro e segundo

termos anulam-se separadamente. Em particular, a derivada do

parêntese de Poisson deve anular-se, donde {z′k, z′l}z
∣∣
z(z′,τ)

= ckl(τ),

onde ckl é independente de zi. Então podemos omitir a substituição

de z(z′, τ), obtendo o resultado

{z′k, z′l}z = ckl(τ). (1.112)

Segundo, denotando o lado esquerdo da Eq. (1.110) por J ′k, pode-

mos escrevê-lo na forma J ′k = ∂′kH̃. Como J ′k é a derivada de uma

função escalar, obedece à identidade

∂′iJ ′j = ∂′jJ ′i. (1.113)

Detalhadamente, a identidade é dada por

∂′i
(
∂τz

′j(z, τ)
∣∣
z(z′,τ)

)
− (i↔ j)+(

∂′iW jl − (i↔ j)
)
∂′lH−(

W ikωjl − (i↔ j)
)
∂′2klH = 0, (1.114)

onde

W ij ≡ {z′i, z′j}z
∣∣
z(z′,τ)

. (1.115)

Como isto é válido para qualquer H, escrevemos separadamente

∂′i
(
∂τz

′j(z, τ)
∣∣
z(z′,τ)

)
− (i↔ j) = 0,

∂′aW bd − ∂′bW ad = 0,

W ikωjl −W jkωil +W ilωjk −W jlωik = 0. (1.116)

As expressões (1.112) e (1.116) são válidas para qualquer trans-

formação canônica, e serão o ponto de partida para nossa análise
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nos caṕıtulos 2 e 3. Em particular, será mostrado no caṕıtulo 3 que

o sistema (1.116) é equivalente à afirmação simples de que a matriz

simplética é invariante sobre a ação de transformações canônicas:

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, c = const, (1.117)

a menos de uma constante c. Transformações com c = 1 são ditas

transformações canônicas univalentes.

Exemplos. 1. A transformação

q′a = αqa, p′a = βpa (1.118)

é uma transformação canônica. Temos q̇′a = αq̇a e ṗa = βṗa. Utilizando as equações

de Hamilton, temos

q̇′a = α
β

β

∂H

∂pa
=

∂αβH

∂p′a
, (1.119)

donde H̃ = αβH. A equação para ṗ′a mostra-se de forma análoga.

2. A transformação

q′a = αpa, p′a = βqa (1.120)

é uma transformação canônica. Neste caso, H̃ = −αβH. A prova segue a linha da

prova do exemplo anterior.

3. A transformação

q′a = pa tan t, p′a = qa cot t (1.121)

é uma transformação canônica. Aqui temos H̃ = −H + 1
sin t cos t

q′ap′a. (A prova é

deixada como exerćıcio.)



Caṕıtulo 2

Transformações canônicas

no espaço de fase

bidimensional

É comum nos livros-texto de mecânica clássica a discussão das trans-

formações canônicas baseada na forma integral das condições de ca-

nonicidade e na teoria das integrais invariantes [1, 14, 15]. Esta

formulação será apresentada no caṕıtulo 4. Neste caṕıtulo e no

próximo iremos deduzir todas as propriedades das transformações

canônicas por análise direta das condições de canonicidade dadas

pelas Eqs. (1.112) e (1.116).

É instrutivo começarmos nossa discussão analisando as proprie-

dades das transformações canônicas no espaço de fase bidimensio-

nal zi = (q, p), onde as propriedades básicas são obtidas por meio de

cálculos elementares. Por conveniência, o material dos caṕıtulos sub-

sequentes é independente da leitura deste caṕıtulo (por esta razão,

temos uma certa superposição com o próximo), assim o leitor pode

omitir este caṕıtulo e ir diretamente ao próximo.
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2.1 Transformações canônicas independentes do

tempo

As transformações canônicas independentes do tempo são uma im-

portante ferrramenta para a análise da estrutura de uma teoria sin-

gular.

2.1.1 Transformações canônicas independentes do tempo

e matriz simplética

Descartando a dependência com τ na Eq.(1.103) obtemos trans-

formações independentes do tempo1 z′i = z′i(zj) ou, para o caso,

q′ = q′(q, p), p′ = p′(q, p). Em termos das novas coordenadas, as

equações de Hamilton adquirem a forma (veja a Eq. (1.108))

ż′k = {z′k, z′l}z
∣∣
z(z′)

∂H(z(z′))

∂z′l
, (2.1)

enquanto a definição de transformação canônica (1.109) implica (veja

(1.110))

{z′k, z′l}z
∣∣
z(z′)

∂H(z(z′)

∂z′l
= ωkl

∂H̃(z′)

∂z′l
, ∀ H, alguma H̃. (2.2)

Como primeiro resultado básico, mostraremos que o grupo das

transformações canônicas pode ser identificado com o grupo de trans-

formações de coordenadas que mantém a matriz simplética, ωij, in-

variante a menos de uma constante. Mais exatamente, temos

Proposição. Uma transformação z′i = z′i(zj) é canônica se, e

somente se,

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, ou {z′k, z′l}z = cωkl, c = const. (2.3)

Demonstração. Dada uma transformação canônica, então esta obe-

dece ao sistema (2.2). Mais detalhadamente,tomando o ı́ndice c =

1algumas vezes ditas transformações de contato.
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1, 2 obtemos o sistema

{q′, p′}| ∂H
∂p′

=
∂H̃

∂p′
, − {q′, p′}| ∂H

∂q′
= −∂H̃

∂q′
. (2.4)

Calculando a derivada da primeira equação com relação a q′ e da

segunda com relação a p′, e somando as expressões resultantes, ob-

temos
∂

∂q′
({q′, p′}|) ∂H

∂p′
− ∂

∂q′
({q′, p′}|) ∂H

∂q′
= 0. (2.5)

Como esta expressão é válida para qualquer H, conclúımos que
∂
∂q′

({q′, p′}|) = 0 e ∂
∂q′

({q′, p′}|) = 0, o que implica {q′, p′} = c

= const. No espaço de fase bidimensional os parênteses de Poisson

restantes são {q′, q′} = 0, {p′, p′} = 0. Combinando os parênteses

de Poisson, obtemos o resultado desejado: {z′k, z′l}z = cωkl. Além

disso, a substituição da Eq. (2.3) na Eq. (2.2) nos dá a relação entre

as Hamiltonianas original e transformada

H̃(z′) = cH(z(z′)). (2.6)

A afirmação inversa é evidente: a Eq. (2.3) implica (2.2) com H̃

dada pela Eq. (2.6).

Comentários.

1. A Eq. (2.3) pode ser reescrita na forma equivalente

∂zi

∂z′j

∣∣∣∣
z(z′)

= c−1ωik
∂z′l

∂zk
ωlj, (2.7)

que nos mostra como a matriz inversa de ∂kz
′l pode ser calculada.

2. Definamos o parêntese de Poisson com relação às variáveis z′ da

seguinte maneira: {z′i, z′j}z′ = ωij. Para o caso de transformações

canônicas univalentes (c=1), a Eq. (2.3) pode ser escrita na forma

{z′i(z), z′j(z)}z = {z′i, z′j}z′ . (2.8)

De acordo com isto, para quaisquer duas funções definidas no espaço

de fase obtemos

{A(z), B(z)}z|z(z′) = {A(z(z′)), B(z(z′))}z′ . (2.9)
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Estas expressões siginificam que as transformações canônicas uni-

valentes e o cálculo do parêntese de Poisson são operações que co-

mutam. Por esta razão, as Eqs. (2.8) e (2.9) são referidas às vezes

como a propriedade de invariância do parêntese de Poisson sobre

uma transformação canônica.

Exerćıcio. No último parágrafo discutimos a invariância do parêntese de Poisson com

relação a transformações canônicas univalentes. O mesmo é válido para transformações

que não sejam univalentes?

2.1.2 Função geradora.

Seja q → q′ = q′(q, p), p → p′ = p′(q, p) uma transformação

canônica e suponhamos que a segunda equação possa ser resolvida

algebricamente com respeito a p: p′ = p′(q, p) ⇒ p = p(q, p′). Trans-

formações com esta propriedade são ditas transformações canônicas

livres. Usando a última equação, podemos representar as variáveis

q′, p em termos de q, p′:

q′ = q′(q, p(q, p′)) ≡ q′(q, p′), p = p(q, p′). (2.10)

Por construção, estas expressões podem ser resolvidas com relação

a q′, p′. Podemos portanto trabalhar com a transformação canônica

na forma (2.10), onde q, p′ são consideradas como as variáveis in-

dependentes, no lugar de q, p como foi inicialmente. As identidades

(1.107) adquirem a forma

∂q(q′, p′)

∂q′

∣∣∣∣
q′(q,p′)

∂q′(q, p′)

∂q
= 1,

∂q(q′, p′)

∂q′

∣∣∣∣
q′(q,p′)

∂q′(q, p′)

∂p′
= −∂q(q, p

′)

∂p′
. (2.11)

Nesta seção mostraremos que existe uma maneira simples de se

construir uma transformação canônica livre partindo de uma dada

função S(q, p′), veja a Eq. (2.15) adiante.
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Proposição. Dada uma transformação zi → z′i(z), as seguintes

condições são equivalentes:

• a transformação é canônica:

{zi, zj}z′ = c−1ωij, c = const, (2.12)

• existe uma função F (q′, p′) tal que

cp
∂q

∂q′
− p′ =

∂F

∂q′
, cp

∂q

∂p′
=
∂F

∂p′
, (2.13)

onde q = q(q′, p′), p = p(q′, p′).

Demonstração. Seja dada uma transformação canônica. O sistema

(2.12) contém apenas uma equação não trivial: {q, p}z′ = c−1, ou
∂q
∂q′

∂p
∂p′
− ∂q

∂p′
∂p
∂q′

= c−1, a qual pode ser reescrita na forma

∂

∂p′
(cp

∂q

∂q′
− p′)− ∂

∂q′

(
cp
∂q

∂p′

)
= 0. (2.14)

Isto significa que o campo vetorial com componentes F1 = cp ∂q
∂q′
−

p′, F2 = cp ∂q
∂p′

é conservativo: ∂1F2 − ∂2F1 = 0, assim existe uma

função escalar F (q′, p′) a qual obedece a Eq. (2.13). A afirmação in-

versa também é verdadeira: diferenciando a Eq. (2.13) com respeito

a q′ e p′ e somando as expressões resultantes, obtemos {q, p}z′ = c−1.

Proposição. Seja zi → z′i(z) uma transformação canônica livre, a

qual pode ser apresentada na forma (2.10). Então existe uma função

S(q, p′) tal que ∂2S
∂q∂p′

6= 0, e

q′(q, p′) =
∂S

∂p′
, cp(q, p′) =

∂S

∂q
. (2.15)

Tal função S é dita a função geradora da transformação canônica.

Demonstração. A seguinte função

S(q, p′) = F (q′(q, p′), p′) + p′q′(q, p′) (2.16)
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obedece às condições desejadas, como pode ser verificado por meio

de cálculos diretos com o uso das Eqs. (2.13) e (2.11). Note que a

função geradora S é definida no espaço dos (q, p′).

Assim vemos que a uma dada transformação canônica podemos

associar sua correspondente função geradora. É natural perguntar-

mos se uma dada função S(q, p′) define uma transformação canônica

livre. Tal fato é verdadeiro, e segue do seguinte proposição

Proposição. Seja S(q, p′) uma função tal que ∂2S
∂q∂p′

6= 0. Então a

solução das equações algébricas q′ = ∂S(q,p′)
∂p′

, cp = ∂S(q,p′)
∂q

em relação

a q, p

q = q(q′, p′), p = c−1 ∂S

∂q

∣∣∣∣
q(q′,p′)

≡ p(q′, p′), (2.17)

é uma transformação canônica livre.

Demonstração. É suficiente demonstrarmos que {q, p}z′ = c−1, veja

a Eq. (2.12). Denotando q′ − ∂S(q,p′)
∂p′

≡ G(q′, q, p′). A partir da

identidade G(q′, q(q′, p′), p′) ≡ 0 obtemos as consequências

∂q

∂q′
=

1

Sqp′
,

∂q

∂p′
= −Sp

′p′

Sqp′
, (2.18)

onde foi denotado Sqq = ∂2S
∂2q

∣∣∣
q(q′,p′)

e assim por diante. Além disso,

a última equação de (2.17) implica que

∂p

∂q′
= c−1Sqq

∂q

∂q′
= c−1 Sqq

Sqp′
,

∂p

∂p′
= c−1(Sqp′ + Sqq

∂q

∂p′
) = c−1(Sqp′ −

SqqSp′p′

Sqp′
). (2.19)

Estas expressões permitem-nos calcular o parêntese de Poisson de-

sejado, com resultado {q, p}z′ = c−1.

Exemplos. 1. A transformação q′ =
√

q cos 2p, p′ =
√

q sin 2p é uma transformação

canônica livre com função geradora

S =
1

2
q arccos

q′
√

q
− 1

2
q′

p
q − q′2 (2.20)
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2. No fim do caṕıtulo anterior demos três exemplos de transformações canônicas. O

exemplo (3) é um exemplo de transformação canonica livre independente do tempo.

Para o espaço de fase bidimensional, a função geradora é dada por S = −β
P

qiq′i e

a valência da transformação dada por c = −αβ.

Exerćıcios. 1. Calcule o parêntese de Poisson {q, p}′z = c−1 na demonstração do

último teorema.

2. Considere a transformação linear no espaço de fase:

q′ = αq + βp,

p′ = α1q + β1p,

αβ1 − α1β 6= 0. (2.21)

Mostre que esta transformação é canônica e que para β 6= 0 esta transformação é uma

transformação canônica livre com F dada por

F =
1

2
αα1q

2 +
1

2
ββ1p

2 + α1βqp (2.22)

2.2 Transformações canônicas com dependência

temporal

Aqui repetiremos a análise feita na seção 2.1 para o caso de trans-

formações canônicas dependentes do tempo no espaço de fase bidi-

mensional. Comparando com o caso anterior, a única diferença nos

resultados finais é, de fato, a forma não trivial que a Hamiltoniana

transformada adquire, veja a Eq. (2.32) adiante. O grande interesse

na utilização deste tipo de transformação é para a simplificação das

equações de Hamilton e são a base da teoria de Hamilton-Jacobi.

2.2.1 Transformações canônicas e matriz simplética

Para o caso de transformações dependentes do tempo no espaço

de fase bidimensional q′ = q′(q, p, τ), p′ = p′(q, p, τ), as equações

de Hamilton em termos de q′, p′ adquirem a forma (1.108)), en-

quanto a definição de transformação canônica (1.109) implica nas
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Eqs. (1.110)-(1.116). Como antes, o conjunto de transformações

canônicas pode ser identificado com o conjunto de transformações

de coordenadas que mantêm invariante (a menos de uma constante)

a matriz simplética ωij:

Proposição. Uma transformação z′i = z′i(zb, τ) é canônica se, e

somente se,

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, ou {z′k, z′l}z = cωkl, c = const. (2.23)

Demonstração. A) Seja dada uma transformação canônica, por

hipótese, ela obedece ao sistema (1.110). Repetindo a análise da

subseção (2.1.1) chegamos ao sistema

∂

∂q′
({q′, p′}|) = 0,

∂

∂p′
({q′, p′}|) = 0, (2.24)

∂

∂q′

(
∂q′(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z(z′,τ)

)
+

∂

∂p′

(
∂p′(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣
z(z′,τ)

)
= 0. (2.25)

A Eq. (2.24) implica que {q′, p′} = c(τ), ou

c(τ) =
∂q′

∂q

∂p′

∂p
− ∂p′

∂q

∂q′

∂p
. (2.26)

A Eq. (2.25) afirma que o campo vetorial cujas componentes são

N1 = ∂p′

∂τ
|, N2 = −∂q′

∂τ
| é conservativo, assim existe uma função

escalar N(q′, p′, τ) tal que

∂p′

∂τ
=
∂N

∂q′

∣∣∣∣ , −∂q
′

∂τ
=
∂N

∂p′

∣∣∣∣ . (2.27)

Demonstremos que isto implica ∂c
∂τ

= 0, então c = const. Diferenci-

ando a Eq. (2.27) obtemos

− ∂2q′

∂zj∂τ
=

∂2N

∂z′i∂p′

∣∣∣∣ ∂z′i∂zj
,

∂2p′

∂zj∂τ
=

∂2N

∂z′i∂q′

∣∣∣∣ ∂z′i∂zj
. (2.28)

Com o uso destas igualdades, a derivada da Eq. (2.26) com respeito

a τ anula-se, como consequência da Eq. (2.28).
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B) Suponhamos que a transformação z′i = z′i(z, τ) obedeça à Eq.

(2.23). Primeiramente, notemos que a afirmação na página 50 é

válida para o presente caso de transformações dependentes do tempo

(já que apenas as derivadas parciais com relação a z′a foram utili-

zadas). Assim a Eq. (2.23) implica nas equações (2.13), e diferenci-

ando a última com respeito a τ obtemos

c
∂p

∂τ

∂q

∂z′a
+ cp

∂2q

∂τ∂z′a
=
∂2F (z′, τ)

∂z′a∂τ
. (2.29)

Depois, sob a condição (2.23), as equações de Hamilton para z′

(1.108) adquirem a forma

ż′i = cωij
∂H(z(z′, τ))

∂z′j
− cωij

∂zl

∂z′j
ωlk

∂zk

∂τ
=

cωij
∂H(z(z′, τ))

∂z′j
+ ωij

∂

∂z′j

(
∂F

∂τ
− cp

∂q

∂τ

)
, (2.30)

onde as Eqs. (1.107) e (2.7) foram usadas na primeira linha, e a Eq.

(2.29) foi utilizada na passagem da primeira para a segunda linha.

Assim a condição (2.23) implica na forma canônica das equações de

Hamilton

ż′i = ωij
∂

∂z′j

(
cH(z(z′, τ)− cp

∂q

∂τ
+
∂F

∂τ

)
, (2.31)

o que completa a prova.

Além disso, comparando este resultado com a Eq. (1.109) nota-

mos a relação exata entre as Hamiltonianas original e transformada:

Corolário. Seja za → z′i = z′i(z, τ) uma transformação canônica.

Então existe uma função F tal que

H̃(z′, τ) = cH(z(z′, τ))− cp(z′, τ)
∂q(z′, τ)

∂τ
+
∂F (z′, τ)

∂τ
. (2.32)

As propriedades da ação Hamiltoniana sobre as transformações canônicas

serão discutidas na seção 3.5.

Comentário. Comparando com as transformações canônicas inde-

pendentes do tempo, a Hamiltoniana transformada adquire termos
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extras. Podemos então formular o seguinte problema: encontrar

a transformação canônica z′i = z′i(z, τ) tal que a Hamiltoniana

transformada seja a mais simples posśıvel, por exemplo2 H̃ = 0 (a

transformação canônica desejada pode ser obtida em alguns casos

interessantes por meio da equação de Hamilton-Jacobi, veja a seção

3.7 adiante). Isto permita encontrar a solução geral das equações

Hamiltonianas. Em novas coordenadas as equações de movimento

são triviais: ż′i = 0, e podem ser resolvidas: z′i = Ci. Depois disto,

resolvendo as equações algébricas z′i(z, τ) = Ci (onde z′i(zj, τ) são

as funções conhecidas que definem a transformação canônica), obte-

mos a solução geral das equações de movimento na parametrização

inicial: zi = zi(τ, Cj).

2.2.2 Função geradora.

Proposição. Seja q → q′ = q′(q, p, τ), p → p′ = p′(q, p, τ) uma

transformação canônica livre, portanto a partir destas expressões

escrevemos

q′ = q′(q, p′, τ), p = p(q′(q, p′, τ), p′, τ) ≡ p(q, p′, τ). (2.33)

Então

a) existe uma função S(q, p′, τ) com ∂S
∂q∂p′

6= 0 tal que

q′(q, p′, τ) =
∂S

∂p′
, cp(q, p′, τ) =

∂S

∂q
; (2.34)

b) a Hamiltoniana transformada (2.32) em termos das variáveis q, p′

adquire a forma

H̃(z′, τ)
∣∣∣
q′(q,p′,τ)

= cH(q, p(q, p′, τ)) +
∂S(q, p′, τ)

∂τ
. (2.35)

2Note que isto não é posśıvel no caso de transformações independentes do tempo: se H(z)

depende essencialmente de todas as variáveis, então o mesmo é válido para H̃(z(z′)), veja a

Eq. (2.6).
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Demonstração. a) A prova é similar àquela feita para a Eq.(2.15),

como apenas as derivadas parciais com relação a q, p foram usa-

das. b) Para substituir q′(q, p′, τ) na Eq. (2.32) precisamos de duas

identidades. A primeira, a partir de q(q′(q, p′, τ), p′, τ) ≡ q segue

que

∂q(q′, p′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

= − ∂q

∂q′

∣∣∣∣
q′

∂q′(q, p′, τ)

∂τ
. (2.36)

A segunda, a partir da expressão

∂

∂τ
F (q′(q, p′, τ), p′, τ) =

=
∂F (z′, τ)

∂q′

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

∂q′

∂τ
+
∂F (z′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

(2.37)

encontramos

∂F (z′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

=

(
−cp ∂q(z

′, τ)

∂q′

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

+ p′

)
∂q′(q, p′, τ)

∂τ
+

+
∂

∂τ
F (q′(q, p′, τ), p′, τ), (2.38)

onde a Eq. (2.13) foi usada. A Eq. (2.35) segue da Eq. (2.32)

utilizando estas igualdades e a forma manifesta de S, veja a Eq.

(2.16).

Como antes, o resultado pode ser invertido no seguinte sentido:

Proposição. Seja S(q, p′, τ) uma dada função que obedece à propri-

edade ∂2S
∂q∂p′

6= 0 para todo τ . Então a solução das equações algébricas

q′ = ∂S(q,p′,τ)
∂p′

, cp = ∂S(q,p′,τ)
∂q

com relação a q, p

q = q(q′, p′, τ), p = c−1 ∂S

∂q

∣∣∣∣
q(q′,p′,τ)

≡ p(q′, p′, τ), (2.39)

é uma transformação canônica livre.

A demonstração é idêntica ao caso das transformações independen-

tes do tempo, veja a pág. 51, já que apenas as derivadas parciais

com relação a q′, p′ forma utilizadas naquele caso.
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Exemplo. No fim do cap.1, foi dado um exemplo de transformação canônica livre

dependente do tempo, que no caso bidimensional é dada por q′ = p tan t, p′ = q cot t.

A função geradora é dada por

S = −qq′ cot t, (2.40)

e a valência dada por c = −1.



Caṕıtulo 3

Propriedades das

transformações canônicas

Como vimos na seção 1.8, em geral a forma canônica das equações

de Hamilton não é preservada por uma transformação no espaço

de fase. As transformações com a propriedade de manter a forma

das equações foram ditas transformações canônicas. Neste caṕıtulo

discutiremos suas propriedades para o caso de um espaço de fase

com dimensão arbitrária.

Começaremos mostrando que a equação {z′i, z′j}z = c{zi, zj}z,
que representa a invariância do parêntese de Poisson sob uma trans-

formação z → z′(z, τ), pode ser reescrita na seguinte forma equiva-

lente: ∂′iEj(z′) − ∂′jEi(z′) = 0. Isto significa que Ei são as compo-

nentes de um campo vetorial conservativo, então existe um potencial

E, tal que Ei = ∂′iE. Assim, a invariância do parêntese de Poisson

é equivalente à afirmação de que as funções de transição z′i(z, τ) po-

dem ser utilizadas na construção de um campo conservativo. Este

fato permite-nos mostrar dois fatos centrais. Primeiro, que as trans-

formações canônicas são as únicas transformações que mantêm o

parêntese de Poisson invariante (a menos de uma constante). Isto

nos fornece um jeito simples para verificarmos se uma dada trans-
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formação é canônica. Em segundo lugar, a qualquer transformação

canônica1, podemos associar uma função geradora: a função, cujas

derivadas parciais nos fornecem as funções de transição da trans-

formação. A função geradora pode ser obtida a partir do potecial

acima mencionado de uma maneira simples. Entre outras coisas,

ela nos dá uma forma simples de construirmos exemplos de trans-

formações canônicas.

Além disso, mostraremos ainda que a Hamiltoniana tem uma lei

de transformação não-trivial sob transformações canônicas depen-

dentes do tempo (ela não se transforma como uma função escalar).

Isto implica na possibilidade de buscarmos por uma transformação

que deixe a Hamiltoniana trivial (H̃ = 0), o que levaria a equações de

movimento também triviais no novo sistema de coordenadas. Desta

forma, o problema de obtermos a solução geral das equações de Ha-

milton pode ser trocado pelo problema de encontrarmos a função

geradora da transformação. A função geradora obedece à equação

de Hamilton-Jacobi, que pode ser resolvida em vários casos.

3.1 Invariância dos parênteses de Poisson

Em geral, uma transformação de coordenadas no espaço de fase al-

tera a forma das equações de Hamilton, de acordo com a Eq. (1.101)

ż′k =

(
∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj

)∣∣∣∣
z(z′,τ)

∂H(z(z′, τ))

∂z′l
+
∂z′k

∂τ

∣∣∣∣
z(z′,τ)

. (3.1)

A partir desta equação esperamos que a invariância da forma das

equações de movimento esteja intimamente ligada com as propri-

edades de simetria da matriz simplética. De fato, para as trans-

formações independentes do tempo, a invariância de ω: ∂iz
′k ωij ∂jz

′l

= ωkl implica na invariância da forma das equações de Hamilton.

1Adiante discutiremos apenas as transformações canônicas livres. Para uma transformação

canônica arbitrária a situação é análoga, veja [14].
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Podemos igualmente falar da invariância do parêntese de Poisson,

já que a equação acima também pode ser escrita como {z′k, z′l}z
= {zk, zl}z, veja (1.108). Nesta seção estabeleceremos uma relação

exata: o conjunto de transformações que preserva a forma canônica

das equações de Hamilton coincide com o conjunto que mantém in-

variante (a menos de uma constante) o parêntese de Poisson.

Proposição. Uma transformação zi → z′i = z′i(zj, τ) é canônica

se, e somente se, ela obedece à equação

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, ou {z′k, z′l}z = cωkl, c = const. (3.2)

Comentário. Denotemos a matriz de Jacobi ∂z′k

∂zi da transformação

como Jkj. Então a Eq. (3.2) se escreva J ω JT = c ω. Calculando

determinante os ambos os lados obtemos, no caso de transformação

canonica univalente

det J = ±1, for all z, τ. (3.3)

Demonstração. A) Seja dada uma transformação canônica, a qual

obedece, por hipótese, ao sistema (1.116), que é reescrito aqui no-

vamente

∂′i(∂τz
′j(z, τ)

∣∣
z(z′,τ)

)− (i↔ j) = 0, (3.4)

∂′iW jl − ∂′jW il = 0, (3.5)

W ikωjl −W jkωil +W ilωjk −W jlωik = 0. (3.6)

Aqui foi denotado

W ij ≡ {z′i, z′j}z
∣∣
z(z′,τ)

. (3.7)

Portanto, precisamos mostrar que W ij = cωij.

A Eq. (3.4) afirma que o campo vetorial com componentes ∂τz
′k|

é conservativo. Então ele pode ser representado localmente como
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o gradiente de um campo escalar N : ∂τz
′k| = ∂′kN(z′, τ) ou, equi-

valentemente ∂τz
′k = ωkl ∂N

∂z′l
|. Nós utilizaremos adiante a derivada

desta expressão, isto é

∂2z′k(z, τ)

∂zi∂τ
= ωkl

∂2N(z′, τ)

∂z′n∂z′l

∣∣∣∣
z′(z,τ)

∂z′n

∂zi
. (3.8)

Analogamente, a Eq. (3.5) implica W jl = 2∂′jGl para cada l fixo.

Além disso, da antissimetria de W : W jl = −W lj, segue a se-

guinte restrição sobre Gl: ∂′jGl = −∂′lGj para quaisquer j, l. O

que leva-nos a reescrever a expressão para W na forma explicita-

mente antisimétrica: W jl = ∂′jGl−∂′lGj. As duas últimas equações

implicam que W independe de z′i. Realmente, a substituição da

última equação em (3.5) nos leva à expressão −∂′i∂′lGj + ∂′j∂′lGi =

∂′lW ji = 0, para quaisquer i, j, l. Assim W independe de z′ e pode

ser apenas função de τ : W ij = W ij(τ).

Agora, contraindo a Eq. (3.6) com ωli temos imediatamente

W jk = c(τ)ωjk, (3.9)

onde c(τ) ≡ 1
n
W il(τ)ωli = 1

n
∂z′k

∂zi ω
ij ∂z′l

∂zj

∣∣∣
z(z′,τ)

ωlk ou, equivalente-

mente, c(τ) = 1
n
∂z′k

∂zi ω
ij ∂z′l

∂zj ωlk. A derivada desta expressão com

relação a τ nos dá, usando a Eq. (3.8)

dc

dτ
=

2

n

∂2z′k

∂τ∂zi
ωij

∂z′l

∂zi
ωlk =

2

n

∂2N

∂z′n∂z′l

∣∣∣∣ ∂z′n∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
. (3.10)

Esta expressão é identicamente nula devido à simetria em n, l e à

antissimetria em i, j. Assim o coeficiente c na Eq. (3.9) é uma

constante, o que completa a primeira parte da prova.

B) Suponhamos que z′i(zj, τ) obedece à Eq. (3.2), que pode ser

reeescrita na forma equivalente

∂z′i

∂zl

∣∣∣∣
z(z′,τ)

= cωij
∂zk

∂z′j
ωkl. (3.11)
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Utilizando as Eqs. (3.2), (1.107) e (3.11), as equações de Hamilton

para as variáveis z′ (1.108) podem ser escritas na forma

ż′k = cωkl
∂H(z(z′, τ))

∂z′l
− cωkl

∂zi

∂z′l
ωij

∂zj(z′, τ)

∂τ
. (3.12)

Para confirmar que estas equações estão na forma canônica, é sufici-

ente mostrar que o último termo pode ser escrito como ωkl ∂
∂z′l

(. . .).

Precisamos do seguinte lema

Lema. Seja zi → z′i = z′i(zj, τ) uma dada transformação. Então

as seguintes condições são equivalentes:

• a forma simplética é invariante

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, c = const; (3.13)

• existe uma função E(z′, τ) tal que

czj(z′, τ)ωji
∂zi(z′, τ)

∂z′l
+ ωljz

′j = 2
∂E(z′, τ)

∂z′l
. (3.14)

Demonstração. Suponhamos que a primeira afirmação seja válida.

Por meio do uso da Eq. (3.11), ela pode ser reescrita na forma

equivalente2 (aqui relembramos que ∂
∂z′k

= ωkl ∂
∂z′l

)

c
∂zj

∂z′k
ωjn

∂zn

∂z′l
= −ωkl. (3.15)

Devido a antissimetria em k, l a equação pode ser reescrita na forma

c
∂zj

∂z′k
ωjn

∂zn

∂z′l
− c

∂zj

∂z′l
ωjn

∂zn

∂z′k
= −2ωkl, (3.16)

ou

∂

∂z′k

(
czjωjn

∂zn

∂z′l
+ z′l

)
− ∂

∂z′l

(
czjωjn

∂zn

∂z′k
+ z′k

)
= 0. (3.17)

2O lado esquerdo desta expressão é conhecido como parêntese de Lagrange.
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Isto é, a condição (3.13) de invariância do parêntese de Poisson é

reescrita como a condição para que um campo vetorial seja conser-

vativo. Isto implica

czjωjn
∂zn

∂z′l
+ z′l = 2

∂E

∂z′l
≡ 2ωln

∂E

∂z′n
, (3.18)

ou

czjωjn
∂zn

∂z′i
+ ωinz

′n = 2
∂E

∂z′i
, (3.19)

como foi afirmado. A partir das equações (3.17) e (3.18) notamos

que E é definida a menos de uma função arbitrária e(τ).

Agora suponhamos que a segunda afirmação seja verdadeira. Isto

implica na Eq. (3.17) e, como o cálculo pode ser invertido, obtemos

a Eq. (3.15). Equivalentemente a forma desta expressão é c ∂z
i

∂z′j
=

ωik ∂z
′l

∂zkωlj. Usando isto na Eq. (3.15) temos o resultado desejado, a

Eq. (3.13).

A fim de analizarmos o último termo da Eq. (3.12), precisamos

da derivada da Eq. (3.14) com respeito a τ . Obtendo

2
∂

∂z′l
∂E

∂τ
= c

∂zj

∂τ
ωji

∂zi

∂z′l
+ czjωji

∂2zi

∂τ∂z′l
=

−c ∂z
i

∂z′l
ωij

∂zj

∂τ
+

∂

∂z′l

(
czjωji

∂zi

∂τ

)
− c

∂zj

∂z′l
ωji

∂zi

∂τ
=

−2c
∂zi

∂z′l
ωij

∂zj

∂τ
+

∂

∂z′l

(
czjωji

∂zi

∂τ

)
, (3.20)

ou

−c ∂z
i

∂z′l
ωij

∂zj

∂τ
=

∂

∂z′l

(
∂E

∂τ
− c

2
ziωij

∂zj

∂τ

)
. (3.21)

Usando este resultado na Eq. (3.12), podemos reescrevê-las na

forma canônica

ż′k = ωkl
∂

∂z′l

(
cH(z(z′, τ))− c

2
ziωij

∂zj

∂τ
+
∂E(z′, τ)

∂τ

)
, (3.22)

o que completa a demonstração.
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Como foi mencionado anteriormente, a função E é definida a

menos de uma função arbitrária e(τ). Notamos que esta e(τ) não

contribui com as equações de movimento (3.21).

O resultado obtido significa que a invariância (3.2) do parêntese

de Poisson pode ser tomada como a definição de transformação

canônica.

Comparando nosso resultado (3.22) com a Eq. (1.109), temos a

relação exata entre as Hamiltonianas original e transformada

Corolário. Seja zi → z′i = z′i(z, τ) uma transformação canônica.

Então existe uma função E tal que

H̃(z′, τ) = cH(z(z′, τ))− c

2
ziωij

∂zj

∂τ
+
∂E(z′, τ)

∂τ
. (3.23)

Para transformações canônicas independentes do tempo e univalen-

tes a Hamiltoniana transforma-se como uma função escalar

H̃(z′) = H(z(z′)). (3.24)

Assim, seH(z) representa a energia de um sistema, o mesmo é válido

para H̃(z′).

Exemplo. Consideremos a transformação qa → q′a = qa, pa → p′a = pa + Aa(q).

Temos {q′a, q′b}z = 0, {q′a, p′b}z = δa
b, {p′a, p′b}|z = − ∂Ab

∂qa + ∂Aa

∂qb . Esta expressão

anula-se para um campo vetorial conservativo: Aa = ∂A
∂qb , então q′a = qa, p′a = pa+ ∂A

∂qa

é uma transformação canônica.

Exerćıcio. Obtenha um exemplo de transformação canônica da forma zi → z′i =

zi + Bi(zj).

3.2 Transformações canônicas infinitesimais. A

Hamiltoniana como a geradora da evolução

Intuitivamente, uma transformação canônica infinitesimal é aquela

que não é muito diferente da identidade: z′i = zi + δzi, δzi � 1.

Sua propriedade central é o fato de ser gerada por uma única função
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junto com o parêntese de Poisson: δzi = {zi,Φ}. Como veremos

adiante, as transformações canônicas finitas tem uma estrutura pa-

recida.

Consideremos uma famı́lia de transformações canônicas univa-

lentes descrita por um parâmetro λ, a qual inclui a identidade para

λ = 0

zi → z′i(zj, λ), z′i(zj, 0) = zi. (3.25)

Podemos utilizar a expansão de Taylor no ponto λ = 0

z′i(zj, λ) = zi +Gi(z)λ+O(λ2), λ� 1, (3.26)

onde O(λ2) indica todos os termos de ordem mais alta que a primeira

potência de λ. Para pequenos valores de do parâmetro: λ � 1,

o segundo termo da expansão é o responsável pela contribuição na

transformação. A Eq. (3.26) com os termos O(λ2) desprezados é co-

nhecida como uma transformação canônica infinitesimal. A função

Gi = ∂λz
′i(z, λ)|λ=0 determina as propriedades da transformação.

Proposição. Para uma transformação canônica infinitesimal existe

um gerador Φ(z), tal que

Gi = {zi,Φ} = ωij∂jΦ. (3.27)

De acordo com esta equação, qualquer transformação canônica infi-

nitesimal (3.26) possui a forma

z′i(zj, λ) = zi + {zi,Φ}λ+O(λ2). (3.28)

Assim as propriedades de uma transformação canônica infinitesimal

são determinadas por uma única função Φ.

Demonstração. Vejamos quais restrições sobre as funções Gi seguem

da condição de canonicidade da transformação (3.26). A substi-

tuição de (3.26) na Eq. (3.2) nos dá(
∂Gi

∂zk
ωkj + ωik

∂Gj

∂zk

)
λ+O(λ2) = 0. (3.29)
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Como isto vale para qualquer λ, o termo entre parênteses anula-se se-

paradamente, ou seja, temos ∂Gi

∂zk ω
kj+ωik ∂G

j

∂zk = 0. A contração desta

expressão com ωmiωjn nos dá a equação ∂n(ωmkG
k)−∂m(ωnkG

k) = 0.

Ela afirma que ωmkG
k são as componentes de um campo conserva-

tivo. Então existe um potencial Φ tal que ωmkG
k = ∂mΦ, o que

completa a prova.

Esta afirmação pode ser invertida no seguinte sentido: qualquer

função Φ(z) determina uma transformação canônica infinitesimal

zi → z′i = zi + {zi,Φ}λ, mesmo

{z′i, z′j} = ωij +O(λ2). (3.30)

Seja F = {A(zi), B(zi), . . .} um conjunto de funções definidas no

espaço de fase. As transformações de coordenadas z → z′ podem

ser utilizadas para definirmos a transformação induzida no conjunto

de acordo com a regra:

z → z′ ⇒ A→ A′, onde A′(z′) = A(z), (3.31)

ou seja, o valor da função transformada A′ em z′ coincide com o

valor de A no ponto correspondente z. Então o conjunto F é dito

espaço das funções escalares. A diferença

δfA(z) ≡ A′(z)− A(z), (3.32)

é dita a variação da forma da função. Para uma transformação

canônica infinitesimal a variação é governada pelo gerador:

δfA(z) = {Φ, A}λ+O(λ2). (3.33)

Para confirmar esta afirmação, façamos a substituição da Eq. (3.26)

na definição (3.31): A′(z + {zi,Φ}λ+O(λ2)) = A(z), ou

A′(z) + ∂iA
′(z){zi,Φ}λ+O(λ2) = A(z), (3.34)

o que implica

δfA(z) = {Φ, A′(z)}λ+O(λ2) =



3.2 Transformações canônicas infinitesimais. 67

{Φ, A(z)−O(λ)}λ+O(λ2) = {Φ, A}λ+O(λ2). (3.35)

Na passagem da primeira para a segunda linha utilizamos a Eq.

(3.34) novamente.

Como exemplo, mostremos que a evolução de um sistema f́ısico

pode ser considerada como uma sucessão de transformações canônicas

infinitesimais. Denotemos a solução geral das equações de Hamil-

ton para algum sistema f́ısico como zi(cj, τ), onde cj são constantes

arbitrárias. Consideremos a trajetória que passa pelo ponto z′i.

As constantes ci podem ser escolhidas de forma que a trajetória

passe pelo ponto z′i no instante τ = 0: zi(cj, 0) = z′i. A última

equação pode ser resolvida: cj = cj(z′). A substituição deste re-

sultado na solução geral nos dá esta em função da posição inicial:

zi(z′j, τ), zi(z′j, 0) = z′i. Consideremos (z′, τ) e (z, τ) como dois

sistemas de coordenadas no espaço de fase extendido. Como z(z′, 0)

= z′, a solução geral relaciona as posições inicial z′ e final z(z′, τ)

do sistema3.

Podemos expandir a transformação em série de Taylor para τ � 1

zi(z′, τ) = z′i + ∂τz
i|0τ +O(τ 2)

= z′i + {z′i, H(z′)}τ +O(τ 2), (3.36)

onde as equações de Hamilton foram utilizadas. A comparação desta

expressão com a Eq. (3.28) leva-nos à conclusão de que a evolução

infinitesimal de um sistema f́ısico é uma transformação canônica

infinitesimal. Além disso, temos a Hamiltoniana do sistema como o

gerador da transformação.

3Se trabalharmos com a forma inicial da solução geral: z(c, τ), ela é uma transformação

entre os sistemas (zi
0, τ) e (zi

1, τ), onde as posições inicial e final em τ0 e τ1 são zi
0 = zi(c, τ0),

zi
1 = zi(c, τ1).
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3.3 Função geradora

Nesta seção discutiremos a classe suficientemente grande de trans-

formações ditas transformações canônicas livres. Elas apresentam

a propriedade de serem geradas por funções do espaço de fase (as

funções de transição de uma dada transformação canônica livre apa-

recem como derivadas parciais da função geradora, veja a Eq. (3.43)

adiante). Intuitivamente, esta propriedade pode ser esperada a par-

tir da observação de que qualquer transformação canônica é relaci-

onada a um campo vetorial conservativo, veja as Eqs. (3.17)-(3.19).

O potencial deste campo é, de fato, a função geradora.

3.3.1 Transformações canônicas e a função F (z′, τ)

Seja q → q′a = q′a(q, p, τ), pa → p′a = p′a(q, p, τ) uma trans-

formação canônica tal que as equações que determinam p′ possam

ser resolvidas algebricamente com respeito a p: p′a = p′a(q, p, τ) ⇒
pa = pa(q, p′, τ). Transformações com esta propriedade são ditas

transformações canônicas livres. Usando a última equação, pode-

mos representar as variáveis q′ e p em termos de q e p′:

q′a = q′a(q, p(q, p′, τ), τ) ≡ q′a(q, p′, τ), pa = pa(q, p′, τ). (3.37)

Por construção, estas expressões podem ser resolvidas com respeito

a q′ e p′. Podemos então trabalhar com a transformação canônica

na forma (3.37), onde q e p′ são consideradas como variáveis inde-

pendentes, no lugar da forma original com q e p independentes.

Para utilizarmos mais tarde, reescrevamos o potencial E(z′, τ)

definido, pela Eq. (3.14), em uma forma equivalente, porém menos

simétrica. Assim escrevamos as partes do sistema (3.14) para q′ e p′

separadamente

−cqb ∂pb
∂q′a

+ cpb
∂qb

∂q′a
− p′a = 2

∂E(z′, τ)

∂q′a
,
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−cqb ∂pb
∂p′a

+ cpb
∂qb

∂p′a
+ q′a = 2

∂E(z′, τ)

∂p′a
. (3.38)

Imediatamente notamos que para a função

F (z′, τ) ≡ E(z′, τ) +
c

2
qb(z′, τ)pb(z

′, τ)− 1

2
q′bp′b, (3.39)

as equações adquirem a forma

cpb
∂qb

∂q′a
− p′a =

∂F (z′, τ)

∂q′a
, cpb

∂qb

∂p′a
=
∂F (z′, τ)

∂p′a
. (3.40)

Portanto o lema à pág. 62 pode ser reformulado em termos de F :

a invariância da forma simplética (3.13) sob ação de uma trans-

formação canônica é equivalente à existência do potencial que obe-

dece a Eq. (3.40).

Como será discutido adiante, a solução geral das equaçõs de Ha-

milton pode ser identificada com uma transformação canônica que

relaciona os estados inicial e final. A função F correspondente é

dada pela ação Hamiltoniana, veja a seção 3.8.

Exerćıcio. Mostre que sob uma transformação canônica, as Hamiltonianas original e

transformada são relacionadas como segue

H̃(z′, τ) = cH(z(z′, τ))− cpa(z′, τ)
∂qa(z′, τ)

∂τ
+

∂F (z′, τ)

∂τ
. (3.41)

3.3.2 A função geradora S(q, p′, τ)

Primeiro demonstremos que para uma dada transformação canônica

livre existe uma função geradora.

Proposição. Seja qa → q′a = q′a(q, p, τ), pa → p′a = p′a(q, p, τ) uma

transformação canônica livre, portanto a partir destas expressões

temos

q′a = q′a(q, p(q, p′, τ), τ) ≡ q′a(q, p′, τ), pa = pa(q, p′, τ). (3.42)

Então
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• existe a função geradora S(q, p′, τ) que obedece à propriedade
∂S

∂qa∂p′b
6= 0 tal que

q′a(q, p′, τ) =
∂S

∂p′a
, cpa(q, p

′, τ) =
∂S

∂qa
. (3.43)

Se a função F (z′, τ) (3.39) é conhecida, a função geradora pode

ser tomada na forma

S(q, p′, τ) = F (q′(q, p′, τ), p′, τ) + p′aq
′a(q, p′, τ), (3.44)

• a Hamiltoniana transformada (3.41), apresentada como função

de q, p′, tem a forma

H̃(z′, τ)
∣∣∣
q′(q,p′,τ)

= cH(q, p(q, p′, τ)) +
∂S(q, p′, τ)

∂τ
. (3.45)

Demonstração. A partir da identidade qa(q′(q, p′, τ), p′, τ) ≡ qi se-

gue que:

∂qa(q′, p′, τ)

∂q′c

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

∂q′c(q, p′, τ)

∂qb
= δab,

∂qa(q′, p′, τ)

∂q′c

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

∂q′c(q, p′, τ)

∂p′b
= − ∂qa(q′, p′, τ)

∂p′b

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

,

∂qa(q′, p′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

= − ∂qa(q′, p′, τ)

∂q′b

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

∂q′b(q, p′, τ)

∂τ
. (3.46)

Usando a última identidade, obtemos, a partir da Eq.(3.39),

∂F (q′, p′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

= cpb
∂qb(q′, p′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q′(q,p′,τ)

+

∂F (q′(q, p′, τ), p′, τ)

∂τ
+ p′b

∂q′b(q, p′, τ)

∂τ
. (3.47)

Utilizando estas identidades, as afirmações do teorema podem ser

verificadas por cálculos diretos, começando com Eqs. (3.40), (3.41).

Exerćıcio. Obtenha as afirmações do teorema anterior como sugerido acima.

Este resultado pode ser invertido, fornecendo uma receita simples

para a construção de uma transformação canônica livre.
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Proposição. Seja S(qa, p′b, τ) uma dada função que satisfaça à pro-

priedade ∂2S
∂qa∂p′b

6= 0 para todo τ . Resolvamos as equações algébricas

q′a = ∂S(q,p′,τ)
∂p′a

, cpa = ∂S(q,p′,τ)
∂qa com relação a q, p. Então a solução

qa = qa(q′, p′, τ), pa = c−1 ∂S

∂qa

∣∣∣∣
q(q′,p′,τ)

≡ pa(q
′, p′, τ), (3.48)

é uma transformação canônica livre.

Demonstração. Precisamos mostrar que as funções zi(z′, τ) satisfa-

zem as relações ∂zi

∂z′k
ωkl ∂z

j

∂z′l
= c−1ωij. Consideremos, por exemplo

∂qa

∂q′c
∂pb
∂p′c

− ∂pb
∂q′c

∂qa

∂p′c
= c−1δab. (3.49)

As derivadas presentes nesta expressão podem ser calculadas a par-

tir da identidade q′a ≡ ∂S(q,p′,τ)
∂p′a

∣∣∣
q(q′,p′,τ)

. Com notações do tipo

∂2S(q,p′,τ)
∂qd∂p′c

∣∣∣
q(q′,p′,τ)

≡ (Sqp′)
c
d obtemos ∂qa(z′,τ)

∂q′c
= (S−1

qp′ )
a
c ,

∂qa(z′,τ)
∂p′c

=

−(S−1
qp′ )

a
b (Sp′p′)

bc. Além disso, partindo da identidade cpa(q
′, p′, τ) ≡

∂S(q,p′,τ)
∂qa

∣∣∣
q(q′,p′,τ)

encontramos ∂pa(z′,τ)
∂q′c

= c−1(S−1
qp′ )

b
c(Sqq)ba,

∂pa(z′,τ)
∂p′c

=

c−1(Sqp′)
c
a−c−1(Sqq)ab(S

−1
qp′ )

b
d(Sp′p′)

dc. A substituição destas expressões

no lado esquerdo da Eq.(3.49) na última nos dá novamente uma

identidade.

Cabe comentar que existem outras representações para a função

geradora, que podem depender de outros três pares de variáveis,

S(qi, q′i), S(pi, p
′
i) e S(q′i, pi). Tais funções geradoras são associa-

das a transformações canônicas que são análogas às transformações

canônicas livres, com a diferença de que ao invés de ser posśıvel

resolver algebricamente as equações q′ = q′(q, p) e p′ = p′(q, p) em

termos de q e p′, estas equações podem ser resolvidas em termos dos

pares de variáveis independentes q e q′, p e p′ e q′ e p. Estas funções

são ligadas por meio de transformações de Legendre4, desde que sa-

tisfaçam à condição de que a matriz Hessiana associada à respectiva
4para um tratamento sistemático de tais funções geradoras, veja [18], onde o autor apre-

senta ”geradores universais”para os quatro tipos de função geradora.
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função geradora seja não-singular. Como exemplo de transformação

de Legendre consideremos as funções geradoras S(qi, q′i) e S ′(qi, p′i).

As funções S e S ′ são ligadas da seguinte forma

S(qi, q′i) = q′jp′j(q
k, q′k)− S ′(qi, p′i(q

k, q′k)). (3.50)

3.3.3 Exemplos de função geradora

1. Consideremos a função S = f i(qj, t)p′i, onde as f i são funções

independentes e invert́ıveis, tais que os qi possam ser expressos em

termos das novas variáveis q′i. As equações da transformação são

dadas por

q′i =
∂S

∂p′i
= f i(qj, t), pj =

∂S

∂qj
=
∂f i

∂qj
p′i, (3.51)

tais transformações são canônicas, devido à arbitrariedade das funções

f i(qj, t). Tais transformações são ditas transformações de ponto.

Vejamos o significado deste fato: a partir de transformação geral

de coordenadas no espaço de configurações, qi → q′i = f ′i(q, τ),

podemos construir uma transformação canônica.

2. Uma transformação que mantém algum par (q, p) inalterado,

e troca o restante das variáveis canônicas, com uma troca de sinal, é

obviamente uma transformação canônica. Aqui o fato interessante

é que esta transformação não pode ser descrita por meio de uma

função geradora de uma das quatro formas ”puras”discutidas acima,

aqui a função geradora é de uma forma ”mista”. Considerando um

sistema com dois graus de liberdade, a transformação dada pelas

equações

q′1 = q1, p′1 = p1,

q′2 = p2, p′2 = −q2, (3.52)

é gerada pela função

F = q1p′1 + q2q′2, (3.53)
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a qual é uma combinação entre dois tipos de função geradora, tal fato

é devido às equações da transformação não poderem ser expressas

em termos de um dos pares de variáveis (qi, p′i), (qi, q′i), (q′i, pi) ou

(pi, p
′
i).

Vamos agora discutir exemplos de aplicações das transformações

canônicas à resolução de alguns problemas simples, como o oscilador

harmônico, por exemplo.

3. Consideremos a Hamiltoniana do oscilador harmônico uni-

dimensional, H(q, p) = p2

2m
+ kq2

2
, que pode ser reescrita na forma

H = 1
2m

(p2 +m2ω2q2), onde ω2 = k
m

. Esta forma de Hamiltoniana

sugere uma transformação de coordenadas na qual H seja ćıclica

em uma nova coordenada. Se pudermos obter uma transformação

canônica da forma

p = f(p′) cos q′,

q =
f(p′)

mω
sin q′, (3.54)

então a nova Hamiltoniana, como função de q′ e p′, seria simples-

mente

H̃ =
f 2(p′)

2m
(cos2 q′ + sin2 p′) =

f 2(p′)

2m
, (3.55)

donde q′ é ćıclica. O problema é encontrar a forma da função f(p′)

tal que a transformação seja canônica. A razão destas equações nos

dá a relação

p = mqω cot q′, (3.56)

que é independente de f(p′). A última equação pode ser escrita

como

p =
∂F (q, q′)

∂q
, (3.57)

onde F é a função geradora. A solução mais simples para F é dada

por

F =
mq2ω

2
cot q′. (3.58)
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Assim a outra equação de transformação é dada por

p′ = −∂F
∂Q

=
mq2ω

2 sin2 q
. (3.59)

Resolvendo para q obtemos

q =

√
2p

mω
sin′ q′. (3.60)

Comparando com a Eq.(3.54), temos que a única expressão posśıvel

para f(p′), de forma que a transformação seja canônica é

f(p) =
√

2mωp′. (3.61)

Hamiltoniana em termos das novas coordenadas é dada por

H = ωp′. (3.62)

Como a Hamiltoniana é ćıclica em relação a q′, o momento conju-

gado correspondente é uma constante do movimento. A equação de

movimento correspondente para q′ é dada por

q̇′ =
∂H

∂p′
= ω, (3.63)

cuja solução é, evidentemente, q′ = ωt+α, onde α é uma constante

fixada pelas condições iniciais. Da Eq. (3.60), a solução para q é

dada por

q =

√
2E

mω2
sin(ωt+ α), (3.64)

que é a solução usual para o oscilador harmônico. Cabe mencionar

que utilizarmos uma transformação canônica para resolver o pro-

blema do oscilador harmônico é ”perda de tempo”, devido a simpli-

cidade do problema. Este exemplo é apenas para ilustrar como uma

transformação canônica pode ser empregada.

4. Uma part́ıcula de massa m move-se sob ação de um campo com

simetria ciĺındrica. (a) Determine as equações de movimento re-

lativas a eixos girando uniformemente com velocidade angular ω.
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(b) Determine a função geradora da transformação canônica para o

sistema girante.

(a) Inicialmente, devemos obter as equações de movimento em

coordenadas cartesianas e ciĺındricas. A ação Lagrangeana para

este sistema é dada por

S =

∫
dτ{m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z). (3.65)

A partir da ação obtemos a Hamiltoniana do sistema nas coordena-

das (x, y, z), que é dada por

H =
1

2m
(p2
x + p2

y + p2
z) + V (x, y, z). (3.66)

As equações relacionando as coordenadas iniciais e as coordenadas

que giram em conjunto com os eixos girantes são facilmente obtidas

empregando-se a matriz inversa da matriz de rotação x

y

z

 =

 cosωt − sinωt 0

sinωt cosωt 0

0 0 1


 x′

y′

z′

 (3.67)

A Lagrangeana nas coordenadas com linha (sistema girante) é dada

por

L =
1

2
m(ẋ′2 + ẏ′2 + ż′2 + ω2(x′2 + y′2)+

2ω(ẏ′2x′ − ẋ′2y′))− V (x′, y′, z′). (3.68)

e a Hamiltoniana correspondente é facilmente obtida como

H ′ = (
1

2m
)(p2

,x + p,2y + p,2z )− ω(x′p′y − y′p′x) + V (x′, y′, z′) (3.69)

Como H ′ não depende explicitamente do tempo, a Hamiltoniana é

uma quantidade conservada. No entanto, neste caso a Hamiltoniana

não representa a energia total do sistema, o que pode ser entendido

devido à dependência expĺıcita das equações da transformação com

o tempo. O segundo termo em H ′ é exatamente a energia associada
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com a rotação aparente da part́ıcula quando observada do referencial

não-inercial que gira junto com os eixos. As equações de Hamilton

são

ṗ′x = −∂H
′

∂x′
= ωp′y −

∂V

∂x′
,

ṗ′y = −∂H
′

∂y′
= −ωp′x −

∂V

∂y′
,

ṗ′z = −∂H
′

∂z′
= −∂V

∂z′
. (3.70)

Em coordenadas ciĺındricas os momentos conjugados são dados por

p′ρ =
∂T

∂ρ̇′
= p′x cosϕ′ + p′y sinϕ′

p′ϕ =
∂T

∂ϕ̇′
= −p′xρ′ sinϕ′ + p′yρ

′ cosϕ′ (3.71)

ou

p′y = p′ρ sinϕ′ + (
1

ρ′
p′ϕ cosϕ′,

p′x = p′ρ cosϕ′ − (
1

ρ′
p′ϕ sinϕ′ (3.72)

E a Hamiltoniana transforma-se em

H ′ = (
1

2m
)(p,2ρ + (

1

ρ′2
p,2ϕ + p,2z )− ωp′ϕ + V (ρ′, z′) (3.73)

e as equações dinâmicas dadas por

ṗ′ρ = −∂H
′

∂ρ′
=

1

mρ3
p,2ϕ −

∂V

∂ρ′
, ṗ′z = −∂V

∂z′
ρ̇ =

∂H ′

∂p′ρ
=
p′ρ
m
,

ϕ̇′ =
∂H

∂p′ϕ
=

p′ϕ
mρ′2

− ω, ż′ =
p′z

m
. (3.74)

O momento angular p′ϕ é uma constante do movimento, devido à

simetria ciĺındrica do potencial, ou seja, H ′ é ćıclica em ϕ.

(b) Consideremos a função geradora S = S(x, y, z, p′x, p
′
y, p

′
z). Então

x′ =
∂S

∂p′x
= x cosωt+ y sinωt, (3.75)
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y′ =
∂S

∂p′y
= −x sinωt+ y cosωt, (3.76)

destas equações e do fato de que z′ = z segue que a função geradora

da transformação pode ser escolhida na forma

S = p′x(x cosωt+ y sinωt) + p′y(y cosωt− x sinωt) + p′zz. (3.77)

Empregando a expressão para a Hamiltoniana transformada, Eq.

(3.45), temos

H ′ = H − ω(x′p′y − y′p′x), (3.78)

como

px =
∂S

∂x
= p′x cosωt− p′y sinωt, (3.79)

py =
∂S

∂y
= p′x sinωt+ p′y cosωt, (3.80)

pz = p′z, (3.81)

utilizando estas identidades, temos

(
1

2m
)(p2

x + p2
y + p2

z) =
1

2m
(p,2x + p,2y + p,2z ). (3.82)

Assim H ′ obtida por esta técnica está de acordo com aquela obtida

em (a).

Exerćıcios. 1. Encontre a transformação canônica que relaciona duas formulações

obtidas a partir de duas Lagrangeanas que diferem por uma derivada total: L and L

+ dN(q)
dτ

.

2. Seja zi → z′i(z, τ) uma transformação canônica. Mostre que não existe uma função

geradora da seguinte forma: z′i = ∂S(z,τ)

∂zi .

3. Seja qa → q′a(qb) uma transformação geral de coordenadas no espaço de confi-

gurações. Encontre sua extensão q′a(qb), p′a(qb, pc), que represente uma transformação

canônica no espaço de fase. Este resultado, junto com a Eq. (3.45), implica que a Ha-

miltoniana de uma teoria Lagrangeana não-singular em coordenadas generalizadas

representa a energia de sistema. Resposta: q′a = q′a(q), p′a = ∂qb(q′)
∂q′a pb. Em outras

palavras, pa se transforma como um vetor sobre a transformação geral de coordenadas

qa.
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4. Mostre que a transformação dada por

q′1 = q2
1 + p2

1, q′2 =
1

2
(q2

1 + q2
2 + p2

1 + p2
2),

p′1 =
1

2
arctan

q2

p2
− 1

2
arctan

q1

p1
, p′2 = − arctan

q2

p2
, (3.83)

é uma transformação canônica. Use esta transformação para resolver as equações de

movimento para um sistema cuja Hamiltoniana é dada por H = 1
2
(p2

1 + p2
2 + q2

1 + q2
2),

e compare esta solução com a solução obtida utilizando-se as variáveis iniciais.

3.4 Exemplos de transformações canônicas

3.4.1 Evolução de um sistema f́ısico como transformação

canônica. Invariância do volume no espaço de fase

Denotemos a solução geral das equações de Hamilton para um dado

sistema dinâmico como z′i(cj, τ), onde cj são números arbitrários.

Para qualquer ponto zi dado do espaço de fase, os números ci podem

ser escolhidos de tal forma que a trajetória passe pelo ponto em τ =

0: z′i(cj, 0) = zi. A última equação pode ser resolvida: cj = cj(z).

A substituição deste resultado na solução geral nos dá esta como

função da posição inicial: z′i(zj, τ), z′i(zj, 0) = zi. Por construção,

temos a identidade

dz′i(zj, τ)

dτ
= ωij

∂H(z′)

∂z′j

∣∣∣∣
z′(z,τ)

. (3.84)

Consideremos as funções inversas z′i = z′i(z, τ) como um trans-

formação entre os sistemas de coordenadas (z, τ) e (z′, τ) (equiva-

lentemente, podeŕıamos utilizar as funções diretas)

zi → z′i = z′i(z, τ). (3.85)

Demonstraremos agora a validade da equação

{z′i(z, τ), z′j(z, τ)}z = ωij. (3.86)
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z  (  )

z’  =z  (0)

z    z’(z,   )

canon. transf.

τ
τ

τ

τ

2
2z  (  )

1

1 1

2

z(  )τ

z’  =z  (0)

evolution

Figura 3.1: A evolução de um sistema gera uma transformação canônica.

Neste sentido a solução geral das equações de movimento pode ser

considerada como uma transformação canônica univalente (3.85),

veja a Figura 3.1 na pág. 79.

Denotemos o membro esquerdo da Eq. (3.86) como W ij. En-

contremos a equação diferencial para W como função do tempo.

Usando a Eq. (3.84), obtemos imediatamente

∂

∂τ
W ij = ωikHklW

lj − ωjkHklW
li, para todo z′i, (3.87)

onde Hkl ≡ ∂′k∂
′
lH(z). Além disso, como z′i(z, 0) = zi, temos as

condições iniciais: W ij(0) = ωij. Notemos que W ij(τ) = ωij obe-

dece ao sistema e às condições iniciais. Esta solução é única, já

que o sistema normal (3.87) possui uma única solução com dadas

condições iniciais.

Exerćıcio. Verifique a validade da Eq.(3.86) até a terceira ordem em τ por meio

de cálculos diretos, usando a fórmula de Taylor: z′i(z, τ) = z′i(z, 0) + ∂τz′i|0τ +

1
2
∂2

τz′i|0τ2 + . . ..

De acordo com a definição de transformação canônica, o resultado

obtido pode também ser formulado como se segue. Considremos
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algum sistema dinâmico com Hamiltoniana H

dzi

dτ
= ωij

∂H(z)

∂zj
. (3.88)

Então a transformação (3.85), gerada pelo fluxo Hamiltoniano de

H0, preserva a forma canônica das equações (3.88): dz′i

dτ
= ωij ∂H̃(z′,τ)

∂z′j
.

Em particular, a transformação (3.85) leva o sistema (3.84) em

um sistema com H̃0 = 0: dz′i

dτ
= 0. Isto segue da observação que,

por construção, z′i(z(τ), τ) = const para qualquer solução z(τ) da

Eq. (3.84).

Exerćıcio. Verifique este fato por meio de cálculos diretos com a utilização das Eqs.

(1.108), (1.107) e (3.86).

Então, de acordo com a Eq. (3.45), a função geradora da trans-

formação (3.85) obedece à equação

∂S

∂τ
= −H0. (3.89)

Consideremos um domı́nio D′ do espaço de fase com volume dado

por V ′ =
∫
D′
d2nz′. Durante a evolução, os pontos z′i são desloca-

dos para zi(z′, τ), e formam o domı́nio D. Calculemos o volume

de D. Fazendo uma mudança de variáveis zi(z′, τ) na integral 2n-

dimensional, obtemos V =
∫
D
d2nz =

∫
D′

det ∂zk

∂z′i
d2nz′ =

∫
D′
d2nz′ =

V ′. Aqui a Eq. (3.2) foi utilizada. Como o Jacobiano é uma função

cont́ınua de τ , e para τ = 0 termos a transformação identidade, te-

mos det J = +1. Assim o volume de um domı́nio no espaço de fase

mantém seu valor constante durante a evolução: V = V ′.

A invariância do volume no espaço de fase é um exemplo de

integral invariante. Outros exemplos serão discutidos no Cap. 4.
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3.4.2 Transformações canônicas em teoria de perturbações.

Agora, consideremos um sistema cuja Hamitoniana possa ser escrita

como a soma de duas Hamiltonianas, com equações de movimento

dzi

dτ
= ωij

∂(H0(z) +H1(z))

∂zj
. (3.90)

Dizemos que o sistema inicial, descrito por H0, é ”perturbado” por

H1. Suponhamos que a solução geral para o sistema não perturbado

H0 seja conhecida. Então a transformação canônica corrrespondente

(3.24) transforma o sistema (3.90) no sistema Hamiltoniano com

Hamiltoniana H1:

dz′i

dτ
= ωij

∂H1(z(z
′, τ))

∂z′j
. (3.91)

De fato, como a transformação é canônica, a nova Hamiltoniana é

(veja a Eq. (3.45)) H0 + H1 + ∂τS, mas ∂τS = −H0 devido à Eq.

(3.89).

Exerćıcio. Obtenha este resultado por cálculos diretos com o uso das Eqs. (1.108),

(1.107) e (3.86).

Se z′i(cj, τ) é a solução geral do problema (3.91), obtemos a solução

geral do problema (3.90) tomando a composição com a solução não

perturbada, dada por (3.85): zi = zi(z′j(ck, τ), τ).

Assim mostramos, por meio do uso de transformações canônicas,

como o problema perturbado (3.90) pode ser tratado utilizando-se

o problema não perturbado (3.84). De acordo com a estrutura do

resultado final: zi = zi(z′j(ck, τ), τ), a perturbação na energia de um

sistema pode ser reformulada como uma perturbação das condições

iniciais para o problema inicial. Esta observação torna-se extrema-

mente útil na mecânica quântica e na teoria quântica de campos,

onde podemos utilizar os quadros de Schrodinger, Heisenberg ou de

interação (de Dirac) no estudo da evolução de um sistema quântico

[10].
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p

q  , p

q’  , p’

q

q’

p’
1

1

1

i

i
j

j

1

1

F(z)=0         p’ =0

Figura 3.2: As coordenadas z′i, adaptadas com a superficie, podem ser escolhi-
das canônicas.

Exerćıcio. Aplique este método para o problema unidimensional com a Hamiltoniana

H0 + H1 = 1
2
p2 − eτ

q−τp
.

3.4.3 Coordenadas ajustadas com uma superf́ıcie

Consideremos a equação algébrica F (qa, pb) = 0. Suponhamos que

ela possa ser resolvida com respeito a uma das variáveis, digamos

p1: p1 = f(qa, p2, p3, . . . , pn). Mostraremos aqui que existe uma

transformação canônica tal que nas novas coordenadas a superf́ıcie

F = 0 é descrita pela equação p′1 = 0, veja a Figura 3.2 na pág. 82.

Este resultado é interessante no contexto das teorias singulares.

Neste caso o sistema das equações de Hamilton necessariamente

contém as equações diferenciais (na forma canônica) e as equações

algébricas Fα = 0, ditas v́ınculos de Dirac. Assim, buscamos todas

as soluções das equações de movimento sobre uma superf́ıcie definida

pelas equações algébricas. Então é natural escolhermos coordena-

das especiais tais que a superf́ıcie comporte-se como um plano nestas
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coordenadas: z′α = 0. Demonstraremos que a transformação corres-

pondente pode ser escolhida como uma transformação canônica, ou

seja, a forma canônica das equações de movimento não será des-

trúıda nas novas coordenadas. Isto simplifica muito a análise das

equações de Hamilton e, além disso, leva-nos a uma interpretação

f́ısica auto-consistente de uma teoria singular [12].

Será conveniente utilizarmos a seguinte notação: zi = (q1, p1, z
α).

Busquemos pelas novas coordenadas na forma

q′1 = q1, p′1 = p1 − f(q1, zα), z′α = zα + hα(q1, zα), (3.92)

com as funções indeterminadas hα, as quais obedecem à condição

hα(q1, zα)
∣∣
q1=0

= 0. (3.93)

Escrevendo as condições de canonicidade

{q′1, q′1}z = {p′1, p′1}z = 0, {q′1, p′1}z = 1, {q′1, z′α}z = 0,(3.94)

{p′1, z′α}z = 0 ⇔ ∂hα

∂q1
= {z′α, f}, (3.95)

{z′α, z′β}z = ωαβ. (3.96)

As equações (3.94) já são satisfeitas. A equação (3.95) é uma equação

diferencial parcial de primeira ordem ∂hα

∂q1
+ ∂f

∂zβ ω
βγ ∂hα

∂zγ = ωαγ ∂f
∂zγ .

O problema de Cauchy (3.93) para esta equação tem uma única

solução hα(q1, zα), veja, por exemplo, [4].

A solução automaticamente obedece à Eq. (3.96). Para confir-

marmos este resultado, escrevemos uma equação para {z′α, z′β} a

partir da diferenciação do comutador com respeito a q1. Utilizando

a Eq. (3.95), assim como a identidade de Jacobi, obtemos

∂

∂q1
{z′α, z′β} = {{z′α, z′β}, f} para quaisquer α, β fixos. (3.97)
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enquanto a Eq. (3.93) implica na condição de contorno

{z′α, z′β}
∣∣
q1=0

= ωαβ. (3.98)

Notemos que a matriz ωαβ obedece às Eqs. (3.97), (3.98). Seme-

lhante o caso anterior, o problema tem uma única solução, e con-

clúımos que a equação (3.24) é válida.

3.5 Transformação da ação Hamiltoniana

De acordo com a subseção 1.5, as equações de Hamilton (1.92) po-

dem ser obtidas pela aplicação do prinćıpio da ação mı́nima à ação

Hamiltoniana

SH =

∫
dτ(paq̇

a −H(q, p)), (3.99)

enquanto que para as variáveis canonicamente transformadas q′ e

p′, as equações correspondentes seguem a partir da expressão si-

milar com a Hamiltoniana dada por (3.41). É interessante ver a

deformação do integrando de (3.99) depois da substituição direta de

z(z′, τ). Fazendo os cálculos, obtemos

(paq̇
a −H(z))|z(z′,τ) = c−1(p′aq̇

′a−(
cH(z(z′, τ))− cpa(z

′, τ)
∂qa(z′, τ)

∂τ
+
∂F (z′, τ)

∂τ

)
+
dF (z′, τ)

dτ
)(3.100)

onde F é exatamente a função especificada na Eq. (3.40). Note

também que a Hamiltoniana transformada (3.41) aparece no lado

direito do integrando. No caso de transformação univalente, temos

paq̇
a −H(q, p) = p′aq̇

′a − H̃(q′, p′) +
dF (q′, p′, τ)

dτ
. (3.101)

Exerćıcio. Será que as equações de Hamilton (3.22) podem ser obtidas aplicando-se o

prinćıpio da ação mı́nima à ação Hamiltoniana com integrando dado por (3.100)? Con-

sidere também os casos de transformações univalentes e de transformações univalentes

independentes do tempo.
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3.6 Resumo: definições equivalentes para as

transformações canônicas

Na seção 1.8 as transformações canônicas foram definidas como

aquelas que mantêm a forma das equações de Hamilton, para qual-

quer dada Hamiltoniana. Nas seções subsequentes encontramos ou-

tras formas de se caracterizar as transformações canônicas, ou seja,

podemos definir as transformações canônicas de várias formas equi-

valentes. Por conveniência, apresentamos aqui a lista destas de-

finições:

Seja zi → z′i(zj, τ) uma transformação no espaço de fase. Então

as seguintes afirmações são equivalentes, e qualquer uma destas pode

ser utilizada como definição de transformação canônica:

1. A transformação preserva a forma canônica das equações de Ha-

milton para qualquer sistema Hamiltoniano:

żi = ωij
∂H

∂zj
z→z′−→ ż′i = ωij

∂H̃(z′, τ)

∂z′j
, ∀ H, alguma H̃. (3.102)

2. A transformação mantém invariante (a menos de uma constante

c) a matriz simplética

∂z′k

∂zi
ωij

∂z′l

∂zj
= cωkl, ou {z′k, z′l}z = cωkl, c = const. (3.103)

3. Existe uma função E(z′, τ) tal que

czj(z′, τ)ωji
∂zi(z′, τ)

∂z′l
+ ωljz

′j = 2
∂E(z′, τ)

∂z′l
. (3.104)

4. Existe uma função F (z′, τ) tal que

cpb
∂qb

∂q′a
− p′a =

∂F (z′, τ)

∂q′a
, cpb

∂qb

∂p′a
=
∂F (z′, τ)

∂p′a
. (3.105)

Se a função E(z′, τ) (3.104) é conhecida, F (z′, τ) pode ser tomada

na forma

F (z′, τ) ≡ E(z′, τ) +
c

2
qb(z′, τ)pb(z

′, τ)− 1

2
q′bp′b, (3.106)
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5. Para uma transformação livre, existe a função geradora S(q, p′, τ)

com ∂S
∂qa∂p′b

6= 0 tal que

q′a(q, p′, τ) =
∂S

∂p′a
, cpa(q, p

′, τ) =
∂S

∂qa
. (3.107)

Se a função F (z′, τ) (3.105) é conhecida, a função geradora pode ser

tomada na forma

S(q, p′, τ) = F (q′(q, p′, τ), p′, τ) + p′aq
′a(q, p′, τ). (3.108)

3.7 Equação de Hamilton-Jacobi

De acordo com a Eq. (3.41), a Hamiltoniana possui uma lei de

transformação não-trivial sob a ação de transformações canônicas

dependentes do tempo. De fato, a Hamiltoniana transformada H̃

contém uma função arbitrária, F (z′, τ), a função geradora, que de-

termina a transformação canônica de acordo com as Eqs. (3.105),

(3.107). Este fato pode ser utilizado para encontrar a Hamiltoniana

transformada, H̃, na forma mais simples posśıvel, o que implica em

um método bastante elegante para a obtenção da solução geral das

equações de Hamilton

żi = ωij
∂H

∂zj
. (3.109)

Tomando uma transformação canônica univalente

zi → z′i = z′i(z, τ), (3.110)

temos as equações para as novas variáveis: ż′ = {z′, H̃}, a saber

ż′i = ωij
∂

∂zj

(
H(z(z′, τ))− pa(z

′, τ)
∂qa(z′, τ)

∂τ
+
∂F (z′, τ)

∂τ

)
(3.111)

Buscando a transformação (3.110) tal que H̃ seja identicamente

nula, ou seja H̃ = 0, temos

H(z(z′, τ))− pa(z
′, τ)

∂qa(z′, τ)

∂τ
+
∂F (z′, τ)

∂τ
= 0, (3.112)
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Figura 3.3: Interpretação geométrica do método de Hamilton-Jacobi: enquanto
as coordenadas do ponto M no sistema z são definidas pela projeção ao longo
de MO, no sistema z′ elas são definidas pela projeção ao longo de MA.

assim a Eq. (3.111) adquire a forma ż′i = 0 e pode ser imedi-

atamente resolvida: z′i = ci = const. Nas novas coordenadas o

sistema está em repouso. Agora retornemos às variáveis iniciais:

substituindo este resultado no membro esquerdo da Eq. (3.110) e

resolvendo o sistema com relação a z

zi = zi(τ, cj), (3.113)

obtemos, por construção, a solução geral das equações de movimento

(3.109).

A interpretação geométrica deste procedimento é exremamente

simples: buscamos coordenadas especiais (z′i, τ) no espaço de fase

extendido tais que as trajetórias do sistema dinâmico sejam retas

verticais nestas coordenadas, veja a figura 3.3.

De acordo com o método, para obtermos a solução das equações

de movimento (3.109) precisamos encontrar a solução da Eq. (3.112),

que envolve 2n + 1 funções desconhecidas zi(z′j, τ), F (z′i, τ). No

entanto, por construção elas são relacionadas de acordo com 2n
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equações (3.105). Considerando que a transformação canônica seja

livre, o sistema (3.112) e (3.105) pode ser analizado em termos das

variáveis independentes q, p′ no lugar de q′, p′. De acordo com as

Eqs. (3.45) e (3.44), nas novas variáveis esta assume a forma

∂S(q, p′, τ)

∂τ
+H(q, p(q, p′, τ)) = 0, (3.114)

q′a(q, p′, τ) =
∂S(q, p′, τ)

∂p′a
, pa(q, p

′, τ) =
∂S(q, p′, τ)

∂qa
. (3.115)

Como a solução geral (3.113) é uma transformação canonica, a Eq.

(3.115) afirma, que nos estamos procurando a função geradora dela.

Utilizando a segunda equação de (3.115) na Eq. (3.114), as variáveis

podem ser separadas, o que nos dá a equação para a função S(qa, τ)

∂S(qa, τ)

∂τ
+H

(
qa,

∂S(qa, τ)

∂qb

)
= 0, (3.116)

onde p′b foram omitidos já que entram na equação como parâmetros.

Esta equação diferencial parcial é conhecida como equação de Hamilton-

Jacobi. De acordo com a teoria das equações diferenciais parciais,

a solução desta equação geralmente depende de funções arbitrárias.

Em particular, podemos buscar aquelas em que a solução depende

de n constantes arbitrárias, que são denotadas por p′b. Tais soluções

são ditas soluções completas da equação de Hamilton-Jacobi. Seja

S(qa, p′b, τ) uma solução completa. Então a Eq. (3.115) determina

a transformação canônica livre (3.110) que anula a Hamiltoniana

H̃. De acordo com a análise precedente, a solução das equações

algébricas (3.110): zi = zi(z′j, τ) nos dá a solução geral das equações

de Hamilton (3.109).

Resumindo, o método de Hamilton-Jacobi para a resolução das

equações de Hamilton

żi = ωij
∂H

∂zj
. (3.117)

pode ser formulado como segue:
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1. Encontrar a solução S(qa, p′b, τ), det ∂S
∂qa∂p′b

6= 0 da equação de

Hamilton-Jacobi

∂S(qa, τ)

∂τ
+H(qa,

∂S(qa, τ)

∂qb
) = 0, (3.118)

a qual depende de n constantes arbitrárias p′j.

2. Escrever as expressões para q′a

q′a =
∂S(q, p′, τ)

∂p′a
, pa =

∂S(q, p′, τ)

∂qa
, (3.119)

e resolvê-las algebricamente com relação a q, p:

qa = qa(q′, p′, τ), pa = pa(q
′, p′, τ). (3.120)

Estas funções representam a solução geral para as equações (3.117)

com 2n constantes de integraçào q′a, p′a.

Portanto, o problema de encontrarmos a solução de 2n equações

diferenciais ordinárias (3.117) pode ser trocado pelo de encontrarmos

a solução S da equação diferencial parcial (3.118) que depende de n

constantes arbitrárias.

Exerćıcios. 1. Mostre que, para um sistema conservativo, a partir da resolução

de uma equação diferencial parcial apropriada podemos construir uma transformação

canônica tal que a nova Hamiltoniana seja uma função apenas das coordenadas. Mostre

como a solução das equações de movimento é dada em termos das novas coordenadas

e momentos.

2. A equação de Hamilton-Jacobi é obtida buscando-se uma transformação canônica

ligando as coordenadas do espaço de fase q e p às constantes q′ e p′. Reciprocamente,

se S(qa, p′a, τ) é uma solução completa da equação de Hamilton-Jacobi, mostre que o

conjunto de variáveis qa e pa, definido pelas equações (3.119) obedece às equações de

Hamilton.



90 3 Propriedades das transformações canônicas

3.8 A ação funcional como função geradora da

evolução

Na subseção 3.4.1 vimos que a solução geral das equações de Ha-

milton pode ser identificada com uma transformação canônica. Foi

demonstrado na seção 3.2, que a Hamiltoniana representa o gerador

desta transformação, determinando sua forma infinitesimal. Aqui

discutiremos uma transformação finita, e mostraremos que a função

geradora correspondente S é intimamente ligada com a ação Hamil-

toniana SH . Em particular, quando a solução geral das equações de

Hamilton é conhecida, S é constrúıda a partir de SH de acordo com

uma regra simples, veja a Eq. (??).

Suponhamos que temos a solução S(q, p′, τ) da equação de Hamilton-

Jacobi, Eq. (3.116). Então as derivadas de S (3.115) permitem-nos

construir a solução geral das equações de Hamilton como uma função

dos valores iniciais z′ quando τ = τ0 (veja a discussão no fim da seção

3.2)

z = z(z′, τ), z(z′, τ0) = z′. (3.121)

Ao mesmo tempo, considerando (z′, τ) e (z, τ) como dois sistemas de

coordenadas no espaço de fase extendido, a Eq. (3.121) determina

a transformação canônica. De acordo com (3.115), S é sua função

geradora.

Exerćıcio. Mostre que, a partir de (3.121) e (3.115) segue que

S(q, p′, τ0) = p′aqa + c, c = const. (3.122)

Equivalentemente, podemos dizer que a expansão de S em série em torno de τ0 tem

a forma S = (p′aqa + c) + O(τ − τ0). Como a função geradora é definida a menos de

uma constante, omitiremos c na sequência.

Usando a função geradora S, construamos a função F dos valo-

res iniciais a partir da Eq. (3.108), que será denotada aqui por

SH(q′, p′, τ)

SH(q′, p′, τ) ≡ S(q, p′, τ)|q(q′,p′,τ) − p′aq
′a. (3.123)
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A Eq. (3.122) implica S(q, p′, τ)|q(q′,p′,τ)|τ0 = p′aq
′a, so

SH(q′, p′, τ0) = 0. (3.124)

Calculando a derivada de SH com respeito a τ

∂SH(q′, p′, τ)

∂τ
=

∂

∂τ

(
S(q, p′, τ)|q(q′,p′,τ)

)
=
∂S(q, p′, τ)

∂τ

∣∣∣∣
q(q′,p′,τ)

+
∂S(q, p′, τ)

∂qa

∣∣∣∣
q(q′,p′,τ)

∂qa(q′, p′, τ)

∂τ

= (pq̇ −H(q, p))|z(z′,τ) , (3.125)

onde as Eqs. (3.114), (3.37) foram utilizadas. Assim, o integrando

da ação Hamiltoniana, apresentado como função dos valores inici-

ais obtida com o conhecimento da solução geral, determina a de-

pendência temporal da função geradora (3.123)

∂SH(q′, p′, τ)

∂τ
= (pq̇ −H(q, p))|z(z′,τ) . (3.126)

Como o lado direito desta equação é uma função conhecida de τ ,

obtemos imediatamente sua solução sujeita à condição inicial (3.124)

SH(q′, p′, τ) =

∫ τ

τ0

dτ (pq̇ −H(q, p))|z(z′,τ) . (3.127)

Este resultado pode ser diretamente invertido, permitindo-nos cons-

truir a função geradora S(q, p′, τ) partindo da solução geral conhe-

cida: seja z = z(z′, τ), z(z′, τ0) = z′ a solução geral do sistema

Hamiltoniano H(q, p). Definimos a função SH(q′, p′, τ) de acordo

com a Eq. (3.127), e então escrevemos

S(q, p′, τ) ≡ p′q′(q, p′, τ) +

(∫ τ

τ0

(pq̇ −H(q, p) )|z(z′,τ)
)∣∣∣∣

q′(q,p′,τ)

(3.128)

Esta função obedece à equação de Hamilton-Jacobi. Portanto ela

representa uma função geradora de uma transformação canônica z′

→ z que corresponde à solução geral. Neste sentido, a ação Ha-

miltoniana é a função geradora da transformação canônica ao longo
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das soluções das equações de Hamilton: ela transforma as variáveis

do sistema de um instante de tempo para outro.

Exerćıcio. Mostre, por cálculos diretos, que S da Eq. (3.128) obedece à equação de

Hamilton-Jacobi.

3.9 Separação de variáveis

Na seção 3.7 demonstramos que resolver um sistema de 2n equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem é equivalente a resolver-

mos a equação diferencial parcial de Hamilton-Jacobi. No entanto,

no caso geral as equações diferenciais parciais são de d́ıficil resolução.

Porém, sob certas condições, podemos separar as variáveis na equação

de Hamilton-Jacobi, e a solução pode ser obtida por meio de qua-

draturas. Aqui discutiremos dois casos onde é posśıvel fazermos a

separação de variáveis e ilustraremos estes casos com dois exemplos

simples e bem conhecidos, o oscilador harmônico e o problema de

Kepler.

Nesta seção vai ser conveniente de trabalhar com a função gera-

dora S(q, q′, τ), que é análoga à função S(q, p′, τ). Neste caso, vamos

pegar as variáveis qa e q′a como variáveis independentes, em vez de

qa e p′a. Ou seja, podemos resolver q′a = q′a(q, p, τ) e p′a = p′a(q, p, τ)

com relação às variáveis qa e q′a. Temos então pa = pa(q, q
′, τ) e

p′a = p′a(q, q
′, τ). Transformações canônicas com esta propriedade

também são ditas transformações canônicas livres.

Repetindo a análise da subseção 3.3.2, obtemos os seguintes re-

sultados:

1) O primeiro teorema é formulado da seguinte maneira,

Proposição. Seja qa → q′a = q′a(q, p, τ), pa → p′a = p′a(q, p, τ) uma

transformação canônica livre, portanto a partir dessas expressões

temos

p′a = p′a(q, p(q, q
′, τ), τ) ≡ p′a(q, q

′, τ), pa = pa(q, p′, τ). (3.129)
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Então

• existe uma função geradora S(q, q′, τ) que obedece à propriedade
∂S

∂qa∂q′b
6= 0 tal que

pa(q, q
′, τ) = c−1 ∂S

∂qa
, p′a(q, q

′, τ) = − ∂S

∂q′a
. (3.130)

• a Hamiltoniana transformada (3.41), apresentada como função de

q e q′, tem a forma

H̃(z′, τ)
∣∣∣
p′(q,q′,τ)

= cH(q, p(q, q′, τ)) +
∂S(q, q′, τ)

∂τ
. (3.131)

Caso a função F (q′, p′, τ) seja conhecida, temos a seguinte relação

entre as funções S(q, q′, τ) e F (q′, p′, τ):

S(q, q′, τ) = F (q′, p′, τ)|p′=p′(q,q′,τ). (3.132)

2) E o segundo teorema da subseção é dado por

Proposição. Seja S(qa, q′b, τ) uma dada função que satisfaça à pro-

priedade ∂2S
∂qa∂q′b

6= 0 para todo τ . Resolvamos as equações algébricas

pa(q, q
′, τ) = c−1 ∂S

∂qa , p
′
a(q, q

′, τ) = − ∂S
∂q′a

com relação a q, p. Então a

solução

qa = qa(q′, p′, τ), pa = c−1 ∂S

∂qa

∣∣∣∣
q(q′,p′,τ)

≡ pa(q
′, p′, τ), (3.133)

é uma transformação canônica livre.

A função S(q, q′, τ) também pode ser obtida a partir da função

S(q, p′, τ) por meio de uma transformação de Legendre, veja o fim

da subseção 3.3.2, Eq. (3.50).

Como sugere a Eq. (3.131), a equação de Hamilton-Jacobi para

a função S(q, q′, τ) é dada por

∂S(qa, τ)

∂τ
+H(qa,

∂S(qa, τ)

∂qb
) = 0. (3.134)
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Podemos procurar uma solução completa da equação de Hamilton-

Jacobi na forma

S = −q′nτ + V (q1, . . . , qn), (3.135)

onde q′n é uma constante arbitrária. Substituindo esta expressão na

equação de Hamilton-Jacobi, temos a seguinte equação para deter-

minarmos V :

H

(
qa,

∂V

∂qa

)
= q′n. (3.136)

Obtendo a solução completa desta equação, podemos obter, utili-

zando as equações (3.130) e (3.135), as equações que nos fornecem

pa e p′a,

∂V

∂qa
= pa, (3.137)

∂V

∂q′α
= p′α (α = 1, . . . , n− 1), (3.138)

∂V

∂qn
= τ + γ, (3.139)

aqui q′α, p′α e p′n são constantes arbitrárias.

Uma coordenada qa na equação de Hamilton-Jacobi é dita se-

parável se a solução da equação pode ser dividida como uma soma

de duas partes, uma que dependa apenas de qa e a outra completa-

mente independente de qa. Logo, se q1 é uma variável separável a

Hamiltoniana deve ser tal que a solução da equação de Hamilton-

Jacobi possa ser escrita na forma

S(q1, . . . , qn, τ) = S1(q
1, τ)

+S ′(q2, . . . , qn, τ), (3.140)

e a equação de Hamilton-Jacobi é separada em duas equações, uma

para S1 e uma para S ′. A equação de Hamilton-Jacobi é dita se-

parável se todas as coordenadas no problema são separáveis. Neste
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caso a solução da equação de Hamilton-Jacobi tem a forma

S =
∑
a

Sa(q
a, τ), (3.141)

desta forma a equação de Hamilton-Jacobi é separada em n equações

do tipo

Ha

(
qa,

∂Sa
∂qa

, τ

)
= q′a. (3.142)

As constantes q′a são ditas constantes de separação. Notamos que

as equações (3.142) envolvem apenas uma das variáveis qa e apenas

uma derivada, ∂Sa

∂qa . Assim elas formam um conjunto de n equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem e de forma particularmente

simples, podendo sempre ser reduzidas por quadraturas: isolamos a

derivada e integramos com relação a qa.

Caso 1. Seja

H = G(f1(q
1, p1), . . . , fn(q

n, pn)). (3.143)

Aqui, as variáveis na expressão para H são separáveis, ou seja, ape-

nas um par de variáveis qa e pa entra em cada função fa. A Eq.

(3.136) assume a forma

G

(
f1

(
q1,

∂V

∂q1

)
, . . . , fn

(
qn,

∂V

∂qn

))
= q′n. (3.144)

Pondo

fa

(
qa,

∂V

∂qa

)
= q′a, (3.145)

onde os q′a, são constantes arbitrárias. Podemos então utilizar a

Eq. (3.144) para expressarmos a constante q′n em termos dos q′a,

q′n = G(q′a).
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Supondo ainda que cada função fa dependa do respectivo mo-

mento pa, podemos resolver a Eq. (3.145) para ∂V
∂qa , obtendo

∂V

∂qa
= Fa(q

a, q′a) ⇒

⇒ V =

∫
dqaFa(q

a, q′a), (3.146)

e a solução da equação de Hamilton-Jacobi assume a forma

S = −G(q′a)τ +

∫
dqaFa(q

a, q′a). (3.147)

E a condição det ∂2S
∂qa∂q′b

6= 0 resume-se a5

∏ ∂Fa
∂q′a

6= 0. (3.148)

Como a relação fa(q
a, pa) = q′a é equivalente à equação pa =

Fa(q
a, q′a) segue que Fa

∂q′a
= (∂fa

∂pa
)−1 6= 0, e a condição det ∂2S

∂qa∂q′b
6= 0

é sempre satisfeita. Portanto a Eq. (3.147) define uma solução

completa da equação de Hamilton-Jacobi.

E as equações

∂S

∂qa
= pa,

∂S

∂q′a
= p′a (3.149)

serão escritas na forma

− ∂G

∂q′a
τ +

∫
dqa

∂fa

∂pa
|pa=Fa(qa,q′a)

= p′a, (3.150)

pa = Fa(q
a, q′a). (3.151)

Exemplo. Consideremos um oscilador harmônico com um grau de liberdade. Sua

Hamiltoniana é dada por H = p2

2m
+ c

2
q2 e então f(q, p) = p2

2m
+ c

2
q2. A Eq. (3.144)

assume a forma

1

2m

„
dV

dq

«2

+
k

2
q2 = q′. (3.152)

5Nesta equação, assim como em equações semelhantes nesta seção, não temos uma soma

sobre o ı́ndice a.
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Então a solução da equação de Hamilton-Jacobi é

S = −q′τ +

Z
dq

p
2mq′ −mkq2, (3.153)

e a partir das equações (3.149) encontramos a expressão para o momento p =
p

2mq′ −mcq2

e a equação de movimento para q será

−τ +
1

ω

Z
dqp

A2 − q2
= p′, (3.154)

onde A2 = 2q′

k
e ω2 = k

m
. A integral da última equação é igual a arcsin q

A
. Então

temos a solução da equação de movimento da forma

q = A sin ω(τ + p′). (3.155)

Caso 2. Consideremos uma Hamiltoniana da forma

H = gn

(
. . . g2

(
g1

(
q1,

∂V

∂q1

)
, q2,

∂V

∂q2

)
. . . , qn,

∂V

∂qn

)
. (3.156)

Logo a equação que determina V é dada por

gn

(
. . . g2

(
g1

(
q1,

∂V

∂q1

)
, q2,

∂V

∂q2

)
. . . , qn,

∂V

∂qn

)
= q′n. (3.157)

Vamos introduzir as constantes arbitrárias q′a por meio das relações

g1

(
q1,

∂V

∂q1

)
= q′1, (3.158)

g2

(
q′1, q2,

∂V

∂q2

)
= q′2, (3.159)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

gn

(
q′n−1, qn,

∂V

∂qn

)
= q′n. (3.160)

A partir destas relações podemos determinar as derivadas parciais6,

que fornecem as relações

∂V

∂q1
= G1(q

1, q′1), (3.161)

∂V

∂q2
= G2(q

2, q′1, q′2), (3.162)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
6Como no caso anterior, aqui admitiremos que as funções ga(qa, pa) dependem explicita-

mente de pa.
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∂V

∂qn
= Gn(q

n, q′n−1, q′n). (3.163)

Aqui notamos que nestas equações as funções ga dependem apenas

da variável qa, da respectiva derivada parcial de V e da constante

q′a−1, logo a função V pode apresentar a forma

V =

∫
dqaGa(q

a, q′a−1, q′a), (3.164)

e uma solução posśıvel da equação de Hamilton-Jacobi possui a

forma

S = −q′nτ +

∫
dqaGa(q

a, q′a−1, q′a). (3.165)

A partir da última equação temos ∂2S
∂qa∂q′a

= ∂Ga

∂q′a
e ∂2S
∂qa∂q′b

= 0. para

a menor que b. Desta forma a condição det ∂2S
∂qa∂q′b

6= 0 reduz-se a∏ ∂Ga

∂q′a
6= 0, (3.166)

que sempre é verdadeira, devido à equivalência entre as equações

ga(q
′a−1, qa, pa) = q′a (3.167)

e

pa = Ga(q
a, q′a−1, q′a). (3.168)

Por esta razão temos

∂Ga

∂q′a
=

(
∂ga
∂pa

)−1
∣∣∣∣∣
pa=Ga(qa,q′a−1,q′a)

6= 0. (3.169)

Precisamos agora obter a expressão para a derivada ∂Ga

∂q′a−1 para

que possamos obter as equações para as variáveis qa e sua relação

com τ . Podemos obter a expressão desejada por meio da aplicação

da regra da cadeia à Eq. (3.168), e utilizando a relação equivalente

(3.167), ou seja,

∂Ga

∂q′a−1
= −

(
∂ga

∂q′a−1

∂ga

∂pa

)∣∣∣∣∣
pa=Ga(qa,q′a−1,q′a)

. (3.170)
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Substituindo a Eq. (3.165) na Eq. (3.149), e utilizando a última

equação junto com a relação (3.169), obtemos as equações para p′a
e pa ∫

dqα(
∂gα

∂pα

)
∣∣∣∣∣∣
pα=Gα(qα,q′α−1,q′α)

−

−
∫
dqα+1

(
∂gα+1

∂q′α

∂gα+1

∂pα+1

)∣∣∣∣∣
pα+1=Gα+1(qα+1,q′α,q′α+1)

= p′α,

(α = 1, . . . , n− 1),

−τ +

∫
dqn(
∂gn

∂pn

)
∣∣∣∣∣∣
pn=Gn(qn,q′n−1,q′n)

= p′n (3.171)

e

pa = Ga(q
a, q′a−1, q′a). (3.172)

As primeiras n− 1 equações de (3.171) determinam implicitamente

as funções qα. Estas equações contêm ainda 2n − 1 constantes

arbitrárias q′1, . . . , q′n, p′1, . . . , p
′
n−1. A última equação de (3.171)

contém uma constante arbitrária p′n e conecta as coordenadas com o

tempo τ . A equação (3.172) obviamente determina os momentos pa,

após a substituição das funções qa(τ, q′a, p′a) encontradas em (3.171),

como funções de τ e de todas as constantes arbitrárias q′a e p′a.

Exemplo. Problema de Kepler. O problema de Kepler consiste na descrição do mo-

vimento de uma part́ıcula de massa m em um potencial central atrativo inversamente

proporcional à distância do centro de atração.

Em coordenadas esféricas, a Hamiltoniana é dada pela expressão

H =
1

2m

„
p2

r +
p2

θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 θ

«
− γ

r
. (3.173)

e a equação que determina V é da forma

1

2m
{

„
∂V

∂r

«2

− 1

r2

"„
∂V

∂θ

«2

+
1

sin2 θ

„
∂V

∂ϕ

«2
#
} − γ

r
= h. (3.174)

Pondo

g1 ≡ pϕ = q′1, (3.175)
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g2 ≡ p2
θ +

(q′1)2

sin2 θ
= q′2, (3.176)

g3 ≡
1

2m

„
p2

r +
q′2

r2

«
− γ

r
= q′3 = h (3.177)

Então, utilizando as equações (3.171), obtemos

ϕ− q′1
Z

dθ

sin2 θ
q

q′2 − (q′1)2

sin2 θ

= p′1, (3.178)

Z
dθ

2
q

q′2 − (q′1)2

sin2 θ

−
Z 1

r2 dr

2
q

2mq′3 + 2mγ
r
− q′2

r2

= p′2, (3.179)

−τ +

Z
mdrq

2mq′3 + 2mγ
r
− q′2

r2

= p′3. (3.180)

Desta forma obtemos a solução das equações de movimento para o problema de Kepler.

No estudo deste movimento podemos tomar, sem perda de generalidade, que a

velocidade inicial esteja no plano ϕ = const. Então no instante inicial temos, ∂ϕ
∂θ

= 0

e de (3.178) temos

q′1 = 0, (3.181)

e ϕ = p′1 = const, ou seja, o movimento ocorre em um plano. Diferenciando as

equações (3.179) e (3.180), encontramos que a velocidade setorial, ou seja, a derivada

temporal da área descrita pelo raio vetor a partir do centro, é

1

2
r2 dθ

dτ
=

p
q′2

2m
= const, (3.182)

o que significa que o raio vetor cobre áreas iguais em intervalos de tempo iguais.

Finalmente, a fim de obtermos a trajetória da part́ıcula, fazemos a substituição
1
r

= x e a partir de (3.179) e levando a Eq. (3.181) em consideração, obtemosZ
dx√

c + 2kx− x2
= β − θ, (3.183)

onde c = 2mq′3

q′2 , k = mγ
q′2 e β = 2p′2

p
q′2. Calculando esta integral temos

arccos
x− k√
k2 − c

= θ − β, (3.184)

que levam à equação para a trajetória na forma

r =
p

1 + ε cos(θ − β)
. (3.185)

Esta é a equação de uma seção cônica, com um dos focos no centro da atração. Na

Eq. (3.185) temos p = q′2

mγ
e a excentricidade dada por ε =

q
1 + 2q′2q′3

mγ2 .
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Se a part́ıcula descreve uma órbita fechada, por exemplo, como um planeta, a

órbita será eĺıptica e o sol estará em um dos focos da elipse.

Denotemos por F e a, b (b é menor que a) a área e os semi-eixos da elipse, encon-

tramos (sabemos que p = b2

a
)

F 2

a3
=

π2a2b2

a3
= π2p. (3.186)

Seja T o peŕıodo de revolução, T = 2mF√
q′2

. Então, a partir das expressões para p e

ε, obtemos a relação 1
4

T2

a3 = mπ2

γ
. Como a razão γ

m
depende apenas do centro de

atração, ou seja, do sol, esta relação é independente do planeta em consideração. Logo

obtivemos as três leis de Kepler: 1) os planetas varrem áreas iguais em peŕıodos iguais

e em órbitas planas, 2) as órbitas são elipses com o sol em um dos focos e 3) a razão

entre o quadrado do peŕıodo com o cubo do eixo maior das órbitas é a mesma para

todos os planetas.



Caṕıtulo 4

Integrais Invariantes

Neste caṕıtulo discutiremos as integrais invariantes de Poincaré e

de Poincaré-Cartan, que são integrais de linha de um campo veto-

rial no espaço de fase extendido. As integrais são calculadas sobre

um contorno de um tubo formado por uma famı́lia de soluções das

equações Hamiltonianas. Estas integrais apresentam o mesmo valor,

independente do contorno tomado sobre o tubo. Como vamos ver

na subseção 4.1.3, esta propriedade poderia ser tomada como um

prinćıpio basico da mecânica, no lugar do prinćıpio da ação mı́nima.

Apesar das aplicações na mecânica, as integrais invariantes são usa-

das, em particular, na desenvolvimento da teoria geral das equações

diferenciais [1, 4]. Como exemplo de aplicação, obteremos, no fim

do caṕıtulo, a condição necessária de canonicidade de uma trans-

formação de variaveis via integrais invariantes, que é a forma mais

encontrada nos livros-texto padrão [14, 15, 16].
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q

p

α=β=0

p

q

τ

S

M

α

β

Figura 4.1: O ponto M(τ, zi) sobre o tubo tem as coordenadas β, α. Isto
implica nas equações paramétricas do tubo zi = zi(β, α), τ = τ(β, α). Se τ é
tomado como uma das coordenadas: β = τ , temos as equações paramétricas zi

= zi(τ, α), τ = τ

4.1 Integral invariante de Poincaré-Cartan

4.1.1 Noções preliminares

Aqui relembraremos alguns fatos relacionados com a descrição de

uma superf́ıcie e de uma curva em um espaço Euclidiano. Consi-

deremos o espaço R2n+1 parametrizado pelas coordenadas (zi, τ) ≡
(qa, pb, τ), i = 1, 2, . . . , 2n, a, b = 1, 2, . . . n. Seja S uma superf́ıcie bi-

dimensional (do tipo ciĺındro, veja a Fig. 4.1 na página 103), imersa

em R2n+1. Esta superf́ıcie é dita um tubo. Sejam β, α, α ⊂ [0, l]

as coordenadas de algum sistema de coordenadas sobre S. Então

os pontos M(τ, zi) da superf́ıcie têm as coordenadas corresponden-

tes β, α. Isto implica nas equações paramétricas, que descrevem a

imersão da superf́ıcie em R2n+1

S :

{
zi = zi(β, α),

τ = τ(β, α).
(4.1)
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Por construção, temos τ(β, 0) = τ(β, l), zi(β, 0) = zi(β, l).

Seja C é uma curva sobre S que possa ser descrita pela equação

β = β(α). Então as equações paramétricas

C :

{
zi = zi(β(α), α) ≡ zi(α),

τ = τ(β(α), α) ≡ τ(α),
(4.2)

descrevem sua imersão em R2n+1.

Estaremos interessados nas superf́ıcies formadas por uma dada

famı́lia uniparamétrica zi(τ, α) de soluções (trajetórias) do sistema

de primeira ordem1

q̇a = Qa(q, p), ṗa = Pa(q, p), (4.3)

onde Q, P são funções dadas. O sistema Hamiltoniano é um caso

particular de (4.3), quando existe a função H(q, p), tal que

Qa =
∂H

∂pa
, Pa = −∂H

∂qa
. (4.4)

Comentário. Para construirmos um exemplo de famı́lia, suponha-

mos que a solução geral zi(τ, cj), zi(0, cj) = cj de (4.3) é conhecida.

Sejam ci = f i(α), τ = 0 as equações paramétricas de alguma curva

fechada em R2n+1. Então zi(τ, α) ≡ zi(τ, f j(α)) é um exemplo de

uma famı́lia uniparamétrica, veja a Fig. 4.2 na página 105.

Para o tubo formado pelas soluções da Eq. (4.3), podemos tomar

τ como uma das coordenadas da superf́ıcie. Ou seja, o sistema de

coordenadas sobre S é agora τ , α, α ∈ [0, l]. Então as equações

paramétricas da superf́ıcie são

S :

{
zi = zi(τ, α),

τ = τ.
(4.5)

Por construção

zi(τ, 0) = zi(τ, l), (4.6)
1Todos os resultados desta seção continuam válidos para Q e P com dependência expĺıcita

do tempo.
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q

p

τ

trajectory

τz(  ,     )α

α 0

0

i i

closed
contour

S

τC:    (   )α

c =f  (   )α

Figura 4.2: O tubo de trajetórias pode ser constrúıdo partindo da curva de
”valor inicial”ci = f i(α). A integral invariante de Poincaré-Cartan é definida
utilizando um contorno fechado arbitrário C ⊂ S.

e para qualquer α = α0 fixo, a curva zi(τ, α0) é uma solução da Eq.

(4.3).

Supomos que a curva C sobre S pode ser descrita pela equação

τ = τ(α). Então as equações paramétricas correspondentes que a

imergem em R2n+1 são

C :

{
zi = zi(τ(α), α) ≡ zi(α),

τ = τ(α).
(4.7)

4.1.2 Integral de linha de um campo vetorial, ação Hamil-

toniana, integrais invariantes de Poincaré-Cartan e

de Poincaré

Consideremos o campo vetorial ~V (zi, τ)=( va(z
i, τ), ub(zi, τ), v(zi, τ) )

definido no espaço de fase extendido R2n+1. Então, pode ser definida

integral de linha do campo vetorial ao longo de uma curva orientada

CMM̃ (veja a Fig. 4.3, na página 106
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M=M

M

M    = M
~

M
M

υ+1

υ

V(M  )υ
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r υ
.... . .

1

N+1

.

Figura 4.3: Para definirmos uma integral de linha do campo vetorial ~V , trocamos
uma curva orientada por uma seqüência de vetores deslocamento: CMM̃ →

⋃N
ν=1

~4rν

∫
C

~V d~r =

∫
C

vadq
a + ubdpb + vdτ

≡ lim
N→∞

N∑
ν=1

(
−−−−→
V (Mν),

−−→4rν), (4.8)

onde (~V ,
−−→4rν) é um produto escalar va4qa+ub4pb+v4τ . Se C é

dada na forma paamétrica zi = zi(γ), τ = τ(γ), a integral de linha

pode ser apresentada em termos de um integral definida da seguinte

maneira∫
C

~V d~r =

∫ γ2

γ1

( va(γ)
dqa

dγ
+ ub(γ)

dpb
dγ

+ v(γ)
dτ

dγ
)dγ, (4.9)

onde ~V (γ) ≡ ~V (zi(γ), τ(γ)).

Seja C: τ(α) um contorno fechado sobre o tubo (4.5) das soluções.

A integral de linha (4.8) é dita uma integral invariante se seu valor

é independente da escolha do contorno do tubo. Se C: τ = const é

um contorno fechado composto por estados simultâneos do tubo, a
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integral anterior se reduz a∮
C

Vidz
i =

∮
C

vadq
a + ubdpb, (4.10)

e é dita uma integral invariante universal.

Estaremos interessados principalmente no caso particular em que

o campo vetorial é ortogonal a todos os eixos p, e dado pela expressão

~V (qa, pb, τ) = ( pa, 0,−H(qa, pb) ), (4.11)

onde H é a Hamiltoniana do sistema (4.3) e (4.4). A integral de

linha então adquire a forma∫
C

padq
a −Hdτ. (4.12)

Para uma curva que seja uma trajetória do sistema (4.3) e (4.4), a

integral de linha (4.12) pode ser identificada com a ação Hamilto-

niana. De fato, consideremos uma curva que possa ser descrita na

forma paramétrica como segue: zi = zi(τ), τ1 ≤ τ ≤ τ2. Então a

Eq. (4.12) adquire a forma∫ τ2

τ1

dτ(paq̇
a −H) ≡ SH . (4.13)

Agora consideremos uma curva que seja um contorno fechado. A

integral de linha (4.12) ao longo do contorno fechado é dita a integral

(invariante) de Poincaré-Cartan

I =

∮
C

padq
a −Hdτ. (4.14)

Notemos que, ao contrário do caso anerior, o contorno fechado não

é uma trajetória permitida para o sistema (4.3) e (4.4). Para o

contorno C: τ = const, a integral se reduz a I1 =
∮
C
padq

a e é dita

a integral (invariante universal) de Poincaré.

Especificaremos a expressão da integral de Poincaré-Cartan para

um contorno fechado que esteja sobre um tubo de trajetórias S (4.5).
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Seja C: τ(α) a equação do contorno no sistema de coordenadas

estabelecido sobre S. As equações paaramétricas correspondentes

então são (4.7), e a integral de Poincaré-Cartan é representada por

uma integral definida

I =

∫ l

0

dα

(
p(τ(α), α)

dq(τ(α), α)

dα
−H(z(τ(α), α) )

dτ

dα

)
. (4.15)

Resumindo, vimos que uma integral de linha de um campo vetorial

(4.11), calculada ao longo de diferentes classes de curvas, se reduz à

ação Hamiltoniana, ou à integral de Poincaré-Cartan, ou à integral

de Poincaré.

Por construção, a integral de Poincaré-Cartan pode depender da

escolha do contorno C: I = IC . No entanto, ela se mostra inde-

pendente da escolha do contorno: I não muda seu valor no caso de

um deslocamento arbitrário (com deformação) do contorno ao longo

do tubo. Este é um dos resultados que será discutido na próxima

subseção.

4.1.3 Invariância da integral de Poincaré-Cartan

Aqui demonstraremos, que I é independente do contorno tomado

sobre um tubo de trajetórias do sistema Hamiltoniano correspon-

dente, e, inversamente, se I (constrúıda com a ajuda de alguma

função H) tem mesmo valor para cado contorno tomado sobre um

tubo de trajetórias do sistema (4.3), então o sistema em consideração

é Hamiltoniano. Mais exatamente, temos

Proposição. Para o sistema

q̇a = Qa(q, p), ṗa = Pa(q, p), (4.16)

seja zi(τ, α), α ⊂ [0, l] uma famı́lia uniparamétrica de soluções, que

forma um tubo: zi(τ, 0) = zi(τ, l). Então as seguintes afirmações

são equivalentes:
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Figura 4.4: Para qualquer α = α0 fixado, a função SH(α0) é a ação Hailtoniana
calculada ao longo da solução z(τ, α0) da Eq. (4.16) entre os pontos α1(τ0) e
α2(τ0). A integral de Poincaré-Cartan tem a seguinte propriedade: IC1 = IC2

a) O sistema é Hamiltoniano: existe uma função H(z) tal que

Qa =
∂H

∂pa
, Pa = −∂H

∂qa
. (4.17)

b) Existe uma função H(z) tal que o valor da integral de Poincaré-

Cartan

I =

∮
C

padq
a −Hdτ. (4.18)

não depende da escolha do contorno fechado C sobre o tubo.

Demonstração. Abaixo, utilizaremos as seguintes notações: zi sig-

nifica zi(τ, α), então ż ≡ ∂z(τ,α)
∂τ

, z′ ≡ ∂z(τ,α)
∂α

.

A) Seja (4.16) um sistema Hamiltoniano. A invariância de I mostra-

se intimamente ligada com as propriedades da ação Hamiltoniana

na passagem de uma trajetória para outra. Consideremos dois con-

tornos fechados C1: τ1(α) e C2: τ2(α) sobre o tubo S, veja a Fig.

4.4 na página 109. Para qualquer α dado, escrevemos a integral de
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linha (4.12) ao longo da solução zi(τ, α) do sistema (4.16)

SH(α) =

∫ τ2(α)

τ1(α)

(
pa(τ, α)

∂qa(τ, α)

∂τ
−H( z(τ, α) )

)
dτ. (4.19)

A função SH(α) descreva a variação da ação Hamiltoniana no pas-

sagem de uma trajetória para outra. Como os valores α = 0, l cor-

respondem à mesma trajetória, temos

SH(l) = SH(0), (4.20)

a partir deste fato segue que∫ l

0

dSH(α)

dα
dα = 0. (4.21)

Calculemos a taxa de variação

dSH(α)

dα
=

(
p
∂q

dτ
−H

)∣∣∣∣
τ2(α)

dτ2
dα

− (τ2 → τ1)+∫ τ2(α)

τ1(α)

(
p′q̇ + p

∂

∂τ
q′ − ∂H

∂p
p′ − ∂H

∂q
q′
)
dτ. (4.22)

A integração por partes do segundo termo da integral nos dá

pq′|τ2(α)
τ1(α) −

∫ τ2(α)

τ1(α)

q′ṗdτ. (4.23)

Juntando esssas duas expressões obtemos

dSH(α)

dα
= p(τ2(α), α)

(
q̇|τ2(α)

dτ2
dα

+ q′|τ2(α)

)
−H(z(τ2(α), α) )

dτ2
dα

− (τ2 → τ1)

+

∫ τ2(α)

τ1(α)

(
p′
(
q̇ − ∂H

∂p

)
− q′

(
ṗ+

∂H

∂q

))
dτ. (4.24)

A expressão na última linha se anula devido às Eqs. (4.16) e (4.17),

enquanto a expressão da primeira linha é igual a p dq
dα

. Assim temos

dSH(α)

dα
= p(τ2(α), α)

dq(τ2(α), α)

dα
−H(z(τ2(α), α) )

dτ2
dα
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−(τ2 → τ1). (4.25)

Notemos que o membro direito de (4.25) coincide com o integrando

da integral de Poincaré-Cartan (4.15). A substituição deste resul-

tado na Eq. (4.21) nos dá o resultado desejado: IC1 = IC2 , para

qualquer contorno fechado Ci sobre S.

B) Suponhamos que a integral (4.18) com alguma função H seja

independente do contorno sobre o tubo do sistema (4.16). Seja C ′:

τ ′(α) um contorno fechado arbitrário na vizinhança de C: τ(α),

e denotemos τ ′(α) − τ(α) ≡ δτ(α). Devido a independência do

contorno, temos IC′ − IC = 0. Em particular, a variação se anula:

δI = (IC′ − IC)|linear part on δτ = 0. Por outro lado, a variação pode

ser calculada diretamente, fazendo uma expansão de IC′ em torno

do ponto τ(α) (abaixo, a notação | significa a substituição de τ(α)).

Usando z(τ(α)+δτ, α) = z(τ(α), α) + ∂z(τ,α)
∂τ

∣∣∣ δτ + O2(δτ), obtemos

δI =

∫ l

0

dα

(
ṗ| dq(τ(α), α)

dα
δτ+

p(τ(α), α)
d

dα
( q̇| δτ)−H

dδτ

dα
−

∂H

∂q
q̇

∣∣∣∣ dτdαδτ − ∂H

∂p
ṗ

∣∣∣∣ dτdαδτ
)
. (4.26)

A expressão na primeira linha pode ser apresentada como

ṗq′| δτ + ṗq̇| dτ
dα
δτ, (4.27)

enquanto a integração por partes na segunda linha leva às expressões∫ l

0

(
− p′q̇| δτ − ṗq̇| dτ

dα
δτ

)
dα+ pq̇| δτ |l0 , (4.28)

∫ l

0

(
∂H

∂q

(
q̇
dτ

dα
+ q′

)∣∣∣∣ δτ+
∂H

∂p

(
ṗ
dτ

dα
+ p′

)∣∣∣∣ δτ) dα− Hδτ |l0 . (4.29)
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Como os valores α = 0, l correspondem ao mesmo ponto do tubo, os

últimos termos nas Eqs. (4.28) e (4.29) se anulam. Juntando com

termos restantes, temos

δI =

∫ l

0

dα

[
q′
(
ṗ+

∂H

∂q

)∣∣∣∣− p′
(
q̇ − ∂H

∂p

)∣∣∣∣] δτ(α) (4.30)

De acordo com (4.16) e com a independência do contorno δI = 0,

temos ∫ l

0

dα

[
q′|
(
P +

∂H

∂q

)∣∣∣∣
z(τ(α),α)

−

p′|
(
Q− ∂H

∂p

)∣∣∣∣
z(τ(α),α)

]
δτ(α) = 0. (4.31)

Como isto é válido para qualquer δτ(α) e para qualquer contorno

τ(α), esta igualdade implica na Eq. (4.17). O que completa a

demonstração.

Esta afirmação significa, em particular, que para uma dada in-

tegral de Poincaré-Cartan existe um único sistema de equações di-

ferenciais que admite esta integral como uma integral invariante.

Este fato poderia ser tomado como o prinćıpio básico da mecânica,

no lugar do prinćıpio da ação mı́nima.

4.2 Integral invariante de Poincaré.

Consideremos o caso particular da integral de Poincare-Cartan I =∮
padq

a − Hdτ , mesmo, ao longo dos contornos fechados C consis-

tindo de estados simultâneos de um sistema2. Tal contorno aparece,

quando um tubo de trajetórias de sistema é cortado por um hiper-

plano τ = τ0 = const, veja a Fig. 4.5 na página 113. Para tal

contorno, dτ = 0 e a integral de Poincaré-Cartan toma a forma

I1 =

∮
C

padq
a, (4.32)

2Neste caso, a palavra ”estado”é utilizada para um ponto do espaço de fase extendido.
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q1

p
1

C  :

τ= τ

τ

τ

τq  =q  (    ,   )α

τ α

τ

A

1 1

1 1

0

0

0 z  =z  (     ,    )i i

α

1

C :
0

p  =p  (    ,   )
1

z   =   = 0

α

Figura 4.5: Contorno fechado de estados simultâneos C e suas projeção C1 no
plano (q1, p1).

e é chamada integral (invariante universal) de Poincaré. A equação

do contorno C tem a forma τ = τ0, portanto, as equações pa-

ramétricas correspondentes são τ = τ0, z
i = zi(τ0, α). Isto implica

na seguinte expressão para I1, em termos da integral definida

I1 =

∫ l

0

pa(τ0, α)
∂qa(τ0, α)

∂α
dα. (4.33)

Como trata-se de um caso particular da integral de Poincaré-Cartan,

I1 possui propriedades similares às propriedades da integral de Poin-

caré-Cartan. Em particular, a afirmação da subseção precedente

pode ser reformulada para I1 como segue

Proposição. Para o sistema

q̇a = Qa(q, p), ṗa = Pa(q, p), (4.34)

seja zi(τ, α), α ⊂ [0, l] uma famı́lia uniparamétrica de soluções, que

formam um tubo: zi(τ, 0) = zi(τ, l). Então as seguintes condições

são equivalentes:
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a) O sistema é Hamiltoniano: existe uma função H(z) tal que

Qa =
∂H

∂pa
, Pa = −∂H

∂qa
. (4.35)

b) O valor da integral universal de Poincaré

I =

∮
C

padq
a. (4.36)

é independente da escolha do contorno C: τ = τ0, sobre o tubo.

Como H não aparece na expressão para I1, a integral de Poincaré

I1 é invariante com respeito a qualquer sistema Hamiltoniano. Esse

fato justifica porque I1 é dita universal.

Deve ser enfatizado que a integral (4.32) é invariante se o contorno

C é deslocado ao longo do tubo para um contorno C ′: τ = τ ′, que

também é constitúıdo de estados simultâneos. De acordo com a Eq.

(4.33), a invariância de I1 implica, em particular, em I1(τ0) = I1(τ
′).

Desta forma, a integral invariante universal não depende do tempo.

Também pode ser dada uma interpretação geométrica da integral

universal. Relembremos que a seguinte integral de linha em um

plano parametrizado por q e p

A =

∮
D

pdq, (4.37)

nos dá a área da região que delimita o contorno fechado D. Agora,

no espaço de fase extendido, consideremos o contorno C1: q1 =

q1(τ0, α), p1 = p1(τ0, α), zα = 0, τ = 0. Esse contorno encontra-se no

plano (q1, p1), sendo a projeção ortogonal do contorno de integração

C: zi = zi(τ0, α), τ = τ0 da integral universal (4.32) (veja a Fig.

4.5 na página 113). De acordo com (4.37), a área do interior de C1

pode ser calculada como

A1 =

∮
C1

p1dq
1 =

∫ l

0

p1(τ0, α)
∂q1(τ0, α)

∂α
dα. (4.38)
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Comparando as expressôes (4.33) e (4.38), conclúımos que a integral

universal I1 representa a soma das áreas Aa

I1 =

∮
C

padq
a =

∑
Aa. (4.39)

Assim, os contornos C e Ca variam no decorrer do movimento do

sistema, e as áreas corespondentes também variam, mas a soma

algébrica (4.39) das áreas, ja que é igual a I1, permanece constante.

Esta é a interpretação geométrica da invariância da integral de Poin-

caré.

Agora investiguemos a estrutura da integral invariante universal

de uma forma geral (4.10). Em outras palavras, estamos interes-

sados na forma do campo vetorial que implica na invariância da

integral.

Proposição. Seja a integral de linha Ĩ1 do campo vetorial Vi(z
j, τ)

= (va, u
a) uma integral invariante universal. Então

1. O campo tem a forma

Vi =
1

2
czjωji + ∂iΦ(zi, τ), ou

{
va = 1

2
cpa + ∂Φ

∂qa ,

ua = −1
2
cqa + ∂Φ

∂pa
,

(4.40)

onde ωij é a matriz simplética e Φ é alguma função.

2. A integral Ĩ1 coincide, a menos de uma constante c, com a integral

invariante de Poincaré

Ĩ1 ≡
∮
C

vadq
a + ubdpb = cI1 ≡ c

∮
C

padq
a. (4.41)

A última afirmação significa que a integral de Poincaré é, essencial-

mente, a única integral invariante (de primeira ordem, veja abaixo).

Demonstração. Consideremos um contorno fechado, formado por

estados simultâneos C: τ = const sobre o tubo (4.5) das soluções

de algum sistema Hamiltoniano, com Hamiltoniana H. Utilizando

as equações paramétricas (com o parâmetro α) do contorno: zi =
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zi(τ, α), τ = const, Ĩ1 pode ser apresentada como a integral definida

Ĩ1(τ) =

∫ l

0

(va(z(τ, α), τ)q′a(τ, α) + ua(z(τ, α)p′a(τ, α)) dα

≡
∫ l

0

Vi(z(τ, alpha), τ)z
′idα (4.42)

Devido à invariância, Ĩ1(τ) = Ĩ1(τ
′), temos dĨ1

dτ
= 0. O cálculo direto

da derivada leva-nos à uma expressão, que corresponde à integral de

linha seguinte ∮
C

Gi(z, τ)dz
i = 0, (4.43)

onde

Gi ≡ −Wijω
jk∂kH +

∂Vi
∂τ

,

Wij ≡ ∂iVj − ∂jVi. (4.44)

Como a análise precedente foi feita para um tubo arbitrário, a in-

tegral de linha (4.43) se anula ao longo de qualquer contorno que

esteja sobre o hiperplano τ = const. Isto implica que o campo Gi

é conservativo, ou, de forma equivalente, ele obedece a ∂lGi − ∂iGl

= 0. A forma expĺıcita desta expressão é dada da seguinte forma

(∂jWli)ω
jk∂kH +

∂

∂τ
Wli +Wljω

jk∂k∂iH −Wijω
jk∂k∂lH = 0(4.45)

Devido a universalidade de Ĩ1, Eq. (4.45) é válido para qualquer H,

portanto

∂jWli =
∂

∂τ
Wli = 0,

Wljω
jk∂k∂iH −Wijω

jk∂k∂lH = 0. (4.46)

A primeira linha implica que W é uma matriz numérica.

Exerćıcio. Mostre que a segunda linha implica em Wij = cωij , onde c = const.

De acordo com esse fato, temos ∂iVj − ∂jVi = cωij, ou, de forma

equivalente, ∂i(Vj − 1
2
czkωkj) − ∂j(Vi − 1

2
czkωki) = 0. Isto implica
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que o campo vetorial tem um potencial: Vi− 1
2
czkωki = ∂iΦ, ou seja,

Vi tem a forma Vi = 1
2
czkωki + ∂iΦ, como queŕıamos demonstrar.

Tomando a integral de linha do campo, obtemos Ĩ1 =
∮
C
Vidz

i

= 1
2
c
∮
C
padq

a − qadpa +
∮
C
∂iΦdz

i = c
∮
C
padq

a. Aqui todos os

termos integrados se anulam devido ao contorno ser fechado. Então,

qualquer integral invariante difere da integral de Poincaré por um

fator numérico.

Agora que já caracterizamos as integrais invariantes de Poincaré-

Cartan, I, e a de Poincaré, I1, vamos introduzir alguns termos uti-

lizados para ilustrar algumas de suas propriedades. Estas integrais

são ditas relativas devido ao domı́nio de integração ser uma curva

fechada, e são ditas de primeira ordem devido às diferenciais entra-

rem linearmente sob o sinal da integral. Vale mencionar que I1 pode

ser escrita, via teorema de Stokes, na forma

I1 =

∫
dpidq

i. (4.47)

No espaço de fase existem ainda diversas outras integrais invari-

antes universais3 de ordem superior,

I1 =

∮
pidq

i = J2 =

∫
dpidq

i (4.48)

I3 =

∮
pidq

idpkdq
k = J4 =

∫
dpidq

idpkd
k (4.49)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I2n−1 =

∮
pi1dq

i1 · · · dpindqin =

= J2n =

∫
dpi1dq

i1 · · · dpindqin (4.50)

Agora, surge o interesse sobre a unicidade ou não das integrais inva-

riantes universais de ordem superior. No trabalho [30] foi demons-

trado que qualquer integral invariante difere por uma constante mul-

tiplicativa das integrais listadas acima.
3A última destas integrais representa o volume de uma região no espaço de fase e foi

discutida na subseção 3.4.1.
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4.3 Transformações canônicas e integrais invari-

antes

Nesta seção, como um exemplo de aplicação do formalismo, deriva-

remos a condição necessária de canonicidade de uma transformação

de coordenadas com o uso das integrais de Poincaré-Cartan e de

Poincaré, que é a forma mais encontrada nos livros-texto padrão.

Inicialmente relembraremos a definição de transformação canônica:

uma transformação de coordenadas zi → z′i é uma transformação

canônica se, e somente se, essa transformação mantém a forma

canônica das equações de Hamilton, para qualquer Hamiltoniana

H.

Consideremos um contorno fechado C: τ = const, e um contorno

fechado de estados simultâneos C0: τ = const sobre o tubo (4.5) das

soluções de um sistema HamiltonianoH. De acordo com a afirmação

demonstrada na subseção 4.1.3, a integral de Poincaré-Cartan possui

o mesmo valor para os contornos, temos então∮
C

(padq
a −Hdτ) =

∮
C0

padq
a. (4.51)

Aqui, como C0 é um contorno simultâneo, a integral de Poincaré-

Cartan se reduz à integral de Poincaré.

Agora, seja (q′a, p′a, τ) uma outra parametrização do espaço de

fase extendido. Suponhamos que as coordenadas iniciais e finais são

relacionadas por uma transformação canônica, então as equações de

movimento para o sistema mantêm sua forma canônica nas novas

coordenadas. Repetindo a análise precedente, obtemos a expressão

similar à Eq. (4.51) nas novas coordenadas∮
C′

(p′adq
′a −H ′dτ) =

∮
C′0

p′adq
′a. (4.52)

Aqui C ′ e C ′
0 representam os contornos C e C0 nas novas coordena-

das, veja a Fig. 4.6. Notemos que C ′
0 é simultâneo, já que o tempo
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Figura 4.6: Dois tubos formados pelas trajetórias de um sistema Hamiltoniano
em coordenatas z e z′.

τ não é alterado na transformação canônica.

Se na integral invariante universal
∮
C′0
p′adq

′a passamos para as

variáveis qa, pa por meio da transformação canônica, então esta in-

tegral certamente se transformará numa integral invariante de pri-

meira ordem no espaço de fase 2n-dimensional, parametrizado por

(qa, pa). Pelo teorema da seção anterior, a integral invariante difere

de
∮
C0
padq

a somente por um fator constante c. Portanto,∮
C′0

p′adq
′a = c

∮
C0

padq
a (4.53)

e, utilizando as equações (4.51), (4.52) segue que∮
C′

(p′adq
′a −H ′dτ) = c

∮
C

(padq
a −Hdτ). (4.54)

Expressando as variáveis (q′a, p′a) na primeira integral em termos

das variáveis (qa, pa) (aqui o caminho de integração C ′ é trocado

pelo caminho C), então∮
C

(p′adq
′a −H ′dτ)− c

∮
C

(padq
a −Hdτ) = 0. (4.55)
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O contorno C é completamente arbitrário no espaço de fase ex-

tendido 2n + 1-dimensional. Então, pelo teorema do gradiente, a

expressão sob o sinal da integral na última equação deve ser uma

diferencial total de alguma função dos 2n + 1 argumentos qa, pa, τ .

Denotemos esta função por −F (qa, pa, τ). Então4

p′adq
′a −H ′dτ = c(padq

a −Hdτ)− dF. (4.56)

Aqui fica claro porque c sempre é uma constante não nula, já que a

expressão p′adq
′a − H ′dτ não é uma diferencial total, de forma que

não pode ser igual à diferencial −dF . O resultado (4.56) foi obtido

antes na seção 3.5.

A função F é a função geradora da transformação canônica e c é a

valência da transformação, já discutidos no caṕıtulo 3. Então nesta

seção demonstramos, que se uma transformação no espaço de fase é

uma transformação canônica, então existe uma função geradora F e

uma constante c, tais que a Eq. (4.56) seja identicamente satisfeita.

No caṕıtulo 3 foi mostrado, de forma puramente algébrica, que a

existência da função geradora é uma condição necessária e suficiente

para a canonicidade da transformação, além do fato de que a função

geradora é independente do sistema Hamiltoniano em consideração.

4Temos dF = ∂F
∂qa dq

a + ∂F
∂pa

dpa + ∂F
∂τ
dτ .



Apêndice A

Transformações, mudança

de variáveis, simetrias e

teorema de Noether

Foi mencionado na seção 1.4 que as leis de conservação desem-

penham um papel importante na análise de sistemas clássicos e

quânticos. Este apêndice é dedicado à discussão do teorema de

Noether, que nos dá uma relação entre a existência de leis de con-

servação para um sistema e as simetrias da ação funcional associada.

As simetrias usualmente têm certa interpretação f́ısica. Em particu-

lar, elas podem estar associadas a algumas propriedades fundamen-

tais assumidas para o nosso espaço-tempo, como homogeneidade,

isotropia, etc. O teorema de Noether afirma que as leis de con-

servação tornam-se consequências destas propriedades. Por exem-

plo, a simetria de translações espaciais implica conservação do mo-

mento total do sistema.

Para demonstrar a idéia do teorema de Noether, consideremos a

seguinte situação especial: partindo de uma dada trajetória qa(τ),

seja q′a(τ) = qa(τ) + Ra(q(τ))ω uma famı́lia de trajetórias, parame-

trizada pelo parâmetro ω. Aqui Ra(q) dada função. Suponhamos
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que a ação seja invariante sob a substituição q → q′: S[q′] = S[q],

para qualquer dada trajetória q(τ) e para qualquer ω. Em particular,

a variação da ação deve ser nula, δS = (S[q′]− S[q])|parte linear em ω

= 0. Por outro lado, a variação é dada pela formula bem conhecida

δS = δS
δq
R + (∂L

∂q̇
R)·. Devido à invariância, obtemos a identidade

(∂L
∂q̇
R)· = − δS

δq
R, valida para qualquer trajetória q(τ). Em particu-

lar, se q(τ) é uma solução das equações de movimento: δS
δq

= 0, a

identidade implica que (∂L
∂q̇
R)· = 0. Ou seja, a quantidade ∂L

∂q̇aR
a é

constante ao longo de qualquer solução.

Além do teorema de Noether, discutiremos também outros tópicos:

a noção de simetria para as equações de movimento, sua relação com

as simetrias da ação, mudança de variáveis, os grupos de simetria

de Galileu e Poincaré. O leitor interessado apenas no teorema de

Noether pode passar diretamente à subseção correspondente após a

leitura da primeira subseção.

A.1 Transformações de coordenadas e simetrias

de uma ação (simetrias variacionais)

Aqui discutiremos a noção de invariância (ou, equivalentemente, de

simetria) de uma ação funcional sobre a atuação de uma famı́lia

de transformações de coordenadas. A definição exata é um pouco

diferente da receita formal, que é utilizada na pratica para checar

a invariância. Daremos a definição exata de simetria e então obte-

remos a receita. Deve ser mencionado que o teorema de Noether é

válido para qualquer sistema de equações diferenciais obtido a partir

de um prinćıpio variacional para um dado funcional. Este pode ser

Lagrangeano ou Hamiltoniano, ou ainda algum diferente. Para fixar

as idéias, utilizaremos aqui as equações de Euler-Lagrange, especi-

almente quando discutirmos exemplos e aplicações do formalismo

aqui apresentado. A versão Hamiltoniana do teorema de Noether é

discutida na seção 1.5.
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Consideremos um sistema dinâmico descrito pelas equações de

movimento obtidas a partir da ação

S[q] =

∫ τ2

τ1

dτL(qa, q̇a, τ), (A.1)

definida no espaço das funções qa = fa(τ), τ ⊂ [τ1, τ2]. Nesta seção

será conveniente utilizar notações diferentes para as coordenadas do

espaço de configurações: qa, e para as trajetórias: qa = fa(τ), ou

seja, para os mapeamentos f : R = {τ} −→ Rn = {qa}.

Será conveniente trabalharmos no espaço de configurações ex-

tendido, parametrizado pelas coordenadas τ , qa: Rn+1 = R × Rn

= {(τ, qa)} . No espaço extendido são definidas transformações de

coordenadas da forma1

g : (τ, qa) −→ ( τ ′, q′a) = (α(τ, qa), ψa(τ, qa) ), (A.2)

onde α, ψa funções dadas. Suponhamos que elas sejam invert́ıveis,

ou seja, que

det
∂(α, ψa)

∂(τ, qb)
6= 0. (A.3)

O conjunto de transformações invert́ıveis forma um grupo. Na

discussão do teorema de Noether usualmente lidamos com apenas

um subconjunto do grupo, que representa uma famı́lia de trans-

formações G, parametrizado por k parâmetros ωα, α = 1, 2, . . . , k

G = {g(ωα)}, (A.4)

ou seja, de acordo com a Eq. (A.2), temos um conjunto de funções

suaves α(τ, qa, ωα), ψa(τ, qa, ωα). Suponhamos também, que a trans-

formação coorespondente ao ωα = 0 é a identidade

α(τ, qa, 0) = τ, ψa(τ, qa, 0) = qa. (A.5)

1aqui adotaremos um ponto de vista ”ativo”, onde a transformação leva um ponto com

coordenadas (τ, q) em outro ponto, com coordenadas (τ ′, q′)
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Abaixo vamos omitir os parâmetros, assim como os ind́ıces das co-

ordenadas qa → q, ψa → ψ e assim por diante, o que não deve

causar confusão. Devemos mencionar ainda que a transformação

inversa pode não ser um elemento da famı́lia, já que a famı́lia pode

não ser um subgrupo do grupo das transformações de coordenadas.

Em exemplos concretos, normalmente a famı́lia representa uma re-

alização de algum grupo de Lie k-dimensional no espaço Rn+1. Por

exemplo, ela pode ser o grupo das rotações no espaço tridimensi-

onal, com os elementos do grupo parametrizados pelos ângulos de

Euler ωα. Então os ângulos de Euler podem ser tomados como os

parâmetros desta famı́lia.

O tempo transformado, τ ′ na Eq. (A.2) geralmente depende das

demais coordenadas qa. Tais tipos de transformação aparecem, em

particular, em teorias relativ́ısticas descritas em termos de variáveis

f́ısicas, veja o exemplo da part́ıcula relativ́ıstica na subseção A.3.

Exemplos de transformação onde q′ depende de τ são os boosts de

Galileu. Chamamos à atenção ao fato de que a forma t́ıpica das

transformações em mecânica clássica (não relativ́ıstica) são de uma

das formas: τ ′ = α(τ), q′ = q; ou τ ′ = τ , q′ = ψ(τ, q). Ou seja,

τ ou q permanecem inalterados. Por outro lado, transformações da

forma (A.2) são t́ıpicas para transformações de simetria em teorias

de campo (com as substituições correspondentes τ → xµ, qa →
ϕa(xµ) ).

Como a ação funcional (A.1) envolve funções qa = fa(τ) ao invés

de coordenadas, precisamos definir como uma transformação g atua

sobre as funções f(τ). Identificando a função com seu gráfico (veja

a Fig. A.1 na página 125)

Γf = {(τ, fa(τ)), τ ⊂ [τ1, τ2]}. (A.6)

A imagem do conjunto dos pontos Γf sob a transformação (A.2) é

dada por

g · Γf = { [g · (τ, qa)]|q=f(τ) = ( α(τ, f(τ)), ψa(τ, f(τ)) )}. (A.7)
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Figura A.1: A transformação de coordenadas g induz o mapeamento ∗g : f → f ′

no espaço das funções.

Localmente, e para g ≈ 1, a imagem é o gráfico de alguma função

q′a = f ′a(τ ′). Por construção, a dependência de τ ′ em q′a é dada na

forma paramétrica por

τ ′ = α(τ, f(τ)),

q′a = ψa(τ, f(τ)). (A.8)

Eliminando τ nestas expressões, obteremos as funções q′a na forma

expĺıcita q′a = f ′a(τ ′). Detalhadamente, suponhamos que a primeira

equação possa ser resolvida como

τ = α̃f (τ
′). (A.9)

Então a função transformada tem a representação

q′a = f ′a(τ ′) = ψa(τ, f(τ))|τ=α̃f (τ ′) . (A.10)

Notemos que α̃ depende da função f , assim a representação obtida

é formal. Mencionemos ainda as identidades

α̃f (τ
′)|τ ′=α(τ,f(τ)) ≡ τ, α(τ, f(τ))|τ=α̃f (τ ′) ≡ τ ′. (A.11)
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De acordo com esta construção, a transformação de coordenadas g

induz o mapeamento ∗g no espaço das funções, que é dado pelas

equações (A.8) e (A.10). A função f ′ é dita a imagem de f sob

a transformação ∗g. Se f foi definida no intervalo τ ∈ [τ1, τ2], o

intervalo correspondente para f ′ é

τ ′ ⊂ [τ ′1, τ
′
2], τ ′i = α(τi, f(τi)). (A.12)

Agora, dada uma função f(τ), construamos a imagem f ′(τ ′), e cal-

culemos o mesmo funcional (A.1) para f ′

S[f ′] =

∫ τ ′2

τ ′1

dτ ′L

(
f ′a,

df ′a

dτ ′
, τ ′
)
. (A.13)

Definição 1. As transformações de coordenadas (A.2) são uma si-

metria da ação (A.1) (ou uma simetria variacional) se, para quais-

quer f(τ) e ωα, existir uma função N(f, ḟ , τ, ω) tal que∫ τ ′2

τ ′1

dτ ′L(f ′a,
df ′a

dτ ′
, τ ′) =

∫ τ2

τ1

dτ

[
L(fa,

dfa

dτ
, τ) +

dN

dτ

]
. (A.14)

Aqui chamamos a atenção ao fato de que a Eq. (A.14) repre-

senta a igualdade de dois números. Em particular, em vários casos

de interesse prático temos N = 0. Então para qualquer f e a cor-

respondente f ′, o valor do funcional para f e f ′ devem ser iguais,

ou seja, S[f ′] = S[f ]. Assim, a condição de invariância é represen-

tada em termos do mesmo funcional calculado para duas funções

diferentes, a função inicial e a transformada. Agora retornaremos à

função inicial no membro esquerdo da Eq. (A.14) para obtermos a

condição de invariância em termos da ação inicial e de alguma ação

transformada, ambas calculadas para a mesma função. A fim de

obter esta condição, faremos uma mudança de variáveis na integral

definida. A mudança é escolhida a partir da condição de que os

limites de integração nos membros esquerdo e direito coincidam na

expressão final. Mantendo a Eq. (A.12), faremos a mudança τ ′ =
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α(τ, f(τ)). Utilizando a identidade df ′(τ ′)
dτ ′

∣∣∣
τ ′=α(τ,f(τ))

=
(
dα
dτ

)−1 df ′(α)
dτ

,

a Eq. (A.14) adquire a forma∫ τ2

τ1

dτα̇L(f ′(τ ′), (α̇)−1df
′(τ ′)

dτ
, α) =∫ τ2

τ1

dτ

[
L(f(τ), ḟ , τ) +

dN

dτ

]
, (A.15)

onde agora temos f ′(τ ′) ≡ f ′(τ ′)|τ ′=α(τ,f(τ)) = ψ(τ, f(τ)), a última

igualdade segue da representação (A.10) e da identidade (A.11).

Assim, na Eq. (A.15), ao invés de termos a função transformada

temos a transformação de coordenadas (A.2). Contrastando com

a Eq. (A.14), ambos os lados da Eq. (A.15) são calculados para

a mesma função q = f(τ). Podemos dizer então que sob a trans-

formação (A.2) a ação inicial transforma-se em outra ação, dada

pelo lado esquerdo da última equação.

Isto permite-nos reescrever a condição de invariância de uma ação

funcional da seguinte maneira, que é comumente usada na prática

Definição 2. A ação

S ′[q] ≡
∫ τ2

τ1

dτα̇L( ψ(τ, q), (α̇)−1ψ̇(τ, q), α ), (A.16)

é dita uma transformação da ação (A.1) sob a transformação de

coordenadas

τ → τ ′ = α(τ, qa),

qa → q′a = ψa(τ, qa). (A.17)

A ação (A.1) é invariante se, a menos de uma derivada total, a ação

transformada coincide com ação inicial∫
dτ ′L(q′,

dq′

dτ ′
, τ ′) =

∫
dτ

[
L(q,

dq

dτ
, τ) +

dN

dτ

]
. (A.18)

Aqui no membro esquerdo está impĺıcito que dq′

dτ ′
≡
(
dα
dτ

)−1 dq′

dτ
, e τ ′,

q′ a partir da Eq. (A.17) devem ser substitúıdos, o que reproduz a

expressão (A.16) exatamente.
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Como esta igualdade deve ser satisfeita para qualquer intervalo

de integração, as integrais podem ser omitidas. Para completar, es-

crevamos a forma expĺıcita da Eq. (A.18), com as integrais omitidas

α̇L( ψ(τ, q), (α̇)−1ψ̇(τ, q), α ) = L(q, q̇, τ) +
dN

dτ
. (A.19)

Comentário. Suponhamos que a famı́lia de transformações seja um

grupo de Lie de transformações. Então, ao invés de utilizar a Eq.

(A.17), podemos utilizar a inversa para verificar a invariância (já

que g−1 pertence à famı́lia, é uma questão de conveniência a uti-

lização de ”transformação”ou ”transformação inversa”). Isto equi-

vale a uma ”mudança de variáveis” na ação (A.1), como será discu-

tido na subseção A.4.

A.2 Exemplos de ações invariantes, grupo de

Galileu

Exemplo 1. Consideremos as rotações no espaço bidimensional (τ, q)

θ : (τ, q) → (τ ′, q′) = (τ cos θ − q sin θ, τ sin θ + q cos θ). (A.20)

Encontremos a imagem da função linear q = f(τ) = aτ + b. De

acordo com as Eqs. (A.8) e (A.10), precisamos eliminar τ das

equações τ ′ = τ cos θ − (aτ + b) sin θ, q′ = τ sin θ + (aτ + b) cos θ,

que fornecem novamente funções lineares (ou seja, retas são trans-

formadas em outras retas)

q′ = f ′(τ ′) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
τ ′ +

b

cos θ − a sin θ
. (A.21)

Exemplo 2. Consideremos as translações do parâmetro de evolução,

dadas por

a : (τ, qa) → (τ ′, q′a) = (τ + a, qa), a = const, (A.22)
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A imagem da função f(τ) é obtida a partir das equações paramétricas

τ ′ = τ + a e q′a = fa(τ). Obtemos então

q′a = f ′a(τ ′) = fa(τ − a). (A.23)

As translações tornam-se uma simetria de qualquer ação que não

apresente dependência expĺıcita de τ : S[q] =
∫
dτL(q, q̇). O funcio-

nal transformado é obtido de acordo com a Eq. (A.13), e coincide

com o inicial após a mudança de variáveis τ ′ = τ + a∫ τ2+a

τ1+a

dτ ′L(f(τ ′ − a),
d

dτ ′
f(τ ′ − a)) =

∫ τ2

τ1

dτL(f(τ), ḟ(τ))(A.24)

Assim a condição (A.14) é satisfeita com N = 0.

Intuitivamente, a interpretação f́ısica das translações temporais

é a de que um experimento feito durante um intervalo de tempo

[τ1, τ2] pode ser repetido em um peŕıodo de tempo distinto, [τ1 +

a, τ2 + a]. A invariância da ação implica que o mesmo experimento

feito ”hoje” e ”amanhã” fornece o mesmo resultado experimental,

já que em ambos os casos a mesma trajetória é um extremo do

funcional, veja a Fig. A.2 na página 130).

As Eqs. (A.22), (A.24) podem ser encaradas como a formulação

matemática do prinćıpio da homogeneidade do tempo: as proprie-

dades de um sistema f́ısico em diferentes instantes de tempo são as

mesmas. Como será visto adiante, a simetria das translações tem-

porais implica na conservação da energia. Assim, a conservação da

energia é uma consequência da homogeneidade do tempo.

Como uma generalização, consideremos as reparametrizações do

tempo definidas pela famı́lia de funções α(τ, ωα)

τ → τ ′ = α(τ), qa → q′a = qa. (A.25)

A transformação induzida ∗g é

fa(τ) → f ′a(τ ′) = fa(α̃(τ ′)), (A.26)
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Figura A.2: Translação temporal: a mesma trajetória é um extremo de funcional
em diferentes intervalos de tempo.

onde α̃(α(τ)) = τ , isto é, α̃ é a função inversa de α.

Exemplo 3. Consideremos os boosts de Galileu, que são dados pela

seguinte famı́lia de transformações com três parâmetros, em R×R3

v : τ → τ ′ = τ, xi → x′i = xi + viτ, vi = const. (A.27)

No espaço Euclidiano tridimensional, estas equações podem ser pen-

sadas como uma relação entre as coordenadas de dois observadores

O and O′, com O′ movendo-se com velocidade vi em relação a O,

passando pelo ponto (0, 0, 0) em τ = 0. Como o tempo não é afetado,

a transformação induzida das funções coincide com a transformação

das coordenadas

∗v : f i(τ) → f ′i(τ) = f i(τ) + viτ. (A.28)

A ação de uma part́ıcula livre é invariante sob a ação de boosts.

Neste caso, a Eq. (A.18) é dada por∫
dτ

1

2
m[(xi + viτ)·]2 =

∫
dτ

(
1

2
m(ẋi)2 +

dN

dτ

)
, (A.29)



A.0 Teorema de Noether 131

com a função não-trivial N(x, τ, v) = xivi + m
2
(vi)2τ . O mesmo é

válido para um sistema de part́ıculas sujeito a um potencial que de-

penda apenas das distâncias relativas entre as part́ıculas. A simetria

(A.27) é a formulação matemática para o prinćıpio de relatividade

de Galileu: as propriedades de um dado sistema são as mesmas em

O e O′.

Exemplo 4. Problema de Kepler. Consideremos a ação de uma

part́ıcula em um campo central, com o centro escolhido no ponto r

= 0 ∫
dτ(

1

2
m(ẋi)2 − U(r) ), onde r = (xi)2. (A.30)

Além das translações temporais, esta ação também tem simetria sob

ação das transformações geradas pelas matrizes ortogonais

R : τ → τ ′ = τ, xi → x′i = Rijxj, onde RT = R−1. (A.31)

Elas têm a interpretação de rotações em R3 (notemos que as

transformações mantêm o ponto (0, 0, 0) invariante e não alteram

as distâncias entre os pontos do espaço, em particular, r′ = r). As

rotações formam um grupo de Lie tridimensional. Intuitivamente,

qualquer rotação pode ser especificada unicamente por um vetor

~ω = (ω1, ω2, ω3) cuja direção é ao longo do eixo de rotação, com

comprimento igual ao ângulo de rotação.

Uma parametrização comumente utilizada do grupo de rotações

pode ser constrúıda da seguinte maneira. Buscando representar a

matriz R na forma de uma exponencial de alguma outra matriz2:

R = eω. A condição de ortogonalidade de R agora é dada por (eω)T

= (eω)−1, ou eω
T

= e−ω, ou seja, a matriz ω deve ser anti-simétrica.

2De fato, esta não é uma tentativa acidental. É fato conhecido que a exponencial é um

isomorfismo das vizinhanças do elemento identidade de um grupo de Lie e o vetor nulo da

correspondente álgebra de Lie. Escrevemos R = eωαTα , onde o vetor da álgebra de Lie ω é

escrito em termos dos vetores básicos Tα. Devido ao isomorfismo, as coordenadas ωα do vetor

ω podem ser utilizadas como as coordenadas do elemento correspondente do grupo.
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Reciprocamente, qualquer matriz anti-simétrica gera uma matriz or-

togonal por um mapeamento exponencial. Pode ainda ser demons-

trado que o mapeamento exponencial é uma aplicação bijetiva entre

a vizinhança da matriz identidade do conjunto de R e a vizinhança

da matriz nula do conjunto de ω. Os elementos de matriz de ω são

ω12 = −ω12, ω13 = −ω31, ω23 = −ω32, ωii = 0. Apenas três deles

são independentes, ω12, ω13, ω23. Devido à correspondência bijetiva,

eles podem ser tomados como os parâmetros3 que especificam a cor-

respondente matriz ortogonal R. Em termos destes parâmetros, o

vetor acima mencionado ao longo do eixo de rotação é dado por ωi

= εijkωjk.

Retornando à ação, sua invariância pode ser verificada imediata-

mente, de acordo com a Eq. (A.18), por meio de substituição x′i ao

invés de xi na Eq. (A.30).

Exerciçio. Confirme, que os boosts de Galileu representam uma simetria da ação

(A.31).

Exemplo 5. Um sistema de duas part́ıculas em coordenadas cartesi-

anas xi(1), x
i
(2), com um potencial que dependa da velocidade relativa

entre elas é descrito pela ação∫
dτ(

1

2
m1(ẋ

i
(1))

2 +
1

2
m2(ẋ

i
(2))

2 − U(r12 ), (A.32)

onde (r12)
2 =

∑3
i=1(x

i
(2) − xi(1))

2. Além das translações temporais,

rotações e dos boosts de Galileu, existe uma simetria sob translações

espaciais com parâmetros ci

c : τ → τ ′ = τ, xi(a) → x′i(a) = xi(a) + ci, a = 1, 2. (A.33)

Generalizando, escrevamos a ação∫
dτ

(
1

2

l∑
a=1

m(a)(ẋ
i
(a))

2 − U(rab)

)
, (A.34)

3Notemos a vantagem da representação exponencial: a resolução das equações ωT = −ω é

uma tarefa mais simples que a resolução de RT = R−1.
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onde (rab)
2 =

∑3
i=1(x

i
(b) − xi(a))

2. Ela descreve um sistema de l

part́ıculas, onde x1
(a), x

2
(a), x

3
(a) são as coordenadas cartesianas de

uma part́ıcula com número a, a = 1, 2, . . . , l. Elas estão sob um

potencial U(rab), que é função das variáveis rab, a, b = 1, 2, . . . , l.

A ação é invariante sob o grupo de transformações conhecido como

grupo de Galileu, que depende de 10 parâmetros.

τ → τ ′ = τ + a,

xi(a) → x′i(a) = Rijxj(a) + viτ + ci. (A.35)

Na mecânica clássica é postulado que as tranformações do grupo

de Galileu relacionam dois referenciais inerciais diferentes. A in-

variância pode ser verificada, de acordo com a Eq. (A.18), pela

substituição de τ ′, x′i no lugar de τ , xi na Eq. (A.34).

A invariância de uma ação sob o grupo de Galileu pode ser

considerada como (uma das posśıveis) formulações matemáticas do

Prinćıpio de Relatividade de Galileu. Intuitivamente, ele afirma que

o mesmo experimento realizado em dois referenciais inerciais dis-

tintos devem apresentar os mesmos resultados.

A.3 Grupo de Poincaré, part́ıcula relativ́ıstica

Como um exemplo de transformação de coordenadas de uma forma

geral (A.2) (quando τ ′ depende de qa), discutiremos aqui uma part́ıcula

livre relativ́ıstica em termos de coordenadas f́ısicas. Neste caso, é

conveniente unificarmos as coordenadas temporal, t, e espaciais, xi,

introduzindo um único śımbolo: xµ ≡ (x0, x1, x2, x3), onde x0 ≡ ct,

c = const. Assim, qualquer quantidade com ı́ndice grego tem qua-

tro componentes. De acordo com a Teoria da Relatividade Especial,

as transformações relacionando as coordenadas de dois observadores

em referenciais inerciais são distintas das transformações de Galileu,

e adquirem a forma

P(Λ,a) : xµ → x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (A.36)
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onde aµ = const, e Λ representa uma matriz 4 × 4 que satisfaça às

condições

ηµνΛ
µ
αΛ

ν
β = ηαβ, (A.37)

onde η é a matriz dada por

ηµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (A.38)

Para uma discussão detalhada da teoria da relatividade especial,

veja, por exemplo, [19, 21, 22, 23, 24].

O conjunto (A.36) é dito o grupo de Poincaré de transformações,

enquanto o subconjunto (A.37) é conhecido como o grupo de Lorentz.

O grupo de Poincaré é um grupo 10-dimensional. Para termos uma

idéia da estrutura do grupo de Poincaré, comparemos este grupo

com o grupo de Galileu. Temos quatro parâmetros aµ, represen-

tando translações, estas coincidido com as translações de Galileu do

espaço e tempo. Mais seis parâmetros são necessários para descre-

ver os elementos do grupo de Lorentz Λµ
ν . As Eqs. (A.37) e (A.38)

implicam que as matrizes da forma Λµ
ν = (Λ0

0 = 1, Λi
0 = Λ0

i = 0,

Λi
j) são ortogonais e representam rotações no espaço, exatamente

como para o caso do grupo de Galileu. As matrizes com Λ0
i, Λi

0

6= 0 misturam as coordenadas espaciais e temporais e representam

transformações que envolvem os boosts no espaço: x′i ∼ x0. Como,

ao mesmo tempo, x′0 ∼ xi, esta transformação implica também um

boost no tempo, ao contrário do grupo de Galileu. A interpretação

fisica deste fato é que a medição de intervalos de tempo feitas por

observadores inerciais em movimento relativo apresentam resultados

diferentes.

Desta forma, os grupos de Galileu e Poincaré diferem apenas

quanto aos boosts, ou seja, a parte ligada aos boosts de Lorentz do
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grupo de Poincaré é a responsável pela diferença com o grupo de

Galileu. O Prinćıpio da Relatividade Especial afirma que as leis que

governam o movimento de qualquer sistema f́ısico são invariantes

sob a ação do grupo de Poincaré. Em relatividade especial, ele fica

no lugar de Prinćıpio de Galileo de macânica clássica. Notemos que

as ações Lagrangianas dos exemplos anteriores não são invariantes

sob as transformações de Lorentz.

Consideremos a ação funcional

S = −mc
∫
dx0

√
1−

(
dxi

dx0

)2

, (A.39)

no espaço das funções xi = f i(x0). Uma análise detalhada mos-

tra que ela descreve uma part́ıcula movendo-se ao longo de uma

reta com velocidade constante (dx
i

dt
)2 < c2 (notemos a raiz quadrada

na ação). Confirmemos que este sistema obedece ao prinćıpio da

relatividade especial. Precisamos mostrar que esta ação admite o

grupo de Poincaré como um grupo de simetria. A invariância sob

translações é evidente, assim, vamos discutir as transformações de

Lorentz dadas por

x0 → x′0 = Λ0
0x

0 + Λ0
ix
i,

xi → x′i = Λi
0x

0 + Λi
jx
j. (A.40)

Notemos que elas são um exemplo de transformação onde o tempo

transformado x′0 depende das coordenadas xi. Partindo de alguma

função xi = f i(x0), a função transformada x′i = f ′i(x′0) pode ser

obtida na forma paramétrica

x0 → x′0 = Λ0
0x

0 + Λ0
if
i(x0),

xi → x′i = Λi
0x

0 + Λi
jf

j(x0). (A.41)

No caso geral, o parâmetro x0 não pode ser eliminado destas equações

por métodos anaĺıticos, e não estamos aptos a obter uma expressão

exata para f ′i(x′0). Equivalentemente, podemos dizer que o grupo
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de Lorentz atua nas variáveis dinâmicas f́ısicas f i(x0) de forma não-

linear, em contradição com sua realização linear no espaço das coor-

denadas (A.40). Isto implica em sérias dificuldades na investigação

das teorias relativ́ısticas em termos das variáveis f́ısicas, já que a

invariância relativ́ıstica torna-se ”fora de controle”4. Entretanto,

felizmente não precisamos conhecer as funções f ′ para checarmos a

invariância da ação. De acordo com a Eq. (A.16), é suficiente tro-

carmos xµ na Eq. (A.39) por x′µ dada na Eq. (A.40), e confirmar a

validade da condição (A.18).

Exerćıcio. Verifique a invariância.

A realização não linear das transformações de Lorentz nas variáveis

dinâmicas f́ısicas representa uma propriedade geral das teorias rela-

tiv́ısticas (do Univérso?). Por esta razão, a descrição baseada nestas

variáveis revela-se não muito conveniente. Utilizaremos o exemplo

presente para vermos o que acontece quando tentamos evitar este

problema. Consideremos a ação

S = −mc
∫
dτ
√
ηµν ẋµẋν , onde ẋµ ≡ dxµ

dτ
, (A.42)

definida no espaço de funções xµ = fµ(τ). Agora o parâmetro de

evolução é τ , enquanto x0 e xi são coordenadas do espaço de con-

figurações. As transformações de Lorentz são definidas no espaço

extendido (τ, xµ) de acordo com

τ → τ ′ = τ,

xµ → x′µ = Λµ
νx

ν , (A.43)

e representam uma simetria da ação. A análise detalhada mostra

que a ação pode ser utilizada para a descrição de uma part́ıcula

relativ́ıstica. Comparando com o caso anterior, as vantagens são

A) A invariância da ação é evidente, já que ηµν ẋ
µ ẋν é uma função

escalar com respeito a estas transformações.
4Para uma part́ıcula livre, as soluções das equações de movimento são funções lineares, e a

Eq. (A.41) pode ser resolvida, veja o exemplo 1. Os problemas começam a aparecer quando

temos teorias com interação, sejam estas teorias para part́ıculas ou campos.
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B) Como o parâmetro de evolução τ não é afetado pelas trans-

formações, a lei de transformação para as variáveis dinâmicas xµ

= fµ(τ) coincide com a lei de transformação das coordenadas xµ:

f ′µ(τ) = Λµ
ν f

ν(τ).

De fato, existe um preço a ser pago. Primeiro, a formulação en-

volve variáveis adicionais: temos dois tempos τ e x0 presentes! E a

teoria é singular: det ∂2L
∂ẋµ∂ẋν = 0. Então a formulação de uma teo-

ria relativ́ıstica invariante de Lorentz na forma manifesta (ou seja,

com a realização linear das transformações de Lorentz nas variáveis

dinâmicas), implica em uma teoria singular e variáveis extras têm de

ser adicionadas. Devemos mencionar ainda que, atualmente, todas

as teorias relativ́ısticas populares (eletrodinâmica, teorias de cali-

bre, modelo padrão, teoria de cordas, etc.) são formuladas desta

maneira.

A.4 Mudança de variáveis na ação funcional

Nesta subseção e na próxima as transformações de coordenadas não

são necessariamente simetrias de uma ação funcional. Na primeira

subseção vimos que uma transformação de coordenadas g, (A.2),

induz uma transformação no espaço das funções: fa→ f ′a de acordo

com as Eqs. (A.8), (A.10). Suponhamos que fa seja extremo do

funcional (A.1). Seria interessante obtermos a resposta à seguinte

pergunta: qual o funcional que tem f ′a como extremo?

Por hipótese, as transformações (A.2) são invert́ıveis, veja a Eq.

(A.3). Denotemos a transformação inversa como g̃. Aplicando g̃ á

τ , qa, temos

g̃ : τ → τ ′ = α̃(τ, qa), qa → q′a = ψ̃a(τ, qa). (A.44)

Como sempre, temos as identidades

α̃(α(τ, q), ψ(τ, q) ≡ τ, ψ̃a(α(τ, q), ψ(τ, q) ≡ qa. (A.45)
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Partindo da ação (A.1), a transformação inversa pode igualmente

ser utilizada para construirmos uma ação funcional de acordo com

a Eq. (A.16), então

S̃[q] =

∫
dτL̃(q, q̇, τ) ≡

∫
dτ ˙̃αL( ψ̃(τ, q), ( ˙̃α)−1 ˙̃ψ(τ, q), α̃ ).(A.46)

Algumas vezes esta substituição é dita a mudança de variáveis na

ação5, correspondente à transformação (A.2).

Aqui devemos frizar que, para um g ∈ G, a transformação in-

versa geralmente não é um elemento da famı́lia. Entretanto, se g

é uma simetria do funcional (A.1), então a transformação inversa

também será uma simetria do funcional (mostre este fato usando a

definição 1 da subseção A.1!). Se a famı́lia for um grupo de Lie de

transformações, a transformação inversa será um elemento do grupo.

Suponhamos que a transformação (A.2) seja parametrizada por ωα,

e ω̃α são os parâmetros correspondentes à transformação inversa.

Então, por construção, as funções α̃ e ψ̃ são as funções do grupo:

α̃(ω) = α(ω̃) e ψ̃(ω) = ψ(ω̃). A ação (A.46) então simplesmente

coincide com (A.16), onde ω → ω̃.

Agora demonstraremos o seguinte

Proposição. Se f ′ é a imagem de uma função f sob a transformação

(A.2), então

S[f ] = S̃[f ′]. (A.47)

Notemos que os limites de integração nos lados direito e esquerdo

desta expressão são diferentes, veja a Eq. (A.12). Este teorema

resolve o problema formulado no ińıcio da seção: como a Eq. (A.47)

é válida para qualquer f , se f é um extremo de S, então f ′ será

extremo de S̃. Equivalentemente, se f é uma solução das equações

de movimento obtidas a partir de S, então f ′ obedece às equações

de movimento obtidas a partir de S̃. Este resultado será utilizado

na subseção A.6.
5Os parâmetros ω são fixos, por hipótese.
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Demonstração. Intuitivamente, a Eq. (A.47) representa uma identi-

dade, já que S̃[f ′] = S[g̃·f ′] = S[g̃·g·f ] = S[f ]. A fim de verificarmos

este fato, calculemos S para uma função f(τ), τ ⊂ [τ1, τ2]

S[f ] =

∫ τ2

τ1

dτL(f, ḟ , τ) ≡∫ τ2

τ1

dτL( ψ̃(α(τ, f), ψ(τ, f)),
dψ̃(. . .)

dτ
, α̃(α(τ, f), ψ(τ, f)) ).(A.48)

Aqui usamos as identidades (A.45). Escrevamos o integrando em

termos da função transformada f ′(τ ′) = ψ(τ, f(τ))|τ=α̃f (τ ′). A partir

desta expressão, e das identidades (A.45), temos

ψ̃(α(τ, f(τ)), ψ(τ, f(τ)) ≡ ψ̃(τ ′, f ′(τ ′))
∣∣∣
τ ′=α(τ,f(τ))

,

τ ≡ α̃(τ ′, f ′(τ ′))|τ ′=α(τ,f(τ)) ⇒
dα(τ, f(τ))

dτ
=

(
dα̃(τ ′, f ′(τ ′))

dτ ′

)−1
∣∣∣∣∣
τ ′=α(τ,f(τ))

. (A.49)

De forma que

dψ̃

dτ
=

[(
dα̃(τ ′, f ′(τ ′))

dτ ′

)−1
dψ̃(τ ′, f ′(τ ′))

dτ ′

]∣∣∣∣∣
τ ′=α(τ,f(τ))

. (A.50)

Empregando estas identidades, a Eq. (A.48) pode ser reescrita como

S[f ] =∫ τ2

τ1

dτ L

(
ψ̃(τ ′, f ′), (

dα̃(τ ′, f ′)

dτ ′
)−1 ψ̃(τ ′, f ′)

dτ ′
, α̃(τ ′, f ′)

)∣∣∣∣∣
τ ′=α(τ,f)

(A.51)

E a segunda equação de (A.49) implica α(τ, f(τ))|τ=α̃(τ ′,f ′(τ ′)) ≡ τ ′.

O que sugere a mudança de variáveis τ = α̃(τ ′, f ′(τ ′)) na integral.

Então a Eq. (A.51) adquire a forma (os limites de integração são

α(τa, f(τa)) )

S[f ] =∫
dτ ′

dα̃(τ ′, f ′)

dτ ′
L

(
ψ̃(τ ′, f ′), (

dα̃(τ ′, f ′)

dτ ′
)−1 ψ̃(τ ′, f ′)

dτ ′
, α̃(τ, f ′)

)
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= S̃[f ′], (A.52)

o que completa a demonstração.

A.5 Simetrias das equações de movimento

Como antes, seja g uma transformação da famı́lia G, dada por (A.4),

e ∗g a transformação induzida (A.8) e (A.10). Além disso, consi-

deremos as equações de movimento Fa(q
a, q̇a, q̈a, τ) = 0, obtidas a

partir da ação (A.1)

Definição. A famı́lia G é dita uma simetria das equações de movi-

mento se a imagem f ′ da solução f sob ∗g é um elemento do espaço

das soluções das equações de movimento. Ou seja, as transformações

g levam qualquer solução em uma outra solução das equações de mo-

vimento

Fa(f(τ), . . .) = 0 ⇒ Fa(f
′(τ), . . .) = 0. (A.53)

Sob um ponto de vista pragmático, a existência de simetrias facilita

a procura pela solução geral das equações de movimento. A par-

tir de uma solução particular conhecida qa = fa(τ), podemos obter

imediatamente uma famı́lia de soluções aplicando a transformação

∗g: qa = (∗g · fa(τ))|τ ′→τ = f ′a(τ, ωα). A qual depende de k cons-

tantes arbitrárias. Algumas vezes é suficiente conhecermos apenas

uma solução particular, quando a famı́lia é suficientemente grande,

para gerarmos a solução geral.

Como ilustração, consideremos uma part́ıcula livre ẍi = 0. As

transformações g(~v,~a) : τ → τ ′ = τ , xi → x′i = xi + viτ + ai,

que dependem de seis parâmetros vi e ai, formam o grupo de si-

metria. Neste caso, as transformações induzidas coincidem com

as tranformações de coordenadas. Notemos que xi(τ) = 0 é uma

solução das equações de movimento, então x′i = 0 + viτ + ai é a

solução geral. Intuitivamente, a solução para uma part́ıcula livre
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pode ser obtida a partir da solução para uma part́ıcula em repouso

por meio de uma transformação de Galileu.

Como um exemplo adicional, consideremos o sistema ẍi + xi

= 0, i = 1, 2, o qual admite a simetria gerada por matrizes não-

degeneradas arbitrárias

a : τ → τ ′ = τ, xi → x′i = aijx
j, onde det a 6= 0. (A.54)

A solução geral x1 = A cos(t+α), x2 = B sin(t+β) pode ser gerada

a partir da solução particular x1 = cos t, x2 = sin t pela aplicação

de uma transformação de simetria da forma

a =

(
A cosα −A sinα

B cos β −B sin β

)
. (A.55)

Existem aplicações não-triviais deste truque. Por exemplo, o con-

junto completo das soluções da equação de Dirac, que descreve um

elétron em uma teoria relativ́ıstica de campo, pode ser obtida exa-

tamente deste jeito, veja, por exemplo [11].

Exerćıcio. Para o segundo exemplo, obtenha uma transformação de simetria in-

vert́ıvel tal que (cos t, 0) → (0, sin t).

A.6 Relação entre simetrias da ação e as equações

de movimento

Aqui demonstraremos o seguinte fato: as simetrias da ação são si-

metrias das equações de movimento. Devemos mencionar ainda

que a rećıproca não é verdadeira, ou seja, existem simetrias das

equações de movimento que não são, necessariamente, simetrias da

ação. Portanto, o conjunto das simetrias das equações de movimento

é ”maior” que o conjunto das simetrias da ação.

Proposição. Se a famiĺıa G representa uma simetria da ação S[q]

=
∫
dτL(qa, q̇a, τ), então G também é simetria das equações de mo-

vimento.
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Demonstração. Seja fa uma solução das equações de Euler-Lagrange

para a ação, e f ′a a função transformada. Escrevamos a condição

de invariância (A.19) da ação para a transformação inversa6 (A.44)

ao invés de (A.2)

˙̃αL( ψ̃(τ, q), ( ˙̃α)−1 ˙̃ψ(τ, q), α̃ ) = L(q, q̇, τ) +
dN

dτ
. (A.56)

De acordo com a Eqs. (A.46), (A.47), f ′a é solução das equações

de movimento obtidas a partir da Lagrangeana na parte esquerda.

Mas, de acordo com a Eq. (A.56), elas simplesmente coincidem com

aquelas obtidas a partir de L(q, q̇, τ). Assim f e f ′ obedecem à

mesma equação.

Para mostrar que a rećıproca não é verdadeira, é suficiente re-

tornarmos ao segundo exemplo da subseção anterior. As equações

ẍi + xi = 0 seguem da seguinte ação S =
∫
dτ((ẋi)2 − (xi)2). A

simetria (A.54) das equações não é uma simetria da ação, a menos

que a matriz a seja ortogonal.

A.7 Teorema de Noether

Aqui apresentaremos o teorema de Noether na forma comumente

utilizada na F́ısica7. Seja G uma famı́lia k-paramétrica de trans-

formações de coordenadas (A.2)

τ → τ ′ = α(τ, qa, ωα) = τ +Gα(τ, q
a)ωα +O(ω2),

Gα ≡
∂α

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

,

qa → q′a = ψa(τ, qa, ωα) = qa +Ra
α(τ, q

a)ωα +O(ω2),

Ra
α ≡

∂ψa

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

. (A.57)

Aqui, com o uso da Eq. (A.5), as funções de transição foram expan-

didas em série de potências até a primeira ordem, em torno do ponto
6Veja a discussão após a Eq. (A.46).
7Veja [25] para a discussão da forma mais geral do teorema de Noether.
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ω = 0. Assim, as transformações infinitesimais (ω � 1) são carac-

terizadas pelas funções G R, ditas as geradoras das transformações.

Para uma dada função f , a função transformada f ′ pode ser obtida

a partir da Eq. (A.10), até a primeira ordem em ω,

f ′a(τ ′) = fa(τ ′) + [Ra
α − ḟa(τ ′)Gα]ω

α +O(ω2). (A.58)

Notemos que, de acordo com a Eq. (A.57), temos R(τ ′, f(τ ′)) =

R(τ, f(τ)) + O(ω), e igualdades análogas para Gα e f . Aqui adicio-

namos a restrição técnica sobre a matriz, que aparece na Eq. (A.58)

Da
α ≡ Ra

α − q̇aGα, (A.59)

mesmo

rankDa
α = max = [α] ≡ k. (A.60)

A famı́lia das transformações com esta propriedade é dita uma famı́lia

com k parâmetros essenciais.

Teorema de Noether. Seja a ação (A.1) é invariante sob a famı́lia

de transfomações (A.57) com k parâmetros essenciais∫ τ2

τ1

dτα̇L( ψ(τ, q), (α̇)−1ψ̇(τ, q), α) )

=

∫ τ2

τ1

dτ

(
L(q, q̇, τ) +

N(q, q̇, τ)

dτ

)
. (A.61)

Então existem k funções Qα(q, q̇, τ) ditas cargas de Noether

Qα = − ∂L

∂q̇a
(Ra

α − q̇aGα)− LGα +Nα, Nα ≡
∂N

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

,(A.62)

as quais são constantes ao longo de qualquer solução das equações

de movimento

dQα

dτ

∣∣∣∣
δS
δq

=0

= 0. (A.63)

Para o caso de uma teoria não-singular, Qα 6= 0 identicamente e,

além disso, elas são funcionalmente independentes: rank ∂Q
∂(q,q̇)

=

max = k.
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Demonstração. Como foi discutido na primeira subseção, as inte-

grais na Eq. (A.61) podem ser omitidas. Além disso, os integrandos

podem ser expandidos em série de potências de ω. Como os ω são

parâmetros arbitrários, a identidade (A.61) deve ser satisfeita para

cada potência de ω separadamente. O resultado no qual estamos

interessados aparece na ordem linear em ω. Seja A(ω) = B(ω) uma

notação simbólica para a Eq. (A.61). Então a parte linear em ω é
∂A
∂ωα

∣∣
ω=0

= ∂B
∂ωα

∣∣
ω=0

. Escrevamos esta expressão na forma manifesta.

O membro direito é

d

dτ

∂N

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

≡ d

dτ
Nα, (A.64)

com as funções conhecidas Nα. Com o uso das Eqs. (A.57) e (A.5),

as derivadas do lado esquerdo são

∂(l.h.s.)

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

= LĠα +
∂L

∂qa
Ra

α−

∂L

∂q̇a
Ġαq̇

a +
∂L

∂q̇a
Ṙa

α +
∂L

∂τ
Gα (A.65)

Aqui L ≡ L(q, q̇, τ). Formando as derivadas totais no primeiro e

quarto termos temos a expressão(
LGα +

∂L

∂q̇a
Ra

α

)·
− ∂L

∂qa
Gαq̇

a − ∂L

∂q̇a
(Gαq̇

a)· +Ra
α
δS

δqa
. (A.66)

E o mesmo para o terceiro termo nos dá(
LGα +

∂L

∂q̇a
(Ra

α − q̇aGα)

)·
+ (Ra

α − q̇aGα)
δS

δqa
. (A.67)

A partir da expressão (A.64) e da última, a parte linear em ω da

equação (A.61) tem a forma

(Ra
α − q̇aGα)

δS

δqa
=
dQα

dτ
, ∀qa(τ), (A.68)

com Q dadas pela Eq. (A.62). Aqui chamamos a atenção ao fato

de que esta igualdade é uma identidade, ou seja, ela é válida para
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qualquer função qa(τ). Então, a invariância da ação implica que

algumas combinações das equações de movimento representam de-

rivadas totais das cargas Qα. Na próxima subseção discutiremos

como a Eq. (A.68) pode simplificar as equações de movimento.

O teorema de Noether segue imediatamente da Eq. (A.68): sobre

as equações de movimento δS
δqa = 0, temos dQα

dτ
= 0. As funções

Q̇α não anulam-se identicamente, além disso, elas são linearmente

independentes. Por absurdo, suponhamos que Q̇1 = 0 para qualquer

q(τ). Então a identidade (A.68) adquire a forma (veja Eq. (1.12))

Da
1 (Mabq̈

b −Ka) = 0. Isto implica, que a matriz M possue o vetor

nulo D, uma contradição com o caráter não-singular da teoria8.

Analogamente, a dependência linear de Q̇α seria um contradição

com a condição (A.60). A independência funcional das cargas será

demonstrada na próxima subseção.

Exerćıcios. 1. Comfirme que N |ω=0 = 0.

2. Obtenha a parte de segunda ordem em ω da Eq. (A.61). Qual a informação contida

nela?

A.8 Uso das cargas de Noether na redução da

ordem das equações de movimento

Como vimos, a invariância da ação funcional implica em uma es-

trutura especial das equações de movimento correspondentes, que é

dada pela equação (A.68). Como algumas combinações das equações

de movimento são derivadas totais, elas podem ser integradas ime-

diatamente, o que simplifica (em alguns casos, resolve) o problema

da obtenção da solução geral. Discutiremos este ponto detalhada-

mente. Demonstraremos que o conhecimento de k cargas de Noether

8Notemos que em uma teoria singular podemos ter Q ≡ 0, o que implica identidades entre

as equações de movimento. Este fato é intimamente ligado à presença de simetrias locais

(calibre), veja [12].
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leva-nos a trocarmos o sistema inicial de n equações de segunda or-

dem por um sistema equivalente, a ultima envolve somente n − k

equações de segunda ordem.

De acordo com o teorema de Noether, as equações Q̇α = 0 são

consequência das equações de movimento. Assim elas podem ser

adicionadas ao sistema, levando ao sistema equivalente

δS

δqa
= 0,

Q̇α = 0. (A.69)

No sistema resultante, k das equações de Euler-Lagrange tornam-se

consequência de outras equações do sistema, e podem ser omitidas.

Realmente, a Eq. (A.68) afirma que existem identidades entre as

equações do sistema (A.69). Suponhamos que o ”rank minor”da

matriz D esteja localizado nas k linhas superiores9. Logo: Da
α =

(Dβ
α, D

i
α), detDβ

α| δS
δq

=0 6= 0. Então a identidade (A.68) pode ser

escrita na forma

δS

δqα
= D̃γ

α(Q̇γ −Di
γ

δS

δqi
), (A.70)

onde D̃ é a inversa de Dγ
α. Ou seja, as equações δS

δqα = 0 são con-

sequências das outras equações do sistema (A.69). Então o sistema

inicial é equivalente ao sistema

δS

δqi
= 0, i = 1, 2, . . . , n− k,

Qα(q, q̇) = cα = const, α = 1, 2, . . . , k. (A.71)

Este sistema contém n−k equações de segunda ordem e k equações

de primeira ordem, ou seja, a ordem do sistema foi baixada em

k unidades. Os Qα são funcionalmente independentes. Se não o

fossem, alguns deles poderiam ser omitidos do sistema (A.71). Então

devemos ter um sistema com o número de equações menor que o

9Caso não esteja, podemos reordenar as variáveis iniciais qa de forma que tenhamos esta

propriedade.
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número de variáveis. Mas isto seria uma contradição com o teorema

de existência e unicidade da solução de um sistema não-singular de

equações diferenciais.

A.9 Exemplos

Como foi discutido na subseção A.2, a ação Lagrangeana de um sis-

tema de l part́ıculas sujeito a interações dependentes das distâncias

entre as part́ıculas é invariante sob a ação do grupo de Galileu, o

qual inclui translações, rotações e boosts. Escreveremos agora as

cargas de Noether correspondentes. Consideraremos o caso de duas

part́ıculas com coordenadas cartesianas xi(1), x
i
(2), i = 1, 2, 3, cuja

ação é dada por

S =

∫
dτ(

1

2
m1(ẋ

i
(1))

2 +
1

2
m2(ẋ

i
(2))

2 − U(r12) ). (A.72)

Neste caso, a expressão para as cargas de Noether (A.62) é

Qα = −m1ẋ
i
(a)

[
Ri

(a)α − ẋi(a)Gα

]
− LGα +Nα. (A.73)

Exemplo 1. Para translações temporais τ ′ = τ+a, x′i(a) = xi(a), temos

G = 1, Ri
(a) = 0, N = 0, e a carga é a energia total do sistema

E =
1

2
ma(ẋ

i
(a))

2 + U(r12). (A.74)

Intuitivamente, a homogeneidade do tempo implica na conservação

da energia total de um sistema fechado10.

Exemplo 2. Para as translações espaciais τ ′ = τ , x′i(a) = xi(a) − ci,

temos G = 0, Ri
(a)j = δij, Ni = 0, o que leva à conservação do

momento total

P i = m1ẋ
i
(1) +m2ẋ

i
(2) = pi(1) + pi(2). (A.75)

10Notemos que a energia total das part́ıculas interagentes não é a soma das energias de cada

uma das part́ıculas separadamente. Como uma consequência, o espaço de estados em uma

teoria quântica não é a soma direta dos espaços para cada uma das part́ıculas [20].
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Assim a conservação do momento total é uma consequência da ho-

mogeneidade do espaço. Notemos que o momento total no caso é a

soma dos momentos conjugados das part́ıculas. Notemos também

que os momentos individuais não são conservados durante a evolução,

já que ṗi(a) = ∂U
∂xi

(a)

6= 0.

Exemplo 3. Para os boosts de Galileu τ ′ = τ , x′i(a) = xi(a)+v
iτ , temos

G = 0, Ri
(a)j = τδij, N = (m1x

i
(1) +m2x

i
(2))v

i + 1
2
(m1 +m2)(v

i)2τ ,

Ni = m1x
i
(1) + m2x

i
(2), os quais levam às cargas conservadas

−(m1ẋ
i
(1) +m2ẋ

i
(2))τ +m1x

i
(1) +m2x

i
(2) = Di = const. (A.76)

Escrevamos esta expressão na forma

m1x
i
(1) +m2x

i
(2) = Di + P iτ. (A.77)

Assim conclúımos que, durante a evolução de duas part́ıculas, o

ponto11 X i = 1
m1+m2

(m1x
i
(1) +m2x

i
(2)) move-se ao longo de uma reta

com velocidade proporcional ao momento total. Em outras palavras,

a partir do teorema de Noether descobrimos o conceito de centro de

massa de um sistema. Como a dinâmica de X i é conhecida, é claro

que as coordenadas convenientes para a descrição de um sistema

de várias part́ıculas são X i e, por exemplo, Y i = 1
m1+m2

(m1x
i
(1) −

m2x
i
(2)).

Exemplo 4. Para as rotações (veja o exemplo 4 na pág. 131)

τ ′ = τ,

x′i(a) = (eω)ij xj(a) = xi(a) + ωijxj(a) +O(ω2), (A.78)

onde ωij = −ωji são três parâmetros independentes. Temos G = 0

e Nα = 0. Para obtermos os geradores R, precisamos representar

a Eq. (A.78) na forma x′i(a) = xi(a) + Ri
12ω

12 + Ri
13ω

13 + Ri
23ω

23,

e então tentarmos obter a forma expĺıcita destas nove quantidades

11É razoável dividir por m1 +m2, de forma que X tenha a mesma dimensão que as coor-

denadas xi.
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Ri
jk. A fim de evitar o problema12, procuramos por uma soma de

cargas, e depois vamos separá-las

Qαω
α = − ∂L

∂q̇a
Ra

αω
α = −

3∑
i,j=1

(
∂L

∂ẋi(1)

ωijxj(1) +
∂L

∂ẋi(2)
ωijxj(2)

)
=

2∑
a=1

[ (x1
(a)p

2
(a) − x2

(a)p
1
(a))ω

12 + (x2
(a)p

3
(a) − x3

(a)p
2
(a))ω

23+

(x1
(a)p

3
(a) − x3

(a)p
1
(a))ω

13 ]. (A.79)

Assim, a isotropia do espaço implica na conservação de três cargas,

ditas as componentes do vetor de momento angular total do sistema

Li =
2∑

a=1

εijkxj(a)p
k
(a). (A.80)

Resumindo, vemos que as três leis de conservação fundamentais,

energia, momento e momento angular, decorrem da assumpção da

homogeneidade e isotropia do espaço e da homogeneidade do tempo.

Exerćıcios. 1. Verifique, por cálculos diretos, que a ação (A.72) é invariante, a menos

de termos de ordem O(ω2), sob a parte linearizada das transformações (A.78): x′i(a) =

xi
(a) + ωijxj

(a). Esta situação é dita uma simetria infinitesimal.

2. Verifique a conservação das cargas obtidas nesta subseção por cálculos diretos.

3. Verifique se o momento angular de cada part́ıcula separadamente é uma quantidade

conservada.

noindent 4. Warning exercise. Tente obter as cargas (A.79) diretamente, repetindo

o cálculo feito na demonstração do teorema de Noether, ou seja, extraindo os termos

da parte linear em ωij a partir da ação transformada.

5. Obtenha as cargas de Noether para uma part́ıcula relativ́ıstica nas formulações

(A.39) e (A.42).

6. Verifique que a ação S =
R

dτ 1
2
gabẏ

aẏb, a = 1, 2, onde gab ≡ δab + (l2 − y2)−1yayb,

l = const, tem simetria infinitesimal com os parâmetros εab, ca

y′a = ya + εabyb + (l2 − y2)
1
2 ca, (A.81)

onde ε12 = −ε21, εaa = 0. Obtenha as cargas de Noether correpondentes. Verifique,

por meio de cálculos diretos, que elas realmente são conservadas.

12De fato, o problema pode ser facilmente solucionado. Escrevendo ωijxj ≡ 1
2
(δikxj −

δijxk)ωkj . Então as quantidades Ri
kj = 1

2
(δikxj−δijxk) com k < j representam os geradores.
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