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Abstract

O conteúdo destas notas contém uma revisão sobre o método de fatorização em
Mecânica Quântica e a construção da Mecânica Clássica Supersimétrica com supersi-
metria N = 1 e N = 2, usando o formalismo lagrangiano. Na construção de uma teoria
SUSI em Mecânica Clássica, usa-se as variáveis anti-comutantes (cujo quadrado é zero)
denominadas de grassmannianas. Após analisarmos as principais caracteŕısticas da su-
persimetria em Mecânica Quântica Não-relativ́ıstica, contemplando alguns exemplos de
supersimetria não-quebrada, consideramos a aplicação do método supersimétrico para
deduzirmos um potencial isoespectral com o átomo de hidrogênio não-relativ́ıstico.
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1 Introdução

A supersimetria (SUSI) em Teoria de Campos é a única simetria relativ́ıstica entre
bósons e férmions compat́ıvel com a Teoria Quântica de Campos. A SUSI nos proporciona
novas simetrias (Supergravidade) e uma atenuação das divergências em teorias de campos.

Iniciamos este curso fazendo uma śıntese dos principais tipos de part́ıculas. No
zoológico da F́ısica de Part́ıculas, a SUSI, em sua versão máxima, propõe a estrutura
de: 8 férmions de spin−3

2
→ gravitino (previsto pela SUSI, mas ainda não detectado); 28

bósons de spin 1 → fóton, mediador da interação eletromagnética; W±, Z0, mediadores da
interação elétro-fraca e os glúons, mediadores da interação forte; 56 férmions de spin−1

2
:

os quarks e léptons; 70 bósons de Higgs de spin 0, que ainda não foram detectados; 1
gráviton de spin 2, que ainda não foi detectado. As teorias de unificação, como a de
Weinberg-Salam e as GUT’s, conseguem relacionar algumas part́ıculas de mesmo spin.

A seguir, apresentamos a evolução histórica dos trabalhos que proporcionaram o sur-
gimento da supersimetria em Teoria de Campos. Em 1960, aconteceu a primeira tentativa
para relacionar multipletos de bárions e mésons com spins diferentes. Ex: Modelo SU(6)
de Gursey-Radicati-Sakita, um modelo não-relativ́ıstico. Várias tentativas de covarian-
tizá-lo falharam. Em 1967, tivemos o trabalho ”No-go theorem”de Coleman e Mandula: a
partir de algumas caracteŕısticas da matriz de espalhamento (ou matriz S) e do espectro
de part́ıculas, eles conclúıram que o grupo de simetria do espaço-tempo e da simetria
interna, cujos geradores são conservados sob Transformações de Lorentz, é o produto di-
reto T ⊗ G, onde T = {Pµ,Mµ} são os geradores do grupo de Lorentz e G = {G1} é
um escalar de Lorentz. Em 1971, foram propostos o modelo de strings com part́ıculas
de spin semi-inteiro, por Neveu, Schwarz e Ramond e a extensão do grupo de Poincaré
por Gel’fand e Likthman. Em 1973, a realização não-linear da álgebra SUSI em Teoria
Quântica de Campos foi considerada por Volkov e Akulov. Em 1974, foram propostos os
modelos lineares supersimétricos por Wess e Zumino: multipletos (A,B,Ψ), representação
off-shell; (A,Ψ), representação on-shell. Este foi o primeiro modelo da Supersimetria em
Teoria de Campos no espaço-tempo da Relatividade Restrita.

Salam e Strathdee encontraram as realizações dos geradores da SUSI sobre um supe-
respaço de coordenadas e introduziram um formalismo elegante em termos de supercampos
[1].

Realmente, a SUSI surgiu na década de setenta e, logo em seguida, alguns pesquisa-
dores da linha de trabalhos sobre uma descrição unificada das teorias f́ısicas relutaram
com a grande ambição de que a mesma fosse a teoria de grande unificação das quatro
interações básicas existentes na natureza (forte, fraca, eletromagnética e gravitacional).
Mas, após um grande número de trabalhos abordando a SUSI nesse contexto, está fal-
tando uma constatação experimental para que a SUSI se torne uma teoria de unificação
a altas energias, ou seja, uma Teoria Quântica de Campos consistente com a descrição da
natureza. Não obstante, no momento há uma grande perspectiva da existência da SUSI
em F́ısica de Altas Energias.

Nas referências [2, 3, 4, 5] indicamos alguns livros sobre a SUSI em Teoria de Campos.
Para uma conexão da abordagem de teoria de grupos e o oscilador isotrópico tridimensio-
nal em Mecânica Quântica na descrição de Schrödinger, veja a Ref. [7]. Recentemente,
uma generalização da técnica de fatorização em Mecânica Quântica foi aplicada para os
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seguintes potenciais: oscilador isotrópico tridimensional, potenciais de Morse e Coulomb
[8].

Partindo da super-part́ıcula não-relativ́ıstica construimos a supersimetria em Mecânica
Quântica (SUSI MQ). Iniciamos com a supersimetria em Mecânica Clássica (SUSI MC)
e implementamos o procedimento de quantização canônica de Dirac [9], no contexto não-
relativ́ıstico. Tal procedimento de quantização aplica-se a sistemas com v́ınculos de se-
gunda classe.

Após a formulação da SUSI MQ por Witten [10, 11, 12] e da SUSI MC [13, 14, 15,
16, 17], surgiram algumas evidências fenomenológicas a baixas energias, em Mecânica
Quântica Não-relativ́ıstica Supersimétrica [18]. Na Ref. [17] o leitor pode encontrar a
demonstração detalhada de que, no caso da SUSI MC com N=1 (uma variável de Grass-
mann) e uma única supercoordenada comutante, não podemos introduzir um termo de
potencial na super-ação. No entanto, considerando a interação de uma supercoordenada
anti-comutante, com uma supercoordenada comutante, podemos construir um modelo
SUSI N = 1 para um oscilador anarmônico.

Atualmente, existem alguns livros-texto [19] sobre Mecânica Quântica contendo a-
plicações da SUSI MQ. Já existem também livros exclusivos sobre SUSI em Mecânica
Clássica e Mecânica Quântica [20].

A SUSI MQ tem sido aplicada principalmente como técnica de resolução espectral
para potenciais invariantes de forma [21] para se construir novos potenciais iso-espectrais
em uma dimensão [22] e em três dimensões [23].

Fernandez et al., considerando duas transformações SUSI sucessivas, construiram no-
vos potenciais iso-espectrais análogos ao potencial do átomo de hidrogênio [21]. Recen-
temente, têm sido constrúıdas novas classes de potenciais iso-espectrais no contexto da
Mecânica Quântica unidimensional e da Teoria de Campos em espaço-tempo bidimensio-
nal (1+1 dimensões) [24].

Os modelos hamiltonianos da SUSI MC N = 1 e N = 2 em (0+1) dimensão contêm
v́ınculos, cuja primeira quantização tem sido investigada via o método de Dirac [14, 15, 25].

Outras aplicações da SUSI MQ em conexão com a álgebra de Wigner-Heisenberg,
super-realizada por Jayaraman-Rodrigues, para a interação de Calogero associada a duas
part́ıculas, em conexão com o oscilador quântico de Wigner, em termos de operadores
bosônicos e fermiônicos [26]; a óptica quântica via SUSI [27]; os superpotenciais singulares
[28]; os potenciais não polinomiais [29] e com potenciais de fases equivalentes [30]. Há
cinco trabalhos de revisão sobre SUSI em Mecânica Quântica [31, 32, 33, 34, 35]

Os trabalhos de revisão mais recentes sobre o caso da Mecância Clássica da super-
part́ıcula livre com SUSI N = 1 e o caso da SUSI N = 2, com a aplicação para o
potencial de Pöschl-Teller I e um nêutron em um campo magnético de um condutor li-
near com corrente [36], são encontrados, respectivamente, em [17] e [37]. O potencial de
Pöschl-Teller I com SUSI quebrada tem sido transformado em um potencial que obedece
à condição de invariância de forma [38].

Registramos também alguns trabalhos sobre a conexão da SUSI com os estados coe-
rentes para potenciais iso-espectrais [39], potenciais associados a q-álgebras [40], álgebra
de Heisenberg não-linear [41], oscilador isotônico SUSI [42], a interação de Calogero para
duas part́ıculas [43] e para o modelo de Jaynes-Cummings [44]. Recentemente, Curado
e Rego-Monteiro investigaram uma classe de álgebras de Heisenberg generalizadas forne-
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cendo as álgebras tipo Heisenberg deformada e não-deformada [45]; deixamos para fazer
uma análise da conexão dessas álgebras com a supersimetria em outra abordagem ao
tema.

Interessantes aplicações da SUSI no contexto da bosonização, da SUSI não linear de
sistemas parabosônicos e da SUSI associada a monopólos de férmions foram investigadas
por Plyushchay [46]. A conexão de potenciais que possuem a condicão de invariância de
forma com o método algébrico pode ser encontrada nas referências [38] e [47]. O vetor de
Laplace-Runge-Lenz está relacionado com os elementos da álgebra SUSI MQ [48]. Recen-
temente, tem sido considerado também interessantes aplicações das transformações semi-
unitárias em modelos supersimétricos no contexto da Mecâncica Quântica por Zhang et
al. [49]. Potenciais complexos pseudo-hermitianos com simetria PT tem sido investigados
por C.-S. Jia et al. [50].

Este curso está organizado da seguinte maneira: na Seção 2, apresentamos uma śıntese
do método de fatorização em Mecânica Quântica para o oscilador harmônico unidimensio-
nal [6]. Na Seção 3, introduzimos algumas propriedades das variáveis de Grassmann[51] e
implementamos a SUSI N = 1 e N = 2 em Mecânica Clássica. Na Seção 4, consideramos
a questão do v́ınculo de segunda classe na quantização da super-part́ıcula, constrúımos o
modelo supersimétrico de Witten em Mecânica Quântica Não-relativ́ıstica e analisamos
a quebra espontânea da SUSI. Na Seção 5, abordamos a resolução espectral via a hierar-
quia de hamiltonianos e a propriedade de invariância de forma. Na Seção 6, deduzimos
o potencial generalizado de Abraham-Moses [52, 53] via o método SUSI MQ, que gera
potenciais iso-espectrais. Na seção 7, elaboramos as discussões e conclusões.

Esta nota de aula é baseada no trabalho [12], acrescido de parte dos trabalhos [6],
[17] e [37]. Acrescentamos também a nossa aplicação do método de duas transformações
supersimétricas sucessivas, para deduzirmos, a partir do potencial do átomo de hidrogênio
[54], o potencial generalizado de Abraham-Moses [55, 56].

2 O Método de Fatorização

Nesta seção, consideramos a aplicação do método de fatorização para o oscilador har-
mônico simples[6]. Vamos introduzir dois operadores não-hermitianos, a− e a+, definidos
a partir da combinação linear dos operadores de posição e momento linear (x̂ = x e
p̂x = −i� d

dx
), no sistema de unidades em que m = 1,

a− =
1√
2�ω

(ωx̂+ ip̂x), a+ =
1√
2�ω

(ωx̂− ip̂x), (1)

onde p̂†x = p̂x ⇒ a+ = (a−)† e a− = (a+)†. Neste caso, diz-se que a± são operadores
mutuamente adjuntos. Escrevendo x̂ e p̂x em termos de a− e a+, obtemos:

x̂ =

√
�

2ω
(a+ + a−), p̂x = i

√
�ω

2
(a+ − a−), (2)

onde a− é chamado de operador de abaixamento e a+, de operador de levantamento dos
autovalores de energia do oscilador harmônico simples (OHS).
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Em segunda quantização, quando quantizamos o campo eletromagnético surgem ope-
radores análogos aos operadores escada (a±) do OHS, mas eles fazem parte do campo e
não são combinação lineares de p̂x com x̂. Em teorias de campos, os operadores a± são
denominados operadores de criação e aniquilação.

Os operadores a− e a+ não comutam e satisfazem a seguinte relação de comutação:

[a−, a+] ≡ a−a+ − a+a− = 1. (3)

Essa expressão é bastante evidente a partir do momento que substituirmos as equações
(2) e (3) no comutador [x̂, p̂x] = i� e usarmos o fato de que todo operador comuta com
ele mesmo.

Substituindo (2) e (3) no hamiltoniano do OHS, obtemos:

H =
1

2
(p̂2x + ω

2x̂2) =
�ω

2
(a−a+ + a+a−)

= �ω(a+a− +
1

2
) = �ωa+a− + E0, (4)

onde a constante E0 = �ω
2

é chamada de energia do ponto zero do oscilador, isto é, E0 é
a energia associada ao estado fundamental (ou estado de menor energia). Lembre-se que
em Mecânica Clássica, a energia mı́nima do oscilador é zero.

Um bom exerćıcio seria mostrar diretamente, escrevendo os operadores a± em termos
de x e do operador derivada d

dx
. Lembrando que os operadores atuam sobre as funções

de onda, o leitor deve calcular os produtos dos operadores, aplicando-os neste caso às
autofunções unidimensionais. Calcula-se separadamente a+a−ψn(x) e a

−a+ψn(x); depois
faz-se a adição obtendo, então, o hamiltoniano acima. Fazendo a subtração das duas
equações resultantes desta operação, obtém-se a relação de comutação canônica acima
(3).

3 Supersimetria em Mecânica Clássica

Para a SUSI N = 1, com uma única supercoordenada comutante φ, não podemos in-
troduzir um potencial V (φ), pois, entre outros motivos, isto levaria a não consistência da
super-ação, tornando-a de dimensão ı́mpar [17]. Consideramos a análise da superpart́ıcula
interagindo com uma energia potencial conservativa U(φ), a qual, no formalismo lagran-
giano, é usual denominar simplesmente de potencial.

3.1 SUSI N=1

Consideramos a supersimetria N = 1, isto é, a SUSI com uma única variável antico-
mutante. A supersimetria em Mecânica Clássica unifica as coordenadas par q(t) e ı́mpar
ψ(t) em um superespaço caracterizado pela introdução de uma variável grassmanniana Θ
não mensurável [14, 16, 51],

Superespaço → (t; Θ), Θ2 = 0, (5)
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onde t e Θ atuam, respectivamente, como elementos par e ı́mpar da álgebra de Grassmann.
A coordenada anticomutante, Θ, parametriza todos os pontos do superespaço, mas

toda a dinâmica será colocada na coordenada temporal, t. A SUSI MC é gerada por uma
transformação de translação no superespaço,

Θ → Θ′ = Θ+ ε, t→ t′ = t+ iεΘ, (6)

onde Θ e ε são variáveis grassmannianas reais,

[Θ, ε]+ = Θε+ εΘ = 0 ⇒ (Θε)∗ = (ε∗Θ∗) = (εΘ) = −(Θε). (7)

Esta operação asterisco do produto de duas variáveis grassmannianas (anticomutantes)
nos assegura que tal produto é um imaginário puro e, por isso, coloca-se i =

√−1 em
(25) para alcançar o caráter real do tempo. A SUSI é implementada de modo a deixar o
elemento de linha invariante 1:

dt+ iΘdΘ = invariante, (8)

onde mais uma vez introduz-se o i para tornar o elemento de linha real.

Supercoordenada Comutante

A supercoordenada comutante para N = 1 é expandida em uma série de Taylor em
termos das coordenadas par q1(t) e ı́mpar ψ(t) :

φc ≡ φc(t; Θ) = q1(t) + iΘψ(t). (9)

Há a necessidade de definirmos a regra de derivação com respeito a uma variável
grassmanniana. Aqui, usamos a regra de derivada à direita, ou seja, sendo f(Θ1,Θ2) uma
função de duas variáveis anticomutantes,

δf =
∂f

∂Θ1
δΘ1 +

∂f

∂Θ2
δΘ2, (10)

onde δΘ1 e δΘ2 aparecem do lado direito das derivadas parciais.
Considerando uma transformação infinitesimal da supercoordenada, obtemos:

δφc(t; Θ) = iε[Q, φ(t; Θ)]− = εQφc(t; Θ), Q = −∂Θ + iΘ∂t. (11)

Para encontrarmos a derivada covariante da SUSI MC impomos que [DΘ, Q]+ = 0, o
que resulta em

DΘ = −∂Θ − iΘ∂t ⇔ δDΘφc(t; Θ) = εQDΘφc(t; Θ). (12)

Duas variáveis de Grassmann satisfazem as seguintes integrais de Berezin2:

1Aquelas propriedades das grandezas grassmannianas necessárias para uma melhor compreensão desta
seção serão introduzidas gradativamente.

2A Eq. (24) da Ref. [12] esta com erro de impressão.
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∫
dΘΘ = 1 ⇒

2∑
i=1

∫
dΘiΘi = 2,

∫
dΘi = 0 = ∂Θi

1, (i = 1, 2), (13)

onde ∂Θi
é a derivada parcial em relação a Θi. Vemos que a integral de Berezin atua como

uma derivada.
Uma super-ação para a superpart́ıcula livre com SUSI N = 1 pode ser escrita como a

seguinte integral dupla3:

Sc =
i

2

∫ ∫
dtdΘ(DΘφc)φ̇c =

i

2

∫ ∫
dtdΘ{iψq̇1 +Θψψ̇ − iΘq̇2} ≡

∫
dtL. (14)

Após integrarmos na variável Θ, obtém-se a seguinte lagrangeana da superpart́ıcula:

Lc =
1

2
q̇1

2 +
i

2
ψψ̇, (15)

onde o primeiro termo é a energia cinética associada à coordenada par e o segundo termo
é a energia cinética associada à coordenada ı́mpar, para uma part́ıcula sem energia po-
tencial.

A super-ação tem que ser par e o elemento de linha dtdθ posto na construção desta é
ı́mpar. Portanto, vemos que não é posśıvel a introdução de uma energia potencial V (φ)
na lagrangeana, pois tal termo de potencial levaria a uma super-ação de dimensão não
consistente, ou seja, a super-ação se tornaria também ı́mpar. Então, quando tivermos uma
única supercoordenada comutante φ, a SUSY N=1 existirá somente para a superpart́ıcula
livre.

Devemos salientar que a super-ação sempre deve ser par, mas a lagrangeana eventual-
mente pode ser ı́mpar.

Agora, ainda no caso da SUSI N=1, vamos considerar duas supercoordenadas, uma
comutante (par) e a outra anticomutante (́ımpar), possibilitando a construção de um
oscilador supersimétrico generalizado, contendo termos de potencial não-harmônico.

Supercoordenada Anticomutante

Considere a seguinte supercoordenada anticomutante φa(t; Θ) em termos das compo-
nentes bosônica q2(t) e fermiônica ζ(t) com SUSI N =1,

φa(t; Θ) = ζ(t) + Θq2(t) ⇒ δφa(t; Θ) = δζ(t) + Θδq2(t), (16)

onde φa(t; Θ) é a-number, Θ é a-number, ζ(t) é a-number e q2(t)-c-number.
Fazendo uma variação de φa(t; Θ), expandindo em série de Taylor, obtemos:

δφa(t; Θ) = φa(t
′; Θ′)− φa(t; Θ) == iεΘζ̇(t) + εq2(t). (17)

Comparando (16) com (17), obtemos a seguinte lei de transformação para as componentes
da supercoordenada anticomutante:

3Nesta seção, sobre supersimetria em Mecânica Clássica, usamos o sistema de unidades em que m =
1 = ω, onde m é a massa da part́ıcula e ω é a frequência angular.
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δζ(t) = εq2(t), δq2(t) = −εζ̇(t). (18)

Note que a componente em Θ nos dá uma derivada total ζ̇ ou q̇2.
De (16) e (17), vemos que a lei de transformação infinitesimal da SUSI pode ser escrita

em termos da supercoordenada φa(t; Θ),

δφa(t; Θ) = εQφa(t; Θ), (19)

onde o gerador da SUSI N=1 em termos de uma supercoordenada anticomutante é o
mesmo para o caso da supercoordenada comutante, dada pela Eq. (11).

No caso da supercoordenada anticomutante, temos a seguinte super-ação:

Sa =
im

2

∫ ∫
dtdΘφa(DΘφa) ≡

∫
dtLa ; (20)

após integrarmos na variável Θ, encontramos a seguinte lagrangeana livre:

La =
1

2
(q̇22 + iζζ̇). (21)

Uma ação total envolvendo ambas supercoordenadas, comutante e anticomutante, in-
cluindo os termos de interação, é dada por:

ST =

∫ ∫
dtdΘ

(
im

2
φ̇cDΘφc +

im

2
φaDθφa −

√
kφ2

cφa

)
, (22)

onde a lagrangeana total, torna-se

LT = Lc + La + Lint, (23)

onde o terceiro termo corresponde à parte de interação.
Após utilizarmos a equação de movimento para a componente par de φa, obtemos:

q2 = q2(q1). Neste caso, vemos que na lagrangeana de interação acima, o acoplamento
da componente bosônica q1 com a componente fermiônica ζ corresponde a um termo de
potencial de um oscilador anarmônico com auto-interação de quarta ordem na coordenada
bosônica. O leitor interessado em encontrar outros termos de interações posśıveis deve
introduzir φn

cφa, onde n ≥ 1. Note que n = 2 é exatamente o caso considerado aqui.

3.2 SUSI N=2

Assumimos que a SUSI ocorre a D = 1 = (0 + 1) com supersimetria estendida N = 2.
Neste caso, temos duas variáveis anticomutantes. Iniciamos com o tratamento clássico
e depois efetuamos a primeira quantização, via o método de quantização canônica com
v́ınculos. Em geral, a SUSI com N > 1 é denominada supersimetria estendida. No caso
N = 2, o elemento de linha dado por

dt− iΘ1dΘ1 − iΘ2dΘ2 = invariante, (Jacobiano = 1) , (24)

é invariante sob as seguintes transformações de translação no super-espaço:
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Θ1 → Θ′
1 = Θ1 + ε1, Θ2 → Θ′

2 = Θ2 + ε2, t→ t′ = t+ iε1Θ1 + iε2Θ2, (25)

onde ε1 e ε2 são grandezas anticomutantes (grassmannianas) e constantes reais. O ”i”em
(25) serve para garantir o caráter real do tempo.

As variáveis de Grassmann reais possuem as seguintes propriedades:

[Θi,Θj]+ = ΘiΘj +ΘjΘi = 0 ⇒ (Θ1)
2 = 0 = (Θ2)

2. (26)

Além do mais, note que a derivada grassmanniana satisfaz a seguinte relação de anti-
comutação:

[∂Θi
,Θj]+ = ∂Θi

Θj +Θj∂Θi
= δij, (i, j = 1, 2), (27)

onde δij é o delta de Kronecker, isto é, se i = j ⇒ δii = 1; se i �= j ⇒ δij = 0.
Neste trabalho, estamos adotando a regra de derivada à direita, ou seja: ∂Θ1(Θ2Θ1) =
Θ2, ∂Θ1(Θ1Θ2) = −Θ2.

As variáveis de Grassmann muitas vezes simplificam os cálculos. Por exemplo, a expo-
nencial de Θ1 resulta exatamente na soma da unidade com Θ1. Definindo as coordenadas
grassmannianas complexas Θ e Θ̄ (o conjugado complexo de Θ) em termos das variáveis
anticomutantes reais, Θi(i = 1, 2) e os parâmetros (constantes) grassmannianos ε e ε̄,
vemos que

Θ =
1√
2
(Θ1 − iΘ2), Θ̄ =

1√
2
(Θ1 + iΘ2),

ε =
1√
2
(ε1 − iε2), ε̄ =

1√
2
(ε1 + iε2) (28)

proporcionam as seguintes transformações SUSI:

Θ → Θ′ = Θ+ ε, Θ̄ → Θ̄′ = Θ̄ + ε̄, t→ t′ = t− i(Θ̄ε− ε̄Θ). (29)

Neste caso, obtêm-se as seguintes relações de anti-comutação:

[∂Θ,Θ]+ = 1, [∂Θ̄, Θ̄]+ = 1, Θ2 = 0. (30)

A expansão de Taylor para a supercoordenada escalar real de natureza comutante, em
termos de Θ e Θ̄, pode ser escrita como:

φ(t; Θ, Θ̄) = q(t) + iΘ̄ψ(t) + iΘψ̄(t) + ΘΘ̄A(t). (31)

A partir da lei de tranformação infinitesimal desta supercoordenada, a saber,

δφ = φ(t′; Θ′, Θ̄′)− φ(t; Θ, Θ̄)

= ∂tφδt+ ∂ΘφδΘ+ ∂Θ̄φδΘ̄

= (ε̄Q+ Q̄ε)φ, (32)
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onde os geradores da SUSI são

Q ≡ ∂Θ̄ − iΘ∂t, Q̄ ≡ −∂Θ + iΘ̄∂t, (33)

(a supercarga Q̄ não é o complexo conjugado da supercarga Q), obtemos as respectivas
leis para as componentes bosônicas (pares) (q(t);A) e fermiônicas (́ımpares) (ψ(t), ψ̄(t)):

δq(t) = i{εψ̄(t) + ε̄ψ(t)}, δA = ε ˙̄ψ(t)− ε̄ψ̇(t) = d

dt
{εψ̄ − ε̄ψ), (34)

δψ(t) = −ε{q̇(t)− iA}, δψ̄(t) = −ε̄{q̇(t) + iA}, (35)

as quais misturam-se, como no caso da SUSI N=1 [17].
A super-ação mais geral com SUSI N = 2, invariante sob estas transformações, no

superespaço (Θ, Θ̄; t) e de dimensão par, é definida pela seguinte integral tripla:

S[φ] =

∫ ∫ ∫
dtdΘ̄dΘ{1

2
(Dφ)(D̄φ)− U(φ)}, D̄ ≡ ∂Θ + iΘ̄∂t, (36)

onde D é a derivada covariante (D = −∂Θ̄ − iΘ∂t, ∂̄Θ̄ = −∂Θ, e ∂Θ̄ = ∂
∂Θ̄

e ∂Θ = ∂
∂Θ

),
constrúıda de modo que [D,Q]+ = 0 = [D̄, Q̄]+ e U(φ) é uma função polinomial da
supercoordenada. A SUSI MC é um jogo de convenções, possibilitando encontrarmos
outras representações para seus geradores.

Usando a regra de derivada à direita, obtemos:

D̄φ = (∂Θ + iΘ̄∂t)φ = −iψ̄ − Θ̄A + iΘ̄∂tq +ΘΘ̄ ˙̄ψ,

Dφ = (−∂Θ̄ − iΘ∂t)φ = iψ −ΘA− iΘq̇ +ΘΘ̄ψ̇. (37)

Expandindo em série de Taylor o potencial U(φ) e mantendo até a primeira ordem em
ΘΘ̄ (porque somente estes termos sobrevivem após integrarmos nas variáveis grassman-
nianas complexas Θ e Θ̄), obtemos:

U(φ) = φU ′(φ) +
φ2

2
U ′′(φ) + · · ·

= AΘΘ̄U ′(φ) +
1

2
ψψ̄Θ̄ΘU ′′ +

1

2
ψ̄ψΘΘ̄U ′′ + · · ·

= ΘΘ̄{AU ′ + ψ̄ψU ′′}+ · · · , (38)

onde as derivadas (U ′ e U ′′) são tomadas em Θ = 0 = Θ̄, de modo que resultam em
funções exclusivamente da coordenada par q(t). Substituindo esta expansão de U(φ) e
as derivadas covariantes D̄φ e Dφ, obtemos a lagrangeana com SUSI N=2 em termos
da componente bosônica A. Usando a equação de Euler-Lagrange para A, obtém-se a
hamiltoniana canônica da SUSI N = 2,

Hcan =
1

2

{
p2+

(
U ′(q)

)
2 + U ′′(q)[ψ̄, ψ]−

}
, (39)
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a qual contém um termo de potencial misto, composto de uma função da variável dinâmica
de posição da part́ıcula (U ′′(q)) e de variáveis de Grassmann ([ψ̄, ψ]−). Após a quantização
desta hamiltoniana, veremos que este termo de potencial misto nos proporcionará a in-
teração SUSI MQ, envolvendo uma parte bosônica e uma parte fermiônica.

4 Mecânica Quântica Supersimétrica

A supersimetria em Mecânica Quântica, formulada inicialmente por Witten [10], pode
ser alcançada pela primeira quantização da hamiltoniana canônica acima.

De acordo com o método de Dirac, os parênteses de Poisson {A,B} devem ser subs-
titúıdos por parênteses de Poisson modificados (denominados de parênteses de Dirac)
{A,B}D, A e B duas variáveis dinâmicas, que são dados por:

{A,B}D = {A,B} − {A,Γi}C−1
ij {Γj , B} , (40)

onde Γi denotam os v́ınculos de segunda classe. Estes v́ınculos têm os parênteses de
Poisson não-nulos que definem a matriz C,

Cij 
 {Γi,Γj}, (41)

que Dirac mostrou ser anti-simétrica e não-singular e, portanto, inverśıvel. Seguindo esta
técnica, obtém-se [25]:

{q, q̇}D = 1, {ψ, ψ̄}D = i e {A, q̇}D =
∂2U(q)

∂q2
. (42)

Todos os demais parênteses de Dirac são nulos. Na próxima etapa, implememtaremos
o procedimento de quantização canônica. Em tal procedimento, devemos substituir os
parênteses de Dirac por comutador ou anticomutador. De acordo com o teorema de spin-
estat́ıstica, os operadores bosônicos satisfazem a relação de comutação e os operadores
fermiônicos satisfazem a relação de anticomutação. Conseqüentemente, denotamos q̂ e ψ̂
como sendo os operadores bosônico e fermiônico, respectivamente, em Mecânica Quântica,
correspondentes às variáveis clássicas q e ψ. Neste caso, efetuamos as substituições dos
parênteses de Dirac pelos seguintes comutador e anticomutador:

{q, q̇}D = 1 → 1

i
[q̂, ˙̂q]− = 1 ⇒ [q̂, ˙̂q]− = q̂ ˙̂q − ˙̂qq̂ = i,

{ψ, ψ̄}D = i→ 1

−i [ψ̂,
ˆ̄ψ]+ = i⇒ [ψ̂, ˆ̄ψ]+ = ψ̂ ˆ̄ψ + ˆ̄ψψ̂ = 1. (43)

Vale a pena salientar que na referência [25] aparece um sinal negativo no parêntese de
Dirac para as variáveis fermiônicas, ou seja, {ψ, ψ̄}D = −i. Isto acontece porque eles
usaram a regra de derivação à esquerda. No caso da referência [25], o parêntese de Dirac

deve ser substitúıdo pelo seguinte anticomutador: 1
i
[ψ̂, ˆ̄ψ]+. A representação matricial

dos operadores fermiônicos será a mesma considerada na próxima subseção.



CBPF-MO-002/04 11

Agora, vamos considerar o efeito dos v́ınculos sobre a hamiltoniana canônica na versão
quantizada. A representação fundamental dos operadores fermiônicos em D = 1 = (0+1)
é dada por:

ψ̂ =

(
0 0
1 0

)
, ˆ̄ψ =

(
0 1
0 0

)
⇐⇒ [ψ̂, ˆ̄ψ]+ = 12×2, [ ˆ̄ψ, ψ̂]− = σ3, (44)

onde σ3 é a matriz diagonal de Pauli com os elementos 1 e -1 na diagonal principal. Por
outro lado, na representação de coordenada, os operadores de posição e de momento linear
satisfazem a relação de comutação canônica vista na Seção 2.

Substituindo (44) em (39), e definindo W (x) ≡ U ′(x) ≡ dU
dx
, a hamiltoniana canônica

torna-se o seguinte operador matricial, denominado modelo hamiltoniano de Witten [10]:

Ĥ = −1

2

d2

dx2
+

1

2
{W 2(x) +W ′(x)σ3} =

(
H− 0
0 H+

)
, (45)

onde os setores de hamiltoniano (H±) podem ser colocados em termos de operadores di-

ferenciais de primeira ordem (mutuamente adjuntos, isto é, A+ = (A−)† , A− = (A+)
†
),

a saber,

H− = −1

2

d2

dx2
+ V− = A+A− , (46)

e o seu companheiro supersimétrico H+ é definido por

H+ = −1

2

d2

dx2
+ V+ = A−A+,

V∓ =
1

2

{
W 2(x)±W ′(x)

}
, A± =

1√
2

{
± d

dx
+W (x)

}
. (47)

Considerando as equações de autovalor para H±, obtém-se o seguinte mapeamento
entre os seus autovalores de energia:

E
(n)
+ = E

(n+1)
− , n = 0, 1, 2, . . .. (48)

Vemos que todos os ńıveis de energia dos hamiltonianos H± são degenerados, com exceção
do estado fundamental não degenerado de H− associado ao autovalor de energia zero.

Por que a denominação de superpotencial? A função W (x) é chamada de superpo-
tencial, devido às seguintes interpretações: W 2(x) representa a interação bóson-bóson, e
W ′(x)σ3 representa a interação bóson-férmion. Note que no modelo SUSI MQ de Witten
não existe o termo de interação férmion-férmion.

A álgebra graduada de Lie associada à SUSI MQ N = 2, em termos das supercargas
Q±, envolvendo comutador [A,B]− = AB −BA e anticomutador [A,B]+ = AB +BA, é:

[Q−, Q+]+ = HSUSI , Q+ = Q†
−, Q− = Q†

+, (49)

[HSUSI , Q−]− = 0 = [HSUSI , Q+]−, Q2
+ = Q2

− = 0. (50)

Os elementos desta super-álgebra podem ser representados em termos dos operadores
diferenciais de primeira ordem A±. Neste caso, temos:
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HSUSI = Ĥ =

(
H− 0
0 H+

)
, Q− = σ−A− =

(
0 0
A− 0

)
, (51)

onde
√
2σ− = σ1 − iσ2, com σ1 e σ2 sendo as matrizes de Pauli. A energia do estado

fundamental do setor bosônico H− é zero, ou seja, E
(0)
− = 0 = E

(0)
SUSI . A equação de

Schrödinger para a função de onda que descreve um estado quântico SUSI na representação
abstrata,

Ĥ | Ψ >SUSI= E | Ψ >SUSI, | Ψ >SUSI=

( | ψ >−
| ψ >+

)
, E ≡ ESUSI ≥ 0, (52)

nos fornece as seguintes relações entrelaçadas entre as autofunções dos setores bosônico,
| ψ >−, e fermiônico, | ψ >+:

| ψ >+=
1√
E
A− | ψ >−, | ψ >−=

1√
E
A+ | ψ >+ . (53)

Por conseguinte, vemos que os operadores A± não são os operadores de simetria, mas eles
graduam os dois subespaços de Hilbert da SUSI MQ, levando o setor bosônico no setor
fermiônico e vice-versa. Os operadores de simetria são as supercargas Q±. Na descrição
de Schrödinger, a função de onda depende de x e está relacionada com a representação
abstrata, através do seguinte produto escalar: ΨSUSI(x) =< x | Ψ >SUSI . Justifica-se
esta denominação de setores bosônico e fermiônico, devido ao fato de que o operador

de número fermiônico, Nf = (1 − σ3)/2, NfNf = Nf , possui o auto-espinor

(
1
0

)

associado ao autovalor nf = 0 (nenhum férmion) e o auto-espinor

(
0
1

)
com nf = 1 (um

férmion). Lembre-se que, pelo teorema de spin-estat́ıstica, cada estado quântico só pode
ser ocupado por no máximo um férmion ou um número inteiro de bósons.

Abordamos agora a quebra espontânea da SUSI em Mecânica Quântica. Quando o
vácuo deixa de ser invariante SUSI, diz-se que há uma quebra espontânea da SUSI. Isto
se dá precisamente quando E

(0)
SUSI �= 0. Note que, de acordo com a equação (32), a

supercarga clássica Q corresponde ao operador Q− da versão quântica. Dado uma curva
de potencial, se ocorrer pelo menos um mı́nimo com valor zero, o potencial não apresenta
quebra espontânea de SUSI. Obviamente, estamos considerando o caso em que o potencial
é uma função positiva dependente exclusivamente da posição da part́ıcula.

Agora, assumindo que |Ψ(0)
SUSI > é invariante SUSI e Q± são os operadores de super-

cargas mutuamente adjuntos, temos:

E
(0)
SUSI =< Ψ

(0)
SUSI |HSUSI |Ψ(0)

SUSI >= 0 ⇔ Q±|Ψ(0)
SUSI >= 0, (54)

ou seja, se E
(0)
SUSI = 0, dizemos que não há quebra espontânea de supersimetria e, portanto,

a SUSI é uma simetria exata sempre que existir uma solução normalizável da equação
de Schrödinger associada à energia zero. Podemos implementar uma análise precisa da
normalizabilidade da função de onda, Ψ

(0)
SUSI(x), que descreve o estado fundamental, em
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termos da topologia do superpotencialW (x). De fato, considerando que em uma dimensão

Ψ
(0)
SUSI(x) é aniquilada pela supercarga matricial Q−, dada pela equação (51), obtemos:

Q−Ψ
(0)
SUSI(x) = 0 ⇒ Ψ

(0)
SUSI(x) =

(
ψ

(0)
− (x)
0

)
= N

(
exp

(− ∫ x

0
W (y)dy

)
0

)
, (55)

a qual é normalizável quando
∫ x

0
W (y)dy → ∞, x→ ±∞. Neste caso, N é a constante

de normalização. Um aspecto bastante importante é a impossibilidade do ńıvel de energia
do estado fundamental ser degenerado quando não há quebra espontânea da SUSI. Da
definição de A± em (47), obtém-se a seguinte relação entre as soluções de A−ψ(0)

− (x) = 0

e A+ψ
(0)
+ (x) = 0:

ψ
(0)
− (x)ψ

(0)
+ (x) = C, (56)

onde C é uma constante real. Note que ψ
(0)
− (x) normalizável implica em ψ

(0)
+ (x) não-

normalizável e, portanto, a energia zero de H− não será permitida para H+. Neste caso,

ψ
(0)
+ (x) é uma solução da equação de Schrödinger, mas não é aceitável fisicamente.

Três aplicações da SUSI MQ: A seguir, para cada sistema quântico apresentamos
o superpotencial, o par de hamiltonianos companheiros supersimétricos e as autofunções
dos estados fundamentais.
a) Oscilador Harmônico Unidimensional.

W (x) = −ωx, H− = −1

2

d2

dx2
+
ω2x2

2
− ω

2

H+ = −1

2

d2

dx2
+
ω2x2

2
+
ω

2
, Ψ

(0)
− ∝ e−ωx2

2 (57)

b) Potencial de Pöschl-Teller, o qual tem aplicação em teoria molecular.

W (θ) =
k

2
ctg

(
θ

2

)
− λ

2
tg

(
θ

2

)
, k > 1, λ > 1,

H− = − d
2

dθ2
+

1

4

{
k(k − 1)

sin2
(

θ
2

) +
λ(λ− 1)

cos2
(

θ
2

)
}

− 1

4
(k + λ)2

H+ = − d
2

dθ2
+

1

4

{
k(k + 1)

sin2
(

θ
2

) +
λ(λ+ 1)

cos2
(

θ
2

)
}

− 1

4
(k + λ)2

ψ
(0)
− ∝ senk

(
θ

2

)
cosλ

(
θ

2

)
. (58)

c) O átomo de hidrogênio: o problema de Coulomb tridimensional.

W (ρ) =
5+ 1

ρ
− 1

5+ 1
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H− = −1

2

(
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ

)
− 1

2

[
2

ρ
− 5(5+ 1)

ρ2

]
+

1

2(5+ 1)2

H+ = −1

2

(
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ

)
− 1

2

[
2

ρ
+

(5+ 1)(5+ 2)

ρ2

]
+

1

2(5+ 1)2

Ψ
(0)
− ∝ ρ�e−

ρ
�+1 . (59)

Nestes três casos a SUSI é não-quebrada, pois a energia do estado fundamental de cada
caso é nula. A seguir, vamos considerar o tratamento geral da resolução espectral via a
hierarquia de hamiltonianos.

5 Hierarquia de Hamiltonianos Supersimétricos

O método SUSI nos fornece uma hierarquia de Hamiltonianos que permite calcularmos
as autofunões e autovalores de energia de um hamiltoninano H1. A seguir, apresentaremos
o método desenvolvido por Sukumar [22].

Considerando H1 = H− + E
(0)
1 e H2 = H+ + E

(0)
1 , temos:

H1 = A+
1 A

−
1 + E

(0)
1 , A

(−)
1 = ψ

(0)
1

(
− 1√

2

d

dx

)
1

ψ
(0)
1

= (A+
1 )

†, (60)

com o seu ”companheiro supersimétrico”dado por

H2 = A−
1 A

+
1 + E

(0)
1 , V2(x) = V1(x)− d2

dx2
5nψ

(0)
1 . (61)

O espectro H1 e H2 satisfaz

E
(n)
2 = E

(n+1)
1 , n = 0, 1, 2, . . . , (62)

com suas autofunções relacionadas por

ψ
(n+1)
1 ∝ A+

1 ψ
(n)
2 , n = 0, 1, 2, . . . . (63)

FatorizandoH2 em termos de sua função de onda do estado fundamental ψ
(0)
2 , obtém-se

H2 = −1

2

d2

dx2
+ V2(x) = A

+
2 A

−
2 + E

(0)
2 , A−

2 = ψ
(0)
2

(
− 1√

2

d

dx

)
1

ψ
(0)
2

. (64)

O companheiro SUSI de H2 é dado por

H3 = A−
2 A

+
2 + E

(0)
2 , V3(x) = V2(x)− d2

dx2
5nψ

(0)
1 . (65)

O espectro de H2 e H3 satisfaz a condição

E
(n)
3 = E

(n+1)
2 , n = 0, 1, 2, . . . , (66)

com suas autofunções relacionadas por
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ψ
(n+1)
2 ∝ A+

2 ψ
(n)
3 , n = 0, 1, 2, . . .. (67)

A repetição deste procedimento resulta na seguinte generalização:

Hn = −1

2

d2

dx2
+ Vn(x) = A

+
nA

−
n + E(0)

n = A−
n−1A

+
n−1 + E

(0)
n−1, (68)

A−
n = ψ(0)

n

(
− 1√

2

d

dx

)
1

ψ
(0)
n

=
(
A+

n

)†
, (69)

Vn(x) = Vn−1(x)− d2

dx2
5nψ

(0)
n−1

= V1(x)− d2

dx2
5n(ψ

(0)
1 ψ

(0)
2 . . . ψ

(0)
n−1), n = 2, 3, . . . ,M, (70)

cujos espectros satisfazem o mapeamento

En−1
1 = En−2

2 = . . . = E(0)
n , n = 2, 3, . . . ,M, (71)

onde M é o número de estados ligados de H1. Portanto, a autofunção do n − 1−ésimo
estado excitado de H1 é dada por

ψn
1 ∝ A+

1 A
+
2 . . . A

+
nψ

(0)
n+1. (72)

Podemos resumir o processo desenvolvido por Sukumar através do seguinte mapea-
mento:

E
(n)
1 E

(n)
2 E

(n)
3 E

(n)
4 E

(0)
n+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...

E
(4)
1 E

(3)
2 E

(2)
3 E

(1)
4 · · · · · ·

E
(3)
1 E

(2)
2 E

(1)
3 E

(0)
4 · · · · · ·

E
(2)
1 E

(1)
2 E

(0)
3 · · · · · · · · · · · ·

E
(1)
1 E

(0)
2 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

E
(0)
1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

H1 H2 H3 H4 · · · Hn+1

Note que o ńıvel de energia do estado fundamental do (n+1)ésimo-membro da hierar-
quia (Hn+1)é degenerado com o ńıvel de energia do n-ésimo estado excitado do primeiro
membro da hierarquia (H1).

Potenciais Invariantes de Forma: São aqueles potenciais SUSI que satisfazem uma
condição espećıfica entre seus parceiros,

V+(x; a1) = V−(x; a2) +R(a2), a2 = f(a1), (73)

onde a1 é um conjunto de parâmetros, a2 uma função dos parâmetros a1 e R(a2) é a parte
restante, independente de x.
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Para o potencial de Pöschl-Teller (58), obtém-se a seguinte condição de invariância de
forma:

V+(x; k, λ) = V−(x; k → k + 1, λ→ λ+ 1) +R(k, λ) , (74)

onde a1 = (k, λ), a2 = (k+1, λ+1), R = −(k+λ+1), com E
(0)
− = 0, o que nos garante

que a SUSI é não-quebrada. A condição de invariância de forma é uma condição suficiente
para podermos resolver algebricamente a equação de autovalor de energia via o método
SUSI desenvolvido por Gendenshtein [11]. No entanto, no caso da quebra espontânea
da SUSI, podemos aplicar o método SUSI desenvolvido por Sukumar [22] ou fazendo
transformações adequadas, restaurando o caso da SUSI não-quebrada [38].

O caso mais simples de potenciais invariantes [11] de forma é o oscilador SUSI em uma

dimensão, onde c1 = c2 = R = ω e E
(0)
− = 0.

Portanto, a partir da análise da hierarquia de hamiltonianos SUSI, vemos que se a
condição de invariância de forma for satisfeita os ńıveis de energia do n-ésimo estado
excitado do primeiro membro da hierarquia tornam-se:

En
1 = En−1

2 = . . . = E
(0)
n+1 =

n+1∑
s=2

R(as), n = 1, 2, . . .,

onde o ı́ndice superior indica o ńıvel de energia e o ı́ndice inferior indica o membro da
hierarquia. Neste caso, a energia do estado fundamental do n-ésimo membro da hierarquia
é dada por E

(0)
n =

∑n
s=2R(as).

6 Novos Potenciais Iso-Espectrais

Nesta seção, apresentamos alguns resultados da nossa aplicação do método SUSI para
se construir o potencial generalizado de Abraham e Moses [52] associado ao hamilto-
niano radial do átomo de hidrogênio. Neste caso, considerando duas transformações SUSI
sucessivas, os resultados são equivalentes ao método de espalhamento inverso [55].

Iniciamos com a equação radial para o átomo de hidrogênio, (59), colocando-se o
número atômico Z = 1, na representação −χ, χ(r) = rR(r), onde 5 representa o número
quântico de momento angular:

χ
(0)
� (r) = rR

(0)
� (r) ∝ r�+1 exp

(
− r

5+ 1

)
, (75)

onde ρ = αr = 2r
N
, α2 = −8EN = 4Z2

N2 = 4
N2 .

Construimos, sob duas transformações SUSI sucessivas, uma corrente de hamiltonianos
SUSI, H1(5) → H2(5) = H̃2(5) → H̃1(5, α), onde

H1(5) = A
+
1 (5)A

−
1 (5)−

1

2(5+ 1)2
, V1(r) = −1

r
+
5(5+ 1)

2r2
(76)

A±
1 (5) = [χ

(0)
� (r)]∓1

(
± 1√

2

d

dr

)
[χ

(0)
� (r)]±1 =

1√
2

{
± d
dr

+W (r)

}
. (77)



CBPF-MO-002/04 17

O companheiro SUSI de H1 é H2(5) = A
−
1 (5)A

+
1 (5)− 1

2(�+1)2
, onde

V2(r) = V1(r)− d2

dr2
5nχ

(0)
� (r) = −1

r
+

(5+ 1)(5+ 2)

2r2
. (78)

Em virtude das equações (75) e (77), é visto que [X
(0)
� (r)]−1 é uma solução formal e não

normalizável deH2 para sua energia não f́ısica, −1
2
(5+1)2. A solução geral correspondente,

a qual, por sua vez, também é formal e não normalizável, é dada por{[
χ

(0)
� (r)

]−1
}

G

=
[
χ

(0)
� (r)

]−1
{
α +

∫ r

0

[
χ

(0)
� (r̃)

]2

dr̃

}
. (79)

Agora, explorando a solução geral (79) para fatorizar H2 no estado não f́ısico com
energia − 1

2(�+1)2
, obtemos:

H̃2 = H2 = B−(5)B+(5)− 1

2(5+ 1)2
, Ṽ 2(r) = V2(r), (80)

onde B+ = (B−)†, e, por sua vez, em analogia com (77), o operador B− é definido por

B−(5) =
[{[

χ
(0)
� (r)

]−1
}

G

]−1 (
± 1√

2

d

dr

) [{[
χ

(0)
� (r)

]−1
}

G

]−1

. (81)

Portanto, a construção da segunda transformação SUSY, H̃2 → H̃1(5;α),

H̃1(5;α) = B
+(5)B−(5)− 1

2(5+ 1)2
= −1

2

d2

dr2
+ Ṽ1(r), (82)

nos proporciona o seguinte potencial iso-espectral:

Ṽ1 = −1

r
+
5(5+ 1)

2r2
− d2

dr2
5n

[
2�+2∑
s=0

(25+ 2)!

(25+ 2− s)!
(
5+ 1

2

)s

r(2�+2−s)

]
. (83)

A Eq. (83) é nossa expressão para o potencial generalizado de Abraham-Moses, obtido
através da aplicação do método SUSI para o hamiltoniano radial do átomo de hidrogênio
com momento angular 5 arbitrário.

No caso particular 5 = 0, o novo potencial torna-se

Ṽ1(r; 0) = −1

r
+

8r(r + 1)

(2r2 + 2r + 1)2
, (84)

que coincide com aquele de Abraham e Moses [52]. Porém, esses autores têm adotado
o método de espalhamento inverso do formalismo de Gelfand e Levitan em sua dedução
associada ao momento angular, 5 = 0.

Em virtude de (75) e (79), explicitamente obtemos

B+
1

{[
χ

(0)
�=0(r)

]−1
}

G

= 0 ⇒
{[
χ

(0)
�=0(r)

]−1
}

G

= −1

2
e−r

(
r + 1 +

1

2r

)
, (85)
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uma solução não normalizável, confirmando que − 1
2(�+1)2

não é um autovalor H̃2 = H2

fisicamente aceitável. Portanto, os ńıveis de H̃2 são os mesmos de H2, isto é, Ẽ
(m)
2 =

E
(m)
2 , (m = 0, 1, 2, . . .). Além do mais, H̃1, o companheiro SUSI de H̃2, também não

possui o ńıvel − 1
2(�+1)2

, pois E
(m)
1 = E(m+1)(m = 0, 1, 2, · · ·).

O potencial Ṽ1(r; 0) de (84) elimina o estado fundamental do hamiltoniano da equação
radial do átomo de hidrogênio, mas mantém o restante do espectro de energia. Analo-
gamente, resultado semelhante segue-se para 5 arbitrário. Nosso resultado, obtido para
Ṽ1(r; 0), é equivalente à seguinte expressão para o potencial [Ṽ1(r; 5)]KN, dada por Kos-
telecky e Nieto [18], via seus estudos do formalismo de Gelfand e Levitan [53],

[Ṽ1(r; 5)]KN = 4φ(5)

{
φ(5) +

5+ 1

r
− 1

5+ 1

}
, (86)

onde

φ(5) = (2r)2�+2

{
(25+ 2)!

2�+2∑
k=0

(2r)k(5+ 1)2�+3−k

k!

}−1

. (87)

A seguir, apresentamos as conclusões.

7 Conclusão

A Mecânica Quântica supersimétrica tem sido uma técnica algébrica bastante usada
em resoluções espectrais e para se construir novos potenciais iso-espectrais em Mecânica
Quântica [22] e com fases equivalentes [30]. Recentemente, foram constrúıdas novas classes
de potenciais iso-espectrais em Mecânica Quântica e em Teoria de Campos bidimensionais
(1+1 dimensões) [24]. Neste curso, investigamos a lagrangeana com supersimetria (SUSI)
N = 1 e N = 2. Evidenciamos o fato de que a SUSI N = 1 em termos de duas super-
coordenadas, uma comutante e a outra anti-comutante, proporciona termos de potenciais
de osciladores anarmônicos [17].

Consideramos uma śıntese do procedimentos de quantização canônica de Dirac [9],
devido à presença de v́ınculos inerentes à hamiltoniana SUSI, cujos detalhes o leitor pode
encontrar nas referências [14, 25].

Por outro lado, quando já se conhece o hamiltoniano da SUSI em Mecânica Quântica, a
SUSI N = 2 pode ser constrúıda seguindo o tratamento de Witten [10, 12, 37]. Analisamos
a energia do estado fundamental e vimos que se ela for positiva ocorre quebra espontânea
da supersimetria em Mecânica Quântica. Portanto, a SUSI é uma simetria exata quando
a função de onda que descreve o estado quântico fundamental estiver associada à energia
zero.

Nesta introdução à supersimetria, ilustramos o poder do método SUSI para construir
novos potenciais para o caso exemplar do hamiltoniano radial do átomo de hidrogênio.
Os espectros idênticos ao da Eq. radial do átomo de hidrogênio, com exceção apenas
das perdas dos ńıveis de energia associados aos estados fundamentais para o momento
angular orbital 5 fixo. Com nossa análise SUSI, de fato, restauramos o famoso potencial
de Abraham e Moses [52] para 5 = 0, e, também, o potencial deduzido por Kostelecky e
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Nieto [18] para 5 arbitrário. Realmente, na última seção, vimos a equivalência do método
SUSI [55, 56] com o método da teoria de espalhamento inverso de Gelfand e Levitan [53],
aplicado por esses autores.

Registramos também que o método de duas transformações SUSI sucessivas, visto
na última seção, nos proporciona dois potenciais de fases equivalentes e, portanto, com
mesma matriz de espalhamento.

Baseando-se em nossa análise, podemos dizer que o método SUSI oferece uma ferra-
menta algébrica poderosa, especialmente na construção de novos potenciais iso-espectrais,
aumentando o número de potenciais exatamente solúveis. Algumas propriedades f́ısicas
de potenciais de fases equivalentes têm aplicações em F́ısica Nuclear [57].

Em śıntese, no caso da resolução espectral, a elegância do método de hierarquia de
hamiltonianos está no seguinte: o problema da dinâmica da Eq. de Schrödinger associado
a uma Eq. diferencial de segunda ordem na coordenada de posição se converte em um
problema de cinemática que envolve operadores diferenciais de primeira ordem, que for-
necem os n-ésimos estados quânticos. Finalizamos indicando para consulta algumas teses
de doutorado e dissertações de mestrado [54].
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