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Abstract

O conteudo destas notas contém uma revisao sobre o método de fatorizacao em
Mecanica Quantica e a construgao da Mecanica Classica Supersimétrica com supersi-
metria N =1 e N = 2, usando o formalismo lagrangiano. Na construcao de uma teoria
SUSI em Mecanica Classica, usa-se as variaveis anti-comutantes (cujo quadrado é zero)
denominadas de grassmannianas. Apés analisarmos as principais caracteristicas da su-
persimetria em Mecéanica Quantica Nao-relativistica, contemplando alguns exemplos de
supersimetria nao-quebrada, consideramos a aplicacao do método supersimétrico para
deduzirmos um potencial isoespectral com o atomo de hidrogénio nao-relativistico.
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1 Introducao

A supersimetria (SUSI) em Teoria de Campos é a tnica simetria relativistica entre
bésons e férmions compativel com a Teoria Quantica de Campos. A SUSI nos proporciona
novas simetrias (Supergravidade) e uma atenuagao das divergéncias em teorias de campos.

Iniciamos este curso fazendo uma sintese dos principais tipos de particulas. No
zoologico da Fisica de Particulas, a SUSI, em sua versao maxima, propoe a estrutura
de: 8 férmions de spin—% — gravitino (previsto pela SUSI, mas ainda nao detectado); 28
bésons de spin 1 — féton, mediador da interacao eletromagnética; W=+, Z° mediadores da
interacao elétro-fraca e os glions, mediadores da interagao forte; 56 férmions de spin—% :
os quarks e léptons; 70 bdsons de Higgs de spin 0, que ainda nao foram detectados; 1
graviton de spin 2, que ainda nao foi detectado. As teorias de unificacao, como a de
Weinberg-Salam e as GUT’s, conseguem relacionar algumas particulas de mesmo spin.

A seguir, apresentamos a evolucao histérica dos trabalhos que proporcionaram o sur-
gimento da supersimetria em Teoria de Campos. Em 1960, aconteceu a primeira tentativa
para relacionar multipletos de barions e mésons com spins diferentes. Ex: Modelo SU(6)
de Gursey-Radicati-Sakita, um modelo nao-relativistico. Varias tentativas de covarian-
tizé-lo falharam. Em 1967, tivemos o trabalho "No-go theorem”de Coleman e Mandula: a
partir de algumas caracteristicas da matriz de espalhamento (ou matriz S) e do espectro
de particulas, eles concluiram que o grupo de simetria do espago-tempo e da simetria
interna, cujos geradores sao conservados sob Transformagoes de Lorentz, é o produto di-
reto T ® G, onde T = {P,, M,} sao os geradores do grupo de Lorentz e G = {G'} é
um escalar de Lorentz. Em 1971, foram propostos o modelo de strings com particulas
de spin semi-inteiro, por Neveu, Schwarz e Ramond e a extensao do grupo de Poincaré
por Gel'fand e Likthman. Em 1973, a realizacao nao-linear da algebra SUSI em Teoria
Quantica de Campos foi considerada por Volkov e Akulov. Em 1974, foram propostos os
modelos lineares supersimétricos por Wess e Zumino: multipletos (A, B, ¥), representagao
off-shell; (A, W), representagao on-shell. Este foi o primeiro modelo da Supersimetria em
Teoria de Campos no espago-tempo da Relatividade Restrita.

Salam e Strathdee encontraram as realizacoes dos geradores da SUSI sobre um supe-
respaco de coordenadas e introduziram um formalismo elegante em termos de supercampos
[1].

Realmente, a SUSI surgiu na década de setenta e, logo em seguida, alguns pesquisa-
dores da linha de trabalhos sobre uma descricao unificada das teorias fisicas relutaram
com a grande ambicao de que a mesma fosse a teoria de grande unificagdo das quatro
interagbes bdsicas existentes na natureza (forte, fraca, eletromagnética e gravitacional).
Mas, apdés um grande ntimero de trabalhos abordando a SUSI nesse contexto, esta fal-
tando uma constatacao experimental para que a SUSI se torne uma teoria de unificagao
a altas energias, ou seja, uma Teoria Quantica de Campos consistente com a descrigao da
natureza. Nao obstante, no momento ha uma grande perspectiva da existéncia da SUSI
em Fisica de Altas Energias.

Nas referéncias [2, 3, 4, 5] indicamos alguns livros sobre a SUSI em Teoria de Campos.
Para uma conexao da abordagem de teoria de grupos e o oscilador isotrépico tridimensio-
nal em Mecanica Quantica na descricao de Schrodinger, veja a Ref. [7]. Recentemente,
uma generalizacao da técnica de fatorizacao em Mecanica Quantica foi aplicada para os
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seguintes potenciais: oscilador isotréopico tridimensional, potenciais de Morse e Coulomb
8].

Partindo da super-particula nao-relativistica construimos a supersimetria em Mecanica
Quantica (SUSI MQ). Iniciamos com a supersimetria em Mecanica Classica (SUSI MC)
e implementamos o procedimento de quantizagao canonica de Dirac [9], no contexto nao-
relativistico. Tal procedimento de quantizacao aplica-se a sistemas com vinculos de se-
gunda classe.

Apés a formulagao da SUST MQ por Witten [10, 11, 12] e da SUST MC [13, 14, 15,
16, 17], surgiram algumas evidéncias fenomenoldgicas a baixas energias, em Mecanica
Quantica Nao-relativistica Supersimétrica [18]. Na Ref. [17] o leitor pode encontrar a
demonstracao detalhada de que, no caso da SUSI MC com N=1 (uma varidvel de Grass-
mann) e uma unica supercoordenada comutante, ndo podemos introduzir um termo de
potencial na super-acao. No entanto, considerando a interacao de uma supercoordenada
anti-comutante, com uma supercoordenada comutante, podemos construir um modelo
SUSI N = 1 para um oscilador anarmonico.

Atualmente, existem alguns livros-texto [19] sobre Mecanica Quantica contendo a-
plicagoes da SUSI MQ. Ja existem também livros exclusivos sobre SUSI em Mecanica
Cléssica e Mecanica Quantica [20].

A SUSI MQ tem sido aplicada principalmente como técnica de resolugao espectral
para potenciais invariantes de forma [21] para se construir novos potenciais iso-espectrais
em uma dimensao [22] e em trés dimensoes [23].

Fernandez et al., considerando duas transformagoes SUSI sucessivas, construiram no-
vos potenciais iso-espectrais andlogos ao potencial do atomo de hidrogénio [21]. Recen-
temente, tém sido construidas novas classes de potenciais iso-espectrais no contexto da
Mecanica Quantica unidimensional e da Teoria de Campos em espacgo-tempo bidimensio-
nal (141 dimensoes) [24].

Os modelos hamiltonianos da SUSI MC N =1 e N = 2 em (0+1) dimensao contém
vinculos, cuja primeira quantizagao tem sido investigada via o método de Dirac [14, 15, 25].

Outras aplicagoes da SUSI MQ em conexao com a &lgebra de Wigner-Heisenberg,
super-realizada por Jayaraman-Rodrigues, para a interacao de Calogero associada a duas
particulas, em conexao com o oscilador quantico de Wigner, em termos de operadores
bosonicos e fermionicos [26]; a éptica quantica via SUSI [27]; os superpotenciais singulares
[28]; os potenciais nao polinomiais [29] e com potenciais de fases equivalentes [30]. Ha
cinco trabalhos de revisdao sobre SUST em Mecanica Quantica [31, 32, 33, 34, 35]

Os trabalhos de revisao mais recentes sobre o caso da Mecancia Cléassica da super-
particula livre com SUSI N = 1 e o caso da SUSI N = 2, com a aplicagdo para o
potencial de Poschl-Teller I e um néutron em um campo magnético de um condutor li-
near com corrente [36], sdo encontrados, respectivamente, em [17] e [37]. O potencial de
Poschl-Teller I com SUSI quebrada tem sido transformado em um potencial que obedece
a condi¢ao de invariancia de forma [38].

Registramos também alguns trabalhos sobre a conexao da SUSI com os estados coe-
rentes para potenciais iso-espectrais [39], potenciais associados a g-dlgebras [40], dlgebra
de Heisenberg nao-linear [41], oscilador isotonico SUSI [42], a interagao de Calogero para
duas particulas [43] e para o modelo de Jaynes-Cummings [44]. Recentemente, Curado
e Rego-Monteiro investigaram uma classe de algebras de Heisenberg generalizadas forne-
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cendo as &lgebras tipo Heisenberg deformada e nao-deformada [45]; deixamos para fazer
uma analise da conexao dessas algebras com a supersimetria em outra abordagem ao
tema.

Interessantes aplicagoes da SUSI no contexto da bosonizagao, da SUSI nao linear de
sistemas parabosonicos e da SUSI associada a monopodlos de férmions foram investigadas
por Plyushchay [46]. A conex@o de potenciais que possuem a condicao de invariancia de
forma com o método algébrico pode ser encontrada nas referéncias [38] e [47]. O vetor de
Laplace-Runge-Lenz estd relacionado com os elementos da dlgebra SUST MQ [48]. Recen-
temente, tem sido considerado também interessantes aplicacoes das transformacoes semi-
unitarias em modelos supersimétricos no contexto da Mecancica Quantica por Zhang et
al. [49]. Potenciais complexos pseudo-hermitianos com simetria PT tem sido investigados
por C.-S. Jia et al. [50].

Este curso estd organizado da seguinte maneira: na Secao 2, apresentamos uma sintese
do método de fatorizagao em Mecanica Quantica para o oscilador harmonico unidimensio-
nal [6]. Na Secao 3, introduzimos algumas propriedades das varidveis de Grassmann|[51] e
implementamos a SUSI N =1 e N = 2 em Mecanica Classica. Na Secao 4, consideramos
a questao do vinculo de segunda classe na quantizacao da super-particula, construimos o
modelo supersimétrico de Witten em Mecanica Quantica Nao-relativistica e analisamos
a quebra espontanea da SUSI. Na Secao 5, abordamos a resolugao espectral via a hierar-
quia de hamiltonianos e a propriedade de invariancia de forma. Na Secao 6, deduzimos
o potencial generalizado de Abraham-Moses [52, 53] via o método SUSI MQ, que gera
potenciais iso-espectrais. Na secao 7, elaboramos as discussoes e conclusoes.

Esta nota de aula é baseada no trabalho [12], acrescido de parte dos trabalhos [6],
[17] e [37]. Acrescentamos também a nossa aplicacao do método de duas transformagoes
supersimétricas sucessivas, para deduzirmos, a partir do potencial do atomo de hidrogénio
[54], o potencial generalizado de Abraham-Moses [55, 56].

2 O Método de Fatorizacao

Nesta secao, consideramos a aplicacao do método de fatorizagao para o oscilador har-
monico simples[6]. Vamos introduzir dois operadores nao-hermitianos, a~ e a™, definidos
a partir da combinagao linear dos operadores de posi¢do e momento linear (z = = e

Dy = —z’h%), no sistema de unidades em que m =1,
Te (i), 0" = ——(wi = ip.) )
= W + ip,), at = WI — Py,
2hw 2hw
onde pl, = p, = a* = (a7)T e a= = (a*)!. Neste caso, diz-se que a* sido operadores

mutuamente adjuntos. Escrevendo e p, em termos de a~ e at, obtemos:

L h + — A o hw + —
Jj_va(a +a )7 Pz =1 2 (a a )7 (2)

onde a~ é chamado de operador de abaixamento e a™, de operador de levantamento dos
autovalores de energia do oscilador harmonico simples (OHS).
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Em segunda quantizacao, quando quantizamos o campo eletromagnético surgem ope-
radores analogos aos operadores escada (a*) do OHS, mas eles fazem parte do campo e
nao sao combinacao lineares de p, com . Em teorias de campos, os operadores a* sao
denominados operadores de criagao e aniquilacao.

Os operadores a~ e a™ nao comutam e satisfazem a seguinte relagdo de comutagao:
] +_ o+

[a”,a"|=a"a” —aTa” = 1. (3)

Essa expressao ¢ bastante evidente a partir do momento que substituirmos as equagoes
(2) e (3) no comutador [, p,] = ih e usarmos o fato de que todo operador comuta com

ele mesmo.
Substituindo (2) e (3) no hamiltoniano do OHS, obtemos:

1 I
H = 5(]5325 + w?3?) = %u(a’cfr +a*a”)
1
= hw(ata” + 5) = hwaa™ + Ey, (4)
onde a constante Fy = % ¢ chamada de energia do ponto zero do oscilador, isto ¢, Fy ¢é

a energia associada ao estado fundamental (ou estado de menor energia). Lembre-se que
em Mecanica Cléssica, a energia minima do oscilador é zero.

Um bom exercicio seria mostrar diretamente, escrevendo os operadores a™ em termos
de x e do operador derivada %. Lembrando que os operadores atuam sobre as funcoes
de onda, o leitor deve calcular os produtos dos operadores, aplicando-os neste caso as
autofun¢oes unidimensionais. Calcula-se separadamente a™a~ 1, (x) e a”a* 1, (x); depois
faz-se a adigao obtendo, entao, o hamiltoniano acima. Fazendo a subtracao das duas
equacoes resultantes desta operacao, obtém-se a relacao de comutacao canonica acima

(3).

+

3 Supersimetria em Mecanica Classica

Para a SUSI N = 1, com uma unica supercoordenada comutante ¢, nao podemos in-
troduzir um potencial V' (¢), pois, entre outros motivos, isto levaria a nao consisténcia da
super-agao, tornando-a de dimensao impar [17]. Consideramos a andlise da superparticula
interagindo com uma energia potencial conservativa U(¢), a qual, no formalismo lagran-
giano, é usual denominar simplesmente de potencial.

3.1 SUSI N=1

Consideramos a supersimetria N = 1, isto é, a SUSI com uma tnica variavel antico-
mutante. A supersimetria em Mecénica Classica unifica as coordenadas par ¢(t) e impar
Y (t) em um superespago caracterizado pela introdugao de uma varidvel grassmanniana ©
nao mensuravel [14, 16, 51],

Superespago — (t; 9), 0?2 =0, (5)
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onde t e © atuam, respectivamente, como elementos par e impar da dlgebra de Grassmann.

A coordenada anticomutante, ©, parametriza todos os pontos do superespaco, mas
toda a dinamica serd colocada na coordenada temporal, t. A SUSI MC é gerada por uma
transformacao de translagao no superespaco,

©— 0 =0+e¢, t —t =1t+1eO, (6)

onde O e € sao variaveis grassmannianas reais,

[©,€]y =B+ O =0= (O¢)" = ('0") = (e0) = —(O¢). (7)

Esta operagao asterisco do produto de duas varidveis grassmannianas (anticomutantes)
nos assegura que tal produto é um imagindrio puro e, por isso, coloca-se i = v/—1 em
(25) para alcangar o cardter real do tempo. A SUSI é implementada de modo a deixar o
elemento de linha invariante !:

dt + 1©dO = invariante, (8)
onde mais uma vez introduz-se o ¢ para tornar o elemento de linha real.
Supercoordenada Comutante

A supercoordenada comutante para N = 1 é expandida em uma série de Taylor em
termos das coordenadas par ¢ (t) e impar ¢ (t) :

P = 0c(t;0) = qu(t) +iOY(t). (9)

H&a a necessidade de definirmos a regra de derivacao com respeito a uma varidvel
grassmanniana. Aqui, usamos a regra de derivada a direita, ou seja, sendo f(©;, ©2) uma
funcao de duas varidveis anticomutantes,

af of
0f = =00, + ——00 10

onde 00, e 6O, aparecem do lado direito das derivadas parciais.
Considerando uma transformacao infinitesimal da supercoordenada, obtemos:

00c(t;©) = i€[Q, ¢(t; ©)]- = €Qpc(t;0),  Q = —0o + 100, (11)

Para encontrarmos a derivada covariante da SUSI MC impomos que [Dg, Q]+ = 0, o
que resulta em

D@ = _89 - Z@at <~ 5D®¢c(t; @) = GQDGch(t; @) (12)

Duas variaveis de Grassmann satisfazem as seguintes integrais de Berezin?:

! Aquelas propriedades das grandezas grassmannianas necessarias para uma melhor compreensao desta
secao serao introduzidas gradativamente.
2A Eq. (24) da Ref. [12] esta com erro de impressio.
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2
i=1

onde Og, € a derivada parcial em relacao a ©;. Vemos que a integral de Berezin atua como
uma derivada.

Uma super-acao para a superparticula livre com SUSI N = 1 pode ser escrita como a
seguinte integral dupla?:

S, = % / / dtd®(De¢,)d. = % / / dtdO{ihg, + O — i0¢*} = / dtL. (14)

Apoés integrarmos na variavel ©, obtém-se a seguinte lagrangeana da superparticula:

1 i
L.= =G+ - 15

onde o primeiro termo ¢é a energia cinética associada a coordenada par e o segundo termo
¢ a energia cinética associada a coordenada impar, para uma particula sem energia po-
tencial.

A super-acao tem que ser par e o elemento de linha dtdf posto na construcao desta é
impar. Portanto, vemos que nao é possivel a introducdo de uma energia potencial V' (¢)
na lagrangeana, pois tal termo de potencial levaria a uma super-acao de dimensao nao
consistente, ou seja, a super-acao se tornaria também impar. Entao, quando tivermos uma
unica supercoordenada comutante ¢, a SUSY N=1 existird somente para a superparticula
livre.

Devemos salientar que a super-agao sempre deve ser par, mas a lagrangeana eventual-
mente pode ser impar.

Agora, ainda no caso da SUSI N=1, vamos considerar duas supercoordenadas, uma
comutante (par) e a outra anticomutante (impar), possibilitando a constru¢ao de um
oscilador supersimétrico generalizado, contendo termos de potencial nao-harmonico.

Supercoordenada Anticomutante

Considere a seguinte supercoordenada anticomutante ¢, (t; ©) em termos das compo-
nentes bosonica g(t) e fermionica ¢(¢) com SUSI N =1,

Ga(t; ©) = ((t) + Oqa(t) = d6a(t;©) = 0¢(t) + Oda(t), (16)
onde ¢,(t; ©) é a-number, © é a-number, ((t) é a-number e go(t)-c-number.
Fazendo uma variagao de ¢,(t; ©), expandindo em série de Taylor, obtemos:
06a(t;0) = ¢a(t'; ©') = da(t; ©) == €O (t) + €qat). (17)

Comparando (16) com (17), obtemos a seguinte lei de transformagcao para as componentes
da supercoordenada anticomutante:

3Nesta secdo, sobre supersimetria em Mecanica Classica, usamos o sistema de unidades em que m =
1 = w, onde m é a massa da particula e w é a frequéncia angular.
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0C(t) = eqa(t),  dqu(t) = —eC(t). (18)
Note que a componente em © nos dd uma derivada total Q ou ¢o.

De (16) e (17), vemos que a lei de transformagao infinitesimal da SUSI pode ser escrita
em termos da supercoordenada ¢,(t; ©),

0¢a(t; ©) = €Qu(t; ©), (19)

onde o gerador da SUSI N=1 em termos de uma supercoordenada anticomutante é o
mesmo para o caso da supercoordenada comutante, dada pela Eq. (11).
No caso da supercoordenada anticomutante, temos a seguinte super-agao:

5.~ 5 [ [ t1ae,(Dety) = [arL, (20)

apos integrarmos na variavel ©, encontramos a seguinte lagrangeana livre:

La = 5(d +iC0). (21)

Uma acao total envolvendo ambas supercoordenadas, comutante e anticomutante, in-
cluindo os termos de interagao, é dada por:

&z//mw(%@%@+%@M%—ﬂ%@) (22)

onde a lagrangeana total, torna-se

LT - Lc + La + Lint> (23)

onde o terceiro termo corresponde a parte de interacao.

Apés utilizarmos a equacao de movimento para a componente par de ¢,, obtemos:
g2 = q2(q1). Neste caso, vemos que na lagrangeana de interagdo acima, o acoplamento
da componente bosonica ¢; com a componente fermionica ¢ corresponde a um termo de
potencial de um oscilador anarmoénico com auto-interagao de quarta ordem na coordenada
bosonica. O leitor interessado em encontrar outros termos de interagoes possiveis deve
introduzir ¢! ¢,, onde n > 1. Note que n = 2 é exatamente o caso considerado aqui.

3.2 SUSI N=2

Assumimos que a SUSI ocorre a D =1 = (0 + 1) com supersimetria estendida N = 2.
Neste caso, temos duas varidveis anticomutantes. Iniciamos com o tratamento classico
e depois efetuamos a primeira quantizacao, via o método de quantizacao candnica com
vinculos. Em geral, a SUSI com N > 1 é denominada supersimetria estendida. No caso
N = 2, o elemento de linha dado por

dt —1©1dO; — i02dO, = invariante, (Jacobiano = 1) , (24)

é invariante sob as seguintes transformagoes de translagao no super-espago:
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@1—>@/1:@1+€1, @2—>@/2:@2+€2, t—>t/2t+’i€1@1—|—i€2@2, (25)
onde €; e € sao grandezas anticomutantes (grassmannianas) e constantes reais. O 74" em
(25) serve para garantir o cardter real do tempo.

As variaveis de Grassmann reais possuem as seguintes propriedades:
[@Z‘, @j]+ = @z@] + @j@z =0= (@1)2 =0= (@2)2. (26)

Além do mais, note que a derivada grassmanniana satisfaz a seguinte relacdo de anti-
comutacao:

[0o,, 0]+ = 00,0; + 0,00, = ;j, (i,j=1,2), (27)

onde d;; ¢ o delta de Kronecker, isto é, se i = 7 = 0; = 1;se ¢ # j = 6;; = 0.
Neste trabalho, estamos adotando a regra de derivada a direita, ou seja: OJg,(0201) =
Oy, 00,(0102) = —0O,.

As variaveis de Grassmann muitas vezes simplificam os cdlculos. Por exemplo, a expo-
nencial de ©; resulta exatamente na soma da unidade com ©;. Definindo as coordenadas
grassmannianas complexas © e © (o conjugado complexo de ©) em termos das varidveis
anticomutantes reais, 0;(i = 1,2) e os parametros (constantes) grassmannianos € e €,
vemos que

€ = —(61 + i€2) (28)
proporcionam as seguintes transformacoes SUSI:

0 -0 =0+e¢, 0 -0 =06 +¢, t—t =t—i(Ge—€0). (29)
Neste caso, obtém-se as seguintes relagoes de anti-comutagao:

[897 @]-l- =1, [a@a @]-l— =1, @2 =0. (30)

A expansao de Taylor para a supercoordenada escalar real de natureza comutante, em
termos de © e O, pode ser escrita como:

B(t;0,0) = q(t) +iOY(t) +iOyY(t) + OO A(L). (31)

A partir da lei de tranformacao infinitesimal desta supercoordenada, a saber,

ot 0, 0") - ¢(t;0,0)
O, 6t + Do IO + DgpdO
= (€Q + Qe)9, (32)

0¢
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onde os geradores da SUSI sao

Q=05 —100,, Q= —0e+1i60,, (33)

(a supercarga ) nao é o complexo conjugado da supercarga @), obtemos as respectivas
leis para as componentes bosonicas (pares) (¢q(t); A) e fermionicas (impares) (¢(t),1(t)):

Salt) = Hed () + @00}, GA=el(t) ~eb(r) = S —ew), (39

ou(t) = —e{q(t) —iA},  oU(t) = —e{q(t) +iA}, (35)

as quais misturam-se, como no caso da SUSI N=1 [17].
A super-agao mais geral com SUSI N = 2, invariante sob estas transformagoes, no
superespaco (0, 0;t) e de dimensao par, é definida pela seguinte integral tripla:

Sl¢] = ///dtd(:)d@{%(ng)(ng) —U(p)}, D = 9¢ + 100, (36)

onde D ¢é a derivada covariante (D = —0dg — 1090, g = —0o, ¢ Oy = % e Jo = %),
construida de modo que [D,Q];. = 0 = [D,Q]; e U(¢) é uma funcao polinomial da
supercoordenada. A SUSI MC é um jogo de convencgoes, possibilitando encontrarmos
outras representagoes para seus geradores.

Usando a regra de derivada a direita, obtemos:

Dé = (9 +i00,)p = —ih — OA + i0d,q + OO,
Dy = (=05 —i00,)¢ = i) — OA —iOf + OO, (37)

Expandindo em série de Taylor o potencial U(¢) e mantendo até a primeira ordem em
OO (porque somente estes termos sobrevivem apds integrarmos nas varidveis grassman-
nianas complexas © e 0), obtemos:

U6) = oU'(6)+ LU0+

_ 1 1.
= AOOU'(¢) + iww@@[ﬂ + iww@@[ﬂ + -
= OO{AU +yYypU"} + -+, (38)
onde as derivadas (U’ e U”) sao tomadas em © = 0 = O, de modo que resultam em
fungdes exclusivamente da coordenada par g(t). Substituindo esta expansao de U(¢) e
as derivadas covariantes D¢ e D¢, obtemos a lagrangeana com SUSI N=2 em termos

da componente bosonica A. Usando a equagao de Euler-Lagrange para A, obtém-se a
hamiltoniana canonica da SUSI N = 2,

Hon = 5 {0+ (U'(0) ) + U"(@)15,9] (30)
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a qual contém um termo de potencial misto, composto de uma funcao da variavel dinamica
de posicao da particula (U”(q)) e de varidveis de Grassmann ([, 1]_). Apés a quantizacao
desta hamiltoniana, veremos que este termo de potencial misto nos proporcionara a in-
teracao SUSI MQ), envolvendo uma parte bosonica e uma parte fermionica.

4 Mecanica Quantica Supersimétrica

A supersimetria em Mecanica Quantica, formulada inicialmente por Witten [10], pode
ser alcancada pela primeira quantizagao da hamiltoniana canonica acima.
De acordo com o método de Dirac, os parénteses de Poisson {A, B} devem ser subs-
tituidos por parénteses de Poisson modificados (denominados de parénteses de Dirac)
{A, B}p, A e B duas varidveis dinamicas, que sao dados por:

{A,B}p = {A, B} — {A, Fi}q.;l{rj, B}, (40)

onde I'; denotam os vinculos de segunda classe. Estes vinculos tém os parénteses de
Poisson nao-nulos que definem a matriz C,

Cij = {Fiarj}a (41)

que Dirac mostrou ser anti-simétrica e nao-singular e, portanto, inversivel. Seguindo esta
técnica, obtém-se [25]:

>*U(q)

{qa Q}D = 17 {1/1, 7vE}D =1 € {A? Q}D = an

(42)

Todos os demais parénteses de Dirac sao nulos. Na proxima etapa, implememtaremos
o procedimento de quantizacao candnica. Em tal procedimento, devemos substituir os
parénteses de Dirac por comutador ou anticomutador. De acordo com o teorema de spin-
estatistica, os operadores bosonicos satisfazem a relacao de comutacao e os operadores
fermionicos satisfazem a relacao de anticomutacao. Conseqiientemente, denotamos ¢ e @
como sendo os operadores bosonico e fermionico, respectivamente, em Mecanica Quantica,
correspondentes as varidveis classicas ¢ e 1. Neste caso, efetuamos as substituicoes dos
parénteses de Dirac pelos seguintes comutador e anticomutador:

1
l

(0, 8p = i——[, Py =i =[]y = b+ = 1. (43)

—1

_=4q—q4j=1i,

=

—

{an}D = 1— [qAa(ﬂ— =1 = (jv

—_

Vale a pena salientar que na referéncia [25] aparece um sinal negativo no paréntese de
Dirac para as varidveis fermionicas, ou seja, {1,9}p = —i. Isto acontece porque eles
usaram a regra de derivagao a esquerda. No caso da referéncia [25], o paréntese de Dirac
deve ser substituido pelo seguinte anticomutador: %[@,zljh A representagao matricial
dos operadores fermionicos serda a mesma considerada na proxima subsecao.



CBPF-MO-002/04 11

Agora, vamos considerar o efeito dos vinculos sobre a hamiltoniana canonica na versao
quantizada. A representacao fundamental dos operadores fermionicos em D =1 = (0+1)
¢ dada por:

&Z <(1) 8)’ 'IZZ (8 (1]) <:'>[’l/;77z]+:12><27 [727?/;]7:03, (44)

onde o3 é a matriz diagonal de Pauli com os elementos 1 e -1 na diagonal principal. Por
outro lado, na representacao de coordenada, os operadores de posi¢ao e de momento linear
satisfazem a relacao de comutagao canonica vista na Secao 2.

Substituindo (44) em (39), e definindo W (z) = U'(z) = %2, a hamiltoniana canonica
torna-se o seguinte operador matricial, denominado modelo hamiltoniano de Witten [10]:

~ 1d 1., , H_ 0
f= g+ 3@ W@ = (5 7)) (45)
onde os setores de hamiltoniano (H.) podem ser colocados em termos de operadores di-
ferenciais de primeira ordem (mutuamente adjuntos, isto 6, A* = (47)7, A~ = (4H)"),
a saber,
1 d?
H =——+4+V._=A"A" 46

e o seu companheiro supersimétrico H, ¢ definido por

1 & o
H+ = —§E+V+—A A,
1 9 , + 1 d
Ve = 2{W () £ W'(z)}, A ——\/i{i—dx—FW(x)}. (47)

Considerando as equacgoes de autovalor para H., obtém-se o seguinte mapeamento
entre os seus autovalores de energia:

EMW=E"™Y  n=012.. . (48)

Vemos que todos os niveis de energia dos hamiltonianos H. sao degenerados, com exce¢ao
do estado fundamental nao degenerado de H_ associado ao autovalor de energia zero.

Por que a denominagao de superpotencial? A funcao W (x) é chamada de superpo-
tencial, devido as seguintes interpretacoes: W?2(x) representa a interacao béson-bdson, e
W'(x)os representa a interagao béson-férmion. Note que no modelo SUSI MQ de Witten
nao existe o termo de interacao férmion-férmion.

A algebra graduada de Lie associada a SUSI MQ N = 2, em termos das supercargas
Q)+, envolvendo comutador [A, B]. = AB — BA e anticomutador [A, B], = AB + BA, é:

[Q-. Q4]+ = Hsusr, Q+=Q", Q-=@, (49)
[Hsusr, @-]- =0 = [Hsysr, Q4] -, QL =Q>=0. (50)

Os elementos desta super-algebra podem ser representados em termos dos operadores
diferenciais de primeira ordem A*. Neste caso, temos:
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- H_ 0 _ 0 O
HSUSI =H = ( 0 H+> ) Q— =0 A" = (A O> ) (51)
onde V20_ = oy — 109, com o1 e g9 sendo as matrizes de Pauli. A energia do estado
fundamental do setor bosonico H_ é zero, ou seja, EY =0 = EéOU)SI. A equagao de

Schrodinger para a funcao de onda que descreve um estado quantico SUSI na representacao
abstrata,

| >_
| ¥ >

nos fornece as seguintes relagoes entrelacadas entre as autofuncoes dos setores bosonico,
| ¥ >_, e fermionico, | ¢ >,:

H| VU >qp5i= E |V >sps1, |V >sus1= ( > , E=FEsysr =20, (52)

1 1
Vo= A (v U=
Por conseguinte, vemos que os operadores A* nao sao os operadores de simetria, mas eles
graduam os dois subespacos de Hilbert da SUSI MQ), levando o setor bosonico no setor
fermionico e vice-versa. Os operadores de simetria sao as supercargas (). Na descricao
de Schrodinger, a funcao de onda depende de x e estd relacionada com a representagao
abstrata, através do seguinte produto escalar: Vgpg(z) =< = | ¥ >gpgr . Justifica-se
esta denominacao de setores bosonico e fermionico, devido ao fato de que o operador

At [ >, . (53)

on . . 1
de nimero fermionico, Ny = (1 —o03)/2, N;yN; = Ny, possui o auto-espinor (0>

0
| ) comny = 1 (um
férmion). Lembre-se que, pelo teorema de spin-estatistica, cada estado quantico s6 pode
ser ocupado por no maximo um férmion ou um nimero inteiro de bdsons.

Abordamos agora a quebra espontanea da SUSI em Mecanica Quantica. Quando o
vacuo deixa de ser invariante SUSI, diz-se que ha uma quebra espontanea da SUSI. Isto
se d& precisamente quando EgBSI # 0. Note que, de acordo com a equacao (32), a
supercarga classica () corresponde ao operador ()_ da versao quantica. Dado uma curva
de potencial, se ocorrer pelo menos um minimo com valor zero, o potencial nao apresenta
quebra espontanea de SUSI. Obviamente, estamos considerando o caso em que o potencial
é uma funcao positiva dependente exclusivamente da posicao da particula.

Agora, assumindo que |\I/g251 > ¢é invariante SUSI e ()1 sdo os operadores de super-
cargas mutuamente adjuntos, temos:

associado ao autovalor ny = 0 (nenhum férmion) e o auto-espinor

0 0 0 0
EE@&SI =< ‘I’(SI)JSI‘HSUSIWE@&SI >=0« Qi‘\pgl)JSI >=0, (54)

ou seja, se Egg g7 = 0, dizemos que nao hd quebra espontanea de supersimetria e, portanto,
a SUSI é uma simetria exata sempre que existir uma solugao normalizavel da equacao
de Schrodinger associada a energia zero. Podemos implementar uma analise precisa da
normalizabilidade da funcao de onda, \11(5?()]5 ;(z), que descreve o estado fundamental, em
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termos da topologia do superpotencial W (z). De fato, considerando que em uma dimensao
\I/g]l)]SI(x) ¢ aniquilada pela supercarga matricial @)_, dada pela equacao (51), obtemos:

© ETP \ — .
Q Why(0) =0 = W) = (V) < (T CRWOBYY

a qual é normalizavel quando fom W(y)dy — oo, x — £o00. Neste caso, N é a constante
de normalizacao. Um aspecto bastante importante é a impossibilidade do nivel de energia
do estado fundamental ser degenerado quando nao ha quebra espontanea da SUSI. Da
definicio de A* em (47), obtém-se a seguinte relacao entre as solucoes de A’w@)(:ﬂ) =0

e Aﬂ/}f) (x) =0:

YO (@) = C, (56)

onde C' é uma constante real. Note que 1 () normalizével implica em wf) () nao-
normalizavel e, portanto, a energia zero de H_ nao sera permitida para H,. Neste caso,

(0)(x)éumasoluN d a0 de Schrodi a0 é aceitdvel fisi

by ¢ao da equagao de Schrodinger, mas nao é aceitavel fisicamente.

Trés aplicagoes da SUSI MQ: A seguir, para cada sistema quantico apresentamos

o superpotencial, o par de hamiltonianos companheiros supersimétricos e as autofungoes
dos estados fundamentais.
a) Oscilador Harmoénico Unidimensional.

+ g, 0O e (57)

A 0
——tg(§>, E>1,)\>1,

Kk—1) A\ — ,
o=t { = (g)) o (el))} -3+

2

k(k+1) )\(/\+1)}_1(k+)\)2

s1n? (g) cos? (g)

1
4
9  sen® (g) cos™ (g) . (58)
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1/d 24 12 00+1) 1
H-== G ow) 2|, 2 | T2us1p
p* pdp p p 2(0+1)
1/d> 2d 12 (+1)(l+2) 1
b3 (B2 U
p*  pdp) 2 |p p 2(0+1)
U o ple7, (59)

Nestes trés casos a SUSI é nao-quebrada, pois a energia do estado fundamental de cada
caso é nula. A seguir, vamos considerar o tratamento geral da resolucao espectral via a
hierarquia de hamiltonianos.

5 Hierarquia de Hamiltonianos Supersimétricos

O método SUSI nos fornece uma hierarquia de Hamiltonianos que permite calcularmos
as autofundes e autovalores de energia de um hamiltoninano H;. A seguir, apresentaremos
o método desenvolvido por Sukumar [22].

Considerando Hy = H_ + Eio) e Hy = H, + Eio), temos:

_ 1 d 1
H—Afar+ B, AT =0~ )~ ap) (60)
V2 dx ;O)
com o seu ”’companheiro supersimétrico”’dado por
— A+ (0) d2 (0)
Hy=ATAT + By, Va(z) = Vi(z) — @fmﬁl : (61)

O espectro H; e H, satisfaz

EW =E™Y  n=0,1,2,..., (62)
com suas autofuncoes relacionadas por
D) o AT n=0,1,2,.... (63)

Fatorizando Hy em termos de sua funcao de onda do estado fundamental wgo), obtém-se

1 & N O ON SR SN
HQ——iﬁ‘FVQ@)—AW% +Ey7, Ay =1y _ﬁ%) @- (64)
O companheiro SUSI de H; é dado por
_ d?
Hy = A; A + B, V(o) = Va(a) — @5”%0)- (65)
O espectro de H, e Hj satisfaz a condicao
EM =E"Y n=0,1,2,.., (66)

com suas autofuncoes relacionadas por
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) o Al n=0,1,2,... (67)

A repeticao deste procedimento resulta na seguinte generalizagao:

1 d? _ _
=  2dx? +Valz) = AJ A, + ET(LO) = A A+ ET(LO—)D (68)
1 d 1

A- =y (- — ) — = (4 69

Volz)  =V,q(x) — d—2€nw(0)

dl‘Q n—1

d2
= Vilw) = (e ), =23, M, (70)
cujos espectros satisfazem o mapeamento

Ert=pr?2= =E9  n=23 ... M, (71)

onde M é o ntmero de estados ligados de H;. Portanto, a autofuncao do n — 1—ésimo
estado excitado de H; é dada por

Ui o AYAL AT, (72)

Podemos resumir o processo desenvolvido por Sukumar através do seguinte mapea-
mento:

BY B B BY BN

Ef" _ Ef” _ Ef’ _ Ef’ -

E® _ p® g g0

e®» _ EM B _

gV _ EY __

EQ
Hl H2 H3 H4 HTL+1

Note que o nivel de energia do estado fundamental do (n+1)ésimo-membro da hierar-
quia (H,1)é degenerado com o nivel de energia do n-ésimo estado excitado do primeiro
membro da hierarquia (H).

Potenciais Invariantes de Forma: Sao aqueles potenciais SUSI que satisfazem uma
condicao especifica entre seus parceiros,

Vi(r;ar) =V (2;a2) + R(az), az = f(a1), (73)

onde a; é um conjunto de parametros, a; uma fun¢ao dos parametros a; e R(as) é a parte
restante, independente de z.
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Para o potencial de Poschl-Teller (58), obtém-se a seguinte condi¢ao de invariancia de
forma:

Vi(z; kN =V (2;k = k+ 1, — A+1)+ R(k,\) , (74)

onde ay = (k,\), a2 = (k+1,A+1), R=—(k+A+1), com EY =0, 0 que nos garante
que a SUSI é nao-quebrada. A condic¢ao de invariancia de forma é uma condigao suficiente
para podermos resolver algebricamente a equacao de autovalor de energia via o método
SUSI desenvolvido por Gendenshtein [11]. No entanto, no caso da quebra espontéanea
da SUSI, podemos aplicar o método SUSI desenvolvido por Sukumar [22] ou fazendo
transformagoes adequadas, restaurando o caso da SUSI nao-quebrada [38].

O caso mais simples de potenciais invariantes [11] de forma é o oscilador SUSI em uma
dimensao, onde ¢c; = s =R =w e E(,O) = 0.

Portanto, a partir da andlise da hierarquia de hamiltonianos SUSI, vemos que se a
condi¢ao de invariancia de forma for satisfeita os niveis de energia do n-ésimo estado
excitado do primeiro membro da hierarquia tornam-se:

n+1
Ep=p"'=...=EY, =Y Ra,), n=12...

s=2

)

onde o indice superior indica o nivel de energia e o indice inferior indica o membro da
hierarquia. Neste caso, a energia do estado fundamental do n-ésimo membro da hierarquia

¢ dada por B = >, R(as).

6 Novos Potenciais Iso-Espectrais

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da nossa aplicacao do método SUSI para
se construir o potencial generalizado de Abraham e Moses [52] associado ao hamilto-
niano radial do a&tomo de hidrogénio. Neste caso, considerando duas transformagoes SUSI
sucessivas, os resultados sao equivalentes ao método de espalhamento inverso [55].

Iniciamos com a equagao radial para o atomo de hidrogénio, (59), colocando-se o
numero atomico Z = 1, na representagao —y, x(r) = rR(r), onde ¢ representa o nimero
quantico de momento angular:

r
) = RO ey (1) (75)
— _ 2r — _ 472 _ 4
onde p=ar =2, o’=-8Ey =% = 5.

Construimos, sob duas transformacoes SUSI sucessivas, uma corrente de hamiltonianos

SUSI, H,(¢) — Hy(¢) = Hy(f) — Hy(£,a), onde

Hy(0) = AT (AT (0) = 5773

A0 =0 (252 ) 000 = el awo ).
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O companheiro SUSI de H; é Hy(€) = A7 (0)Af (£) — 5773, onde

2+ D)2
d? L (+1)(+2
V) = Valr) — A tmr) = - + LD, (19

Em virtude das equagoes (75) e (77), é visto que [ X éo) (r)]~! é uma solugao formal e nao
normalizavel de H, para sua energia nao fisica, —%(E +1)%. A solucao geral correspondente,
a qual, por sua vez, também ¢é formal e nao normalizavel, é dada por

{00} ~[ew] {ar [[e@] o} (79)

Agora, explorando a solugao geral (79) para fatorizar Hy no estado nao fisico com

. 1 X
energia — sy, obtemos:

iy = Hy = B~(0)B*(0) - ﬁ Va(r) = Va(r), (30)

onde B* = (B7)T, e, por sua vez, em analogia com (77), o operador B~ é definido por

(RN (S

Portanto, a construcio da segunda transformaciao SUSY, H, — H; (4; ),

iy(6;0) = B (0)B(¢) - ﬁ = L), (s2)

nos proporciona o seguinte potencial iso-espectral:

I I P k< OV ) | S D P
=—1+"755 _Wm[;(zuz—s)! 2 )" ‘ (83)

A Eq. (83) é nossa expressao para o potencial generalizado de Abraham-Moses, obtido
através da aplicacao do método SUSI para o hamiltoniano radial do dtomo de hidrogénio
com momento angular ¢ arbitrario.

No caso particular ¢ = 0, o novo potencial torna-se

1 8r(r+1)

Vi(r;0) = —=
1(r0) T+(2r2—|—2r—|—1)2’

(84)

que coincide com aquele de Abraham e Moses [52]. Porém, esses autores tém adotado
o método de espalhamento inverso do formalismo de Gelfand e Levitan em sua deducao
associada ao momento angular, ¢ = 0.

Em virtude de (75) e (79), explicitamente obtemos

s {en] ) o {pee] ) e (rreg). )
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uma solucao nao normalizavel, confirmando que nao é um autovalor Hy, = Hy

1
T2(e41)?
fisicamente aceitavel. Portanto, os niveis de Hs sao os mesmos de Hs, isto é, Eém) =
Eém), (m =0,1,2,...). Além do mais, Hy, o companheiro SUSI de Hj, também nao

possui o nivel —m, pois Eyn) = B )(m =0,1,2,--).

O potencial V;(r;0) de (84) elimina o estado fundamental do hamiltoniano da equacio
radial do d4tomo de hidrogénio, mas mantém o restante do espectro de energia. Analo-
gamente, resultado semelhante segue-se para ¢ arbitrario. Nosso resultado, obtido para
Vi(r;0), é equivalente & seguinte expressio para o potencial [Vi(r; 0)]kN- dada por Kos-
telecky e Nieto [18], via seus estudos do formalismo de Gelfand e Levitan [53],

onde

2042 22 9pVk(f 4 1)20+3k !
o(0) = (2r)* {(2£+2)!Z( )(Z!) } .

A seguir, apresentamos as conclusoes.

7 Conclusao

A Mecanica Quantica supersimétrica tem sido uma técnica algébrica bastante usada
em resolugoes espectrais e para se construir novos potenciais iso-espectrais em Mecanica
Quantica [22] e com fases equivalentes [30]. Recentemente, foram construidas novas classes
de potenciais iso-espectrais em Mecanica Quantica e em Teoria de Campos bidimensionais
(141 dimensdes) [24]. Neste curso, investigamos a lagrangeana com supersimetria (SUSI)
N =1e N = 2. Evidenciamos o fato de que a SUSI N = 1 em termos de duas super-
coordenadas, uma comutante e a outra anti-comutante, proporciona termos de potenciais
de osciladores anarmonicos [17].

Consideramos uma sintese do procedimentos de quantizagdo canoénica de Dirac [9],
devido a presenca de vinculos inerentes a hamiltoniana SUSI, cujos detalhes o leitor pode
encontrar nas referéncias [14, 25].

Por outro lado, quando ja se conhece o hamiltoniano da SUSI em Mecanica Quantica, a
SUSI N = 2 pode ser construida seguindo o tratamento de Witten [10, 12, 37]. Analisamos
a energia do estado fundamental e vimos que se ela for positiva ocorre quebra espontanea
da supersimetria em Mecanica Quantica. Portanto, a SUSI é uma simetria exata quando
a funcao de onda que descreve o estado quantico fundamental estiver associada a energia
Zero.

Nesta introducao a supersimetria, ilustramos o poder do método SUSI para construir
novos potenciais para o caso exemplar do hamiltoniano radial do atomo de hidrogeénio.
Os espectros idénticos ao da Eq. radial do atomo de hidrogénio, com excegao apenas
das perdas dos niveis de energia associados aos estados fundamentais para o momento
angular orbital ¢ fixo. Com nossa analise SUSI, de fato, restauramos o famoso potencial
de Abraham e Moses [52] para ¢ = 0, e, também, o potencial deduzido por Kostelecky e
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Nieto [18] para ¢ arbitrario. Realmente, na tltima se¢ao, vimos a equivaléncia do método
SUSI [55, 56] com o método da teoria de espalhamento inverso de Gelfand e Levitan [53],
aplicado por esses autores.

Registramos também que o método de duas transformacoes SUSI sucessivas, visto
na ultima secao, nos proporciona dois potenciais de fases equivalentes e, portanto, com
mesma matriz de espalhamento.

Baseando-se em nossa analise, podemos dizer que o método SUSI oferece uma ferra-
menta algébrica poderosa, especialmente na construcao de novos potenciais iso-espectrais,
aumentando o numero de potenciais exatamente soluveis. Algumas propriedades fisicas
de potenciais de fases equivalentes tém aplica¢oes em Fisica Nuclear [57].

Em sintese, no caso da resolugao espectral, a elegancia do método de hierarquia de
hamiltonianos esta no seguinte: o problema da dinamica da Eq. de Schrodinger associado
a uma Eq. diferencial de segunda ordem na coordenada de posi¢ao se converte em um
problema de cinematica que envolve operadores diferenciais de primeira ordem, que for-
necem os n-ésimos estados quanticos. Finalizamos indicando para consulta algumas teses
de doutorado e dissertagoes de mestrado [54].
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