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“E a teoria que decide o que podemos observar.”
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RESUMO

O presente trabalho tem como objeto de estudo a interacédo eletromagnética,
tendo como tdpico central a discussdo de um quantum massivo de radiacéo.
Partindo da possibilidade de um eletromagnetismo no qual a funcao de Green do
campo eletromagnético descreve um féton massivo, faz-se uma andlise da teoria
Eletrodinamica de Maxwell e, comparativamente, da Eletrodindmica de Maxwell-
Proca, abordando com especial destaque a questdo da radiacdo eletromagnética, as
leis de conservacdo e as consequiéncias mais imediatas do féton ter uma massa
finita. Exemplifica-se com uma aplicacdo a supercondutividade, explorando o efeito
Meissner. Metodologicamente, a pesquisa baseia-se em pesquisa bibliografica, e em
cursos especiais realizados no CBPF sobre o tratamento matematico dos problemas
da propagacado de sinais e da radiagdo emitida por fontes aceleradas. Tem por
objetivo servir de base teorica para futuras pesquisas na area, aplicando-o em
situacdes diversas, como por exemplo, na discussdo de mecanismos de geragcao de
massa em Teoria Quéantica de Campos, e no problema da supercondutividade a

altas temperaturas criticas.

Palavras-chave: Teorias eletromagnéticas, Eletrodindmica de Proca, féton
massivo, supercondutividade, Efeito Meissner.
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1 INTRODUGAO

Uma questado de especial relevancia nas teorias fisicas € a propagacéao de
perturbacdées geradas no espacgo-tempo por algum tipo de fonte. No caso particular
do Eletromagnetismo de Maxwell, um objeto de interesse é o estudo da emisséo e
propagacao dos campos, elétrico e magnético, gerados por cargas, correntes, ou
densidades de spin (na verdade momentos magnéticos), e a andlise da energia

transportada por estes campos.

No entanto, as equacdes de Maxwell convencionais indicam ser nula a massa
do féton, o quantum portador da interacdo eletromagnética. Apesar de hoje a Fisica
adotar que a massa de repouso do foton seja exatamente zero, todos os
experimentos realizados para determinar esta massa somente forneceram limites
superiores para a mesma. Podem-se indagar, entao, quais as evidéncias existentes
para a auséncia de massa do foéton, ou, quais as consequiéncias decorrentes de uma

massa ndo-nula para esta particula elementar.

Em 1936, S. J. Plimpton e W. E. Lawton fizeram uma experiéncia baseada na
Lei de Gauss visando determinar se havia um desvio na Lei do inverso do quadrado.

Seus dados encontraram um desvio que corresponde a um limite superior para a

massa do féton de 3,5.107**g (GONCALES, 2008, p.35).

Em 1971, E. R. Williams, J. E. Faller e H. A. Hill também fizeram uma

experiéncia de laborat6rio baseado na Lei de Gauss, e encontraram um limite que
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corresponde a um valor limite de 1,6.107%7 g (JACKSON, 1983, p.4). Ou seja, a
massa do féton, em termos de energia, possuindo um limite superior de

aproximadamente 1. 10~ eV (PDG, 2008, p. 385).

As medidas do campo magnético da Terra, seja na superficie, ou por
observacdes em satélites, fixam melhores limites para a massa do féton. Ja em

1968, A. S. Goldharber e M. M. Nieto encontram valores ligeiramente mais precisos,

de 2,3.10"1>eV (PDG, 2008, p.385).

Atualmente, considera-se para a massa do féton o valor limite de 1.1078eV

(PDG, 2008, p.385), descrito por D. D. Ryutov em 2007, usando um argumento

magnetohidrodinamico relativo ao vento solar para o raio de 6rbita de Plutdo.

Partindo-se, assim, da possibilidade de um eletromagnetismo no qual a
radiacao esteja associada a existéncia de um quantum massivo (neste caso, o féton
de massa de repouso nao-nula), adota-se como objeto de estudo uma teoria
modificada do eletromagnetismo: a teoria de Maxwell-Proca. Para tanto, faz-se uma
analise da teoria Eletrodindmica de Maxwell e, comparativamente, da Eletrodindmica
de Maxwell-Proca, focalizando a atencdo na questdo da radiacdo eletromagnética,
nas leis de conservacdo e nas consequéncias mais imediatas do féton ter uma

massa finita.

Para exemplificar o uso da teoria, a aplicacdo escolhida foi a
supercondutividade, pois a eletrodinamica de Maxwell-Proca tem sido aplicada com
sucesso neste objetivo, evitando algumas dificuldades que aparecem na teoria de
London (bastante usada no estudo de aspectos macroscépicos da
supercondutividade).

A metodologia de trabalho baseia-se em pesquisa bibliografica, e em cursos
especiais realizados no CBPF sobre o tratamento matematico dos problemas da

propagacao de sinais e da radiacdao emitida por fontes aceleradas.

O presente estudo tem por objetivo servir de base tedrica para futuras
pesquisas na area, aplicando-o em situagdes diversas, como por exemplo, na Teoria

Quéntica de Campos para descrever bdsons vetoriais massivos, na
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supercondutividade, na area das interacbes fracas, ou até mesmo no estudo da

esperada particula de Higgs.

Este trabalho encontra-se organizado como descrito a seguir. No Capitulo 2,
procede-se a uma revisao da questdo da propagacao de ondas eletromagnéticas no
vacuo, com a formulacdo de Maxwell. Em seguida, no Capitulo 3, introduz-se a
formulagdo de Maxwell-Proca para a Eletrodindmica Classica, e, se aborda como
ponto central, a propagacao da radiacao eletromagnética livre com féton massivo. O
Capitulo 4 constitui-se numa oportunidade para a aplicacdo da Eletrodindmica de
Maxwell-Proca na descricdo do Efeito Meissner, que ocorre nos materiais
supercondutores. As Consideracdes Finais estdo reunidas no Capitulo 5, onde
apresentamos alguns pontos finais da comparacdo entre aspectos das
Eletrodinamicas de Maxwell e Maxwell-Proca.
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2 A ELETRODINAMICA DE MAXWELL

Embora os gregos antigos conhecessem o ambar e as pedras
magnéticas, o desenvolvimento quantitativo da eletrodindmica data de
menos de uma centena de anos. As notaveis experiéncias de Cavendish
sobre eletrostatica foram feitas entre 1771 e 1773. As pesquisas
monumentais de Coulomb principiaram a ser publicadas em 1785. Estes
empreendimentos marcaram o inicio das experiéncias quantitativas no
terreno da eletricidade e do magnetismo, em escala mundial. Cinqlienta
anos depois, Faraday estudava os efeitos das correntes elétricas e dos
campos magnéticos variaveis. Em 1864, Maxwell publicava o seu famoso
artigo sobre a teoria dindmica do campo eletromagnético (JACKSON, 1983,

p.1).

2.1 As equacoes de Maxwell

James Clerk Maxwell nasceu na Escécia em 1831. De familia abastada,
formou-se na Universidade de Cambridge, onde teve uma excelente formacéao
matematica.

A leitura das "Pesquisas Experimentais sobre Eletricidade" de
Faraday, onde os fenébmenos eram descritos na linguagem das linhas de
forca, inventada por Faraday, impressionou-o fortemente, e ele procurou dar

uma formulagdo matematica as idéias de Faraday desde o seu primeiro
trabalho em 1856 (NUSSENZVEIG, 1997, p.263).

Maxwell descreveu sua Teoria Eletromagnética num longo tratado
denominado "Treatise on Electricity and Magnetism", publicado em 1873, seis anos
antes da sua morte. Em seus trabalhos, Maxwell formulou os resultados em termos

dos operadores vetoriais divergéncia e rotacional, que haviam sido empregados
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anteriormente por Stokes. Segundo HALLIDAY (1994, p.298), este "Tratado de
Eletricidade e Magnetismo" € de dificil leitura. Foi Oliver Heaviside (1850-1925),
fisico inglés, quem muito contribuiu para o esclarecimento da teoria de Maxwell,
apresentando-a, na década de 1870, sob a forma das quatro equacdes conhecidas
hoje em dia.

Surgem entdo as quatro equagdes que formam a base da teoria
eletromagnética, e constituem um conjunto de equacdes de derivadas parciais que
relacionam campos elétricos e magnéticos entre si e suas fontes, densidades de
carga e de corrente. Essas equacoes sao validas para qualguer meio e para campos

variaveis no tempo.

Portanto, as equacdes que governam os fendmenos eletromagnéticos sao as

equacotes de Maxwell, que tém a seguinte forma para eventuais fontes no vacuo:

V-E= 2 [lei de Gauss] (2.1)
0

VXE = —atﬁ [lei de Faraday] (2.2)

V-B=0 [sem nome] (2.3)

VxB = ugsgatﬁ +uyj  [leide Ampére ¢/ correcdo]  (2.4)

A primeira equacao (2.1) é a forma diferencial da lei de Gauss, obtida a partir
da lei de Coulomb (onde p €é a densidade volumétrica de carga e & € a

permissividade elétrica do vacuo). A segunda (2.2) € a forma diferencial da lei de
inducéo eletromagnética de Faraday. A terceira (2.3) nos indica que os monopdlos
magneéticos isolados ndo sdo observados na natureza. E a quarta (2.4) é uma

extensao da lei de Ampére (onde L1, é a permeabilidade magnética do vacuo e j é a
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densidade de corrente), que inclui o termo uosoatﬁ como modifica¢do, introduzido

por Maxwell e chamado de densidade de corrente de deslocamento.

De acordo com JACKSON (1983, p.169), foi preciso o génio de J. C. Maxwell,
estimulado pelas observacbes de Faraday, para verifica-las e modifica-las num
conjunto coerente que acarretava novos fendmenos fisicos, a época desconhecidos,
mas que foram subseqientemente verificados em todos os detalhes pela
experimentacdo. Em virtude deste brilhante feito o conjunto modificado de equacdes

ficou entdo conhecido, com justeza, como as equagdes de Maxwell.

Portanto, estas equacdes nao sao especulagdes puramente tedricas, mas
foram desenvolvidas para explicar certas experiéncias cruciais. Todas as conclusées

tiradas desse conjunto de quatro equacdes séo verificadas experimentalmente.

Elas, juntamente com a lei da forca,
F=q(E+vxB), (2.5)
€ a equacao de continuidade que expressa a conservagao da carga elétrica,
dp+V-7=0, (2.6)

resumem todo o contetdo tedrico da Eletrodinamica Classica.

2.2 Potenciais e transformacoes de calibre

Muitas vezes, € conveniente introduzir potenciais, obtendo um ndmero menor
de equagbes de segunda ordem, satisfazendo identicamente a alguma das
equacbes de Maxwell. Este conceito é oriundo diretamente da eletrostatica e da

magnetostatica, onde usamos o potencial escalar, @, e o potencial vetor, A.
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Definindo os campos em fungao dos potenciais:

E= —Vo—-09,4 (2.7)
B=Vx4 (2.8)

A definicédo de BeE em funcédo dos potenciais @ e /T, satisfaz identicamente

as duas equagdes homogéneas de Maxwell.

No entanto, segundo THIDE (1997, p.37), existe uma importante diferenca
entre as duas aproximagdes: na Eletrodindmica Classica as quantidades
observaveis diretamente sdo somente os préprios campos (e as quantidades
derivadas deles) e ndo os potenciais. Por outro lado, o tratamento torna-se
significativamente mais simples se usarmos o0s potenciais nos nossos calculos, e
entdo, no estagio final, usarmos as equacdes acima (2.7 e 2.8) para calcular os
campos ou as quantidades fisicas expressadas nos campos.

Uma vez que B esta definido em termos de /T o potencial vetor é arbitrario,

na medida em que se pode adicionar qualquer campo vetorial cujo rotacional
desapareca sem mudar a fisica. Logo, o vetor potencial € determinado adicionando

o gradiente de uma funcgéo escalar. Assim, B fica invariante sob a transformacao
A-A =4+VA (2.9)
Pode—se expressar o campo elétrico em termos da mudanca de potencial:
E= Vo' —9,4 =
= Vo —0,(A+V4) =
=—V(® +0,4)— 0.4

Logo, para que o campo elétrico permaneca também invariante, o potencial
escalar deve ser simultaneamente transformado com a derivada temporal da mesma

funcéo, de acordo com:
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1
¢~ @ =d =0,/ (2.10)

Essas transformacgdes (Eq. 2.9 e 2.10) sdo denominadas transformacdes de
calibre (ou transformacdes de gauge). Como sdo os campos, € ndo os potenciais,
que possuem significado fisico, diz-se que os campos vetoriais sdo invariantes sob
as transformacbes de calibre. Logo, a invariancia sob estas transformacdes é a

invaridncia de calibre.

As transformacbes sado uteis para a reformulacdo das equacdées em uma
forma mais elegante. Embora muitas escolhas de calibre possam ser feitas, pode-se

escolher um conjunto de potenciais de modo que
- - 1
V-A+zatc1> =0 (2.11)

Essa escolha frequentemente usada na eletrodindmica é conhecida como
condicéo de Lorentz e especifica o calibre de Lorentz dos potenciais. Inserindo estas
definicbes nas equacdes de Maxwell, produz-se o desacoplamento desejado. Tém-

se entdo duas equacgdes de onda ndo-homogéneas:

1
VPO — — 07D = _£ (2.12)
c &
2 - 1 2 - N

Essas equacbes juntamente com a condi¢cdo de Lorentz (Eq. 2.11), formam
um conjunto de equacgodes equivalente as equacdes de Maxwell. O calibre de Lorentz

é usado comumente, pois leva as equagdes de onda que tratam @ e A em pé de

igualdade, e porque independe do sistema de coordenadas escolhido enquadrando-
se assim naturalmente nas consideracdes da Relatividade Restrita.

A invariancia do eletromagnetismo sob transformacbdes de calibre tem
profundas conseqiéncias na Eletrodindmica Quéantica. Em particular, a simetria de
calibre permite a existéncia de um portador de massa zero do campo

eletromagnético.
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2.3 Ondas eletromagnéticas no vacuo

No vacuo, em cada ponto, a densidade volumétrica de carga é nula, p = 0.

Do mesmo modo, a condutividade é zero, 0 = 0. Como a condutividade é zero, a

o
densidade de corrente também sera, visto que J = oE. Desse modo as equacgdes

de Maxwell se reduzem a:

V-E=0 (2.14)
VxE= —09,B (2.15)
V-BE=0 (2.16)
VX B = uyeyd,E (2.17)

2.3.1 A equacao de onda para o campo B

Objetivando encontrar a equacdo de onda para o campo § inicialmente

arrumando a Eq. 2.17, tem-se:

- 1 — —
0.E=——VXB (2.18)
Ho€o

Derivando a Eq. 2.15, encontra-se:
Vxd,E= —02B (2.19)
Substituindo-se a Eqg. 2.18 em 2.19, obtém-se:
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Das identidades vetoriais, lembra-se que
VxVxA4d=V(V-4)-V*4 (2.20)
Entao, para o campo § fica:
V(V-B) - V2B = —pye,0%B
Da Eq. 2.16 sabe-se que V-B=0.
Conclui-se que:

ﬂogoagﬁ_ V2§ = (_)) i (ﬂogoag - VZ)§ = (_)) (221)

-
Verifica-se que é uma equacao de onda vetorial. O campo magnético B

satisfaz a equacgao de onda unidimensional
1 02 02 —0
v2ot?  Ox? /=

Portanto, a velocidade de propagacéao é

1
V HoEo

1

(2.22)
v Moo

CcC =

18

Esta grandeza tem as dimensdes da velocidade e é a velocidade da luz no

vacuo. & e Uy S&o obtidos por medidas puramente eletromagnéticas (forca

coulombiana entre cargas e forca magnética entre correntes). E uma grandeza

fundamental para todos os fendmenos eletromagnéticos e relativisticos. Com as

nossas unidades de comprimento e de tempo, definidas hoje separadamente em

termos de duas transicoes atdmicas diferentes, este pardmetro tem o valor empirico,

¢ = 299792458 m/s (PDG, 2008, p.103).

Desse fato, Maxwell foi levado a concluir que as ondas eletromagnéticas se

propagam no vacuo com a velocidade da luz e que a propagacgao da luz € um caso
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particular da propagacdo das ondas eletromagnéticas. Segundo NUSSENZVEIG,
Maxwell escreve que é dificil evitar a inferéncia de que a luz consiste nas
ondulagdes transversais do mesmo meio que é a causa dos fenémenos elétricos e

magnéticos (1997, p.271).

Este foi um dos grandes momentos da histéria da fisica. A ética passava a
tornar-se um ramo do eletromagnetismo. Os trabalhos de Maxwell foram
confirmados pelas experiéncias de Hertz (1889).

2.3.2 A equacao de onda para o campo E

Objetivando encontrar a equacao de onda para o campo E inicialmente

arrumando a Eq. 2.15, tem-se:
9,B= —VxE (2.23)
Derivando a Eq. 2.17, encontra-se:
VX3, = uye,02E (2.24)

Substituindo a Eq. 2.22 em 2.23, e incluindo ¢, obtém-se:

— — - 1 -
~VXVXE = —07E
c

Usando a mesma identidade vetorial (Eq. 2.20), tem-se para o campo E:
9T F) + VF = —0PE
(V-E)+ = 20

Da Eqg. 2.14 sabe-se que V-E=0.

Conclui-se que:

SOPE-VE=0 o (502-V))E=0 ()
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Onde também se verifica que o campo elétrico E satisfaz uma equacgao de

onda unidimensional, também com velocidade de propagacao, ¢, no vacuo.

Fazendo-se a substituicdo para utilizagdo do termo d’Alembertiano (O), pode-

se representar de forma simplificada as equacgdes de onda para os campos E e B.

— —

oE =0 e OB =0

2.3.3 Ondas planas monocromaticas

A solucao geral de uma equacao de onda unidimensional é a combinacao de

fungdes arbitrarias de variaveis (x + ct) e (x — ct).
fx,t) =F(x—ct)+G(x+ct)

Fisicamente, F representa um perfil qualquer de onda propagando-se no
sentido de x positivo (onda caminhante progressiva) e ¢ uma onda em sentido
oposto (onda caminhante regressiva). Considerando-se a solugcdo que se propaga
no sentido positivo do eixo x, tem-se que especificar a dependéncia da variavel

(x — ct).

De todas as formas de onda possiveis, a forma mais simples € o caso

especial de uma variagado senoidal com o tempo (mais estritamente co-senoidal).
Esta dependéncia é oscilatéria, com uma dada freqiéncia angular, w. Desde que
diferentes frequéncias na faixa visivel correspondem a diferentes cores, essas ondas
sao chamadas monocromaticas. Supondo que as ondas se propagam na direcao X,

e nao tem nenhuma dependéncia em y ou z, sdo chamadas ondas planas.

Entdo, propondo como solucdo para a equagdo de onda do campo E as

ondas planas monocromaticas, temos que:

E(t;%) = E_O)cos(l_c) ‘X — wt), (2.26)
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onde l_c) € o vetor de onda ou vetor de propagacao.

Sendo periddica no tempo e no espaco, tem-se que o periodo temporal é
21 A . 1 , . p .
T = — a freqUéncia é v = 0 €0 periodo espacial € o comprimento de onda

A =cT.

Utilizando-se a equacao de onda do campo E (Eqg. 2.25), tem-se que:
1 [ - 2 = T _ ~
pat [EO cos(k - X — wt)] -V [EO cos(k - X — wt)] =0
Resolvendo-se as derivadas,

w? o\ — - R
<—F + k2> [Eqcos(k - % — wt)] = 0

Como o termo E_O) Cos(k X — wt) nédo pode ser zero (0), entdo:

w?

—C—2+k2=0

Logo, chega-se a chamada relacdo de dispersao:
w? = k2c? (2.27)
Em particular, sendo V-E=0eV-B=0 (Eqg. 2.14 e 2.16) segue que
V. [E_O)cos(ié-ic> —wt)]=0
~ (~E, - E)[sin(ié X—wt)]=0
Portanto,
Eo-k=0 (2.28)

Isto é, o campo elétrico é perpendicular a direcao de propagacao.
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De modo analogo,
By k=0 (2.29)

Ou seja, as ondas eletromagnéticas planas sdo ondas transversais. Além de
ser transversal a direcao de propagacao, o campo elétrico nas solu¢des encontradas

permanece sempre num mesmo plano. Diz-se que a onda é linearmente polarizada.

Pode-se generalizar a propagacdo da onda plana monocromatica em uma
diregéo arbitraria. A notagéo é facilitada pelo vetor de propagacéo k, apontando na

direcdo da propagacao, cuja magnitude é o nimero de onda k. O produto escalar

k-%éa apropriada generalizagao de kx, logo
E(t; %) = Eocos(ig-f— wt + 8) 7,

onde 71 é o versor de polarizagdo. O parametro inserido § é a constante de fase. Se

6 = 0, o pico maximo passa na origemem t = 0.
Da lei de Faraday (Eq. 2.15) tem-se VXE = —6t§.
Isso implica uma relacéo entre 0 campo elétrico e o campo magnético.
kxEy,= wB,
- [R|fx B = c[k|B
— (kx Ey) = cB, (2.30)

Evidentemente, E e B estdo em fase e sdo mutuamente perpendiculares.

Suas amplitudes sao relacionadas por:
|Eo| = ¢|Bo| (2.31)

Os campos, elétrico e magnético, na onda plana monocroméatica com vetor de

propagacao ke polarizagéo 7 sao:
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E%) = E, cos(% <X — wt + 5) l (2.32)

- 1 - .
B(t;%) = —Eq cos(k - % — wt + &) (k x R) (2.33)

Relembrando, algumas conclusdes importantes sdo as seguintes:

As ondas eletromagnéticas sao ondas planas e propagam-se no vacuo com a
velocidade da luz.

- -

Os campos, elétrico e magnético, E e B sado perpendiculares a direcdo de

propagacao da onda, e variam senoidalmente. Isso significa que a onda é uma onda

transversal.

O campo elétrico é perpendicular ao campo magnético.

Representagdo de uma senoidal, onda eletromagnética plana polarizada linearmente. Um
“instantaneo” do campo elétrico e do campo magnético em varios pontos sobre o eixo x, pelos quais a
onda passa com velocidade c. (Extraido do livro Fundamentos de Fisica: Eletromagnetismo de
Halliday, Resnick, Walker).



CBPF-MO0-001/10 24

2.4 Leis de Conservacao

Equacdes de continuidade descrevem leis de conservagdo, sempre com a
densidade de uma grandeza e o fluxo que descreve o movimento dessa grandeza.

2.4.1 Conservacao de carga

A conservacao de carga é o paradigma para todas as leis de conservacgao.
Ela pode ser derivada das equacdes de Maxwell, ndo sendo uma Suposi¢ao

independente, mas uma consequéncia das leis da eletrodinamica.
Deriva-se a Eq. 2.1,

- = 1
V-0,E = —0:p (2.34)
€o

E aplica-se o divergente na Eq. 2.4,
ﬁ' (_V.)XE)) - ‘uogov)'atﬁ‘l“uov)' ]_)
Das identidades vetoriais, lembra-se que V- (\7 X /T) =0

Portanto:

‘Llogo_v—) * atﬁ + ,LlO_V—) * ]_> = 0 (235)
Substituindo a Eq. 2.34 em 2.35, tem-se,

HoOtp + ,u(ﬁ- j=0

E dividindo por py),

a:p + V. J = (2.36)
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Esta é a equacao de continuidade (2.36) que descreve a conservacao da
carga elétrica. O que precisamente a conservagao de carga nos diz? Que a carga
total do universo é constante? Claro que € uma conservacéao global de carga. Mas a

conservacao local de carga é uma declaragdo muito mais interessante.

Considerando um volume:

I
o

j 3% 9,p(t: 7) + j PRV - ()
v

v

Pode-se retirar a derivada da integral.

d - - >= o -
—j d3x% p(t; X) + j d3xv. j(it; ) =0
dat J, v

Quando a derivada sai da integral em funcdo de bom comportamento da
funcdo, a derivada parcial vira uma derivada comum. Isso porque a integral € no
volume, ou seja, como se fosse uma integral definida.

Pela propriedade do divergente

j "v*-/fdv=j i .wda
volume superficie

interior fechada

/ _ Closed surface §
-— —> -
/ '
=,
PR N :
Volume ¢

O teorema da divergéncia estabelece que o fluxo total que atravessa uma superficie fechada
€ igual a integral da divergéncia da densidade de fluxo por todo um volume fechado. O volume é
mostrado aqui em segéao transversal (extraido do livro Eletromagnetismo de William H. Hayt).
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Logo,
d - - o - =
—f d3xp(t;x)+f dX - jit;x) =0
dt J, <

Ou segja,

d S
—Q,(1) + j dX - jt;x) =0 (2.37)
dt )

Quando Q,, (t) aumenta (derivada positiva), entdo a integral de superficie é

negativa.

Quando Q,,(t) diminui (derivada negativa), entdo a integral de superficie é

positiva.

Se a carga total no volume muda, entdo exatamente a mesma quantidade de
carga deve passar para dentro ou para fora através da superficie. Portanto a
equacdo de continuidade € uma declaragdo matematicamente precisa da

conservacao local de carga.

2.4.2 Conservacao de energia

Pode-se construir uma equacao correspondente para a conservagao de

energia.

Multiplica-se a Eq. 2.2 pelo campo B

B-VXE= —-B-9,B (2.38)
E a EqQ. 2.4 pelo campo E
- - — 1 = =3 = N
E-VXB= —=E-0:F+puyE-j (2.39)

c?
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Subtraindo a Eq. 2.38 de 2.39, tem-se:
E-VXB—B-VXE= —<E-0,E+B-0,B+ukE-j (2.40)
Resolvendo o lado esquerdo da Eq. 2.40:

Ei&;jx0jBx — B;&;jx0;E) (trocando i por k no segundo termo)

= E;&;jx0;B, — Br&gj;0;E;  (transportando os indices)

= E;&,,0;By + Byeijr0;E; = & (E;0;By + By0E;) =

= &30, (E; By ) = 0;(&;jxE; By ) = —0;(gixEi By ) =

= —9;(E x §)j = -V (E xB) (2.41)

Para resolver o lado direito da Eq. 2.40, utiliza-se a propriedade da derivada
do produto:

at(ﬁ'ﬁ): atﬁ'ﬁ+ﬁ'atﬁ:26'atﬁ

De onde se tira que:

N P N at(ﬁ ' 77)
V:0V=—"F7—"
t 2
Portanto, o termo da direita fica:
1 = = - - = N 1 = = 1 - - = N

Substituindo 2.41 € 2.42 em 2.40, tem-se entdo toda a equacgao:

— =3 - 1 =3 = 1—> — = N
—V-(EXB):6t<2—C2E-E+EB-B)+u0E-]

Arrumando-se os termos, substituindo c e dividindo-se por u,, chega-se a:
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- — 1 - P -
0; (—eOE2+—BZ>+V-(H—E><B)=—f-E (2.43)
0

) ~ ~ , 1 2, .
Esta € a equacao de conservacgao de energia. O termo ESOEZ € a densidade

. fo 1 52 . .
de energia armazenada em um campo elétrico, e o termo JBZ € a densidade de
0

energia armazenada em um campo magnético. Tem-se entdo a densidade de
energia armazenada no campo eletromagnético:
Upp = 2 eoF + B (2.44)
em = 5 €0 — 2.44
2 2u,

O termo onde € aplicado o divergente expressa a densidade de fluxo de
energia transportada pelo campo eletromagnético, denominado Vetor de Poynting,
em homenagem ao fisico John Henry Poynting (1852-1914), o primeiro a discutir

suas propriedades.

S = ”if? x B vetor de Poynting (2.45)
0

Interessante observar que a dire¢cdo do vetor de Poynting, S, de uma onda
eletromagnética em um ponto qualquer indica a direcao de propagacado da onda e a
direcéo de transporte de energia nesse ponto. O vetor de Poynting tem dimensao de

(energia / area.tempo).

O ultimo termo da Eq. 2.43 (—f E) € a energia dissipada por efeito Joule,

referindo-se ao campo realizando trabalho e perdendo sua energia para a matéria.

Tem-se entédo o teorema de Poynting:

(2.46)

R
=
3

+
<
“y

Il

<4
i

De acordo com JACKSON (1983, p.184), o significado fisico para toda a
equacao é o de que a taxa temporal de variagdo da energia eletromagnética num

certo volume, mais a energia que flui através das superficies fronteiras do volume
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por unidade de tempo, € igual ao negativo do trabalho total realizado pelos campos
sobre as fontes dentro do volume. Este € o enunciado da conservagao de energia.

Portanto, uma onda eletromagnética pode transportar energia de ponto para
ponto de uma regido do espaco. Vemos também que, para que haja propagacéo de

- -
energia eletromagnética, torna-se necessaria a existéncia dos dois campos E e B,

gue nao deverédo ser paralelos, conforme indicado pelo vetor de Poynting (Eq. 2.45).

No vacuo, tem-se:
atUem + _V—) * § = 0

E, analogamente ao realizado para carga,
d 5 o
—E” () + dx-S5S=0

Se uma carga elétrica estiver em repouso, ndao produzira um campo
magnético e, assim, no caso eletrostatico, ndo ha propagacdo de onda
eletromagnética. Se uma carga tiver velocidade constante, os campos elétrico e
magnético se moverdao conjuntamente com a carga, e a energia eletromagnética
armazenada no campo permanecera sempre a mesma. Podemos concluir entao que

s6 quando uma carga estiver acelerada radiara energia.

2.4.3 Conservacao de momento

Para obter-se uma equacao de conservacdo para o0 momento na teoria de
Maxwell, procura-se partir da derivada temporal do vetor de Poynting (Eq. 2.45).

1 1 1
0.:S; = — &;jx0¢ (EjBy) = — & (0 Ej ) By + — &k E; (. By) (2.47)
Ho Ho Ho



CBPF-MO0-001/10 30

Da Eq. 2.4 tira-se:
VX B = pygdE + o J - (VXB)]- = Uo€o0:Ej + 1o Jj

. 1 1.
gjmnamBn = HogoatEj +UJj — atEj = EjmnamBn ——Jj (2.48)
Ho€o €o

E da Eq. 2.2 tira-se:
EkmnOmEn = —0:By - 0:By = —&€kmnOmEn (2.49)

Substituindo 2.47 e 2.48 na Eq. 2.47, tem-se:

1 1 1 1
0.S; = —&;; (— 6B——'->B + — & ik Ei (— Eemn OmE 2.50
tYi Lo El]k Lo€o Ejmn mPn 80]] k Lo El]k ]( EkmnIm n) ( )

Resolvendo o primeiro termo da Eq. 2.50:

1 1 1 1 1
%‘gijk (E EimnOmBn — g]j) By = mgijkgjmn(amBn)Bk — Egijk]jBk

1 Lo
= _—gikj‘gjmn(amBn)Bk - _g(j X B). =

.UOZSO Ho€, i
1 1 . -
= _m(Simakn_ainakm)(amBn)Bk - WEO(J X B)i =
- Moigo (0:BBy + Moigo (0B By — %80 (GxB) s
Lembrando-se as propriedades das derivadas, sabe-se que,
0;By” = 2By (9;By) - By(9;By) = %ainz (2.52)

E que,

0y (B;By) = (0yB;)By + B;(0;By) —
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(akBi)Bk = ak(Bin) - Bi(akBk) (2.53)

Fazem-se entédo as substituicdes das Eq. 2.52 e 2.53 em 2.51:

1 1 1 1
= =0;B d0x(B;B B;(0By)]——— (] XB
MOZSO K MOZSO[ k(BiBy) — Bi(0yB})] e O(J )l

1 1
- _I«lozfo % (7Bk > ¥

ComoV-B =0 (Eqg. 2.3), o primeiro termo da Eqg. 2.50 fica:

(V- B)| - e (1% ),

1 1 1 1
S — 6<B > a(BB)—— X B 2.54
e, i\2 k R k k 1oE O(J )l (2.54)

Resolvendo o segundo termo da Eq. 2.50:

1 1
— &jjkkEj (—&kmnOmEn) = — — &ijkExmn k] (OmErn) =
Ho Mo

1
= __(Simajn in m)E (OmEn)
Ho

1 1
= - _En(aiEn) + _Em(amEi) (2.55)
0 Ho

Lembrando-se as propriedades das derivadas, sabe-se que,

1
E,(0;E,) = EaiEnZ (2.56)
E que,
Em(amEi) = am(EmEi) - (amEm)Ei (2.57)

Fica, entao, inserindo 2.56 e 2.57 em 2.55:
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_ _iai (—Enz) + i[am(EmEi) — (OmEm)E] =
Ho

1. /1 1 o
= _u_ai (EE,f) + m [am(EmEi) — (v : E)m Ei]

Como V-E = eﬁ (Eg. 2.1), e trocando os indices, o segundo termo da Eq.
0

2.50 fica:

1 1 p
Lo R+ Loy - L |
I (2 k ) I k(ExE)) “080 (2.58)

Juntando os termos, as Eq. 2.54 e 2.58 na Eq. 2.50, tem-se:

tYi 0280 i 2 k k k
16<1E2)+16(EE) E; =
0 i 2 k o k\EEbi €0 i

1 2 1 2 1 1
=-0;(5——B +5—E |+0x(——BkBi+—EE; |-
2u*e0  2Hg Ho“€o Ho

p
——— (X B), ———E;
Hogo( ) Hoéo

Ajeitando e dividindo tudo por c?, tem-se:

as +0. (LB + 28 10, (=L BB, — eoELE, =—(jxB) —pE
t n“o > k i kD — EoL kL ] PL;

Sabendo-se que 0; = 0, 0y;

1 1 2=
C—zatSi + 0, <5kiUem —&oELE; — 'u_BkBl> = —pE; — (] X B)l (2.59)
0
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1 , <
O termo (6kiUem — &oELE; — M—BkBi) € um tensor de tensdes ou tensor de
0

cisalhamento T; = T;,. E chamado de tensor de tensdes de Maxwell. Portanto:
1 - N P
;atSi + akai = —(pE +] X B)l

O termo (pE + 7 X §) € a densidade volumétrica de forca eletromagnética

(Forca de Coulomb — Lorentz).

—0:S+V- (T) = ﬁCoulomb—Lorentz (2.60)

O significado para toda a equacéao é o de que a taxa temporal de variacao do
momento armazenado num certo volume, mais o fluxo de momento que flui através
das superficies fronteiras do volume por unidade de tempo, é igual a forca
eletromagnética dos campos. De acordo com a segunda lei de Newton, a forca em
um objeto é igual a razdo de mudanga do seu momento. Esta é a equacédo de

conservacao de momento na eletrodindmica.

Segundo GRIFFITHS (1999, p.353), fisicamente, T é a forca por unidade de
area (ou tensdo) atuando na superficie. Mais precisamente, T;; € a forga (por
unidade de area) na (i%) i-ésima direcao atuando em um elemento de superficie

orientado na (j%) j-ésima direcao. Elementos diagonais (Txx,Tyy,TZZ) representam

pressoes, e elementos ndo-diagonais (Txy, Tyy etc) sdo cisalhamentos.

Evidentemente, T é a densidade de fluxo de momento, similar a densidade de
corrente na conservagdo de carga (J), e a densidade de fluxo de energia (§) no
teorema de Poynting. Nota-se que o vetor de Poyinting aparece em duas diferentes

leis: no teorema de Poynting (Eq. 2.46), Séa energia por unidade de area, por

unidade de tempo, transportado pelo campo eletromagnético; enquanto que aqui

12, .
(Eg. 2.60) C—ZS € 0 momento por unidade de volume armazenado no campo.

Similarmente, T & a tenséo eletromagnética (forca por unidade de area) atuando na

superficie, e descreve o fluxo de momento (a densidade de “corrente” de momento)

transportado pelo campo.
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Concentrando-se nos campos E e B, e deixando explicito todas as cargas e

correntes em p e J, excluimos toda a energia e momento “mecénicos” associados,

por exemplo, com movimento ou polarizacdo de atomos ou moléculas ou de suas

partes constituintes.

2.5 Pressao de Radiacao

Se as ondas eletromagnéticas possuem momento linear, isso significa que
podem exercer uma pressao sobre um objeto. Isto € chamado de pressdo de

radiacao.

Partindo-se do vetor de Poynting (Eq. 2.45), chega-se a energia média

transportada, ou seja, a média temporal (§) de § tomada sobre um periodo (ou, o

qgue é equivalente, um numero qualquer de periodos).

Atribuindo-se que,
E(t;%) = E_O)cos(ié-ic> —wt) e B(t; %) = Egcos(ig-ic’ — wt)
e lembrando-se que,
c|Bo| = |Eo| (Eq.231) e S =—E x B (Eq. 2.45)

Tem-se que:

> 1 - e >

S = ,u_ [EO cos(k - X — wt)] X [BO cos(k - X — wt)]

0

Assim,

E,*k (2.61)
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A intensidade, I, da onda eletromagnética é definida como o valor médio da

energia eletromagnética, por unidade de tempo, que atravessa uma area unitaria,

~

normal a direcio de propagacao, k.

E,* (2.62)

~ T | o :
E a pressao de radiacao é - para quando a radiacao é totalmente absorvida

pelo corpo.

P.(abs) = E,? (2.63)

2UoC?

Em vez de ser absorvida, a radiacdo pode ser refletida pelo objeto, ou seja,
pode ser emitida novamente. Se a radiacao é totalmente refletida e a incidéncia é
perpendicular o moédulo da variagdo do momento é duas vezes maior que no caso
anterior. Da mesma forma, um objeto sofre uma variacdo de momento duas vezes
maior quando uma bola de ténis perfeitamente elastica se choca com ele do que
quando é atingido por uma bola perfeitamente inelastica (uma bola feita de massa

de modelar, digamos) com a mesma massa € velocidade.

N | o .
A pressao de radiacéo é 2; para quando a radiacao € totalmente refletida
pelo objeto e a incidéncia é perpendicular.

1

foC?

E,* (2.64)

P.(ref) =

2.6 Potencial eletrostatico gerado por uma carga pontual

T
I
I

Tem-se a Eq. 2.1, a lei de Gauss: V-
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Para uma carga q puntiforme,

v.B=L=9sm
€ &o
Como na eletrostatica E = —V)CD, tem-se

—vzo = L §3 )
€o

Utilizando-se a fungao de Green do operador Laplaciano,

1
2( _ — 53 "4
v ( 47T|f|) (*)
tem-se que:

2 _L)zi(gs 2
V( dmegwl) "z 0 X

Assim, tem-se o potencial eletrostatico de uma carga q situada no ponto X.

Considerando-se |X| = r, portanto

q

b =
dtegr

(2.65)

Isto representa o trabalho por unidade de carga necessario para trazer uma

carga de prova desde uma distancia infinita até uma distancia r da carga q.

Da eletrostatica vé-se que o campo elétrico devido a uma carga puntiforme é:

q

Fo Vo=—9_
4meyr? r

(2.66)

, " . 1
Note que o potencial eletrostatico de uma carga cai com — em lugar da

. . a1
conhecida lei do quadrado da distancia = referente ao campo.
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3 A ELETRODINAMICA DE MAXWELL-PROCA

3.1 Alei do inverso do quadrado, ou a massa do féton

As equacdes de Maxwell convencionais e a lagrangeana estdo baseadas na
hip6tese de ser nula a massa do féton. No entanto, podem-se indagar quais as
evidéncias existentes para a auséncia de massa do féton ou, de forma equivalente,
para a validade da lei da forca de Coulomb do inverso do quadrado, e quais as

consequéncias decorrentes de uma massa nao-nula.

A dependéncia entre a forca eletrostatica e a distancia segue uma lei do
inverso do quadrado, conforme Cavendish e Coulomb mostraram quantitativamente.
Mediante a lei de Gauss e o teorema da divergéncia, chega-se a primeira das
equacbes de Maxwell. As experiéncias originais tinham uma precisdo de apenas
alguns poucos por cento e, alem disto, eram feitas em escala de laboratério. Durante
anos, realizaram-se experiéncias de maior precisdo, com diferentes escalas de

dimensoes.

Conforme discussao existente em JACKSON (1983, p.4-7), nas experiéncias
de laboratério e geofisicas, em escalas de 0,1 até 10%cm, a lei do inverso do

quadrado se mantém com precisdo muito grande. Em distancias menores, devemos
recorrer a evidéncias indiretas que envolvem, com freqiéncia, hipéteses adicionais.

Todas estas hipoteses podem ser verificadas, e o foram sempre, porém, dentro do
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esquema da validade da Mecéanica Quantica, da superposicao linear e de outras
hipdteses (bastante razodveis). Em distdncias ainda menores é necessaria a
Mecanica Quéntica Relativistica, e os efeitos da interacdo forte entram para
obscurecer as questoes e também as respostas. Experimentalmente, conclui-se que
a massa do féton pode ser considerada nula (vale, portanto, a lei do inverso do
quadrado) sobre todo o dominio de distancias classicas e também em grande parte
do dominio quéantico.

Todos os experimentos realizados para determinar esta massa somente
forneceram limites superiores para a mesma. Certamente, se um experimento nao €
capaz de assinalar uma massa para o féton, isto ndo prova que ela é zero; ele
meramente mostra que a massa € menor que o limite de precisdao do experimento
em questdo. Por outro lado, um féton de massa finita ndo pode ser acomodado na
eletrodindmica convencional, onde esta massa € suposta ser igual a zero. A
invaridncia de gauge encontra-se intimamente ligada ao fato do féton nao possuir
massa. No entanto, se a invaridncia de gauge da teoria for abandonada, um
parametro de massa pode ser adicionado a densidade Lagrangeana do campo

eletromagnético de modo unico.

3.2 As equacoes de Maxwell-Proca

Partindo-se entdo da possibilidade de um eletromagnetismo no qual o
propagador descreva um foéton massivo, tem-se agora uma variagdo da
Eletrodinamica de Maxwell com novas equagdes que formam a nova base da teoria
eletromagnética, relacionando campos elétricos e magnéticos entre si e suas fontes,
densidades de carga e de corrente. Os efeitos de uma massa de repouso ndo nula
podem ser incorporados no eletromagnetismo através das equacdes de Proca.
Essas equagbes continuam validas para qualquer meio e para campos variaveis no

tempo.
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Portanto, as equagdes de Maxwell-Proca, tém a seguinte forma para

eventuais fontes no vacuo:

e p

V-E+&D = — (3.1)
€0

VXE = —9,B (3.2)

V-B=0 (3.3)

VXB+ &A= pyegdE + 1o (3.4)

A teoria Eletrodinamica de Maxwell-Proca apresenta novos termos em suas
equacobes, quando comparado com Maxwell. As equacdes de Maxwell sem fonte
permanecem inalteradas (Eqg. 3.2 e 3.3), enquanto que as com fonte (Eq. 3.1 e 3.4)
sao alteradas pelo incremento de um parametro “massivo”. A primeira equagao (lei

de Gauss) e a quarta equacao (extensao da lei de Ampére) sdo modificadas com a

insercao do parametro ¢ e os potenciais @ e A

Observa-se que, nas equacgdes de Proca, aparecem os potenciais, além dos
campos. Em contraste com as equacdes de Maxwell, os potenciais adquirem um

significado fisico real (observavel), mediante o parametro de massa.

Além disso, a aparicao de termos envolvendo os potenciais vetor e escalar
nas equacdes de Proca quebra a simetria de calibre presente anteriormente em
Maxwell. Logo, ndo se pode mais transformar os potenciais vetor e escalar sem
modificar as equacdes da Eletrodinamica de Maxwell-Proca. Conforme visto no
capitulo anterior, em Maxwell, estas transformacdes de calibre (Eq. 2.9 e 2.10) eram
possiveis, pois ndo afetavam a intensidade dos campos. Ou seja, 0s campos eram
invariantes sob as transformacdes. Agora, em Proca, a presenca direta dos
potenciais nas equacdes faz com que esta teoria passe a ndo ser mais invariante de

gauge.
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3.3 Potenciais e a condicao subsidiaria

A mesma definicdo continua servindo com relagcdo aos campos em funcgéo

dos potenciais (Eq. 2.7 e 2.8):
E=-Vo—-0A
B=VxA
Novamente pode-se derivar das equacdes a conservagao da carga.

Deriva-se a Eq. 3.1,
— - 1
V * atE + fat(p = _atp
€o
Logo,
— - 1
V * atE = _atp - gat¢ (35)

0

Aplica-se o divergente Eq. 3.4,
v)' (_V.)XE)‘l'fﬁ'g: Hogoﬁ'atﬁ+l,{0§' ]_)
Das identidades vetoriais, lembra-se que V- (\7 X /T) =0
Portanto:
ﬂogoﬁ' at§+,uov>’ j_)= SW’A) (36)

Substituindo a Eg. 3.5 em 3.6, tem-se,
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Como ¢ # 0, para manter-se a conservagao da carga, pela equacgio de

continuidade,
dp+V-7=0 (3.7)

tem-se agora uma condicao subsidiaria:
1 = -
—26t¢+V-A=O (3.8)
C

Portanto, tem que satisfazer uma relacédo de dependéncia entre os potenciais,
diferentemente do Eletromagnetismo de Maxwell. Nota-se que a condicéao
subsidiaria é similar a condicdo de Lorentz (Eq. 2.11) escolhida para a
transformacdo de calibre demonstrada em Maxwell. Apesar disso, em Maxwell o
calibore de Lorentz era uma escolha que se podia adotar, enquanto que no
Eletromagnetismo de Maxwell-Proca € uma condicado obrigatéria exigida pela
conservagao de carga, ou seja, uma propriedade inerente ao sistema.

3.4 Ondas eletromagnéticas no vacuo

No vacuo, as equacodes de Maxwell-Proca se reduzem a:

V-E+ép=0 (3.9)

VxE = —0,B (3.10)
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<

.B=0 (3.11)

VX B+ &4 = pye,d,E (3.12)

3.4.1 A equacao de onda para o potencial @

Objetivando encontrar a equacdo de onda para o potencial @, inicialmente

substitui-se na Eq. 3.9 o campo E em funcdo dos potenciais (Eq. 2.7).
V- (Vo —9,4) + b = 0

—V2p — 3, V-A+&D = 0

Utilizando-se a condicao subsidiaria (Eq. 3.8),
2 1 2
-V <15+C—26t<15+5<15 =0
Ajeitando,
1 2 2

Com o d’Alembertiano,
@m+&P=0

Observa-se que essa relacdo de consisténcia € similar a equacao de Klein-
Gordon, para o féton, na auséncia de fontes. O campo de Klein-Gordon é um campo
relativistico que descreve um bdson escalar massivo e neutro. Ao se tratar o
problema da Mecénica Quantica para particulas relativisticas, pensou-se
inicialmente em se adotar a equacao de Klein-Gordon como a contrapartida da
equacado de Scchrédinger no caso de se incorporar a Relatividade Especial.

Entretanto, a idéia mostrou-se incompativel com dados espectrais referentes ao
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espectro de emissdao do atomo de hidrogénio. Dirac foi quem, entdo, resolveu o
conflito, propondo uma equagéo especial — a chamada equacao de Dirac — para se
tratar a Mecanica Quantica Relativistica para particulas fermidnicas de spin 2, como

€ o0 caso do elétron, do pésitron e dos quarks.

3.4.2 A equacao de onda para o potencial A

Objetivando encontrar a equacdo de onda para o potencial ff inicialmente

substitui-se na Eq. 3.12 o campo Beo campo E em fungéo dos potenciais (Eq. 2.7

e 2.8).
V x (V) X /T) + E/T = uoeoat(—% — at/T)
Usando a identidade vetorial (Eq. 2.20),
V(T 4) - VA + 4 = 0,(-Fo - 0,4)
Utilizando-se a condicao subsidiaria (Eq. 3.8),

— 1 2—) - 1 — 1 2 2
v(—c—zatcp) VA + A== S 0,90 -0

Cortando e ajeitando,
1 2 - 2 - -
ﬁatA—V A+EA=0
Logo,
1 2 2 1
(0t - v2+¢)d=o (314)
Com o d’Alembertiano,

@+&8A=0
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Onde também se verifica que o potencial A satisfaz uma equacdo de onda
unidimensional. Conclui-se que o féton em Maxwell-Proca propaga-se como uma

onda massiva.

3.4.3 Ondas planas monocromaticas

Propondo como solugdo para a equacdo de onda do potencial @ as ondas

planas monocromaticas, temos que:
d(t;X) = b, sen(l_c) X — wt) (3.15)
Com a equacéao de onda (Eqg. 3.13),
1 2 2 n.2 —
(;@ - Vi + f) [CDO sen(k - X — a)t)] =0
Resolvendo-se as derivadas,

2
(—(;)—2+E2 +€> [¢Osen(l_<)-9?—wt)] =0

Como o termo @, cos(l_c) X — a)t) nao pode ser zero (0), entdo:

w? S
—C—2+k2+f=0

Logo, chega-se a chamada relagdo de dispersao:
w? = k22 + &c? (3.16)

Em particular, desde que V-BE= 0 (Eg. 3.11), propondo que B =

B_O)cos(l_c) e X — a)t), segue que de modo analogo a Maxwell (Eqg. 2.29),

_— -

By-k=0 (3.17)
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Isto é, o campo magnético continua sendo perpendicular a direcdo de
propagacao, conforme acontecia em Maxwell.

No entanto, como V - E + é@ = 0 (Eq. 3.9), tem-se que:
V- [Escos(k - % — wt)] + &[@g sen(k - % — wt)] = 0
L [<Eq R+ édo]sen(k - — wt) = O
Sendo assim, conclui-se que:
E, -k = £, (3.18)

Portanto, em Maxwell-Proca o campo elétrico nao é perpendicular a direcao
de propagacao.

Da lei de Faraday tem-se (Eq. 3.10): VXE = —atﬁ

Isso implica uma relacao entre o campo elétrico e 0 campo magnético, de

modo analogo a Maxwell (Eqg. 2.30), onde,
(k x E;) = cB, (3.19)

Logo, o campo magnético € perpendicular ao campo elétrico e também a
direcao de propagacao.

Conclui-se, entdo, que o campo magnético e a direcao de propagag¢do nao
sofrem alteracbes na comparacao entre Proca e Maxwell. A grande diferenca esta
no campo elétrico que, devido a massa, sofre uma inclinacao em relacao a direcao
de propagacao. Isso faz com que haja uma projecao do vetor campo elétrico na
direcdo de propagacédo da onda, IQ, o que traz um novo estado de polarizacao,

longitudinal.

Logo, o campo elétrico, E forma com a direcao de propagacao, IQ, um plano

- ~
ortogonal ao campo magnético, B. S6 que, devido a sua n&o-ortogonalidade ao k,

nao possui mais dois estados de polarizacdo. Na eletrodindmica massiva o féton
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possui trés estados de polarizacdo: dois ortogonais a direcdo de propagacao e um
paralelo. Ou seja: dois transversais e um longitudinal.

Uma das consequiéncias de se ter uma teoria eletromagnética massiva é o
surgimento de fétons polarizados longitudinalmente. Em Maxwell, quando fixamos o

calibre, impomos duas condi¢cées sobre o campo, restando dois graus de liberdade.

. 1
No caso de Proca, com somente uma condi¢gdo imposta sobre o campo, C—ZatCD +

V-A=0 (Eq. 3.8), ficamos com trés graus de liberdade.

A interacdo dos fétons longitudinais torna-se mais fraca a medida que a
massa do foton tende a zero, de modo que, no limite de massa nula, elas
efetivamente se desacoplam. Experimentalmente, se existem fotons longitudinais,
sua observacgao, dentro dos limites de precisdo dos experimentos atuais, € ainda
muito improvavel. Por isso, e também pelo fato de estarem associados a particulas
cuja funcédo-de-onda tem norma negativa (o que é inconsistente com a interpretacéao

probabilistica da Mecéanica Quantica), sdo chamados fétons longitudinais-fantasma.

3.4.4 O novo parametro §: interpretacao fisica

Para verificar o significado do novo parametro encontrado nas equacétes de
Maxwell-Proca, é preciso incluir conceitos oriundos da Mecénica Quantica.
Inicialmente, retoma-se a relagao de dispersao (Eq. 3.16):

w? = k22 4+&c? 5w = ﬁézcz + &c?

Multiplicando-se essa relagdo pela constante relacionada a constante de
Planck, fica

hw = \/hZEzcz + ER2c?

Da Mecénica Quantica tem-se a relacao de correspondéncia de De Broglie

para onda-particula. Sabe-se que: hk = pehw=E.
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Logo, a relagéo fica

E = /P22 + Eh2c?
2.2 — 2 4
Portanto, $h°c” = myc

Dessa correspondéncia, chegamos a expressao que retrata o novo

parametro:

2.2 2
_ myc _ (myc)

2 3 (3.20)
O comprimento de onda de Compton do f6ton é:
.
mc
Logo, 0 novo parametro sera
§=(A)7? (3.21)

Pode observar que o parametro ¢ tem dimensao de comprimento elevado a

menos dois: [§] = L2

Logo, vé-se que este novo pardmetro tem relacdo com o comprimento de
onda de Compton do féton massivo (Eqg. 3.21), o que demonstra que este parametro
€ um parametro de massa. Pode ser interpretado entdo como a massa de repouso
do féton. Tem-se, portanto, na Eletrodinamica de Maxwell-Proca um féton massivo,

massa essa que pode ser mensurada apenas isolando o parametro m,, da Eq. 3.20.

3.4.5 Relatividade Especial com féton massivo

Um dos postulados da Relatividade Especial se refere ao fato da velocidade
da luz ser a mesma em todos os referenciais inerciais. A constante ¢ na

Eletrodinamica de Maxwell representa a velocidade de propagacdo de ondas
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eletromagnéticas no vacuo (Eqg. 2.22). Na verdade, a relatividade foi desenvolvida,

em parte, como consequéncia da constancia da velocidade da luz.

Contudo, na Eletrodindmica de Proca, ha uma dispersdo da velocidade do
féton massivo no vacuo. Relembrando a relagédo de dispersao (Eq. 3.16),

w? = k2c? + &c?

w? . . w? -
Quando = = &, a onda massiva ndo se propaga. Quando —= < ¢, k setorna

uma quantidade imaginaria e a amplitude da onda massiva seria atenuada
. w? )
exponencialmente. Quando = > £, as ondas podem se propagar no vacuo sem

serem atenuadas. No limite w — o0, a velocidade se aproxima da constante ¢, o

que é consistente com o pressuposto de Einstein de que ha uma unica velocidade

limite para todos os fenémenos.

Logo, no caso da Eletrodindmica de Maxwell-Proca, o féton ndo possui uma
velocidade universal independente do referencial. Uma massa nao nula implica que
a velocidade da luz ndo é uma constante Unica. Tal velocidade depende da massa
do féton e de sua freqiiéncia. A velocidade ¢ passa a ser um limite o qual nenhuma
particula pode alcancar. As ondas eletromagnéticas agora viajam a uma velocidade

que tende a ¢, conforme a freqiéncia se aproxima do infinito. Aproximar-se de

infinito significa hw > mc?, sendo m a massa de repouso do féton de Proca.

Mesmo assim a simetria de Lorentz é mantida, e a velocidade que aparece nas
transformacdées de Lorentz seria simplesmente esta velocidade limite, e ndo a

velocidade da luz.

Segundo GONCALES (2008, p.29), “o pressuposto da constancia da
velocidade da luz ndo é necessario para a validade da Relatividade Especial (...) a

Relatividade Especial pode se basear na existéncia de uma unica velocidade, c,

limite para a qual a velocidade de todos os corpos tende quando sua energia se

torna muito maior do que sua massa”.
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3.5 Leis de Conservacao

3.5.1 Conservacao de carga

Conforme visto, a conservacdo da carga € descrita pela equacado de

continuidade (Eq. 3.7),
atp + _V—) ¢ 7 = O
Sendo que agora existe uma condicao subsidiaria (Eqg. 3.8),
1 - -
el 0;9+V-A

expressando a relagédo obrigatéria entre os potenciais.

3.5.2 Conservacao de energia

Pode-se construir uma equacgao correspondente para a conservacao de
energia no caso da Eletrodinamica de Maxwell-Proca.

Multiplica-se a Eq. 3.2 pelo campo B

B-(VxE)= -B-9,B (3.22)

E-(VXB)+&A-E= —E-0,E+pkE - j (3.23)
Subtraindo a Eqg. 3.22 de 3.23, tem-se:

1—-> = — - -
E-0,E+B-0.,B+uyE-j (324

E-(VxB)—B-(FxE)+¢d E=
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Resolvendo o lado esquerdo da Eq. 3.24, conforme em Maxwell (Eq. 2.41),

tem-se:
—V-(ExB)+¢4-E
Desenvolvendo-se com o novo termo,
V- (ExB)+&4-(—Vo —0,4) =
=-V-(EXB)—¢A-Vo — 40,4 =

= T (ExB) V- (o) +£(7- Ao — 0, (342)

Utilizando-se a condicao subsidiaria (Eq. 3.8) e ajeitando-se,

T (B X B +g0d) - 0, (559%) — 0, (S 7°)

O termo da direita fica, como em Maxwell (Eq. 2.42):

1 - - 1—) - — N

Substituindo 3.25 e 2.42 em 3.24, tem-se entdo toda a equagao:

V- (ExB+&0d) -0, (zicz‘f’z)—f’r (%A) _

(3.25)

Arrumando-se os termos, substituindo c e dividindo-se por u,, chega-se a:

1 1 o &¢ & o
) (— E? +—B?2 + 2292 —A2>
e\g&b g Bt o

(3.26)

50
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Chega-se entdo a equacao que expressa a conservacao da energia. Tem-se
agora uma nova densidade de energia armazenada no campo eletromagnético:

Uem=§€0E +— B + =

o+ S A 3.27

2/,1 2 2u,

Vé-se que a energia € uma quantidade positiva definida, como no caso de
Maxwell. Percebe-se que o campo de Maxwell-Proca fica mais energético. Logo, o
campo de Maxwell-Proca, de uma dada freqiiéncia, torna-se mais energético do que

o campo de Maxwell, de mesma freqiiéncia e com as mesmas amplitudes.

Tem-se também um novo vetor de Poynting:
DA (3.28)

O termo onde é aplicado o divergente expressa a densidade de fluxo de
energia transportada pelo campo eletromagnético, que no caso de Maxwell-Proca
(Eqg. 3.28), € maior que em Maxwell (Eqg. 2.45), pelo acréscimo dos termos extras.

Avaliando-se a decomposicao do campo elétrico em suas componentes transversais

o . . 3 re D
e longitudinal, conclui-se que o termo massivo M—CDA descreve radiagdo puramente
0

= —

N 1 .
longitudinal, enquanto que o termo M—EXB descreve radiagdo puramente
0

transversa.

O ultimo termo da Eq. 3.26 (—fﬁ) continua expressando a energia

dissipada por efeito Joule.

Permanece entdo o teorema de Poynting (Eqg. 2.45), com a nova densidade
de energia e vetor de Poynting:

n‘.Il

at em ﬁ‘s_‘) ]

Logo, a energia total do campo e da matéria € conservada, de acordo com o

enunciado da conservacao de energia.
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Vemos, porém, que agora, para que haja propagacdo de energia
eletromagnética (Eq. 3.28), torna-se necessaria a existéncia dos dois campos Ee §

e também dos potenciais @ e A

Todo fendmeno fisico que pode ser descrito pela Eletrodindmica Padrao
(Maxwell) deve ter sua descrigdo correspondente na Eletrodinamica Massiva
(Proca); as duas descricdes devem se fundir continuamente no limite em que a
massa do féton se anula. Esta conjectura sobre a transicdo suave entre as duas
citadas eletrodindmicas é considerada, por alguns fisicos, como uma espécie de
principio tedrico. Independentemente de ser tal “principio” verdadeiro ou nao, é
bastante instrutivo verificar se ele funciona (ou falha) em alguns contextos fisicos,

pois, deste modo, uma melhor compreensao da situacao fisica pode surgir.

Sendo assim, verifica-se que densidade de energia armazenada no campo
eletromagnético em Proca (Eq. 3.27):
1 1 =2 ¢ —2
0¢ § Y

—2 2
Uem_ESOE +2_,UOB +T(p +2—,UO

torna-se igual a densidade em Maxwell (Eq. 2.44),

Uem =§€0E +2_‘LlOB

2

quando o novo parametro ¢ é igualado a zero.

Analogamente, o novo vetor de Poynting (Eq. 3.28):

- 1—) — f -
S=—EXB+—®A
Uo Ho

torna-se (Eq. 2.45):

1
Ko

S=—ExB

quando ¢ = 0. Assim, exemplifica-se a concordancia entre estes resultados e o

principio de transicao suave.
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3.5.3 Conservacao de momento

Para obter-se uma equacao de conservacdo para o momento na teoria de

Maxwell, procura-se partir da derivada temporal do vetor de Poynting.

S=—ExB+-0A - S =—cukiBy +ﬂio¢Ai

1 §
atSl' = —Eijkat(EjBk) + —6t(q§Al) (3.29)
Ho Ho

Resolve-se esta equacdo em duas partes, e depois se junta tudo para avaliar
os resultados.

Tem-se entédo na primeira parte da Eq. 3.29:
1 1 1
—Sijkat(EjBk) = —Sijk(atEj)Bk + _SijkEj(atBk) (3.30)
Ho Ho Ho
Da Eq. 3.4, tira-se:
VX B+ &A= ppegdE +pgj — (VX B)j +EA; = pogo0:E; + U j;

EjmnamBn + fAj = MOEOatEj + U jj -

1 £ 1
0.Ei=——¢.0,B, +—A; ——]; 3.31

EkmnOmEn = —0.:By - 0¢By = —€xmnOmEn (3.32)

Substituindo d.E; (Eq. 3.31) e ;B (Eq. 3.32) em 3.30, tem-se:
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1 1 £ 1 1
Egijk (E SjmnamBn + EAj - £_ij> Bk + E SijkEj (_SkmnamEn)

Resolvendo o primeiro termo da Eqg. 3.33:

L ( ! OBy, + J A ! ')B
Lo ijk o€ imn¥m®Pn o€ j 80]] k

1 S

= —— & ik€imnOmBn)Br + ——¢€;ixAiBx — ——¢ijxjiBr =
€ ijk ]mn( m n) k MOZEO ijk“j Pk L€ l]k]] k

1 5 1
- _'uo lkjgjmn(a BBy +—— .UO gl]kA]Bk — Wgo(j X B)l

f 1
:“0 k k k 1220 jkAjDk Mot (] )l

1 1 3 1
- (ain)Bk+# (0xB; )Bk+# g Sk Bk—u—(]xB)

0 <0 0 00

i

54

(3.33)

(3.34)

Lembrando-se as propriedades das derivadas, e do potencial (Eq. 2.8), sabe-

se que,
1
Bk(ain) = gainZ,
(0xB;)By, = 0x(B;By) — B;(0xBy), e que

E): ﬁX/T - Bk = EkmnamAn
Fazem-se entdo as substituigbes na Eq. 3.34:

1 1 1
= —T—aBk 7
Ho 80 Ho" €0

[0k(BiBy) — Bi(0xBi] +

3
Ho%&o

1 .
+—€ijkAj(€kmnamAn) L (] X B)i =
Ho€o
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1 1 1 N
= —mai (EB,f) + m[ak(Bin) —B;(V-B)| +

+Le-- EemnAi (0, A )—i(*xﬁ)
.UOZSO Ljkckmn4ij\Ymin Uo€o J i

ComoV-B =0 (Eq. 3.3),

1 1, 1
= 6-<—Bk >+mak(BlBk)+

Hg2eo N2 0
Ho“&p Ho€o '
1 1, 1
¢ ¢ 1 . -
+——A(8,4)) ———A,(8,4;) ——— (Fx B) =
1o2e, J( i 1) lo2e, J(J ) 1o J )l

1 1, 1
= 9;(5B —9,(B;B
.UOZSO l<2 k >+ﬂ02£0 k(BiBy) +

S L, S .
fo2ey N2 7Y 1o i(9j4:) 1oge Y )

1 1, 1 £ 1 2>
=———— 9:l= —— 9.(B:B > 9.l=4.4)—
.UOZSO 4 <2Bk >+[102£0 K k)+.u02£0 l<2 !

f 1 N -

Como pela condicao subsidiaria (Eqg. 3.8),

izatq>+ﬁ-/f=0 - a'A':_lat‘p
c

J4h 2

Logo, substituindo em 3.35 e trocando indices, o primeiro termo da Eq. 3.33
fica:
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1 1.2 1 '3 1 -
o (m) e ammo 5o (lad)-
.UOZSO i\?2 k .UOZSO E\DiD[ .UOZSO i\ 2 k
§ $ 1 oz
——— 0, (AxA;) —— (0;P)A; ———(J X B). (3:36)
Ho?go Y e Hogo(] )l

Resolvendo o segundo termo da Eq. 3.33:

1
— &ijikj (—&kmnOmEn) = —— Eijk ExmnEj (OmEyn) =
Ho Ho

1 1 1
= _'u_ (5im5jn_5in6jm)Ej(amEn) = _‘u_En(aiEn) + _Em(amEi)
0 0 0

Lembrando-se as propriedades das derivadas, fica entdo:

1 1,5\ 1
= o0 (3Ex°) + o O (EnED) ~ (GnEn)E] =

1./1 1 S
= _u_oai (EE,f) + m |Om(EmED) — (V- E)m E{|

ComoV-E + ED = eﬁ (Eg. 3.1), e trocando os indices,
0

1_/1 2) 1 p §
=——0;(5Ey" |+ —0x(ExE;)) ———E; + —®E; 3.37
l’lo l<2 k 'uo k( k l) “080 i luO i ( )

Juntando os termos (Eq. 3.36 e Eq. 3.37) na Eq. 3.33, tem-se entdo na
primeira parte da Eq. 3.29:

- 0.(E;By) . 6(132)+ . 0, (B;By) +
Lo jEYt\=j Pk .UOZSO i 2 k .UOZSO k\PiPEk

1, 3 $
+——20,; (EAk ) - Tgak(AkAi) - E (0:P)A; —

Ho=Ep

_L(j’xg) _ia.(lE 2)4.1@ (E E-)—LE-+E¢E- =
'liolzk Hokklliofol#ol
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YRR
201470 2 201470

+6(1BB+1EE gAA)
“ Ho?e “ Ho “ Ho*&o o
—i(at E; +icpEi (3.38)
Ho Ho€o Ho
Agora, tem-se na segunda parte da Eq. 3.29:
$ 3 $
— 0:(PA;) = — (0. P)A; + —P(0:4))
0 Ko Ho
Como (Eq. 2.7), E = —V& — at/T - 0:A; = -E; — Vo
Tem-se:
i(6t(1§)A +— d ®(0:4;) = i(6t(1§)A —ich —icpwp =
Ho Ho Ho Ho Ho
1
_5 (0,D)A; — icpEi _5 9; <—q>2> (3.39)
Ho Ho Ho "\2

Juntando as duas partes completas (Eq. 3.38 e 3.39 em 3.29), quatro termos

se cancelarao:

1
—B.B; +—E.E; ———A A-)—
Hogokl llokl .Uogokl

P E; + iCDEi +
Uoéo Uo

+£(6tc1>)Ai - icpEi —~ iai <1q>2>
Ho Ho Ho \2

& 1 .. S
——(0,®)A; ———(J X B). —
Ho ‘ R TRY=R (j )‘
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1 o 1 5 S ¢
65-=—6-( B +—FE?%— A? —<D2>
- e RAVTRCE:N i 210 2up% &g " 249 "

1 1 &
+0 (—B B;+—E.E, ———A A-)—
k Ho? &g e Ho e Ho?&g e

1 ., S p
X B) ———E;
#030(1 )‘ Hogy

Ajeitando e dividindo tudo por c?, tem-se:

—aS-+a-<—B +OF 5 47150
R VTR 2 24, 2

1 £ =
+ 0y (—M—OBkBi — eoELE; + M—OAkAl) = —(j x B). — pE;

-
Sabendo-se que 0; = 0, 0y;

1

c2

5, (B2 1 E0p% _ & 7% 4 S0 42
Iakl B 7 E A+

0:S; + 0y = —pE; — (] X E) (3.40)

]

|

1 .

_SOEkEi_M_BkBi+M£AkAi J l
0 0

(g2 g2 _ & g2 $80 p2) _ _1pp
O termo [5kl(2MOB FRE - A L ®?) — eoELE; ~ByB; +

§ . ~ . .
M—AkAi] € um tensor de tensdes ou tensor de cisalhamento Ty; = T;. E 0 novo
0

tensor de tensdes em Maxwell-Proca. Assim como acontece com a energia, 0
momento transportado é diferente em Proca com relacdo a Maxwell (Eq. 2.59),
devido aos novos termos de acréscimo.

Portanto, tem-se
1 =3 - —
;atSi + akai = —(pE +] X B)l

O termo (pE + 7 X §) € a densidade volumétrica de forca eletromagnética

(Forca de Coulomb — Lorentz), que descreve a interacdo do campo com a corrente.
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1 — — > —
C_zatS + VT = Fcoutomb—Lorentz (3.41)

Esta é a equacao de conservagdo de momento na eletrodindmica. Logo, o

momento total do campo e da matéria também é conservado.

3.6 Pressao de Radiacao

Partindo-se do vetor de Poynting (Eq. 3.28), chega-se a energia média

transportada, ou seja, a média temporal (§) de § tomada sobre um periodo (ou, o

gue é equivalente, um numero qualquer de periodos).

Atribuindo-se que,

E(t;%) = E_O)cos(ié-fc’—a)t), B(t; %) = Egcos(ﬁ-f—wt),
d(t;X) = b, sin(l_c) X — a)t) e AR = Z;sin@ X — a)t)

e lembrando-se que,

Tem-se que:

S = 'ul[E—o) COS(E X —wt)] x [_}_L’?T)> cos(ié X — wt)]
0

+'ui<1§0 sin(% - X — wt) -Z;sin(ﬁ e X — wt) sin(l_c) - X — a)t) (3.42)
0

Da Eq. 2.8, sendo, _BzCOS(E - X — a)t) =V X [A_)O sin(ié - X — a)t)], tem-se:
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—

=k x 4,
Assim, partindo da Eq. 3.42, a média temporal sera:

210 219

Pela identidade vetorial, A % (§ X 5) = L_?)(/T 5) - C_‘)(/T §)
Portanto, da Eq. 3.43 tira-se que, E_O) X (E X A_O)) = ié(E_O) A_)O) — A_)O(_E_g. ié)

Logo,

1 -5, T 1
(S) _k(EO 0) ‘u AO(EO k) + i (pOAO

Como, E_O) k= §D, (Eq. 3.18),

(S) = LE( A)—LA(§¢)+E¢A
‘uo 0 ,Ll 0 0 ,Ll 0410

1 -5, N
Ay) (3.44)

- (S) = —k(
Da Eq. 2.7, sendo,
Eq cos(k - & — wt) = —V[@g sin(k - & — wt)] — 9,[4, sin(k - £ — wt)]
> E, = —k®, + wA,

A média temporal fica:

- 1 - —_—> —_—
(S) = T [(—k®, + wAy). Ak
Ho

= 1 - —\ =

0 Ho
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A intensidade I da onda eletromagnética é, entao,

=Sk = (iA 2 —icp E/T) k| (3.46)
249 ° 249 oo .

~ T | o :
E a pressao de radiacao é - para quando a radiacao é totalmente absorvida

pelo corpo.

1 , i
P.(abs) = T (wAy”® — PokAy)|k| (3.47)

~ P | o .
A presséo de radiagéao € 2; para quando a radiacdo é totalmente refletida

pelo objeto e a incidéncia é perpendicular.

1 ) IR
P.(ref) = m (wAO — (POkA0)|k| (3.48)

3.7 Potencial eletrostatico gerado por uma carga pontual

Em Maxwell-Proca, a lei de Gauss é (Eq. 3.1):

V. E+én=L
€o
Para uma carga g puntiforme,
V.Breo= L =Ls3p)
€ &o
Como na eletrostatica E = —V(P, tem-se

(7 + )9 = L5
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Utilizando-se a funcédo de Green do operador (—V? + &),

2 e Vi 3(%
(V2 +8) e = 6 ()
tem-se que:
L
v +oL - L5z

dmeg|X| &g
Assim, tem-se o potencial eletrostatico de uma carga g situada no ponto X.

Considerando-se |X| = r, portanto

q _
b = Vér
4megr ¢ (349)

Este € o chamado potencial de Yukawa. Assume entdo a forma de Yukawa,
esferossimétrica, que mostra a feicdo caracteristica da massa do féton. Ha uma

diminuicdo exponencial dos potenciais e campos estaticos, com a distancia

-1
correspondente a /€ .

: g 1
Portanto o alcance do potencial, neste caso, é definido por = = A, (da Eq.

VE

3.21). O potencial é blindado e possui uma distancia critica, a partir da qual o
1

\/?!

1 . . , , -
se r K —=, a lei do inverso do quadrado é, de fato, uma boa aproximagao. Mas se

\/?5

r > \/—1?, a lei se diferencia drasticamente das predicdes feitas pelas equacdes de

potencial é praticamente nulo. Ou seja, quando r > E - 0. Pode-se notar que

. . . _1
Maxwell. Este potencial descreve um decaimento exponencial com o alcance \/? .
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e BT

1
O potencial de Yukawa , sendo U = \/E comparado com o potencial Coulombiano =

(Extraido do livro Ligées de Fisica de Feynman: vol. 2 de Feynman, Leighton, Sands).

Para exemplificar, tomamos como valor experimental a massa apresentada

em um sistema supercondutor, m,~10"3eV /c?.
Logo, m,c? = 1073eV

Como, da Eq. 3.20,

2 2\ 2
_ (myc) _ myc
$={7) (e
e sabendo-se que iic = 197,3284 MeVl/. Fm,

tem-se:

- 1077 eV T 25682.10 23 Fm 2
$=\1973282 105 ev. Fm) ~ 22082 m
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Portanto, o alcance serd aproximadamente 197,3284 um, ou
1,973284 .10°A4°. Em um supercondutor do tipo planar, a separacio tipica entre os
planos onde se da a super-conducdo é na faixa de 1034°. O alcance, entao,

equivale a uma distancia de aproximadamente 103 vezes a separacdo entre os
planos. Portanto, o alcance é suficiente para penetrar varios planos de super-

condugéo.
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4 APLICACAO DA ELETRODINAMICA DE MAXWELL-PROCA A
SUPERCONDUTIVIDADE

4.1 A supercondutividade

Supercondutividade (SC) é uma propriedade fisica, de caracteristica
intrinseca de certos materiais quando se esfriam a temperaturas extremamente
baixas, para conduzir corrente sem resisténcia nem perdas, funcionando também

como um diamagneto perfeito abaixo de uma temperatura critica.

Esta propriedade foi descoberta em 1911 pelo fisico holandés Heike
Kamerlingh Onnes, quando observou que a resisténcia elétrica do mercurio
desaparecia quando resfriado a 4K (-452°F, -269.15°C).

O recorde atual para a temperatura mais elevada em que um material se
comporta como supercondutor € apresentada por um composto ceramico de
mercurio-cobre; temperatura de transicdo: 138 K (ou -1312 C). Para isso também se
usa hélio liquido, material caro e pouco eficiente, o que impede seu uso em

tecnologias que procurem explorar o fenémeno.

A supercondutividade pode ser entendida como um fendémeno quéntico-
macroscopico, ou seja, este estado pode ser descrito por uma unica funcao de onda.
O material supercondutor exibe duas caracteristicas: resistividade nula, quando
resfriado abaixo de certa temperatura critica, 7., e diamagnetismo perfeito, ou seja,
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exclusdo do campo magnético de seu interior. Esta dltima caracteristica é

denominada Efeito Meissner.

A aniquilacdo da fase supercondutora se da pela ocorréncia de um ou mais
dos seguintes fatores: a aplicacdo de campo externo, a elevacao da temperatura na

regido experimental e, por fim, a aplicacdo de correntes de transporte, J;..
Curiosamente acima de T, (estado normal) os materiais supercondutores nao sao
bons condutores. Materiais como cobre, prata e ouro ndo exibem o fenébmeno da

supercondutividade.

Em 1957, John Bardeen, Leon Cooper e J. Robert Schriffer (Phys. Rev. 108,
1175) propuseram uma teoria microscopica que supde os superelétrons como sendo
0os portadores de carga do estado supercondutor. Eles sdo formados por dois
elétrons (pares de Cooper) com spins e momentos lineares opostos, atraidos pelos
fénons (vibragdes) da rede. Essa teoria € conhecida por teoria BCS, que rendeu aos

seus autores o Prémio Nobel de Fisica de 1972.

4.2 Tipos e aplicacoes

Durante algum tempo, pensou-se que todos os materiais supercondutores
tivessem 0 mesmo comportamento, mas, hoje, conhecem-se dois tipos de
supercondutores: os do tipo I, que abrangem a maior parte dos supercondutores
metalicos (elementos puros e ligas), e os do tipo Il, abrangendo todos os compostos

ceramicos e algumas ligas metalicas.

Os supercondutores do tipo | e do tipo Il tém respostas diferentes quanto a
aplicacdo de campos magnéticos externos. Os supercondutores do tipo |
apresentam somente o estado Meissner. Nesse estado, ndo ha penetracao de fluxo
magnético, entdo surgem correntes que blindam o material. J& os supercondutores
do tipo Il apresentam dois valores de campos magnéticos criticos. Um campo
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inferior, Hcy, geralmente baixo, que limita a regidao onde a amostra exclui todo fluxo
de seu interior (efeito Meissner). Para H > Hc1, comega a haver penetracdo de linhas

de fluxo magnético no interior da amostra, originando o chamado estado misto.

As aplicagbes sao varias, como construcdo de bobinas com fios
supercondutores, que possibilitam gerar campos magnéticos intensos, os quais
seriam impraticaveis se fossem utilizados fios comuns, como exemplo, fios de cobre.
Essas bobinas podem ser usadas na construcdo de Maglev (trens que levitam);
aparelhos de ressonancia magnética nuclear, que geram um campo magnético
homogéneo na regidao onde o paciente € colocado e um sensor capta informacdes
que formarao as imagens e, por fim, sensores SQUID (Superconducting Quantum
Interference Device), que permitem realizar medidas magnéticas extremamente
sensiveis. E interessante citar também, a aplicacdo dos supercondutores no ramo da

Fisica: Optica Quantica.

O futuro da pesquisa da supercondutividade esta em encontrar materiais que
possam se tornar supercondutores a temperatura ambiente. Assim que isso
acontecer, todo o mundo da eletrénica, da energia elétrica e dos transportes passara

por uma revolugao.

4.3 O efeito Meissner

O efeito de Meissner (também conhecido como o efeito Meissner-
Ochsenfeld) € a expulsdo de um campo magnético de um supercondutor. Walther
Meissner e Robert Ochsenfeld descobriram este fenbmeno em 1933 pela medigcéo
da distribuicdo do fluxo externo a espécimes condutores aos quais eles resfriaram
abaixo de sua temperatura de transicdo. Os espécimes se tornaram perfeitamente
diamagnéticos, cancelando todo o fluxo interno. O experimento forneceu uma

definicdo unificada das propriedade do estado de supercondutividade.
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O efeito Meissner mostra que um supercondutor ndo é idéntico a um
condutor perfeito que obedece as leis do Eletromagnetismo de Maxwell. Um
condutor perfeito s6 consegue reagir a uma variacdo de fluxo magnético no seu
interior. Um supercondutor, por sua vez, reage a variacao de fluxo magnético ou
simplesmente a presenca de um campo magnético estatico, excluindo-o de dentro
do material se T < T¢. Assim, se aplicamos um campo magnético a um material
supercondutor em seu estado normal (T > T.) e o resfriamos sob a acdo deste
campo, veremos ocorrer uma exclusdo abrupta do fluxo magnético (B — 0) do
interior do material quando T = T.. Para mantermos o estado supercondutor é
importante que o campo magnético ndo ultrapasse o valor critico Hc que destroi a

supercondutividade.

Um cilindro supercondutor em um campo magnético. (Extraido do livro Licées de Fisica de

Feynman: vol. 3de Feynman, Leighton, Sands).

4.3.1 A equacao de London para o efeito Meissner

Se o campo magnético é aplicado depois do material estar superconduzindo,
explana-se que ele ndo penetra na amostra. Na verdade, ele penetra uma distancia
muito pequena, chamada de profundidade de penetracdo de London (JACKSON,
1983, p.603).
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Para desenvolver o conceito, inicia-se supondo que a densidade de corrente,

J, dentro de um supercondutor é causada pelo movimento de portadores de
densidade de carga, p. Se a velocidade de movimento do fluido de elétrons é v, a

densidade de corrente sera:
7 -
J=pv

Da dinamica de particulas carregadas em campos eletromagnéticos externos,

tem-se 0 momento candnico conjugado P,
P=mv+qgA (4.1)

Note que existem dois pedacos no momento P, um é o momento cinético

usual, e o outro é a contribuicdo do potencial vetor.

Logo, na presenca de campos eletromagnéticos a corrente pode ser expressa

em termos desse momento:

-

pas
m

J=

3=

O estado supercondutor é um estado coerente dos portadores de carga com
desaparecimento do momento canénico conjugado. P = 0 foi uma suposi¢do por
parte de London, mas agora tem uma base firme na Mecéanica Quantica. Isso
significa que ndo existe nenhuma contribuicido a J pelo momento. A densidade de

corrente efetiva dentro de um supercondutor é, portanto

j — _@ (4.2)
m
Ou seja, em toda a parte de uma amostra de material supercondutor a
corrente € necessariamente proporcional ao potencial vetor. Essa equacao foi
originalmente proposta por London e London (LONDON apud FEYNMAN, 2008,
p.21-10) para explicar as observagdes experimentais da supercondutividade — muito

antes da origem quantica dos efeitos ser entendida.



CBPF-MO0-001/10 70

Das equacoes do Eletromagnetismo de Maxwell, tem-se que o potencial vetor
esta relacionado com a densidade de corrente através do calibre de Lorentz (Eq.
2.13), no limite estatico.

V24 = —fo J

Utilizando-se a proposta de London obtém-se:

(4.3)

4 o HoPq
onde ¢ é simplesmente uma nova constante & = ‘;n :

4.3.2 O efeito Meissner a partir de fotons massivos

A supercondutividade foi descrita durante muito tempo pela teoria dos irmaos
London (H. London e F. London). Contudo, alguns pesquisadores tém explicado os
fenbmenos relativos a supercondutividade por meio de fétons massivos, como no

caso do efeito Meissner.

Os fotons massivos, como de costume, ganharam massa a partir do
mecanismo de Higgs quebrando a simetria de calibre. Partindo das equacdes de
Maxwell-Proca (Eqg. 3.1 a 3.4), tem-se:

V-E+ép=2
€o
V-B=0
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Tirando-se o rotacional da Eqg. 3.4, e desprezando o termo de radiagéo,

obtém-se:

<

VX (VXB)+E&VXA= pVxj

Usando a identidade vetorial (Eqg. 2.20) e sendo B=Vx4 (Eq. 2.8),

-

V(- B) = V2B + &6 = uo¥ x ]

Na auséncia de correntes,
V2B = ¢B (4.4)

De maneira analoga, aplicando-se o gradiente na Eq. 3.1,
P

§(v-B)+ V0= 72
€o

Usando a identidade vetorial (Eqg. 2.20) e E= —Vo (estatico),

€o
~V x (8,B) + V2E — ¢E = Vgﬁ
0

Na auséncia de correntes e desprezando o termo de radiacao,
V2E = ¢E (4.5)

Portanto, a partir de f6tons massivos tem-se:
VZB=¢B e  V2E =¢E,

que representa o efeito Meissner, o qual foi obtido anteriormente pelo acréscimo de
um termo na densidade de corrente das equacdes de Maxwell com fétons nao

massivos.
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Isso evidencia que o campo no interior do supercondutor é limitado por um

-

comprimento de penetracdo. Pode-se agora tentar resolver essa equacgéo para B
(Eg. 4.4) ou E (Eq. 4.5). Por exemplo, em uma dimensdo ela possui solu¢des

exponenciais da forma e_\/?r e e\/?r. Essas solugdes significam que o campo deve

decrescer exponencialmente a medida que “caminha-se” da superficie para dentro

. . 1
do material. Se o pedaco de metal é grande comparado com —, 0 campo somente

NG
ird penetrar em uma pequena camada da superficie — uma camada com espessura
. 1 , Lo
aproximadamente \/_? Todo o restante da parte interna do metal estara livre do
campo. Logo, o campo eletromagnético s6 penetra no supercondutor até certa
profundidade, que por sua vez estd associada a massa do féton, com um
comportamento exponencial. Essa é a explicacao para o efeito Meissner.

1
Lk

Campo magnético B como funcao de r. (Extraido do livro Licdes de Fisica de Feynman: vol. 3

de Feynman, Leighton, Sands).

Esta profundidade estd presente na teoria de London pela chamada
: ~ ] 1
profundidade de penetragdo de London é A; = \/_? De um modo geral os resultados
importantes que eram obtidos com a teoria de London para supercondutores séao
também obtidos pela teoria de Maxwell-Proca, geralmente de maneira mais

consistente.
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~ T |
E, quao grande ¢é a distancia \/—??
Para exemplificar, lembrando-se que o “raio eletromagnético” do elétron de

valor 2,8.1073¢m, é dado por

2
2 qe

4mte,r

mc

UHopPq
m
de um elétron devido aos pares de Cooper, tem-se

Lembrando-se da equagdo & = (Eq. 4.3), onde g é duas vezes a carga

qe 8nr

€omc® g

Escrevendo-se p como g.N, onde N é o nimero de elétrons por centimetro
cubico, tem-se

& =8nNr

Para um metal como chumbo, por exemplo, existem cerca de 3.10%? dtomos

- I . 1 .
por cm3, entdo se cada um contribuir com somente um elétron de conducio, —= sera

Tz

em torno de 2.10~°cm. Assim, tem-se um exemplo da ordem de grandeza.

E de quanto seria a massa do féton associado a essa distancia?

B myc22
e= (" )

e sabendo-se que iic = 197,3284 MeVl/. Fm,

Trazendo a Eq. 3.20:

encontra-se uma massa, m,,, de aproximadamente 0,98 eV/cz.

Para fins de comparacdo, a massa de um elétron é de aproximadamente

5,11.10%eV /c?.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A invariancia do Eletromagnetismo de Maxwell sob as transformagbes de
calibre tem profundas conseqiiéncias nas Eletrodindmicas Classica e Quantica. Em
particular, a simetria de calibre justifica a existéncia de um portador de massa zero
do campo eletromagnético.

Ao se fazer uma andlise da teoria Eletrodindmica de Maxwell e,
comparativamente, da Eletrodindmica de Maxwell-Proca, verifica-se que as
equagdes de movimento tém a mesma estrutura formal. A diferenciagéo fica por
conta de termos extras envolvendo o parametro ¢ (associado a massa do féton) e os
potenciais elétrico e magnético. Atesta-se que o efeito destes termos extras é mais
profundo, pois envolve quebra de simetria de calibre, levando a aparicao de
comportamentos e propriedades bem distintas das propriedades do
Eletromagnetismo usual.

Primeiramente, vé-se que a aparicdo de termos envolvendo os potenciais nas
equacdes de movimento quebra a simetria de calibre presente no Eletromagnetismo
usual, ou seja, esta teoria ndo é mais invariante de “gauge”. Assim, em contraste
com as equacoes de Maxwell, os potenciais adquirem um significado fisico real

(observavel), mediante o novo parametro.

Além disso, em Maxwell, o calibre de Lorentz era uma escolha que se podia
adotar, enquanto que no Eletromagnetismo de Maxwell-Proca € uma condicao
obrigatéria exigida pela conservacao de carga, ou seja, uma propriedade inerente ao

sistema, que expressa a relagdo obrigatéria entre os potenciais.
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As solucbes livres do campo de Maxwell explicitam apenas dois modos
independentes de polarizacdo da onda eletromagnética, que, por sua vez, sao
ortogonais a direcdo de propagacao da onda. Ja as solucdes livres do campo de
Proca possuem trés modos de polarizacdo: dois modos transversais € um
longitudinal.

Vé-se que o novo parametro, &, tem relacdo com o comprimento de onda de
Compton do féton, o que demonstra que este parametro € um parametro de massa.
Pode ser interpretado, entdo, como a massa de repouso do féton. Tem-se, portanto,

na Eletrodinamica de Maxwell-Proca um féton massivo.

A velocidade da luz no vacuo € um limite que nenhuma particula massiva

pode alcancar. As ondas eletromagnéticas de Proca, agora, viajam a uma

velocidade que tende a ¢, conforme a freqiéncia se aproxima do infinito. Aproximar-

se de infinito significa E > mc?, sendo m a massa de repouso do féton de Proca.

A carga, a energia e 0 momento total sdo conservados na Eletrodindmica de
Maxwell-Proca, conforme acontecia em Maxwell. No entanto, a energia transportada
pelo campo, em Maxwell-Proca, é igual ao de Maxwell, somado a termos adicionais
devido ao parametro de massa. Logo, o campo de Maxwell-Proca, de uma dada
freqUéncia, torna-se mais energético do que o campo de Maxwell, de mesma

freqUéncia e com as mesmas amplitudes.

E importante notar que existe uma concordancia entre os fendmenos fisicos
descritos pela Eletrodinamica Padrdao (Maxwell) e pela Eletrodindmica Massiva
(Proca); as duas descricdes fundem-se continuamente no limite em que a massa do
féton se anula, o que afirma o principio de transicdo suave entre as duas

eletrodinamicas.

Na exemplificacdo do potencial eletrostatico gerado por uma carga pontual,
surge uma diferenciagdo drastica: Maxwell descreve o potencial Coulombiano, e
Maxwell-Proca descreve o potencial de Yukawa. Devido ao decaimento exponencial,
em Maxwell-Proca, o potencial é blindado e possui uma distancia critica, a partir da
qual o potencial é praticamente nulo. Assim, assume a forma de Yukawa,
esferossimétrica, que mostra a feicao caracteristica da massa do foton.
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Na aplicacdo da Eletrodinamica de Maxwell-Proca a supercondutividade, vé-
se que o efeito Meissner surge de maneira natural e consistente. O campo
magnético s6 penetra no supercondutor até certa profundidade (similar a
profundidade de penetragdo de London) que, por sua vez, esta associada com a
massa do féton; e o decaimento da amplitude do campo se da por um
comportamento exponencial. Portanto, de um modo geral, os resultados importantes
que eram obtidos com a teoria de London para supercondutores sao também
obtidos pela teoria de Maxwell-Proca.

A grande conclusdo é que a Eletrodinamica de Maxwell-Proca é uma teoria
bastante versatil, passivel de ser aplicada em situagdes diversas, dependendo das
caracteristicas fisicas do particular sistema estudado. Como exemplo de aplicacdes
tem-se: a Teoria Quantica de Campos para descrever bdsons vetoriais massivos, a
supercondutividade, a area das interacdes fracas, na qual interfere o estudo da
procurada particula escalar de Higgs; alias, & a particula de Higgs a responsavel
pela geracdo de massa dos bosons vetoriais massivos, entre os quais, no caso da
supercondutividade, aparece o féton.
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