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Resumo:

O Método de Weizsdcker-Williams (ou aproximacao dos fétons virtuais) é discutido em
detalhes, comecando por mostrar suas origens: em especial, as contribuigoes de Niels Bohr
e Enrico Fermi. Segue-se a derivacao semi-classica do método, a discussao de seus limites de
aplicagao e a determinagao do espectro dos fétons equivalentes. Apresentam-se, a seguir, as
aplicacoes estudadas pelos proprios autores do método em questao, além de outras as quais, em
ultima andlise, levaram outros fisicos a generalizar este método deduzindo sua férmula bésica a
partir da Teoria de Campos. Concluindo, apresenta-se, resumidamente, como foram feitas essas
generalizacoes, mostrando algumas de suas aplicagoes.

Abstract:

The Weizsécker-Williams method (or the equivalent photon approximation method) is
discussed in detail, and we start from its origin: in particular, we comment the contribution
from Niels Bohr e Enrico Fermi. A semi-classical derivation of the method follows, where the
conditions of applicability are discussed and the equivalent photon spectrum is determined. The
original applications of the method by its authors are presented, besides other which led to its
generalization and a derivation of the W.W .-formula based on Field Theory. We conclude with
a brief presentation of this generalization of the method and a few comments about its uses.
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1. Introducao

Neste trabalho, procuramos dar uma idéia do que seja 0 método semi-classico desenvolvido
por C.F. von Weizsacker e E.J. Williams, no periodo de 1933-35, com origem no estudo das
interagoes de particulas carregadas com a matéria. Este é conhecido como Método de Weizsdcker-
Williams (W.W.), aproxzimacdo dos fotons equivalentes ou ainda método dos quanta virtuais.
Nossa principal motivagdo para abordar esse assunto deve-se ao fato de que, passado muito
tempo, o método de W.W. ainda é utilizado.

Do eletromagnetismo classico, sabemos que existe uma semelhanca entre os campos elétrico
e magnético de uma particula carregada, que se move a uma velocidade préxima a da luz, e os
campos de um pulso de radiagdo, como veremos mais adiante. E justamente esta semelhanca
que é explorada no método de W.W.

Podemos dizer, resumidamente, que esse método consiste em substituir a particula que incide
sobre um alvo por um pulso de radiagao equivalente, o qual pode ser visto como um conjunto
de fotons virtuais. Isto nos permite determinar o espectro de radiagdo equivalente e, a partir
dai, podemos calcular os efeitos da interacao do alvo com os fétons virtuais. Deste modo,
fica determinada a relagao entre processos de colisao de particulas carregadas e os efeitos de
radiacdo. Em outras palavras, dado um certo processo A, devido a interacdo eletromagnética
de uma particula com um alvo, podemos obter a secao de choque o4 para o processo a partir da
secao de choque de fotoprodugao por fétons livres, o, via método de W.W. O procedimento ¢é
simples: uma vez conhecida a secao de choque de fotoproducao e a densidade de fétons virtuais
equivalentes, basta integra-la sobre todo o espectro de fétons equivalentes.

J& o procedimento para determinarmos este espectro é resumidamente o seguinte: (i)
achamos a transformada de Fourier de cada componente do campo eletromagnético criado pela
particula incidente; (ii) determinamos o espectro de frequéncia (energia por unidade de area, por
intervalo de frequéncia) do pulso equivalente; (iii) integramos o espectro de frequéncia em todos
os parametros de impactos possiveis, obtendo, assim, a distribuicao de energia por intervalo de
frequéncia e (iv) determinamos o niimero de fétons equivalentes.!

Inicialmente, procuramos apresentar, na Secao 2, as origens histéricas do método de
W.W., comentando, em especial, as contribuicoes de Niels Bohr e de Enrico Fermi para o
desenvolvimento do método em questao. Faremos, ainda nesta secao, uma comparagao com 0s
primeiros resultados obtidos usando-se a Mecanica Quéantica.

Na Secao 3, segue-se uma derivacao semi-classica do método de W.W., na qual procuramos
descrever com detalhes o método e seus limites de aplicacao, apds o que determinamos o espectro
de radiagao equivalente. Em seguida, discutiremos algumas relagoes gerais entre fenémenos de
colisdo entre particulas carregadas e efeitos de radiagao, que servirao de base para as aplicagoes
que se seguirao.

Na Segao 4, apresentamos vérias aplicagoes do método de W.W. Além daquelas discutidas
pelos autores do método, apresentamos outras que, em ultima andlise, acabaram por levar outros
autores a fazer uma generalizacao deste método e a derivar sua férmula béasica a partir da Teoria
de Campos.

Na Secao 5, apresentamos, resumidamente, como foram feitas estas generalizacOes sem
entrarmos no detalhe de suas derivagbes, pois isto fugiria ao escopo desta monografia.
Finalmente, alguns apéndices uteis foram incluidos. Tomamos o cuidado de, sempre que possivel,
citar as referéncias originais.

!Obviamente, este procedimento deve ser coerente com os limites de validade do método aproximativo de
W.W., que serao discutidos com detalhes no texto.
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Esta monografia foi escrita no CBPF, como parte do meu programa de bolsa de Iniciagao
Cientifica do CNPq, sob orientacao do Prof. Alberto Santoro, a quem agradego pela sugestao
do tema, por sua paciéncia durante nossas discussoes e pelo constante estimulo durante todo o
trabalho. Agradeco também a Arthur Kés Maciel pela leitura critica do manuscrito, bem como
ao Prof. Jayme Tiomno pelo incentivo e ao CNPq, pela concessao da minha bolsa.

Rio de Janeiro, 6 de outubro de 1981

Ao arrumar minha biblioteca recentemente, quando mudei de sala no CBPF, aproveitei a
ocasiao para vasculhar meus papéis e interesses passados e foi quando encontrei o manuscrito
inédito desta monografia, a qual foi preparada como parte de minhas atividades de iniciacao
cientifica no CBPF. Na época, ap6s seminario apresentado no extinto DRP — Departamento de
Relatividade e Particulas —, tive entao a honra de ter meu texto encaminhado pelos Professores
Alberto Santoro, Jayme Tiomno e Moacyr Souza para publicacdo como Notas de Fisica. Por
motivos alheios a nossa vontade, que nao valem a pena ser relembrados aqui, o texto permaneceu
inédito todo este tempo. Relendo-o agora, ele continua me parecendo bastante completo, didatico
e de interesse atual e, sobretudo, acredito que possa ser 1til a quem quiser se familiarizar com o
método de Weizsacker-Williams. O espectro de suas aplicacoes ampliou-se muito nestes 28 anos,
englobando um grande nimero de processos em Fisica de Altas Energias, incluindo cédlculos
em QCD e dissociacao difrativa. Sendo assim, decidi publicd-lo como Monografia do CBPF.
Optei por respeitar as escolhas do jovem aprendiz, limitando-me a corrigir alguns erros e a
ortografia embora, é claro, se devesse refazer uma resenha sobre esse assunto, faria algumas
coisas diferentes. Quem sabe, desta forma, nao me anime a estudar suas aplicagoes mais recentes
e a preparar um novo texto de revisao mais abrangente?

Rio de Janeiro, 21 de maio de 2009
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2. Origens

2.1 Tratamento classico da interacao de particulas carregadas com a matéria

Em 1913, Niels Bohr [1] publicou um artigo no qual discute o decréscimo de velocidade dos
raios catédicos o e B quando estes penetram na matéria. Devemos ter em mente que o modelo
atomico vélido na época era o de Rutherford e, portanto, neste pardgrafo, nossa intensao é
apenas comentar em linhas gerais um trabalho que pode ser considerado em retrospectiva como
a origem do método de W.W.

A primeira teoria para explicar o fenomeno do decréscimo de velocidade dos raios (ou
particulas) a e § ao passarem pela matéria foi elaborada por J.J. Thomson, na qual ele supos que
a perda de velocidade destas particulas devia-se a choques com elétrons contidos nos atomos
da matéria. Thomson admitiu também que os elétrons de um atomo sé iriam interferir na
velocidade da particula incidente se a distancia entre esta e os elétrons fosse da mesma ordem de
grandeza da distancia d entre os elétrons atéomicos. Este limite baseia-se na hipétese de que para
distancias ¢ > d haveria uma compensacao dos efeitos dos diferentes elétrons sobre a particula
incidente.

Outra teoria para explicar a absor¢ao e o espalhamento de particulas « foi proposta por
Darwin,? que sup6s que as forcas atuantes sobre os elétrons devidas aos dtomos poderiam ser
desprezadas durante colisoes muito préximas e violentas entre o elétron e a particula «; colisoes
estas que ocorrem quando a particula incidente passa pelo atomo ao qual o elétron pertence,
o que corresponde ao limite efetivo da teoria de Thomson. Por outro lado, a velocidade da
particula a nao seria alterada se ela nao passasse pela regiao atomica. Cabe notar que com esta
teoria Darwin obteve valores incorretos para o diametro atémico, principalmente para os dtomos
mais leves e para os mais pesados.

Bohr discordou do fato de Darwin ter tomado a superficie dos 4tomos como sendo o limite
para o efeito dos elétron sobre as particulas e sugeriu [1] que um limite para este efeito dos
elétrons sobre a velocidade das particulas incidentes sobre um alvo deve ser obtido levando-se
em consideragao as forgas que mantém os elétrons em suas posi¢oes nos atomos. Sob a influéncia
destas forgas, os elétrons iriam oscilar quando perturbados por forcas externas. De fato, seja T'
o tempo de vibracao e T o tempo de colisao, i.e., o tempo gasto pela particula incidente para
percorrer uma distancia da ordem de grandeza do parametro de impacto b da colisao. Como a
interagao entre o elétron e a particula incidente é coulombiana, a intensidade da interagao entre
ambos decresce rapidamente com o aumento da distancia entre eles. Assim, o efeito do elétron
serd muito pequeno, se o parametro de impacto for suficientemente grande de modo a termos
Ty, > T (o que define uma colisao distante). Portanto, se ao invés de considerarmos os elétrons
livres nos atomos, levamos em conta forcas que tendem a manté-los em suas posigoes, estas
irao alterar significativamente o movimento dos elétrons, durante a colisao, somente quando
T, ~ T. Consequentemente, a perda de energia da particula incidente também s6 sera alterada
significativamente quando Tj ~ T

Além disso, nesse artigo, Bohr sugere a existéncia de uma grande analogia entre a teoria
do decréscimo de velocidade de particulas carregadas ao atravessarem a matéria e a teoria
eletromagnética da dispersao. Em outras palavras, deve existir uma analogia entre a passagem
de particulas carregadas pela matéria e a passagem de um pulso ou um trem de ondas por um
meio dispersivo (caracterizado por sua constante dielétrica ser dependente da frequéncia dos
campos). Analisemos um pouco esta analogia. Devido a linearidade das equacoes de Maxwell,
podemos obter uma nova solugao das mesmas a partir de uma superposicao linear de solucgoes de

2 Philosophical Magazine 23 (1912) 907.
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diferentes frequéncias. Num meio dispersivo, a velocidade de fase de cada componente da onda
de frequéncia diferente ndo é a mesma; isto implica que componentes do pulso de frequéncias (ou
comprimento de onda) diferentes se deslocam, através de um meio dispersivo, com velocidades
diferentes. Consequentemente, existe uma tendéncia para que a forma do pulso nao seja mantida
durante a sua passagem pelo meio. Por outro lado, particulas que possuem diferentes velocidades
interagem de forma diferente com os elétrons da matéria, como j& foi visto. Para levarmos em
conta a possibilidade de dispersao, devemos tomar a frequéncia w como fungao do comprimento
de onda (mais comumente do nimero de onda k). J& nos fenémenos de choque, o tempo de
colisao é funcao da velocidade e do parametro de impacto. Entao, a analogia a qual Bohr se
refere nao é outra coisa senao a analogia entre as expressoes w = w(k) do fenomeno de dispersao,
e wp = wp(v) do fendmeno de colisao, onde definimos wy, = 27 /T}, como a frequéncia de colisao.

Para introduzir o efeito produzido pelas forcas que atuam sobre os elétrons devido aos atomos,
Bohr adotou a seguinte simplificacao: admitiu que a frequéncia de vibragao dos elétrons é tao
pequena de modo que T > T}, para colisdes onde b ~ A\.? Entdo, sé6 devemos considerar a
influéncia das forgas em questao, para colisoes nas quais b é grande comparado com A, pois ja
vimos que a perda de energia da particula incidente sé é alterada significativamente quando
T, ~ T. Logo, os céalculos envolvidos aqui sdao bastante simplificados, pois o deslocamento do
elétron é muito pequeno em comparacao a b e, portanto, pode ser desprezado durante o tempo
de passagem do projétil. Com essas hipdteses, podemos considerar a trajetéria da particula
incidente como aproximadamente uma linha reta, representada por AB, na figura a seguir.

C

F /0

~N

A vt B
Figura 1

Decompondo o movimento do elétron em duas direcées, uma perpendicular e outra paralela
a trajetoria incidente, Bohr obteve para a forga atuante sobre o elétron na diregao C'B,

e
F, = Sin cos 6

_ eQinW _ e%‘nb

Assim, Bohr chegou & seguinte equacao para o movimento do elétron na direcao perpendicular
a trajetéria da particula incidente:

=ma¢(t)

i+ wlr =L (t)

3A quantidade
\= eqin(M +m) _ eqin
T vmM v2p

é um parametro introduzido convenientemente, com dimensao de comprimento que, no caso de forgas repulsivas
entre as particulas que colidem, representa a distancia de maxima aproximagao entre elas numa colisao frontal
(b = 0); gin, e, M e m sao, respectivamente, as cargas e as massas das particulas incidente e do elétron e
uw=mM/(m+ M), a massa reduzida do sistema.
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onde o ponto denota derivada temporal e w é a frequéncia correspondente as forcas em questdo.*

De modo andlogo, para a direcao paralela a trajetéria da particula, temos
eqinAB - eqinvt
act (P40

b = 32 — may(t)

Com estas equagoes ele vai obter a energia total transferida para o elétron durante a colisao,
que serd a soma das energias correspondentes a estes dois movimentos. Deste modo, a expressao
para a taxa de variacdo da energia da particula que passa através da matéria, —d7T'/dx, para
dtomos de um elétron, obtida por Bohr,® é:

dT B 4w Ne?
2

gmuv®

2
Gin log

Cdr T mw 21 qinew

onde g = 1.123, m e e sao, respectivamente, as massa e carga do elétron e ¢;, é a carga da
particula que se move com velocidade v; N é a densidade volumétrica de atomos.

Para chegar a expressao anterior, Bohr supos que:

(i) A frequéncia w é pequena comparada com v/X;

(ii) A velocidade u do elétron em sua 6rbita nao perturbada é pequena comparada com a
velocidade v da particula incidente;

(iii) As dimensoes lineares ¢ das drbitas sao pequenas comparadas com v/w; deste modo, para
(ii) e (iii) serem satisfeitas simultaneamente devemos ter u = w¥;

(iv) O deslocamento dos elétrons causado pelas forcas devidas a particula incidente é pequeno
em relacao as dimensoes da érbita nao perturbada para as colisdes onde levamos em conta
as forgas devidas ao atomo. Em outras palavras, processos como o de ionizac¢ao, por
exemplo, nunca ocorrerdao em tais colisoes.

Voltando as equagoes
F = eqinb
1= (V282 + b2)3/2
t (1)
_ €qinV
b = (V212 + b2)3/2

vemos que elas sdo os limites das equacdes (49) do Apéndice A quando v = 1.6 Antes de revermos
como Bohr tratou o efeito relativistico, gostariamos de transcrever, a titulo de curiosidade, a
conclusao de seu artigo de 1913:

A solucio para esta equagio sujeita as condigdes x = 0 e & = 0 para t = —co é [J.W.S. Rayleigh: The Theory
of Sound, vol. 1, p. 74, New York: Dover (1945)]:

T = L /t senw(t —t") ¢ (t")dt’

w*OO

t
&= / cosw(t —t') ¢ (t)dt'
®Na realidade, a férmula obtida por Bohr [1] abrange o caso geral de n elétrons com diferentes frequéncias,
mas vamos nos interessar aqui apenas por atomos de 1 elétron.
5Lembre que F = eFE e que a diferenca de sinal na segunda equacio se deve ao fato de na sua deducéo no
Apéndice A se ter tomado 2/ = —ovt'.
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Adopting Prof. Rutherford’s theory of the constitution of atoms, it seems that it
can be concluded with great certainty, from the absorption of a-rays, that a hydrogen
atom contains only 1 electron outside the positively charged nucleous, and that helium
atom only contains 2 electrons outside the nucleous (...).

O limite v — ¢ foi discutido pelo préprio Bohr em um artigo datado de 1915 [2]. Para
v >~ ¢, o calculo da energia transferida torna-se complicado no caso geral. Porém, baseado
em dados experimentais, Bohr concluiu que o valor da energia perdida pelas particulas (3, ao
passarem através da matéria, vai depender somente das colisbes nas quais a energia transferida
¢ muito pequena comparada com a energia total da particula (3, i.e., colisdes nas quais A < b, o
que introduz muitas simplificagoes. Utilizando a expressao da forca elétrica exercida sobre um
elétron em repouso por uma particula de carga ¢;, e velocidade uniforme v = (¢, ele obteve:

eqinyb
(b2 + 72022)3/2

F| =

, (2)
_ €qin"YV
NCEEEE

que sdo as proprias equagoes (49) do Apéndice A multiplicadas por e.

Podemos ver que a forca em qualquer instante pode ser calculada utilizando a eletrostatica se
substituirmos v — yv e, ao calcularmos a componente perpendicular a trajetéria, substituirmos
a carga ¢in — 7Yqin, embora deixando-a inalterada na componente paralela.

Esperamos que com o que foi visto até aqui o leitor concorde em considerar esses dois artigos
de Bohr pelo menos como uma semente importante para o futuro desenvolvimento do método
de W.W. Outro artigo importante para o desenvolvimento deste método foi escrito, em 1924,
por Fermi [3]. A idéia fundamental contida neste artigo — que descreve a teoria da dissipagao
de energia por particulas em movimento — é que a perturbacdo de um atomo em colisoes
distantes,” sob a acdo de uma forca perturbativa constante sobre o 4tomo, é obtida corretamente
decompodo-se esta em suas componentes de Fourier e admitindo que cada componente se
comporta como radiacao de frequéncia igual a da componente de Fourier. Deixaremos para
discutir, em detalhes, as relacdes entre o método em questao e os trabalhos de N. Bohr e
E. Fermi na Se¢ao 3, quando ficara mais claro porque nos referimos a estes trabalhos como a
origem do método de W.W.

2.2. Primeiros tratamentos quanticos da interagao de particulas carregadas
com a matéria

Em 1927, Gaunt [4] calculou a poténcia de frenagem, —d7'/dx, do dtomo de hidrogénio
para particulas « jé utilizando a Mecanica Quantica. O resultado confirma o resultado obtido
classicamente por Bohr. Nesse artigo, Gaunt nao considera que a particula a seja parte do
sistema dindmico, nem a substitui por ondas de de Broglie, representando-a como uma carga
pontual movendo-se com velocidade constante em uma linha reta, constituindo-se, assim, no
centro de um campo coulombiano. O pardametro de impacto (em relagdo ao nicleo considerado
fixo) é grande comparado com as dimensoes atomicas. Logo, o efeito sobre o dtomo pode ser
calculado usando-se a teoria de perturbacao de segunda ordem, pois a de primeira ordem da
zero como resultado.

"Distancias muito maiores que as dimensdes atdmicas.
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Ja sabemos que quando um feixe de particulas carregadas atravessa uma lamina de matéria,
a energia de cada particula é reduzida. No entanto, a perda de energia nao é a mesma para todas
as particulas e, portanto, particulas que incidem sobre a lamina com a mesma energia emergem
com energias diferentes. A dispersao da energia causada pela lamina é conhecida como straggling.
A teoria para o straggling de particulas « foi desenvolvida por Bohr [2] que também mostrou
que sua teoria nao era aplicdvel as particulas 5. Em 1929, Williams [6] publicou um trabalho
no qual desenvolve uma teoria tentando explicar esse fené6meno e compara seus resultados com
os obtidos experimentalmente. Dando continuidade a esse trabalho, Williams e Terroux [6], em
1930, escrevem um artigo no qual investigam a passagem de particulas § rapidas através de gases.
Eles utilizaram neste trabalho uma camara de Wilson® para investigar processos relacionados
com a perda de energia de particulas [, cujas velocidades estavam compreendidas entre 0.5
e 0.97 vezes a velocidade da luz. Assim, eles conseguiram mostrar que os resultados obtidos
classicamente davam apenas a ordem de grandeza dos efeitos observados como, por exemplo,
o de ionizagao priméria. Os valores obtidos para este fendomeno sao significativamente maiores
que os obtidos da teoria classica, além de dependerem da velocidade das particulas § de modo
diferente. No ano seguinte, foi publicado outro artigo por Williams [7] no qual ele afirma que
até aquele momento ndo havia nenhuma evidéncia aprecidvel de que os fenémenos envolvidos
com perda de energia por particulas § (e também «) ao atravessarem a matéria fossem melhor
explicados através da Mecanica Quantica. No entanto, ele ressalva que a diferenca fundamental
entre a Teoria Quéntica e a Teoria Classica nao se manifesta na perda real de energia do feixe ao
atravessar certa distancia e sim na forma de distribuicao dessa energia perdida entre diferentes
tipos de colisoes, que é o tema deste artigo. Nele, Williams baseia-se nos cdlculos de Gaunt [4],
realizados a partir do tratamento da dispersao e absorcao feito por Dirac, que nos levam a um
resultado importante: quando o tempo de colisGo € pequeno comparado com o periodo natural
do elétron atomico, a energa média transferida obtida através da Mecanica Quantica coincide
com o valor obtido classicamente.

Para o escopo deste trabalho, nao é de nosso interesse entrarmos nos detalhes desses calculos;
desejamos apenas ressaltar um aspecto muito importante para o estudo do Método de W.W.,
que estd implicito nos cédlculos de Gaunt, qual seja: as leis que governam a perturbag¢do de
um dtomo pela forca elétrica em um campo de radia¢do podem ser aplicadas & sua perturbacdo
pela forca elétrica de uma particula carregada em movimento, se a reacao sobre a particula é
pequena. Em outras palavras, se a reacao sobre a particula for pequena, podemos considera-la
como o centro de um campo coulombiano, que descreve uma trajetdria retilinea, e cujo efeito
sobre o atomo é equivalente ao provocado por um pulso de radiacao. Para estendermos o calculo
de Gaunt para o limite v — ¢, nao é necessario usarmos a Mecanica Quantica Relativistica.
Na verdade, basta levarmos em conta a transformagdo do tempo, decorrente da contracao de
Lorentz-Fitzgerald do campo da particula em movimento que, consequentemente, ird alterar a
dependéncia do potencial V().

Em 1932, Williams [8] compara a teoria (nao-relativistica) da passagem de particulas
carregadas pela matéria desenvolvida por Bethe [9], baseada na teoria de colisdes de Max Born,?
com resultados experimentais para alguns processos produzidos pela passagem de particulas «
e 3 pela matéria. As principais hipéteses de Bethe sao:

(i) A velocidade v da particula incidente é grande comparada com a velocidade u dos elétrons
dos atomos atravessados e pequena comparada a velocidade da luz c;

(ii) Termos da ordem de (u/v)? e (v/c)? sdo desprezados.

8 Proceedings of the Royal Society A 104 (1923), 1-192.
9Na teoria de Born, o efeito da perturbacio é obtido por aproximacdes sucessivas. Veja qualquer livro texto
de Mecanica Quantica.
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Neste artigo, Williams escreve:

(...) comparando a férmula ndo-relativistica de Bethe com resultados experimen-
tais para particulas com velocidades proximas a da luz, podemos deduzir a natureza do
efeito relativistico real. Uma aplicacao direta da Mecanica Quantica nao foi feita para
o problema e, portanto, nao existe uma formula teorica com a mesma generalidade
das obtidas por Bethe no caso nao-relativistico.™”

Uma corregao para o efeito relativistico foi feita por Williams [7] para o caso de colisoes
distantes.

Para nos situarmos melhor, vamos comentar rapidamente a diferenca entre a teoria de Bethe
e a de Gaunt. No caso de d&tomos de um elétron, o problema é encontrar a solugao para a equagao
de onda de duas particulas no campo devido a cada uma e no campo do nucleo atémico:

1, 1 _o 2
M e m sao, respectivamente, as massas da particula incidente (o ou ) e do elétron atéomico;
R e r sdo as coordenadas destas duas particulas em relagao ao nicleo, que consideramos fixo.
E = mv?/2— Ey é a energia total do sistema, onde v é a velocidade inicial da particula incidente
e Fy é a energia do 4tomo nao perturbado. Finalmente, V' é a energia potencial do sistema dada
por:

Zez Zqu‘n €din

il IR T R

onde Ze é a carga do nucleo, e, a carga do elétron e ¢;,, a carga da particula incidente.
Os termos de perturbacao sao os dois tltimos. Bethe utilizou a teoria de perturbacoes com
uma aproximagcao de primeira ordem (i.e., fazendo ¢ = 1 + ¢] na equagdo de Schrodinger e
desprezando termos contendo o produto de ] e o potencial de perturbacao). J4 o método de
Gaunt é radicalmente diferente deste. Conforme ja foi visto, ele admite que a particula incidente
praticamente nao sofre alteragdo em sua trajetéria; portanto, o parametro de impacto nao sofre
variagao. Sua passagem pelo atomo gera um potencial dependente do tempo de modo conhecido
[4]. O resultado desta perturbagao é encontrado resolvendo-se a equagao de onda dependente
do tempo para o elétron do atomo.

V=-

Sabemos que a dinamica de uma particula na Mecanica Quéantica nao-relativistica pode ser
expressa pela equagao
|Oé, t> = T(tv tO) ’aa t0>
onde |a, t) representa o estado do sistema num instante t e T'(t,%y) é um operador linear que

independe do estado inicial |«, tg). Nesta equagao, estd implicito o principio da causalidade e o
fato de que cada componente de um estado evolui como cada qual o faria independentemente

uma das outras. E facil verificarmos que

T(ta,t1)T(t1,t0) = T(t2, o)

(3)
T(t,t) =1

dT
th— = H)T 4
= H(1) (®)
Vamos supor que um certo sistema nao perturbado seja descrito por uma hamiltoniana Hy
que se encontre em um auto-estado |a,tp). Em presenga de uma perturbagao V(t), a nova

101dentificamos nessas palavras uma motivacio para seus artigos seguintes.
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hamiltoniana do sistema serd Hy + V (), o que causard uma mudanca de estado do sistema.
Como j& vimos, num instante t, o estado do sistema sera descrito, na visdo de Schrodinger,'!
por T'(t, to)|c, o). Por comodidade, representemos o estado inicial |a,tp) por |1) e um outro
estado arbitrario do sistema por |f). Assim, a probabilidade de encontrarmos o sistema no
estado |f) é dada por

P(L— f) = [{fIT|1)?
E conveniente trabalharmos com um novo operador linear

~  H.
T = exp (2 hOT)T

onde 7 = t — ty. Podemos, assim, reescrever a equagao (4) em termos apenas do termo de
perturbacao V, i.e.,

ar -
h— =VT
"t
onde - =
V= exp (Z h(ﬁ) V exp <—zh07>
Logo,

P(L— f) = [(fITI1)]

o que mostra que os operadores T e T sdo igualmente bons para calcularmos a probabilidade de
transigdo. Se a perturbacao V (t) for pequena, obtemos, em primeira ordem,

2

PO =) =15 [ @ V@M

Podemos tratar perturbativamente a radiacao eletromagnética incidente sobre um sistema.
Isto foi feito de fato por Dirac [10], desprezando os efeitos do campo magnético da radiagao
incidente e admitindo ainda que os comprimentos de onda das componentes harmonicas desta
radiagao sao todos muito maiores que a dimensao caracteristica do sistema atomico. Por sim-
plicidade, ele tratou o caso de uma onda plana polarizada. O resultado encontrado, usando-se
a equagao anterior, foi o seguinte: a probabilidade de transicdo do sistema entre dois estados
|1) e |f) depende somente das componentes de Fourier da radiagao incidente, cuja frequéncia é
dada pela frequéncia de Bohr v = |Ey — Eq|/h, onde Ef e Iy sao, respectivamente, as energias
destes dois estados. Da Eletrodinamica Cléssica,'? sabemos que o espectro da radiacdo incidente
(energia que atravessa uma area unitaria por intervalo unitario de frequéncia em torno de uma
dada frequéncia v) é proporcional ao quadrado da transformada de Fourier do campo elétrico,
E(w). Logo, a probabilidade de transicdo do sistema é proporcional a |E(w)|?. Veremos na
proxima secao que esta relagdo simples é importante no contexto do método de W.W. e estd
relacionada com o método desenvolvido por Fermi para tratar colisoes, conforme mencionamos
na Secao 2.

Na conclusao do artigo [8], Williams chama atencao para o fato de que para efeitos como a
ionizacao total de um gas monoatomico, por exemplo, a préopria teoria de Bethe nao é satisfatoria
e ressalta a importancia de novos calculos e novas experiéncias para se vencer essas dificuldades.

1Na visao de Schrodinger, os vetores de estado evoluem no tempo e os operadores sao fixos, ao contrario da
visdo de Heisenberg, na qual os vetores de estado sdo fixos e os operadores evoluem no tempo.
12Veja, por exemplo, o livro do Jackson, Cap. 14.
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Em especial, o problema da ionizagao de dtomos e a relagao entre a perturbacao de dtomos
distantes pelo campo de uma particula carregada em movimento e a perturbacao dos atomos
por radiagao, baseada no trabalho de Fermi [3] sao discutidos no seu artigo de 1933 [13]. Os
trabalhos [13-16] tratam da derivacdo semi-cldssica do método de W.W., que serd objeto de
estudo da préxima secao.

Note que tudo o que discutimos nestas duas primeiras segoes estd intimamente ligado a
fenomenos de espalhamento ou frenagem de particulas carregadas ao passarem pela matéria e
efeitos correlacionados. Atualmente, sabemos que o raio atomico é da ordem de 1078 cm e,
consequentemente, para se chegar a este resultado foi necessario utilizar métodos de observacao
indireta. Usar particulas carregadas como sondas para compreender a constituicao da matéria é
um procedimento que herdamos dos trabalhos pioneiros de Thomson e Rutherford e que continua
sendo utilizado para obter informagcoes de regioes de dimensoes cada vez menores, envolvendo,
para isto, energias da sonda cada vez maiores.

N. Bohr e E.T. Williams foram dois fisicos que muito contribuiram paara o estudo tedrico
desses fenomenos. O préprio Williams disse uma vez [11] que o seu interesse pelo estudo da
teoria de colisdes comegou ao ler, em 1926, os trabalhos de Bohr [1-2]. Em 1933-34, tiveram a
oportunidade de discutir pessoalmente varios aspectos ligados a problemas de colisao e chegaram
a fazer, um pouco mais tarde, um plano de trabalho conjunto, o qual nao foi levado adiante
devido ao isolamente de ambos imposto pela II Guerra Mundial.

Uma discussao detalhada sobre a relagao entre a teoria classica e a aproximagao de Born para
problemas de colisao pode ser encontrada no artigo de Williams [11], datado de 1945. Outro
artigo no qual é discutido o problema da passagem de particulas carregadas pela matéria, dando
énfase a combinagao de efeitos classicos e quanticos, é um artigo de revisao escrito por Bohr em
1948 [12].

Esperamos que com o exposto até aqui tenha ficado claro que dos estudos dos efeitos
produzidos por particulas « e 3 interagindo com a matéria ficaram ligoes e idéias que acabaram
sendo tteis para o desenvolvimento do método de W.W.
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3. Derivagao semi-classica do método de W.W.

3.1 Descricao do método

Quando queremos calcular os niveis de energia do atomo de hidrogénio, por exemplo,
podemos considerar o niicleo como um centro de forga fixo, ou que se move minimamente,
devido a sua massa M ser muito maior que a do elétron, m; o erro envolvido nesta aproximacao
é da ordem de /m/M. Pelo mesmo motivo, quando estamos tratando de um problema de
colisdo atomica, podemos também pensar na particula incidente como um centro de forca em
movimento, desde que sua massa seja bem maior do que a massa do elétron do dtomo. Na
verdade, simplificaremos nosso estudo trabalhando apenas com &tomos de um elétron. Na
maioria das aplicacoes que se seguem, a particula perturbada é um elétron e sua massa serd
sempre menor que a das particulas incidentes. Mesmo no caso de perturbacgdo causada por
particulas (3, esta condigao ¢é satisfeita, pois ela se desloca com velocidade v para um observador
no referencial da particula perturbada e, portanto, sua massa serd aumentada por um fator
(1 _ 1}2/62)71/2.

Esse foi o procedimento utilizado por Gaunt [4], o primeiro a usar o método do pardametro
de impacto ao mesmo tempo que usava a Mecanica Quantica. Os cdlculos de Gaunt sao semi-
cléssicos, pois ainda envolvem o conceito de trajetéria e a velocidade da particula incidente é bem
definida, embora ele utilize a Mecanica Quantica, para a qual vale o principio de incerteza de
Heisenberg. Sabemos, no entanto, que existe um limite finito a partir do qual podemos observar
um sistema fisico sem perturba-lo; podemos dizer que este é um limite entre as Mecéanicas
Cléassica e Quantica. Assim, quando a reagdo sobre o sistema estudado for pequena, é licito
utilizar métodos semi-classicos.

Suponha que um campo perturbador esteja limitado a um volume de dimensao linear a, onde
o potencial é da ordem de V. Podemos tratar um problema de espalhamento neste campo do
ponto de vista cldssico, se o comprimento de onda de de Broglie for pequeno comparado com as
dimensdes do campo espalhador e se a incerteza sobre o momento da particula, h/a, for pequena
comparada com o momento transferido, p ~ V/v [11]. Portanto, um tratamento semi-classico é

valido se
h Va
— K a, —>1
mu hv
A condigdo para s6 podermos utilizar a aproximacao de Born é, pelos argumentos
apresentados em [11], exatamente oposta: Va/hv < 1. Para o caso do campo coulombiano,
V = Zze?/r, sendo Ze a carga nuclear, ze, a carga da particula espalhada e a ~ r, o que nos

leva as seguintes condicoes:

Va  Zze2 > 1, tratamento cldssico

hv  hv

< 1, aproximacao de Born

as quais usaremos mais adiante.

E no trabalho cldssico de Bohr [1], discutido na Segao 2.1, que conceitos de espago-tempo
ordinario, bem como os conceitos de parametro de impacto e tempo de colisao desempenham
um papel fundamental no estudo do processo de colisdo. Vimos que a principal hipétese de
Bohr, nesse artigo, é que o efeito do elétron atomico sobre a particula incidente deve ser obtido
levando-se em conta a forga de ligagdo ao nticleo. Vimos também que o fato de considerarmos
esta forca sé influfa na perda de energia da particula incidente quando Ty 2 T. Pela defini¢ao
de tempo de colisao que demos, este é da ordem de b/v, no caso nado-relativistivo, onde b é
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o parametro de impacto e v, a velocidade da particula incidente. Portanto, o elétron pode ser
tratado como livre, se o parametro de impacto da colisao for da ordem de v/v ~ (v/u)f, onde v é
a frequéncia natural do elétron orbital, u, sua velocidade orbital e ¢, a dimensao linear da érbita
perturbada.'® Na maioria dos casos préticos, nos quais as particulas incidentes sdo particulas o
ou (3, a velocidade delas é bem maior que a velocidade orbital do elétron e, consequentemente,
este pode ser considerado como livre até um parametro de impacto critico cuja dimensao é muito
maior que a dimensao atomica.

Em 1933, Williams [12] discute a validade e a vantagem do tratamento de colisdes entre
particulas leves, nas quais o momento transferido é pequeno comparado com o momento da
particula incidente, através do método do parametro de impacto. Neste caso, podemos desprezar
a variagao na trajetéria da particula incidente e, consequentemente, considerarmos esta particula
como sendo a origem de um campo de forcas coulombiano se movendo numa trajetéria retilinea,
de acordo com o que discutimos no inicio desta secao. O parametro de impacto é definido
em relacao ao elétron do dtomo. Para obtermos uma determinada probabilidade de excitacao
do atomo, calculamos, em principio, a sua perturbacdao para um certo parametro de impacto
b e, entao, integramos sobre todos os valores possiveis de b. A equivaléncia entre o método
do parametro de impacto (utilizado por Gaunt) e o método aproximado de Born (Bethe) para
calcular a perda de energia em colisoes atomicas foi demonstrada matematicamente por Mott
[19] e Frame [20]. Mott conseguiu mostrar que se consideramos o elétron no campo do ntcleo
e no campo de for¢a criado pela particula perturbadora (problema de um corpo), ou o elétron
e a particula perturbadora no campo do nicleo (problema de dois corpos), obtemos a mesma
probabilidade de transigao para o elétron, desde que m/M < 1.

Para distancias muito maiores que as dimensoes atomicas (colisdes distantes) podemos
admitir que a forga perturbativa seja uniforme em todo o dtomo e podemos decompd-la em
uma componente perpendicular F| e outra paralela a direcao do movimento F| da particula
incidente, dadas pelas equagoes (1), antes de usar a teoria de perturbagoes. Ao proceder desta
maneira, Williams estd usando o fato de que se o atomo estd sob a influéncia de duas forgas
F| e Fj, ambas uniformes sobre ele, a probabilidade de transicao total P = P, + P, obtida
via teoria de perturbacao, é a mesma se o efeito perturbativo é provocado pelo campo de uma
particula carregada, ou se provocado por campo de radiagao (no caso, plano-polarizada).

Esse procedimento utilizado por Williams [13] se assemelha bastante ao procedimento de
Bohr [1-2] e simplifica muito os cdlculos que haviam sido feito por Gaunt [4], no qual ele
trabalhava diretamente com a forga resultante. Desta forma, Williams reobteve o resultado
cldssico de Bohr para a poténcia de frenagem, —dT'/dx, da particula carregada que passa pela
matéria, com a condicao vh/J\ > 1, onde J é o potencial de ionizacdo do elétron. Lembremo-
nos que o resultado obtido por Bohr estd vinculado a condicdo de que A deva ser pequeno
comparado a v/v e que a velocidade orbital do elétron é pequena comparada com a velocidade
da particula perturbadora. Ora, o parametro A pode ser tomado da ordem da dimensao atomica
¢; pelo principio da incerteza, £ ~ h/mu, e a energia de ionizacdo J ~ mu?. Isto implica que
a condicao vh/J\ > 1 é satisfeita se v > u. Esta condi¢ao resulta também do fato de termos
considerado pequena a perturbacao provocada pela particula incidente, o que nao se verificaria se
v 2 u. A condicao v > u assegura também que todas as colisoes distantes sejam necessariamente
colisoes leves, visto que o movimento transferido ao elétron, p ~ (2mJ )1/ 2 ~ mu e, portanto,
p <L mu, se v > u.

Quando Williams faz a corregao relativistica para colisoes leves, ele reobtém as expressoes (2)
as quais Bohr havia chegado para as forcas F| e F|. No caso de colisoes leves, vimos que
a reacao sobre a particula que estd se movendo é pequena e consideramos que esta se move

13Veja as hipéteses de Bohr (i), (i) e (iii) na Sego 2.1.
1 Condicéo para aplicacdo da aproximacio de Born.
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numa trajetoria retilinea. Assim, podemos considerar apenas o efeito relativistico da particula
perturbadora, o que implica que a dissipagao de energia nessas colisoes pode ser obtida usando
a Mecanica Quantica nao-relativistica, enquanto que o efeito relativistico sobre o campo da
particula perturbadora sé influi na perturbagao exercida por este campo.

Vejamos agora a relagdo entre o presente trabalho de Williams [13] e o de Fermi [3].
Vimos, na Segao 2.2, que Dirac mostrou que a probabilidade de transicao de um sistema é
proporcional & intensidade da componente harmonica de frequéncia v do espectro de Fourier
da forca perturbadora. O coeficiente de proporcionalidade é exatamente igual ao coeficiente de
absorcao fotoelétrica da radiacao de frequéncia v, que é a frequéncia de Bohr para a transicao.
Isto sugere que, em colisoes distantes — nas quais a forga perturbativa F' é uniforme sobre o
atomo — podemos calcular a perturbacao sobre ele tomando a transformada de Fourier de F'
e supondo que cada componente se comporte como radiacdo de mesma frequéncia. Esta é a
principal idéia do trabalho de Fermi. Analisemos melhor esta conexdo entre a perturbacao
em colisoes distantes e o efeito fotoelétrico da radiagdo. Neste dltimo efeito, o movimento do
fotoelétron é contrabalancado principalmente pelo recuo do ntcleo, enquanto que a reagao sobre
o campo de radiacao é pequena. Estudando a distribuicao de dtomos excitados e ionizados, em
relacdo a trajetéria da particula perturbadora, Williams verificou que, para colisoes distantes,
acontece basicamente o mesmo, pois a reagao sobre a particula em movimento é pequena. Neste
ponto é conveniente introduzirmos um conceito importante: o de raio de ac¢do de uma particula,
o qual tem uma relacdo intima com a teoria de Fermi, como veremos a seguir.

Em colisoes distantes, podemos admitir que a energia transferida na colisao seja aproxima-
damente igual ao potencial de ionizacao J e, assim, a frequéncia de Bohr para tal transicao é
f ~ J/h. Vimos, no Apéndice A, que os campos produzidos por uma particula carregada em
movimento assumiam valores aprecidveis num ponto do espaco durante um intervalo de tempo
Ty ~ b/~yv (no caso relativistico), chamado tempo de colisao. Os casos limites T, < 1/f e
Ty, > 1/ f correspondem, respectivamente, a b < p e b >> p, onde p = yv/J, e sao discutidos em
[13]. S6 no segundo caso, no qual a perturbagao varia pouco num intervalo de tempo da ordem
do periodo 1/f, é que a probabilidade de transiciao (proporcional a | E(w)|?) é praticamente nula.
Portanto, vemos que a maior incidéncia de atomos excitados e fons se dé até uma distancia da
ordem de p, sendo desprezivel para distancias maiores. Por este motivo, p é chamado raio de
acdo da particula. Com isso, vemos que o espectro de frequéncias tende a assumir valores cada
vez menores com o crescimento da frequéncia f, até um valor limite dado por fpe: ~ yv/b, que
satisfaz a condigao T > 1/f, a partir do qual passa a ter valores insignificantes. Portanto, a
relacdo com o trabalho de Fermi pode ser enunciada da seguinte forma: o limite b > p para
o parametro de itmpacto da colisdo, b, a partir do qual sdo despreziveis os efeitos criados pela
particula incidente, corresponde ao fato de que, para estes valores de b, ndo existe, no espectro
de Fourier do campo perturbador, uma frequéncia suficientemente alta para excitar o dtomo.

H& uma classe de fendmenos de radiacao onde a fonte do campo é uma carga pontual em
movimento. Do ponto de vista da Eletrodinamica Classica, é conveniente desenvolvermos um
formalismo no qual a intensidade da radiacao esteja intimamente ligada a trajetoria da particula
(através do parametro de impacto) e ao seu tipo de movimento. De um ponto de vista semi-
classico, vimos que também € possivel correlacionar certos problemas de colisdo, envolvendo
particulas carregadas, com a teoria da radiagdo, através da decomposicao dos campos criados
pelas particulas perturbadoras em componentes de Fourier e, entao, comparando o efeito destas
componentes com o produzido por radiacdo homogénea de mesma frequéncia e intensidade.™
Assim, este método sugere um novo ponto de vista para tratar um problema de colisdo em duas
etapas, qual seja: primeiro representar o campo perturbativo por radiacao, e depois calcular os

5Estas idéias surgiram com o trabalho de Fermi [3] e foram aperfeicoadas por von Weizsicker [15] e Williams
[16]. Por este motivo j& haviamos adiantado que consideramos que o trabalho de Fermi (juntamente com o de
Bohr) muito contribuiu para o desenvolvimento do Método de W.W.
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efeitos da radiacdo.'® Esta relacdo entre particula e radiacio, estabelecida pelo método de W.W.,
justifica-se pelo fato de que a Mecanica Quantica nao faz nenhuma distingcao, a priori, entre o
efeito de um campo de uma particula carregada e aquele de um campo de radiagdo. Em outras
palavras, se dentro de uma mesma regiao ambos possuem a mesma descricao eletromagnética,
entao eles produzem os mesmos efeitos dentro desta regiao, contanto que a reacao a interacao
seja pequena. Aqui estdo contidas as condigoes de aplicabilidade do método de W.W., que vamos
discutir a seguir com detalhes.

No Anexo A, mostramos que as componentes do campo produzido por uma particula
carregada, que se move uniformemente ao longo do eixo-x, num ponto P qualquer do espaco,
s@o dadas pelas equagoes (49), apds o que discutimos o comportamento desses campos no limite
B ~ 1. Concluimos entao que, neste limite, um observador no ponto P nao consegue distinguir o
campo criado pela particula em movimento e o campo de um pulso de radiacao plana polarizada
que se propaga na mesma dire¢ao da particula (Figura 2).

x
A P
1
P/ E ., P
B /| 1T
5/ ! T
I
:b 4 _P2
l
|
1
' > > x
(a) ' (b) '
Figura 2

Assim, os campos FEs(t) e Bs(t) podem ser representados por um pulso de radiagao P;
que se desloca na diregao-z1 (Figura 2b). No entanto, um pulso P, que se desloca segundo
a dire¢ao-xy, nao reproduz exatamente o campo criado por Ej(t), pois nao existe nenhuma
componente magnética associada a Ej(t). Apesar disto, esta é um boa aproximagao na maioria
dos problemas de colisao, pois a importancia relativa entre o campo magnético e o elétrico, num
campo perturbativo de origem eletromagnética, é da ordem de (u/c)?, onde u é a velocidade
da particula perturbadora, que normalmente é pequena em compacido a c.!” Para que os
pulsos P e P» produzam efeitos equivalentes aqueles produzidos pela particula, j4 mencionamos
anteriormente que a reacao sobre a particula em movimento deve ser pequena, de modo a
podermos considera-la como centro de um campo coulombiano que descreve uma trajetoria
retilinea.'® Tiramos dai que a velocidade da particula perturbadora deve ser bem maior que
a velocidade da particula perturbada; caso contrario, a perturbacao nao seria pequena. Vimos
também que sé em colisoes distantes a probabilidade de transicao do sistema perturbado é a
mesma nos casos em que o agente perturbador é uma particula ou um campo de radiagao. Se
estas condicoes sao satisfeitas, segue-se que os pulsos P, e P» representam bem o campo criado
pela carga ¢, em qualquer ponto do espaco e visto de qualquer outro sistema de referéncia inercial
que se desloque em relacao ao sistema no qual a particula perturbadora estd inicialmente em
repouso. Logo, sao as seguintes as condigoes para podermos substituir o campo produzido pela
particula por um campo de radiagao, sobre a regiao ocupada pelo sistema perturbado, durante

16Somente nesta etapa utiliza-se a Mecanica Quéntica.

" Estamos supondo aqui que o sistema perturbado esteja em P.

180 efeito do principio de incerteza é bastante pequeno, porque a incerteza na posicao da particula perturbadora
¢ muito menor que o pardmetro de impacto (h/mv < b).
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um processo de colisao:

i) £ < b, onde ¢ é da ordem das dimensoes do sistema perturbado;
i) u(l—u?/c?) "2 < v(1 —v?/c?)~Y/2, onde as velocidades u e v sdo medidas em relacao a S'.

Além das condigoes (i) e (ii), existe uma terceira (iii) decorrente do fato de que a proba-
bilidade de transicao do sistema perturbado depender somente das componentes de Fourier da
radiacdo incidente sobre o sistema,'” e da linearidade das equacdes de movimento da Mecanica
Quantica. Se existe uma frequéncia no espectro de Fourier alta o bastante para produzir uma
alteracao apreciavel no estado do sistema perturbado em uma dada colisao, isto ird influir no
efeito das demais frequéncias. Isto s6 nao ird ocorrer se o campo da particula perturbadora for
suficientemente fraco para que, em uma dada colisao, exista somente uma pequena probabilidade
P do sistema perturbado sofrer uma transicao de seu estado inicial. Esta condicao, P <« 1,
corresponde a condicao de aplicabilidade da aproximacao de Born para tratar colisoes.

Em 1934, Williams [14] comunicou que ele e von Weizsécker mostraram que a férmula obtida
por Heitler & Sauter [26] para a perda de energia de um elétron em colisdes radiativas com
um nicleo atdémico poderia ser obtida através de um cdlculo relativamente rdpido (método de
W.W.). Outras aplicacoes sao discutidas em [16] e envolvem interagoes entre particulas carre-
gadas e campos eletromagnéticos.

A nocao de campo foi introduzida por Faraday?® e, até entdo, a interacdo entre particulas
carregadas era entendida com base no conceito de acdo a distancia, onde a forca entre as
particulas era concebida como uma interacao direta e instantanea entre o par de particulas
em interagdo. Com a introdugao do conceito de campo, duas cargas elétricas passam a interagir
entre si por intermédio de um campo.?! Assim, o problema de interacao entre dois sistemas de
cargas pode ser tratado em duas etapas: primeiro, calculamos o campo produzido por uma das
distribuicgoes e, a seguir, calculamos as forgas que este campo exerce sobre a outra distribuicao
de cargas. A diferenga fundamental entre os conceitos de agao a distancia e de campos esta no
fato de que neste iltimo a velocidade de propagacao da informagao levada pelo campo é finita.
Tanto o campo elétrico como o magnético satisfazem a equacao de uma onda, analoga a de uma
corda vibrante, cuja velocidade de propagacao da luz no meio em questao, de acordo com a
sintese de Maxwell.

Foi tentando explicar o efeito fotoelétrico que Einstein reintroduziu o conceito corpuscular
para a luz, mostrando que a prépria radiacao eletromagnética é quantizada. Esta seria formada
de pequenos pacotes de energia hv — os fotons — onde v € a frequéncia da radiagao. Os fotons se
propagam com a velocidade da luz e, de acordo com a Relatividade Especial, devem ter massa
de repouso nula. Esse novo conceito deu origem a uma dualidade onda-corpisculo para a luz,
dado que esta deveria ter também um carater ondulatério que explicasse fené6menos como os de
interferéncia e difracao. Esta dualidade s6 foi compreendida com o advento da Eletrodinamica
Quantica, em 1929. De acordo com esta teoria, a interacao entre particulas carregadas é feita
através de trocas de fétons, ditos virtuais, pois eles estao fora de suas camadas de massa, i.e.,
nio satisfazem a relacdo geral da energia relativistica E? = pc? + m?c* (E = pe, no caso dos
fétons).

Vimos que, em principio, o método de W.W. estabelece uma relacao entre os efeitos de colisao
de uma particula carregada com um certo sistema e os efeitos produzidos por uma radiacao
equivalente e o mesmo sistema. Podemos associar a cada frequéncia v do espectro de Fourier
do campo criado pela particula perturbadora um féton de energia hr. Neste sentido, vemos
que o principio basico deste método é substituir a particula perturbadora por um espectro de

19Veja Secdo 2.2.

20Um bom resumo sobre a evolugio dos conceitos do eletromagnetismo é encontrado em J.M. Bassalo, Ciéncia
e Cultura 33, 1555 (1981).

210 conceito de campo é ainda um conceito mais amplo.
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fétons virtuais e calcular os efeitos desta radiacdo equivalente sobre o sistema perrturbado. Por
isso, 0 método de W.W. é também conhecido como método dos fétons virtuais ou ainda método
dos quanta equivalentes. Do ponto de vista das aplicagoes do método, o que nos interessa mais
é a possibilidade de, dado um certo processo A devido & interecdo eletromagnética de uma
particula com um alvo, podermos obter a secao de choque o4 para o processo, a partir da secao
de choque de fotoprodugao por fétons livres, o,,, via método de W.W. E o procedimento para
isso é simples: basta integrarmos a se¢ao de choque de fotoprodugao sobre todo o espectro dos
fétons equivalentes, ou seja,

hwmaaz
oa= [ o (N () dis )
hwiimiar

onde N(hw) é o numero de fétons virtuais por unidade de energia, que determinaremos na
préxima segao.

3.2 Determinacao do espectro de f6tons equivalentes

Para determinarmos o espectro de radiagao equivalente, vamos calcular a distribuicao de
energia por unidade de drea e por intervalo unitario de frequéncia — o espectro de frequéncia I (wb)
— dos pulsos P; e Py, cujos campos sao dados pelas equagoes (49). Sabemos da Eletrodinamica
Cléassica que

I(w,b) = o~ |B(w)P

onde F(w) é a transformada de Fourier do campo elétrico do pulso de radiagao

+o00 )
B(w) = ¢127r /_ E(t)e! dt

O espectro de frequéncia I;(w, b) do pulso P; é dado por

C
Ii(w,b) = %|E2(W)|2

onde N )
1 > Ty iwt
Es(w) = \/%/_Oo (b2 + 2022)372 © dt
ou, definindo £ = vt /b,
1 g [ explivbe/y0]
By(w)= — L Rl YA
2() V2w vb /—oo (1+ 52)3/2 :

que é uma integral do tipo calculado no Apéndice B, com a = wb/~yv. Logo, em termos da
funcao de Bessel modificada de segunda ordem, K1,

2\ 2 Twh wb
me =i () [ ()
v oA\ 0L, Yv
Analogamente, para o pulso Ps,

C
I, b) = 5|1 ()



CBPF-MO-001/09 18

onde el +oo teiwt
E = — dt
W == | @rrenpn
ou

Byw) = 9 L [T Eexplivht/y]

v V2T o (14 €2)32

cuja solucao em termos da funcao de Bessel modificada, Ky, obtida de forma analoga, é
i 2\ 2 [wb wb
O]
vbv v v
1 ¢% /v\2 [
et =55
1w, ) w2 ch?

1 o2 [ 1 [wb)? wb
Ben = 52 (O [L () s (2
72 ch? ~v2 \ yv ok,
Para obtermos o comportamento da distribuicao espectral dos pulsos P; e P, que representam
o campo da particula perturbadora numa colisdo cujo parametro de impacto é b, analisemos a

expressao
/ Eyq(t)e™! dt

No caso de baixas frequéncias, i.e., frequéncias muito menores que a frequéncia de colisdo —
w < yv/b — a exponencial na equacao acima varia muito pouco durante o intervalo de tempo
para o qual os campos Eb () sdo aprecidveis. No caso, a quantidade I serd independente de w

e a denotaremos por Ij:
/ Eua(t) dt

Substituindo os valores de Ey ;(t), encontramos

Obtemos, assim,

(6)

Ilgwb

2
Cc

1
0= o

2

q c\?
20?2 (;) , para o pulso P;
Ip=< T

0, para o pulso P,

Lembre-se que, no caso de P», E é uma funcao impar do tempo.

Para frequéncias altas (w > yv/b), Ej 2(t) variam muito pouco num periodo da exponencial
e, portanto, I(w,b) é desprezivel tanto para P; como para P,. Assim, para o pulso P, I1(w,b) é
constante para w < yv/b, caindo rapidamente na regiao w ~ yv/b e é desprezivel em relagao a
Iy, para w > ~yv/b. J& o pulso P, s6 é apreciavel na regido w ~ yv/b, para a qual sua intensidade
em relacdao a P; é da ordem de y~2. Este comportamento para os pulsos P; e P, é mostrado na
Figura 3.
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I(w)

A

\ 4
&

Figura 3

Podemos agora calcular a energia por intervalo de frequéncia presente no campo de radiacao
equivalente. Para isto, basta integrarmos o espectro de frequéncia sobre todos os parametros de
impacto possiveis:

oo
I(w) = 2r / 11 (,5) + In(w, b)] bb (8)
bmz‘n

A integracao, no entanto, nao deve se extender até b — 0 por imposicdo da Mecanica
Quantica, na qual as particulas sao descritas por pacotes de onda. Para podermos falar de um
parametro de impacto b, a largura Az do pacote de onda deve ser menor que b. Pelo principio de
incerteza, temos que Az 2 h/Pmaz, onde ppar € 0 maximo momento transferido na colisdo e ao
mesmo tempo a relagdo b > Ax deve ser satisfeita. Isto implica que deva existir um parametro
de impacto by dado por bumin ~ h/pmasz [46]. Assim, o método de W.W.pode ser utilizado se
para valores maiores que b,,;;, os efeitos perturbativos possam ser bem representados por pulsos
de radiacao equivalente. J4 o limite by,q4, (correspondente a pp,) nao precisa ser discutido,
pois vimos que, para distancias maiores que o raio de agao da particula, o efeito desta é muito
pequeno. Consequentemente, o espectro da radiacao equivalente automaticamente incorpora o
limiar de corte correspondente a pj,q:. Por outro lado, devemos poder desprezar os efeitos da
particula perturbadora para b < by, ou entao utilizar outro método diferente do de W.W.

As integrais que resultam de (8) podem também ser expressas em termos de fungoes de
Bessel modificadas, e o resultado é

2 e 2

T C v

onde &min = Whimin/ (Y0).

Para w < v /bpin, ou {min < 1, as fungoes de Bessel modificadas se comportam como

Ko(Emin) 2 —[In(Emin/2) + 0.5772]

22

22Veja, por exemplo, Jackson, Cap. 3.
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Assim, nesta aproximacio, podemos desprezar o termo da O(£2,,) em (9), pois &nin < 1, €
obtemos )

1= 22 (4)" [Kutsmn 55

1

iqj <g>2 [_ In(&min/2) — 0.5772 — Zz}
)

2¢% /c\2 v?
que, em termos de by, se escreve?
24 1.123 v 32
Iw)~ 212 (=) - 2 10
(w) 7TCI3 [n<wbmm 2 (10)
com a condigdo w K Yv/bpin € B =v/c.
No limite de altas frequéncias, w > bv /by, vamos obter
2 2
q- ,—2 B 2whimin
I(w) ~ — 1—— — 11
@=Tp2 (1= ) e (22 ()

A Figura 4 mostra o comportamento de I(w), dado pela equagao (9) no limite 3 ~ 1, assim
como a aproximagao para baixas frequéncias, equagao (10).

A

\
/A
aprorimagcao
de baixa freq.

III|
0.1 1 5

("mei n / ’YU

»
»

Figura 4

Com uma répida inspecao da Figura 4, vemos que no limite § ~ 1 o espectro de energia da
radiacao equivalente é constituido predominantemente de fétons de baixas energias, com alguns
se estendendo até frequéncias da ordem de 2yv/by,ip. Esta distribuicdo de energia corresponde
a um numero de fétons virtuais que pode ser obtido através da relagao

I(w)dw = hwN (hw)d (Fw) (12)

23Note que a constante 1.123 no argumento do logaritmo ja havia aparecido nos célculos de Bohr.
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Das equagoes (10) e (12) obtemos o ntimero de fétons virtuais por unidade de energia no
limite de baixas frequéncias:

N (hw) ~ if;ﬁz [m <1123’”’> _ ﬁQ] (13)

w bmm 2

que pode ser reescrita como:

ZQ
N(hw) ~ % O‘ﬁj % In (fw;:n) (14)

onde ¢ = Ze é a carga da particula perturbadora, o = €2/hc ~ 1/137 é a constante de estrutura
fina e f = 1.123 exp(—0.542).

Para o caso ultra-relativistico, 8 ~ 1, f = 0.681 e

2 aZ? 1 ye
N(hw) ~ p ﬁ I In (0.681w mm) (15)

As duas ultimas expressoes representam, igualmente, o efeito do campo da particula que se
move com um parametro de impacto maior que b,;, em relagao ao sistema perturbado. Entao,
recapitulando, a validade da aplicacao do método de W.W. a problemas de colisao depende
do fato de podermos ou nao encontrar um valor b,,;, de tal modo que o efeito do campo da
particula perturbadora seja bem pequeno, para distancias menores que by, € que, a0 mesmo
tempo, o campo perturbador possa ser “substituido” por um campo de radiagao, respeitando as
condigoes (i)-(iii) da Secao 3.1.

Na realidade, como vimos que s6 podemos determinar a ordem de grandeza b;;;,, deveriamos
ter escrito g no lugar de f na equagao (14) na qual o valor exato de g nao é conhecido, sabendo-se
apenas que é um coeficiente da ordem da unidade. FEsta incerteza sobre o valor do coeficiente
g representa o grau de aproximacao envolvido no método de W.W. aplicado a um determinado
problema.

Analisando a equagao (14) vemos que os principais fatores envolvidos na relagao dos efeitos
da particula carregada, com os da radiagao, sao a constante de estrutura fina a e o argumento do
logaritmo, pois este depende essencialmente da for¢a coulombiana. O coeficiente yv/w representa
a distancia méaxima, em relagao a trajetéria da particula que se move com velocidade v, até onde
encontramos a frequéncia w no espectro do seu campo (veja Figura 4).

3.3 Algumas relagoes gerais entre fenomenos de colisao e de radiagao

Nosso objetivo nesta segao é discutir resumidamente algumas relagoes gerais entre certos
fendmenos de colisao e efeitos de radiacao, os quais serao tratados em detalhes na Secao 4.

O exemplo mais simples ao qual podemos aplicar o método de W.W. é o de ionizagao (ou
excitagdo) de um atomo, causado por uma particula em movimento. Este efeito é relacionado
com o efeito fotoelétrico da radiacao e pode ser calculado considerando-se a absorcao fotoelétrica
da radiagdo equivalente [13] e [16]. Para melhor compreensao deste e dos outros fendémenos
que trataremos a seguir, bem como da notacao que utilizaremos, achamos conveniente falar
rapidamente sobre a teoria dos buracos de Dirac [21]. Em 1930, ele formulou esta teoria buscando
explicar as solugoes de energia negativa da equacao de Dirac. Basicamente, o que ele fez foi supor
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que os elétrons ocupavam totalmente os niveis de energia negativa, obedecendo o principio de
exclusao de Pauli.

E
A
estados desocupados
mc
_________________ S
0 regiao proibida
_________________ e __.
-mc
estados
ocupados
Figura 5

Assim, o vacuo é um estado no qual todos os niveis de energia negativa sdo ocupados pelos
elétrons e todos os niveis de energia positiva estdo vazios.?* E possivel que um elétron de
energia negativa sofra uma transicao para um estado de energia positiva. Caso isto ocorra,
vamos observar um elétron de carga —|e| e energia positiva +|e|, além de um buraco no mar
de elétrons de energia negativa. Este buraco corresponde a auséncia de um elétron de carga
—|e| e energia —F, que, segundo Dirac, pode ser interpretada por um observador externo ao
vécuo, com uma particula de carga +|e| e energia +E, o pdsitron. Esta é a base desta teoria
para a interpretagdo da producao de pares. O processo de aniquilagao de pares também pode
ser explicado por esta teoria [21].

Agora vamos definir a notagdo da época que seguiremos para representar os processos que
estudaremos. Um estado ocupado por um elétron é denotado por e e o ocupado por um pédsitron
por M. Estados de diferentes energias que possam vir a ser ocupados por elétrons ou pdsitrons
serdo representados respectivamente por o e [1.2° Um féton real serd representado por v e o féton
virtual, por 4. O féton 4 possui uma energia hv, associada a uma frequéncia v, do espectro de
Fourier do campo criado pela particula perturbadora em movimento. O féton real (ou externo)
possui uma energia hve.

Com isso, estamos aptos a adiantar algumas relagoes entre fenémenos de colisao e efeitos de
radiacdo para os quais, em quase todos os casos, consideraremos que a particula perturbadora
seja um nucleo atomico e a particula perturbada, um elétron.

Comecemos pelo processo de ionizacao de um atomo. Como ja dissemos, este processo pode
ser relacionado com a acao fotoelétrica da radiagao, i.e., o sistema ao interagir com esta radiagao
passa para um estado mais excitado. Esquematicamente, podemos representa-lo como

e+o0"+5—o+e"
0 que representa que o estado vazio o* de energia maior passou a ser ocupado, ®*, com a absorcao

do féton 4. O processo de radiagdo equivalente é o espalhamento desta radiacao.

O processo inverso a este é aquele no qual o dtomo excitado perde energia para a particula
perturbadora, o que faz com que ele passe para um estado de energia menor. O processo de
radiacao equivalente é conhecido como emissao induzida. Como ja vimos que o féton emitido

24 A regifo de estados ocupados da Figura 5 é chamada de mar de elétrons com energia negativa.
5 . . . N . .
2°Quando necessdrio, denotaremos um estado qualquer excitado por um * colocado acima e & direita desses
simbolos.
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pelo 4tomo deve ser virtual, a representacao deste processo é a seguinte:
o +o+ Ny—o " +e+ (N+1)5
onde N é o nimero de fétons virtuais por intervalo unitario de frequéncia no campo da particula

perturbadora, cuja frequéncia corresponde a diferenga de energia entre os estados e* e o.

O processo de producao de par no vacuo por dois fétons é equivalente ao processo de produgao
de par tanto por um féton real num campo de um nticleo como por interacdo de duas particulas.?
As representacoes sao

o+d+v4+~7—e+ N

Outro processo que também pode ser estudado com o enfoque do método de W.W.27 é a ele-
trodesintegracao de nicleos, que discutiremos na Segao 4. O processo radiativo associado a este
fenémeno é a fotodesintegracao dos ntucleos por fétons virtuais. Passemos agora as aplicacoes.

26Para mais detalhes sobre outros processos veja [16].
2"Um caso que parece ndo poder ser tratado através deste método é o espalhamento coerente de radiacio no
campo de um nicleo. Veja argumentos em [16].
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4. Aplicagcoes do método de W.W.

4.1 Excitacao e ionizagao de atomos

Nao podemos fazer um tratamento completo da ionizacdo e da excitagdo de um &tomo
produzida por uma particula carregada usando o método de W.W., pois as condigoes de
aplicabilidade do mesmo (Segao 3.1) ndo sao satisfeitas em colisdes para as quais o parametro
de impacto é menor que as dimensoes atomicas (b < £). Assim, o método s6 pode ser aplicado
quando b = £.

Consideremos atomos com apenas um elétron no estado fundamental e que a velocidade
v do elétron incidente é grande comparada com a velocidade orbital do elétron do atomo. A
equacao (14) nos da a intensidade da radiagao equivalente que representa o campo da particula
incidente para b > £. Podemos tomar a dimensao atéomica como o minimo parametro de impacto
(bmin = ¢) que aparece no argumento do logaritmo de (14) e, na verdade, nao precisamos do
valor exato de £. Podemos toma-lo como da ordem de grandeza do didmetro da o6rbita de Bohr
do atomo de hidrogénio. Lembremos que a energia total a ser transferida para o atomo para
levar o elétron orbital a uma distancia infinita do nicleo (potencial de ionizacao J), deve ser
igual a energia cinética do elétron ligado, e que a velocidade do elétron numa érbita, de acordo
com o modelo de Bohr, é v, = ngh/mr,, onde r, é o raio da 6rbita e m, a massa do elétron.
No estado fundamental, ng = n = 1, donde

1 5 h

J=—-mv ; V=0 = —
2 ma

h2 1/2
- <2mJ>

onde a € o raio de Bohr do estado fundamental. Teremos, assim,

e, portanto,

72
2mJ

Apesar das condi¢oes de aplicabilidade do método de W.W. nao serem validas para b < £,
veremos que a contribui¢ao destas colisdes é bem pequena. Levando o valor de by, em (14),
obtemos a seguinte distribuicao de fétons virtuais:

72 B2 fryov2md
hw 2hv

N(hw) =

2
_
Em termos da energia transferida, @) =

gozZ2 5 In frvvzmJ
s hw 20Q)

N(hw) =

-2 2.2 27\ 1/2
gOzZ2 p In [y meJ
T hw 2()?

1 o872 (gmvy?]
= - Y/ % In ( o2
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onde ¢ é da ordem da unidade.?® Para Z =1,

-2
N(ﬁw):%aﬂhw ln[(

gmv?J ] (16)

- 7)Q?

Agora podemos estudar a ionizacao produzida pelo elétron considerando a absorcao
fotoelétrica da radiagdo virtual, cujo espectro é representado por (16). Na realidade, a
probabilidade de ionizagao ¢1(Q)d@, com a energia transferida situando-se entre @ e @ + d@, é
o produto da equagao (16) pelo coeficiente atomico de absor¢ao, p, da matéria atravessada pela
radiagao de frequéncia w = @ /h. Entao
61(Q)Q = -

! o

Podemos usar uma expressao aproximada para p, no caso de atomos hidrogendides, qual seja

[16]
p(v) =0.77r (i) <‘}]L>1'8 28

Levando este valor em (17) e substituindo v = Q/h, obtemos

2met J\>® gmuv3J
e =om(355) () [0 v .

Para obtermos o efeito total do elétron incidente sobre o atomo, devemos adicionar a

equacao (18) o efeito das colisdes para b < ¢. Neste caso, o elétron pode ser considerado
livre e a probabilidade de ionizacao é obtida usando-se a lei do espalhamento de Rutherford. O

resultado obtido é [16]
2me? 47\ d@
dQ = | —= 1+ —=) = 19

A soma das probabilidades dadas nas equagoes (18) e (19) estd de acordo com a distribuigao
devida a todos os tipos de colis@o, obtida por Bethe [9] usando a teoria de Born. Podemos fazer
um gréfico da probabilidade de excitacdo em funcao da razao @/J, para elétrons com energia
mv?/2 = 2.5 x 10? joule, com as unidades escolhidas de tal maneira que as dreas sob as curvas
sejam proporcionais ao nimero de colisoes (Figura 6).

N(w)p(w)dw (17)

Analizando este grafico vemos que, embora tanto ¢1(Q) como ¢2(@Q) cresgam muito com
o decréscimo de ), a maior contribuigdo para a probabilidade total é devida & curva ¢1(Q).
Desta forma, vemos que a grande concentracao de perdas de energia préximas ao potencial de
ionizagao, que estd de acordo com os calculos de Bethe, é devida a agao fotoelétrica do campo
de particula perturbadora em colisoes distantes.

28Ge B~ 1,9 ~0.5.
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@ - colisdes “fotoelétricas’
1

todas as colisoes

. o~ I3 2"
(252— colisoes livres

0 02 04 06 08 10 12 14 16 ln(%)

Figura 6

4.2 Excitacao e desintegracao de nucleos atéomicos por elétrons

Existem dois processos através dos quais um ntcleo atéomico pode ser desitegrado pela acao
de sua interacao com uma particula que incide sobre ele. O primeiro seria a captura desta
particula (com ou sem emissao de outra particula pelo nicleo) e, no segundo caso, a particula
incidente perderia apenas parte de sua energia, continuando livre apds a colisao. O segundo
tipo de desintegracao é um processo analogo ao de ionizacao de atomos, que discutimos na se¢ao
anterior.

Supondo que, depois de interagir com uma particula A, um nicleo se desintegre emitindo
uma particula B, podemos considerar dois tipos distintos de efeitos: 1) o nicleo se desintegra
pela agao fotoelétrica da particula A; 2) a particula B recebe virtualmente a energia necessaria
para ser emitida pelo ntcleo, a partir da colisdo com A. E o que nos permite fazer tal clas-
sificacao? E exatamente a relacdo entre as velocidades de A e B, vq > vp, que é uma das
condicoes de aplicabilidade do método de W.W. Se A for uma particula a ou um préton, esta
condicao dificilmente é satisfeita. No entanto, elétrons com energias suficientes para desintegrar
o nucleo geralmente satisfazem essa condigao, pois, devido a suas pequenas massas, eles atingem
facilmente grandes velocidades a altas energias. Desta forma, podemos estimar a probabilidade
de eletrodesintegracao do nicleo, considerando apenas o efeito da interacao fotoelétrica do
elétron com o nicleo como um todo, uma vez que o efeito da interagao de dois corpos — o
elétron e a particula nuclear — é desprezivel em relagao ao primeiro, até energias do elétron da
ordem de 10 MeV, devido & pequena massa do elétron em relacao a das particulas nucleares.

Para determinarmos o espectro de fétons virtuais, utilizemos as equagoes (13) ou (14), nas
quais byin é dado por h/yme, caso este valor seja maior que as dimensbes nucleares, o que
equivale a energias do elétron menores que 100 MeV. Para energias maiores do elétron, devemos
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tomar by, ~ R (o raio nuclear), em analogia ao processo de ionizagdo de um &tomo, onde
tomamos b,,;, da ordem do raio atéomico. Assim,

h
—, seE <100 MeV
mc
i = 4| (20)
R, seFE > 100 MeV
Substituindo by, ~ h/yme em (14), segue-se
2 ., B2 yv
yme
e, como esta situacao corresponde a 3 ~ 1,
2 1 fy2me?
N(hw) ~ = aZ? — In | ~—rF- 21
(hw) s @ hw . < hw (21)

Podemos obter agora uma relagao entre a se¢ao de choque de fotodesintegracao do nicleo e a
secao de choque de eletrodesintegracao do mesmo, utilizando o método de W.W., como mostra
a equacao (5).

Quando discutimos a determinagao do espectro dos fétons equivalentes, vimos que, para
B ~ 1, o espectro de energia é constituido predominantemente por fétons de baixas energias.
E razodvel, entdo, tomarmos como limite superior da energia o valor hw ~ ~hc/bpin, que
corresponde a why,in/(yv) ~ 1 (veja Figura 3). Para optarmos pelos limites da equacao (20) é
conveniente escrevermos
h he 200

— = ~ — MeV fermi
yme  ymc? E

bmin =~

onde E = ymc? > mc?.

Lembrando que o raio do nicleo, de acordo com o modelo da gota liquida, pode ser dado
por R ~ rgAY3 na qual 7o ~ 1.4 fermi e A é a massa atémica do elemento, temos que, para um
certo valor da energia tal que by, = he/E > R, o limite superior serd da ordem de

ye ok
w ~ =
bmin h
e, portanto, a relagao procurada é
20 [P dhw fy2me?
E)~ — —_— ho)ln [ ——— 22
vl =% [T o ey (1525 (22)

onde Awjimiar ¢ a energia limiar do processo. Para prosseguirmos, precisamos conhecer a forma
de 0, (hw). Esta funcao foi calculada por Bethe e Peierls [22] para o caso do déuteron e é igual
a
)= 8ra (K —1)%?2

346 K3

2

onde
fw 52 = Me

K
€ K2
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sendo € a energia de ligacdo do H?, e M, a massa do préton.
Fazendo uma estimativa de 4, eles obtiveram
o(K) ~1.25x 1072 (K —1)*2 K3 barn
Os valores numéricos estdo mostrados na tabela a esquerda da figura abaixo.

Colocando estes resultados num gréfico, obtemos uma curva da seguinte forma:

o (K)}
[0 o ]
11 0.3
1.2 0.6
1.3 0.9
1.4 1.2
1.5 1.3
1.6 14
1.8 1.5
2 1.6
3 1.3
4 0
5 0.8
10 0.3 J
oo 0 5 »

K

Figura 7
Conhecido ¢(K), podemos obter a secao de choque de eletroproducao dada por (22)

1602 [ € /°° dhw [ hw 3/2 fyimc?
O~ — | = — (— -1 In| ——
3 52 Awo (ﬁw)4 € huw

16 a2 /OO dhw [ hw 3/2 a
Ol ™~ ——= — -1 In{ —+
3 €% Jpy (w/e)t \ € hw/e

01129

onde a = fy*mc?e~!. Definindo K = ex (Ko = exg), chegamos a

1602 [ dx 3/2, @
061_352/ ?(l'—l) h’l;

Zo

cujo resultado é

Lembre-se que na solugao da integral fizemos uma mudanca de varidveis que implicou em zg — 1
e, portanto, ficamos com Ky = € = hwy, donde
fy2mc? 1 h?

hio ’ 62~ Mhwo

a

29Podemos estender o limite da integracdo para infinito sem incorrer em erro pelo préprio comportamento de
Ty (K).
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Temos, assim,

I N
¢ = 3 Mhw, heoo '

Se a energia do elétron for bem maior que a energia limiar hwg, podemos desprezar o termo
1.2 em relagdo ao logaritmo, obtendo

que estd de acordo com a equacdo (22) de [16].3° Podemos ainda reescrever a equacio anterior

explicitando a dependéncia na energia F = ymc? como

Tae’ 1 fvE
O'el(E)_ngO In <hu)0>7 fN].

No tratamento cldssico da emissao e absorcao de luz, podemos ver que existe uma certa
largura I' na linha do espectro emitido por um oscilador, correspondendo a uma intensidade

dada por
Iy r

2T (w—wo)? + (5)°

onde wy é a frequéncia do oscilador nao-amortecido. Este resultado se mantém na teoria
quantica,3! sendo Iy = hw e I' representa agora a probabilidade de transicdo por unidade de
tempo, o que nos permite admitir que 0., tenha a forma

I(w)dw dw

Ae? T

~ 2 Me (w—wp)2 + (%)2

Oy (W) (23)

onde T' é pequeno comparado com wy — Wiimiar- Este resultado pode ser levado em (22) e, por
simplicidade, é conveniente notarmos que, como E > hwg e I' < wo — Wiimiar, 04 S€ comporta
aproximadamente como>?
Ae?
Oy = ——
T Me
Obtemos, assim, de uma forma direta,

2 Ae? 1 gyvE
E)=—-a——In|>—
ou(E) 7 Me wo n(ﬁwo>

d(wo — w)

que esta de acordo com a expressao que ja obtivemos utlilizando o resultado de Bethe e Peierls,
desde que A ~ 1.6.

Vamos agora comparar estes resultados tedéricos com o experimental. Em experimentos
envolvendo um feixe de elétrons proveniente de um betatron de 22-MeV que incide sobre
um sequéncia de folhas finas e uniformes, Skaggs et al3?® estudaram a reacdo do tipo

30Para uma maior compreenséo do argumento utilizado por Williams [16] para chegar a esta equagdo, veja o
livro do Jackson, op. cit., secdo 17.8, em especial a p. 805.

31Veja, por exemplo, Heitler, W.: The Quantum Theory of Radiation, third edition, Oxford (1954), parag. 18.

32Veja, por exemplo, Butkov. E.: Mathematical Physics, Addison-Wesley (1968), p. 223-4.

33 Physical Review T3, 420 (1948).
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A%(e;e/,n)(A —1)? 34 e obtiveram a secdo de choque de fotoproducdo e de eletrodesintegracao
expressando o resultado como a razao entre elas. Esta razao pode ser obtida usando-se o método
de W.W. e a forma ressonante de 077.35 No entanto, ja vimos que este método nao é valido
quando a energia transferida no processo em questao for comparavel com a energia do elétron
incidente o que, na verdade, ocorre em varias experiéncias de eletrodesintegracao. Por esse
motivo, Blair [23] calculou a razdo entre as segoes de choque de eletrodesintegracao. A razao R
entre a secao de choque de fotoproducao e de eletrodesintegracao para os isétopos Cu%3, Znb4,
Ag'® e Ta'®! foi medida por Brown e Wilson [24] para energias do elétron compreendidas entre
24-35 MeV. Com este trabalho, eles mostraram que o método de W.W., apesar de suas restrigoes
de aplicabilidade, fornece um valor constante para R que é da mesma ordem de grandeza do valor
que eles mediram no caso do Cu, Zn e Ag,® enquanto que para o Ta o resultado difere?” de um
fator 2. Para obtermos o valor de R predito pelo método de W.W., é conveniente trabalharmos
com uma grandeza definida por Brown & Wilson [24], qual seja Fiyp, que tem a vantagem de ser
independente de uma particular energia de excitagao, ao contrario da expressao Fie, de Blaire,
a qual é uma grandeza muito dificil de ser medida experimentalmente,?® definida como

Fun= 0 (") L [ awo o)

e? Oel

onde x(w) é dada por (23) com z = 1. Logo

16 [ €2 \° _, Ae? dw r gvE
/ dwom (Whx(w) = = (m) R Py vl / w w22~ 1“( ho >

16 e2 \? aZz2Ae? n gvE
3 \me? M ewy hwo

onde E = ymc? > mc?. Substituindo este valor e 0. em Feyp, encontramos

16 [ €2 \* aZ?A4¢? | gy E
— n
1 <mc2>2 3 \'mc? M ewy hwo ) 8w

F., = —
P z2 e 2 aAe? o (ng) 3

; M Cwo hu)o

que é independente da energia total do elétron incidente, bem como da energia de excitagao do
ntcleo.
4.3 “Bremsstrahlung” nao-relativistico

A emissao de radiagdo em uma colisdo entre duas particulas carregadas também pode ser
estudada através do método de W.W., considerando-se o espalhamento de radiacio equivalente.3?

34Isto representa uma reacio na qual inicialmente temos um elétron incidindo sobre um elemento de nimero
de massa A, resultando em um estado de um elétron, um néutron e um elemento (A — 1).

35Obteremos este resultado a seguir.

36 A discrepancia envolvida é da ordem de 10-15%.

3TExperimentalmente eles verificaram que R decresce com a energia do elétron.

38N&o entraremos em detalhes com relacio ao trabalho de Brown & Wilson, limitando-nos apenas a obter o
resultado predito pelo método de W.W.

39Fsta aplicagdo foi discutida no Congresso Internacional sobre Fisica Teérica realizado em Kharkov [25].
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Se consideramos o processo de bremsstrahlung, para o qual a particula perturbadora é o elétron
(z = 1) e a particula perturbada, um nucleo atémico de carga Ze, as condigoes (i)-(iii) implicam
que: a) numa colisdo na qual o parametro de impacto seja b, o elétron perturbado esteja numa
regiao de dimensoes muito menores que b; b) o momento linear do elétron nao se aproxima de
ymv.40 A primeira condicio satisfaz a condicdo de “colisdao distante” e a segunda garante que
o momento linear transferido seja pequeno em relacdo ao momento da particula incidente. A
condicdo (iii) corresponde ao limite Ze?/hv < 1.

Lembremos que ao utilizarmos o método de W.W., estamos “substituindo” a particula
perturbadora por um pulso de radiacdo. Sabemos que se uma onda plana monocromatica
incide sobre uma particula de carga e e massa m, a particula é acelerada e, entao, de acordo
com a Eletrodinamica Classica, emite uma radiacao, o que provoca um recuo da particula.
Este processo como um todo pode ser descrito como o espalhamento da radiacdo incidente
(espalhamento de radiacdo de Thomson), pois, para f < 1, a radiagdo emitida tem a mesma
frequéncia da radiagdo equivalente. Como as frequéncias envolvidas no espectro da radiacao
equivalente sio muito menores que mc?/h, podemos usar a férmula da se¢do de choque de
Thomson, que é valida quando a energia do féton hw é muito menor do que mc?. Com efeito, j4
vimos que a incerteza na posicao da particula deve ser bem menor que o parametro de impacto,
i.e., h/mv < b, e o intervalo de tempo minimo, At, para o qual um féton é emitido pela
particula perturbadora é da ordem de h/mc? < h/mwv?, pois estamos tratando o caso em que
B < 1. Donde concluimos que i/mc?> < b/v ou ainda que vb < mc?/h. Por outro lado, vimos
que o limite de baixas frequéncias (Segao 3.2) é definido por w < Yv/bpmin ~ V/bpmin, donde
concluimos que, no caso nao-relativistico, todas as frequéncias sdo muito menores que v/b. Isto
vai explicar porqué podemos utilizar o método de W.W. também no caso nao-relativistico.*!
Poderiamos concluir apressadamente que a aproximacao feita ao substituir a componente do
campo paralela a dire¢ao do movimento, E) (t), por um pulso de radia¢do nao seria boa quando
B < 1, pois Ej(t) passaria a variar bem mais lentamente do que quando § ~ 1 (Figura 14).
Vimos também, na Secao 3.2, que a intensidade do pulso P», correspondente a componente £ (1),
s6 é apreciavel para frequéncias em torno de yv/b e que sua intensidade, em relagao a do pulso
Py, é da ordem de 2. Assim, no caso f < 1 (7 ~ 1), a intensidade do pulso P, s6 é apreciavel
para frequéncias em torno de v/b e, consequentemente, contribuird muito pouco para o espectro
da radiacao equivalente, pois ja mostramos que, quando 8 < 1, todas as frequéncias envolvidas
s&@0 muito menores que v/b, o que corresponde apenas a regiao do patamar da Figura 3.

Para determinarmos o nimero de fétons equivalentes por unidade de energia, utilizamos a
expressao (13), com o limite by, sendo dado pelo principio de incerteza, by, ~ h/mu; logo,

N(hw) ~ %aZQ CIW <gm7”2> (24)

hw hw

que, no caso nao-relativistico, se reduz a

N (hw) =~ 2,20, (gm”2>

T hw hw

e onde v é a velocidade relativa entre o elétron e o ntcleo.

A sec@o de choque diferencial x(hw)dhiw para a emissao de um féton cuja frequéncia esta
compreendida no intervalo w e w + dw é dada pela equacao (22), onde 0., — o7, que é a secao
de choque de Thomson, dada por

4OTanto as dimensdes do volume quanto o momento linear sido medidos em um sistema de referéncia no qual
inicialmente a velocidade média do elétron era nula.
41 PN . DI
A analogia a qual nos referimos no Anexo A era para o caso relativistico.
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Logo,

ou

16 Z2%eb 1 gmuv?

Podemos expressar este resultado como
E(hw) = x(hw) x phw

onde p é a densidade volumétrica de ntcleos, que vamos supor igual & unidade. Assim, F(fw)
expressa a energia da radiacao espalhada por intervalo unitario de frequéncia e por unidade de
comprimento da trajetoria do elétron, numa regiao onde p = 1, e é dada por:

16 Z%e8 gmuv?
By = 0 (2 1y (1) -

4

Esta expressao esta de acordo com outros resultados teéricos*? no limite hw < mv?. Note que a
dependéncia de E(hw) em w é apenas no argumento do logaritmo de (25). Este termo pode ser
escrito como In(bpaz /bmin ), onde by, = v/w, que é a maxima distancia da trajetéria em relagao
ao nucleo para a qual um observador, em repouso em relacao ao elétron, observa frequéncias w
no campo coulombiano do nticleo;*® b,,in é 0 minimo efetivo para o qual o campo do niicleo é
importante.

4.4 Colisoes Radiativas Relativisticas

4.4.1 “Bremsstrahlung” relativistico

Como no caso nao-relativistico,** a emissdo de bremsstrahlung em uma colisdo entre uma

particula relativistica de carga ze e massa m e um nucleo atomico de carga Ze, também pode
ser vista como o espalhamento de fétons virtuais. Vamos considerar este espalhamento em um
sistema de referéncia R’, no qual o elétron estd inicialmente em repouso, porque as férmulas de
espalhamento usualmente se referem a elétrons estaciondrios. Em R’ a velocidade relativa do
ntcleo é v e como v > 1, o espectro de fétons virtuais I(w’) é dado por (24), onde by =~ h/muv
e que, no limite 3 ~ 1, se escreve®®

N(hw) ~ 2 az2-t 1 <97m62> (26)

42V/eja referéncias citadas em [16].

43Veja Figura 3 para v = 1.

“Em [16], é feito apenas um célculo aproximado com o objetivo de discutir quais as dependéncias da férmula
que nos dé a energia total perdida pelo elétron. Esse processo foi discutido em detalhes por von Weizsécker [15].

45Denotaremos as frequéncias antes do espalhamento por um indice a e depois do espalhamento por um indice d.
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No caso relativistico, o espectro de Fourier da radiagao equivalente compreende uma faixa
bem mais extensa do que no caso nao-relativistico. Por isso é conveniente considerarmos o
espalhamento dos fétons virtuais, representados por (26), em duas partes: frequéncias w,
menores e maiores que mc?/h. Usaremos, em primeira aproximacio, a secio de choque de
Thomson para baixas energias (Aw, < mc?) e a férmula de Klein-Nishina para fétons com
energia hw, >~ mc?, dadas pelas equacdes a seguir, na qual desprezamos a variacio Compton
do comprimento de onda, de modo que wy = wy:

=3 i )2 (21)

mc2

2\ 2 2
q Tmc 2hw 1
onde ¢ = Ze. A equagao da secao de choque de Klein-Nishina, obtida da Teoria Quantica, é

valida para espalhamento da radiacao por elétrons, no limite de altas frequéncias.

Para frequéncias pequenas comparadas com mc?/h, e para 3 ~ 1, a secao de choque x'(wy),
no referencial R’, é

8t [222\* 2 gymc?
/ ~ 2" (2= = 2
X (wq) ~ ol (wg) = 3 (mc2> aZ® In ( ; )

Como fazemos as medidas no sistema do laboratério, é conveniente calcularmos a secéo de
choque em outro sistema de referéncia R. A relagao entre wy em R’ e a frequéncia w em R é
dada por

w=ywq(1l — Bcosby) (29)

onde 64 é o angulo entre a dire¢ao da velocidade v e a dire¢ao de espalhamento em R’. Como
o espalhamento de Thomson é distribuido simetricamente em torno de 6; = 7/2, e como, para
um dado 64, dw/w = dwg/wg, segue-se que o numero de fétons espalhados no sistema R, com
frequéncia compreendida em um intervalo dw, é dado pela prépria equacao para o sistema R/,
bastando mudar wy por w. Portanto,

1 2,2\ 2 2\
X(w)dw = 16 (z ¢ ) aZ? In <W> aad (30)

mc? hw w

Este resultado estd de acordo com o resultado obtido por Heitler & Sauter [26], que usaram
a teoria de Dirac para o elétron e o método de transicao entre dois estados estacionarios, quando

admitimos o espalhamento de Thomson numa regido onde hw < ymc?.
Vamos obter agora uma expressao para a energia total perdida pelo elétron. Para isto, vamos
dividir o espectro em duas partes: uma na qual fiw, < mc? e outra na qual hw, > mc?.

Multiplicando a equacdo (30) por hw e integrando até hw, ~ mc?, i.e., hw ~ ymc?, vamos

obter a contribui¢do para a perda total de energia, para o caso de frequéncias w, < mc?/h, ou
seja:
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ymc? /h 16 e2 2 gyZmCQ

= hwx(w)dw = —aZ? (— | h |1 d
W et o () o [ (555
_ 10 2262271/1()—1 fw 14
-3 mc? I n7m02 v

1 2 N\ 2 ymc? /h
_ 10 < c 2> h[ln(gv)ln< hw2> +1]

3 mc yme me2/h

16, e2 \? ymc? mc? 1
—?aZ < >h[ - [ln(g’y)—lnl—l—l]—T ln(gv)—ln§+1

mc2

onde usamos que [Ilnazxdr = zlnaz — fxédx = z(Inaxz — 1). Como v > 1, podemos tomar
In(1/v) ~ 1 e desprezar o segundo termo da equacao acima (correspondente ao limite inferior
da integral) comparado com o primeiro termo, além de usar o fato que In(gy) > 1, pois vimos
que g ~ 1. Logo, Wj reduz-se a

e

16 2\’
Wi ~ —aZ? () yme? x In(gv)

3 mc?

ou ainda

16 aZ%ety
~ — In

Wy ~ 3 2 (97) (31)

Para frequéncias w, > mc?/h, o espalhamento é predominante para uma direcio 65 ~
(mc?/hwy)'/? e a frequéncia de espalhamento é, aproximadamente,*6

_ Wa
{1 + hw‘;e’?}
mc

onde a nao difere muito da unidade. Usando a expressao (29), obtém-se

wg=— R AWy

w = yawa(1 — Bcosby)

~ yawg [1 - B+ %ﬂ@?z + O(@é)]

1 Bmc?
~ ol 1— =
yaw, < B+ 5 T >

pois estamos estudando o limite G ~ 1.

Como a ~ 1, isto significa que, para todo quantum de radiacado do campo do ntcleo de
energia hw, > mc? espalhado em R, um quantum hw ~ ymc? é emitido em R. Em outras

46Veja, por exemplo, Jackson, op. cit., p. 681-2.
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palavras, a cada foton espalhado pelo elétron, visto do sistema onde ele estava inicialmente em
repouso, corresponde um féton emitido em outro sistema de referéncia. Este resultado é bastante
importante e, deste modo, podemos obter a energia perdida pelo elétron no sistema R, na regiao
onde hw, > mc?, multiplicando (30) pela energia de um féton emitido em R e pela secio de
choque de Klein-Nishina (28) e integrando sobre todo o espectro de frequéncia. Na verdade,
vamos aproximar a equagao (28) por simplificagao de cdlculo, escrevendo entao

yme /R g2 N2 2 hw aZ? gymc?
Wo = 1 a 1 2d a
A ) N o R ) R G R

e \? 2 2 [T71 gy
Wy = As <ch> aZ yme /1 ?lnC In (C) d¢

onde Ay ~ 1 e ¢ = hw,/(mc?).

A solucao desta integral é

ou

_K

v
W=7 ‘

102 ¢ + (2~ In(g7)) (i ¢ + 1))

k{1 4 2 ng) 1)) - 1= 2~ ()11 + 1)

~ K [i(ln’y +2) + (In(gy) — 2)]

ou

W2 =~ Kln(gy) | (32)

poisy>1e g~ 1, onde
2 2
e
K = A, <2> aZ?yme?
mc
Analizando (31) e (32), concluimos que Wy é da mesma ordem de grandeza de Wi e,

consequentemente, a contribuicio dos fétons virtuais com energia hw, > mc? é da mesma ordem
de grandeza daquela para fétons fw, < mc?, ao contrario do que se obtém da teoria classica,
pa2ra a qual na regido de frequéncias hw, > mc? a taxa de perda de energia é proporcional a
In“ ~.

Podemos ainda escrever a energia total perdida pelo elétron em termos da secao de choque
para a perda de toda sua energia como

2

2
L v 1wy =4 <nj02> aZ?1n(g7) (33)

mc2

onde a ~ 1 e g~ 1. Esta é a mesma férmula obtida por Heitler & Sauter, tomando-se A =4 e
g=214%

4"No célculo de von Weizsiicker o valor obtido para a é exato.
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4.4.2 “Bremsstrahlung” de elétrons num cristal

Williams [16] foi o primeiro a mencionar que quando um elétron de energia bem alta atravessa
uma rede cristalina pode haver uma contribui¢ao simultanea dos diferentes dtomos da rede sobre
o bremsstrahlung, pois as perturbacoes devidas a diferentes dtomos nao serao independentes. Na
realidade, Williams faz apenas uma estimativa que o levou a concluir que o bremsstrahlung
diminuiria para energias muito altas da particula incidente sobre o cristal e, de acordo com
Feinberg & Pomerancuk [28], este resultado estd incorreto. Um estudo sobre o fenémeno de
interferéncia devido ao bremsstrahlung em cristais foi desenvolvido por Ferretti [27].#8 Neste
trabalho, ele comeca tratando o caso ideal de um cristal infinito (cibico, por simplicidade)
constituido de atomos infinitamente pesados, no qual ele utiliza o método de W.W. e, em
seguida, aborda o caso de um cristal real (onde as dimensoes do cristal e a massa dos atomos
sao finitas). Nao entraremos nos detalhes dos célculos, ressaltando apenas que Ferretti concluiu,
utilizando a aproximacao de W.W., que a importancia do efeito de interferéncia causada pelo
reticulado sobre o bremsstrahlung aumenta com o aumento da energia da particula incidente.

4.5 Produgao de par por fétons de alta energia no campo de um nicleo
atdémico

O que serd visto nesta Secao corresponde basicamente ao contetiido das referéncias [16] e [29].
Inicialmente, vamos ver que o processo de criacdo de par do tipo v — e™ + e~ nao pode ocorrer
no vacuo por conservacao de energia e momento. O argumento é simples: basta considerarmos
a reacao no sistema do C.M. do par e™ + e, no qual p;; = 0, para concluirmos que como para
o féton E = pc, deveriamos ter um féton com energia e momento nulos! Como isto nao ocorre,
para que a reacido y — e’ + e~ seja possivel, é preciso que de algum modo haja um balanco de
energia e momento, o que pode ocorrer na presenca de um campo coulombiano de um ntucleo.

Como resultado da Teoria de Dirac, tanto a criagdo de pares quanto a aniquilagdo sao
fenomenos que envolvem dois fétons. No entanto, verifica-se, experimentalmente, que basta
irradiarmos matéria com apenas um feixe de fé6tons para obtermos tais processos. Desta forma,
a produgao de par nao é resultado da acao de dois fétons reais, conforme Dirac considerou, mas
se deve a um foton e a um nticleo atomico. Entretanto, se utilizamos o método de W.W., os
dois processos acima ficam relacionados, pois o campo do ntcleo é substituido pela radiacao
equivalente.

Na regiao efetiva para producao de pares (b > hi/mc), a radiagdo equivalente ao campo do
ntcleo é dada pela equacao (24) para 3 ~ 1. O ntimero de fétons por intervalo de energia dhw é

2
gyme > dhw (34)
hw hw
Queremos obter a secdo de choque o para a producdo de par por um féton de energia
ymc? > mc?, em um sistema de referéncia no qual o niicleo estd em repouso. Para tal, usaremos
a relacao entre producao de par por um féton e um ntcleo e a producao de para por dois fétons.
A relacao entre as secoes de choque para os dois casos é dada por (22), na qual 0~ (hw) é a secao
de choque para a producao de pares por um féton real e outro virtual se movendo em sentidos
opostos.?® Substituindo a expressdo de o, (hw) pela férmula de Breit & Wheeler [30], vamos
obter

2
N(hw)dhw = ZaZ? In (
s

48Uma discussdo mais qualitativa sobre a influéncia do reticulado cristalino sobre o bremsstrahlung pode ser
encontrada em [28]. Veja mais detalhes em M.L. Ter-Mikaeljan, Zu. E'ksper. Teor. Fiz. 25, 289-296 (1954).

9% conveniente escolhermos o sistema de referéncia R’, no qual o nicleo se move com velocidade v em direcao
ao féton. Neste sistema, a energia do féton se reduz a mc?.
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mc2

2 2
e
o="az? ( ) In(gv) (35)
A menos do valor numérico de g, que nao pode ser determinado pelo método de W.W., esta

férmula é idéntica a férmula para producgao de par por fétons de grande energia, encontrada por
Bethe, Heitler & Sauter [26] e [31], que é

72 (2 \?[28 2hv 218
77 137 <m02> [ 9 'me 27 } (36)

Para verificarmos que (35) e (36) possuem a mesma forma, basta reescrever (36) como
2 2
e 28 2hv 218
70d <mz) [glnmcz Shmew sy

na qual o termo entre colchetes é uma expressao do tipo

ba b a b
alnb—1Inc=1n (c) =In (Cl/a> =qaln <Cl/a>

com a = 28/9, b = 2hv/(mc?) e ¢ = 3210.15. Logo,

[ ]_§1 2hv
9 H 13.4mc?

2 2
o e 28 0.15hv
oc=aZ <m02> jln < 2
e, para fétons para os quais hv ~ ymc?,

2 2\?
o= —SaZz <e> In(g'7)

9 mc2

com ¢’ ~ 0.2, donde (35) e (36) sdo equivalentes.

e, portanto,

Note que (36) e (32) possuem exatamente a mesma forma. Portanto, ao usarmos o método
de W.W. fica evidente uma correspondéncia entre os processos de bremsstrahlung e producao de
pares. Esta correspondéncia vem do fato de que para fétons de energia alta comparada com mc?,
a secao de choque de espalhamento de Klein-Nishina é da mesma ordem de grandeza da secao
de choque para a producdo de pares por um féton de energia hw > mc? e um féton de energia
igual a mc? movendo-se em sentidos opostos [16]. Por este motivo é que a expressio integral
(22) obtida para o processo de producio de pares é idéntica & obtida para o bremsstrahlung,

2 2 ~y dC
o(y) ~ aZ? <7r6w2> /1 ? In¢In (gg/>

*ONote que a integral converge rapidamente, o que significa dizer que para o processo de producdo de pares,

bem como para o bremsstrahlung, s6 sdo importantes energias no campo coulombiano do niicleo da ordem de mc?.
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4.6 Producao de par em colisoes entre duas particulas com velocidade relativa
préxima a da luz

Podemos usar também o método de W.W. para obter a secao de choque para producao de
par em colisoes entre duas particulas com velocidade relativa préxima a da luz. Basta substituir
uma das particulas por radiacao equivalente e, a seguir, considerar a producao de pares por esta
radiagao virtual no campo da outra particula.

Consideremos duas particulas 1 e 2 de cargas respectivamente iguais a zje e z9¢ € seja v a
velocidade relativa entre ambas. Seguindo o procedimento citado acima, tomamos, por exemplo,
o sistema de referéncia R’ onde a particula 1 estd em repouso. Neste caso, a distribuicao de
fétons que representa o campo da particula 2 é obtido de (24) tomando 5 ~ 1. A segao de
choque o, (E)dE para a criacao de par de energia total compreendida entre E ¢ E + dE é dada
pelo produto da equagao (24) por fw = E e pela secao de choque para a producao de par por
um féton de energia F no campo estaciondrio da particula 1, dada por (35), ou seja,

2 2
56 5 5 o [ €2 gymec 0.15E\ dE
op(E)dE = 9. A% <m02 In 7 In(—— = (37)

mc?

Como a méaxima frequéncia no campo de radiacao virtual da particula 2 é da ordem de
ymc?/h, a secio de choque para a produgdo de par para qualquer energia é

~ymc?
o= / op(E)dE (38)
2

mc2

onde 2mc? é a energia de repouso das duas particulas. A integral (38), com a = 0.15/(mc?)
e b = gymc?, tem como solucio

~yme?

1 1
o=\ |mambm B+t (L) m2E— Limdp
2 a 3

56 2 \?
A= or o232 <m02>

Substituindo os limites da integral, no limite 8 ~ 1, resulta

2mc?
com

28 2,22

62 2
) = it (153 ) W) (39)

Esta expressao ainda ¢é valida para o caso em que uma das particulas ou ambas sao elétrons
[16]. Vérios autores, entre eles Landau & Lifshitz [32], Bhabha [33], Nishina, Tomonaga &
Kobayashi [34] e Racah [35] estudaram este processo. Os autores de [32] e [33] calcularam a
probabilidade de criacao de par, sob acao de um campo coulombiano devido a um ntcleo fixo e
um outro em movimento, considerando o campo de duas particulas em seu conjunto e usando
a teoria dos buracos de Dirac. Ja Nishina e colaboradores utilizaram o método de W.W. e,
mais tarde, Racah se propos a aperfeicoar este trabalho. Os resultados de todos estes trabalhos
concordam unanimanente com o que acabamos de derivar.
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4.7 Producao de “estrelas” por méson u

Antes do advento dos aceleradores de particulas, eram feitas experiéncias que envolviam raios
césmicos e eram realizadas a grandes altitudes. Nesta época (~ 1950) havia grande interesse no
estudo dos mésons e suas interagoes. Uma das primeiras experiéncias envolvendo produgao de
“estrelas”®! por mésons p (Veja esquema na Figura 8) foi feita por George & Evans [36], cujo
resultado parece ser bem explicado pelo método de W.W.

Figura 8

Deste modo, um méson p de energia E é substituido por um nimero de fétons virtuais, com
energia compreendida entre K e K 4+ dK, igual a

N(K)dK = 22 9K <9E) (40)

sendo que os autores de [36] tomaram g = 1. Usando a equagdo (22), obtemos a seguinte
expressao para a secao de choque de producao de “estrelas” por méson pu:

22 [P 4K E

oy = — Oy lnE

41

onde E,;, ~ myc® é a energia minima para a producio de “estrelas”. A secdo de choque total,

0+, para a fotoprodugao de “estrelas” que eles utilizaram foi o, = 100 ub, resultado este que
se baseava na experiéncia realizada por Mc Millan et al.’? O fato de eles terem considerado Oy
como independente de K nao introduz erro aprecidvel, pois o valor dado ja é um valor médio
sobre um intervalo de frequéncia. Assim, fazendo u = In F/K na equagao (41), obtemos de
modo trivial a secao de choque em pb,

Para E ~ 10 GeV, obtemos o, ~ 10 ub, que é um valor bem préximo do observado.

4.8 Dissociacao coulombiana de um feixe de particulas

Estudaremos nesta Secao a possibilidade de dissociacao de particulas de um feixe na presenca
do campo coulombiano de um nticleo, para energias > 1 — 10?> GeV e sua dependéncia com a

S'Em emulsdo nuclear, “estrela” é um evento onde pelo menos um pion é emitido pelo niicleo. O esquema de
um tipo de estrela observado por George & Evans é mostrado na Fig. 8.
52 Science 110, 579 (1949).
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reacao e com o tipo de material utilizado como alvo [44]-[45]. A tabela a seguir, extraida de
[44], indica 7 reagoes diferentes.”

Efeito de Radiacao

Fenémeno de Colisao Eq. do Processo

Correspondente
- Ww™w»+/F"FFF ] + + -, +'
Colisdo radiativa Espalhamento SW'*' Spmp"’_ h’/n - Smm+ Sm-i- h”e
+ + + +
Inverso da colisdo radiativa Espalhamento induzido S'+S +hv+Nhw —S +8 + (N+1) hv
oce ' Pemp e n emp oce n
Producéo de par por féton, = + - +
hv,, em presenga de um 5 S +S +hv+hy —S +5
campo nuclear Produgéo de par no vacuo oce amp ¢ " enp oce
Ee—— g por dois fétons = - = -
roducdo de par por duas . .
particulas St Ththyy—5 +5

Aniquilacdo de par
induzida por radiacéao,

Aniquilagéo de pares em dando dois fétons (um dos P & o &
um, campo nuclear dando quais sendo idéntico ao da S{m,ﬁ S/l(‘,(’ + N}lV” - SM(‘,{’+ S/,mer (N+1) hV” + h’l/(
1 féton radiagdo que induziu o

processo)
Desdobramento de féton,
hv,, em dois fétons, hv, e hy +hy — hy' +ho"
hvg na presenga de um g @ € z
campo nuclear Espalhamento simultaneo

de dois fétons por elétrons
Coliséo radiativa devida a em estado de energia
acdo simultanea de duas negativa
particulas sobre elétrons hv, +hy — hv'+hy'
de estados de energia
negativa

Tabela

Para estimarmos a segdo de choque de dissociagao, utilizaremos o método de W.W. Este
processo é andlogo aos processos eletromagnéticos de bremsstrahlung e producao de pares (veja
Figura 9).

DN B A

Figura 9

Sabemos que para mudarmos o estado de massa de uma particula, i.e., tird-la de sua camada
de massa, é preciso que ela interaja com outra(s) particula(s). A condi¢ao de camada de massa é
Pipy, = m?, para . = 0, 1, 2, 3, e ndo é satisfeita para estados intermedidrios de curta duraciao em

53Cabe aqui um comentério sobre a notacdo da Tabela, lembrando que mantivemos como curiosidade a notacio
original. Por S denota-se um estado de energia negativa de Dirac e por ST, um estado ordindrio de energia
positiva. Assim, SJ,. é um elétron e Semp é um pésitron. Um féton virtual (no campo de radiacio do niicleo) é
denotado por sua energia hv, e um féton real (externo), por hve.
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Mecanica Quantica. Logo, se alterarmos o estado de massa de uma particula de massa M para
um estado de massa M™*, podemos determinar a variagdo de energia envolvida nesta transicao
partindo da definicio do 4-vetor P = (E,p), com E = (p% + M?)/2 ¢ E* = (3% + M*?)'/2. Para
calcularmos a diferenca de energia entre estes dois estados tomemos |p] = p > M, M* (que é
uma das condigoes de aplicabilidade do método de W.W.). Expandindo o binémio temos

M2 M*2 M*2_M2
E=p+— : Fr=p+—=AFE=FE—F*="— "
2p 2p 2p

Portanto, uma particula virtual de massa M pode, através de uma transicio virtual,>* passar
para um estado de massa M™, ao experimentar uma variacao de energia AFE.

Consideremos que a particula incidente A,%° de massa M e quadri-momentum P se dissocia
em B+ C, cuja energia no seu referencial préprio é M*. Sendo M* > M, podemos ver o estado
intermedidrio se fornecermos & particula A um pequeno estimulo longitudinal. O momentum
g que deve ser transferido é exatamente igual a diferenca de energia entre o estado inicial e o

virtual, ou seja
*2 2
M* — M
2p
que deve ser bem menor que a energia no referencial préprio da particula (M™* — M), para que
o nucleo nao absorva energia virtualmente, mantendo assim sua estrutura. Em outras palavras,

quanto maior a energia do feixe incidente, menor o angulo de divergéncia das particulas incidentes
envolvidas na colisdo, o que implica na redugao da componente g do momentum transferido ao

q =AE = (42)

nicleo.®

Assim, podemos ver o processo de dissociacdo coulombiana como um processo de foto-
dissociagao das particulas do feixe, de modo andlogo ao que vimos na Secao 4.2. Entao, ao
usarmos o método de W.W. podemos representar esquematicamente o processo de dissociacao

como )
particula
incidente

particulas resultantes
da dissocia¢ao

foton virtual

Figura 10

Ao calcularmos a se¢ao de choque, devemos ter em mente que nao podemos atribuir a causa
do processo ao nicleo como um todo, a menos que g nao exceda o inverso de R dado no Apéndice

C.°7 De (42),
(M*Q _ M2)

2q

e, portanto, o valor maximo de ¢ (¢ = mx /AY/3) nos fornece o valor do momento limiar

M*Q _ M2
Plimiar = 27 Al/g
may

54Ver Apéndice C.

55Vamos supor que o feixe incidente seja formado apenas de particulas do tipo A.
56Esta é a segunda condicio para podermos aplicar o método de W.W.

5"Veja a propésito [43] e [46].
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Utilizando (22),
Km,ax
o= / dKoy, N(K)

KlimiaT

e usando (14), com § ~ 1,

2 Kmaz 1 A

g:az2/ dKawln< 76), A~

m Klimia'r K Wbmzn

onde b,,,;, € dado pelo principio de incerteza
h  hAY3
bmin ~ - =
ez

donde K
2 9 maz dK YMmqcC
7= ; aZ /];’limiar ?U’Y’Y ln <m)
que pode ainda ser escrita, em unidades naturais (h = ¢ = 1), como®®
2 9 Kmaz QK VM
g = ; (Ze) /I(limiar ? O-’Y’Y h]. (m) (43)

Nesta equacao, cabe lembrar, Kj;;qr ¢ a energia limiar para o processo estudado e K, € a
maxima energia do féton permitida no campo coulombiano. Cabe ainda ressaltar que este calculo
¢é aproximado e serve para mostrar que é possivel, através de um céalculo rapido, fazermos uma
estimativa da energia necessaria antes de realizarmos um experimento para obtermos valores
mensuraveis para 0. Good & Walker [44] estimaram a se¢ao de choque para qualquer processo
que envolva reacoes fortes, usando o, = e?/m?, sendo m a massa do produto mais leve. Note
que, para 0., = constante, caimos numa integral idéntica a (41), cujo resultado é

— |ln
2 Klim'iar
e, portanto, o resultado para o é
1 722 pl 2
o=-2|m 5 P (44)
T m? (M2 — M2)AY/3

onde M. ¢é a massa de repouso dos produtos da dissociacao. Um célculo mais detalhado para
as reagoes 1~ — p+mn e uT — BT + v foi feito por Ebel & Walker [45].

%No artigo de Good-Walker, a constante multiplicativa é 3/27 ao invés de 2/7.
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5 Sobre a generalizacao do Método de W.W.

Em 1955-56, Fowler [37] questionou a validade da aproximagao do método de W.W. aplicada
ao problema de produgao de “estrelas” por mésons p. Ele concluiu que, como neste caso gf > h
(sendo ¢ o momento transferido e ¢ a dimensao linear do alvo) a expressdo semi-cldssica de
W.W. nao seria valida. A partir dai ele deriva uma outra expressao para o espectro de fétons
equivalentes, obtendo que o nimero de fétons por unidade de energia varia como K 3/2 e nao
como K~!. Portanto, ao reexaminar os resultados de George & Evans [36] para producdo de
“estrelas”, ele mostrou que os efeitos fotonucleares nao explicavam as se¢oes de choque medidas.
Esta discrepancia entre os resultados tedrico e experimental levou Fowler a propor a existéncia
de um novo tipo de interagao entre os mésons e os nicleons (n).

Isto motivou os irmaos Kessler [38] a fazerem uma derivacao do método de W.W. utilizando
a Teoria Quantica de Campos.?® A restricao ao tratamento de Fowler, segundo eles, vem do fato
de este s6 ser aplicavel no caso de espalhamentos eldsticos, nos quais a colisao entre o méson i e
um préton do nicleo alvo é eldstica e, portanto, ndo se aplica as interagoes mais complexas que
contribuem para a secao de choque total do processo. Além disso, como a energia transferida
no processo de producao de “estrelas” é muito maior que a energia de ligacao dos nucleons
dentro dos nrticleos alvo, estes podem ser considerados livres. Assim, se considerarmos somente
espalhamentos eldsticos, vemos que a prior: a idéia de se aplicar o método de W.W. ja nao é
valida, haja vista que nao existe um processo de fotoprodugao para esta interacao, uma vez que
fétons reais nao sao absorvidos por prétons livres, em primeira ordem.

Comparando as se¢oes de choque correspondentes aos graficos de Feynamn (a) e (b) da
Figura 11, descrevendo a interacao fotoelétrica do méson p com o nticleo em primeira ordem
(troca de um féton), e acrescentando a equagao (22) a secao de choque eldstica (pelos motivos
apresentados acima — veja o grafico (c)), eles mostraram que o espectro de fétons equivalentes,
assim obtido, é praticamente o mesmo que o semi-classico. O resultado obtido por Kessler &
Kessler é vélido para qualquer interagao eletromagnética de um férmion relativistico.

K
0

K

K

(a) (b) ey "
Figura 11

Com o trabalho [38] concluiu-se que a interpretacao de George & Evans [36] estava correta
e que, portanto, nao havia necessidade de se introduzir um novo tipo de interagao para explicar
a interacao u-n.

Outras aplicacoes do método de W.W. foram feitas a processos que envolvem emissao de
nucleons [40-41]. O leitor pode também encontrar outras referéncias em [39]. Derivacoes andlogas
a de Kessler-Kessler foram feitas por Curtis [42] e Dalitz & Yennie [43], que estudaram processos
de eletroproducao ao invés de muonproducao. Nestes trabalhos, bem como nos de K.K., estao
contidas as origens da generalizagao do método de W.W.

Inspirado no sucesso obtido pela aproximagao semi-classica de W.W., tanto pelas vantagens
de calculo como pela possibilidade de fornecer uma interpretacao satisfatoria para as interagoes

% Qutras referéncias e uma discussdo em linhas gerais sobre o assunto podem ser encontradas em [39], onde
temos também uma rica lista de referéncias sobre o método de W.W., suas generalizagoes e aplicagoes.
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do méson p com ntcleos, Kessler procurou generalizar o método de W.W. [47], logo apds ter
mostrado que o espectro de fétons equivalentes obtido via Teoria de Campo concordava com o
semi-classico. A generalizagdo que ele desenvolveu teve seu ponto de partida com a rentdncia da
condicao de que a energia E do projétil de massa m fosse muito maior que a energia do féton
virtual trocado na interacao com um alvo (uma das condigdes de aplicabilidade do método semi-
cldssico de W.W.), mantendo simplesmente a hipétese de que a particula deva ser relativistica,
tanto antes quanto depois da interacao, i.e., E, E' > m.

Aplicando as regras de Feynmam aos diagramas (a) e (b) da Figura 11, Kessler obteve uma
equagao andloga a equagao (22), que lhe permitiu determinar o espectro dos fétons equivalentes,
qual seja

200 (| E 1 K  K?\ dK

onde p = (2E'/K)sen /2, sendo 6 o angulo de difusao da particula.

Naturalmente, o resultado semi-cldssico é reobtido no limite em que K < E. A escolha de
Ymaz depende do processo estudado; no caso das interagoes de elétrons e mésons p com nucleos,
podemos geralmente tomar gz ~ 1 € Kpgr ~ E.

A principal aproximacao feita para a obtengao da equagao (45) consiste em nao se considerar
trocas de fétons “muito virtuais”, o que corresponde a pequenos valores de ¢.
9y

Verifica-se que o erro cometido com esta aproximagao é pequeno e tanto menor quanto mais
relativistica for a particula. Kessler mostrou ainda que se pode atribuir a todo processo virtual
elementar, envolvendo um féton e dois estados de férmions relativisticos (do tipo mostrado na
Figura 12),%° uma probabilidade dada pela equacdo (45) associada a um processo “quase-real”,
desde que a condi¢ao E, E' > m seja satisfeita.

E

E
Figura 12
Esse método generalizado foi aplicado aos seguintes casos:
- bremsstrahlung de uma particula em um dado angulo;
- recuo de nucleo pela criagdo de par por fétons muito energéticos;

- bremsstrahlung interno na desintegracao de mésons u, que envolve o estudo de correcoes
radiativas nestas desintegracoes.

Ha& na literatura outros trabalhos que apresentam diferentes versées do método de W.W. na
forma covariante®! que, numa linguagem mais moderna, é as vezes chamada de aprozimacdo de
polo.

SOFEste diagrama pode estar ligado por qualquer uma das trés pontas a um gréfico de Feynman completo.
1Veja, por exemplo, [39], [48], [49] e outras referéncias 14 citadas.
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A grande motivagao para se continuar a desenvolver a aproximagao de W.W. é a consideravel
dificuldade de natureza matemaética que aparece em calculos de secoes de choque em processos
de ordem superior em Eletrodindmica Quantica (QED).

Em 1973, Baier, Fadin e Khoze [50] desenvolveram um método similar ao proposto por
Kessler [47], no qual dao atengao a uma outra aproximacgao: a de pdlo de elétron (ao contrario
da aproximacao de pdlo de foton, segundo a qual a secao de choque de choque é dominada pelo
pdlo do féton).

Uma outra derivacao da formula de W.W. obtida via Teoria de Campos e utilizando um
método de helicidade generalizado para céalculos de diagramas de Feynman desenvolvido por
Kessler [51] pode ser encontrada em [39]; primeiramente para problemas que envolvem trocas
de um féton e depois extendido aos fenémenos de troca de dois fétons (colisdes féton-féton) —
veja também [52].

Uma aplicacao interessante do método dos fétons equivalentes para processos de troca de dois
fétons é ressaltada por Courau [53], no estudo da producao de léptons em colisdes 7y. A maior
contribuicao para a secao de choque deste processo vem da regiao fisica na qual ambos os fétons
estao préximos de suas camadas de massa (quase-reais); nesta regiao, os elétrons sao espalhados
para angulos muito pequenos e, neste caso, é possivel se utilizar a aprorimacdo de duplo-foton
equivalente. Neste trabalho, o autor chama atencao de que do estudo das producgoes de pares de
léptons e de p*p~, principalmente, nao se espera ganhar novo conhecimento tedrico na QED,
mas sim obter alguma intuicdo para o estudo de processos de producao de quark-antiquark,
assim como ete™ — utu~ é o protétipo para a reacio ete” — §q.%?

Uma outra aplicacao da aproximagao de duplo féton equivalente de W.W. foi feita por
Barcelos Neto & Chanda [55] ao estudarem o efeito das massas de quarks pesados em interagoes
77, utilizando a generalizagao do método de W.W. apresentada em [54], [56] e [57].

Em [54] encontramos uma derivacdo do método de W.W. usando a técnica de teoria de
perturbacao ordenada no tempo no referencial de momento infinito desenvolvido por Bjorken et
al. [56] e Brodsky et al. [57]. As aplicagoes do método, em [54], sdo referentes a aniquilagao
ete™ e espalhamento ineldstico féton-nucleon e elétron-nucleon a altas energias, para as quais
os autores obtém estimativas de se¢oes de choque em ordens mais altas de QED.

A 1ltima aplicagdo que mencionaremos aparece no artigo de Altarelli & Parisi [59], no qual
eles aplicam a generalizacgao do método de W.W. [47], [50] e [54] na Cromodinamica Quéantica
(QCD). Esperamos poder, em um futuro préximo, continuar o estudo do método de W.W. dando
énfase a outras possiveis aplicacoes de suas generalizagoes a QCD.

5230bre a validade da aproximacio de féton equivalente para colisdes féton-féton veja [58].
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6 Comentarios finais

Podemos dizer que o método de W.W. teve sua origem no estudo da interacao de particulas
carregadas com a matéria, tendo por base a sugestdao de N. Bohr de que deveria haver uma
grande analogia entre a teoria do decréscimo de velocidade de particulas carregadas ao passarem
pela matéria e a teoria eletromagnética da dispersao, além da proposicao de Fermi de que a
perturbacao de um atomo em colisoes distantes pode ser obtida corretamente decompondo-
se esta em suas componentes de Fourier e supondo que cada componente se comporta como
radiacao de frequéncia igual a da componente de Fourier. Isto vai sugerir uma relacao entre os
efeitos produzidos por uma particula carregada, que incide sobre um alvo, e os efeitos de um
campo perturbativo de radiacao, que constitui a idéia basica do método de W.W. Esta relacao
se justifica pelo fato de que a Mecanica Quantica nao faz nenhuma distincao, a priori, entre o
efeito de um campo de uma particula carregada e aquele de um campo de radiagdo. Sendo e
e m a energia e a massa da particula incidente, E’, sua energia final e K = E — E’, a energia
do féton trocado na interacao, podemos dizer que a condicao de aplicabilidade do método é que
tenhamos, para o processo dado, £ > m e E > K.

Com o grande interesse que surgiu na década de 1950 sobre a fisica dos mésons, em particular
a interagdo do méson p, de natureza césmica, com a matéria, alguns fisicos tentaram estender
o limite de aplicabilidade da aproximagao semi-classica de W.W. para entender a interacao
méson-matéria. Esta aplicacao, em particular, motivou outros fisicos a buscarem uma derivacao
mais formal do método via Teoria de Campos, do que resultaram varias generalizacoes desta
aproximagao, que encontraram na QED um vasto campo de aplicacao. A grande motivagao
para se continuar aprimorando a aproximacao de W.W. é a consideravel dificuldade de natureza
matematica que aparece nos calculos de se¢oes de choque em processos de ordem superior em

QED.

Atualmente ja existem alguns trabalhos que aplicam as generalizagoes do método de W.W.
a QCD e acreditamos que esta aproximacao possa vir a ser igualmente util & compreensao de
processos fundamentais da QCD.
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7 Anexos

A. Como se transformam os campos eletromagnéticos

Partiremos das equaces de Maxwell para um meio qualquer®

L OB
VxE = ———
% i
V-B = 0
- - 10D 471 -
VxH = - —+4+ —
% c Ot cj
V-D = 4mp

Sabemos, da analise Vetorlal que V VxA= 0, para \ Vd. Assim, na segunda das equagoes
acima podemos associar a B um vetor A tal que B =V x A =0. Levando este valor na primeira

equacao obtemos
.  10A
E+-22| =
% ( + at) 0

Sabemos ainda que V x ﬁd) = 0, V¢, donde podemos escrever

. 104 -
E4+——=-V
c Ot ¢
Logo,
. . 104 L.,
EFE=-V¢— —— e B=VxA
c ot
Com este par de equagoes, ao definirmos um quadri-vetor A* = (gf),/f), para = 0,1,2,3,
com xg = ct, x1 = —x, T2 = —y € r3 = —z, podemos mostrar facilmente que, por exemplo, a

componente F; é dada por

0 0 0 0
Ejv:_7140_7141:7140_7141E 1A0— OAl
! ox cot ox1 0xg g g

e a componente By, por exemplo, é

By = QAS 2A2 =942 — 9% A3
oy 0z

Deste modo, podemos considerar os vetores campo elétrico e fluxo magnético como compo-
nentes de um tensor de segunda ordem, dado por

Y= QRAY - AP

Em termos deste tensor, as equacées de Maxwell se reduzem a duas equacoes:

53Veja, por exemplo, os livros do Jackson e do Panofsky.
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g = T
(46)
OYFH + OHFY* + 0" Fapu
onde definimos j* = (¢p, J).
Verificamos facilmente que F),,, = —F"# e, portanto, o tensor é antissimétrico, e suas com-

ponentes determinaremos a seguir. Como o tensor é antissimétrico, F** = 0. Usando a defini¢ao
de F* vem que

10 0
01 _ 40 41 _ gl 40 _ 1 b= _F — _
FOUl =941 —9tA catAz+8a:¢ E, Eq
e
0 0
F12=9'42_9?A'= —A,— —A,=-B,=-B
0 g dy oz Y s

De modo analogo, obtemos todas as outras componentes, que sao:

0 —E —E» —Ej
Ei 0 —-B;y B
E, Bg 0 —Bl
Es -B, By 0

FH =

Por outro lado, sabemos que um tensor é uma grandeza que se transforma como

F,u,l// — XM/XV/

Agora estamos aptos a saber como se transformam os campos eletromagnéticos. Pela equagao
acima, devemos saber como se transforma o quadri-vetor X#. Este se transforma segunda uma
transformagao de Lorentz e, por conveniéncia futura, consideraremos o movimento dos sistemas
inerciais paralelo ao eixo x1. As transformagoes de Lorentz para este caso sao:

Xp = X7 -pX]
Xp = X' - BX7]
X, = X,
X, = X

onde y = (1—6%)"12e B =0v/c.

Assim, cada componente se transforma como

FlO/ — Ei — XlIXO/ _ 7[X1 —ﬂXO]"}/[XO _6X1]
_ ’}/2[X1X0—ﬁXOXO—i-BZXOXl—IBXle
— PP - 8] = F — E

F? = Ey=XY"X"=~4X?[X° - BX']
= AXPX0 - XX = 4 [F* - BF
= 7[E2 — BBy
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Y = By = XYXY =4 X3X° - BX]
YXPX? = BXPXT] = [F — BFY]
= 7[E3 + 8B

P = —Bl=X"X%¥=4[x'-pX%X?
y[X2XY - gX2X1)
v[—Bs + BE,]

F13/ — _Bé — XIIX3/ — ’Y[Xl _ ﬂXO]Xg
AXIXP - AXOX
V[B2 + BE;)]

F32/ — _X3/X21

B
Grupando as equacoes de transformacio

Ei = FEj

Ey = y[E;— (B3]

E; v[E3 + 3Bo]

By By (47)
B v[B2 + BE3]

By = 4[Bs - BEq]

As transformadas inversas de (47) s@o obtidas trocando-se as quantidades com linha e sem
linha e fazendo 8 — —(, ou seja,

FE, = Ei

Ey = ~[E+ (B3]

E3 = ~[E; - (B

Bi (48)
V[B) — BE3)

By = 4[B;+ BEy)

5w
1l

Discutiremos a seguir como um observador “vé” o campo eletromagnético criado por uma
particula carregada que se move com velocidade constante em relagao a ele. Em outras palavras,
conhecidos os campos elétrico e magnético no referencial de repouso da particula, vamos obter os
valores correspondentes em outro referencial inercial R, que se desloca em relagao ao referencial
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de repouso R'.%* Consideremos uma carga ¢ que se move com velocidade ¥ constante e paralela
ao eixo-x1, como mostra a Figura 13.

T,

o A 4 Yo
P
v
b
[6) o N N N Ty
q v
7, z
Figura 13

No ponto P, os campos elétrico e magnético valem

B =0 ou B,=B,=B,=0

=~/ /
= qr _qut’ @ .,
E = (7’/)3 ou E1 = —7(7',)3, E27(7,/)3’ E3 =0
vistos do referencial de repouso da particula, no qual o ponto P tem coordenadas x1 = —vt’,

xzg =beah =0. A distancia ' = \/b? + (vt’)? deve ser expressa em termos das coordenadas de
R. Pela transformagao de Lorentz para o tempo, temos

t/:'y{t—fml] =t

pois a coordenada x1 do ponto P em R é nula.

Obtemos, assim,

e
_ qyvt . @ gb .o
(B2 + 2022)3/2 By = (b2 + 7202t2)3/2 By =0
e usando as transformagoes (47) encontramos o que desejamos:
_ qyvt
By = (b2 + 20212)3/2
b
By=yEy= = 5 (49)

(0% 1 1202 12)3/2
Bs = 4fBEy = pE,

sendo nulas as demais componentes.

Os campos dados pelas equagoes (49) possuem um comportamento interessante no limite
v — ¢ (8 — 1). De imediato vemos que existe uma indugao magnética na diregao z3, cujo valor
se reduz ao mesmo do campo elétrico transversal Fs, quando 8 — 1. A altas energias, v > 1,
vemos que o valor de pico para Ey é Ey = vq/b?, obtido em t = 0. O intervalo de tempo At

54Por conveniéncia, fizemos a origem do sistema, O’, coincidir com a prépria carga elétrica.
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para o qual os campos assumem valores aprecidveis em P deve ser tal que o denominador das
equacoes (49) mantenha a mesma ordem de grandeza. Isto implica que y?v?(At)? ~ b2, ou

At:i
v

Logo, se -y cresce, o valor de pico de F5 cresce, enquanto o intervalo de tempo de sua duracao
decresce. No limite v — oo terfamos um comportamento tipo fungao § de Dirac. Se calcularmos
a integral [ E(y)dy, com y = vt, veremos que o resultado independe da velocidade. A figura a
seguir mostra o comportamento dos campos (49) em funcao de y, na qual representamos, por
exemplo, seus comportamentos para 3 ~ 1.

E

1

z

Figura 14

Agora ¢ ficil de vermos que, para valores de 8 menores, as curvas serao mais suaves, porém
permanecendo constantes as areas sob as mesmas. Se § ~ 1, Bs = FEs e, portanto, para
um observador em P, os campos parecem transversais e mutuamente perpendiculares. Ocorre
entdo que este mesmo observador nao consegue fazer uma distingdo entre o campo criado por
uma particula carregada se movendo com velocidade proxima a da luz, e o campo de um
pulso de radiacao plana polarizada que se propaga na mesma dire¢ao da particula (Figura 15).

Y
Figura 15

E esta a equivaléncia a qual nos referimos na introducao e que sera explorada no método de
W.W. Como a componente longitudinal do campo elétrico, F1, possui uma integral temporal
nula (Figura 14) e passa de positivo a negativo muito rapidamente, na prética consideramos
apenas os campos transversais Fy e Bjs.
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B. Calculo de uma integral

A integral que aparece no texto é do tipo

o] eiam
= ara2pr®

com a = wb/(vyv). Esta integral pode ser escrita de acordo com a férmula e Euler como

o o0
cos ax sen ax
J:/ dx—l—i/ — = dx
oo (14 22)3/2 oo (14 22)3/2
onde a segunda integral é nula pois o integrando é uma funcao impar da varidvel e a integral é
entre limites simétricos. Para o primeiro termo (par), podemos escrever

*  cosax
J=2 ——d
/o (1+a2)p2 "

Sabemos que%

1 22\" 1 o
Kylaz)=— (=) T = 24 2 vl2
(az) NG <a> (2 —|—y) /0 (t° + 2%) cosat dt

onde K é uma funcao de Bessel modificada. Para v =2z =1,

Ki(a) = \/17? (3) r (Z’) /Ooo(t2 +1)7%2 cosat dt

e como I'(3/2) = /7/2,

1 [ cosat
0= ), @i

*  cosat J
— dt=aK = —
/0 (12 4 1)3/2 aki(a) = 5

() 2)
YU YU

C. O modelo da gota liquida

donde

ou, finalmente,

Este modelo,% proposto inicialmente por Bohr, faz um paralelismo entre o nticleo e uma gota
de liquido incompressivel. Apesar de sua simplicidade, este modelo permitiu que se chegasse a
resultados importantes, apesar de, do ponto de vista da pesquisa nuclear, ja ter sido abandonado.

Sao as seguintes as hipdteses basicas deste modelo:

55Veja, por exemplo, W. Magnus, F. Oberhettinger & R.P. Soni, Formulas and Theorems for teh Special
Functions of mathematical Physics, New York: Springer-Verlag (1966).
56Veja, por exemplo, Daniel Blanc, Physique Nucléaire, Masson et Cie., 1973.
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( 1) A densidade volumétrica da massa da matéria nuclear é a mesma qualquer que seja a
massa atomica. Seu valor é aproximadamente 1.45 x 10 g/cm3;

( 2) O nucleo é uma esfera de raio R, que de acordo com o item (1) é da forma:
R=ryA? (50)
com 7o constante;

( 3) a densidade volumétrica de cargas dentro do nicleo é constante, i.e., os prétons sao
distribuidos de maneira uniforme dentro do volume do ntcleo;
)

( 4) a forca nuclear é idéntica para cada nucleon e, em particular, ndo depende da sua natureza
(se préton ou néutron);

( 5) as forgas nucleares tem curto raio de agao (da ordem do fermi).

Aproveitamos para estabelecer a relagao entre o alcance das forcas nucleares e a massa
do méson w. Yukawa, em 1935, sugeriu que a interagdo nuclear fosse feita por intermédio da
troca de mésons. Usando o principio de incerteza, derivamos uma expressao para essa relagao.
Antes, porém, consideremos um sistema constituido de um hidrogénio (H) e um préton (p). As
transformagoes do tipo (H,p) = (p, H) sado possiveis e dizemos que transi¢oes deste tipo sao
virtuais, no sentido de que nao conseguimos detectar o elétron que é trocado entre H e p.

Voltando a Yukawa, ele prop6s um mecanismo semelhante a este para explicar as forgas
nucleares, sendo que neste caso nao eram elétrons que efetuavam a transicdo virtual e
sim particulas bem mais pesadas, que hoje conhecemos como pions ou mésons m. Assim,
analogamente ao processo H? — p + e, deverfamos ter pt — n' + 7. Considerando-se uma
incerteza méxima no momento do 7 da ordem de Ap = mc, temos, pelo principio de incerteza,
que Az = h/myc, que é o comprimento de onda Compton do pion (~ 1.34 F). Este valor é
aproximadamente igual ao valor ry que aparece na equagao (50). Assim, no sistema de unidades
natural (h = ¢ = 1) podemos escrever esta equagdo como

R = LA1/3

My
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