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Técnica da Análise de Decaimentos Usando o
Formalismo da Helicidade

• Introdução ao formalismo da helicidade

• Estado de helicidade para uma part́ıcula

• Estado de helicidade para duas part́ıculas

• Estado de helicidade para três part́ıculas

• Cálculo da amplitude do decaimento em três corpos

• Transformação dos ângulos medidos no decaimento para os ângulos usados nas am-
plitudes

• Ajuste com os dados experimentais.

1 Introdução ao formalismo da helicidade

A função de onda que descreve uma part́ıcula é tradicionalmente descrita numa base de
autoestados de

~J2, JZ , ~L2 e ~S2

onde

• ~J = ~L + ~S é o operador momento angular total da part́ıcula com autovalor j

• JZ é o operador da projeção deste momento angular em algum eixo arbitrário z com
autovalor mj

• ~L é o operador momento angular orbital com autovalor l, sendo Lz o operador da
projeção deste momento angular orbital no eixo z com autovalor ml e

• ~S é o operador de spin intŕınsico da part́ıcula com autovalor s.

Nesta base usamos a nomemclatura

|J, Jz, L, S >

para descrever o autoestado da part́ıcula.
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Entretanto, uma nova base conhecida por base da helicidade tem certas vantagens.
Nesta base escolhemos autoestados de

~J2, JZ , |~p| e
~p • ~S

|~p|

onde |~p| é o módulo do vetor momento linear da part́ıcula.

A grandeza ~p•~S
|~p| é denominada a helicidade da part́ıcula e designada por λ. A helicidade

nada mais é que a componente do spin na direção do momento linear da part́ıcula. Uma
part́ıcula com massa diferente de zero e spin s tem 2s + 1 estados de helicidades com λ
indo de +s até −s. Uma part́ıcula de massa zero tem somente dois estados de helicidade
λ = ±s

Usar autoestados da helicidade tem vantagens porque os estados de helicidade

• são invariantes em relação a rotações espaciais,

• são invariantes em relação a “boost” na direção do momento da part́ıcula, nos per-
mitindo trabalhar no sistema centro de massa da part́ıcula, e

• é conveniente para descrever part́ıculas com ou sem massa.

Para descrever o autoestado da part́ıcula usamos a nomemclatura

|j, m, p, λ >

e para descreve-la no sistema centro de massa dela, onde p = 0 e j=s, usamos simples-
mente:

|j, m >

e o estado de helicidade é congruente a este estado com m = λ , isto é,

|s, λ > .

Mas em muitos casos, uma part́ıcula não está num estado simples de spin descrito
por |j, m > e sim num estado de spin que pode ser descrito por combinações de estados
|j, m >. Nesta descrição, é conveniente usarmos matrizes de rotações e portanto agora
vamos estudar um pouco de rotações.

Fixaremos na part́ıcula um sistema de eixos definido através de 3 vetores ~x, ~y, ~z orto-
gonais entre si e usaremos os 3 ângulos de Euler α, β, γ para descrever a rotação. Antes
da rotação, o sistema de eixos fixo na part́ıcula deve coincidir com o sistema de eixos
fixos ~X, ~Y , ~Z de coordenadas. Assim, manteremos o sistema de coordenadas ~X, ~Y , ~Z fixo
no espaço e os ângulos de Euler α, β, γ definirão a rotação do sistema de eixos fixo na
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Figure 1: Rotação

part́ıcula em relação aos eixos fixos de coordenadas.

A rotação pode ser considerada como resultado das seguintes 3 rotações sucessivas:

R = RZ(α)RY (β)RZ(γ)

1. RZ(α) rotação de ângulo α em torno do eixo Z

2. RY (β) rotação de ângulo β em torno do eixo Y

3. RZ(γ) rotação de ângulo γ em torno do eixo Z.

Os domı́mios de α, β, γ são 0 ≤ α ≤ 2π, 0 ≤ β ≤ π e 0 ≤ γ ≤ 2π.
As rotações podem ser representadas por matrizes chamadas matrizes de rotação. Por
exemplo, para uma rotação de um ângulo φ em torno do eixo X associamos a matriz
RX(φ)

RX(φ) =

 1 0 0
0 cosφ −senφ
0 senφ cosφ


Se a rotação é infinitesimal, poderemos escrever para o caso da rotação em torno do eixo X,

RX(dφ) =

 1 0 0
0 1 −dφ
0 dφ 1

 = 1 − iJXdφ

onde 1 é a matriz identidade e JX é o gerador JX .
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JX =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0


Uma rotação finita de um ângulo φ pode ser obtida compondo rotações infinitesimais.

RX(φ) = limn→∞Πn(1− iJX(
φ

n
)) = e−iJXφ

Analogamente, para uma rotação finita representada pelos ângulos de Euler α, β, γ,
teremos

R(α, β, γ) = e−iαJZe−iβJY e−iγJZ

Com a observação importante que a rotação de um sistema f́ısico não muda a grandeza do
momento angular total ( os operadores R de rotação comutam com o operador momento
angular J2), temos como consequência, que a rotação não pode mudar o autovalor j de
um estado |j, m >.

Então diante de uma rotação R(α, β, γ)

|j, m >→ R(α, β, γ)|j, m >= Σ+j

m′=−j
Dj

m′ ,m
(α, β, γ)|j, m′

>

Assim o estado |j, m > é agora descrito por uma combinação de estados |j, m′
> e os

coeficientes nesta combinação linear são funções de α, β, γ.
Eles formam os elementos da Matriz de Rotação ou matriz-D. Assim a matriz-D de-
screve, por uma rotação, como o estado |j, m > está distribuido nos j multipletos. A
amplitude Dj

m′ ,m
(α, β, γ) que é uma função trigonométrica, descreve quanto da ampli-

tude do sistema f́ısico está no estado |j, m′
>.

A quantidade Dj

m′ ,m
(α, β, γ) é conhecida como elemento da matriz-D ou função D.

Esta função D tem uma dependência muito simples em α e γ mas uma dependência
muito complicada em β.
Se fizermos o produto escalar com < jm

′| em ambos os lados da equação anterior teremos:

Dj

m
′
,m

(α, β, γ)=e−iαm
′
< jm

′|e−iβJy |jm > e−iγm

Definimos matriz reduzida d de rotação

dj

m′m
(β) =< jm

′|e−iβJy |jm >

tal que

Dj

m′ ,m
(α, β, γ) = e−iαm

′

dj

m′m
(β)e−iγm = e−iαm

′−iγmdj

m′m
(β)

Existem expressões que permitem calcular a matriz dj

m′m
(β) para qualquer j, m e m

′

mas é muito trabalhoso e o melhor mesmo é se usar as tabelas dos elementos da matriz-D.
Existem várias propriedades das matrizes-d que são boas termos sempre em mente:

dj

m′m
(−β) = dj

mm′ (β) dj

mm′ (β) = (−1)m
′−mdj

m′m
(β)
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2 Estado de helicidade para uma part́ıcula

No formalismo da helicidade, o spin da part́ıcula é quantizado ao longo da direção do
trimomento ~p da part́ıcula e como já foi dito, a componente do spin ao longo deste eixo
é a helicidade λ da part́ıcula.

Para se construir um estado de helicidade para uma part́ıcula de massa diferente de
zero e spin s, vamos ao sistema centro de massa da part́ıcula. Tomamos o eixo +z como o
eixo de quantização e fazemos um ’boots’ L(pz) (translação de Lorentz neste eixo +z) para
a part́ıcula adquirir um momento pz neste eixo que continua sendo o eixo de quantização
do spin. Em seguida, para a part́ıcula adquirir um trimomento em qualquer outra direção
definida pelos ângulos θ, φ, fazemos uma rotação nestes ângulos tal que no final, a direção
de ~p é arbitrária mas com |~p| = pz. O momento ~p tem coordenadas esféricas θ, φ e módulo
p

O estado de helicidade é denotado por

|~p, λ >

E o estado |~pλ > é chamado de estado de helicidade de uma part́ıcula de momento ~p
e helicidade λ

Este estado |~pλ > é um auto estado do operador momento tridimensional P tal que
P |~pλ >= p|~pλ >

Para o operador de rotação R(α, β, γ) usaremos segundo Jacob e Wick [5] a rotação
R(φ, θ,−φ). Esta substituição tem vantagens, pois os ângulos α e γ estão relacionados
com questões de fases e quando θ = 0 a fase introduzida pela rotação torna-se zero para
qualquer φ.

|~pλ >= R(φ, θ,−φ)|pzλ >= R(φ, θ,−φ)L(pz)|0λ > ,

onde L(pz) é o bootz na direção z acima referido.

Qual a relação entre o estado |~pλ >= |θ, φ, p, λ > e os autoestados | ~J2, JZ , |~p|, ~p•~S
|~p| >=

|j, m, p, λ > ?

Convém lembrar que |θ, φ, p, λ > não são autoestados de ~J2 e JZ , mas podem ser

escritos como uma combinação linear de |j, m, p, λ > que são autoestados de ~J2 e JZ . A
demostração desta dependência é muito tediosa e complicada. Melhor consultar J. Werle,
[6] e A. D. Martin e T. D. Spearman [7].

|θ, φ, p, λ >= Σj,m

√
2j + 1

4π
Dj

mλ(φ, θ,−φ)|j, m, p, λ >

onde D é a matriz de rotação. Vamos usar esta base para descrevermos estados f́ısicos
das part́ıculas porque ela proporciona grandes vantagens.
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3 Estado de helicidade para duas part́ıculas

Sejam duas part́ıculas B e C , emitidas de um decaimento de uma part́ıcula A, ou seja:

A → B + C

Enquanto A pode ser descrito por |A >= | ~pA, λA > , como podeŕıamos descrever o
estado das duas part́ıculas B e C ?
No sistema centro de massa das 2 part́ıculas B e C, ou seja, no sistema centro de massa
da part́ıcula A, o momento total ~Ptotal das part́ıculas B e C é zero e os momentos de cada
uma delas serão ~p e -~p onde ~p tem módulo p e coordenadas esféricas θ e φ.

Assim, no sistema centro de massa das 2 part́ıculas o estado de B e C pode ser descrito
por
|~p, λB > | − ~p, λC >= |~Ptotal = 0, ~p, λB, λC >= |θ, φ, p, λB, λC > .

Mas p é uma constante da reação A → B + C, que depende somente das massas das
part́ıculas envolvidas MA, MB, MC .

p2 =
[M2

A − (MB + MC)2][M2
A − (MB −MC)2]

4M2
A

,

Portanto, o estado de helicidade das duas part́ıculas depende somente de θ, φ, λB and
λC e podemos escrever para o estado das duas part́ıculas

|θB, φB, λB, λC > .

Qual a relação entre o estado |θB, φB, λB, λC > e os autoestados |J, m, λB, λC > onde
J é o momento angular total do sistema e m é sua projeção ?

A demonstração é trabalhosa (vide A. D. Martn e T. D. Spearman, [7]

|θB, φB, λB, λC >= ΣJ,m

√
2J + 1

4π
DJ

m,λB−λC
(φB, θB,−φB)|J, m, λB, λC >

onde D (matriz de rotação) descreve como o estado |θB, φB, λB, λC > está distribuido no
multiplete J depois da rotação.

A taxa de decaimento A → B + C será proporcional a

|Tif |2 ∝ | < BC|T |A > |2.

E portanto,

Tif ∝
∑
J,m

√
2J + 1

4π
D∗J

m,λ1
(φB, θB,−φB) < J, m, λB, λC |T |jAmA >,
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onde λ1 = λB − λC .

Como o momento angular deve ser conservado, J = jA e m = mA.

Tif ∝
√

2J + 1

4π
D∗jA

mA,λ1
(φB, θB,−φB) < jA, mA, λB, λC |T |jA, mA >,

onde |λ1| ≤ |mA| e a matriz de rotação D∗ é dada por:

D∗jA

mA,λ1
(φB, θB,−φB) = eimAφBdjA

mA,λ1
(θB)e−iλ1φB .

Depois da substituição, obtemos para Tif :

Tif ∝
√

2jA + 1

4π
ei(mA−λ1)φBdjA

mA,λ1
(θB) < λB, λC |T |mA > .

A taxa diferencial de decaimento para todas as combinações das projeções de spin da
part́ıcula A para as diferentes helicidades das part́ıculas B and C será dada por:

dΓ ∝ |Tif |2 ∝
∑
mA

∑
λB ,λC

|αλB ,λC
ei(mA−λ1)φBdjA

mA,λ1
(θB)|2.

onde
αλB ,λC

∝< λB, λC |T |mA > .

3.1 Exemplo 1

Vamos considerar o decaimento Λ+
c → K

∗0
+ p, onde a tabela seguinte dá os spins e

paridades das part́ıculas envolvidadas.

particle Λ+
c K

∗0
p

jp 1
2

+
1− 1

2

+

A B C

As amplitudes para as 8 diferentes combinações das helicidades são
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Λ+
c p K

∗0

mA λC λB λ1 Amplitude
1
2

1
2

1 1
2

α 1
2
1e

i( 1
2
− 1

2
)φ

K
∗0d

1
2
1
2

1
2

(θ
K

∗0) = α 1
2
1d

1
2
1
2

1
2

(θ
K

∗0)

1
2

1
2

0 −1
2

α 1
2
0e

i( 1
2
+ 1

2
)φ

K
∗0d

1
2
1
2
− 1

2

(θ
K

∗0) = α 1
2
0e

iφ
K

∗0d
1
2
1
2
− 1

2

(θ
K

∗0)
1
2

1
2

-1 −3
2

proibido
1
2

−1
2

1 3
2

proibido
1
2

−1
2

0 1
2

α− 1
2
0e

i( 1
2
− 1

2
)φ

K
∗0d

1
2
1
2

1
2

(θ
K

∗0) = α− 1
2
0d

1
2
1
2

1
2

(θ
K

∗0)

1
2

−1
2

-1 −1
2

α− 1
2
−1e

i( 1
2
+ 1

2
)φ

K
∗0d

1
2
1
2
− 1

2

(θ
K

∗0) = α− 1
2
−1e

iφ
K

∗0d
1
2
1
2
− 1

2

(θ
K

∗0)

−1
2

1
2

1 1
2

α 1
2
1e

i(− 1
2
− 1

2
)φ

K
∗0d

1
2

− 1
2

1
2

(θ
K

∗0) = α 1
2
1e
−iφ

K
∗0d

1
2

− 1
2

1
2

(θ
K

∗0)

−1
2

1
2

0 −1
2

α 1
2
0e

i(− 1
2
+ 1

2
)φ

K
∗0d

1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
K

∗0) = α 1
2
0d

1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
K

∗0)

−1
2

1
2

-1 −3
2

proibido
−1

2
−1

2
1 3

2
proibido

−1
2

−1
2

0 1
2

α− 1
2
0e

i(− 1
2
− 1

2
)φ

K
∗0d

1
2

− 1
2

1
2

(θ
K

∗0) = α− 1
2
0d

1
2

− 1
2

1
2

(θ
K

∗0)

−1
2

−1
2

-1 −1
2

α− 1
2
−1e

i(− 1
2
+ 1

2
)φ

K
∗0d

1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
K

∗0) = α− 1
2
−1d

1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
K

∗0)

Os estados de spin λ1 iguais a ±3
2

são proibidos de acontecer num decaimento de uma

part́ıcula A de spin 1
2
.

3.2 Exemplo 2

Vamos considerar o decaimento Λ+
c → Λ0(1407) + π+, onde a tabela seguinte dá os spins

e paridades das part́ıculas envolvidas.

particle Λ+
c Λ0(1407) π+

jp 1
2

+ 1
2

−
0−

A B C



CBPF-MO-001/08 9

Λ+
c π Λ0(1407)

mA λC λB λ1 Amplitude
1
2

0 1
2

1
2

α 1
2
0d

1
2
1
2

1
2

(θΛ)

1
2

0 −1
2

−1
2

α− 1
2
0e

i( 1
2
+ 1

2
)φΛd

1
2
1
2
− 1

2

(θΛ)

−1
2

0 1
2

1
2

α 1
2
0e

i(− 1
2
− 1

2
)φΛd

1
2

− 1
2

1
2

(θΛ)

−1
2

0 −1
2

−1
2

α− 1
2
0d

1
2

− 1
2
− 1

2

(θΛ)

4 Estado de helicidade para três part́ıcula

Vamos estudar o decaimento de uma part́ıcula em três outras, sendo que duas delas são
resultantes de uma ressonância

A → B(→ DE) + C.

Neste caso,a taxa de decaimento será proporcional a:

|Tif |2 ∝ | < DE|T2|B >< BC|T1|A > |2.

O termo < BC|T1|A > é calculado no sistema centro de massa da part́ıcula A, como
foi feito na seção anterior e o termo < DE|T2|B > é calculado no sistema centro de massa
da part́ıcula B com o eixo z na direção de movimento da part́ıcula B relativo ao sistema
centro de massa da part́ıcula A ( usaremos um apótrofo para indicar ângulos medidos
neste sistema, isto é, sistema centro de massa da part́ıcula B com o eixo z na direção de
movimento da part́ıcula B relativo ao sistema centro de massa da part́ıcula A)

< DE|T2|B >∝
√

2jB + 1

4π
ei(λB−λ2)φ

′
DdjB

λBλ2
(θ

′

D) < λDλE|T2|B >,

onde λB = mjB
and λ2 = λD − λE.

Combinando as expreções para T2 e T1 e depois de simplificações obtemos para o de-
caimento em três corpos:

dΓ ∼
∑
mA

∑
λCλDλE

|
∑
λB

αλBλC
αλDλE

ei(mA−λ1)φBei(λB−λ2)φ
′
DdjA

mAλ1
(θB)djB

λBλ2
(θ

′

D)|2.

Esta equação pode ser escrita em uma maneira simplificada por:

dΓ ∼
∑

mA

∑
λCλDλE

|
∑

λB
ζB,mA,λB ,λC ,λD,λB

|2,
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onde

ζB,mA,λB ,λC ,λD,λB
=

αλBλC
αλDλE

ei(mA−λ1)φBei(λB−λ2)φ
′
DdjA

mAλ1
(θB)djB

λBλ2
(θ

′
D).

Para levar em conta a massa da ressonância, uma amplitude descrita por uma função
Breit-Wigner relativ́ıstica BW deve multiplicar cada termo das amplitudes de spin e
portanto a equação anterior deve ser escrita por:

dΓ ∼
∑
mA

∑
λCλDλE

|
∑
λB

BWB(mB)ζB,mA,λB ,λC ,λD,λB
|2

onde BWB no decaimento A → B(→ DE)C é dado por

BWB ∼
mBΓB

sDE −m2
B + i

√
sDEΓB

onde mB and ΓB são a massa e largura da ressonância B e sDE é a massa ao quadrado
do sistema das 2 part́ıculas D and E.

4.1 Exemplo 1

Usaremos a continuação do exemplo 1 da seção anterior fazendo K
∗0

decair em K
∗0 →

K−π+.

Λ+
c K

∗0
K− π+ p

1
2

+
1− 0− 0− 1

2

+

A B D E C

Como as part́ıculas K− e π+ têm spins zero, não haverá necessidade de se fazer o so-
matório para os diferentes valores de λD e λE

Assumimos αλDλE
= α00 e este termo pode ser absorvido em αλBλC

de modo que
teremos somente as seguintes 4 quantidades complexas C1, C2, C3 e C4 para descrever
as amplitudes e portanto teremos 8 parâmetros (2 para cada quantidade complexa) para
serem determinadas.

C1 = α 1
2
1 C2 = α 1

2
0 C3 = α− 1

2
0 C4 = α− 1

2
−1
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Substituindo os valores da matriz reduzida dj
m′m para diferentes valores de j, m′, m,

obtemos:

Λ+
c → (K

∗0 → K−π+)p
1/2+ → (1− → 0−0−)1/2+

mΛ+
c

λp Amplitude

1/2 1/2 −C1
1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′
Keiφ

′
K − C2sin

θ
K

∗0

2
cosθ

′
Keiφ

K
∗0

1/2 -1/2 C3cos
θ
K

∗0

2
cosθ

′
K − C4

1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′
Kei(φ

K
∗0−φ

′
K)

-1/2 1/2 −C1
1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′
Ke−i(φ

K
∗0−φ

′
K) + C2cos

θ
K

∗0

2
cosθ

′
K

-1/2 -1/2 C3sin
θ
K

∗0

2
cosθ

′
Ke−iφ

K
∗0 + C4

1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′
Ke−iφ

′
K

Lembramos que os ângulos θ
K

∗0 e φ
K

∗0 são os ângulos da part́ıcula K
∗0

no sistema

centro de massa de Λ+
c e os ângulos θ

′
K e φ

′
K são os ângulos da part́ıcula K no sistema

centro de massa de K
∗0

com o eixo z na direção de movimento da part́ıcula K
∗0

relativo
ao sistema centro de massa da part́ıcula Λ+

c .

A amplitude para este decaimento Λ+
c → K

∗0
(K−π) + p será:

dΓ ∼ (BW
K

∗0)2(

| − C1
1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Keiφ
′
K − C2sin

θ
K

∗0

2
cosθ

′

Keiφ
K

∗0 |2 +

|C3cos
θ

K
∗0

2
cosθ

′

K − C4
1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Kei(φ
K

∗0−φ
′
K)|2 +

| − C1
1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Ke−i(φ
K

∗0−φ
′
K) + C2cos

θ
K

∗0

2
cosθ

′

K |2 +

|+ C3sin
θ

K
∗0

2
cosθ

′

Ke−iφ
K

∗0 + C4
1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Ke−iφ
′
K |2)

4.2 Exemplo 2

Usaremos a continuação do exemplo 2 da seção anterior fazendo Λ0(1407) decair em
Λ0(1407) → Σ+π−.
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Λ+
c Λ0(1407) Σ+ π− π+

1
2

+ 1
2

− 1
2

+
0− 0−

A B D E C

Λ+
c Λ0 Σ

mA λB = λ1 λD = λ2

1
2

1
2

1
2

α 1
2
α′1

2

d
1
2
1
2

1
2

(θB)d
1
2
1
2

1
2

(θ
′
D)

1
2

1
2

−1
2

α 1
2
α′− 1

2

eiφ
′
Dd

1
2
1
2

1
2

(θB)d
1
2
1
2
− 1

2

(θ
′
D)

1
2

−1
2

1
2

α− 1
2
α′1

2

eiφBe−iφ
′
Dd

1
2
1
2
− 1

2

(θB)d
1
2

− 1
2

1
2

(θ
′
D)

1
2

−1
2

−1
2

α− 1
2
α′− 1

2

eiφBd
1
2
1
2
− 1

2

(θB)d
1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
′
D)

−1
2

1
2

1
2

α 1
2
α′1

2

e−iφBd
1
2

− 1
2

1
2

(θB)d
1
2
1
2

1
2

(θ
′
D)

−1
2

1
2

−1
2

α 1
2
α′− 1

2

e−iφBeiφ
′
Dd

1
2

− 1
2

1
2

(θB)d
1
2
1
2
− 1

2

(θ
′
D)

−1
2

−1
2

1
2

α− 1
2
α′1

2

e−iφ
′
Dd

1
2

− 1
2
− 1

2

(θB)d
1
2

− 1
2

1
2

(θ
′
D)

−1
2

−1
2

−1
2

α− 1
2
α′− 1

2

d
1
2

− 1
2
− 1

2

(θB)d
1
2

− 1
2
− 1

2

(θ
′
D)

No decaimento forte da ressonância Λ0(1407), (B → DE ) há conservação da paridade
e a relação entre os coeficientes são expressos por: [2]

α−λD−λE
= (−1)SD+SE−SBηBηDηEαλDλE

,

onde ηB, ηD e ηE são as paridades intŕınsicas e SB , SD e SE os spins das part́ıculas B,
D e E, respectivamente.

No caso do decaimento Λ0(1407) → Σ+π−, temos:

α−λD−λE
= (−1)

1
2
+0− 1

2 (−)(+)(−)α−λD−λE
= αλDλE

,

Tal que
α′− 1

2
= α′1

2
,

Em consequência disto, teremos somente duas quantidades complexas, A1 e A2 para
descrever as amplitudes, isto é somente 4 parâmetros a serem determinados.

A1 = α′′1
2

= α 1
2
α′± 1

2
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and
A2 = α′′− 1

2
= α− 1

2
α′± 1

2

Substituindo os valores da matriz reduzida dj
m′m para diferentes valores de j, m′, m, obte-

mos:

Λ+
C → (Λ0 → Σ+π−)π+

1/2+ → (1/2− → 1/2+0−)0−

mΛ+
C

λΣ+ Amplitude

1/2 1/2 A1cos
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
− A2sin

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
ei(φΛ−φ

′
Σ)

1/2 -1/2 −A1cos
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
eiφ

′
Σ − A2sin

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
eiφΛ

-1/2 1/2 A1sin
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
e−iφΛ + A2cos

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−iφ

′
Σ

-1/2 -1/2 −A1sin
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−i(φΛ−φ

′
Σ) + A2cos

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2

A amplitude para este decaimento Λ+
C → (Λ0 → Σ+π−)π+ será:

dΓ ∼ (BWΛ0)
2(

|A1cos
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
− A2sin

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
ei(φΛ−φ

′
Σ)|2 +

| − A1cos
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
eiφ

′
Σ − A2sin

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
eiφΛ |2 +

|A1sin
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
e−iφΛ + A2cos

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−iφ

′
Σ |2 +

| − A1sin
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−i(φΛ−φ

′
Σ) + A2cos

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
|2)

5 Cálculo da amplitude do decaimento em três corpos

Quando se estuda o decaimento de uma part́ıcula em três outras part́ıculas, deve-se levar
em conta todas as posśıveis formações de ressonâncias com as part́ıculas resultantes do
decaimento.

5.1 Exemplo 1

Para o decaimento Λ+
c → pK−π+ vamos considerar os seguintes modos de decaimento:

Λ+
c → (K

∗0
(892) → K−π+)p,
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Λ+
c → (Λ0(1520) → pK−)π+,

Λ+
c → (∆++(1232) → pπ+)K−.

O primeiro modo de decaimento

Λ+
c → (K

∗0
(892) → K−π+)p

foi estudado no exemplo 1 da seção anterior e vimos que existem 4 quantidades complexas
C1, C2, C3 e C4 que determinam as amplitudes.
Vamos agora, estudar o segundo caso

Λ+
c → (Λ0(1520) → pK−)π+

Λ+
c Λ0(1520) p K− π+

1
2

+ 3
2

− 1
2

+
0− 0−

A B D E C

O estudo da conservação da paridade no decaimento por interação forte Λ0(1520) →
pK− resulta, como já foi visto no caso do decaimento Λ0(1407) → Σ+π−, que somente
duas quantidades complexas B1 e B2 serão suficientes para descrever as amplitudes. Pela
conservação da paridade

α
′
1
2

= −α
′

− 1
2

Λ+
c → (Λ0 → p + K−)π−

1/2+ → (3/2− → 1/2+0−)0−

mΛ+
c

λp Amplitude

1/2 1/2 B1cos
θΛ

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
−B2sin

θΛ

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
ei(φΛ−φ

′
p)

1/2 -1/2 B1cos
θΛ

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
eiφ

′
p + B2sin

θΛ

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
eiφΛ

-1/2 1/2 B1sin
θΛ

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
e−iφΛ + B2cos

θΛ

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
e−iφ

′
p

-1/2 -1/2 B1sin
θΛ

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
e−i(φΛ−φ

′
p) −B2cos

θΛ

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2

O outro decaimento Λ+
c → (∆++(1232) → pπ+)K− é análogo à este último com a

diferença que a paridade da part́ıcula B agora é positiva e portanto, α
′
1
2

= α
′

− 1
2

e chamare-

mos de D1 e D2 as duas quantidades complexas que serão suficientes para descrever as



CBPF-MO-001/08 15

amplitudes.

Λ+
c ∆++(1232) p π+ K−

1
2

+ 3
2

+ 1
2

+
0− 0−

A B D E C

Λ+
c → (∆++ → p + π+)K−

1/2+ → (3/2+ → 1/2+0−)0−

mΛ+
c

λp Amplitude

1/2 1/2 D1cos
θ∆

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
−D2sin

θ∆

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
ei(φ∆−φ

′
p)

1/2 -1/2 −D1cos
θ∆

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
eiφ

′
p −D2sin

θ∆

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
eiφ∆

-1/2 1/2 D1sin
θ∆

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2
e−iφ∆ + D2cos

θ∆

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
∆

2
e−iφ

′
p

-1/2 -1/2 −D1sin
θ∆

2
(

3cosθ
′
p+1

2
)sin

θ
′
p

2
e−i(φ∆−φ

′
p) + D2cos

θΛ

2
(

3cosθ
′
p−1

2
)cos

θ
′
p

2

Reunindo, estes resultados das três modalidades de decaimento da reação Λ+
c →

pK−π+ podemos escrever para a sua amplitude:

dΓ ∼

|BW
K

∗0(−C1
1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Keiφ
′
K − C2sin

θ
K

∗0

2
cosθ

′

Keiφ
K

∗0 ) +

BWΛ(B1cos
θΛ

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
−B2sin

θΛ

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
ei(φΛ−φ

′
p)) +

BW∆(D1cos
θ∆

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
−D2sin

θ∆

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
ei(φ∆−φ

′
p))|2+
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|BW
K

∗0(C3cos
θ

K
∗0

2
cosθ

′

K − C4
1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Kei(φ
K

∗0−φ
′
K ) +

BWΛ(B1cos
θΛ

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
eiφ

′
p + B2sin

θΛ

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
eiφΛ) +

BW∆(−D1cos
θ∆

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
eiφ

′
p −D2sin

θ∆

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
eiφ∆)|2 +

|BW
K

∗0(−C1
1√
2
sin

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Ke−i(φ
K

∗0−φ
′
K) + C2cos

θ
K

∗0

2
cosθ

′

K) +

BWΛ(B1sin
θΛ

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
e−iφΛ + B2cos

θΛ

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
e−iφ

′
p) +

BW∆(D1sin
θ∆

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
e−iφ∆ + D2cos

θ∆

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
∆

2
e−iφ

′
p)|2 +

|BW
K

∗0(+C3sin
θ

K
∗0

2
cosθ

′

Ke−iφ
K

∗0 + C4
1√
2
cos

θ
K

∗0

2
sinθ

′

Ke−iφ
′
K ) +

BWΛ(B1sin
θΛ

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
e−i(φΛ−φ

′
p) −B2cos

θΛ

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
) +

BW∆(−D1sin
θ∆

2
(
3cosθ

′
p + 1

2
)sin

θ
′
p

2
e−i(φ∆−φ

′
p) + D2cos

θΛ

2
(
3cosθ

′
p − 1

2
)cos

θ
′
p

2
)|2

5.2 Exemplo 2

Para o decaimento Λ+
c decay Λ+

c → Σ+π−π+ vamos considerar os seguintes modos de
decaimento:

Λ+
c → (ρ(770) → π−π+)Σ+,

Λ+
c → (Λ0(1405) → Σ+π−)π+,

Λ+
c → (Λ0(1520) → Σ+π−)π+.

E para as amplitudes parciais obtemos:

Λ+
c → (ρ → π−π+)Σ

1/2+ → (1− → 0−0−)1/2+

mΛ+
c

λΣ Amplitude

1/2 1/2 −C1
1√
2
cos θρ

2
sinθ

′
πeiφ

′
π − C2sin

θρ

2
cosθ

′
πeiφρ

1/2 -1/2 C3cos
θρ

2
cosθ

′
π − C4

1√
2
sin θρ

2
sinθ

′
πei(φρ−φ

′
π)

-1/2 1/2 −C1
1√
2
sin θρ

2
sinθ

′
πe−i(φρ−φ

′
π) + C2cos

θρ

2
cosθ

′
π

-1/2 -1/2 +C3sin
θρ

2
cosθ

′
πe−iφρ + C4

1√
2
cos θρ

2
sinθ

′
πe−iφ

′
π
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ΛC → (Λ0 → Σ+π−)π+

1/2+ → (1/2− → 1/2+0−)0−

mΛ+
c

λΣ Amplitude

1/2 1/2 A1cos
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
− A2sin

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
ei(φΛ−φ

′
Σ)

1/2 -1/2 −A1cos
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
eiφ

′
Σ − A2sin

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
eiφΛ

-1/2 1/2 A1sin
θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2
e−iφΛ + A2cos

θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−iφ

′
Σ

-1/2 -1/2 −A1sin
θΛ

2
sin

θ
′
Σ

2
e−i(φΛ−φ

′
Σ) + A2cos

θΛ

2
cos

θ
′
Σ

2

Λ+
c → (Λ0 → Σ+π−)π+

1/2+ → (3/2− → 1/2+0−)0−

mΛ+
c

λΣ Amplitude

1/2 1/2 B1cos
θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ−1

2
)cos

θ
′
Σ

2
−B2sin

θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ+1

2
)sin

θ
′
Σ

2
ei(φΛ−φ

′
Σ)

1/2 -1/2 B1cos
θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ+1

2
)sin

θ
′
Σ

2
eiφ

′
Σ + B2sin

θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ−1

2
)cos

θ
′
Σ

2
eiφΛ

-1/2 1/2 B1sin
θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ−1

2
)cos

θ
′
Σ

2
e−iφΛ + B2cos

θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ+1

2
)sin

θ
′
Σ

2
e−iφ

′
Σ

-1/2 -1/2 B1sin
θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ+1

2
)sin

θ
′
Σ

2
e−i(φΛ−φ

′
Σ) −B2cos

θΛ

2
(

3cosθ
′
Σ−1

2
)cos

θ
′
Σ

2

Agora temos que compor todas as amplitudes destes três canais como foi feito no
exemplo anterior.

6 Transformação dos ângulos medidos no decaimento para os
ângulos usados nas amplitudes

Em geral, temos os dados do decaimento da part́ıcula A expressos relativamente ao sistema
de laboratório através dos quadri-vetores energia-momentum das part́ıculas envolvidas.
Seja o decaimento

A → B(→ D + E) + C

Convêm lembrar que se a part́ıcula A tem spin, a polarização será orientada perpen-
dicularmente a um plano, conhecido como plano de produção, formado pela direção do
movimento do feixe e da part́ıcula A e que no sistema centro de massa de A o decaimento
acontece num plano, conhecido como o plano do decaimento.
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                                 Z eixo da polarização 
 
 
 
 
 
 
                                                          Y direção do feixe 
                                                                         
 
 
 
 
 
 
                           X direção da partícula A 
 
 
                                      Plano de Produção 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
              
 
                            C 
 
                                    A 
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                                         DB            EB     
                                                
 
 
 
                   Plano de Decaimento 

Figure 2: Planos de Produção e Decaimento

Conhecidos os quadri-momentos P = (E, ~P ) das part́ıculas C, D e E é fácil obter os
quadri-momentos das part́ıculas A e B

PA = PC + PD + PE

PB = PD + PE

Queremos saber como calcular os ângulos θA
B e φA

B que aparecem nas amplitudes e que
são os ângulos que a part́ıcula B faz com a direção da part́ıcula A no sistema centro de
massa de A.
Estes ângulos serão relativos ao sistema centro de massa da part́ıcula A que decai e por-
tanto teremos que fazer uma transformação de Lorentz do sistema de laboratório ( onde
os quadrimomentos das part́ıculas são em geral medidos) para o sistema centro de massa
de A.
Na biblioteca do Cern ( GENLIB) [3] existe uma subroutina LORTR4 que faz esta trans-

formação. Como input damos o quadri-momento PA = (EA, ~PA) de A relativo ao qual

será feita a transformação e o quadrimomento PB = (EB, ~PB) de B que foram medidos.

Como output recebemos o quadri-momento P
A

B de B no sistema centro de massa de A.

Com os vetores momentos ~PA e ~PA
B obtem-se facilmente os ângulos θA

B e φA
B

cosθA
B =

~P A
B •~PA

|~P A
B |.|~PA

φA
B = arctan

P A
BY

P A
BX

Para se calcular os ângulos θ
′B
D e φ

′B
D da partcula D que aparecem nas amplitudes

procedemos da mesma maneira transformando o quadrivetor energia momento de D para
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o sistema centro de massa de B

Faremos uma transformação de Lorentz do sistema centro de massa de A para o sistema
centro de massa de B. Com a subroutina LORTR4 fazemos esta transformação. Como

input damos o quadri-momento P
A

B = (EA
B , ~PA

B ) de B no sistema centro de massa de

A relativo ao qual será feita a transformação e o quadrimomento P
A

D = (EA
D, ~PA

D ) de D
relativos ao sistema centro de massa de A. Como output recebemos o quadri-momento

P
B

D de D no sistema centro de massa de B.

Com os vetores momentos ~PA
B e ~PB

D obtem-se da mesma maneira que anteriormente os
ângulos θB

D e φB
D.

7 Ajuste com os dados experimentais

O conjunto dos dados experimentais da massa da part́ıcula A, depois de se fazer os
cortes necessários, quando distribuidos um gráfico de frequência, resulta num sinal de
forma gaussiana sobreposto à um fundo de background. Com estes dados, procuramos
fazer um ajuste com uma função que represente esta frequência usando o método do
Maximum Likelihood [8].

Vamos começar por um exemplo simples.
Suponhamos que temos um conjunto de dados experimentais de valores de massa mi que
queremos ajustar à uma função que representa uma ressonância Breit-Wigner adicionada
a um background.
Com o ajuste tentaremos encontrar a melhor estimativa da massa M0 e largura Γ da
ressonância.

Escolhemos a forma da função a ser ajustada como:

f(m) = BW (m) + BG(m)

onde tomaremos BW(m) como

BW (m) =
Γ/2

(m−M0)2 + (Γ/2)2

e para o background uma função

BG(m) = a(1 + b(m−M) + c(m−M)2)

Os parâmetros a serem determinados são os da BW, M0 e Γ, a massa e a largura da
ressonância e os parâmetros da BG, a , b e c que descrevem a quantidade do background,
sua inclinação e curvatura.
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Usaremos os dados experimentais num intervalo entre M1 e M2 cujo valor médio é M .

O método do maximum likelihood é o mais poderoso dos métodos para se encontrar
valores de parâmetros desconhecidos.

Para cada evento i calculamos

yi =
f(mi)∫ M2

M1
f(m)dm

yi é a densidade de probabilidade de se observar este evento i e é uma função dos
parâmetros, M0, Γ, a, b e c

Definimos likelihood L′
como o produto dos yi para todos os eventos dentro do inter-

valo M1 e M2.

L′
=

∏
eventos

yi

ou usando logaŕıtmos,

L =
∑

eventos

log(yi)

Para encontrar os melhores valores dos parâmetros, vamos varia-los de modo a maxi-
mizar L.
O programa MINUIT [3] da livraria do Cern faz esta variação dos parâmetros para se
obter a maximização.

O nosso caso é mais complicado pois não se trata de uma simples Breit-Wigner mas o
prinćıpio é o mesmo.
Usando as amplitudes que deduzimos na seção 4 levando em consideração os spin das
part́ıculas, obteremos pelo método do maximum likelihood, os parâmetros ( quantidades
complexas) determinando assim as amplitudes dos decaimentos.

Convém lembrar que devemos levar em conta a aceitação do dispositivo experimental
usado para se obter os eventos (decaimentos).
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