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Resumo

Estas notas de aula pretendem cobrir uma pequena parte do tema discutido no curso
“Estruturas algébricas na busca da Teoria do Todo”. As Algebras de Clifford, necessérias
para introduzir as Equacoes de Dirac para espinores livres em qualquer espaco-tempo
de assinatura arbitraria, sao totalmente classificadas e explicitamente construidas com a
ajuda de simples e poderosos algoritmos aqui apresentados. A nogao de supersimetria é
introduzida e discutida no contexto das algebras de Clifford.
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1 Introducao

As motivagoes basicas do curso “Estruturas algébricas na busca da Teoria do Todo”
foram familiarizar os estudantes de graduacao com algumas das estruturas algébricas
que sao usualmente pesquisadas por fisicos tedricos na tentativa de encontrar uma teoria
quantica consistente e unificada das quatro interacoes conhecidas.

Tanto por consideragoes estéticas como praticas, a classificacao de estruturas ma-
tematicas e algébricas é uma exigéncia preliminar e necessaria. Na verdade, uma esperanca
muito ambiciosa, mas concebivel para uma teoria unificada, é que nao haja parametros
livres (ou, menos ambiciosamente, apenas poucos) a serem fixados, externamente, a partir
de exigencias fenomenolégicas. De preferéncia, todos os parametros possiveis devem ser
preditos pelas exigéncias estritas de consisténcia impostas sobre tal teoria. Um exemplo
pode ser dado imediatamente. Concerne a dimensionalidade do espaco-tempo. Nos obser-
vamos quatro dimensoes (trés espaciais e uma temporal). Entretanto, no presente, somos
incapazes de construir uma teoria quantica de gravitagao consistente se nos restringirmos
a quatro dimensoes. Por outro lado, existem fortes evidéncias tedricas de que uma teoria
consistente deveria ser supersimétrica (uma bela simetria descoberta hé trinta anos que
permite tratar de forma unificada as particulas bosonicas e fermionicas) e considerar um
ntimero total de dez ou, mais provavelmente, onze dimensoes (tal teoria, ainda misteriosa,
¢ a chamada “teoria-M”). As dimensoes extras, invisiveis para nés, ndo podem ser ob-
servadas pelos aceleradores atuais. A explicagao mais natural é que elas sao “demasiado
pequenas”, isto é, compactadas em uma pequena variedade compacta (Kaluza e Klein
foram os primeiros a fazer essa sugestao ha aproximadamente oitenta anos atras, quando
mostraram que uma teoria gravitatéria em 5 dimensoes se reduz a uma teoria gravitatéria
usual acoplada a uma teoria de Maxwell se a dimensao extra for compactada num circulo
Sh.

A partir deste tinico exemplo fica claro que necessitamos investigar de maneira geral
espagos-tempo arbitrarios (sem por enquanto nos preocuparmos com a sua dimensiona-
lidade ou assinatura, isto é, com o nimero de dimensoes tipo tempo em relagao ao do
tipo espago) assim como as estruturas, como os campos espinoriais, que vivem em tais
espacos-tempo.

Nao sao apenas espago-tempos a serem deixados arbitrarios. As algebras e os grupos
de Lie estdo completamente classificados (sdo geralmente apresentados na base de seus
diagramas de Dynkin). Em geral, Grupos de Lie compactos sao investigados como grupos
de unificagdo que contém como subgrupo o grupo SU(3) x SU(2) x U(1) do modelo
padrao. Um destes grupos, Fg, é naturalmente associado a corda heterdtica, e é um forte
candidato para a fenomenologia da grande unificagao.

Uma primeira licao a ser tirada é que, sempre que possivel, é melhor formular nossas
teorias na estrutura matematica mais geral. Entao, restringirmos as classes de teorias
a serem consideradas, de acordo com as diversas exigéncias de consisténcia, tais como
a causalidade de Einstein, a unitariedade (isto implica a preservagdo das probabilidades
em uma teoria quantica), etc. As Simetrias tém um papel importante neste assunto.
Em muitos casos sua auséncia pode arruinar a consisténcia de uma teoria. As flutuagoes
quanticas podem destruir a simetria original, originando uma anomalia no nivel quantico,
que pode ser letal a consisténcia da teoria. E bastante notavel, que no modelo padrao das
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interacoes eletrofracas, as cargas das particulas sejam combinadas de tal maneira para
cada uma das trés familias de particulas que deixe o modelo livre de uma anomalia (a
anomalia quiral associada a simetria quiral U(1)), cuja presenca destruiria a consisténcia
da teoria. A famosa dimensao d = 10 para o espago-tempo, necessaria para uma teoria
consistente das supercordas, tem uma origem similar. Somente nesta dimensao particular
uma simetria da supercorda, a chamada simetria de Weyl, nao é anomala.

A partir do que foi dito acima fica claro que na busca de uma “Teoria do Todo”
deveriamos nos familiarizar com os métodos matematicos de classificagao das estruturas
algébricas. Eles sao cruciais para nossos propésitos.

Ja que seria impossivel dar um curso sobre cordas e Teoria-M em somente 5 aulas,
é necessario um programa menos ambicioso. Apds breves esplicacoes das motivacoes
principais, podemos nos concentrar na analise de algumas das estruturas necessarias as
teorias acima mencionadas. Os leitores interessados em saber mais sobre a teoria das
cordas podem consultar, por exemplo, os trés livros mencionados na bibliografia [1], [2],
[3].

A fim de ilustrar através de um exemplo bastante didético (e também visivelmente
atraente) a forca dos esquemas matematicos de classificagdo na fisica e na geometria, na
primeira aula deste curso a férmula de Euler foi introduzida para ser depois aplicada
para derivar a classificacao dos solidos platonicos e também de outros poliedros. Tendo
em vista que esse assunto ja foi abordado em outra “Notas de aula’e esta disponivel
[4] na Biblioteca do CBPF, nao vamos repeti-lo aqui. Similarmente, as notas de aula
sobre as algebras divisionais e as suas conexoes com as algebras de Clifford estao também
disponiveis na biblioteca do CBPF [5].

Nestas notas, seguindo o programa do curso, as estruturas matematicas investigadas
sao as algebras de Clifford e os campos espinoriais. A razao dessa escolha serd discutida
mais detalhadamente na secao seguinte. Aqui deve-se mencionar que uma caracteristica
interessante é que as algebras de Clifford foram classificadas pelos matematicos (ja hé
algum tempo) e que os fisicos podem confiar nestes resultados matematicos para com-
preender e classificar varias estruturas adicionais, como as supersimetrias generalizadas,
que se encontram na teoria-M (&lgebra-M). No presente texto, nao sé as classificagoes
matematicas das algebras de Clifford sao revisadas, como as algebras de Clifford sao
explicitamente construidas com a ajuda de simples, mas poderosos, algoritmos. Os re-
sultados aqui fornecidos sao ferramentas operacionais para aqueles que estao interessados
em trabalhar concretamente com cordas e teoria-M. Deve-se acentuar que alguns destes
resultados sao aqui apresentados pela primeira vez. Na secao que segue, a nogao de su-
persimetria é introduzida, com algumas consideragoes sobre suas principais propriedades,
assim como seu papel no atual entendimento do programa da unificacao. A exata conexao
entre supersimetria e as algebras de Clifford sera enfatizada.

2 As Algebras de Clifford e a Equacao de Dirac

E 1til lembrar como Dirac descobriu sua famosa equacao. A equacao de Klein -Gordon
de segunda ordem
0,0"® +m*® =0 (1)
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que pode ser considerada como o analogo relativistico da equacao livre de Schrodinger, fa-
lhou em fornecer uma probabilidade definida positiva, ao interpretar o campo ® como uma
amplitude quantica. Uma das motivagoes de Dirac foi construir uma equacao relativistica
de primeira-ordem (a equagao de Schrédinger é de primeira-ordem no tempo) que, num
certo sentido, pode ser considerada como a “raiz quadrada”da equacgao de Klein-Gordon.

A equacao de Dirac
"0,V —m¥ =0 (2)

¢é efetivamente a “raiz quadrada”da equacao de Klein-Gordon, se é possivel achar um
conjunto de matrizes I'*, cujos anticomutadores satisfazem a condigao

[ATY 4 TVTH = 2 (3)

onde n** denota a métrica plana (+ - - -) do espago-tempo de Minkowski. O campo ¥ é
um vetor coluna.

A equacdo (3) acima define a dlgebra de Clifford (para a assinatura genérica p,q,
enquanto no caso acima temos p = 1, ¢ = 3).

Em contraste com o caso de Klein-Gordon, a equagao de Dirac admite uma consistente
interpretacao probabilistica, sendo possivel considerar ¥ uma amplitude quantica. A
existéncia de uma torre de estados de energia positiva e negativa (uma conseqiiéncia do
fato de ser a equacdo de Dirac uma “raiz quadrada”) teve que ser resolvida por Dirac
interpretando um “buraco”num mar de elétrons de energia negativa como o pésitron (um
vacuo consistente da teoria sendo o preenchimento por elétrons de todos os estados de
energia negativa). A consisténcia deste procedimento implica que o campo W descreva
uma particula fermionica, isto é, uma particula que satisfaz o principio de exclusao de
Pauli.

As equagoes livres de Klein-Gordon e Dirac nao descrevem as interagoes. Por ou-
tro lado, equacoes nao-lineares impedem a interpretagao dos campos como amplitudes
quanticas (o principio de superposicao para amplitudes falha em teorias nao-lineares).
Para obter-se uma teoria quantica consistente envolvendo equacoes nao-lineares, uma
nova receita tem que ser dada. Isto é de fato possivel no chamado esquema de “segunda
quantizacao”. Nesta interpretacao, os campos que entram nas equacoes de Klein-Gordon
e Dirac nao sao mais considerados amplitudes quanticas. Eles sao considerados como
operadores atuando num espaco de Hilbert de estados quanticos. Nesta re-interpretacao
das equacoes basicas, a equagao de Klein-Gordon tem uma coerente interpretacao no
ambito mecanico-quantico. Impor a causalidade relativista, ou seja que a velocidade da
propagacao da informacgao nao ultrapassa a velocidade da luz, faz com que a equagao
de Klein-Gordon descreva particulas bosonicas, enquanto a equagao de Dirac continua
a ser aplicdvel somente para particulas fermidnicas (tudo isto é conseqiiéncia do famoso
teorema do spin-estatistico).

Vimos até agora que particulas fundamentais, tais como o elétron, que acoplado a um
campo eletromagnético da lugar a incrivelmente bem sucedida teoria da eletrodinamica
quantica, sao descritas pela equacao de Dirac, e portanto necessitam da introducao das
algebras de Clifford. Dirac conseguiu achar um conjunto de quatro matrizes que satisfazem
(3) (se ndo, nao teria conseguido produzir a equagao de Dirac!). Uma lista de perguntas
pode ser feita (para as quais, gracas aos esforgos dos matematicos, sabemos completamente
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a resposta): por exemplo, se uma representacao matricial das algebras de Clifford pode
sempre ser encontrada, qual o seu tamanho, se sao Uinicas considerando-se a equivaléncia.
Na secao seguinte as respostas a tais perguntas sao fornecidas.

Enfatizemos aqui, de acordo com o que foi discutido na introducao, que ter o controle
total das algebras de Clifford é de suprema importancia a fim de investigar sistemati-
camente em qualquer assinatura do espaco-tempo, as propriedades das correspondentes
equagoes de Dirac. Lembramos que algebras de Clifford sempre estao presentes quando
temos particulas espinoriais.

3 Algebras de Clifford: classificagao e construcao ex-
plicita.

Na secao prévia discutimos a motivacgao fisica que nos leva a introduzir e investigar
as algebras de Clifford em espaco-tempos de assinatura arbitraria. Esta secao é muito
diferente e um pouco mais técnica. Aqui apresentamos os resultados matematicos a res-
peito das dlgebras de Clifford. A caracteristica interessante é que estes resultados podem
ser apresentados de uma maneira autoconsistente. Uma boa referéncia para fisicos so-
bre as algebras de Clifford é encontrada em [6]. As férmulas abaixo entretanto sdo mais
explicitas do que aquelas fornecidas em [6] e podem ser usadas para trabalhar concreta-
mente e investigar teorias de campos em qualquer assinatura do espago-tempo.

Duas obsevacoes podem ser feitas. Primeiro: apesar do fato da teoria quantica ser
descrita por nimeros complexos, sem perda de generalidade (nimeros complexos podem
ser considerados como pontos no plano real) é preferivel trabalhar com as dlgebras de
Clifford apresentadas por matrizes reais. A estrutura das algebras de Clifford é muito
mais clara em tal contexto (isto é, em conexao com as dlgebras divisionais). Um segundo
comentario: o algoritmo fornecido abaixo permite individualizar um representante para
cada classe irredutivel das representacoes das matrizes Gamma de Clifford.

A construcao é dada a seguir. Mostraremos primeiro que uma construcao recursiva
de uma algebra de Clifford de um espago-tempo D + 2 dimensional ¢ disponivel, uma vez
conhecida uma representacao D-dimensional. De fato, é um exercicio simples verificar
que, se as y;’s denotam as matrizes Gamma d-dimensional de um espaco-tempo D = p+¢q
com assinatura (p,q) (fornecendo uma representagao para a algebra de Clifford C(p, q))
entdo as matrizes Gamma de 2d-dimensoes (denotadas como I';) de um espago-tempo
D + 2 sao produzidas de acordo com:

r. = 0 Yi 0 ]-d ]-d 0
7o Yi 0 ’ _]-d 0 ’ 0 _]-d

(p,q) — (p+1,q+1). (4)

r. = 0 Yi 0 ]-d ]-d 0
7o —Y 0 ’ ]-d 0 ’ 0 _]-d

(p,q) — (¢+2,p). (5)

ou
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Algumas observagoes podem ser feitas. As matrizes de Pauli dois-dimensionais a valores
reais T4, Ti, To, as quais satisfazem a dlgebra de Clifford C'(2,1), sdo obtidas usando o
algoritmo (4) ou (5) aplicado ao nimero 1, isto ¢é a realizagao uni-dimensional da dlgebra

de Clifford C(1,0). Temos de fato

(N0 (1) (A ) e

Todas as algebras de Clifford sao obtidas recursivamente aplicando os algoritmos (4) e
(5) a algebra de Clifford C(1,0) (= 1) e as algebras de Clifford da série C(0,3 + 4m) (m
inteiro ndo-negativo), que podem ser conhecidas previamente. Isto estd de acordo com o
esquema ilustrado na tabela da pagina seguinte.

Tabela com as dlgebras de Clifford maximal (ate d = 256).

1 * 2 * 4 * 8 * 16 * 32 * 64 * 128 * 256 *
(1,0) = (2,1) = (3,2) = (4,3) = (5,4) = (6,5) = (7,6) = (8,7) = (9,8) =
(1,4) — (2,5) — (3,6) — (4,7) — (5,8) — (6,9) —
e
(0,3)
N
(5,00 — (61 — (7,2) - (8,3) - (9,4) —  (10,5) —
(1,8) — (2,9) — (3,10) — (4,11) — (5,12) —
e
0,7
N

(9,0)

!

(10,1) — (11,2) — (12,3) — (13,4 —

(1,12)  —  (2,13) —

(13,00 —  (14,1) —

(1,16) —

(0,15)

17,0) —

A respeito desta tabela, algumas observagoes podem ser feitas. As colunas sao rotuladas
pelo tamanho da matriz d das algebras de Clifford maximais. As suas assinaturas sao
denotadas pelo par (p,q). Além disso, as algebras de Clifford sublinhadas na tabela sao
chamadas “algebras de Clifford primitivas maximais”. As outras algebras de Clifford
maximais que aparecem na tabela sao as “algebras de Clifford maximais descendentes”.
Elas sao obtidas das algebras de Clifford maximais primitivas por iteratividade usando os
dois algoritmos recursivos (4) e (5). Além disso, qualquer algebra de Clifford ndo maximal
é obtida de uma dlgebra maximal apagando um certo niimero de matrizes Gamma. Deve-
se observar que as algebras de Clifford em espagos-tempos de dimensao par sao sempre nao-
maximais. Discutiremos concretamente um exemplo dado, isto é, a construgao explicita
de uma algebra de Clifford em um espago-tempo D = p + ¢ dimensional para D = 11 (a
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dimensionalidade da teoria-M). Obtemos

(p,q) type d
(11,0) C (11,2) | 64
(10,1) M 32
(9.2) C (11,2) | 64
(83) M 64
(74) C (7,6) |64
65 M 32
(5,6) C (7,6) |64
4,7) M 64
(3,.8) < (3,10) | 64
(2,9) M 32
(1,10) C (3,10) | 64
(0,11) M 32

Onde as dlgebras de Clifford maximais sdo rotuladas por M (as outras &lgebras de
Clifford nao-maximais sao obtidas a partir das dlgebras maximais dadas na segunda coluna
depois de apagar um certo nimero de matrizes-I"). O tamanho da representagao matricial
¢ dado pelo nimero da direita (d).

Até aqui ainda nao explicamos como construir explicitamente as algebras de Clifford
maximais primitivas das séries C'(0,3+8n) (também conhecidas como série quaternionica
devido a sua conexao com as algebras divisionais), assim como também as da série oc-
tonionica C'(0,7 4 8n). A resposta pode ser fornecida com a ajuda das trés matrizes de
Pauli (6). Construimos primeiro as matrizes 4 x 4 que realizam a dlgebra de Clifford
C(0,3) e as matrizes 8 x 8 que realizam a dlgebra de Clifford C'(0,7). Elas sao dadas
respectivamente por

TA & Tq,
C0,3) = Ta®m, (7)
12 ® TA-

TA® T ® 1y,
TA® T2 ® 1,
12®TA®T1,
1, ® 74 ® 7o, (8)
71 @1y @74,
T2 @1y @74,
TARTARTA-

C(0,7)

As trés matrizes de C'(0, 3) serao denotadas por 7;, = 1,2,3. As sete matrizes de C(0,7)
serao denotadas como 7;, ¢t =1,2,...,7.

Para construir as séries restantes da algebra de Clifford, necessitamos primeiramente
aplicar o algoritmo (4) em C(0,7) e construir as matrizes 16 x 16 realizando C(1,8) (a
matriz com assinatura positiva é denotada com 79, 92 = 1, enquanto as oito matrizes com
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assinatura negativa sao denotadas como v;, j = 1,2...,8, com ’yj2 = —1). Estamos agora
em posi¢ao para construir explicitamente a totalidade das algebras de Clifford maximais
primitivas C(0,3 + 8n), C(0,7 + 8n) através das férmulas

14®7j®116® ®1167
14®79®/7®116® ®116
C(0,348n) = J ’ 9
( ) 14®79®79®’7j®116®... R BTH ()
14®")/9® ®"}/9®"}/],
e similarmente
18®7j®116® ®1167
18®")/9®")/®116® ®116
C0,74+8n) = J ’ 10
( ) 18®")/9®")/9®’}/j®116®... e . ® 146, ( )
18®/79® ®’79®’7j7

E preciso notar que o produto tensorial da representacao 16-dimensional é tomado n vezes.
O tamanho total da representagao matricial (9) é entao 4 x 16™, enquanto o tamanho de
(10) é 8 x 16™.

As férmulas dadas acima fornecem o conjunto completo de respostas as perguntas
feitas na secao prévia. Elas fornecem um método concreto e operativo para computar a
totalidade das algebras de Clifford.

Deve-se observar que todas as matrizes de Clifford sdo de dimensao par (poténcias de
2). Uma sub-classe importante de matrizes Gamma de Clifford é obtido pelas matrizes que
sao decomponiveis em blocos 2 X 2 e sao nao-nulas somente nos blocos anti-diagonais. Tais
matrizes podem ser chamadas matrizes do tipo-Weyl. Um exame das tabelas precedentes
mostra que as matrizes de tipo=Weyl se encontram em dimensoes de assinaturas especiais.
Todas as algebras de Clifford primitivas sao nao-Weyl. Entretanto, todas as algebras de
Clifford derivadas, com os dois algoritmos, sao do tipo-Weyl, uma vez que suprimimos a

. 1 . , . . .
matriz ( Od 01 ) para produzir uma &algebra de Clifford nao-maximal.
—14

Em um exemplo concreto, o espago Euclideano bidimensional (2, 0) néo é do tipo-Weyl,
enquanto o espago-tempo de Minkowski bidimensional (1,1) é de tipo-Weyl. O primeiro
é obtido da algebra de Clifford (2,1) suprimindo uma matriz Gamma do tipo-espago,
enquanto o segundo é obtido da mesma &lgebra de Clifford (2,1) suprimindo uma das
duas matrizes tipo-tempo. Sem perda de generalidade esta matriz Gamma pode sempre

ser escolhida da forma La 0 .
0 -1y

Até entao tudo bem, porém por que é assim tao importante a realizacao tipo Weyl
das éalgebras de Clifford? A razao é a seguinte. O comutador entre as matrizes Gamma,
Y = [I'y,T] é o gerador do grupo de Lorentz que corresponde a dada assinatura do
espaco-tempo. O produto de duas matrizes Gamma, ambas admitindo somente blocos
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nao-nulos na posicao antidiagonal, corresponde a uma matriz em blocos 2 X 2 com as
Unicas componentes nao-nulas na posi¢ao diagonal. Considerando=se que as matrizes
Gamma assim como também os geradores de Lorentz ¥, agem sob espinores, o fato de
que os geradores de Lorentz sao dados em blocos antidiagonais, significa que podemos
consistentemente (sob essas condigbes) anular a zero metade das componentes do vector
coluna do espinor (seja a metade superior ou inferior), para dar origem ao chamado
espinor de Weyl que admite metade dos graus de liberdade esperados do espinor de Dirac
original. Esta reducao das componentes do espinor de Dirac pode ser desenvolvida usando
o projetor Py (PyP; =0e Py* = P.), dado por

Py =-(1+T) (11)

= 0 1,
ondeF—(_ld 0 )

Em espacos-tempos de dimensdo fmpar a matriz I' é sempre dada pelo produto de
todas as outras matrizes Gamma I'. No espaco-tempo 4-dimensional standard tal produto
é usualmente denotado por I's. Um fato importante é que, sob transformacoes de paridade,
as coordenadas espaciais x, 2, 3 mudam de sinal (z; — —zp para ¢ = 1,2, 3), assim
como também todas as quantidades covariantes que dependem dos indices espaciais. Ja
dissemos que I'5 é obtida tomando o produto de quatro matrizes Gamma do espago-tempo
de Minkowski. Trés delas sao do tipo espago e portanto afetadas pela transformagao
de paridade. Como conseqiiéncia, sob transformagoes de paridade, I's muda de sinal
(I's — —I'5). Entao I's é uma matriz pseudoscalar (no que se refere ao espago-tempo
standard de Minkowski). Os espinores de Weyl, construidos usando a projegao que envolve
I'5, s@o nao invariantes sob paridade: eles sao espinores quirais ou antiquirais.

Para construir termos de Lagrangiano, que sao escalares de Lorentz e que sao produtos
bilineares de espinores, necessitamos introduzir a nocao de espinores barrados ¥, dado
por T . A onde T denota transposigao (lembrar que, de acordo com a nossa convencao,
os espinores sem perda de generalidade, sdo considerados reais) e A é uma matriz dada
pelo produto de todas as matrizes gamma temporais .

Os termos cinético e massivo sao da forma WF“@N\I/ e WV respectivamente. Para estar
presentes no Lagrangiano essas quantidades, é claro devem ser nao nulas. Entretanto, os
espinores sao descritos por campos de Grassmann (campos anticomutantes) considerando-
se o fato ja mencionado de que eles obedecem o principio de exclusao de Pauli. Para um
campo de Grassmann v, ¥? = 0.

Um breve exame mostra que quando trabalhamos com espinores de Weyl, nao pode-
mos ter certeza de que os termos bilineares acima sejam nao nulos. Um exercicio muito
instrutivo que deixo para o leitor consiste em computar quais espacos-tempos permitem
a existéncia de espinores massivos tipo Weyl.

4 Supersimetria

Repetimos aqui que na natureza existem dois tipos de particulas, as bosonicas e as
fermionicas. Um dos grandes sucessos da Teoria Quantica de Campos é a correta predicao
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da natureza de uma particula qualquer associando sua estatistica (bosonica ou fermiénica)
a sua propriedade espinorial.

Do ponto de vista de uma teoria de unificagao, é absolutamente natural a procura
de uma explicagao para ambos os tipos de particulas num unico contexto. Diferentes
possibilidades estao abertas. Podemos pensar no uso da propriedade que dois férmions se
comportam como um béson (uma conseqiiéncia da propriedade tensorial de espinores, tal
como % ® % = 0@ 1) para tentar interpretar os bésons como estados ligados dos férmions.
Esta possibilidade, que recebeu muita atengao, ja nao é mais considerada atraente.

Outra possibilidade muito mais atraente, consiste em procurar uma simetria que per-
mita acomodar os bdsons e os férmions dentro de um mesmo multipleto. Tal simetria é
conhecida como “supersimetria”.

Nos anos 60 acreditava-se que nao era possivel achar uma simetria com as particulas
de diferente spin no mesmo multipleto. O famoso “no-go theorem”de Coleman-Mandula
impedia tal acontecimento.

Entretanto, cada “no-go theorem”é aplicavel se todas as suas hipoteses sao satisfeitas,
flexibilizando algumas hipdteses, podemos contornar o teorema. Na verdade o teorema
de Coleman-Mandula nao contemplou a extensao das simetrias fornecidas por dlgebras
graduadas relacionadas com supergrupos (construidos com varidveis comutantes e antico-
mutantes, varidveis de Grassmann). Tal extensdao permite que particulas de spin inteiro
e semi-inteiro (chamados bdsons e férmions, que sao descritas por usuais campos comu-
tantes e campos anticomutantes) sejam acomodadas dentro de um tnico multipleto de
transformacoes supersimétricas.

Fisicos descobriram nos anos 70 a viabilidade tedrica da supersimetria (até aqui, ne-
nhuma evidéncia experimental da supersimetria foi observada). O esquema de Haag-
Lopuszanski-Sohnius forneceu a classificacao das dlgebras da supersimetria, substituindo
o teorema de Coleman-Mandula. A histéria é um pouco estranha devido ao fato de que
esta classificacao das algebras supersimétricas fornecida por Haag-Lopuszanski-Sohnius
nos anos 70 ainda nao estava completa.

Nao foi levada em conta, por exemplo, a existéncia de objetos estendidos que condu-
zem, em D = 11 dimensoes, a algebra-M.

De qualquer forma, nos anos 70 a supersimetria foi descoberta e revelou suas carac-
teristicas interessantes. A presenga de “milagrosos” (devidos & supersimetria e a contri-
buigao oposta das particulas bosonicas e fermionicas) cancelamentos das divergéncias nos
graficos de Feynman apontou para a possibilidade de encontrar uma teoria consistente da
gravidade quantica. Sem duvida, a supergravidade “comporta-se melhor”com relacao a
gravidade ordindria, mais ainda nao é a resposta final (a supergravidade, tanto quanto
a gravidade ordinaria, é uma teoria nao-renormalizavel e nem todas as divergéncias dos
graficos de Feynman se cancelam com a supersimetria).

De qualquer forma, a supersimetria é necessaria no contexto da teoria das cordas
e permite confinar num setor nao fisico os estados taquionicos presentes nas teorias de
cordas. A teoria ordindaria de cordas bosonicas implica a existéncia do taquion. Entretanto
sua presenca € problematica, devido a violagao do principio de causalidade de Einstein.

A teoria da supercorda fechada 10 dimensional oferece uma teoria que contém a gra-
vidade e ¢ finita em todas as ordens da sua expansao perturbativa, dada pela soma sobre
todos os diferentes tipos de superficies Riemanianas.
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Para tentar explicar o que é a supersimetria, ¢ melhor defini-la primeiro num con-
texto mais simples, como é o da mecanica quantica supersimétrica. Neste contexto, a
supersimetria é caracterizada pela existéncia do operador (), que ¢é algo assim como a raiz
quadrada do operador hamiltoniano H, a saber

Q*=H (12)

vamos colocar este operador na forma de matriz hermitiana dada por

o= 1) (13

Portanto a hamiltoniana H é dada por

o= (" P (14

Um ooperador de nimero do férmions F' pode ser definido de acordo com

F:((l) _01) (15)

As seguintes relagoes de (anti)-comutagao sao satisfeitas

[H,Q] = [H,F] =0 (16)

{Q F} =0 (17)

(a dltima equagao envolve o anticomutador, sendo ambos @) e F' operadores fermionicos).

Os “estados bosonicos” podem ser definidos como aqueles que admitem o valor préprio
+1 para o operador de ntimero fermionico F', enquanto os “estados fermionicos ”corres-
pondem ao valor préprio —1.

Para tal hamiltoniano supersimétrico H é fécil provar que qualquer valor proprio
positivo da energia admite um par de valores proprios degenerados, que estao numa cor-
respondéncia de um para um; um mora no setor bosonico, e o outro no setor fermionico.
Isto é uma clara consequiéncia da propriedade associativa

P(P'P) = (PPH)P (18)

Sem duvida, se ®,, é um valor préprio de PTP com valor préprio A, > 0, entdo ¥,, = P®,
é um valor préprio de PPT para o mesmo valor préprio ), (e vice-versa).

Esta correspondéncia um a um entre um estado “bosonico”e um “fermionico” é possivel
que seja quebrada para os autovalores 0 da energia (neste caso de fato P®,, = 0). Um
indice nao trivial I # 0 pode aparecer sempre que o numero de vetores proprios bosonicos
que descrevem uma estado de vacuo degenerado é diferente do niimero de vetores proprios
fermionicos

I = dim(KerP) — dim(KerP") (19)
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Os teoremas de indice que surgem de tal construcao sao muito importantes, tanto na
Matematica pura quanto na Fisica (onde eles estao associados as anomalias, ja discutidas
na introdugao).

Uma licao que temos aprendido deste exemplo simples de mecanica quantica unidi-
mensional, é que numa teoria supersimétrica estados bosonicos e fermionicos sao empare-
lhados (deixando de lado as possiveis anomalias). Além disso, um nimero igual de estados
bosonicos e fermionicos sao encontrados para um dado valor préprio A > 0 de energia.

Numa teoria relativista mais elevada, tal resultado encontra uma contraparte. Neste
caso nao é mais a energia, mas a massa da particula (uma quantidade invariante de
Lorentz) que entra na equac¢do. Numa teoria supersimétrica um igual numero de es-
tados bosonicos e fermionicos sao encontrados a cada nivel de massa. Dito de outra
maneira, particulas bosonicas e fermionicas estao acopladas. A cada particula ordinaria
estd associado seu parceiro supersimétrico, de estatistica oposta e igual massa (devido ao
teorema de connexao spin-estatistica os superparceiros diferem de um spin semi-inteiro).
Isto certamente levanta uma questao natural. Onde vamos encontrar os parceiros super-
simétricos das particulas conhecidas, uma vez que eles até agora nunca foram observados?
A explicagao usualmente aceita é que a supersimetria é uma simetria espontaneamente
quebrada, isto é, esta admite um conjunto de estados de vacuo degenerado que nao sao
mais invariantes por supersimetria. Sob esta condigao, os parceiros supersimétricos das
particulas ordindrias se tornam mais massivos que seus parceiros ordinérios (a diferenga
de massa sendo relacionada a escala de quebra da supersimetria). Uma supersimetria
espontaneamente quebrada pode dar conta do fato de que os parceiros supersimétricos da
matéria ordinaria ainda nao foram observados experimentalmente.

A dlgebra das supertranslacoes relativistas que atenda em dimensdes mais altas a
relagao (12) requer ser formulada na forma covariante relativista. A energia H nesse caso
¢ a componente temporal do momentum P,. O indice vetorial 1 deve ser saturado para
produzir uma quantidade escalar. Uma 6bvia maneira de saturar o indice consiste em
multiplicar P, com as matrizes Gamma da &lgebra de Clifford I'* (e fazendo a soma sobre
indices repetidos de acordo com a convengao de Einstein).

Com relagao aos geradores supersimétricos, eles sao quantidades espinoriais e carregam
os indices espinoriais. Entao a algebra relativista das
supertranslacoes num espago-tempo arbitrario pode ser postulada como se segue

{Qm Qb} = (P;Lru)ab (20)

Os indices espinoriais a, b tomam valores a,b = 1,...,d, onde d é o tamanho da &lgebra
de Clifford correspondente (facilmente computada com a ajuda dos resultados das segoes
anteriores). Deve-se observar que enquanto os indices vetoriais p, v crescem linearmente
quando aumentamos a dimensionalidade D do espaco-tempo, u,v = 1,..., D, os indices
espinoriais crescem com a poténcia de D, temos aproximadamente d ~ 2% (diferentes
fatores adicionais sao fixados em relagao a assinatura do espago-tempo de acordo com os

resultados das secdes anteriores, um fator 1 extra estd presente para spinores de Weyl,

2
etc.). Se lembrarmos que a supersimetria requer igual nimero de bésons e férmions, esta
claro que a supersimetrizagao de uma dada teoria nao é sempre possivel, a menos que
em algumas dimensoes especificas. Em geral, existe uma dimensionalidade maximal que

permite a construcao de uma teoria supersimétrica. A teoria de superYang-Mills maximal
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existe em D = 10 dimensoes, enquanto a supergravidade maximal estd permitida para
D = 11. Pode-se construir a supergravidade em espacos-tempos D < 11, mas nao é
possivel ter uma supergravidade em D > 11. Isto naturalmente é uma forte indicacao de
que algo especial acontece em D = 11, onde a Teoria-M (que admite a supergravidade
D = 11 no limite de baixa energia) é procurada.

Quando fazemos a redugao dimensional das dimensoes extras até, por exemplo, D =
4, obtemos uma supersimetria N-estendida (onde N conta o nimero de supersimetrias
presentes no modelo). A redugdo dimensional da teoria de superYang-Mills D = 10 leva
a uma teoria de superYang-Mills N = 4 maximamente estendida em D = 4 dimensoes,
enquanto a reducao dimensional da supergravidade D = 10 conduz a uma teoria de
supergravidade N = 8 maximamente estendida em D = 4.

Se, mais adiante, reduzirmos dimensionalmente trés coordenadas espaciais (por exem-
plo, congelando a dependéncia sobre elas), terminamos numa mecanica quantica super-
simétrica estendida que admite N = 16 (para superYang-Mills), N = 32 (para supergra-
vidade) respectivamente.

Sistemas mecéanicos quanticos com N-supersimetrias estendidas sao
generalizacoes de (12) (que corresponde a N = 1) e satisfazem a dlgebra

{Qi, Qs} = 0 H (21)

Onde H é o hamiltoniano, como antes, e 7,7 = 1,..., N. Em tais teorias temos N
geradores supersimétricos @);.

Tal algebra lembra bastante a algebra de Clifford Euclidiana. Realmente, de acordo
com os resultados de [7], existe uma correspondéncia um a um entre as algebras de Clifford
Euclidianas do tipo Weyl (lembramos, os blocos nao-nulos sao antidiagonais) e os sistemas
mecanicos quanticos supersimetricamente estendidos. A correspondéncia ¢é tal que

D=N (22)

d=n (23)

Onde, no lado esquerdo, D e d denotam a dimensionalidade do espaco Euclidiano e o ta-
manho das correspondentes matrizes de Clifford respectivamente, enquanto no lado direito
N e n denotam o niimero de supersimetrias estendidas e o niimero de estados (bosonicos e
fermionicos) num multipleto irredutivel de uma representacao da supersimetria estendida.

A correspondéncia é explicita se partindo de uma representacao tipo Weyl da dlgebra

de Clifford como segue
0 o
L= - (24)
g; 0
representamos os N geradores supersimétricos da mecanica quantica supersimétrica como

@i= ( @-OH 0 ) (25)

Pode-se verificar imediatamente que os geradores acima satisfazem a algebra super-
simétrica N-estendida.
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O inverso também ocorre. A partir dos geradores supersimétricos chegamos a uma
representacao tipo Weyl da algebra de Clifford correspondente.

Vamos terminar esta secao em relagao a supersimetria com um 1ltimo tépico, a in-
trodugao da M-élgebra em D = 11 dimensoes. No espaco-tempo Minkowskiano de D = 11
( com assinatura (10, 1)) e dos resultados das segdes prévias, os espinores tém 32 compo-
nentes.

Quando tomamos os anticomutadores de dois espinores reais, como em (20), o re-
sultado mais geral que podemos esperar consiste de uma matriz simétrica 32 x 32, que
admite 32 + @ = 528 componentes. Por outro lado, o lado direito de (20) é dado por
somente 11 componentes e de nenhuma maneira satura o namero 528. Onde seria possivel
acomodar os geradores extras que deveriam ser esperados no lado direito? Tomando o

. : : ) D
produto totalmente antisimetrizado das k matrizes Gamma (hd um total de ( 1 ) de

tais objetos) podemos construir a matriz d X d mais geral. A condi¢do de que a matriz
seja simétrica implica que o nimero total 528 é obtido fazendo a soma nos setores k = 1,
k=2e k=25, de forma que 528 = 11 + 55 + 462. A algebra supersimétrica em D = 11
mais geral pode entao ser apresentada como

{Qa, Q) = (Cpu)abpu + (CF[W})abZ[W] + (CF[MHM])abz[ul...us] (26)

(onde C' = A é a matriz de carga).

Z e Zlm-msl s30 cargas centrais tensoriais, de categoria 2 e 5 respectivamente. Cada
termo central no lado direito corresponde a objetos estendidos, a P-brana. A dlgebra (26)
é também chamada &lgebra-M, fornecendo uma generalizacao da dlgebra supersimétrica
ordindria (20).

5 Conclusao

Neste mini-curso introduzimos algumas estruturas matematicas necessarias para inves-
tigar o programa da unificacao das interagoes até agora conhecidas.

As estruturas aqui analisadas incluem as algebras de Clifford, os espinores e a supersi-
metria. No caso das algebras de Clifford, apresentamos uma andlise completa, fornecendo
um algoritmo que permite uma construgao explicita das algebras de Clifford para qualquer
assinatura do espago-tempo. A seguir mostramos como as propriedades das dlgebras de
Clifford refletem-se nas propriedades dos campos espinoriais que satisfazem a equagao de
Dirac generalizada ( em qualquer espago-tempo). A nogao de espinor de Weyl também
foi introduzida e algumas das suas propriedades béasicas foram analisadas.

Depois de ter introduzido os espinores, pudemos introduzir a nogao de supersimetria.
No inicio isto foi feito no contexto da mecanica quantica unidimensional, e depois no
caso relativista, para um espago-tempo arbitrario. A nocao de supersimetria estendida foi
introduzida e a conexao entre supersimetrias estendidas e as dlgebras de Clifford (no caso
Weyl) foi apontada. Como resultado final, apresentamos uma dlgebra D = 11 dimensional
de supersimetria generalizada, conhecida como algebra- M, admitindo a presenca de cargas
centrais tensoriais associadas a objetos estendidos.

Precisaria salientar que um importante tépico discutido durante este mini-curso, nao
foi tratado aqui. Concerne a conexao entre as algebras de Clifford e as supersimetrias
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estendidas com a algebra divisionaria dos numeros reais, complexos, quaternionicos e
ainda dos nimeros octonionicos. Este topico nao foi inserido neste texto, tendo ja sido
discutido pelo autor em uma monografia (Notas de aula) ([5]). A referéncia fundamental
referente a conexao entre dlgebras divisiondrias e supersimetrias estendidas é dada por

([81)
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