Tese de
Mestrado

Renormalizacao a dois lacos
do modelo Af,g04 sem massa

com condicoes de fronteira

Martin Jesus Aparicio Alcalde

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

Rio de Janeiro, Maio de 2006.



i

Resumo

Nesta tese estudamos o modelo A¢* associado a um campo escalar sem massa, definido
num espaco Euclidiano onde assumimos que existe quebra de invariancia translacional
no dominio onde o campo esta definido. Desta forma consideramos a presenca de dois
hiperplanos onde o campo escalar satisfaz condigoes de contorno de Dirichlet. A renorma-
lizagao perturbativa ao nivel de dois lagos foi implementada. Primeiramente analizamos
as fungoes de Schwinger de dois e quatro pontos ao nivel de um lago, e mostramos que
os contratermos usuais de volume sao suficientes para tornar a teoria finita. Em seguida,
analisamos o modelo ao nivel de dois lacos e mostramos que existe a necessidade de se

introduzir contratermos de superficie para tornar a teoria finita.
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Abstract

We study the %g&‘l massless scalar field theory in a four-dimensional Euclidean space,
where all but one of the coordinates are unbounded. We are considering Dirichlet bound-
ary conditions in two hyperplanes, breaking the translation invariance of the system. We
study the perturbative renormalization up to two-loop level of the theory. First, analyz-
ing the full two and four-point Schwinger functions at the one-loop level, we shown that
the bulk counterterms are sufficient to render the theory finite. Second, at the two-loop
level, we have to introduce surface counterterms only in the full two-point Schwinger
function. To render the four-point Schwinger functions finite, it is sufficient to introduce

bulk counterterms in the bare action.
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Capitulo 1

Introducao

Na mecanica estatistica iniciamos as investigagoes sempre com sistemas definidos num
volume finito, e o volume infinito é considerado posteriormente. Este procedimento é
chamado na literatura de limite termodinamico. Por outro lado, a teoria quantica de
campos deve ser descrita por um numero infinito de graus de liberdade. Uma linha de
pesquisa que tem sido bastante investigada recentemente, é o estudo de campos quan-
tizados definidos num volume finito, desde que tenhamos um mecanismo consistente de
confinar o campo. Por exemplo, podemos assumir a presenca de objetos macroscoépicos
onde os campos devem satisfazer determinadas condigoes de contorno. Se nao levarmos
em conta condicoes de contorno periédicas, que nao nos trazem nada de novo do ponto
de vista da renormalizacao, vemos que existe uma necessidade fundamental de se enten-
der a dinamica de campos quantizados na presenca de objetos macroscépicos, de forma
tal que a invariancia translacional da teoria tenha sido perdida. Desta forma a questao
que se coloca é a seguinte: como se implementa a renormalizacao perturbativa em mod-
elos que sao perturbativamente renormalizaveis, numa situacao onde existe invariancia
translacional, se agora assumimos que temos quebra de invariancia translacional. Lem-

bremos que uma teoria é perturbativamente renormalizavel se apenas um numero finito
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de parametros da teoria necessitam ser renormalizados [1].

Existem varios trabalhos na literatura discutindo a teoria quantica de campos na
presenca de fronteiras ou estruturas macroscépicas [2] [3]. Um modelo bastante estudado
onde existe quebra de invariancia translacional é o modelo de sacola do MIT (“MIT bag
model”) [4]. Neste modelo, os campos associados aos quarks e gluons estao confinados
ao interior de uma sacola. Sistemas onde existem efeitos de tamanho finito (“Finite size
effects”) e ndo hé quebra de invariancia translacional também j& foram bastante estudados
na literatura [5]. Nestes trabalhos aparece a idéia de geracao topoldgica de massa. Um
trabalho seminal sobre a renormalizacao perturbativa associada a um campo escalar na
presenga de fronteiras foi realizado por Symanzik [6] a bastante tempo atras.

Seguindo esta linha de pesquisa, Fosco e Svaiter [7], investigaram um modelo escalar
anisotropico num espaco FEuclidiano d-dimensional, onde uma das dimensoes foi compac-
tificada, com perda de invariancia translacional. Nesta situacao, para se implementar o
programa de renormalizacao, dentro da teoria de perturbagoes, estes autores encontraram
uma dificuldade que nao aparece quando trabalhamos num espago sem fronteiras. A
presenca de restrigoes geométricas tornam a avaliacao dos diagramas de Feynman muito
mais complicada do que aqueles calculados num espaco sem fronteiras. Para sistemas onde
temos a invariancia translacional, podemos passar de uma representacao de coordenadas
para uma representagao de momenta, onde fica mais simples a analise das divergéncias
ultravioletas da teoria. Como neste modelo estudado por Fosco e Svaiter perdeu-se a in-
variancia translacional numa das direcoes, deve-se trabalhar com as fun¢oes de Schwinger
de n-pontos numa representacao mista. Neste trabalho de Fosco e Svaiter o programa

de renormalizagao foi implementado ao nivel de um lago para a funcao de dois pontos
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associada a campos que satisfazem condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann respec-
tivamente. A estrutura das divergéncias foi cuidadosamente analisada e foi mostrado que
para estas duas condicoes de contorno temos apenas uma troca de sinal, na parte polar,
na vizinhanga das placas. O programa de renormalizacao implementado a nivel de um
lago para as funcoes de dois pontos e quatro pontos associadas a campos que satisfazem
condigbes de contorno de Dirichlet foi finalizado por Caicedo e Svaiter [8]. A introdugao
de temperatura nao apresenta nenhuma dificuldade. Recentemente Svaiter [9] investigou
modelos escalares da teoria quantica de campos a temperatura finita e também efeitos
de superficie. Sendo mais especifico, foi estudado um campo escalar num espaco Euclidi-
ano d-dimensional, onde uma das dimensoes foi compactificada, com perda de invariancia
translacional. Na verdade foram generalizados parte dos resultados anteriores, pois foi su-
posto uma teoria escalar Ad¢* em equilibrio com um reservatério térmico. Nesta situacao,
como ja discutimos, a presenca de restricoes geométricas torna a avaliacao dos diagramas
de Feynman muito mais trabalhosas do que aqueles calculados num espaco sem fronteiras,
com o agravante que temos também que somar sobre as frequéncias de Matsubara. O pro-
grama de renormalizacao pode ser implementado sem dificuldade ao nivel de um lago para
a funcao de dois pontos e de quatro pontos, e a estrutura das divergéncias também pode
ser analisada.

A pergunta que naturalmente se coloca, é se estes calculos podem ser generalizados
para dois lacos ou até ir além desta aproximacao. Nesta tese estudamos o modelo A¢? /4!
associado a um campo escalar sem massa onde existe quebra de invariancia translacional.
Desta forma consideramos a presenca de dois hiperplanos onde o campo escalar satisfaz

condicgoes de contorno de Dirichlet. A renormalizagao perturbativa ao nivel de dois lagos
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foi implementada. Primeiramente analisamos as func¢oes de Schwinger de dois e quatro
pontos ao nivel de um lago, e mostramos que os contratermos usuais de volume sao
suficientes para tornar a teoria finita. Em seguida, analisamos um modelo ao nivel de dois
lacos e mostramos que existe a necessidade de se introduzir contratermos de superficie
para tornar a teoria finita [10]. A questdo se estes célculos podem ser generalizados
apds uma resomacao onde resultados nao perturbativos seriam obtidos é ainda aberta na

literatura. Ao longo desta tese usamos unidades naturais ¢ = h = 1.



Capitulo 2

Condicoes de fronteira para os
campos e algumas propriedades do
propagador livre

2.1 As condicoes de fronteira para os campos

O objetivo desta tese é mostrar como se implementa a renormalizagao perturbativa as-
sociada a um campo escalar quantizado na presenca de estruturas macroscopicas onde o
campo satisfaz condigoes de contorno classicas. Por simplicidade vamos assumir que a
constante de acoplamento que define a auto-interacao é pequena, de forma que podemos
utilizar a expansao perturbativa desenvolvida por Dyson, Feynman e outros. Como o
algoritmo da teoria de perturbagoes esta baseado nas fungoes de Green da teoria livre
comegaremos estudando campos escalares livres.

Vamos considerar um campo escalar neutro com massa ¢(x) definido num espago

Euclidiano d-dimensional cuja acao Euclidiana livre é dada por
a, (1 2 1 5
So(0) = [ ' (500)* + Sm?6*(a) ) 2.1)

Apesar de a principio iniciarmos o nosso estudo numa dimensao arbitraria d e também

trabalharmos com o campo com massa m, posteriormente passaremos ao caso sem massa
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e os restringiremos ao caso quadridimensional, cujo interesse fisico é evidente. Queremos
ressaltar que as dificuldades adicionais que aparecerao devido a perda de invariancia
translacional nao dependem do campo ter massa ou ser um campo sem massa. Na verdade,
no caso quadridimensional, assumindo que o campo é sem massa os calculos simplificam
bastante. Utilizando o principio variacional obtemos a equagao classica de movimento
deste campo, dada por

(—A +m?)p(z) =0, (2.2)

onde (—A) é o Laplaciano d-dimensional. Neste momento vamos assumir que o campo
interage com duas hiperplacas (d — 1) dimensionais separadas por uma distancia L, satis-

fazendo as condigoes de Dirichlet nestas, ou seja,

(b(f: Z)‘zzo = Qb(f; Z)lzzL =0. (2.3)

Nesta tese usaremos a seguinte notacao: chamaremos as condi¢oes de contorno nas duas
hiperplacas Dirichlet-Dirichlet por (D-D). Como ainda mantemos a invariancia transla-
cional em (d — 1) dimensoes, vamos definir o vetor 7 paralelo as placas e chamaremos
de z a coordenada perpendicular as placas. Usando o método de separacao de variavéis
para resolver a equagao de Klein-Gordon Eq.(2.2) satisfazendo as condigoes de fronteira

definidas pela Eq.(2.3), obtemos que a solugao geral é dada por

- 1 - WP
07 2) = ——ar [ A0S 6n(F) P unl2), (2.4)
D :
onde u,(z) = \/% sin("7%) ¢ um conjunto completo de autofuncdes que satisfazem as
seguintes equagoes de autovalores (—dLZlQun(z) = k,%un(z)), kn = %%, n = 1,2.. e as

condigbes de fronteira u,(0) = u,(L) = 0. Na equagao acima a fungao ¢, (p) depende dos

momentos p e dos valores discretos n. Gostariamos de salientar que a expansao do campo
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¢ uma mistura de integrais de Fourier e série de Fourier, devido a quebra da simetria de

traslagao na direcao z. Neste caso a fungao de Green da teoria livre deve satisfazer
(—A + m2)G[()2)(F1 — 7?2, 21, ZQ) = 5(F1 — FQ)(S(Zl — ZQ). (25)

Ainda utilizando uma representagao de Fourier, temos que as fungoes de Green da teoria

sao dadas por

— / 1 - ip.T Y
G(()2)(r,z,z) = W /dd 1pZep' un(2)us (2) Gon(P) , (2.6)

onde Gy, (p) é dado por

Gon(p) = (P* + k2 +m?)~L. (2.7)
2.2 As funcoes de Green da teoria livre

Nesta secao apresentamos duas representacoes distintas das funcoes de Green da teoria

livre que serao muito tteis para implementarmos um procedimento de regularizacao.

Substituindo u,(z) = /% sin(

nnz

272) e também a Eq.(2.7) na Eq.(2.6) obtemos que a

funcao de Green de dois pontos pode ser escrita como

1

2 nwz nwz di-1 P (M ="2)
CO(F = Ry 2y 29) = =S s L) si 2 / b (28
o (T — 72,21, 22) I nz:lsm( I ) sm( L ) (2m)d-1 (172 + (B)2 + m2) (28)

Para obtermos uma expressao que pode ser manipulada com mais facilidade vamos assumir

m = 0, d = 4, e finalmente efetuar a soma em n e também a integral nos momentos. E
L. ) P . .

facil mostrar que G§| )(7’1 — 7Ty, 21, 22) (ver apéndice A) pode ser escrita como

)~ - 15 1 :
G (P — T, 21, 22) = Wk:z—:oo (k’_ @)2'{' <%>2 : (k_%f—’_ (%)2 |

(2.9)

— —

| 12”', 219 = A52 e 2 = 2tz Esta expressao acima também foi obtida

onde ry9 =

a bastante tempo atrds por Lukosz, que utilizou o método das imagens [11]. Uma outra
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forma de expressar a funcao de dois pontos G(()Q) (1 — 73, 21, 22) que também serd utilizada

durante a tese é

G((]Q)(Fl - 7?2721,22) =

sinh(7712) sin("F) sin(52)

167 L1, sinhQ(%) + sinQ(MQH)} {sinhQ(ﬂgm) + Sin%%lg)

(2.10)

2.3 Propriedades do propagador livre

Como ja discutimos anteriormente, o objetivo desta tese é mostrarmos como se imple-
menta a renormalizacdo perturbativa da teoria A¢?/4! na aproximacio de dois lagos se
assumimos a presenga de estruturas macroscépicas. Como o método da expansao pertur-
bativa para o acoplamento fraco basea-se no fato de que as fungoes de Green de n-pontos
devem ser expressas em termos do propagador livre, é importante portanto nesta secao
apresentamos algumas propriedades do propagador livre, as quais servirao para entendi-
mento do procedimento de regularizacao que serda implementado nos seguintes capitulos.
(1) O propagador livre é maior ou igual que zero no todo o dominio onde esta definido,
isso é, Gé2)(771 — T, 21, 29) > 0 para z1, 2 € [0, L] e 71, 7 € R3.

(73) O propagador livre é zero quando a extremidade de alguma da suas patas estd sobre

as placas, isso é,

GO, — 7,0, 20) = G (P — T, L, 25) = 0
ou

GO (7 — iy, 21,0) = G (7 — 7y 21, L) = 0.

Este resultado estd associado as condigdes de contorno (D-D) que impomos sobre o campo

escalar.



Capitulo 2. Condigées de fronteira para os campos e algumas propriedades do propagador livre 9

(77i) Da Eq.(2.9) podemos identificar os termos do propagador livre que sdo reponsaveis
pelas divergéncias ultravioletas nas fungoes de Green. Desta forma vamos expressar a

Eq.(2.9) na forma

GO — o1 2) = — S !
0 Ve Am2L? | () + 11y (22)? +7% (22— 2h)? +71h

1
+ Wh(rlz,21,22> R (211)

onde o 1dltimo termo do lado direito h(rq2, 21, 22) é dado por

o 1 & 1
h(ri2, 21, 22) = - )
T e b e (k)

k0 k0,1

(2.12)

O primero termo do lado direito da Eq.(2.11) é singular quando 7 = 75 e 23 = 2zo. Esta
singularidade é responsével pelas divergéncias de volume (“bulk”) nas fungées de Green.
O segundo termo é singular apenas quando z; = 2o = 0 e 77 = 5. O terceiro termo é
singular quando z; = 2o = L e quando 7} = 75. Estes dois termos, o segundo e terceiro
termo, sao aqueles que criam as divergéncias ultravioletas de superficie nas funcoes de
Green. Finalmente o tltimo termo, que na verdade é uma fungao zeta generalizada é uma
quantidade finita, pois esta sendo definida no dominio de analiticidade da zeta.

(1v) Quando os dois pontos do propagador livre estao muito afastados, isto é, @ > 1,
da Eq.(2.10) obtemos que o propagador livre tem o comportamento do tipo

—TTr12
2) /- S 1 e
GO(F — 7y 21, 29) =
o (71 2, 21, 29
( ’ ’ ) 27TL2 T12

sin(%zl) sin(%zz) , (2.13)

o qual mostra um decaimento exponencial em funcao da distancia dos pontos.
(v) A integral das varidveis {7, z} numa vizinhanca R em torno do ponto {7’ z'} do
propagador livre Gg2)(f'— 7', 2,2') é finita, isto é [ d®r dz GE)Q) (F—7" 2,2") < co. Para se

certificar disto, veja por exemplo a Fig.(2.1). Um resultado importante que obtemos desta
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Figura 2.1:

propriedade é que as patas externas dos diagramas de Feynman nao criam divergéncias
ultravioletas adicionais. Por exemplo vamos supor que temos a seguinte integral corres-

pondente a um diagrama de Feynman
/ Prdz GOF— 7,2, 2) F(7', ') (2.14)
R

onde G(()2) (=7, z,2") é alguma pata externa e F'(7”, z’) corresponde ao resto do diagrama.
Usando o teorema I do apéndice B podemos verificar que a integral Eq.(2.14) é finita. Note
que para lancarmos mao deste teorema temos que usar o fato de que em geral as fungoes

F(7',2") sao finitas na regiao R.



Capitulo 3

Regularizacao das funcoes de Green
de dois e quatro pontos a um laco

3.1 As funcoes de dois pontos a um laco

Neste capitulo identificaremos as divergéncias ultravioletas que aparecem nas fungoes de
Green de dois e quatro pontos a um laco. Trabalharemos sempre no espaco de coordenadas
onde usaremos o propagador livre definido pela Eq.(2.11). Algums teoremas apresentados
no apéndice B também serao utilizados.

Desta forma vamos iniciar analisando a fungao que corresponde ao diagrama de Feynman

de dois pontos a um lago G§2) (71 — 75, 21, 22), que pode ser escrita na seguinte forma
A
GO = 20, 22) = =5 [ drdz GE(R = 7, 21,2) GP(0,2,2) G (7 = 2, 2). (3.1)

Esta expressao acima corresponde ao diagrama da Fig.(3.1). Este diagrama é conhecido na
literatura como girino (“Tadpole”). Todas as divergéncias desta expressao Eq.(3.1) estao

contidas no termo GE)2)(O, z, z). Utilizando a Eq.(2.11) podemos expressar Gé2)(07 z,2) da

11
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(71, 1) (72, 22) (73, 23)

Figura 3.1: A funcao de dois pontos a um lago

seguinte forma:

1 1 1 > 1 > 1
G(2) 0 — A _ _ - -
0 (0.2.2) = 1573 (2:/1)?  (2—2:/L2 " k;w (2k)2 k;w (2k —22/L)2|
k#0 k#0,1
(3.2)
onde a quantidade A é definida por
L2
A = lim RN
(21,71) —(22,7) (21 — 20)2 + |7} — T
= Algrolo o A” . (3.3)

~ . , . d/2 ,
Na expressao acima S; é um caso particular de Sy = %, e A é um corte (“cut-off”)

ultravioleta. Apés efetuarmos os somatorios existentes na Eq.(3.2) obtemos

S 1 1 1
a9 0 = 1 L A2 - : 34
0 (0.2,2) = fim o5 TN 8IF T 1607 sl (r /L) o4

Substituindo a Eq.(3.4) na Eq.(3.1) finalmente obtemos

5
GO~ oz m) = Jim DDA [ dirds GP(F — 7z, 2) GE = 7, 2)
42 / Brdz GO (7 — 7,21, 2) G2 7y — 7, 20, 2)
48L2 R ) ) ) )
1 / drd G((JZ)(Fl—F,ZhZ) G(()2)(772—77,22,Z)
raz .
1612 Jr sin®(rz/L)

(3.5)

O primero termo do lado direito da Eq.(3.5) contém uma divergéncia de volume. Esta

divergéncia também aparece na teoria com auto-interagao sem a presenca das placas.
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Nao é dificil mostrar que o segundo e o terceiro termo da Eq.(3.5) s@o finitos. Para isso

devemos analisar as integrais da Eq.(3.5) por setores, i.e,

R;
Figura 3.2: Regioes de integragao R;.
/ Brdz GO = 7,21, 2) GOy — 7, 2, 2) = / w4+ . (36
R Rt JRy JRy JR: JRs

As integrais do lado direito da Eq.(3.6) estao definidas em diferentes regides, as quais
sdo mostradas na Fig.(3.2). Nesta figura os pontos (7, z1) e (7%, 22) sao os centros das
regides Ry e Ry respectivamente. Usando a propriedade (v), ja discutida anteriormente,
temos que as integrais sobre os dominios R; e Ry sao finitas. Note que os propagadores
livres G[()2)(F1 —T,21,2) € G (79 — 7', 29, 2) presentes na Eq.(3.6) nao tem divergéncias em
R5;. Além disso esta regiao é compacta, consequentemente a integral sobre esta regiao é
finita. As integrais definidas nas regioes R4 e R; sao também finitas, devido ao decaimento
exponencial do propagador para dois pontos sobre patas externas afastados propriedade

(iv). Portanto todas as integrais definidas na Eq.(3.6) sao finitas. Finalmente temos

1

que estudar a tltima integral do lado direito da Eq.(3.5). Observe que o termo ey

diverge quando z se aproxima nas fronteiras. Entretanto a integral é convergente, devido
2 — — 2 — — . A~ .
ao fato de que os termos G(() )(7"1 — 7 2,2) € G(() )(r2 — 7, 29, 2) cancelam a divergéncia

contida em Portanto a funcao de Green de dois pontos a um laco tem somente

1
sin?(nz/L)"

divergéncias de volume.
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3.2 As funcoes de quatro pontos a um laco

Vamos analisar agora a funcao de Green de quatro pontos a um lago. Seguindo o mesmo
procedimento anterior, analisaremos as integrais por setores. A funcao de Green a um

lago, Fig.(3.3), é dada por:

G§4)(7717217F2,Z277?3, 23, T4, 24) =
1 L L
§/dd*17’/dd*17’//0 dz/o dz' G((f)(f’l — 721, 2) G(()Q)(Fg — 7, 29,2)

2
[G(()Q)(F— ', 2, z')} Go (s — 7,23, 2') GO (Fa = 77,24, 7). (3.7)

Ja tinhamos enfatizado que as funcoes de Green livres apresentam divergéncias quando
suas duas patas sao avaliadas no mesmo ponto ou quando ambas as patas avaliadas no
mesmo ponto sao avaliadas nas fronteiras. Estas funcoes de Green livres estao presentes
na integral da Eq.(3.7) de forma que ao se efetuar a integral as func¢oes de Green livres
presentes aparecerao estas divergéncias. Conseqiientemente devemos analisar a integral
da Eq.(3.7) em regides que sao vizinhangas dos pontos onde as fungdes de Green livres
apresentam divergéncias. Desta forma, podemos descobrir se estas divergéncias sao re-

ponséveis pelas divergéncias na integral definida pela Eq.(3.7). As regides de integragao

(71, 21) (73, 23)

Figura 3.3: Funcao de quatro pontos a um lago

sao mostradas na Fig.(3.4). Na regiao R se o ponto {7, 2’} se aproxima do ponto {7, z},

2
o termo {Géz) (r— F’,z,z’)] ¢ singular. Na regido Ry (2,2 — 0 and 7" — 7) o termo
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Figura 3.4: Regioes de integragao para a fungao de quatro pontos a um lago

[G(()Q)(F -7z, 2 )}2 também é divergente. Veremos mais adiante que esta divergéncia de-
saparece quando calculamos a funcao de Green de quatro pontos a um laco. Na regiao Rs3
(2,2 — Ler" — ) asituacdo é similar ao caso da regiao Ry. Ja haviamos comentado que
as patas externas nao criam divergéncias adicionais (ver Eq.(2.14)). Entao temos somente
que analisar a integral [ d*rdzd>r'dz’ {G(()Q) (7" — 7,2, z)]Q. Substituindo a Eq.(2.11) na
equacao anteriormente citada temos:

1

m (Il +I2+]3+]4+]5> + parte-finita (3.8)

/dSszd?’r'dz' {GBQ) (r' =7, 2, z)]2 -

onde as integrais [;, i = 1,2, .. sao dadas respectivamente por

1
I = / Erdedir'dy ———— (3.9)
{(Z1_2>2 + 7”%2}
3 3,0 7. 1 1
I, = /d rdzd’r'dz 5 + 51| (3.10)
()2 +7%] [2—2h)2 + 3]
Is = —/dgrdzd?’r'dz'
2 2
{ —)2 2 +32 2+ =2 2 +2 2 ’ <3'11>
[(2'12) +7’12} {(212) +T12} [(212) +7’12} {(2 — 213) +7’12}
2
I, = /dgrdzd?’r'dz' (3.12)

{(25)2 + 7“%2} [(2 - ZE)Q + 7“%2] 7
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I; = /dSszdgr’dz’
[ 1 1 1
(ZE)Q + 7"%2 (212) + 7"12 (2 - ZB)Q + 7“%2

] h(ri2, 21, 22) , (3.13)

respectivamente. Vamos analisar cada termo do lado direito da Eq.(3.8). A integral Iy

deve ser analisada somente na regiao R, entao

S, 1 T+€ 3 z+e , 1
L o= [ &'d 2:/“dr/ dz .
Ry {(21—2)2 + T%Q} T—€ z—€ [(Z — 2z ) —+ |7’ —r ‘ ]
¢ dtw
- [F (3.14)

Utilizando o teorema II do apéndice B obtemos que

2 3 ,
11254/ dww—4:S4lnw o= o0. (3.15)
e w

Portanto a integral I; é divergente. Esta divergéncia é exatamente uma divergéncia de
volume (“bulk”) que aparece na teoria sem fronteiras. Portanto podemos usar os mesmos
contratermos nesta teoria com fronteiras daqueles utilizados na teoria sem fronteiras para
eliminarmos estas divergéncias. Com relagao a contribuicao devida a integral I queremos
. . . 2 ~ , . «~ .
enfatizar que o primeiro termo 1/ [(212) + 7“12} nao ¢ divergente na regiao R;, mas sim
na regiao Rs. Desta forma devemos analisar a integral deste termo (que é a primeira parte

da integral I5) na regiao Ra, i.e.

1
(2 + 22 + |7 = 772 ]2

< /d?’r /F+gd37’/ /6 /E dzdz' !
e o Jo [22 + 2/ 2+ |7 = 7|2 ]2

1 e
< Z/d?’r [ dw . (3.16)

Brdzd®r'dz’
Ro

Novamente usando o teorema II do apéndice B obtemos que

1
Erdzd*r'd?’
N (R

< —556’3/ &r . (3.17)
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como a regiao R’ (C Ry) ¢ finita, a integral anterior é convergente. Vamos agora anal-
isar o segundo termo 1/ [( — 252+ 7’12] de I na regidao onde tem singularidade, isto
¢ na regiao R3. Como o comportamento do sistema em ambas as placas é semelhante,
analisar a integral do termo 1/ {(2 —25)?% + 7“12]2 na regiao Rz é equivalente a analisar
o termo 1/ {(zm) + 7“%2}2 na regiao Ry. Entretanto, j4 mostramos anteriormente que a
contribuicao deste termo é finita. Com relagao ao primeiro termo de I3, dada respecti-
vamente por 2/ [((zfg)Q +72,)((215)% + 7’12)}, devemos analisa-lo nas regioes Ry ¢ Ry. Em

R; podemos ver que a convergéncia de

1
Erdzd*r'd? , 3.18
ml T TR P R e+ A+ - (3.18)
finita em R,
depende da convergéncia da integral, isto pelo teorema I do apéndice B
1 ¢ d*w e’ Sy€'?
Prdzd®r'dz :/—:S/d - 3.19
R resar Z(z—z’)2+|F—F’|2 —z w? 1 Y 2 (3.19)

a qual é finita. Na regiao Ry temos que a integral é dada por

/d?’r /6 dz /He dz' /F+€d3r’ 1
e (=P A+ F=TP) (2 + 2) + [T =)

1
d>r / d / d d3 . 3.20
/ “Jo e (u? +v2)(2% + u? 4 v?) (3:20)

Usando o teorema III do apéndice B obtemos que

. € zte F+53/ 1
o fds [a [ T = ) (2 + 2P+ =)

1 € ¢ w 5354
“sy [ & /d / d — J 21
< 454/ " 0 : 0 v (22 +U)2) 231526 <3 )

Portanto a integral do primero termo de I3 é finita em R,. A integral do segundo termo

de I3, dada respectivamente por 2/ {((213)2 +1r3)((2 — 215)% + 7“12)}, deve ser analisada

nas regioes R; e R3. Entretanto o comportamento nesta situagao é semelhante ao caso
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anterior devido ao fato de que o sistema fisico se comporta da mesma forma em ambos
os lados das placas. Entao I3 é finita. Para analisarmos a integral I, observe que
2/ [((z;;)"' +72)((2 = 215)? + 7"%2)} tem que ser estudado nas regioes Ry ¢ R3. Comecando

com a regiao Ry, temos que a convergéncia da integral /4 nesta regiao depende da integral

2
EBrdzd*r'ds —
R (z4+ 22+ |F =72
€ e e 1 55 € ’LU4 5’5
< dd’/ & = [T g 25 (399
/0/0 e r22—|—2’2+\77—7?’]2 4 Jo Mz T 12 (3:22)

a qual é finita. Na regiao R3 a integral é do mesmo tipo do cédlculo anterior, portanto
também ¢é finita.

Usando os argumentos ja usados até agora, nao ¢é dificil demonstrar que a contribuicao
do I5 também ¢é finita. Desta forma a funcao de Green de quatro pontos a um lago tem
somente divergéncias de volume (veja Eq.(3.7)). Deste modo podemos concluir que ao
nivel de um laco os contratermos de volume sao suficientes para tornar as funcgoes de

Green de dois e quatro pontos finitas.



Capitulo 4

Regularizacao das funcoes de Green
de dois e quatro pontos a dois lacos

4.1 As funcoes de dois pontos a dois lacos

Neste capitulo identificamos as contribucoes divergentes provenientes das fungoes de Green
de dois e quatro pontos na aproximacao de dois lacos. Desta forma vamos iniciar analisan-
do a funcao de Green de dois pontos a dois lagos. Os graficos de Feynman irredutiveis a

uma particula (1PI) correspondentes a esta fungao sao mostrados na Fig.(4.1) A expressao

(71, 21) : (7, 22)
(71, 21) (7, 22)

(a) (b)

Figura 4.1: Funcao de dois pontos a dois lagos

correspondente ao gréafico Fig.(4.1-a) esta dada por

\? 2
T / dr'dz dirdz G (7 — 7,21, 2") [GP(F = 7,2, 2)] G0, 2,2) G (7 — 77, 20, 2).

19
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Como as patas externas nao geram divergéncias vamos analisar a Eq.(4.1) com as patas

externas amputadas. Isto é vamos analisar a expressao
2
/d3rdz {Géz)(F’ — F,z’,z)} G2(0, 2, 2). (4.2)
Substituindo a Eq.(3.4) na Eq.(4.2) obtemos

/dgrdz {G((f)(??' -7z, z)}2 G0, 2, 2) =

. 54 2 3 (2) /=1 - 2 1 3 (2) /=1 - 2
/\1513032#1/\ /d rdz{Go (7 —r,z,z)} +48L2/d rdz[GO (7 —T,Z,Z)}
1 3 (2) /=1 - 2 1
— — —_—. 4.
T6L? /d rdz [GO (7" =7,z ,z)} s2(r2/D) (4.3)

O primeiro e segundo termo do lado direito da Eq.(4.3) podem ser renormalizados introduzindo-
se os mesmos contratermos de volume da teoria sem fronteiras. Uma situacao bastante

interessante coloca-se quando analisamos o ultimo termo. Observe que este termo contém

2
. ~ . . . . o~ . 2) /- —
somente divergéncias de volume, pois a contribuicao proveniente de {Gé )(r’ -7,z z)}

cancela as divergéncias geradas pelo termo L j nas fronteiras. Nao obstante, depois

sin?(mz/L

2
: . . 2> =
de introduzir o contratermo de volume para tornar finito o termo {G(() )(r’ -7z, z)] , as

divergéncias de fronteiras geradas pelo termo ) nao mais se cancelam, aparecendo

1
sin?(mz/L
assim divergéncias de superficie. E evidente que estas divergéncias de superficie devem

ser renormalizadas. Introduzindo os contratermos de volume e de superficie, a expressao

renormalizada associada ao ultimo termo da Eq.(4.3) é dado por

1 /dgd 1 o L?
1612 e sin®(rz/L) (w2)?2  7w2(L — 2)2

[(G(()Q)(F’—F,z’,z))Q—( ! ! ] (4.4)

A2 L2)? ((212)* + rfo)?

Queremos ressaltar que a expressao acima contém uma mistura de contratermos de vol-

ume e contratermos de superficie.
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Neste momento podemos passar a analise do diagrama do sol-poente (“sunset”) o qual

corresponde a Fig.(4.1-b). A expressao associada a este diagrama é dada por
3
—/d3 ‘A2 dPrdz GO (7 — 7' 21, 2") {G(()Q)(F'—F,z’,z)} Gy — 7 29, 2").  (4.5)

Novamente, as patas externas nao contribuem para gerar divergéncias, portanto analisa-
remos o diagrama referente a Fig.(4.1-b) amputado, isto é, sem patas externas. Temos

entao

3
/d3rdzd3r’dz’ {G’((f) (r' =72, z)} = Li+1+ ..+ 112) + parte-finita , (4.6)

el
( A2 L2)3
onde cada uma das integrais que aparecem na Eq.(4.6) sdo dadas respectivamente por

1

I = /d37“dzd3r'dz (EAEETAR (4.7)
I = /d3rdzd3r/dz' M, (4.8)
1

Iy = / Prdzdr'd [PEEAaT (4.9)

L= / Prdzd*r'ds (R +r%2]3[ EATEAL (4.10)
2

o= /d3TdZd3r/dZ/ [(212)? + 7o) [(2—212) + i) (1)

2

fo= /d3rdzd3r’dz’ [(212)? + il [(212)2 + 772)* (4.12)

= /d3rd2d3r’dz’ [(212)? +7”12][(22_ 25)% + 1fo]? (4.13)
2

o= [ e s 1
2

f= /d3TdZd3r/dZ/ [(212) +1H][(2 = 25) + ] (4.15)

o= [ e (e e @0
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I, = /d3rdzd3r’dz’

[ 1 1 1

(212)* + 7"%2 (212) + 7”12 (2 - 212) + 7"12
I, = /d3rdzd3r'dz'

2
] h(?"lg, 21, 22) s (417)

1 1 1
[(21_2)2 +r2  (2h)2+ i (2 — 21)? + 1

] h*(r19, 21, 22) . (4.18)

Analisaremos cada integral da Eq.(4.6) em separado. A primeira integral I;, dada pela
Eq.(4.7) é divergente em Ry, isto é, tem divergéncia de volume. Em geral podemos mostrar

que

1 :
_ { finita n < 2 (4.19)

3 _
e O A T n2
Usando este resultado podemos ver que as integrais Iy, I5 e a primeira integral de Iy
sao divergentes e estas divergéncias sao de volume. Agora analisemos a contribuicao
proveniente da integral I na regiao R,. Esta integral é divergente, mas devemos calcular
o grafico total, isto é, com as patas externas (ver Eq.(4.5)). Portanto a integral I,

considerando as patas externas na regiao Rs, fica dada por

Brdzd®r’' dz /d3///d3dd i 42
Ra razaras [(zl + 73,3 —é wazaz (224 22+ w?)3 (4.20)

Usando o teorema III do apéndice B obtemos

/d?’r/g / / Buwdzd? 22 < /d3rs7 /eld v /d3 (4.21)
—zJo Jo (22 + 22 +w?)? S2 Jo yy6

Resultando que esta integral I é finita na regiao Rs. A integral I3 deve ser analisada

na regiao R3. A analise nesta regiao é do mesmo tipo do caso anterior, entao também é
finita. A contribuicao da integral I deve ser estudada na regiao R,. Neste caso também

consideraremos as patas externas, entao a integral I4 na regiao Ry é dada por

2z

Brdzd*r'dz ——
R [(%2)2 + 7’%2] [(212) + 7"12]
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€ € € —|—U,)
2/d3 / & /d /d 2z . 122
= A S (u? 4+ w?)(u? + 22 + w?)? (422)

Usando o teorema IV do apéndice B obtemos que a expressao anterior € menor que

2 / 2

3 € E/ z°S 3 € € € 2USs
si [dir [ dz | dsw—i-QSg/dr/ dz [ du [ ds u2+82)(u2+82+22)2

5455 ¢! 3 55 3 w4 S4S5 " 3
d'r+2; Er [ dw 9 B
<55, ¢ / * 253/ / 5,5,¢ 52 253 /

(4.23)

entao g ¢ finita. A integral I; deve ser analisada na regiao R3. Esta andlise e semelhante
aquela efetuada para o estudo de Ig na regiao Ry, entao concluimos que I; é finita.

Integrando a contribui¢ao do termo Ig sobre Ry temos

1
Brdzd*r'dz )
R [(25)2 + T12] [(2— 212) + 7“12]

finita

(4.24)

Usando o fato que a integral [, d*rdzd*r'd?’ [ 1

[EATTNE é finita, entao temos que a integral

Ig é finita na regiao Rs. O mesmo é o caso para Iy em R3. A contribuicao do termo I

em Ry esta dada por

1
dPrdzd*r'dy —— (4.25)
Ry [(212)% + 77a] [(212)? + %] [(2 — 7512) + 7’12]
finita
Como a integral [ d*rdzd®r'dz’ ———5-—5—- 6 finita, entdo a integral da Eq.(4.25)
2 [(212)2+715] [(215)2+715]

é convergente. A integral I1; somente contém divergéncias de volume e o termo ;5 € finita.
Entao concluimos que o grafico do sol-poente (ver Eq.(4.5)) somente possui divergéncias

de volume.
4.2 As funcoes de Green de quatro pontos a dois lacos

Nesta secao analisamos os trés graficos que correspondem as fungoes de Green de quatro

pontos a dois lagos. Uma destas fungoes corresponde a Fig.(4.2). Analisando as integrais
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Figura 4.2: Regiao de integracao de uma fun¢ao de Green de quatro pontos a dois lagos

sem patas externas, temos

/d37”1d21 d37‘2d2:2 dSngZg {GEE) (7?2 - Fl) 21, 22)} ’ [GéQ) (F3

(47r2L2

onde

2
_T27Z2a23>i| -

24

/ Pridz dPradz dPradzy [Ar + Ag + ...+ Ag] [Bi + Ba + ... + By]

1
Al= ——m———,
U et
1
A = L
2 (212) ‘+'712}2
1
A = )
’ (2 - 312) + T12}2
A4:_ 2 )
|(22)% + ] [(212)? + 7]
ASZ_ 2 5
[(Zi§)2 + 7%2} [(2 - 212) + le}
Ag = 2
212)% 4 11y — 219)? + 1%
() 1] [(2 = 22 + o]
A; =

1 1 1
[(z{§)2 +r2y  (2h)2+ i (2 — 25)? + 1

Ag = [h(T12,21,22)]2

‘| h<T12, 21, 22)7

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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b= ( )21+ & (4.35)
b= ()21+2]2 (4.36)
b= § o (4.37)
Bi=- : (4.38)
' {(253) +T23} [(2’23) +r§3}’ :
2
Bs = — {(223) 4 7”23} [(2 —286)2 + 7”23} ’ (4.39)
2
Bg = {(223) + r23] [(2 —25)2 + 7«23} ’ (4.40)
By =
1 1 1
[(32_3)2 t13 (2m)2 4713 (2 25)% TQJ h(ras, 22, 23), (4.41)
Bs = [h(ras, 22, 23) | . (4.42)

Se integramos o termo Aj, com respeito a variavél {7}, z;} em torno da varidvel {7, 2o},
isto é, na regiao R;, encontramos uma divergéncia de volume. Isto é semelhante ao
comportamento da integral da funcao de Green de quatro pontos a um laco. O mesmo
acontece com o termo B; apds integrarmos a varidvel {73, z3} na regiao R;. Ent@o os
termos A; e By devem ser eliminados. Agora analisando a integral do produto de termos

Ay e By temos

1
[(21 + 22)2 + |7 — 71|27 [(20 + 23)2 + |7y — 7[2])”
ot 1
< /d37”2/ . T’ld 7”3/ d21d22d23 5 2 = = 5

(23 + 23 + |7y — 7[2]° [23 + 23 + |7 — 2]

/ d37’1d21 d37’2d22 d37”3d23

€ 1
< /d3T2 d3w1d3w2/ d21d22d23
—€ 0 (22 + 22 + w?]? [22 4 22 + wi]?
1 € € 1 € 1
< f/d?’r / dz dPwidz / dwydz
4] 7 T T w1 3 e T 2wl 3 )
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S2 € ¢ w3 2
<21 [ /d / dw—""" | 4.43
4 / 2 Jy 2 [0 w[z§+wz]21 (4.43)

efetuando a integral na variavel w temos que

1
/d37’1d21 d37’2d22 d37”3d23 . . 3 . N D)
(21 + 22)2 + |75 — 7127 [(22 + 23)% + |75 — 75 ]
Sf € Z2+6/2 26/2 6/2 6/4
<2l / d In? | 22 — In{14+ — — .
4/ 2 ), ln 23 Z%—l—e’Qn +z§ +(z§+e’2)2

(4.44)

onde a integral anterior é finita. Portanto a integral correspondente ao produto de A,
com B, é finita. Prosseguindo, iremos analisar a integral do produto de A, com Bjs na

regiao Ry, i.e.,

1
d3T1d21 d3’l"2d22 d3T3d23 - = 3 = - 5 -
Ry (21 + 22)% + 7o — 712 )7 [(2 — (22 + 23))? + |73 — 75?]

(4.45)

Na regiao R, as variaveis z; e 29 tendem a zero. Entao, segundo o teorema I do apéndice

B, a convergéncia da integral anterior dependerd da convergéncia da integral

1
d>ridzy dProdzy dPradz . 4.46
R )+ | — 2] (4.46)

Entretanto esta integral ja foi estudada anteriormente (ao estudarmos a fungao de quatro
pontos a um lago) a qual resulta ser finita. O mesmo tipo de anélise procede na regiao Rs.
A integral correspondente ao produto de As com Bs e similar a integral correspondente ao
produto de A; com Bj a qual ja foi estudada no caso anterior. A integral correspondente
ao produto de Ay com B, é dada por

I = /d37“1d21 dg’f’gdZQ d37”3d23
1

[(21 + 22)2 + |7 — 7|2 ) [(22 — 23)2 + |F5 — 7)2] [(22 + 23)% + |75 — 72]

(4.47)
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Usando o teorema IV do apéndice B temos que

3 € 3 3 € € z3+€
I < d’rq d°wad w3 dz1 d23 dzo
—€ 0 0 23
1
(21 + 22)% + w3 ] [(22 — 23)% + w}] [(z2 + 23)* + w}]

3 e : 3 € € zo+e€
d T1 d U}Qd W3 le dZQ ng
—€ 0 0 22
1

(21 + 22)2 + w3 ]* [(22 — 23)2 + w3 ] [(22 + 23)% + w}]

+

. (4.48)

Fazendo a mudanca de variavel v9 = z5 — 23 no primeiro termo do lado direito da equacao
anterior, e a seguinte mudanca de varidvel v3 = 23 — 25 no segundo termo do lado direito

da equacao anterior, temos

I < /d37”1 ‘ d3w2d3w3 /6 le /E /6 d’UQng
—€ 0 0 JO

1
[+ 23 + 03 + w3 )’ [0 + wi] [0 + 23 + w3]
o fn [Pt Lt [[ [l ot e
<2 / d®ry 6€d3w2d3w3 /06 dz1dzadvs EFwTE ]2 " j_ 2] [ 102t l] .
(4.49)
Integrando a parte angular das varidveis {2, ws} e {23, w3} obtemos
1< SE /O€ dzyduydus (1 z%)gi’ugg(u% ) (4.50)

Integrando nas variaveis u; e us temos

G2 e 2 4 52 2 2 4 52
I —4/d 1 L) 1 1 451
< 8 Jo 1 [n( 22 ) 62—1-7;%]11( 22 ’ (4.51)

onde a quantidade que devemos integrar no intervalo z; € [0, €] é finita. Conseqiientemente

a integral é finita. A integral do produto de A; com Bs na regiao Ry é dada por
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d37’1d21 d37’2d2’2 d37’3dZ3
Ro

1
[(21 4 22)2 + |7y — P12 )7 (22 — 23)2 + |75 — 72[2] [(2 = (22 + 23))% + |75 — 7))
(4.52)

Usando o teorema I do apéndice B, temos que a convergéncia da integral anterior, depende

da convergeéncia da integral

1
dPridzy dProdzy d*radzs —— — . (4.53)
Re [(z1 + 22)% + |15 = 71[2]7 [(22 — 23)2 + |13 — 72|? ]

Para analisar a integral anterior vamos comparé-la com a integral definida pela Eq.(4.47).
Como esta integral é finita temos entdo que a integral dada pela Eq.(4.53) também é

finita. A integral correspondente ao produto de Ay com Bg na regiao Ry é

d3T1d21 d37’2d22 d37’3d23
Ry

1
[(21 + 20)2 + |7 — 7|2 ) (22 + 23)2 + |75 — 7[2] [(2 — (22 + 23))2 + |7 — 7B[2]
(4.54)

Usando o teorema I do apéndice B temos que a convergéncia da integral anterior depende

da convergeéncia da seguinte integral

e € 1
d3w1d3w2/ dz1dzodzs ,
e 0 (28 + 23 + w})® [23 + 23 + wi]
uiu;

Sf/ﬁ
< — [ dujdusdz ,
T B A7 B+ A3

/dz2 [/ du? W] V dii2 u2+zg]]‘ (4.55)

efetuando as integrais em u; e us obtemos uma desigualdade para a Eq.(4.55), a saber:

S2 e €+ 23 € €+ 23
<= | dxnz |l 2] — 1-1 2 4.56
16/0 2% [n( 22 €2 + 23 " 22 ’ (4.56)
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cuja integral é finita. A integral correspondente ao produto A, com By é finita, resultado
que pode ser facilmente obtido seguindo-se os mesmos passos feitos anteriormente. As
integrais correspondentes aos produtos de Az com (By, Bs,...Bg) sao do mesmo tipo
que as integrais correspondentes aos produtos de Ay com (B,, Bs,...Bs), ja analisadas

anteriormente. A integral correspondente ao produto A4 com B, é dada por

1

dPridzy drodzy dPrad X

/ "z (R T30z3 {(21 — 22)2 + ’FQ — 771’2} [(21 + 22)2 + ‘772 — ?:'1|2]
1
(22 — 23)% + |75 — 752 [(22 + 23)% + |75 — 752 ]
€ € 1

= [ & [ Puwyd® / dzdzyd %

/ " - P2 0 e [(z1 = 22)2 + w3 [(21 + 22)% + w3 ]

1
(4.57)

[(22 — 23)* + wi] [(22 + 23)* +wi]
Do teorema IV do apéndice B obtemos que a integral anterior estd limitada superiormente

por

< /d3r1 id3w2 3w /06 dz
C e 1
/0 42 /zz b [(z1 = 22)? +wi] [(21 + 22)* + w3 ] [(22 — 23)* + wi] [(22 + 23)% + w3 ]
e z3+e 1
* /o dzs /Z3 dz; [(21 — 22)2 + w3 ] [(21 + 22)2 + w3 ] [(22 — 23)% + W] [(29 + 23)% + w}]

(4.58)

Efetuando as seguintes mudancas de varidveis na primeira e na segunda integral da ex-
pressao anterior respectivamente, vs = 23 — 23 € v = 29 — 23, Obtemos que a expressao

anterior pode ser escrita por

/d37’1 ‘ d3w2 d3w3 /6 le
—€ 0
/ “dend 1
ZodV
o 0 (o1 — 2)? +wd] [(21 + 22)2 + wi] [0F + wi] [23 + 03 + w3]

€ 1
—l—/ dzadv!
0 0 (21— 20 — )2 +wd] [(21 + 20+ V5)2 +wd] [0h2 + wd] [vh2 + 23 + wi]
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(4.59)

Utilizando o teorema IV do apéndice B chegamos a que a integral anterior é superiormente

limitada por

5 e €2 + 22
= /0 d221n2< 2 2) . (4.60)

Desta forma a integral dada pela Eq.(4.60) é finita. As integrais dos produtos A4 com Bs,
Ay com Bg, Ay com B; e de As com (By, , Bs, ...) podem ser calculadas seguindo-se os
mesmos passos ja utilizados anteriormente. Encontramos que estas integrais sao finitas.

A integral correspondente ao termo Ag com Bg é dada por

1
dPridz; d*rodze drad
/ MR G TR C TS 10 )2 + 7 — A
1
X — — _— — = — .
[(2 = (21 + 22))% + |75 — 71%] [(22 + 23)% + |73 — 752 ] [(2 — (22 + 23))% + |73 — 75|? ]

(4.61)

Estamos interessados em estudar esta integral na regiao R,. Desta forma podemos usar
o teorema I do apéndice B. Obtemos que a convergéncia da integral anterior dependera

da convergéncia da seguinte integral

€ € 1
dr dwy dPw / dz1dzodz
/ P et TR T [ 2+ wf] [+ 2 + wd]
St / ¢ ui uj
< — [ dz / duydu : 4.62
e N CRET R ERT) 02
Efetuando as integrais nas variaveis u; e us obtemos que a integral anterior é dada por
St o[ 2 2 € + 23 ’
6 5 dzo [e — 25 1n (2’%)1 : (4.63)

a qual é finita. Podemos mostrar que as integrais restantes sao finitas. De toda esta

discussao tiramos que a expressao correspondente ao diagrama de Feynman que estamos
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estudando (ver Eq.(4.26)) somente contém divergéncias de volume as quais podem ser
eliminadas com os contratermos usuais da teoria sem fronteiras.

O diagrama de Feynman correspondente a Fig.(4.3) é dada pela seguinte equagao

Figura 4.3: Diagrama de Feynman correspondente a funcao de quatro pontos a dois lagos

/d3T1d2’1 dS’I"QdZQ d37”3d23 [G((JQ) (Fl — ’FQ, 21, 22)} {GE?) (’I?g — Fg, 29, 2’3)]

[GE)Q) (7?1 - F37 21, z3)i| [ lim 54 A2 + ! - ! ! ] : (464)

A—oo 3274 4812  16L2sin®*(rz/L)
O 1ltimo termo da equacao anterior contém as quantidades limA_)oo:,)‘;ﬁA2 + 48%, que sao
independentes das variavéis de integracao. Entao analisando a integral correpondente a

este termo, esta é dada por

/d3r1dzl dProdzy dradzs

{Géz) (71 — 79, 21, 22)} {Géz) (79 — T3, 22, 23)} [Gég)(fi — T3, 21, 23)} : (4.65)
Substituindo a expressao do propagador livre dada pela Eq.(2.11), obtemos que a integral
anterior é dada por

/ dPridzy dProdzy d®rydzs

[A} — Ay — A3+ Ay [B1 — By — B3+ By] [C1 — Cy — C5 + Cy] (4.66)

onde cada um dos termos A’s, B’s e C’s s@o dadas respectivamente por

1
4 = —— 4.67
! (212)2 + 11 ( )
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C, =

Cy, =

Cy =

C, =

1
(z12)2 413y
1
(2—25)2 + 1y’

h(ﬂ —772721722)7

1
(213)% + 715’
1
(213)2 + 115
1
(2 —23)2 + 115’

h(Fl - F37 21, Z?))a

1
(293)2 + 133
1
(293)2 4133

1

(2 — 233)2 + 133’

h(FQ - FS? 29, 23)7

32

(4.68)
(4.69)
(4.70)
(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)
(4.76)
(4.77)

(4.78)

A primeira integral correspondente ao produto de A; com Bj e com (1, sera analisada na

regiao Ry na qual 73 — 75 — 7] e 23 — 25 — 21. A integral é dada por

d37“1d21 dg’f’gdZQ d37”3d23
Ry

1

(21 — 22)% + |71 — 752 [(22 — 23)% + |72 — 73]2] [(21 — 23)% + |71 — 73]?]

3 T +€ 3 3 z1+€
= /d rldzl / d T‘Qd 7‘3/ dZQng
1 —€ z1—¢€

1

(21— 22)2 + |11 = 75?] [(22 — 23)2 4 |72 — 73] [(21 — 23)% + |71 — 752

(4.79)

Usando uma troca de variaveis adequada, temos que a integral anterior pode ser escrita

como

€ €
/d3T1d21 ﬁd3w2d3w3 dZQng
—€ —€

1

(5 + w3 ] [v3 +wi] [(va — vs)? + |Ws 4 Wa|? ]
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€ 1
< d4U,2d4U3
. 3 [+
e 2
< S? < (4.80)

onde €’ é um parametro finito que se obtém de usar os teoremas II e III do apéndice B.
Portanto a integral anterior é finita. A integral correspondente ao produto de As; com B,
e com (5, serd analisada na regiao Ry na qual 73 — 75 — 7 € 23 — 29 — 21 — 0. A

integral ¢ dada por

d3T1d21 d37’2d22 d37’3d23
Ry

1

[(21 +ZQ)2 + |7?1 —F2|2] [(22 +Z3)2 + |F2 —F3|2] [(21 +23)2 + |7?1 —F3|2]

3 nte s s ¢
< /d 7"1/ d ’I"Qd 7‘3/ d21d22d23
e 0
1
(27 4 25 4 |71 — 752 ] [25 + 25 + |72 — 73[2] [2F + 23 + |11 — 73)2 ]
€ € 1
</d3r dPwodw / dz1dzedz
Plem TP S TR 1 22 1 wd] [+ 2+ wi] [+ 23+ wd + wi
1

1 € €
< */d?}’f‘l/ le d4U2d4U,3
4 0 -z [ +u3] [oF +ui] [uf + 3]
3

<S‘%/d3r /Edz /E/du du 5 (4.81)
4 Yo T T 3] R+ dd] B+ a3] '

Primeiramente integrando em z; temos que a integral anterior transforma-se em

2 ¢ /i3
51 / d*ry / dusdus L2V arctan <6> . (4.82)
8 0 [UQ + Ug] [Ug - U3] £/ U3

Devido ao fato que a funcao arctan ( \/173) ¢ finita no dominio de integragao da integral

anterior, temos que a convergéncia desta integral depende da convergéncia da seguinte

integral

SZ ¢ U2 /U3
21 / dusd v , 4.83
8 / Tl 0 H2ats [UQ + U3] [UQ — ’LL3] ( )

onde o integrando da expressao anterior é finito, portanto a integral resulta ser finita. A

integral correspondente ao produto de A; com B, e com Cy, deve ser analisada na regiao



Capitulo 4. Regularizacao das fungées de Green de dois e quatro pontos a dois lagos 34

R, onde temos que a integral é dada por

d3T1d21 d37’2d22 d37’3d23
Ro

1

(21 — 20)% + |71 — 7] [(22 + 23)% + 72 — 73] ] [(21 + 23)% + [} — 75[?]

< /d3T1 ‘ d3w2d3w3 /E d21d22d23
—€ 0

1
(21 — 22)2 +w3] [(22 + 23)? +w3] [(21 + 23) + w3 + w3 ]

(4.84)

Usando o teorema IV do apéndice B temos que a integral anterior esta limitada superior-

mente por

/d3T1 Ed3w2d3w3/€dzg
_z 0
[t [, d 1 +
z v
o ‘o [v2 +wd] [(z1 + 22)2 + w3] [(z1 + 22 +v)2 + w3 + w3 |
/Edz /Edv !
o Jo T [+ wd] [(v+ 2+ 23)2 + w2] (22 + 23)2 + w2 + wl]
1

1 € €
<[ / d A d +
8/ T[%ZI4 O g [+ ud + ]

€ € € 1
3 5
. 4.
[ v du edw%w+uahﬂ+wahﬁ+ua] (4.85)

Usando os teoremas II e III do apéndice B obtemos que a integral anterior esta limitada

superiormente por

1
g/dgr [Sé&)e’g + 5328562 : (4.86)

Assim obtivemos que esta integral é finita. A integral correspondente ao produto de A;

com By e com Cy, deve ser analisada na regiao Ry, onde se tem que a integral é

d3T1d21 d37’2d2’2 d37”3d23
Ro

1

(21 — 22)% + |71 — 72| [(22 — 23)% + |72 — 73] [(21 + 23)% + |71 — 73]2]

. (4.87)
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Usando o teorema IV do apéndice B temos que a integral anterior é limitada superiormente

por

/d37"1 d3w2d3w3/ dZQ
—€ 0
f) = [ d : +
z v
o o [+ wd] [(z1— 20)2 4 w2] [22+ 22 + v + wd + w?]
€ € 1
dz/dv
/o o [+ wd] [(v 4 23— 20) +wd] [23 + 23 + wd + wi]

(4.88)

Note que nesta tltima expressao existem termos da forma z; — 29 € 23 — 29 de forma que
devemos usar novamente o teorema IV do apéndice B. Um célculo direto mostra que esta
integral é finita. As integrais dos produtos restantes sao similares a integrais analisadas
anteriormente resultando ser finitas, entdao temos que a expressao da Eq.(4.65) ¢ finita.

Agora temos que estudar o dltimo termo da Eq.(4.64) que é dado por

1
1612 / d’ridzy drydze d’radz;
[Gé 7y — 7, 21, Zzﬂ [Gé (7 — 75, Z2’Z3>} [G‘() (7~ 7 Zl’z?’)} sin®(m29/L)

(4.89)

Note que esta ultima expressao sem o termo ja foi estudado anteriormente

1
sin?(mza/L)

ao estudar a expressao da Eq.(4.65). O termo diverge quando a variavel 2o

1
sin?(wza/L)
. ~ . 25 o
aproxima-se das placas, entretanto como as funcoes de dois pontos G(() )(rl — T9,21,22) €
2) /= — . . ~ . .
Gé )(7’2 — 773, 29, 23) tendem a zero quando zy aproxima-se das placas, a divergéncia anterior

anula-se. Portanto o diagrama correspondente a Fig.(4.3) somente contém divergéncias

de volume.
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Figura 4.4: Diagrama de Feynman correspondente a funcao de quatro pontos a dois lagos

A integral correspondente ao diagrama da Fig.(4.4) com as patas amputadas, é dada

por
/d3r1dzl d*rodzy d*radzs
2
{G(()Q) (71 — 7%, 21, 22)} [G((J2) (71 — 73, 21, ’23)} [G(()2) (7 — 73, 22, 23)} ’
(4.90)

onde substituindo a expressdo do propagador livre dada pela Eq.(2.11) obtemos que a

integral anterior é dada por

/ d37“1d2’1 dgTQdZQ d37”3d23

[Aj — Ay — A3+ Ay [B1 — By — B3+ By] [C1+Cy+C3—Cy— C5+ Cg+ Cr + Cs]

(4.91)
onde
A = # (4.92)
' (21_2)2 + 7"%27 '
1
Ay= ———— 4.93
= R (493)
1
As = , 4.94
SN CE= A 494
Ay = h(ﬂ — T, 21, 2’2), (4-95)
1
B, = , (4.96)
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By = —— — 4.
R CALEEA 497)
1
B — 4.98
’ (2 —23)2 + 113’ ( )
B4 = h(Fl - 7:'37 21, 23)7 (499)
1
Cy=— - (4.100)
(223)° +7”23}
1
Cy = 5 (4.101)
_(223)2 + 7"%3}
1
Ch= . (4.102)
(2—23)° + 7"23}
2
Cim (4.103)
_(223) + 733 _(223) + 7"23}
2
C5 = —— _ , (4.104)
(223) + 733 _(2 - 223) + 7"23}
2
C = - — , (4.105)
(223)% + 733 (2 — 253)* + 7”23}
C; =
1 1 1
— — — h(ros, 22, 23), 4.106
(232)2 + 7133 (25)2+7133  (2—253)2 + 7"%3] (rzs, 22, 22) ( )
Cg = [h(?”gg, 29, 23) ]2 . (4107)

O termo C ao se integrar na variavel (7, z2) numa vizinhanga em torno de (73, z3) contém
uma divergencia de volume. Entao este termo pode ser eliminado com o contratermo de
volume que corresponde a este diagrama de Feynman na teoria sem fronteiras. A integral

do produto A; com Bj e com (5 na regiao Ry, é dado por

d3T1d2'1 d37“2d22 d3’1"3d23
Ro

1

[(21 — 22)2 + |7 — 2] [(21 — 23)2 + |7y — 75]2] [(22 + 23)% + |75 — 75[2]?

€ €
< / d37’1 d3w2d3w3 / dzs
—€ 0

€ € ]_
dz / dv +
/o Yo TP [v3 + w3 ] [(z1 — 23)% + w3 ] [(zl+z3+vg)2+\7ﬂ2—|—w3|2]2
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€ € 1
/ dZQ/ dvy — 2 2 2 2 4 i 212 ]
0 0 [ + w3 ] [(v1 + 20 — 23)% + w3 | [(22 + 23)% + |Wa + Ws|? ]

(4.108)

Para chegarmos a esta expressao usamos o teorema IV do apéndice B e a seguinte mudanca
de variavel: vy = 29 — 21 para a primeira integral e v; = 2; — 29 para a segunda integral
respectivamente. Novamente usando o teorema IV do apéndice B e fazendo a mudancas de

variavel v, = 20—z € v1 = 21 — 25 temos que a integral anterior fica limitada superiormente

por

/ dSTl id?’wgdgwg

€ 1
dzidvidv +
Vo S 3 w3] o wd] [ R+ wd )
€ 1
dZQdUld’Ug +
A (02 + w2] [(vy — v2)? + wE] [(220 + v3)? + W + W3]
€ 1
/ dz3dvidvy — 271 12 1 2 2 2 2 212
0 [0 + w3 ] [vf +v3 + w3 [(223 + v3)? + wi + w3 ]

(4.109)

Usando mais uma vez o teorema IV do apéndice B na segunda integral do lado direito da
ultima equacao e resolvendo as integrais obtemos que a integral do produto A; com Bj e

com C5 na regiao Ry, é finita. A integral do produto A; com B; e com C4 na regiao R,

¢ dado por

1
dPridz, drodze d®rad
Ro e @Rt @0 [(21—22)2+|F1 —F2|2]
1
(21 — 23)% + |y — 73] [(22 — 23)% + |15 — 73]2] [(22 + 23)% + |7 — 73]2]

€
< /d37"1 qd3w2d3w3
—é&

¢ 1
dzidvydv +
A U0+ wd] [of + o + wd] [of + wd +wd] [+ of + vd + w] + wd]
¢ 1
dzydud
/0 =20 u[v2—|—u2—|—w§] [u? + w3 ] [v?2 + w3 + w3 ] [v2+z§+w§—|—w§]+
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1
[v2 + w3 ] [u? +wi] [v? + u? + wi + w}] [v2 + u? + 23 + w3 + wi]

/ ‘ dzedvdu
0

(4.110)

Para chegar a esta ultima desigualdade usamos o teorema IV do apéndice B. Lancando
mao dos teoremas II e III podemos mostrar que as integrais da Eq.(4.110) sao finitas.
Portanto a integral do produto A; com B; e com C} na regiao Ry é finita. A integral do

produto A; com B; e com Cg na regiao Ry, é dado por

1
dPridz dProdzy dPrsd
Ry M@z @ Tadz Gt [(z1 — 20)%2 4 |7} — T5)?]

1
(21— 28)2 + |71 = 75[2] [(z2 + 28)2 + |72 — 75I2] [(2— (22 + 20))2 + |72 — 757

finita em Ry
(4.111)
Usando o teorema I do apéndice B obtemos que a convergéncia da integral anterior de-
pende da convergéncia da mesma integral mas sem a parte finita na regiao R,. Esta
integral ja foi analisada no grafico de Feynman anterior, resultando ser finita. O mesmo
acontece com a integral correspondente ao produto A; com B; e com C; na regiao Ry. A

integral do produto A; com By e com Cy na regiao Ry, é dado por

dPridz dProdze d®radzs
Rs

1

(21 — 22)2 + |71 — 72] [(21 4 23)2 + |71 — 75[2] [(22 + 23)2 + |7 — 752]?

€
< /d3T1 ﬁd3w2d3w3
—€

1
[0 + w3 ] [of + 25 + wi] [0* + 2 + 25 + wi + w3
1

(02 +w] [v2 + 23 + 23 + w3 ] [z§+z§+w§+w§]2

/ ‘ dz1dzzdv
0

P

/ dzedzs3dv
0

(4.112)
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onde estas integrais sao finitas. Desta forma a integral do produto A; com By e com Cy
na regiao Ry, é finita. A integral do produto A; com By e com C4 na regiao Ry, é dada

por

1
APridz; dProdze dPradz:
Ry e e ’ 5[(21—22)2-1-\7?1—7_')2\2]

1

(21 + 23)% + |71 — 75|12 ] [(22 — 23)% + 72 — 73] ] [(22 + 23)% + |72 — 75|?]

€
< /d3T1 _’dS’deg’U}g
—é

e 1

/0 dz1dvydvy [vf +w3] [27 + vi+v3 + w3 [v3 + w3 + w3] [2] + vi + V5 + w3 + w3 ]
¢ 1

/Odzlah’ldv2 [0f + 03 +w3] [of +of +w3] [v3 +wi +ws] [f +of +vF + wi + wi]
E 1

/0 dzzdvydvs 0l + w2] [22 + 02 + wl] [02 + 2 + w3 + wl] [z§+v%+fu§+w§+w§]+
€ 1

/odzgdvlva[vler%][Z§+v%+v§+w§][v%+w§+w§][Z§+U%+w%+w§] |

(4.113)

onde estas integrais sao finitas. Conseqiientemente a integral do produto A; com Bs e com
Cy na regiao Rs, ¢ finita. Usaremos o teorema I do apéndice B para analisar as integrais
do produto A; com B, e com (g e o caso da integral do produto A; com By e com C7
na regiao Ry, onde se chegam a integrais idénticas as integrais analisadas no gréafico de
Feynman anterior. Estas integrais sao finitas. As integrais dos produtos A, com Bj e
com (Cy, C5 ...C7) sdo equivalentes as integrais dos produtos A; com By e com (Cy, Cs
...C%7) as quais j& foram analisadas anteriormente resultando serem finitas. A integral do

produto A, com B, e com Cs na regiao Ry, é dado por

d3T1d21 dSTQdZQ d3T3d2'3
R>

1

(21 + 22)2 + |11 — 7|2 [(21 + 23)2 + |11 — 75|12 ] [(22 + 23)2 + |72 — 7?3|2]2
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< /d37“1 id?’wgd?’wg

—€

1
2

-+ B+ uf] [+ B+ uf] [+ B+ wf + ud

/E d21d23d23 (4114)
0

Pl

sendo esta ultima integral finita. Portanto a integral correspondente ao produto A, com

By e com (5 na regiao R, é finita. A integral do produto As; com B, e com C} na regiao

R,, é dada por

1
dPridzy dProdze dPrad
Ry e @ Tz G0 [(z1 4 22)2 + |11 — 722 ]

1

(21 + 23)2 + |71 — 73[2] [(22 — 23)% + |72 — 752 ] [(22 + 23)2 + 7% — 73]?]

-

< 2/d37“1 ‘ dBwydPws /e dz1dzodv
—e 0

1
[2f + 25 + w3 ] [2f + 23 + 02 + 03 + wi] [0 + wi + wi] [ + 02+ wi +wi]’

(4.115)

resultando esta ultima integral finita. Portanto a integral do produto A, com By e com Cy
na regiao Ry é finita. O resto dos produtos ja foram analisados anteriormente resultando
ser finitos. Entdo podemos concluir que o grafico de Feynman dados pela Fig.(4.4) e
Eq(4.90) contém somente divergéncias de volume, a qual é renormalizada com os mesmos

contratermos da teoria sem fronteiras.



Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese estudamos como se implementa a renormalizacao perturbativa ao nivel de
dois lacos de uma teoria escalar A\¢* onde assumimos a presenca de dois hiperplanos onde
o campo satisfaz condi¢oes de contorno de Dirichlet. Desta forma na teoria existe quebra
da invariancia translacional. Mostramos que ao nivel de um laco os contratermos usuais
de volume sao suficientes para tornar a teoria finita. Entretanto ao nivel de dois lagos,
sao necessarios os contratermos de superficie para tornar a teoria finita.

Existem varias continuagoes naturais para o tema desenvolvido na tese. A primeira é
o estudo de QCD num volume finito e a segunda é o estudo de fenomenos criticos onde
efeitos de tamanho finito sao levados em consideracao. Com relacao ao primeiro assunto
gostariamos de discutir rapidamente porque estamos enfatizando o estudo de QCD onde
aparece efeitos de tamanho finito. A cromodinamica quantica é uma teoria nao-abeliana
com grupo de calibre SU(3). Os férmions da teoria transformam-se de acordo com a
representacao fundamental do grupo de calibre, i.e., cada sabor dos quarks é um tripleto
de cor SU(3). Os bosons de gauge transformam-se de acordo com a representagao adjunta.
A interacao entre os quarks é mediada pelos glions. Devido a estrutura nao-abeliana

da teoria, os glions acoplam-se entre si. Apesar de nao existir a baixas temperaturas
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cor livre, i.e., os prétons sao singletos de cor (confinamento), existem vdrios trabalhos
mostrando que existe possibilidade de acontecer uma transicao de fase confinamento-
desconfinamento. Por exemplo [13] [14] [15], no choque de fons pesados espera-se que se
produza o plasma de quarks e glions. Nestas circunstancias efeitos de tamanho finito
devem ser levados em consideragao.

No inicio dos anos setenta, foi desenvolvida toda uma teoria de fenomenos criticos
onde aparece um comprimento fundamental [16]. Da mesma forma do caso onde nao
exista um comprimento fundamental, a teoria critica de sistemas com um comprimento
finito é baseada no grupo de renormalizacao, onde propriedades universais dependem nao
apenas da forma do sistema, mas também das condi¢oes de contorno. Um dos fatores
que estimularam o estudo de efeitos de tamanho finito em fenomenos criticos, é que as
observacoes experimentais sao feitas em sistemas finitos. Desta forma nossos estudos sao

bastantes relevantes nesta linha de pesquisa.



Apeéendice A

Neste apéndice acharemos representacgoes tteis para o propagador livre. Partindo da
Eq.(2.8), temos que o propagador livre G(()Q) (11 — 75, 21, 29) é dado por

G(F — 7y, 21, 22) =

2 nmz nwz iP-(M1=72)
S — di-1 D) si 2 Al
T NG N B

onde as variaveis u = 272 e v = 2+2 sio definidas nas regides u € [—1,1] e v € [0,2]
respectivamente. Também usando uma identidade trigonométrica e desenvolvendo a soma

que aparece na Eq.(A.1), (Ref.[12]), obtemos

di-lp  e#i-i2) [ cosh (L(l — [ul)(p? + WQ)%)
2./ (2m) = (P2 +m?)? [ sinh (L(p? + m2)?)
cosh (L(1 —v)(p? + mQﬁ)]
sinh (L(ﬁ2 + mZ)%) .

Gég) (Fl - FQ? 21, ZQ) -

(A.2)

Tomando m = 0, d = 4, e integrando a parte angular é possivel mostrar que o propagador

. 2 — —
livre G[() )(7“1 — T, 21, 22) pode-se escrever como

GéQ) (Fl_F27 21, ZZ) —

)

—1 o0 o —iee\ | €OSh (1 —Jul)x)  cosh((1 —v)x
(e >l (1= Jul)) _ cosh((1—v))

2(2m)2r sinh x sinh x

(A.3)

"= |71 —T2]
L

onde a varidvel 1’ é definida por r . Usando a seguinte representagao integral do

produto da fun¢do Gamma e a fungao zeta de Riemann [12]

[t =00 Dy (A1)
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onde Re(z) > 1, Re(%) > —1, e a fungao zeta de Riemann ((z,q) é definida por

o 1
=y — 0,1
((z,q) ,;:o(kﬂLQ)z’ q# 0,-1,

=~ Z z 2 — —
entao, é possivel escrever Gé )(7’1 — T, 21, 22) da forma

1 > 1 1
60 | 2 (- B (5 RO e

—0o0 2

GSQ) (rl - T2a 21y ZQ)

Finalmente usando a seguinte identidade

> 1 T sinh(277r)

2 (k—2)2+72  2rsinh?(ar) + sin®(rz)’

k=—o00
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(A.5)

(A.7)

obtemos uma expressao do propagador livre que necessitamos para prosseguir nossa

andlise. Usando a equagao anterior Eq.(A.7) na Eq.(A.6) temos

sinh(7r") sin(™7t) sin(%52)

G§)2) (7?1 - FQ) 21, ZQ) —

167w L2’ [smhz( ") + sin? (%)} [sinhz( - +sin2(%)}



Apeéendice B

B.1 Teorema I

Sejam duas fungoes f(Z) e g(Z) positiva-definidas numa regiao finita R. Estas funcoes

sao finitas exceto f(Z) no ponto ¥, entdo a integral

1= [ ' f(@)9(). (B.1)

é finita somente se

I'= /v 'z f(7), (B.2)

¢ finita numa vizinhanga V' ao redor do ponto ;.

Para demonstrar a afirmacao anterior analisemos a integral I em duas regioes, V e
R—V, onde f(%) e g(Z) sao finitas em R — V| entao [5_ d%z f(Z)g(Z) ¢ finita, portanto
I serd finita somente se [i, d%x f(%)g(Z) é finita. Devido a que g() é positiva-definida em

R, temos entao que
Gminv < 9(T) < Gmaav VEEV, (B.3)
onde gminv (Gmazy) € 0 minimo (maximo) valor de g(x) no V. Logo integrando temos que
0< | de f(@guiny < | d'x f(@)g() < [ ' F@gnarr

0 < gy [ d' f(@) < [ ' F(@)g(x) < gy | d'x (@), (BA)
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Desta ultima expressao podemos ver que I d4 um limite superior para I’ e I’ d4 um limite

superior para I.

B.2 Teorema II

Seja uma fungao f(x) positiva a qual nao tem singularidades exceto no ponto = = 0, e
M = _iddx f(w?), (B.5)

onde w? = [w]?, entao

de) M=S5, /06, dw w f(w?), (B.6)

ondee<e’<\/;le,e5dzr2(”d7d//;).

Para demonstrar a afirmagao anterior vamos proceder da seguinte forma: A integral M

(

Figura B.1:

2¢

/\\/36

é definida no hipercubo d dimensional cujo lado tem comprimento 2¢ Fig.(B.1). Devido
a que f(w?) > 0 a integral M tem um limite tanto inferior como superior pela integral
sobre a hiperesfera de raio € e Vd ¢, i.e.,

Vd

Sa /€ dw w1 f(w?) < M < Sd/ " dw w1 f(w?), (B.7)
0 0

vamos definir g(z) = Sy [y d%ww? ! f(w?). Como f(w?) > 0 e continua, entdo g(z) é

. . ’
continua e crescente, portanto existe €, onde € < € < Vdee M = Sy [ dww? f(w?).
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B.3 Teorema III

Seja uma fungao f(x) positiva a qual ndo tem singularidades exceto para x = 0, e

N:/E/edlydmzf(yZ—l—zQ), (B.8)
0 Jo
entao
3¢ >0/ N= Stz / dw ' f (w?) (B.9)
Si+15m+1

Para demonstrar a afirmagao anterior vamos proceder da seguinte forma. Temos que

1 /W 4y /w;jl Ay f(y? + 2% < N

St41 St fﬁ

< B allJr1 " f? + 2%, (B.10)
Sti41 Smg1 /- —€

podemos verificar esta relagdo usando a desigualdade mostrada na Fig.(B.2) para cada

Vd
e
N €

g

Figura B.2:

varidvel i e Z mais o fato que f(y*+2%) > 0. Consideremos [ > m (o caso contrario temos
somente que trocar a ordem de integragao), entao

€ €

<
VIi+1 7 vym+1

b /W d+t /ﬁf d™" Mz f(y* + 2% < N
Sl+1 m+1 ST
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1 1 €
< - - dl-‘rl dm+12f y2 + 22 7
Si41 S /€ —€ ( )
1 1 =1 1 1
— VL imt 2y fp?) < N < / 42 fw?), (B.11)
Sl-i—l Sm+1 _ﬁ Sl-‘rl 5(m-f-l €

"

Usando o teorema anterior, existem €’ e €” tal que

SmHJrzfe dww™ M f(w?) < N < SmHH/E dw w™ M f(w?) (B.12)
S1+15m+1 Si+15m+1

similarmente a demonstragao anterior 3¢’/ €’ <€ <" e

Sl+m+2 I+m+1
N = dww™™ B.13
Sti1Smit I f(w). (B.13)

B.4 Teorema IV

Seja uma funcao f(x,y) positiva a qual ndo tem singularidades exceto para (z,y) = (0,0),

[:/Oe/oed:cdy f(z,y), (B.14)

entao,

I< /Oedx/xﬁgdy f(x,y)—f—/oedy/yy%dx f(z,y), (B.15)
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