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g-generalizacao da representacao da delta de Dirac em ondas planas
e da transformada de Fourier inversa

Max Jauregui

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas e Instituto Nacional de Ciéncia e Tecnologia para Sistemas Complexos

RESUMO

Uma g-generalizacao das ondas planas, chamadas de g-ondas planas, é introduzida a partir da definicao da funcéo g-
exponencial, a qual é bem conhecida e amplamente estudada na literatura sobre mecénica estatistica ndo extensiva.
Resulta que as g-ondas planas sdo normalizdveis, e que a delta de Dirac pode ser representada por uma combinacdo
linear de g-ondas planas. Por outro lado, mostra-se que é possivel determinar a inversa da g-transformada de Fourier,
a qual é relevante na prova do teorema central do limite g-generalizado, no espago de densidades de probabilidade ao
considerar certa informacao adicional relacionada com o conceito dos g-momentos. Além disso, uma g-generalizacdo
da transformada de Fourier inversa é obtida, com a qual uma densidade de probabilidade pode ser determinada a partir
da sua g-transformada de Fourier.

ABSTRACT

We introduce a g-generalization of the plane waves, namely the g-plane waves, from the definition of the g-exponential
function, which is well-known and widely studied in the literature on nonextensive statistical mechanics. We prove that
the g-plane waves are normalizable, and also that Dirac delta can be represented by a linear combination of g-plane
waves. On the other hand it is shown that it is possible to determine the inverse of the g-Fourier transform, which is
relevant in the proof of the g-generalized central limit theorem, in the space of probability densities by considering some
extra information related to the concept of the g-moments. Moreover, we obtain a g-generalization of the inverse Fourier
transform, which can be used to determine a probability density from its g-Fourier transform.
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1 Introducdo

A mecéanica estatistica é de fato uma das mais importantes areas da fisica. Gragas a ela, é possivel explicar a termodi-
namica dos corpos macroscopicos a partir de primeiros principios, usando modelos para descrever seus componentes
microscopicos. Do ponto de vista fisico, este é o principal objetivo da mecénica estatistica. A termodinamica é uma teoria
fenomenolégica cujas leis tém sido amplamente testadas e verificadas experimentalmente.

Ludwig Boltzmann, quem pode ser considerado o pai da mecéanica estatistica, introduziu uma relacao entre uma
grandeza da termodindmica chamada entropia e o nimero possivel de microestados (arranjos microscépicos). Obvia-
mente, para isto, ele acreditava na hipdtese de que a matéria estava formada por 4tomos e/ou moléculas, assunto que foi
duramente criticado nos tempos de Boltzmann.

Depois da morte de Boltzmann, com as contribui¢oes de Willard Gibbs, a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs
estava fazendo sucesso pouco a pouco, pois a teoria explicava satisfatoriamente certos fendmenos conhecidos mas ainda
inexplicados. Por exemplo, a radiacdo de corpo negro e o calor especifico dos sélidos.

Devido a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs funcionar tdo bem com certos sistemas “famosos”, os quais a-
tualmente se encontram em qualquer livro de mecénica estatistica, considerou-se que a teoria de Boltzmann seria a
Unica teoria da mecanica estatistica e que s6 ela poderia descrever satisfatoriamente qualquer sistema, esquecendo das
hipéteses que, com certeza, o mesmo Boltzmann levara em conta ao formular sua teoria. Esta forma de pensar estd
errada, pois a experiéncia indica que toda teoria tem uma regido limitada de validade.

Uma das hip6teses na formulacdo da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs é que os sistemas a serem analisados
devem ser ergodicos. Um sistema ergddico € tal que, independentemente das condicdes iniciais, sua evolucdo temporal
faz que todos os pontos do espaco de fase correspondente ao sistema sejam visitados apés um tempo suficientemente
longo. A mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs néo explica, em geral, a termodindmica de sistemas ndo ergédicos,
pois fornece uma entropia nao extensiva, o qual ndo estd permitido segundo a termodinamica.

Em 1988, Constantino Tsallis propds em [1] uma generalizacdo da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs, no-
meadamente a chamada mecdnica estatistica ndo extensiva. Ela descreve satisfatoriamente uma grande variedade de
fendmenos fisicos, como também € aplicada em outras dreas do conhecimento. Em geral, tratam-se de sistemas ndo
ergodicos que apresentam interacdes de longo alcance e/ou correlacdes fortes entre seus componentes.

Desde sua criacao, a mecanica estatistica ndo extensiva tem sido desenvolvida amplamente por cientistas de diversas
partes do mundo [2], sendo aplicada, por exemplo, em dtomos frios em redes 6ticas dissipativas [3, 4], plasmas empoeira-
dos [5], ions aprisionados [6], vidros de spin [7], turbuléncia na helidsfera [8, 9], criticalidade auto-organizada [10, 11, 12],
experimentos em altas energias no LHC/CMS/CERN [13, 14] e no RHIC/PHENIX/Brookhaven [15, 16], mapas dissipativos
de baixa dimensao [17, 18, 19, 20, 21], financas [22, 23, 24], entre outros [25, 26, 27, 28, 29].

A mecanica estatistica nao extensiva estd baseada numa entropia que depende, além das probabilidades dos micro-
estados, de um parametro real g [1, 30, 31]. Esta entropia é comumente chamada entropia ndo aditiva ou entropia de
Tsallis e denotada por S;. Nos sistemas descritos pela mecanica estatistica ndo extensiva, o parametro real g € ‘esco-
lhido’ pelo sistema e faz que sua entropia seja extensiva. A entropia de Tsallis de um sistema discreto de W estados com
probabilidades p1, p2, ..., pw, positivas, estd dada por

1)

Verifica-se facilmente! que a entropia de Tsallis recai na entropia de Boltzmann? no limite ¢ — 1. Fisicamente, este
limite corresponde aos sistemas ergddicos, onde a mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs funciona e a entropia de
Boltzmann € extensiva.

Chama-se de g-generalizacdo a uma generalizagdo de um conceito mediante o uso do parametro real q. Entdo, a
mecanica estatistica ndo extensiva pode ser interpretada como uma g-generalizacao da teoria de Boltzmann-Gibbs, pois
a entropia de Tsallis contém a entropia de Boltzmann como caso particular (¢ — 1). Assim como a entropia, surgiram

1por exemplo, usando a regra de UHépital.
2Refere-se a entropia de Boltzmann-Shannon-Von Neumann.
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Fig. 1. A g-exponencial para diversos valores de g.

outras g-generaliza¢gdes no desenvolvimento da mecanica estatistica ndo extensiva [30, 31, 32]. A g-exponencial é uma
das mais ressaltantes e estd definida como sendo uma fungao exp , (x) da varidvel complexa x tal que

e* seq=1
1+(1- 1a-q 1,1+(1- 0

exp, (x) = € = 1+ (1—q)x] seqzL1+(1-q)x> ©
0 seqg<l,1+(1-qg)x=<0

v.p.1+1-g)x]V1=9 seq#1,Im(x) #0,

onde o operador v.p. indica que se deve considerar o valor principal da expressdo a direita (ver Fig. 1). Nota-se que, para
g < 1, a g-exponencial apresenta um cut-off, e quando g > 1, a g-exponencial possui um dominio limitado, nomeada-
mente o intervalo (—oo;1/(g —1)).

Na mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs, a fun¢ao exponencial tem um lugar privilegiado devido principalmente
ao chamado fator ou peso de Boltzmann, o qual aparece ao otimizar a entropia de Boltzmann mantendo fixa a energia
interna do sistema. Verifica-se que as probabilidades dos microestados que otimizam a entropia de Tsallis de um sis-
tema sdo proporcionais, em geral, a uma g-exponencial. Assim o peso de Boltzmann fica g-generalizado na mecanica
estatistica ndo extensiva [30, 31]. Uma justificativa razodvel para o uso da mecénica estatistica ndo extensiva é o fato de
aparecerem ¢-exponenciais na descri¢cdo ou nos resultados experimentais de certos fendmenos fisicos (em geral sistemas
nao erg6dicos como os mencionados no pardgrafo inicial).

Conceitos matemadticos relacionados com a exponencial podem ser g-generalizados mediante o uso da g-exponen-
cial. Por exemplo, as funcdes trigonométricas, a Gaussiana, a onda plana, a transformada de Fourier, entre outros. Nesta
dissertac¢do, introduzir-se-4, na secao 2, uma g-generalizacdo das ondas planas, chamadas de g-ondas planas, as quais
resultam ser normalizdveis. Além disso, mostrar-se-4 na se¢do 4 que uma combinacdo linear de g-ondas planas pode
representar a delta de Dirac, obtendo assim uma g-generalizagdo da representacao da delta de Dirac em ondas planas.

A g-Gaussiana é outra g-generalizacao de grande importancia. Ela otimiza a entropia de Tsallis quando se mantém
fixo 0 quadrado da energia. Ela estd definida para qualquer g < 3 como sendo uma fung¢do G4(; x) das varidveis reais
B >0 e x tal que (ver Fig. 2)

\/_ﬂx

Gq(Bix) = 3)

onde C,4 € uma constante de normalizagdo tal que

f Gy(Bx)dx=1, (4)

e estd dada por

T2 (L) [r(F)] T sea<t
Co=qvm seq=1 -

) [r()] ser<ass

Segundo o classico teorema central do limite, se se tem uma sequéncia de varidveis aleatérias Xj, X, ..., X, definidas



4 Max Jduregui / Dissertagdo de mestrado (2011)

1 T T
_q__]_
08 |—4a=0 4
q=1
L [—a=2 i
081 |_q=25

Gq(l;x)

Fig. 2. Representagdo de G4(1;x) para diversos valores de g. Nota-se que quando ¢ < 1, a g-Gaussiana possui suporte compacto; caso
contrério, possui suporte ilimitado.

no mesmo espaco de probabilidade, independentes e de variancia finita, entdo a sequéncia (S, —ES;)/ v/varS,,,onde S,, =
Y, Xi,eES, evarS, sdo a esperanca e variancia de S, respectivamente, converge em distribui¢ao para a distribuigao
normal (Gaussiana) [33]. Aqui se diz também que o atrator € uma Gaussiana. Este teorema justifica por que aparecem
tantas Gaussianas na natureza, pois existem em ela sistemas caéticos cujos componentes podem ser considerados como
varidveis aleatorias independentes e de variancia finita.

Em 2008, Umarov, Tsallis e Steinberg fizeram uma g-generalizacdo do teorema central do limite [32] (ver também
[34]), no qual se tem uma sequéncia de varidveis aleatérias que apresentam determinadas correlagcoes fortes entre elas,
e tém uma varidncia g-generalizada finita. Este teorema estabelece que o atrator neste caso ¢ uma g-Gaussiana com
g no intervalo (1;2). Naturalmente, recupera-se o teorema cldssico no limite g — 1, onde as varidveis aleatérias sdo
independentes. Esta g-generalizacdo do teorema central do limite justificaria a aparicdo de tantas g-Gaussianas com
g # 1 na natureza.

A transformada de Fourier é uma transfomada integral que tem grande aplicagdo na matemaética, fisica e engenharia.
Por exemplo, pode ser usada para resolver facilmente equacoes diferenciais parciais lineares; em teoria de campos e na fi-
sica da matéria condensada, ela pode ser usada para calcular funcoes de Green; também € aplicada no processamento de
imagens e sinais. Por outro lado, a prova do clédssico teorema central do limite pode ser abordada usando a transformada
de Fourier, devido principalmente ao fato de transformar uma Gaussiana em outra.

Para provar a g-generaliza¢do do teorema central do limite foi conveniente introduzir uma g-generalizacdo da trans-
formada de Fourier tal que transforme uma g-Gaussiana em outra, pois nenhuma das tranformacdes integrais conhe-
cidas e disponiveis na literatura fazia tal coisa. Chama-se de gq-transformada de Fourier a esta q-generalizacao, e esté
definida para qualquer g no intervalo [1;3) como sendo [32]

Fq Lf1(&) :f f(x)eit']fx[f(x)]ﬂﬂ dx, ©)

onde f(x) é qualquer funcdo somdvel® ndo negativa da varidvel real x. Nota-se que se recupera a expressao da transfor-
mada de Fourier padrdo* no limite g — 1. Nota-se também que esta transformada integral é ndo linear quando q # 1.

Por intermédio da g-transformada de Fourier, consegue-se transformar uma g-Gaussiana em outra (ver detalhes em
[32]). No espago das g-Gaussianas com g > 1, a g-transformada de Fourier é inversivel e conhece-se a expressao analitica
da inversa [35]. Infelizmente, ndo se tem encontrado até agora uma expressao analitica para sua inversa no espaco de
densidades de probabilidade, pior ainda no espago de funcdes soméveis.

Recentemente, Hilhorst provou, propondo contraexemplos, que ndo existiria uma tnica inversa para a g-transfor-
mada de Fourier, implicando que esta ndo seria inversivel no espaco de densidades de probabilidade [36, 37]. As funcdes
propostas por Hilhorst nos seus contraexemplos essencialmente dependem de um certo parametro real, além de g e
x. Estas funcodes sdo tais que para cada uma delas existe um tnico ¢p no intervalo (1;3) tal que a go-transformada de
Fourier independe de tal parametro. Mostrar-se-4 na secdo 5 que é possivel determinar o valor do parametro adicional
destas funcdes ao considerar certa informacao adicional relacionada com o conceito dos g-momentos. Por outro lado,

3Diz-se que uma funcao f(x) da varidvel real x é somavel se

o0
f If(x)|dx < oo.

4Na transformada de Fourier, a dimensdo da varidvel conjugada k é a inversa da dimenséo de x, porém, na g-transformada de
Fourier, a dimenséo da varidvel ¢ depende de g e da funcao considerada. Para evitar esta dificuldade, deveria-se fazer primeiro um
rescalamento na func¢ao, por exemplo, escrever f(x)/ f(0) em lugar de simplesmente f(x).
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apresentar-se-4, na secdo 6, uma expressao que poderia ser interpretada como uma g-generalizacdo da transformada de
Fourier inversa, com a qual uma densidade de probabilidade podera ser determinada a partir da sua g-transformada de
Fourier.

2 As g-ondas planas

2.1 Definicdo

A equacdo de onda é um cldssico exemplo de uma equagdo diferencial linear em derivadas parciais com grande uso na
fisica. Numa dimensao ela pode ser escrita como
f;n 1 0°f(x;0)
ox2 v o1
onde f(x; t) é uma perturbagdo, produzida pela onda, sobre um ponto na posi¢do x e no instante ¢, e v é a velocidade de
propagacao da onda.

Uma solucdo particular bem conhecida de (7) é a onda plana, que é uma funcao das varidveis reais x e ¢ tal que é
proporcional a e!k**¢9 onde k e w sdo parametros reais. Por outro lado, a solucio geral de (7) é uma funcdo f(x;t) =
F(x—vt)+G(x+v1), onde F e G sao fungdes de uma varidvel real cujas regras de correspondéncia dependem das condi-
¢oes de contorno.

) Q]

Seja, para qualquer real g, uma fungdo ¥, (x; t) das varidveis reais x e ¢ que seja proporcional a eiq(‘rﬁwt), onde ¢ e

w s@o parametros reais. Devido a grande liberdade que a solu¢do geral tem, ¥4(x; ) também serd solu¢do de (7) (ver
também [38]). Assim chamar-se-4 de g-onda plana a funcao W 4(x; 1).

2.2 q-seno e q-cosseno

Se g # 1, pode-se verificar facilmente que a g-exponencial de um ntimero imagindario puro, ix com x real, pode ser escrita
da seguinte maneira

arctantt =) ®

eg‘z [1+ (1 - q)?x?)V/20-D exp (1 I—q

de onde suas partes real e imagindria podem ser separadas. Além disso, podemos identificar estas partes como sendo as
q-generalizac¢des do cosseno e do seno de x respectivamente. Entdo tem-se que

©)

seng x =Im(e;) = [1+ (1~ q)? %1120 geny (—arc an(( q)x))

lI-q

(10)

cosg x =Re(e}) = [1+ (1 - q)*x*]"'B0~9 cos (—arc and( q)x)) ,

I-q
chamadas de g-seno e g-cosseno respectivamente. Borges estudou em detalhe estas funcdes e construiu toda uma g-
generalizagdo da trigonometria a partir delas (ver [39]). Pode-se notar facilmente de (9) e (10) que tanto o g-seno como

0 g-cosseno de x tendem a zero no limite x — oo quando g > 1 (ver Fig. 3). Se g < 1, ambas as fun¢des divergem no
infinito.

2.3 Normalizabilidade das q-ondas planas

O fato das funcées g-seno e g-cosseno decairem no infinito quando g > 1 sugere que as g-ondas planas com g > 1 sejam
normalizdveis, ou seja, considerando uma g-onda plana ¥ ;4 (x; 1) = Neg‘xw” com g > 1, tem-se que

2 e i(lxtwt)
[N €eq
—00

Para provar que as g-ondas planas com g > 1 sdo normalizdveis, basta encontrar uma expressdo para a constante de
normalizagdo N (ver [40]).
Considerando ¢ # 0 e usando (8) em (11), tem-se que

* i
elc;‘xwt) dx=1. (1)

1 o0 1
= dx.
INJ? f—oo (1+1q—1PKEP(x £ 0t/ @D *
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(@) (b)

Fig. 3. As funcoes seny 1 x e cosy,1 x tendem a zero no limite x — +oo.

Fazendo a mudanca de varidveis tan¢ = |qg — 1]|¢|[x + (w/¢) t], tem-se que

1 1

/2
—=— | (cosp)? 2@V gp. (12)
INE ~ 1g= 11| [IC 4

Esta integral é convergente se e somente se

4-2q 2
>-1 & ——>1,
q-1 q-1

o qual acontece se e somente se g—1>0e2 > g—1, ouseja, g deve ser elemento do intervalo (1;3). Logo, assumindo isto,
tem-se de (12) que
L S ( 3-q 1)
N2 (g-DIEl \2(g-1)"2)°

(13)
onde
/2
B(x;y) = f 2(cos ) L(sen)? " tdo
0

é a funcdo beta para quaisquer reais positivos x e y. Esta func¢do relaciona-se com a fung¢do gama mediante

L Troy)
B(x;y) = 71"(x+y) (14)

Logo, usando (14) em (13), tem-se que

_ _141/2 )
(g-DII \2(g-1) q-1

onde ¢ é uma fase real arbitréria (ver Fig. 4).

3 Adistribuigdo 6 ,(x)

3.1 Introdugdo

Suponha-se que uma forga F seja aplicada sobre um corpo durante um intervalo de tempo —f,. Segundo alei de Newton,
gerar-se-4 uma variacdo no momentum, p, do corpo, ou seja,

t
p(1) — pto) = f F(thdr'.
to
Se o intervalo de tempo t— fy é muito pequeno e F é uma funcéo de ¢, o impulso também serd muito pequeno, porém
existem sistemas na natureza onde este impulso ndo é desprezivel, por exemplo, quando colidem duas bolinhas de vidro
no gude. Para modelar estes impulsos quase instantaneos, faz-se uso de uma distribuicdo chamada de delta de Dirac.
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Fig. 4. Representacao do médulo da constante de normalizagdo, | N|, de uma g-onda plana normalizével ¥ 4 (x; £) = Nelfx 0D Nota-
se que no limite g — 1, N — 0, o qual esta de acordo com o fato das ondas planas nao serem normalizdveis.

A delta de Dirac, além do exemplo descrito no exemplo anterior, € uma distribuicdo que tem aplicacdo em quase
todas as dreas da fisica. Foi Dirac quem a definiu pela primeira vez ao introduzir seu formalismo da mecéanica quantica
em 1927, denotando-a pela letra grega 6 e chamando-a “fungdo 6”, sendo ciente de que nao se tratava de uma funcgao.

Dirac definiu a “fun¢do 6” como sendo uma quantidade 6§ (x) que depende do parametro real x tal que [41]

S22 8(x)dx=1
o0 (16)
6(x) =0 paraqualquer x #0,
porém resulta mais conveniente definir a delta de Dirac como sendo uma distribuicéo tal que®
f f(x)6(x)dx = f(0) a7

para qualquer funcao f(x) da varidvel real x continua em x = 0.

Considerando, em (17), a funcdo constante f(x) = ¢ # 0 para qualquer real x, obtém-se a condicdo de normaliza¢ao
da delta de Dirac, ou seja, a primeira equagdo em (16). Por outro lado, considerando a fung¢do f(x) = eikx, onde x e k sao
reais, obtém-se que a transformada de Fourier da delta de Dirac, F[§](k), é igual a 1. Segue de aqui que a delta de Dirac
pode ser representada pela seguinte combinacao linear de ondas planas:

l o0 'k
6w =5 [ e, 18)
27 J—co
a qual chamar-se-4 de representagdo da delta de Dirac em ondas planas. Escrevendo esta integral na forma de limite
improprio, tem-se que

sen(Lx)

o(x) = Llim (19)

X

3.2 Definigdo preliminar

Segundo (18), a delta de Dirac pode ser representada como uma combinacdo linear de ondas planas. Na secdo 2, viu-
se uma ¢g-generalizacdo das ondas planas, nomeadamente as g-ondas planas. Logo, pode-se pensar em fazer uma ¢-
generalizacdo da representacao da delta de Dirac em ondas planas considerando uma combinacao linear de g-ondas
planas sem a restricdo g = 1. Assim, para cada g no intervalo [1;2), define-se a distribuicdo §,(x) como sendo uma
quantidade que depende do parametro real x tal que

L [ jex
but=— [ elrac, (20)
q J—o0
onde ¢4 € uma constante de normalizagdo tal que ¢; =2m e

f 5, dx=1. (21)

5Se se quiser definir rigorosamente a delta de Dirac, dever-se-ia usar 2 teoria da medida ou, mais geralmente,  teoria das distribui-
¢oes de Schwartz.
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Se g é elemento do intervalo (1;2), de (20), tem-se que

A 1

d¢.

1
84(x) = — lim v.p.
100 G AP L = g DD

Fazendo a mudanca de varidveis y = 1 + (1 — g)i{ x, tem-se que

1-(g-DiAx

6g(x) = ————— limw. f ——d
q (g —Dicgx A—co P 1+(g-Diax y@D Y
[ H iAx\2—-q _ (,—iAx\2—-q
&= ariogs AP (€ e @)
Por outro lado, pode-se provar facilmente que
v.p.(ep)" =eil 1y, (23)

para quaisquer reais g e r > 0, e x complexo. Logo, como em (22) se tem que g # 2, entdo, usando (23) em (22), tem-se
que
i2—q)Ax —i(2—q)Ax]

1 :
Oq0) = (2- @licgx Am (€1 0-g) ~C1/e-g)

i(2—q)Ax

1(—q) * Além disso, considerando

Logo, segundo (8), a expressdo entre colchetes é igual a 2i vezes a parte imaginéria de e
também a defini¢do do g-seno dada em (9), obtém-se que

2seny/e-q) (2 — g)AX)
2- q)cqx

b4(x) = lim , (24)
A—o0

o qual é valido mesmo quando g = 1.

3.3 A constante de normalizagdo cg

Para a defini¢do da distribui¢do 6 4(x) ficar completa, deve-se encontrar a expressdo da constante de normalizagdo c,
quando q for elemento do intervalo (1;2). Entdo, usando (9) e (24) em (21), tem-se que

o0 1

? arctan((g — 1)Ax) | dx.

c; = — lim sen|Z=
17 27 Ao o x[1+ (g — 1)2A2x2] -0 2(G-1] —

Definindo a quantidade

(g) = ——1 (25)
a =
q 2(g-1)
e fazendo a mudanca de variaveis y = (g — 1) Ax, tem-se que
co= 2 f"o sen(2a(q) arctan y) 26)
2—-q a(q)

-0 y[1+y?]

onde o simbolo de limite pode ser omitido, pois ndo se tinha mais dependéncia em A. Fazendo a mudanca de variaveis
tan¢ = y, obtém-se que

4 fﬂ/Z sen(2a(g)¢)(cos)?¢(@-1
0

- 2—q sen¢ do. @7

Cq

Segundo (25), para qualquer valor positivo de a(q), sempre se podera obter o g correspondente. Em particular, pode-
se escolher a(g) tal que a integral em (27) seja f4cil de ser calculada.

Exemplo 1. Se a(q1) =1/2, g1 = 3/2. Logo,

4 (72 27
Cqy = d¢op = =4r7.
2-q1 Jo 2-q

Exemplo 2. Se a(q2) =1, g» =4/3. Logo,

4 f’”z sen(2¢)c0s<pd¢_ 27
" 2-q2 )0 sen¢ T 2—q

=3r.

Cqp
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Nota-se que a expressdo c¢; = 27/(2 — q) para a constante de normalizacdo ¢ satisfeita em ambos os exemplos. A
integral em (27) é dificil de ser calculada analiticamente, porém restringindo o conjunto de valores possiveis de a(g) ao
conjunto {1/2;1;3/2;2;...}, pode-se encontrar analiticamente tal integral. Antes de mais nada, é necessario conhecer a
seguinte identidade trigonométrica:

Teorema 1. Sejam n inteiro positivo e ¢ real. Logo,

L(n=1)/2] { n ) .
sen(ng)= Y. (-DI| " |(cosp)"H (sengp)?/H!,
iz0 2j+1
onde | x| = m é a fungdo chdo® para qualquer x real, onde m é um inteiro tal que m < x < m+1.

Prova. Partindo da férmula de Euler e usando o teorema do bindmio, tem-se que

n . . .
sen(ng)= Y /7! (’;) (cos)" ' (sen¢p)/,
j=1

(impar)

a qual é uma soma sobre todos os indices impares entre 1 e n. Se n é impar, esta soma pode ser rescrita como

=3 il ™ cose) 2 sen g
sen(ng) = Z 2j+1 cos¢ sen¢ ;

se n é par, entdo

=S 07 |icos) 2 sen gy
sen(ng) = = 2j+1 cos¢ sen¢ .

Deve-se notar que se n é impar, [(n—1)/2] = (n—1)/2;ese népar, [(n—1)/2] = (n—2)/2. Isto conclui a prova. O

Como a(q) é elemento de {1/2;1;3/2;2;...}, pelo Teorema 1, tem-se em (27) que

2 la(g)-1/2] . 205(6]) /2 ) )
= — -1/ da(q)-2j-2 2j
Cq 2—q j;) (-1 2j+1 fo 2(cos¢) (sen¢)/ d¢p.

Como 0 < j < a(qg)—1/2, as desigualdades 2j > —1 e 4a(q) —2j — 2 > —1 sao verdadeiras, entao,

I —1)\/
Ca Y D 2j+1 T (2a(q))

R -(Za(q))F(Za(q)—j—l/2)F(j+l/2)
2-q9 %

Logo, escrevendo o fator binomial em termos da funcdo gama e usando a propriedade I'(x + 1) = xI'(x) para qualquer x
nao negativo, obtém-se que

_ da(g) La(q)—l/ZJ(_l)jI‘(Za(q)—j—l/2)I‘(j+ 1/2)
T 2-q & F2j+2TQalq)-2j)

(28)

Exemplo 3. Se a(q3) =3/2, g3 =5/4. Logo,

6 TB-j—1/2T(j+1/2) 6 (37r n)_sn
=5

C, = _—
a3 2— a3

-1/ =
q].z:o( D I(2j+2)I3-2j) 2-q3\ 8 24

Exemplo 4. Se a(qs4) =2, q4 =6/5. Logo,

3

g 4 ljl"(4—j—1/2)1"(j+1/2)_ 8 (5n n)_sn
16 16)

= ( . = — -
2—q4j;) I'2j+2)r4-2j) 2—-qy
Nota-se novamente que em ambos os exemplos, a expressdo c¢; = 27/(2 — q) para a constante de normalizagdo é

satisfeita. Usando um software de computacao simbdlico, verifica-se que, até para valores de a(g) = 10000, a expressdo
de c; em (28) se reduz a ¢y = 27/ (2 — g). Assim € razodvel estabelecer o seguinte [40]:

Conjectura 1. Seja n inteiro positivo. Logo,

L(n+1)/2] T(n-i-1/2T(G+1/2
r=n ) (=1 ( L 12 (]+./)
= I2j+2)I'(n-2j)

6Esta funcdo também é conhecida pelo nome de parte inteira.
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Fig. 5. Os pontos foram obtidos resolvendo numericamente a integral em (26) enquanto que a curva é a representagdo da expressao
da constante de normaliza¢ao cq segundo (29).

Além disso, verifica-se numericamente que a expressao ¢, = 27/ (2—g) para a constante de normalizagéo € valida ndo
somente para certos valores racionais de g no intervalo (1;2), sendo para qualquer g no intervalo (1;2) (ver Fig. 5). Por
outro lado, Chevreuil, Plastino e Vignat em [42] indicaram que a integral em (27) se encontra na tabela de integrais [43]
(p. 3.638.3), e é igual a /2 para qualquer valor real de g no intervalo (1;2). Assim fica provada a validade da Conjectura 1
e conclui-se que

o = 27 (29)
q_z_q'

Portanto, usando (29) em (20), obtém-se para cada g no intervalo [1;2) que
2—- q foo iéx
1) =— dé, 30
q(x) el B e d¢ (30)

e (24) pode ser escrita como

seny/e-q) (22— q)Ax)
X ’

6400 = Jim (31)

4 Adelta de Dirac como combinacao linear de g-ondas planas

4.1 Introdugdo

Na secdo 3, viu-se que a distribuicdo §,(x) € uma g-generalizacdo da representacdo da delta de Dirac em g-ondas pla-
nas, porém ndo se tem provado ainda que a distribuicdo 6,(x) seja uma representacio da delta de Dirac quando g # 1.
Nesta secdo, justificar-se-a de forma heuristica como também de forma rigorosa que a distribui¢do 6,(x) pode de fato
representar a delta de Dirac quando g # 1.

Sejam ¢ no intervalo (1;2) e a fungdo A4 (x; A) das varidveis reais x e A > 0 tal que

seny/e-q (22— q)Ax)
X

Ag(x;A) =

Segundo (31), esta fungdo relaciona-se com a distribuicdo §,(x) mediante a equacdo §4(x) = lima—.co Ag(x;A). Além
disso, infere-se do gréfico da funcdo A4 (x; A) (ver Fig. 6) que, A, (x; A) apresentard uma divergéncia em x = 0 e serd igual
a zero em qualquer outro ponto no limite A — co. Esta € uma condigdo necessaria para que a distribui¢éo 6,(x) seja uma
representacdo da delta de Dirac.

4.2 Justificagcdo empirica

Seja uma funcéo f(x) da varidvel real x analitica em x = 0, ou seja, f(x) é igual a sua série de Taylor em torno da origem.
Logo, se a e b sdo reais com a < b, entdo

b oo £(j) b
f f064(x)dx=)" %f x/64(x)dx.
a j=0 : a
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Fig. 6. Gréfico de A3;»(x; A) para trés valores de A. Resultados similares sdao obtidos para diferentes valores de g no intervalo (1;2).

Considerando g no intervalo (1;2), tem-se de (31) e (9) que

b o fU0) b x/~'sen(2a(q)arctan((g—1)Ax))
(x)04(x)dx = lim - f
fa J099g Aﬂooj;o it Ja w1+ (g -1)2A2x2]%9

onde a(q) estd dado por (25). Deve-se ressaltar que todas as integrais acima sao finitas, devido principalmente ao inter-
valo de integracdo ser limitado. Fazendo a mudanca de varidveis tan¢ = (g — 1) Ax, tem-se que

b oo (7 0 arctan((g—1)Ab) 2 2a(q)-1-j
f F8g0dx=lim 3 —L @ f senCagplcosy) deb. (32)
a A—o0iT (g —1)] N j! Jarctan((g-1)Aa) (sen¢p)'~/
O primeiro termo do somatério acima é
0 arctan((g—1)Ab) 2 2a(q)-1
& lim sen(2a(q)¢p)(cosd) do. 33)

T A—ocoJarctan((g-1)Aa) sen¢

Se 0 < a<boua<b<0, pode-se notar facilmente que este termo € igual a zero. Se a < 0 < b, a integral em (33) é igual
am (ver [43] (p. 3.638.3)), entdo, (33) éigual a f(0). Se a=0<boua< b=0, aintegral em (33) é igual a n/2, logo, (33) é
igual a f(0)/2.

Para os seguintes termos de (32) serem analisados, primeiro serdo rescritos na forma limp ..o f WwyJ i(q; A\; a; b),
onde j é inteiro positivo e

Jj(q;A;a;b) =

1 farctan((q—l)Ab) sen(2a(q)¢) (COS¢)2a(q)—1—j d(p

(g - 1)jAjj! arctan((g—1)Aa) (Sen(,b)l_j
Esta funcao é decrescente em A e j (ver Fig. 7a). Além disso, a razdo

Ji+1(q; A; a; b)

Ri(g;\;a;b) =
i ) Ji(q; A; a; b)

para qualquer real positivo A quando j — oo (ver Fig. 7b). Assim a série em (32) é convergente, o qual é consistente com
o fato de o intervalo de integracdo ser limitado; no limite A — oo, todos os termos do somatdrio em (32) tendem a zero
exceto o primeiro. Logo,

b 0 se0<aoub<0
f f)og(x)dx=1 f(0) sea<0<bhb
“ f0)/2 sea=0<boua<b=0.

A partir destes argumentos, € razoavel afirmar que a distribuicéo 6 4(x) é de fato uma nova representacédo da delta de
Dirac, ainda com g # 1 [40], ou seja, trata-se de uma representacdo da delta de Dirac em g-ondas planas.

Conjectura 2. Seja q no intervalo [1;2). Existe uma grande familia de fungées f (x) da varidvel real x tais que

f f)o4(x)dx= f(0).



12 Max Jduregui / Dissertagdo de mestrado (2011)

1 1,5 T
- —
1620 4 A=10°
1° v A=10"
1e-40
Jj(3/2;/\;-2;5)
16-60
1e-80
16100520 20 60 8 100 0

0 20 40 60 80 100
(@ (b)

Fig. 7. Adependénciaem j de (a) ]j (3/2;A;-2;5) e (b) Rj (3/2; A;—2;5) para trés valores de A. Nota-se que ]j (3/2; A; —2;5) é decrescente
em Ae j, e Rj(3/2;A;-2;5) — 0 quando j — oo para qualquer real positivo A.

4.3 Provarigorosa

Atualmente existem vérias provas da Conjectura 2, indicando assim que a delta de Dirac pode de fato ser representada
como uma combinacdo linear de g-ondas planas com ¢ no intervalo [1;2), nomeadamente mediante a distribui¢ao & q>a0
menos para certo tipo de fungdes. Menciona-se a continuac¢ao as provas que foram feitas até agora. Chevreuil, Plastino e
Vignat provaram em [42] que a distribuicdo 6 ;(x) se comporta como a delta de Dirac ao considerar fun¢des rapidamente
decrescentes, ou seja, funcoes reais ¢(x) de classe €™ tais que lim,_.+00 x/ Y (x) = 0 para quaisquer inteiros positivos
j,1. Uma conclusado similar foi obtida por Plastino e Rocca em [44] usando a teoria de ultradistribui¢cdes temperadas.
Mamode em [45], usando distribui¢oes de Schwartz e ferramentas de anélise complexa, provou que a distribui¢ao 6 4(x)
se comporta como a delta de Dirac ao considerar qualquer funcdo real limitada de classe € cujas derivadas sejam
também limitadas. Por outro lado, tem-se também o seguinte (ver [46]):

Teorema 2. Seja q no intervalo [1;2). A distribuicdo 6 4(x) comporia-se como a delta de Dirac ao considerar fungoes somd-
veis f (x) da varidvel real x cujas transformadas de Fourier também sejam somduveis.

Prova. Se q =1, nada se acrescenta a o ja disponivel na literatura. Se g é elemento do intervalo (1;2), pode-se usar a
“representagdo gama” da g-exponencial [42]:

oléx _ 1 f‘” o1 200 gllq-Déxt gy
9 TRalg)+1) Jo

onde a(q) estd dado por (25). Logo,

00 . 1 oo oo .
[l =y L), st aras, (34)
—00 —00J0

Nota-se que

o0

; = —t 2a(q) 4i(g-DExt f
F(Za(q)ﬂ)f_mfo [fe 1 e dedx< | 1f()ldx <o

devido a f(x) ser somavel. Logo, pelo teorema de Fubini [47], pode-se permutar os operadores de integracdo em (34).
Entao,

foo fxe*dx ;fooe_ttza(q) foo Fx)el@Dex qxdr
oo’ Ta(q)+1) Jo o0

1 * -t 2a(q) _
7F(2a(q)+l)fo e 't Flfl((g—1D¢nde. (35)

Agora, deve-se provar que
0 foo e 21f(0)
f;mj;mf(X)eq dde— ﬁ

Primeiro, deve-se notar que

1 (7 —t 2a(q) _
—1—‘(26{(6])+1)f0 f_oo|e t Fifl((g—1¢én|déde < oo

devido a transformada de Fourier de f(x) ser somével. Entdo, novamente, pelo teorema de Fubini, pode-se permutar os
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Fig. 8. Para 1 < g < gmax(A), a distribuicao 6q(x) comporta-se como a delta de Dirac ao considerar as funcdes Dg.pp(x) com A>0.0Os
pontos tém sido encontrados numericamente. O grafico auxiliar sugere que gmax(A) ~ 1+1/1 quando A é muito grande.

operadores de integracdo em (35). Usando a mudanca de varidveis { = (q — 1){¢, tem-se que

[ iEx _ 1 *© 2a(q)—1foo :Zﬂf(())
f_oof_oof(x)eq dxds (q—l)F(Za(q)+l)fo et JVl@dede= =,

o qual conclui a prova. O

Corolério 3. Sejam q no intervalo [1;2), a e b positivos, A < —1/2 e uma fungdo D g1 (x) = (ax + b)* da varidvel real x.
Logo,

f Da;b;)L (x)aq(x) dx= b/l .

—00

Prova. Pode-se verificar facilmente que

f |Da;b;/1 (x)|dx

—00

é proporcional a

/2
f (cosp) 2V dg < o0,
-7/2

Por outro lado, tem-se que (ver [43] (p. 3.771.2))

A+1/
FID ](k):z“l\/g Vab +12K}L+1/2(\/b/a|k|)
a;b;A - T D ’

onde K, (x) é a funcdo de Bessel do segundo tipo. Além disso, pode-se verificar, usando a expansdo assintética de K;,(x)
(ver [43] (p. 8.451.6)), que F[Dg ;2 1(k) € uma funcao somdvel positiva. Portanto, segue do Teorema 2 que

+00
f Dt (108 () dx = D (0) = b,

o qual conclui a prova. |

Quando A > 0, as fung6es D2 (x) do Coroldrio 3 sdo bem comportadas em x = 0 e divergem como uma lei de
poténcias quando |x| — co. Numericamente, infere-se a existéncia de um gmax(A) no intervalo [1,2) tal que a distribuicdo
04(x) comporta-se como a delta de Dirac ao considerar estas fungoes divergentes quando 1 < g < gmax. O resultado
numérico sugere que a distribuicdo §,(x) pode representar a delta de Dirac até um certo gmax(A) no intervalo [1;2) (ver
Fig. 8).

Coroldério 4. Seja g no intervalo [1;2). A distribuig¢do 6 q(x) comporta-se como a delta de Dirac ao considerar q'-Gaussianas
com q' no intervalo [1;3).

As propriedades mais ressaltantes da delta de Dirac sdo apresentadas no Apéndice. Deve-se ter claro que tais pro-
priedades independem da representacao com a qual se esteja trabalhando. Portanto, em particular, a representacao da
delta de Dirac em g-ondas planas obedecerd também essas propriedades.
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Fig. 9. Representacdo de hg;),1;4 (%) para diferentes valores de g e a.

5 A densidade escorte a unicidade da inversa da g-transformada de Fourier

5.1 Introdugdo

Seja uma variavel aleatéria X definida num certo espaco de probabilidade com uma densidade f(x) normalizada. A
funcao caracteristica de X estd dada basicamente pela transformada de Fourier de f(x), F[f](k). E sabido que todos os
momentos de f(x) podem ser obtidos a partir das sucessivas derivadas da fung¢do caracteristica de X em k = 0. Em 2009,
Tsallis, Plastino e Alvarez-Estrada mostraram em [48] que as sucessivas derivadas da g-transformada de Fourier de uma
densidade de probabilidade f(x), F;[f](¢), em ¢ = 0 estdo relacionadas com alguns dos momentos g-generalizados dela
(ver também [49]).

Sejam g real e X uma varidvel aleatéria com uma densidade f(x) normalizada, tal que a quantidade

Vq[f]=f [f(x)]7dx (36)
seja finita. Define-se a densidade escort, denotada por f4(x), como sendo [32, 48]
[f(x)19
(x) = . (37
fa valf]
A partir desta densidade, define-se o n-ésimo q-momento ndo normalizado de f(x) como sendo [48]
{o.0] oo
uiPIf] =vq[f]f x”fq(x)dx=f x"[f(x0)]9dx, (38)
—00 —00
e 0 n-ésimo q-momento (normalizado) de f(x) como sendo
(n)
oo Uy [f]
e ]=f X fy(x)dx = —1——. (39)
q f oo fq Vq [f]

Em [48], provou-se a seguinte relagdo entre a n-ésima derivada de F,4[f1(¢) (ver defini¢do em (6)) em ¢ = 0 e 0 n-ésimo
[ng — (n—1)]-momento ndo normalizado de f(x):

anq[f](f) o n—1 . )
qén 520—1 {jl_[_l[l‘f'](q—1)]}#nq_(n_l)[f]. (40)

Logo, se a g-transformada de Fourier de uma densidade de probabilidade f(x) independe de certos parametros de esta,
(40) garante que alguns dos Q-momentos de f(x) também independerdo desses parametros.

5.2 Primeiro exemplo de Hilhorst

Hilhorst propds a seguinte funcao como sendo o primeiro dos seus contraexemplos [36]:

(41)

AlY@-Y sea<x<b
hq;/l;a(x) Z{

para qualquer outro real x,
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onde g é qualquer real distinto de 1, e A, a e b sdo positivos (ver Fig. 9). Impde-se a seguinte condi¢do de normalizacdo
sobre esta func¢ao:

(9]
f hgra(x)dx=1.
—00
De onde se obtém que

{% [pla-2/a-1) _ a(q—Z)/(q—l)]}l“’ se q#2
In(b/a)] ! seq=2.

A=

Logo, um dos pardmetros ¢, A, a, b ndo é independente. Escolhendo b como sendo o pardmetro dependente, tem-se
que

(g-11(g-2)

4=241/(~q) 4 4@-2)/(q-1)
b= q_l/l +a seq#2 42)
ael/t seq=2.
A g-transformada de Fourier de hg;3,,(x) estd dada por
Fylhgnial© = et =v.p.[1+ (1 - iA1=, (43)

a qual independe de a. Entdo, ha infinitas fungoes hi4;1,,(x) com os mesmos g e A mas distinto @ que possuem a mesma
g-transformada de Fourier. Portanto, conhecendo s6 a g-transformada de Fourier de hq; 1;a(x), ndo seria possivel obter
hg;2;a(x). Contudo, devido a natureza ndo linear da g-transformada de Fourier, € possivel precisar de alguma informagéo
adicional para determinar a fung¢ao original.

Considerando uma varidvel aleatoria definida num espaco de probabilidade tal que a sua densidade seja a funcao
hg;2,a(x), tem-se para qualquer real Q que

B q_ﬂil;_lo/w/(q—l) [p1-Q/@=D _ gl=Q/@-D] se Q#g-1 wn
v al =
QaXal =) Anb-1na) seQ=q-1.
Entéo, 0 n-ésimo Q-momento ndo normalizado de fg;3;4(x) €
q-1 /(g-1 1-Q/(g-1) 1-Q/(g-1)
e gAY T [pr QI — g 1mQIEmD] - se Q # (n+ 1)(g —1) 45)
Q A A" n(b/ a) se Q=(n+1)(g-1).
Portanto, o n-ésimo Q-momento de hg;1;4(x) €
(b"—a™) —
R eaat
R e e seQ=(n+1)(g-1) (46)
g-1-Q pn+1-Q1q-1) _ zn+1-Q/(g-1)
TG=)=0 | @ a0 D para qualquer outro Q.

Como a g-transformada de Fourier de hq;;t;a(x) independe de a, de acordo com (40), o seu n-ésimo [ng — (n—1)]-
momento ndo normalizado também deve independer de a para qualquer inteiro positivo n. De fato, se g # 2, tem-se
que

q-1 [b(q—Z)/(q—l) _ a(q—Z)/(q—l)]A[nq—(n—l)]/(q—l)

(n) _
'unq—(n—l) [hq;/l;a] =

{Q
\V]

de onde, usando (42), obtém que u;”;_(n_n [hgr,al = A" Se g =2, tem-se que

b
Ngzn:ﬂhq;/l;a] = /VHI]H(;) )

de onde, usando (42), obtém-se que p;”ll[hq;;t;a] = A". Portanto, tem-se que y;”l;_(n_l)[hq;ﬂ;a] = A" para qualquer n
inteiro positivo.

Enquanto os Q-momentos ndo normalizados de hq; 1:a(x) podem independer de a (ver Fig. 11), pode-se verificar
facilmente de (44) que as quantidades vqlhg;p;,] dependem de a de forma monétona para qualquer Q # 1 (ver Fig. 10),
0 mesmo acontece com os Q-momentos normalizados (ver Fig. 12). Devido a isto, basta conhecer a g-transformada

de Fourier de hg; ;4(x) e o valor de algum vglhg;z;4] com Q # 1, pois a ele corresponderd um tnico valor de a, para
determinar a funcdo hq; La(x). Nocaso Q=1, v; [hq; L:a) =1 (independe de a), assim a informacdo adicional no caso da
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— Q=21 1

(@)

(b)

Fig. 10. A dependéncia em a das quantidades de (a) vlh1,7;1.1;4] € (b) vQlh2;1,1;4]- Em ambos os casos v lhg;1,1;q4] € uma fungéo

monotona de a quando Q # 1.

S5r——
— Q =1
all—Q=13
— Q =15
Q=17
@ 3t—Q=109
) [h1,7;1,1;a] N—Q=21
2,
1,
L |
% 05

(@)

S5—
Ll — Q =1
4|—Q=14 1
— Q =18
Q=2
® —Q=22 |
Ho [hypd | |—Q=26
2 -
1 |
0 | L L L | L | L | L
0 05 1 15 2 25 3
a
(b)

Fig. 11. A dependéncia em a dos primeiros Q-momentos nao normalizados de (a) /1,7;1,1;4(x) € (b) h2;1,1;4(x). Nota-se que quando

@Q=170b)Q=2, /,L(Ql) [lg;1,1;a] independe de a.

8 \
— Q =13
6rl—Q=15
Q=17
) —Q=19
I_IQ [h1,7;1,1;a]47 —Q=21
2,
0 L L L L L L L L L
0 0,5 1 15 2 2,5
a
(@)

55—
L |— Q =1
4 |—Q=14 g
— Q=18
Q=2
® —Q=22 ]
Ny (hy1,d [|— Q=26
1 _
07 | | L | L | | L
0 0,5 1 1é5 2 2,5 3
(b)

Fig. 12. A dependéncia em a dos primeiros Q-momentos de (a) /1,7;1,1;4(x) e (b) ho;1,1;4(x).
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4 I T
—q=17a=05
—q=17,a=15
3- g=2a=1 I
—qQg=2,a=2
hq;l,l;a ()2 I
1, -
UL S
0z 2 0 2 4
X
Fig. 13. Representacdo de h;;l,l; o (X) para diferentes valores de g e a.

transfomada de Fourier é trivial.

5.3 Variante do primeiro exemplo de Hilhorst

E instrutivo estudar a seguinte variante do primeiro exemplo de Hilhorst:

. A/NxhVE@D sea<|x|<b
hq;ﬂ.;a(x) = (47)
0 para qualquer outro real x,

onde g é qualquer real distinto de 1, e A, a e b sao positivos (ver Fig. 13). Impde-se a seguinte condicao de normalizacdo
sobre esta func¢ao:

o0 ~a( 2 \M@-D b \@-D
h.,. (x)dxzf (—) dx+f —) dx=1,

f_oo GAa b \-x a \x

de onde se obtém que
422 J1/0-q) 4 4lq-2)/(g-D| IV
b= [Z(q—n’l +a ] seq#2 (48)
ae'/@V se g =2.
Como h;; Aa® é par, sua g'-transformada de Fourier é real para qualquer ¢’ real, e estd dada por
b a\V/@-1) A\ -D/a-1)
qu[h:;;l;a](f) = 2[ (;) coS g g‘x(;) dx, (49)
a

a qual, em geral, depende de a (ver Fig. 14). Se ¢’ = g, tem-se que
Fylhy3,4)©) = cosq(EA),

a qual independe de a.
Considerando uma variével aleatéria definida num espaco de probabilidade tal que a sua densidade seja a funcao
h:;; 1.4(X), tem-se para qualquer Q real que
VQ[h:];A;a] = ZVQ [hq;/l;a] (50)

(ver gréfico em Fig. 15), onde v [hq; 1;a) estd dado por (44). Entdo, o n-ésimo Q-momento ndo normalizado de h;_ ;L,a(x)
é

w10l = 1= (1" 1S Thgpsa) (51)

(ver gréfico em Fig. 16), onde ,ug“ [hq; 1:a) estd dado por (45). Portanto, o n-ésimo Q-momento de hq; La(X) €

ne [1-(-1)"]

ghal = H(Qn) [Rg;7;a] (52)

(ver gréfico em Fig. 17), onde H(Q") [hq;)';a] estd dado por (46).
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Fig. 14. A dependéncia em a de Fy [h

Fig. 15. A dependéncia em a das quantidades (a) vg[h] ;. ;.,]

mondétona de a quando Q # 1.

51—
— Q =1
41— Q=13 i
| |—Q=17
Q=2
@ .3 |-Q=24
Ho [h1,7;1,1;a] |—Q=28
2, -
1, -
07 | L | L | |
0 0,5 15 2 25 3
a
(@)

Fig. 16. A dependéncia em a dos segundos Q-momentos ndo normalizados de (a) h

*

(@ Q=2,4,(0b)Q=3, ,ug) [hq_1 1.] independe de a.

1 ]
1,7;1,1;a

e (b) VQ[h;;l,l;a]

(1) para diferentes valores de g’.

_Q:]_ |
4 — Q=15 |
_Q:2 |
Q=25
. 3 -Q=3 |
2;1,1;a] — Q:3,5 1
1
% 05 1 15 2 25
) . \
(b)

*
. Em ambos os casos VQ[hq;l,l;a

] é uma funcao

Sq—
| Q=1
4H|— Q=15 A
|—Q=2
Q=25
3 |-Q=3 ]
I:hZ;Ll;a I Q=35
2r il
1- 7
0 | | | | |
0 0,5 1 15 2 2,5
a
(b)
i7;1,1;a(x) e (b) h;;l'l;a(x). Nota-se que quando
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25— ; ‘ ‘ : 15 ‘
| —Q=1
201 - 8: %,5
15; o 107 8 = %,5
@ * . _ 0=
I-IQ [h1,7;1,1;a] [ I_IQ [h2;l,l;a] — Q=35
101
, 5 -
5,
%05 1 15 2 25 3 %05 1 ‘?‘ 2 25 3
a
(a) (b)
Fig. 17. A dependéncia em a dos segundos Q-momentos de (a) hi‘ 71 1,a(x) e (b) h;_l 1_a(x).

5.4 Segundo exemplo de Hilhorst

Hilhorst prop6s também a seguinte funcao, a qual foi construida a partir da definicdo da g-Gaussiana (ver [36]):

[1— Alx[2%@)1/(q-2) _

c.i 1) x2[1—Alx|2¢@1-1a(@ 1/(g-1) se A< |x| «@

fga(x) = g {1+(g-1)x?[1-A|x|*¥)] } (53)
0

para qualquer outro real x,

onde q € elemento do intervalo (1;2), A é ndo negativo, C4 € a constante de normaliza¢do da g-Gaussiana dada por (5) e
a(q) estd dado por (25). Nota-se que quando A =0, f;4(x) é igual a uma g-Gaussiana G,(1; x) (ver Fig. 18).

Se A> 0, entdo a g-transformada de Fourier de fg;4, Fglfg;4], € igual a

dx.

1 fA“[Z“(‘m [1_A|x|2a(q)]1/(q—2)

C. ) a-1iza _ _ 1/(g-1)
Cq J-a-vieaw) V'p'{1+(1_q){_[1_A|x|2a(q)]—1/a(q)x2+1[1_A|x|2a(q)]—1/[2a(q)]ctl7 "fx}}

O termo entre chaves no denominador, em geral, é um nimero complexo, porém se sua parte imagindria é nula, dito
termo é positivo. Portanto, ele pode ser expressado como uma g-exponencial, logo,

_ 2 _
X lcclf qu } Cczl(l ‘i)é‘Z
+

A-VRa@)

dx.

1
Fq [fq,A](a = C__[
q

—A-lR2a(g)

_ 2a(q)1/(g-2) _ _
][1 A|X| ] equ { [1—A|x|2“(‘7)]1/[2“(‘7)] 2 4

Fazendo a mudanca de varidveis y = x/[1 - Al x|2e@ L 2a@) tom-ge que

sol-a _
0o—iC, "¢/2 _yz_C‘Zi(l q]§2/4

1
Fylfq;al(&) = — e dy,
alfgal(6 Cq J—co-icy 12 9 y

4
1 ‘ \
ZAZ0s 7 |
08 |“AID : 3+ 1
- —A=15 I ]
06F |—A=2 .
’ f _.(X)oL i
foua®) | ! ] q,3/2( )2
04} . . :
i ] n |
02 . ] /lr\
07 J | | 0 | \ ! .
] 1 )(() 1 2 -1 0,5 1

(@) (b)

Fig. 18. Representacses de (a) f5/4;4(x) para diferentes valores de A, e (b) f4;3/2(x) para diferentes valores de g.
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Fig. 19. A dependéncia em A de Fy|f1,4;4](1) para diversos valores de q.

que é igual a g-transformada de Fourier de uma g-Gaussiana G(1; x) (ver detalhes em [32]), a qual, naturalmente, inde-
pende de A, porém, em geral, a g'-transformada de Fourier de f;;4 depende de A (ver Fig. 19).

Considerando uma varidvel aleatoria definida num espaco de probabilidade tal que sua densidade seja a func¢édo
fq:4(x), tem-se para qualquer real Q que

A-V2a(@) [1_A|x|(2—q)/(q—1)]%

volfgal = f (54)

dx
— A-Vi2a(@] C,? {1 +(g—- 1)x2[1 - A|x|2a(q)]—l/a(q)}Ql(q_l)

é finito e depende de A de forma mondétona para qualquer Q # 1 (ver Fig. 20a). Entdo, o n-ésimo Q-momento ndo nor-
malizado de f;;4(x) estd dado por

A~V R2a(@) e 2 Q
1 fgial = _f 2 1@ [equ (_ 2 1/ ) dx,
C,? _a-veaq) [1— Alx|2e(@]Q/2-q) [1- A|x|2e¢@]-1alq)
o qual em geral depende de A. Se Q = ng — (n—1), entao
~1/2a(q)]

(n) [f ) ] — 1 A xn

Hng-t-nl/a:A c-n=D J_ p-veaan [1— Alx2a(@ 0/ Ra@I[] - A|x[2e@]1/ -9
q
x2 nqg—-(n-1)
X |expy (— [1—A|x|2“(‘i)]1/a(q))] dx.

Fazendo a mudanca de variaveis y = x/[1 - Alx]Pe@ |V R2a@] tom-ge que

(n) e n( 1 -y na-0=n
Mo - [fq;A]Zf y (—e ) dy,
ng—(n—-1) oo Cq q
que € igual ao n-ésimo [nq — (n— 1)]-momento de uma g-Gaussiana G (1; x), a qual naturalmente independe de A (ver
Fig. 20b).

6 Um método para inverter a g-transformada de Fourier

Na secdo 5, viu-se que é possivel determinar a inversa da g-transformada de Fourier de uma densidade de probabilidade,
conhecendo, além da sua g-transformada de Fourier, algum dos v de esta. Contudo, ainda ndo se tem um método,
analitico ou numérico, para encontrar tal inversa. Nesta se¢do, introduzir-se-a4 uma expressao que poderia ser interpre-
tada como uma ¢g-generalizacdo da transformada de Fourier inversa, com a qual se pode encontrar uma densidade de
probabilidade a partir da sua g-transformada de Fourier e certa informacao adicional (ver [46]).

6.1 Descrigdo do método

Sejam q no intervalo (1;2) e uma fungdo ndo negativa continua por partes f(x) da variavel real x com suporte’ supp f.
Define-se, para cada elemento y do suporte de f(x), a fun¢ao f)(x) = f(x+ y) da varidvel x (nota-se que fp(x) = f(x)).

70 suporte de uma funcio f(x) da varidvel x é o fecho do conjunto formado por todos os elementos y do dominio de f tais que
fn#£o.
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VQ[fl,A;A]
0,5
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Fig. 20. A dependéncia em A (a) da quantidade vl f1,4;4] e (b) do quarto Q-momento ndo normalizado de f] 4;4(x) para diferentes
valores de Q. Nota-se que v |1 4;4] € uma funcdo monétona de A quando Q # 1, e quando Q = 2,6, ug) [f1,4;,4] independe de A.

Logo, a g-transformada de Fourier de f} (x) estd dada por

Fq[fy](é;y) :f_oof(x+y)eic;fx[f(x+y)]q—1 dr.

Fazendo mudanca de varidveis z = x + y, tem-se que

Fqlfyl(S;y) =f f(z)eij(z—y)[f(z)]qﬂ dz.
supp f
Logo,

f_oqu[fy](E;y) dE=f_oofsuppff(z)eiqf(z—ynf(z)]q-l dzde.

Assumindo que a funcdo f(x) é tal que é permitido permutar os operadores de integracdo no lado direito da equacao
acima, tem-se que

oo +00 -1
| ripignde= [ g [ eEO gggz,
—00 supp f —00

Aintegral em ¢ pode ser rescrita em termos da distribuicdo 6 4(x) (ver (30)), logo,
2m
f Fylfyl (f,y)dé—— f(Z)5q((Z—y)[f(Z)]q_l)dZ
- 4q Jsupp f

Assumindo que a fun¢ao f pertence a familia de funcbes para as quais a distribui¢do §,(x) se comporta como a delta de
Dirac (ver Teorema 2 e [40, 42, 44, 45]), tem-se que

2
f Fylfy) (&) dé = —”q F(@8(z-PIf@19 ) dz. (55)
- supp f

Se o suporte de f(x) € uma unido finita de intervalos fechados [a;; b;] mutuamente exclusivos, entdo

21
f Fqlfyl(& y)df——qz f(Z)é((z NIf@17 N dz.

aj
Como f(y) # 0 dentro de qualquer intervalo de integragdo, entdo, pelo Teorema 7 (ver Apéndice), tem-se que

-y

2n
f_Fq[fy(fy)df——Z f()[f( G

Como y é fixado, existe um tnico inteiro positivo jo < n tal que y € elemento do intervalo [a;y; bj,]. Logo,

6(z-y)

o0 271-
F, ;) d =—f
f_oo e ==2 )y TP TromeT



22 Max Jduregui / Dissertagdo de mestrado (2011)
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Fig. 21. Representacdes de (a) G3/2(1;y) e (b) f1(5/4;y). Em ambos os casos, a linha continua corresponde a expressdo analitica das
funcdes enquanto que os pontos foram obtidos numericamente mediante o uso da equacao (56). Em (b), para todos os valores de y
no intervalo (—1;1) usou-se y = 2 em (56) enquanto que para y = +1 usou-se y = 1.

Finalmente, pelo Lema 5 (ver Apéndice), tem-se que

1
2-q

2—q [ )
- f Oqu[fy](f,y)dé] : (56)

fy=

onde y =2 se y € um ponto interno de [a;y; bj,], € y = 1 se y pertence a fronteira de [a;y; b}, ].
Se o suporte de f(x) é aretareal. A partir de (55) obtém-se facilmente que

00 _ A 6(z—y) 2z o
[ rapi@nas= 7 [~ pa g da= SR,
o qual decorre no caso particular y =2 de (56).

Por outro lado se o suporte de f(x) for limitado sé por cima ou s6 por baixo ou for igual ao conjunto dos reais, fazendo
um procedimento similar ao descrito, € possivel obter (56) a partir de (55).

Portanto, conhecendo a g-transformada de Fourier de todas as translacoes de uma densidade de probabilidade no
eixo das abscisas, pode-se obter a dita densidade mediante o uso de (56). A figura Fig. 21 mostra dois exemplos do uso de
(56). Deve-se ressaltar duas coisas, em primeiro lugar, ainda que (56) foi encontrada analiticamente, ela é aplicada nu-
mericamente nos exemplos. Isto se deve principalmente ao fato de que a g-transformada de Fourier das translacées das
funcdes consideradas ndo sdo triviais de serem integradas analiticamente. Em segundo lugar, nota-se que (56) funciona
mesmo com as fun¢des dos contraexemplos de Hilhorst.

6.2 Caso particularqg — 1

No limite g — 1, (56) reduz-se a

_i oo . _L Rl e iéx
fon= Py f_ooF[fy](f,y)dé— 2ﬂf_oof_oof(xﬂ/)e dxd¢.

Fazendo a mudanca de varidveis z = x + y, tem-se que

o 1

(e o)
fo)=— f e e f f@e* dzdé = — f e VFIfIO ¢, (57)
27 —00 supp f 27 —00
a qual é a conhecida expressdo da transformada de Fourier inversa.
Se se tratasse de fazer um procedimento similar ao descrito nas linhas anteriores no caso g # 1, encontrar-se-ia
imediatamente o problema que, em geral, eff’b # efleg. Portanto, nenhuma expressdo analitica similar a (57) tem sido
encontrada até agora.

7 Conclusdes e perspectivas

Conclui-se que as g-ondas planas com g # 1 se diferenciam das ondas planas padrao pelo fato de que elas podem ser
normalizadas quando g é elemento do intervalo (1;3). Gracas a esta propriedade, as g-ondas planas poderiam ser usadas
na fisica, especialmente na mecénica quantica ou na teoria de campos.
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A partir dos resultados numéricos e analiticos apresentados na se¢do 4, conclui-se que a distribuicdo 6 4(x) definida
em (30) é de fato uma nova representacdo da delta de Dirac, ou seja, trata-se da representacao da delta de Dirac em g-
ondas planas. O Teorema 2 e seus corolarios, como também o feito em [40, 42, 44, 45], j4 constituem uma prova rigorosa
da Conjectura 2, porém ainda é possivel encontrar novas familias de funcoes para as quais a delta de Dirac possa ser
representada como combinac3o linear de g-ondas planas.

A representacao da delta de Dirac em g-ondas planas, como toda representacao da delta de Dirac, terd aplicacao na
matematica e na fisica. Em particular, sabe-se que se pode obter, de forma heuristica, a expressdao da transformada de
Fourier inversa a partir da definicdo da transformada de Fourier e da representacdo da delta de Dirac em ondas planas,
entao, é possivel que, a partir da definicao da g-transformada de Fourier e da representacdo da delta de Dirac em g-ondas
planas, se possa obter, de forma heuristica, a expressao da inversa da g-transformada de Fourier. Isto ja foi realizado nesta
dissertac¢do, resultando numa g-generalizacdo da transformada de Fourier inversa dada por (56).

A partir dos resultados analiticos e numéricos apresentados na secao 5, conclui-se que é possivel determinar uma
densidade de probabilidade f(x) a partir da sua g-transformada de Fourier e do conhecimento de algum dos vql[f],
dados por (36), para Q # 1. Em particular, nos contraexemplos de Hilhorst, o valor do parametro adicional das funcoes
consideradas pode ser encontrado a partir de qualquer v destas, identificando assim a densidade original.

A propriedade da g-transformada de Fourier dada em (56) é ressaltante, e pode ser considerada como uma g-gene-
ralizacdo da transformada de Fourier inversa. Gragas a ela, a g-transformada de Fourier poderia ter aplicaces similares
a da transformada de Fourier padrdo, tanto na matemaética como na fisica e na engenharia. (56) foi obtida de forma
heuristica nesta dissertacao, portanto, uma prova rigorosa de esta propriedade é bem-vinda.

Conclui-se que uma densidade de probabilidade f(x) pode ser determinada a partir do conhecimento da g-transfor-
mada de Fourier de todas suas translacdes no eixo das abscisas mediante o uso de (56). Mesmo as funcdes consideradas
nos contraexemplos de Hilhorst obedecem esta propriedade da g-transformada de Fourier.

Apéndice. Algumas propriedades da delta de Dirac

Lema5. Sejam a e b reais com a < b, e uma fungdo real f(x) da varidvel real x continua em x = 0. Logo,

b 0 se0<aoub<0
f f)6(x)dx=1 f(0) sea<0<b
¢ f0)/2 sea=0<boua<b=0.

Prova. Nota-se que s6 a restricdo de f(x) ao intervalo [a; b] contribui na integral. Logo, pode-se definir uma fun¢do F(x)
da varidvel x tal que

F(x):{f(x) sea<x<b

0 para qualquer outro x.

Esta fungdo é continua na origem sé nos seguintes casos: 0 <aou b<0,a<0<b,a=0e f(a)=0,oub=0e f(b) =0.
Entdo, em quaisquer destes casos ter-se-ia que

b o)
f f(x)6(x)dx=f F(x)6(x)dx = F(0).
a —00

Assimse0<aoub<0, F(0)=0;sea<0<b, F(0)= f(0).
Segue do ja provado que

f_if(x)(?(x) dx = f(0)
para qualquer € positivo. Por outro lado, usando a férmula do valor médio para integrais, tem-se que
: fx)o(x)dx =2¢ef(1)0(7),
-¢
onde 7 é elemento do intervalo (—¢;¢€). Devido a liberdade de escolher € tdo pequeno como se quiser, pode-se escrever
: fx)0(x)dx =2ef(0)d(e).
-e

Logo, 2ef(0)6(€) = f(0), de onde se obtém que 6(¢) = 1/(2¢). Assim introduz-se a seguinte representacao da delta de
Dirac:

500 1/(2¢) se—-e<x<ecome— 0+.
X) =
0 em qualquer outro caso.



24 Max Jduregui / Dissertagdo de mestrado (2011)

Usando esta representacdo, no caso em que a =0 < b, tem-se que

’

b € b
f fx)0(x)dx = lim f f)o(x) dx+f fx)o(x)dx
0 e—0+ | Jo €

onde a segunda integral é nula. Logo,

b 0
f fx)o(x)dx = &
0 2
Analogamente, quando a < 0, pode-se obter que
0 0
f f)o(x)dx = m
a 2
Isto conclui a prova. |

Lema6. Sejam x e a # 0 reais. Logo,
@) 6(x)=06(-x);
(i) &(ax)=6(x)/lal,

no espago de fungoes reais da varidvel x continuas em x = 0.

Teorema 7. Seja uma funcdo real diferencidvel P(x) da varidvel real x tal que a equacdo P(x) = 0 possui um niimero finito
de solugdes, xj com j=1,2,...,n, eP’(xj) #0. Logo,
no6(x—x;)
6PN =) ———,
jZ:l [P (x;)]
no espago de funcoes reais continuas da varidvel x.

Prova. Seja uma funcao continua f(x) da varidvel x e considere-se x; < x» < ... < Xy, logo,

f f)o(P(x)dx = f

—00

X1+ Xo+€ 00

f(x)6(P(x))dx+---+f fx)o(P(x))dx,

Xp—1t€

€
f(x)6(P(x))dx+f

X1+€

onde € > 0. Escolhendo € < min{x; — x1; X3 — X2;...; Xn — Xp-1}, tal que a restri¢do de P ao intervalo [x; —€;x; + €] com
j=1,2,...,nsejainjetiva, pelo Lema 5, cada integral no lado direito da equacdo acima pode ser rescrita de tal forma que

00 n Xjte
f f)E6(P(x)dx=)_ f)o(P(x))dx.
—00 j:1 Xj—E

Como em cada intervalo de integracdo P é injetiva, entdo, fazendo a mudanca de varidveis y = P(x), tem-se que x —
Xj—€=>Y =Y, X—Xj+E=>Y— Vi, €

o L Vi+ 5
f F@oPande=Y [ fex) ) a,

o1y sgn(P’ (x(IP' (x(1)I

onde sgn é a funcdo sinal, tal que sgnx = —1 se x é negativo, sgnx =0 se x =0, e sgnx = 1 se x é positivo. Deve-se notar
quese y;j_ <0<y, P'(x}) é positivo; e se y; <0< y;_, P'(x;) é negativo. Entao,

o0 nopmaxiyio,yjed 8(y) nof(xg)
(x)6(P(x))dx = X)) ————dy= .
j;wf ]Z:1 min{y;_,yj+} f Y |P'(x(y))| Y j=1 |P,(x])|
Afinal, identifica-se f(x;) com
f fx)é(x—xj)dx,
o qual conclui a prova. O

Teorema 8. Seja a funcdo degrau de Heaviside 0(x) da varidvel real x tal que 0(x) = 1 se x é positivo, e 0(x) = 0 no caso
contrdrio. Logo,

(i) 6'(x) =6(x), no espaco de funcdes reais diferencidveis da varidvel x;

(ii) Seuma funcdo f(x) da varidvel x é diferencidvel e possui derivada continua em x = 0, entdo

foo fx)6' (x)dx=-f'(0).
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Prova. (i) Mostrar-se-a primeiro que 6'(x) ndo tem suporte ilimitado. Se x > 0, entao

O(x+h)—0(x) 1-1

0'(x) =lim ——— = lim —— =0;
(x) hl—r% h hl—I% h
se x < 0, entao
0 h)-6 0-0
0'(x) = lim AC Dl C)) =lim — =0.
h—0 h h—0 h

Assim, 6’ (x) ndo tem suporte ilimitado. Logo, existem a negativo e b positivo tais que se uma funcéo real f(x) da variavel
x é diferenciavel, entao

00 b
f f)0' (x)dx= f f00 (x)dx.
—00 a

Fazendo integracdo por partes, tem-se que

00 b
f F00' () dx = F(RO)L - f F0() dx = f(0).
—00 a

(ii) Integrando

foo f(x)6'(x)dx

por partes, tem-se que

f f08 (x)dx = f(0)6(x)%, - f fl(0)6(x)dx.

Pelo provado no item (i), pode-se fazer a substituicdo §(x) = ' (x). Entdo,

f F&' () dx = f(0)0' (0%, ~ f'(0) = ~f'(0),

pois o suporte de 6’(x) ndo é ilimitado. O
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