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Resumo

Para campos livres confinados espacialmente, o limite de Bekenstein estabelece que a
entropia especifica satisfaz a desigualdade % < 27R, onde R é o radio da menor esfera
que circunscreve o sistema. Nessa tese, a validade do limite de Bekenstein no setor
assintoticamente livre de uma teoria de campo escalar euclidiana com auto-interacao
(Ap1) 4, definido numa regiao espacial compacta sem fronteiras, é investigada. Considera-
mos que este sistema estd em equilibrio térmico com um reservatério a uma temperatura
371, Usando o metodo do potencial efetivo, obtivemos a energia média renormalizada E
e a entropia canodnica S do sistema. Discutimos em que situacoes a entropia especifica

satisfaz ou nao o limite de Bekenstein.



Abstract

For spatially bounded free fields, the Bekenstein bound states that the specific entropy
satisfies the inequality % < 27 R, where R stands for the radius of the smallest sphere
that circumscribes the system. The validity of the Bekenstein bound on the specific
entropy in the asymptotically free side of the Euclidean (A ¢?); self-interacting scalar
field theory, defined in a compact spatial region without boundaries, is investigated. We
consider a system described by the scalar field in thermal equilibrium with a reservoir at
temperature 3!, Using the effective potential we obtain the renormalized mean energy,
E, and the canonical entropy, S, for the system, presenting an analytical proof that the

specific entropy does not satisfy a quantum bound in some situations.
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Capitulo 1

Introducao

Campos quanticos na presenca de fronteiras macroscopicas levantam questoes im-
portantes. Uma questao basica que tem sido discutida quando campos quanticos inter-
agem com fronteiras é o fato desse sistema estar sujeito a certos limites fundamentais.
't Hooft [1] e Susskind [2], combinando mecéanica quantica e gravitacao, introduziram o
limite holografico, que postula S < 7¢3 R?/h G, onde S é a entropia do sistema [3].

Outra proposta, que relaciona a entropia S e a energia E de um sistema quantico
confinado, estabelece S < 27 E R/h ¢, onde R é o radio da menor esfera que circunscreve
o sistema. Essa desigualdade é conhecida como o limite de Bekenstein. Essa desigualdade
permite que a segunda lei generalizada da termodinamica seja respeitada, a qual estabelece
que a soma da entropia de um buraco negro e a entropia da matéria nao pode diminuir.
Por exemplo, um buraco negro de Schwarschild num espago tempo de quatro dimensoes,
satura esse limite.

Estamos interesados em analisar em quais situacoes teriamos uma limitacao intrinseca
na capacidade de armazenar informacao de qualquer sistema quantico na auséncia da

gravidade. Quando a gravidade é desprezivel, o limite é satisfeito para uma grande va-
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riedade de sistemas. O limite de Bekenstein nos diz que qualquer sistema, descrito pelas
leis da mecanica quantica e a relatividade restrita, tem uma limitacao intrinseca na ca-
pacidade de armazenar informacoes.

Estudando um campo escalar confinado, sem massa, com auto-interagdo (A ?)y no
regime de acoplamento forte, uma generalizacao do limite de Bekenstein foi obtida por
Aparicio Alcalde et al [9]. Existe na litaratura algums trabalhos anteriores estudando
esse limite para campos fracamente acoplados [10] [11].

Na referéncia [9], foi mostrado em que situagoes campos escalares fortemente acoplados
podem satisfazer o limite de Bekenstein. Assumindo que o campo escalar esta confinado
no interior de um hipercubo com lados de tamanho L, onde o campo escalar satisfaz
condicoes de fronteira de Dirichlet, fez se uso da expansao perturbativa do acoplamento
forte [12] [13] [14] [15] [16]. Assim em [9] foi obtida a energia média renormalizada e a
entropia do sistema até a ordem A~». Considerando o comportamento das quantidades
termodinamicas do sistema a baixas temperaturas, foi mostrado que quando a energia
renormalizada do ponto zero é negativa, o limite quantico pode ser invalidado. Uma
questao ainda aberta na literatura diz respeito ao sinal da energia renormalizada do ponto
zero para campos livres descritos por integrais gaussianas. Esse sinal depende a principio
da topologia, da dimensionalidade do espaco-tempo, da forma geométrica da fronteira e
também de outras propiedades fisicas do sistema [17] [18] [19] [20]. Revisoes discutindo o
efeito Casimir [21] s@o apresentadas nas Refs. [22] [23] [24] [25] [26].

O propésito dessa tese é investigar o limite de Bekenstein numa situacao fisica ainda

nao discutida na literatura, a saber, teorias quanticas de campos com interacao que de-
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screvem modelos com liberdade assintética [27] [28] [29] [30] [31]. Gostariamos de ressaltar
que essa situacao de campos com com liberdade assintotica, definidos numa pequena regiao
do espaco, pode ocorrer na QCD, onde existiria uma transicao de fase confinamento-
desconfinamento a altas temperaturas ou se a materia é fortemente comprimida [32] [33]
[34]. Para uma revisdo completa deste tépico veja-se Ref. [35]. Em colisdes de ions
pesados ultra-relativisticos esperamos que o plasma de quarks e gluons seja produzido.
Teriamos uma fase desconfinada numa pequena regiao do espago. Devido a dificuldade
de tratar a QCD, vamos apresentar um modelo mais simples que apresenta liberdade
assintética para algumos valores da constante de acoplamento. A validade do limite de
Bekenstein em sistemas definidos numa regiao espacial compacta sem fronteiras, descritos
por uma teoria assintéticamente livre é investigada. Estudaremos uma teoria quantica de
campos associada a um campo escalar euclidiano com auto-interagao (Ap*)4, com o sinal
negativo para a constante de acoplamento [36].

Para estudar o limite de Bekesntein nessa teoria com liberdade assintética, assumi-
mos que o campo escalar estda confinado numa regiao limitada. Utilizaremos a expanssao
perturbativa de acoplamento fraco na teoria (A¢*); e assumiremos condigoes periddicas
em todas as diregoes espaciais. Isso é feito para mantermos a invariancia translacional
de nosso modelo [37]. Para o leitor interessado em artigos estudando como se imple-
menta a renormalizagdo perturbativa para sistemas onde a invariancia traslacional foi
quebrada veja-se, por exemplo as Refs. [38] [39] [40] [41] [42] [43] [44]. Assumimos
também que o sistema estd em equilibrio térmico com um reservatério e investigaremos

o setor assintGticamente livre da teoria (A p?)y [45] [46] [47] [48] [49]. Para estudar a
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existencia de um limite quantico na entropia especifica, analisaremos o comportamento
da entropia especifica usando o método do potencial efetivo.

Gostariamos de enfatizar que a teoria do campo escalar com o sinal trocado da con-
stante de acoplamento apressenta um condensado [50]. Na teoria quantica de campo com
auto-interacao (A ¢*)y, é possivel achar a energia do vdcuo E()). Essa quantidade ¢ dada
pela soma de todos os diagramas conexos vacuo-vacuo. No plano complexo A, a funcao
E()\) é analitica para Re(A) > 0 e a descontinuidade no eixo real é relacionada a vida
media do vacuo. Para um sistema de N particulas, definimos Ex () como a energia desse
estado. Para A negativo, temos estados de energia negativa. Definindo max En () = Ep,

a probabilidade do vacuo de decair é e~ 5

. O condensado passa a ser descrito por um
campo classico ¢_. Nessa tese todos esses conceitos serao ampliamente discutidos. Para

simplificar os calculos nos assumimos um sistema de unidades tal que A = ¢ = kg = 1.



Capitulo 2

O limite de Bekenstein

A incorporacao dos buracos negros dentro da estrutura formal da Mecanica Estatistica
¢ uma histéria fascinante que traz consigo resultados sobre os limites na capacidade para
armazenar informacoes de um sistema. Esses resultados nao teriam sido possiveis somente

utilizando argumentos ligados a teoria da informacao.

Um resultado fundamental para o entendimento das propriedades termodinamicas de
um buraco negro é o conhecido teorema da drea, obtido independentemente por Demetri-
ous Christodoulou e Stephen Hawking nos inicios da década de 1970. Esse teorema
estabelece que a area do horizonte de eventos de um buraco negro nunca pode diminuir
num proceso dinamico classico genérico. Alem disso, pode-se mostrar que se dois buracos
negros se superpoém para formar um novo buraco negro, a area do buraco negro final é
maior ou igual a soma das areas dos buracos negros iniciais.

Outro resultado critico é conhecido pela frase ” um buraco negro nao tem cabelo”. Dessa

forma se denomina ao fato que um buraco negro estacionario tem um estado tnico carac-
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terizado apenas por trés quantidades fisicas: massa, carga elétrica e momento angular.
O espago de fase do sistema que colapsa para formar um buraco negro foi drasticamente
reduzido nesse proceso. Portanto o estado final do sistema que colapsa terd entropia zero
qualquer que seja a entropia do sistema inicial. Desse desaparecimento de entropia temos
um paradoxo e uma possivel violacao da segunda lei da termodinamica. Esse resultado
nao sé6 deixa ao buraco negro fora da termonidamica tanto como coloca diuvidas sobre o
dominio e a validez dos fundamentos dessa grande area da fisica. Esse paradoxo é contor-
nado se associamos uma entropia ao buraco negro. A identificacao da entropia que tem

que ser associada a um buraco negro ¢ guiada pelo teorema da area.

Jacob Bekenstein em 1972, propoe que a entropia de um buraco negro Sgy € propor-
cional a drea do horizonte de eventos, A. Bekenstein propuz Spy = knA/L%, onde n é
uma constante de proporcionalidade adimensional, x a constante de Boltzmann e Lp o
comprimento de Planck. Nessa formula se mostra uma estreita relacao entre trés pilares
da fisica: mecanica quantica, relatividade restrita e mecanica estatistica.

Porem Bekenstein foi além disso e conjecturou que a entropia dos buracos negros
também tem que ser considerada na segunda lei da termodinamica. Dessa forma Beken-
stein formula a Segunda Lei Generalizada da Termodinamica (SLG), que estabelece que
a entropia de un sistema de matéria ou radiagao mais a entropia dos buracos negros que

estejam presentes sempre tende a aumentar em qualquer processo.

ASp = ASpat + ASgi > 0. (2.1)

A presenca dessa entropia apresenta certas questoes. Por exemplo, em mecanica estatistica
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temos que uma entropia S de um sistema esta direitamente relacionada a um nimero de
possiveis estados microscopicos compativeis com o estado macroscopico do sistema. De
modo que se associamos uma entropia ao buraco negro, estaremos assumindo implicita-
mente que esse apresenta uma série de possiveis microestados. A natureza desses estados

microscopicos de um buraco negro ¢é totalmente um mistério.

Outra complicagao esta relacionada com o fato de que temos que associar uma tem-
peratura ao buraco negro. Essa temperatura pode-se identificar de uma formula andloga a
primeira lei da termodinamica achada para um buraco negro. Utilizaremos como exemplo
o buraco negro estacionario mais geral possivel, i.e., o buraco negro de Kerr carregado. A

area do horizonte de eventos desse buraco negro A é dada pela seguinte expresao

A =47[(M + /M2 — Q? — a2)* + a?], (2.2)

sendo m, ¢ e j massa, carga e momento angular do buraco negro. A partir dessas quan-
tidades definimos M = Gmc™2, Q = VGqc™? e a = jm~'c!. Se diferenciamos a area do

horizonte de eventos com respeito aos parametros livres obtemos
d(mc?) = OdA + ®dQ + Qdj. (2.3)

O estudo do movimento de uma particula carregada em torno de um buraco negro de Kerr
carregado mostra que ® é o potencial elétrico no horizonte de eventos, e €2 a frequéncia
angular com a qual a particula atravessa o horizonte de eventos. A quantidade © é
a chamada gravidade superficial do buraco negro. Assim vemos que ®d@Q e Qdj sao o

trabalho feito sobre o buraco negro pela adicao de uma carga d() e de um momento

7
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angular dj, respectivamente. Como mc? é a energia do buraco negro, a Eq. (2.4) lembra
a primeira lei da termodinamica dU = T'dS + ®dQ + Q2dj. Assim vemos que se a féormula
da entropia do buraco negro proposta por Bekenstein é correta, temos que associar ao
buraco negro uma temperatura Tgy que é proporcional a gravidade superficial do buraco
negro O.

Outra maneira de identificar a temperatura do buraco negro é por intermédio do
chamado proceso de Geroch. Nesse proceso se extrai energia rotacional de um buraco
negro de Kerr jogando nele radiacao térmica trazida desde um reservatorio no infinito. A
eficiéncia do motor térmico-gravitacional que trabalha segundo o proceso de Geroch tem
a mesma forma que a eficiéncia de um motor térmico num ciclo de Carnot, mostrando que
o buraco negro faria o papel de um sorvedor a uma temperatura Tgy que é proporcional
a 0.

Embora todas estas analogias indicam que o buraco negro tem associada uma tem-
peratura Tgy, a interpretagao da gravidade superficial de um buraco negro © como a
temperatura desse tem uma dificuldade fundamental. Todo corpo a uma temperatura T’
emite uma radiacao térmica conhecida como radiacao de corpo negro. Portanto a desi-
gnacao de uma temperatura para o buraco negro entra em conflicto direto com a idéia

estabelecida que nada pode ser emitido pelo buraco negro.

Essa controversia foi resolvida por Stephen Hawking em 1974. Estudando um campo
bosénico quantico em torno de um corpo que colapsa para formar um buraco negro, Hawk-

ing mostrou que o buraco negro transforma processos virtuais em reais e particulas sao do
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campo sao emitidas para o infinito. Quando a formacao do buraco negro esta completa
se tem que a taxa de emisao da radiacao ¢ a mesma de uma radiacao de corpo negro a
uma temperatura Tgy. Com esse trabalho Hawking mostrou que a entropia e a tempe-
ratura sao verdadeiramente duas carateristicas fisicas do buraco negro. Além disso se tem
que devido a radiagao do buraco negro a area do horizonte de eventos dele diminui, res-
tringindo a validade do teorema da area sé para proceso classicos. Esse ultimo resultado
poderia ser considerado como uma violagao da segunda lei da termodinamica. Entretanto
se pode mostrar que o processo de evaporacao de um buraco negro satisfaz a segunda lei

generalizada da termodinamica, mostrando dessa forma sua validade.

Dessa forma se estabele os fundamentos da termodinamica do buraco negro. Agora
temos uma curiosidade. Se jogamos um corpo dentro de um buraco negro temos que
a entropia final do buraco negro tem que exceder a entropia inicial do buraco negro
junto com a entropia do corpo, segundo a SLG. Mais o incremento na entropia (érea) do
buraco negro deve-se principalmente a quantidade de matéria que entra no buraco negro,
e a principio esse aumento nao esta correlacionado com a entropia que carrega o corpo.
Assim se um corpo com uma determinada massa pode ter qualquer quantidade de entropia,
entao poderiamos ter uma violagao da segunda lei generalizada da termodinamica. Dessa
observacao Bekenstein conjecturou que um sistema finito tem que ter um limite maximo na
quantidade de entropia que ele possui. Este limite e chamado o limite universal entrépico,
ou limite de Bekenstein. Esse limite é valido en quanto as interagoes gravitacionais do

sistema sejam consideradas despreziveis. O limite de Bekenstein estabelece que a entropia
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de um sistema confinado numa regiao finita do espago satisfaz a seguinte desigualdade

S < 27RE, (2.4)

onde E ¢ a energia média do sistema e R é o radio da menor esfera que circunscreve o
sistema. Esse limite tem sido testado e verificado em um grande nimero de situagoes
fisicas. Desde que se tem um limite na entropia de um sistema, isso implica que se tem
uma limitacao na capacidade de armazenar imformacao de um sistema descrito pelas leis

da mecanica quantica, a relatividade restrita e a termodinamica.

10



Capitulo 3

O método do potencial efetivo

3.1 Os geradores funcionais em teoria quantica de
campos

As quantidades mais importantes numa teoria quantica de campos sao as funcoes de Green
da teoria. No espacgo-tempo de Minkowski, essas sao definidas como os valores esperados
no vacuo de produtos dos operadores de campo temporalmente ordenados. Usando-se
métodos funcionais, temos uma forma eficiente de obter todas as funcoes de Green de
uma teoria em qualquer ordem de teoria de perturbagoes. O gerador funcional dessas
funcoes de Green é definido como a amplitude de probabilidade de ter uma transicao do
campo partindo de um estado inicial de vacuo, |07), até um estado final de vécuo, |07),
por meio de uma fonte externa j(z), i.e., Z[j] = (07|07),. Na versao euclideana da teoria

esse gerador ¢ dado pela expressao:

Zlj) = N / D6 exp (= So — 1 + / &z j(2)p(z), (3.1)

onde Sy e S sao respectivamente a acao associada ao campo livre e o termo de interagao.
A quantidade N é uma constante de normaliz¢ao tal que Z[0] = 1. Na posse desse

11
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gerador funcional, as funcoes de Green euclideanas da teoria, ou fungoes de Schwinger,
sao calculadas tomando derivadas funcionais sobre Z[j] com respeito a fonte, j(x), e no
final eliminando-se a fonte. A saber:

0" Zj]

67(21)...07 () lj=0" (3.2)

GM(zy, ..., z,) = (p(21)...0(20)) =

Esse gerador funcional apresenta redundéancia de informacoes pois ele gera também as
fungoes de Green desconexas. Para evitarmos esta redundancia de informacoes vamos
definir o gerador funcional das fun¢oes de Green conexas. Esse gerador é denotado por
Fj], e é o andlogo da energia livre de Helmholtz em mecénica estatistica, assim como
o gerador funcional Z[j] é a generalizacdo natural da funcdo de partigdo. O gerador

funcional das fungoes de Green conexas esta definido por

Flj] = Z[j], (3-3)

satisfaz a normalizacao F[0] = 0. As fungoes de Green conexas sao definidas como

0" F[j]
G (21, o) = — , : 3.4
T ) = )8 limo (34)
Um caso particular é a funcao de Green de um ponto que é conexa, por definicao
6Fj]
G (z) = — = (p(x)). 3.5
) = g, = (oo (35)

Para sistemas que exibem invariancia traslacional esta funcao acima é uma constante v,

independente de z.

G (z) = (p(0)) = v. (3.6)

Essa funcao de Green de um ponto, em Minkowski é na verdade o valor esperado no
vacuo do operador do campo. Esse valor é identicamente nulo, i.e., v = 0, num caso de

12
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uma teoria normal sem quebra da simetria. Para uma situagao onde ocorre uma quebra
espontanea da simetria, temos v # 0. Transi¢oes de fase sao melhor entendidas usando-se
métodos funcionais.

Embora F[j] s6 produza as fungdes de Schwinger conexas, essas também apresentam
uma redundancia de informacao e se percebe que se pode obter cada um dos diagramas
conexos, G (z1, ..., x,), partindo-se de um conjunto mais reduzido de diagramas. Esses
diagramas sao chamados grdficos irredutiiveis de uma particula e o gerador funcional deles
¢ chamado acao efetiva e é denotado por I'[p.]. Vamos definir o campo cldssico, denotado

por p.(x), como

o) = —==. (3.7)
E importante lembrar que depois de avaliarmos a derivacao funcional na Eq. (3.7) néo se

faz a fonte se anular. Podemos escrever isso mais explicitamente da seguinte maneira

¢c(r) = pe(z, J)

() = j(@, ). (3.8)

Da equacgao Eq.(3.7) vemos que quando avaliamos o campo cléssico ¢.(z, j) com uma fonte
externa nula, j = 0, ele se torna a funcao de Green de um ponto. Em outras palavras, o
campo classico exibe o valor constante v na auséncia de fonte externa. Usando esse fato

na Eq.(3.8) temos

©e(x,0) = v

j(x,v) =0. (3.9)

Vamos definir a agao efetiva I'[p.], (funcional do campo cléssico ¢.(x)), como a transfor-

13
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mada de Legendre do gerador das fungoes de Green conexas, F'[j|, tomando as varidveis
j(z) e p.(x) como varidveis conjugadas. Utilizando a Eq.(3.8) para fazer a inversao entre

elas temos
Tipd = Fljl - [ dj(o)sela) (3.10
Na Eq.(3.10) estamos assumindo que a fonte depende do campo cléssico, i.e., j(zx) =

j(x,¢.). Temos entao que I' é apenas um funcional de .. Diferenciando funcionalmente

Eq.(3.10) obtemos a seguinte relacao

= —j(x). (3.11)

Devido as condig¢oes mostradas na Eq.(3.9) vemos que na ausencia de fontes, a con-
figuracao que o campo classico assume é uma configuracao uniforme e estacionaria. Em

outras palavras, ¢.(z) = v é a configuragao do campo que faz extrema a agao efetiva

=0. 3.12
(SQD(LE) pe(z)=v ( )

Como ja dissemos a agao efetiva é o gerador funcional dos vértices préprios ou graficos
irredutiveis de uma particula com os quais nos podemos gerar todas as fungoes de Green
conexas de F[j] e de Z[j]. Os vértices proprios estao definidos da seguinte maneira

_ 0"
(SQOC(Il)(;QOC(I’n) «pc(a:):v’

T (2, ..., x,) (3.13)

onde v é o valor constante que assume o campo classico quando faz estrema a agao efetiva.
Com os vértice proprios podemos expandir a acao efetiva em poténcias do campo classico

da seguinte forma

Ul = Z % /dxl...dacn(gpc(xl) — ). (pelan) — U)Ffj") (@1, ooy ). (3.14)

14
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Por exemplo, para uma configuragao uniforme e estacionaria nula, teremos

=1
Tl = Z o /dxl...dxngoc(arl)...gpc(xn)F(”)(xl, ey ), (3.15)
n=1 "

onde os coeficientes dessa expanssao sao definidos como
Ty, xy) =T (2,0 20|00 (3.16)

Se consideramos agora que o campo classico é independente do ponto, pode-se mostrar

que a acao efetiva pode ser escrita da seguinte maneira

Tlpd = — / 12V (p0) (3.17)

onde a quantidade V(¢.) ndo é mais um funcional. Essa quantidade é chamada de po-

tencial efetivo e pode ser escrito como

o0

90? r(n
Vip,) = —Zlmﬂ (0, ...,0). (3.18)
Os coeficientes T sao as transformadas de Fourier das funcoes T'™. De Eq. (3.18)

temos que o potencial efetivo é a fungao geratriz das fungoes de Green irredutiveis de

uma particula com momento zero.

O potencial efetivo V' (¢.) tem uma interpretagao fisica. Ele representa a densidade de
energia do campo quando esse apresenta um valor esperado no vacuo igual a .. E uma
ferramenta muito importante para conhecer as propiedades do estado fundamental de um
campo . Uma caracteristica principal do potencial efetivo é que no seu minimo temos, sem
nenhuma aproximagao, o verdadeiro vacuo da teoria. Nesse sentido o potencial efetivo
é a generalizacao do potencial classico que aparece como a parte que nao tem derivadas
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no lagrangeano da teoria. Na verdade o potencial efetivo contem ao potencial classico
como una primeira aproximacao. Essa aproximagao é corrigida por uma serie infinita de
diagramas de Feynman. Essa é a chamada expansao em nuimero de lacos, pois a ordem
dos graficos que corrigem ao potencial classico estao compostos por diagramas de 1-laco,
2-lagos e assim sucesivamente. Se reestablecemos a constante de Planck nas integrais
funcionais se pode mostar que a poténcia da constante de Planck da conta do nimero de

lacos que apressenta o diagrama considerado .
3.2 A expansao perturbativa em nimero de lacos

Como ja discutimos, desejamos calcular o potencial efetivo V(..), pois o conhecimento
dessa funcgao nos fornece o entendimento da estrutura do estado fundamental da teoria.
Entretanto, o calculo exato do potencial efetivo envolve uma soma infinita de diagra-
mas de Feynman. Desta forma uma aproximacao perturbativa faz se necessaria. Como
naturalmente os diagramas de Feynman que aparecem no potencial efetivo ficam carac-
terizados por poténcias da constante de Planck (expansao em lagos), vamos utilizar essa
expansao. Nesse método da expansao em numero de lacos, se calculam primeiro todas
as contribui¢oes ao potencial efetivo dos graficos que nao tem nenhum lago. Em seguida
calculamos aqueles que apresentam sé um laco e assim sucesivamente.

Considerando que nossa teoria esta descrita pela densidade lagreangeana L(p, 0p), se

reescalamos esta densidade multiplicando-a por um parametro a

L(p,00) — L(p,0p)/a, (3.19)

pode-se mostrar que uma expansao em numero de lagos é equivalente a uma expansao
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em poténcias desse parametro a. De Eq. (3.19) temos que cada grafico de Feynman
agora carregard um fator que é uma poténcia do parametro a. Como o propagador é por
definicao a inversa do operador diferencial que atua sobre o campo que aparece na densi-
dade lagrangeana, temos que cada propagador carregard um factor a. Cada vértice tera
associado um factor a~!, portanto se o grafico de Feynman tem I propagadores internos,
V vértices e seja P a poténcia de a num diagrama, teremos que P = I — V. Queremos
enfatizar que estamos considerando graficos de Feynman irredutiveis de uma particula,

portanto os propagadores externos do grafico de Feynman deve ser removidos.

Por outro lado, vemos que o nimero de lagos que apresenta um diagrama, L, estd dado pela
quantidade de varidveis de integracao independentes que tenha o diagrama. Como cada
propagador interno tem que ser integrado, entao o ntimero de integracoes em principio é
I. Como cada vértice carrega uma funcao delta que garante a conservagao do momento
em cada vértice, sendo um desses vinculos a conservagao do momento total do diagrama,
teremos s6 V — 1 vinculos sobre os propagadores internos. Portanto, as variaveis de in-
tegracao independentes sao L = [ — V + 1. Mostramos que a poténcia do parametro
a da conta do nimero de lacos que apresenta o diagrama, pois P = L — 1, e que uma
expansao em numero de lagos é equivalente a uma expansao em poténcias do parametro
a. O candidato imediato para ser o parametro a é a constante de Planck A, se nao fosse

pela nossa escolha de unidades que faz esse parametro igual a unidade.

Dessa forma, vamos achar a acao efetiva a nivel de um laco. Vamos utilizar o método do
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ponto de sella. Partindo da expresao do gerador funcional Z|j]

Z[j) = P = N7 / DG exp(—S[p, 41/1), (3.20)
onde
: a (1 o M, -
Sted) = [ dlal5(V0 + 5 + V() - o), (321)

e N é uma constante de normalizagio tal que Z[0] = 1. Queremos ressaltar que na Eq.
(3.20) reintroduzimos a constante de Planck & = 1 para dar conta do nimero de lagos. O
método do ponto de sela se baseia em acharmos uma solugao estaciondria de Sy, j|. Em
seguida devemos expandir ¢ da Eq. (3.21) em torno dessa solugao estacionaria. Chamare-

mos de g & configuracdo que faz estacionaria S|y, j]. Entao ¢y obedece a equagao
(=V2 +mpo(x) + U'(po) = j(z). (3.22)

Da Eq. (3.22) vemos que ¢q é dependente de j(x). Para expandir a Eq. (3.21) em torno

de po(x) fazemos p(x) = @o(x) + @(x). Assim teremos que

SUP (o)), (323)

Slp.d) = Sled) + [ dialy(VaP + S + V@) + Y

p>3

Substituindo a Eq. (3.23) na Eq. (3.20), obtemos

‘ . . 1 1. 1 . 1 5
M — NSl [ Dpexp [—ﬁ [ (Ve + 5t U @) + 3 U ()
p>3 *

(3.24)

Prosseguindo, vamos expandir o gerador funcional F[j] em poténcias de &

Flj] = Rolj] + hEL] + 2B [j] + . (3.25)
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Assim podemos reescrever a Eq. (3.24) da seguinte maneira

F[j] = hlnN/ngexp [—%/d%[%(V@)QvL%(ﬂf—l—U”( )P +Z Up) (0)@”]

p>3

=S, j- (3.26)

Usando a Eq. (3.25) e a Eq. (3.26) vemos que a contribuicio de ordem h° a F[j] é

simplesmente
Folj] = = S0, jl. (3.27)

Substituindo a Eq. (3.27) na Eq. (3.24) obtemos

: : . 1 1, 1
e Fll=FoliD/h :N/Dgoexp [—ﬁ/d‘lm[ﬁ(Vgo)Q 2(m +U"(v0))p +pz>; U (po)@ ] ,

(3.28)

onde N é uma constante de normalizagao tal que Z[0] = 1, quer dizer

/Dcpexp { /d4 [=(Vp)* + m;goQ + U(go)]] : (3.29)

Utilizando a Eq. (3.29), a Eq. (3.28) pode ser escrita da seguinte maneira

I Dpewp |- [dal3(Ve) + fn +U"< >>¢2+zp>3,%U<P><soo>@p]

o(Flil=Folil)/h |
[ Dpexp [~} [ d*x[3(Ve)? + %0* + U(p)]]
(3.30)
Reescreveremos ¢ = ¢ = v/he, encontramos que a Eq. (3.30) fica escrita como
‘r[3(V v 2 P/2=1¢" 17(p)
((FUI-FoliD/n _ J Doexp [~ [ d'al3(V6)* +§(m? + U (00))6" + Sy B 55U (@o)]].
fD¢>exp[ J a2 lb(Vo)? + 6 + LU (Vho))|
(3.31)

Para introduzirmos uma auto-interacao vamos trabalhar explicitamente o caso do campo

escalar massivo com auto-interagao U(p) = A\p?/4!. Dessa forma, a Eq. (3.31) se escreve

19



CAPITULO 3. O METODO DO POTENCIAL EFETIVO

Cco1mo

e(Flil=Foli])/h

ngzSeXp [ fd‘%[% (Vo)? + (m + 2900)¢2 /\hl/QSOOQZﬁS + ﬁhﬁbﬂ
[ Doexp [— [ dz[2(V$)2 + 2262 + 2hot]] '

(3.32)
Da Eq. (3.25) temos
M _ Rl + R + .. (3.33)
Se tomamos o limite i — 0 na Eq. (3.32) resulta
Pl _ [ Doexp [— [d*z[1(V)? + 5(m? + : %@%)WH (3.34)
[ Doexp [~ fd4 V)2 + 262

As integrais que aparecem na Eq. (3.34) s@o gaussianas e podem ser feitas sem maior
dificuldade, obtendo

(3.35)

R[j] = —%ln [w}

det K, (0)
onde definimos o operador Ky () = (=V? +m? + 3¢&(x))d(x — y). Definindo Gy como
a inversa do operador K,,(0) = (—=V?+ m?)d(x — y), e utilizando que IndetA = TrIn A,

podemos escrever a corregao de um lago ao gerador funcional Fi[j] da seguinte maneira

1 A
Fij] = —§T7‘ In <1 + goOGf) (3.36)

Portanto ao nivel de um lago teremos que o gerador funcional das funcoes de Green

conexas esta dado por

Flil = =Sianl + [ dtaan(olilo) - 5T (145686, ) (3a)

onde chamamos S[pg] = S[po, j = 0]. Desse resultado podemos realizar uma transformada

de Legendre para achar a acao efetiva I'[p.]. Portanto temos que fazer também uma
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expansao da acao efetiva en poténcias de 2. Ou melhor
[lwe] = Lolwe] + R[] + h°Ty [©c] + - (3.38)

Desses resultados obtidos se pode provar que ao nivel de um lago as fungoes g e .

coincidem. A acao efetiva a esse nivel vem dada pela expresao

h A
L] = —Slpe] — ETT In (1 + E(szf) . (3.39)

Considerando agora que o campo cléssico assume um valor constante p.(z) = ¢, podemos

calcular o potencial efetivo até o nivel de um lago. Encontramos

2 4 2
me 5, Ay h/ d*p A
V = — —p.+ = In(1+ . 4

() g Ve + 4%y (2m)4 . p? + m?2 (340)

Esse resultado sera usado nesse trabalho. Consideraremos que o espago é compacto sem

fronteiras. Assim o espago dos momentos do campo sera discreto.

21



Capitulo 4

Analise do limite de Bekenstein
numa teoria de campo com liberdade
assintotica

4.1 O potencial efetivo ao nivel de um laco

Vamos considerar um campo escalar sem carga com uma auto-interacio (Ap?), definido
em um espacotempo de Minkowski d-dimensional. O gerador funcional das fungoes de

Schwinger Z[h] é definido formalmente pela seguinte integral funcional [51]:
Zh] = /[D(p] exp (—So — Sy +/dd:B h(:v)gp(x)) , (4.1)
onde a agao que descreve ao campo escalar livre é dada por
i (1 2 1 5 5
Solp) = [ dx { 5(99)"+ gmo¢” |, (4.2)

e a parte de interagao, definida pela contribuicao nao gaussiana, é dada por o seguinte

termo na agao:

Si(¢) = [ ' ot(a). (43)
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Na Eq. (4.1), [Dy] é formalmente dado por [D¢] = [], Dy(x), enquanto X e mq sao,
respectivamente, a constante de acoplamento e a massa nuas. Finalmente, h(z) é uma
fonte externa que introduzimos para gerar as fungoes de Schwinger da teoria por meio de
derivadas funcionais.

Assumiremos que o sistema é espacialmente limitado e estd em equilibrio com um
reservatério térmico a uma temperatura S!. Como estamos assumindo que o acopla-
mento ¢ fraco, podemos utilizar a expansao perturbativa usual para calcularmos a funcao
de particdo definida por Z(3,Q) = Z(3,€, h)|n=0, onde h é a fonte externa. Estamos
definindo o volume da nossa variedade (d — 1) dimensional como V;_; = €. Da fungao de
parti¢do definimos a energia livre do sistema, dada por F(3,Q) = —% In Z(5,Q, h)| h=o-

Esta quantidade pode ser usada para calcular a energia média F(3,€), definida como

B(5.9) = — 5 1 Z(3. 0.1 o (1.4)

e a entropia canonica S(f,2) do sistema em equilibrio com o reservatério. A entropia

canonica S(3,2) é dada pela expressao

S(6,9) = (1 - ﬁ%) In Z(8, 2, h)|so. (4.5)

Como a teoria do campo escalar com o signal trocado da constante de acoplamento pode
exibir um condensado, vamos usar o método do potencial efetivo para encontrar todas
as quantidades termodinamicas do sistema e estudar o estado fundamental da teoria.
Primeiro, estudaremos o potencial efetivo ao nivel de um lago num espago euclidiano
quadridimensional, para valores positivos da constante de acoplamento. Depois discutire-

mos a continuacao analitica da teoria para valores negativos da constante de acoplamento.
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Considerando que o sistema estd em equilibrio térmico com um reservatorio a uma tem-
peratura 37!, assumiremos as condi¢oes de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [52] [53] [54]
[55]. Também assumiremos que o campo estd em uma regiao compacta. Por simplicidade
usaremos condicoes de contorno periodicas para o campo nas trés diregoes espaciais com
comprimentos de compactificacao Ly, Lo e L3. Depois dessas consideragoes, o potencial

efetivo euclidiano pode se escrito como:

4
Verr(@3 8, L1, Lo, Ly) = %W2g¢4 + U + counterterms +
1 e~ (_1)s+1 )
= 0P 2425, an, a0, 05,00),  (4.6)
619} p— 2s

onde definimos as varidveis ¢ = o/pu, g = /872, a;' = puL; (i = 1,2,3), a;' = pfB e
finalmente €2 = Ly Ly L3. Foi introduzido um parametro de massa p para manter a funcao
zeta de Epstein 74, adimensional.

A primeira contribuicdo ao potencial efetivo definido na Eq.(4.6) é simplesmente o
potencial classico. Essa contribuicao nao tem nenhum termo quadréatico porque consid-

eraremos que o campo escalar nao tem massa nua, i.e., mg = 0. A segunda contribuicao,

U(B, Ly, Ly, L) é definida por
1 — 2rm \ 2 2mny 2 27T, 2 27mns 2
Li, Ly, L3) = — | —_— .
U(/BJ 1, 442, 3) QﬁQ Z n (( ﬁ ) + < Ll ) + ( L2 > + ( L3 )

A linha que aparece em Eq. (4.7) indica que o termo para o qual todos os n; = 0 deve

ser omitido. Nao ¢é dificil mostrar que a Eq. (4.7) pode ser reescrita como

oo

U(B, Ly, Ly, L3) = ﬁiQ > (Wﬁn +1In(1- e—W“)) + 5%& (4.8)

ni,m2,m3=-—00
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onde estamos definindo a varidvel n(Ly, Lo, L3) e a constante, divergente, J; como
2 2 2
_ ny N2 ns
_ - 2 = 4.9

J = i: i: 1n(1—|—(27rm)2) - i: <1+21n(1—e—1)). (4.10)

n1,n2,N3=—00 M=—00 n1,n2,N3=—00

O tltimo termo de Eq. (4.6) é explicitamente a corregao dos graficos de Feynman de um
laco ao potencial efetivo e esta definida em termos da funcao zeta de Epstein homogénea

Zy(2s,ay,...,a,), dada por

oo,

Zy(2s,a1, ap) = Y ((@ma)’ + o (apny)?) (4.11)

N1, Np=—00

A soma em Eq.(4.11) é convergente para s > p/2. A fungao zeta de Epstein homogénea
tem uma continuagao analitica no plano complexo, i.e., s € C, exceto por um polo em
s = p/2. Devido a esta unica contribuigao polar, a qual ocorre em nosso caso em s = 2, a
teoria pode ser renormalizada usando s6 um tnico contratermo. Em outras palavras, sé é
necessario renormalizar a constante de acoplamento da teoria. Como estamos assumindo
condigoes de fronteira peridédicas para o campo nas dire¢oes espaciais, temos uma geracao
topoldgica de massa, devido ao gréfico de Feynman da auto-energia [56] [57] [58]. A massa
topoldgica é definida em termos da primeira condicao de renormalizacao do potencial

efetivo. Temos

*Vers
9¢°

|6=0 = mizp*. (4.12)

E facil mostrar que a massa topoldgica m2 pode ser escrita como

m?p = M%Z4(2,a1,a2,a3,a4). (4.13)
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Esse resultado também foi obtido por Elizalde e Kirsten [59]. Vemos que a massa
topoldgica depende dos valores dos comprimentos de compactificacao e da temperatura
do reservatoério térmico, como foi discutido também por esses autores. Antes de contin-
uarmos devemos estudar duas situagoes distintas: m?% > 0 e m% < 0. Depois dessas

consideracoes, podemos escrever o potencial efetivo da forma

m2 ,U4 5)\
Visp(95 8, L1, Lo, Ly) = uQTW + gﬁgcb“ + u“zcﬁ‘ +U +
1 e -1 s+1
= Qgsq?%(%, a1, Gz, a3, ay4). (4.14)

519} ~ 2s

4.2 O regime onde o quadrado da massa topoldgica
é positivo definido, i.e., m% > 0

Primeiramente estudaremos o caso m2 > 0. Assim consideraremos sé valores dos compri-
mentos de compactificacao da caixa e da temperatura de tal maneira que a continuacao
analitica da fungao zeta de Epstein homogénea Z,(2, ay, ..., as) seja negativa e vamos efe-
tuar uma extensao da teoria para valores negativos da constante de acoplamento, i.e.,

g < 0. Assim teremos que a massa topoldgica é dada por

9]

_MzﬁQZ4(2,a1,a2,a3,a4). (415)

2 _
mT_

Portanto podemos associar uma massa para esse campo escalar confinado dentro do nosso
dominio finito. A segunda condigao de renormalizacao, que define uma constante de

acoplamento finita é dada por

O*Viys
Op*

|s—0 = 8T7gp”. (4.16)
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Veff

Figura 4.1: O potencial efetivo para o caso m2 > 0.

O potencial efetivo renormalizado nesse caso (constante de acoplamento negativa,
Z4(2,ay, ..., a4) assumindo sé valores negativos e por o tanto m% > 0), pode ser re-escrito

CcOo1mo

VB (6B L Lo L) = 2Ty Moy
eff(¢?ﬁ7 1, Lo, Ls) = p 2¢ 37r|g|¢_|_

1 o= |g|°
—B—Q;%¢25Z4(25,a1,a2,a3,a4). (4.17)

Um esboco do potencial efetivo renormalizado em esta situagao é apresentado em Fig.
(4.1). Nesse caso o potencial efetivo renormalizado tem um minimo local metaestével
na origem sem estado fundamental. Esse resultado é esperado pois estamos trabalhando
no setor assintéticamente livre da teoria euclidiana do campo escalar com auto-interacao
(ApH)a

Para calcular a entropia especifica S/E, onde a energia média E e a entropia S estao
dadas por Eq. (4.4) e Eq. (4.5) respectivamente, devemos realizar uma transformada de
Legendre inversa para obter o logaritmo da funcao de particao In Z(3,2, h), a partir do
potencial efetivo. Note-se que essas funcoes termodinamicas sao calculadas na auséncia de
fontes, i.e., h = 0. A préxima etapa seria achar um ponto estacionario, ¢, do potencial
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efetivo renormalizado definido pela equagao seguinte

oVl
0¢

=40 = 0 (4.18)

Substituindo a Eq. (4.17) em Eq. (4.18) obtemos que ¢q deve satisfazer

4 1 «
—ptr?|glod — 70 Z \glf0a5 1 Z4(25, a1, as, as, as) = 0. (4.19)
s=3

M2m2T¢o 3

Da fig. (4.1), onde se mostra o potencial efetivo renormalizado, vemos que Eq. (4.19)
tem trés solugoes. Como estamos interessados na situacao que seja estavel na presenca
de pequenas perturbacoes, nos escolhemos a solugcao que ¢ um minimo local do potencial
efetivo, que dizer, ¢g = 0. Realizando a transformada de Legendre quando o potencial

efetivo alcanca este ponto estacionario metaestavel, obtemos o logaritmo da funcao de

patigao In Z(3, Q)
InZ(8,Q)  =InZ(B,Q h)|h=o
= —(BQVE:(9: 8, Ly, La, Ls) | g=s0=0- (4.20)
Substituindo Eq. (4.8) e Eq. (4.17) em Eq. (4.20) obtemos
mZB,Q) == > (7fa+In(l-e?")) - J. (4.21)

A energia média E((3,2) e a entropia canonica S(3,2) do sistema en equilibrio térmico

com um reservatério pode ser calculadas usando Eq. (4.4), Eq. (4.5) e Eq.(4.21). Obtemos

EGo= <m+%> (4.22)

n1,...,M3=—00

S(3,9Q) = Z ((;fﬁ—”fl —In(1- 6_2’”5)> —Ji. (4.23)
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Gostariamos de enfatizar que temos uma constante indeterminada na definicao da en-
tropia. Esta ambiguidade deve ser eliminada utilizando-se a terceira lei da termodinamica
e assumindo a continuidade da entropia para todas as temperaturas. Por simplicidade
consideraremos que os comprimentos de compactificacao das coordenadas espaciais sao
todas iguais L; = L, para i = 1,2, 3, e definiremos a varidavel adimensional £ = 3/L. Com

estas consideragoes podemos escrever a energia media e a entropia canonica como

E()L =& + P(¢) (4.24)

S(&) =EP(E) + R(&) + cte. (4.25)

Na Eq. (4.24) a quantidade ™ ¢ definida por

e =" 3" am (4.26)

onde definimos a varidvel i como 72 = /(n1)? + (n2)% + (n3)2. O termo & é simples-
mente a energia de Casimir renormalizada do campo escalar com condicoes de fronteira
periodicas nas trés coordenadas espaciais. Na Ref. [17] se mostra que ™ = —0.81. As

fungoes positivas P(§) e R(&) estao definidas por

PO= Y (ﬂ—il) (4.27)

R =- > In(l—e?). (4.28)

ni,...,I3=—00

Notemos que a condi¢ao m? > 0 é satisfeita s6 para alguns valores da razao (3/L, dada
por £. Usando a continuagao analitica mostrada em Ref. [59], podemos escrever a massa
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topologica como

G
L2 ¢ 7

(4.29)

m2, =

onde a funcao fi(£) é a continuacao analitica de Z4(2s,1,1,1,£7!) para s = 1, e é dada
por

£ = ag + T€ 4 K(©) (4.30)

O coeficiente a e a funcao K(£) em Eq. (4.30) sdo respectivamente dados por

71.2

1 = /ng\ 12
a = 27T’}/—{—27T1HE+§—|—87T Z (i) K1/2(27mn1)

n,ni=1

+4wg§: i K0<27rm/n%+n§) (4.31)

n=1 ni,ng,n3=—00

s < AN —1/2
K(€) = dmg?? (2) "k Pé). .
©=4ax®2y > (0] Kop(2mnig) (4.32)
n=1 ni,n2,n3=—00

As fungoes K,.(§) que aparecem em Eq. (4.31) e Eq. (4.32) sdo as fungoes de Kelvin,
Ref. [61]. Em Fig. (4.2) o comportamiento da massa topolégica com respeito a variavel
¢ é apresentado. Da Fig. (4.2) podemos ver que temos trés dominios onde o quadrado
da massa topoldgica tem um sinal bem definido. Esses dominios sao dados por I=(0, &;),
[I=(&1, &) e III=(&,, 00) respectivamente, onde & = 0.25526 e £ = 2.6776. Nos dominios
I e III o quadrado da massa topoldgica é negativo, em quanto que em II é positivo.

Portanto so a situacao II é consistente com o caso que estamos tratando agora. Nesse

caso a energia media e a entropia canonica estao dadas por

Ei(§)L =M 4+ P(€) (4.33)
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Figura 4.2: Comportamento de m?% em fungao de &

S][(f) :§P(§)+R(§) +Ct6[]. (434)

Na préxima segao vamos analizar o caso onde o quadrado da massa topoldgica é negativo.

4.3 O regime onde o quadrado da massa topolégica
é negativo definido, i.e., m> < 0

Consideraremos a situacao onde os valores dos comprimentos de compactificagao do nosso
dominio espacial e da temperatura sao tais que a continuacao analitica da funcao zeta
de Epstein Z4(2, ay, ..., a4) é sempre positiva. Nesse caso o quadrado da massa topoldgica
¢ uma quantidade negativa. Nessa situagao temos que impor a segunda condicao de
renormalizaccao do potencial efetivo em um ponto arbitrario ¢ = M fora da origem. Isso
ocorre devido ao fato de que se utilizamos esse ponto na origem, o potencial efetivo nao sé
nao € limitado por baixo como também nao apresenta nenhum minimo local. Nenhuma
teoria fisica pode ser construida nessa situacao. O sistema nao é estavel submetido a
pequenas perturbacoes. Consideraremos entao a segunda condi¢ao de renormalizagao do

potencial efetivo na forma

*Very
oot

o= = 82gp’. (4.35)
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Usando Eq. (4.35) e o potencial efetivo definido em Eq. (4.14) obtemos

2
m
eff(gb ﬁ)LlaLQaLE}) = 2 2T¢ 2|g|¢ +U
1 00
__Q Z4 2s al,ag,ag,a4) (436)

=3

A quantidade U na Eq. (4.36) é definida por Eq. (4.8). A func¢ao a(¢, s) é dada por

a(o, s) = |g|° (d)—s - %(25 —1)(25 — 2)(2s — 3)M25‘4>. (4.37)

Embora o parametro M apareca explicitamente na férmula do potencial efetivo, ele nao
afeta o conteido fisico do problema. Isto pode ser visto se reparametrizamos a teoria
usando um ponto diferente M’ para impor a segunda condi¢do de renormalizaccao da

seguinte maneira
AT/R
0" Veis
Lok

|gp=nr = 87°g . (4.38)

Obtemos uma relagao entre os dois conjuntos de parametros (g, M) e (¢, M") que preserva
a forma do potencial efetivo, dado por Eq. (4.36). Essa discusdo apenas traz a tona o
fato de que o ponto de renormalizacao é irrelevante. O potencial efetivo Eq. (4.36) pode

ser reescrito da seguinte maneira

2,2

T B4y 8, Ly, Lo, L) + U, (4.39)

eff(¢ ﬁ)LlaL27L3) 9

onde definimos a func¢ao F(¢; 3, Ly, La, L) como

F(¢a/67 L1> L27 L3) = _¢2 + A¢4 - Z Cs¢28. (440)

Os coeficientes C, quantidades independentes do campo, sao definidos para s = 3,4, ...,

por

9>~ Z4(25,a)
s Zy(2,a)’

C, = (4.41)
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Veff

™\

Figura 4.3: Comportamento do Potencial Efetivo no caso m2 < 0 para
diferentes valores de A.

e o coeficiente A é definido pela expressao

1 & _
A=A+ 5 D Ci(2s)(25 — 1)(2s — 2)(2s — )M, (4.42)
s=3
onde
260t
S 4.4
° = T37.(2.0) (443)

Nas expressoes anteriores, por simplicidade escrevemos Z4(2s,a) = Z4(2s, a1, as, as, ay).
Note que os coeficientes C; estao definidos no dominio de convergéncia de Z;(2s,a),
s = 3,4, .... Portanto teremos que Z4(2s,a) > 0. Como nesse caso estamos considerando
Z4(2,a) > 0, os coeficientes Cy sao positivos. Escolhendo a segunda condi¢ao de renor-
maliza¢do em um ponto M = 0, o coeficiente da quarta poténcia do campo em Eq.(4.40)
seria negativo, A, < 0, fazendo impossivel achar um minimo do potencial efetivo. Uma
maneira de resolver esse problema é impondo a segunda condicao de renormalizacao em

um ponto M # 0 de tal maneira que o coeficiente A seja positivo.

Na Fig. (4.3) apresentamos o potencial efetivo para diferentes valores de M, e con-
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sequentemente para diferentes valores de A, considerando valores pequenos do campo ¢.
esse comportamento depende dos primeiros termos em Eq. (4.40). Nesta aproximagao
tomaremos em conta s6 os trés primeiros termos de Eq. (4.40), e denotaremos o terceiro

coeficiente C' = C3 > 0. Temos
F(¢; 8, Ly, Ly, Ly) = —¢* + Ag* — C¢°. (4.44)

Da Fig. (4.3) vemos que a tnica situagao onde o potencial efetivo tem um minimo local e
a teoria é metaestavel é escolhendo M de tal maneira que A seja positivo e A% > 3C. Sé
nesse caso podemos achar um minimo local do potencial efetivo quando a massa topologica
satisfaz a desigualdade m2 < 0. Aqui queremos ressaltar que esse minimo ¢ necesaria-
mente fora da origem e que portanto termos um condensado nesse caso. Concluimos que
devemos tomar M nao nulo de tal forma que A > +/3C5 > 0. Em termos de M esta

desigualdade pode ser escrita como

260t

T l9P24(6,a)
3Z4(2, CL)

Z22.a) (4.45)

ta Zg C(25)(25 — 1)(25 — 2)(25 — 3)M> >

Mostraremos que para valores fixos da constante de acoplamento e do volume do dominio
compacto, sempre podemos achar M que satisfaz Eq. (4.45) para qualquer temperatura.
Podemos fazer uma aproximacao na serie apresentada em Eq. (4.42) tomando s6 o termo
s = 3. Essa aproximacao é semelhante a aquela utilizada na Eq. (4.44) e é valida para
valores pequenos do campo e da constante de acoplamento. O coeficiente A se escreve
como

A=A, +15CM? (4.46)
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Em seguida, consideraremos que os comprimentos de compactificagdo do dominio com-
pacto sao iguais, L; = Ly = L3 = L, e definiremos a varidvel £ = /L. Nao é dificil
mostrar que

Z4(2s,a) = (uL)* fs(8), (4.47)
onde

fs(€) = Za(25,1,1,1,€71). (4.48)

Considerando Eq. (4.46) e Eq. (4.47) a condicao Eq. (4.45) pode ser reescrita da seguinte

maneira

22 € L (A
T B HE B\ BE)

M?(uL)? (4.49)

Da Fig. (4.4) vemos que as funcoes &/ f3(€) e f1(€)/f3(€) sao limitadas por cima e por o
tanto sempre podemos achar um valor de M que satisfaz a Eq. (4.49). Note que como
estamos considerando que o quadrado da massa topoldgica é negativo estamos tomando
valores de ¢ tais que f1(€) seja positivo e, como f3(£) é sempre positiva, ndo temos prob-
lema em tomar a raiz quadrada de f1(£)/f3(§) no dominio em que estamos trabalhando.
Definindo v; e v como cotas superiores das fungoes £/ f3(€) e \/f1(§)/ f3(€), respectiva-

mente, Eq. (4.49) ¢ satisfeita inmediatamente tomando

2
2w (%1 (%)

M2(pL)? =0 %2
( Blgf T 5y

(4.50)

Usando a Eq. (4.44) e Eq. (4.46), podemos achar o minimo local do potencial efetivo

renormalizado, ¢g, dado por

—\JA2 _
¢3=A 3’40 3¢ (4.51)
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i f1
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Figura 4.4: As fungoes £/ f3(€) e f1(£)/f3(€)

E mais conveniente definir © = ¢2(uL)2. Entfo teremos que

21201 V9 22 €
3lgl* gl 3lgl* f5(8)

1 (471-2 (L)2 1972 (2#21)1 . Vo )ff N (27r27)1 n 31}2)2 9 if;{%é/;)

O(¢) =

3\ UgP\f(&)/ gl \15lgl> T Blgl) fs(©) N lgP Mgl (g f(€
Considerando os parametros vy, v € g como constantes analizaremos o comportamento
de © s6 com respecto a . Realizando a transformada de Legendre no ponto estacionério
metaestavel do potencial efetivo, ¢y obtemos o logaritmo da funcao de particao do nosso

sistema
mZ(3,Q) =WZ(B,Q,h)|h=o
- _(69)‘/6};f(¢7/67 L17L27L3)|¢:¢0' (453)

Substituindo Eq. (4.8), Eq. (4.39), Eq. (4.44), Eq. (4.46) e Eq. (4.50) em Eq. (4.53)

obtemos finalmente

wz©) = Dpee©+ W2 (210 ) ni e

2 2 L 3 3
e - Y (mermi-eT) a4
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Usando Eq.(4.4), Eq.(4.5) e Eq.(4.54) obtemos a energia média e a entropia candnica do

sistema

E(&)L=¢e"+ P&+ x(¢) (4.55)

S(8) = EP(§) + R(&) + ¥(§) + cte, (4.56)

onde as funcdes ", P(£) e R(€) estdo definidas nas Eq.(4.26), Eq.(4.27) e Eq.(4.28)
repectivamente. As fungoes x (&) e () sao as contribui¢oes do condensado achado nesta
situacao a energia média e a entropia, respectivamente. Elas estao definidas pelas ex-

presoes seguintes

@ = oo + (5 - (2 4 jg) 000 + L oo} )

27T’Ul

3

o) @O + Lg@e9). @5

v©) = A g00) + ( !

2

Como estamos considerando que o quadrado da massa topoldgica é negativo, nossos re-
sultados s@o validos somente quando £ pertence aos dominios 1=(0,&;) ou II=(&, 00).

Esses resultados podem ser expressados da seguinte maneira
B (§)L =& + P(§) + x(&) (4.59)

S (&) = EPE) + R(§) + ¥ (&) + cte .- (4.60)

Em Eq.(4.59) e Eq.(4.60) vemos explicitamente que a forma da energia média é a mesma
nas regioeés I e III, entretanto a forma da entropia canonica é diferente en cada um desse
intervalos. Esta discrepancia é devida a certas constantes, ctey e cterrr, que serao fixadas

com a ajuda da terceira lei da termodinamica e assumindo a continuidade da entropia.

37



Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

A validade do limite de Bekenstein pode ser verificado para qualquer sistema fisico. Neste
trabalho investigamos o limite de Bekenstein numa situacao que até onde sabemos nao
foi discutida na literatura. Estudamos a validade do limite para o caso de uma teoria de
campo que apresenta liberdade assintética, mais especificamente no setor assintéticamente
livre do campo escalar con aunto-interacao A\p?. Obtivemos duas situacoes diferentes: o
caso quando o quadrado da massa topoldgica é positivo e o caso quando é negativo.
Mostramos que quando o quadrado da massa topoldgica é negativo se tem a presenca de
um condensado. Nesse caso o minimo do potencial efetivo esta fora da origem e é dado
pela fungao () definida na Eq. (4.52). Gostariamos de enfatizar que s6 nos interva-
los I e III, da variavel &, o quadrado da massa topoldgica é negativo. No intervalo II o
quadrado da massa topoldgica é positivo e o potencial efetivo tem um minimo trivial. Na
Fig. (5.1) mostramos o comportamento do minimo do potencial efetivo ©, como uma
funcao de &, para valore fixos de vy, v2 e g. Note que o minimo do potencial efetivo esta
localizado na origem, © = 0, quando considerando temperaturas muito altas, § = 0, ou

quando consideramos temperaturas muito baixas, § — oo. Essas duas caracteristicas sao
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Figura 5.1: O minimo do Potencial Efetivo, ©(), para v;=v,=100 e g = 0.13.

independentes dos valores de vy, v9 e g escolhidos. Deste ultimo resultado temos que a

fungao ¥ (¢), Eq. (4.57), se anula quando a temperatura se aproxima de zero.

Como estamos considerando que o campo esta definido num dominio espacial finito, o
comprimento de compactificagao L tem sempre um valor finito, e por o tanto £ sera ba-
sicamente o inverso da temperatura. Usando a terceira lei da termodinamica podemos

fixar as constantes que aparecem nas formulas das entropias Eq. (4.34) eEq. (4.60)

Sr(§) = EP(§) + R(§) +¥(§) + ctey,
S11(§) = EP(§) + R(§) + cterr,

Sir(§) = EP(&) + R(&) + (&) + cterrr. (5.1)

Desde que as fungoes P(&), R(§) e (&) vao para zero quando £ — oo e usando a terceira
lei da termodidmica lim Syrr¢ o, = 0, achamos que cter;; = 0. Assumindo a continuidade

da entropia com respeito ao parametro &, podemos fixar as outras duas constantes usando
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S1(&1) = Sir(&1) e Sir(&2) = Srir(&2), obtendo

cte; = (&) — Y (&),
cterr = P(&a),

Ct@III =0. (52)

Para valores genéricos dos parametros (v, vq, g), a funcdo (g, &) nao é positiva definida
e a entropia pode ser negativa para certos valores de £. Escolhendo valores grandes de vy

e vy e valores pequenos de ¢ esta situacao anomala é excluida.

O limite de Bekenstein estabelece S/E < 27R, onde R é o radio da menor esfera que
circunscreve ao dominio espacial compacto do nosso sistema. Como estamos considerando
que todos os comprimentos de compactificacao sao iguais a L, teremos que R = \/§L/ 2.
Definindo a funcao T'= S/2m RE em cada um dos intervalos I, II e III e usando Eq.(4.33),

Eq.(4.59), Eq.(5.1) e Eq.(5.2) temos que

1 EP(§) + R(§) +¥(§) + ¥(&) — (&)

A CE (N 59
L EP(§) + R(§) +¥(&)

Tll(g) = \/§7T a(r) + P(é) ) (54)

Tt (€) L EP(§) + R(§) + (&) (5.5)

" VBr €D+ PE) + x(€)

Cada uma dessas fungoes é valida s6 quando £ se encontra nos dominios I, IT e III
respectivamente. O limite de Bekenstein sera violado se em algum momento alguma
destas fungoes 7' tem um valor maior do que a unidade. Em Fig. (5.2) mostramos a

funcao T7(§) para & € 1=(0,&;), usando os valores v; = 100, v, = 100 e ¢ = 0.13.
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Figura 5.2: A funcao T7(§) no seu dominio £ € 1=(0, ;)

Como estamos considerando grandes temperaturas nesta situacao, esperamos que o fato
da energia de Casimir do sistema ser negativa nao seja importante. Nesse dominio de
temperaturas o sistema desenvolve um condensado. Queremos analisar se esse produto
da liberdade assintética viola o limite de Bekenstein. O resultado encontrado em Fig.
(5.2) diz que as fluctuagoes térmicas sao grandes demais tal que dominam sobre qualquer

contribui¢ao quantica. Resultando que o limite de Bekenstein é satisfeito nesse regime.
ul

o.15{

o

0.05F

~0.05}

-0.10F

Figura 5.3: A funcao T7;(£) no seu dominio £ € 11=(&;, &)

Na Fig.(5.3) temos a fungao T77(§) na regiao & € 1I1=(&,&,). Nessa situacao o potencial

efetivo renormalizado tem um minimo trivial e o sistema se comportara como se fosse um
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gas de bosons livres. Como estamos considerando um dominio compacto com condi¢oes
de fronteira periddicas sobre as coordenadas espaciais, a energia renormalizada de Casimir
é negativa, e = —0.81.

Como estamos considerando temperaturas cada vez mais baixas, a contribuicao térmica
P(€) a energia média do sistema é cada vez menor, eventualmente vendo-se superada pela
energia renormalizada de Casimir negativa €. Isso ocorre na Fig. (5.3), a divergércia
dessa figura é devido a que neste dominio temos um valor & que satisfaz ™ + P(¢') = 0.
E claro que devido a essa divergércia, causada pela energia de Casimir negativa, o limite
de Bekenstein é violado. Se continuamos baixando a temperatura o valor negativo de (")
predomina tornando negativa a energia média do sistema e a func¢ao 77;(¢). Como temos
asegurado que a entropia sempre é postiva € obvio que o limite de Bekenstein é violado

para temperaturas menores que 31 = ¢'L.

TN
TI

-8.x107%F

—1.x107 ¢

-12x107 F

4.1 42 43 4.4 4.5

Figura 5.4: A funcdo T7;;(£) no seu dominio & € I11=(&;, 00)

Na terceira regiao £ € III temos que as contribuigoes quanticas sao dominantes frente
as fluctuagoes térmicas pois em III se consideram apenas baixas temperaturas. Assim a
energia de Casimir e a presenga do condensado desempenham um papel principal. Nessa
regiao e a liberdade assintética poderia causar alguma modificao importante. Na Fig.
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(5.4) mostramos o comportamento da fun¢ao T7;7(£) no seu dominio £ € I11. Como pode-
mos ver dessa figura Ty (§) assume sé valores negativos, e ao igual que o caso anterior esto
é causado pela energia de Casimir negativa que faz negativa a energia média do sistema.

Sendo a entropia sempre positiva é claro que nesse regime o limite de Bekesntein é violado.

Em resumo, foi mostrado que nao existe um limite na capacidade de armazenar informacao
para a teoria do campo escalar con auto-interagao (X ¢4)4 com o sinal trocado da constante
de acoplamento para baixas temperaturas. Uma extensao natural desta tese é o estudo
do limite de Bekenstein num modelo mais realista, como, por exemplo, na cromodinamica

quantica a altas temperaturas num dominio compacto.
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