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Resumo

De acordo com Wilczek e Rajagopal, pode-se argumentar qunsi¢géo de fase quiral da
QCD pertence a mesma classe de universalidade que atéa@ma trés dimensdes com simetria
internaO(4). Sendo este um modelo escalar bem mais simples, sua simulag&rica é mais
econdmica em termos computacionais e, portanto, posaibiiha analise mais precisa de suas
transicOes de fase. Por haver transicOes de fase de priensggunda ordens no modelo escalar
considerado, é possivel fazer uma analise do ponto teigriti qual acredita-se existir na cromo-
dindmica ao considerar nulas as massas dos quarkgdown e algum valor finito para massa
do quarkstrange Nesta dissertacao, realiza-se o estudo do comportametito cleste modelo
escalar por simulacdes através do método de Monte Carldedsteando seu diagrama de fases,

ponto tricritico e expoentes criticos.



Abstract

According to Wilczek and Rajagopal, one can argue that thelcphase transition in QCD
belongs to the same universality class of tifetheory in three dimensions wit(4) internal
simmetry. The latter being a far simpler model, it permitgen@conomic numerical simulations,
and so forth, more precise analysis of the phase transitiBesause there are first and second
orders phase transitions in the scalar model in questios pibssible to make an analysis of the
tricritical point, which is believed to exist in chromodynas considering nulup e downquark
masses and some finite value &trangequark mass. On this dissertation, a study of the critical
behavior in the mentioned scalar theory is presented, etarg its phase diagram, tricritical

point and critical exponents.
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Introducao

O século passado foi marcante no que diz respeito aos avdadtsca na compreensao da
natureza, do ponto de vista das interacdes fundamentais pamte notavel desses avancos na
segunda metade do século certamente deveu-se a consteucémmbdinamica quantica (QCD).
Esta teoria descreve as interagfes fortes que ocorrempantfeulas denominadagiarks for-
mando particulas presentes na matéria nuclear charhadams

A QCD, por ser uma teoria de gauge ndo-abeliana, escondedgatdrsua elegante definicao
caracteristicas muito peculiares. Em poucas palavrasnite be altas energias, a chamada “carga
de cor”, um de seus numeros quanticos, exibe um comportardeflindagemgcreeninyoposto
ao de teorias abelianas, de forma que para distancias extremte curtas a sua constante de
acoplamentay, tende a zero. Este comportamento € denomitidéodade assintoticaNo en-
tanto, para distancias maiores (i.e., energias menorasgnhdaumento em,, e presume-se que
a grandes distancias a forca de atracéo entre quarks ssfacta) caracterizando o confinamento
de quarks no ‘interior’ de hadrons.

Por outro lado, em colisdes de ions pesados a altas enagpastamente forma-se um plasma
de quarks e gluons quente e denso [1], no qual se espera réichatinamento. Fala-se entdo de
uma transicao de fase de desconfinamento, ocorrendo ematgoperatura finita [2]. Acredita-
Se gue 0 universo era composto por essa “sopa” de quarks esghdg instantes iniciais apés o
big bang(por volta del0~° s), apds os quais as temperaturas baixaram da esczia teV ! [3]

e 0s hadrons comecaram a se formar.

Um outro fenbmeno que ocorre na QCD ¢é a quebra da simetrid.dsta simetria se constitiu
pela separacédo entre dois tipos de quarks, esquerdo ediveitemos no primeiro capitulo que
campos efetivos podem descrever condensados de quarksissapgresentam quebra espontanea

de simetria quiral no vacuo. Esses condensados desapaseberondicdes extremas de tempe-

10u, equivalentement@,3 x 10'? K; as duas grandezas (energia em unidades naturais e téunppestio rela-

cionadas pela constante de Boltzmann~ 8,6 x 10~° eV/K.



ratura e densidade de energia, e uma outra transicdo de &agéctesperada, conhecida como
restauracao da simetria quiral [4].

Um grande tema de discusséo, portanto, em QCD € o que trataaddransicdes de fase.
No entanto, a discussdo dessas transi¢coes, partindo ddasgierturbativos, apresenta grande
dificuldade, uma vez que o aumento da intensidade das ifesale suas particulas fundamen-
tais a baixas energias tornam inviavel a sua aplicacao. lfitapdes sdo entdo necessarias para
viabilizar o estudo, de forma que as transi¢cdes tornam-eidies para alguns limites da teoria.
Considerando as massas dos quarks infinitas (teoria de gatae @estabelecida a existéncia da
transicdo desconfinante, enquanto no limite das massas satas a transi¢ao quiral é verificada.
No entanto, ndo se sabe se as transicfes se mantém parares figloos das massas dos quarks
ou ainda se ambas as transi¢cdes ocorrem juntas. Simulagdésnde Carlo na rede tornam-se en-
tdo especialmente importantes no regime de transicdesed#QCD, e resultados de simulacdes
na rede indicam que possivelmente as duas transi¢cdes imcoorenesmo ponto critico [2, 1].

Dificuldades adicionais surgem em simulacdes diretas deajqmis esta envolve um certo
namero de sabores de quarks, além dos campos de Yang—Mgtsedendo glions, com simetria
de calibre SU(3). Fazer estudos numéricos em QCD significaaglos estes campos devem ser
considerados sobre redes em trés dimensdes espaciais aragi dle temperatura, de acordo
com as prescricdes de discretizagao utilizadas no formalde teorias na rede [5]. Tais estudos
sSd0 extremamente exigentes em termos computacionais,ghéms do nimero de campos a se
levar em conta, mantendo a simetria SU(3) de cor, h&a a difideldle se implementar numeri-
camente os campos fermibnicos, anticomutativos, cujosdoétexistentes tornam a simulacao
ainda mais lenta. Desta maneira, para que se obtenhamackmistatisticamente significativos,
sdo necessarios em geral tempos extremamente longos paeugdo de programas.

Para abordar este tema, Wilczek argumenta [4, 6] que a¢éande fase quiral da QCD esta
na mesma classe de universalidade do modelos escalaresaiei@i-Landau (G—L) com simetria
O(4) e em trés dimensodes. Desde o inicio da década de 1990, vesfeselendo o uso de teorias
escalares no estudo da transicao de fase quiral da QCD aeatipsrturas, ao invés de se con-
siderar o modelo ndo-abeliano completo. Portanto, em vestelar esta transicdo diretamente
na QCD, pretende-se atingir 0 mesmo objetivo estudando esw@ss escalares, de menor com-
plexidade computacional. Evitando muitos problemas t&mnenvolvidos na simulacédo direta,
caracteristicas da transi¢do (expoentes criticos, fungéeescala, etc.) podem ser obtidas com

muito menor custo. Com base nessa conjectura, neste tradiddit@remos esta abordagem, em



vez de simular a QCD diretamente.

Um outro modelo, citado por Wilczek como pertencente a medasse de universalidade
da cromodindmica quéntica, € o de Heisenligfg) em 3 dimensdes. O mesmo ja foi extensa-
mente estudado, existindo numerosos trabalhos na litargiie analisam as caracteristicas de sua
transicdo de fase através de simulacdes de Monte Carlo [7,18].9Porém, este modelo apre-
senta somente transi¢cdes de fase de segunda ordem, e emimigders condigdes (como sera visto
adiante) a transicao quiral da QCD aparenta ser de primeleaor

Ja o modelo de Ginzburg-Landau (G—L) estendido (com ternsexi@ ordem) apresenta am-
bos os tipos de transicéo, cobrindo mais amplamente os/p@sstgimes de transi¢cdes existentes
na QCD, e permitindo um estudo de singularidades perto deptitriticos. Neste trabalho pre-
tendemos entdo estudar a teoria escatar ¢° via simulagdes numéricas de Monte Carlo com
a hamiltoniana de G-L estendida (com termo séxtico), olotendiagrama de fases, funcdes de
escala e grandezas universais (expoentes criticos). Hetggduturos pretende-se estender o es-
tudo, de forma a permitir uma comparacao direta dos resdtdd teoria escalar com a QCD,
como equacdes de estado em comum (fazendo uma identificaigéaae grandezas trabalhadas
de ambas), e obtencédo de informacdes sobre as singularidanterecdes de escala préximo ao
ponto tricritico [6].

No primeiro capitulo, uma breve incursédo a QCD é realizadscrdeendo sua possivel tran-
sicdo de fase de quebra de simetria quiral. Também é feitaamguanentacédo formal mostrando
gue a QCD e o modelo de G-L pertencem & mesma classe de uniasalDiscute-se também
as transicdes das teorias escalares (representadasmpétatiana de G-L). No segundo capitulo,
introduz-se a teoria escalat e ¢° na rede, discretizando o espaco euclidiano, e mostrando sua
equivaléncia formal com o modelo de G—L estendido. No tesagpitulo, as caracteristicas de
transi¢cdes de primeira e de segunda ordem séo descritasiousaproximacdo de campo médio
do modelo de G—L, e relacbes de escala séo obtidas. O quaitaloaexplica o funcionamento
do método de Monte Carlo com os algoritmos utilizados e asmdk erros correspondente. As
estimativas obtidas para a estimativa do ponto tricrifinogdes de escala e expoentes criticos para
o0 modelo escalar de G(4) em trés dimensdes sdo mostradas no quinto capitulo. Osrérgoe
criticos sdo entdo comparados com os valores encontradibsratura. Finalmente, a concluséo
sobre os resultados obtidos é feita no Gltimo capitulo.deets/as de trabalho futuro sédo também

comentadas.



Capitulo 1

Da QCD a modelos escalares

Apesar de tradicionalmente ser uma poderosa ferramemieatedn TQC, a validade da teoria
perturbativa na QCD, como foi mencionado na Introducao, titeesio limite de altas energias
em que a constante de acoplamento é pequena. Neste limdelosgperturbativos permitem
descrever o fenbmemo de liberdade assint6tica com éxite faiteam em prever o confinamento
e atransicao de fase quiral. Outras abordagens de estudogGe podem ser mencionadas séo
0 grupo de renormalizacao, a formulacdo de teorias de cafepieas (como veremos a seguir) e
simulacdes numéricas na rede discreta. Estes estudasdgdiem QCD, vém sido desenvolvidos
nas ultimas décadas no esfor¢co de compreender melhor asepianes e fendmenos da teoria,
em especial as propriedades de seu vacuo e os possiveigseggniransicao de fase. Porém,
ainda pouco se conhece a respeito destas questbes, e rabdthdr ainda é necessario a fim de

compreender as particularidades contidas nessa elegamgl&cao.

1.1 Definicdo da QCD e simetrias

A densidade de lagrangiana da cromodinamica [11] tem a forma

Ny Ny
7 . ]' a va a 7 a
L = 5 Y@y, 0" —myg)py — ZFWF“ + gAj E Yty (1.1)
/=1 f=1

onde v* s&o as matrizes de Dira¢? = % , A\, Sao as matrizes de Gell-Mann, geradoras do
grupoSU(3), e

Fi, = 0,A, —0,A} +g fabcAZAi (1.2)
€ a intensidade de campo correspondente ao campo naorabddiarang—Mills A% , com con-

stantes de estruturi#® relativas a algebra do grupo de gauge.

4



CAPITULO 1. DA QCD A MODELOS ESCALARES 5

O primeiro termo da expressao descreve o campo de Dirac dosofés com suas massas
caracteristicas, enquanto que o segundo descreve a dma@nasicauto-interacdo dos bosons da
teoria, os gluons. O ultimo termo define a interacdo entraogpos fermidnicos e bosénicos.

O campo gludnico carrega, além do indice de espaco-tempom indice internod’ que
corresponde ao indice dos geradores do grupo deicerl-8) e, portanto, possui “carga de cor”.

O campo fermidnica) = v, s, que corresponde ao campos dos quarks, possui trés tipos
de indices:a = {1,2,3,4}, correspondente as componentes espinoriais, onde azesatfi
atuam;i = {1, 2, 3}, indice decor, sobre o qual atuam as matrizes de Gell-Mann; e finalmente
f=u,d,s,c, b,t,correspondente a&abordo quark.

Ao considerar massas iguais para os quarks £ m), pode-se representar todos 0os campos

de quarks); em um multipleto) [12], e o termo de Dirac na lagrangiana assume a forma

Y(i7,0" —m)p (1.3)

onde m € a matriz de massa dos quarks. Logo, rotacdes no espacoatessdby podem ser
representadas pelo grupd’/(Ns), ondeN; € o nimero de sabores considerados.
Por outro lado, considerando massas nulas para os quanketaa total da lagrangiana (1.1),

além das simetrias de Poincaré e CPT, é

A simetria de corSU(3). esta relacionada com a simetria de gauge local da QCD, na qual a
teoria é baseada. A corrente de Noether associada a ela érd'a@brido” v,t%) , que se
mantém rigorosamente conservado em qualquer interacéasewgfie a teoria possa apresentar.

Ja as simetrias quiraisU (Ny), x SU(Ny)r surgem ao considerar as massas de todos os quarks
nulas. Ao se considerar as massas ndo-nulas (mas iguais)etia se reduz &U (Ny) 4 p.

A simetrialU(1)y, chamada simetria baridnica, esta relacionada a fase emnc@xistente para
todos os campos de quarks, e estd associada a conservagdiorddevcarga baridnicary, .

A simetria axial baribnicd/(1) 4, esti associada as fases opostas entre os campos de quarks com
quiralidadedeft e right. Ao se quantizar a teoria, o fendbmeno da anomalia reduz iestdris ao

seu subgrupo discremff , € a introducéo de valores ndo-nulos para as massas nos quatka

completamente esta simetria.
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1.2 Transicao quiral

Observemos com mais detalhes a simetria qWta{N;), x SU(N;)g. Como vimos, esta
simetria deve ocorrer caso tenhamos massas nulas parar&s.dearém, evidéncias advindas de

simulacdes numéricas [13, 14] do chamado condensado quiral
(@ (1 +5)a5) < (@ qf') o v (1.5)

mostram que este, no limite quiral, se comporta como um pedy@arametro de ordem, induzindo
uma transicao de fase de quebra da simetria quiral no vaciemda [4].
A relacdo do condensado (1.5) com a simetria quiral podendenéida da seguinte forma: no

limite quiral, os campos esquerdeff) e direito fight) definidos como

14 ~*

v = 5 Yr +

1 —A#

T (L6)

transformam-se diferentemente sob rotagées axiais
P s PNy (1.7)

no espaco de sabores. Isto significa que, aplicando-séestaxiais de sabor arbitrarias no con-
densado quiral, os campos esquerdo e direito se transfodadonma independente, gerando um
valor esperado nulo do mesmo. No entanto, analisando a aia&®a quarks com massa no
campo de gauge, pode-se definir uma expresséo [1] para onsauteda forma
- 2im
(W) < Y 5 (1.8)

A2 4+ m2’
o T

onde \ sdo os autovalores do operador de Dirac covariante

Y Dyhy = Ay (1.9)

com o estado diagonalizadg,. Ao tomar o limite m — 0 com A finito, observa-se que a
expressao acima tende a zero proporcionalmente a masaatecaando a simetria quiral. No
entanto, uma analise mais cuidadosa mostra um resultaddifemente; no limite termodinamico,
0 parametro\ torna-se continuo, de forma a poder assumir valores aibittante proximos a
zero. Tomando entdo primeiramente o limite— 0, havera contribuicdes proporcionaisl@gm
para o condensado.

Para discutir com mais detalhes a quebra da simetria géinateciso analisar a influéncia

dos diferentes numeros de sabores considerados na teor&meia SU(Ny),+r Somente €
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exata considerando as massas dos quarks todas iguais.atoeatinfluéncia dos quarkbarm
bottome top sdo normalmente desprezadas, devido a grande diferengagimassas (acima de 1

GeV) em relacdo as massas dos quagksiowne strange[15, 1]:

My, Mg ~ 3 —T7MeV

~ 120 MeV . (1.10)

Logo, fala-se efetivamente em simetrias aproximatlasN, = 2) ou SU(N; = 3), dependendo
de se tomarn, ~ oo ou ndo. Isto equivale a dizer que as massas desses quarksgEEmas o
suficiente para desprezar-se qualquer diferenca entréigasao € Obvio para o quark e é de

fato discutivel, como sera tratado mais a frente no capitulo

121 Ny=2

Considerando somente sabores de quaks, com simetria quiral, = my = 0), Pisarski,
Wilczek e Rajagopal conjecturaram [16, 17] que a QCD pode isafra transicao de fase com
guebra espontanea desta simetria e esta transicao seeguihela ordem, dada a existéncia de pelo
menos um ponto fixo infravermelho estavel no limite ao cartivia grupo de renormalizacao.

E observado [4] em simula¢des numéricas do condensadd (upque este se comporta de
forma analoga a variagdo da magnetizacdo com a temperatutaneferromagneto, quebrando
a simetria quiral no vacuo e restaurando-a a altas tempasatlLogo, seria natural supor um
modelo efetivo baseado na expanséo de um parametro de ordgiviahde componentel/;;

com componentes
My = (g% | (1.11)

possuindo uma transicdo de segunda ordem em que a simetrgbéada. M seria entdo uma
matriz Ny x Ny (no caso? x 2), e o modelo teria simetrié (1) x SU(Ny¢), x SU(Ny)g.

Numa transicdo de fase continua, o comportamento nadienalie certas grandezas ter-
modinamicas é determinado pelos modos que tém grandesiooenpos de correlacdo no ponto
critico. Assim sendo, as flutuacdes dominantes possuerdega@omprimentos de onda e podem-
se entdo desprezar derivadas de ordem superiores na émqdassnergia livre. Como na regiao
critica o parametro de ordeM assume valores pequenos para suas component@s pode-se
escrever uma expansao em série truncadaenssim, o ponto de partida mais plausivel (e sim-

ples) para analisar o comportamento critico de uma tramsiedase de segunda ordem na QCD é
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0 modelo sigma linear para a densidade de energia livre,
F = tr (:MIOM) + pi® tr MM + Mtr (MTM)* + X, (trMTM)? (1.12)

onde é omitida a soma nos indicese ;? = p*(T) é a massa renormalizada (ao quadrado),
funcdo da temperatur. A temperatura criticd,. é aquela em que?(7,) = 0: paral > T.,
p?(T) > 0; paral < T., u*(T) < 0. Os parametrod; e \, sdo também fungdes (porém suaves)
da temperatura. Suponhamos gue X, > 0. Nestas condi¢des, ocorre quebra espontanea de
simetria: M o 1 paral < T..

A simetria da expressao (1.12)/(1) x U(Ny)r x U(Ny)r , ndo corresponde exatamente a

simetria da QCD em (1.4). No entanto, s6 estamos interessatosodelar a quebra de simetria
SU(Ny)r x SU(Ny)r — SU(Ng)L+r - (1.13)

Assim, basta restringir a simetria de (1.12) para o grupor@estormagdes com determinante
unitario. Isto pode ser feito, no caso de niumero de sal¥yes 2, impondo unitariedade (com

determinante real), a matriZ. Para isto, pode-se parametriza-la como
M=oc+i7 -7, (1.14)

ondeT é o vetor cujas componentes sdo as matrizes de Pauk-e(o, ) € um conjunto de quatro
parametros reais. Com essa restricao, a expressao (1.i@ymunde ao modelo deell-Mann—

Lévy Substituindo (1.14) em (1.12), e notando-se que

trM'M = tr[(c—i7-F)(oc+i7 - 7)) = tr [0 + (7 - 7)*]
= tr[o” + 7] =tr[¢"da) = 2+ ¢"¢
tr (MTM)* =t [(6%00)] = 2 (6"6n)?
(tr MIM)® = (tr[¢°0a))” = (20°62)* = 4 (¢%04)* . (1.15)

onde a matriz identidadé, ., foi omitida nos tragos, a energia livre reduz-se a
P [dor= [ (%wama S0t A(¢“¢a>2) . (1.16)

Assim, com as restricdes acima, a simetria se reduz a do medeblar ou do modelo de
Heisenberg, ambos com simetéd4). Andlises em teoria perturbativa (com estimativas do com-
portamento assintotico) estabelecem a existéncia neslelsmde um ponto fixo infravermelho

estavel [4] paral < 3, sendo da mesma classe de universalidade da QCD com dois cpeank



CAPITULO 1. DA QCD A MODELOS ESCALARES 9

massa. Pode-se portanto estudar a transicéo de fase qusabdnda ordem pard, = 2 ana-
lisando o modelo de Ginzburg-Landéy4) acima, eq. (1.16) em trés dimensdes, o qual corres-

ponde formalmente a teorig O(4) euclidianizada (como sera visto no capitulo 2).

122 Ny=3

Considerando-se a massa do qustriangenula (n, = mgy = m, = 0), a parametrizacao
usada pard/ no caso anterior; = 2) a fim de ajustar a simetria de (1.12) ndo € mais valida,
ja queM neste caso é representada por uma matriz3. Porém, adicionando a energia livre em

guestao um termo de determinantes
F'=F + g (detM + detM") | (1.17)

obtém-se [16] uma simetri&@ N7 x SU(N;) x SU(N;) . Observa-se assim que, além de se obter
uma quebra de simetria do tipo (1.13), os termos de detent@mermitem descrever a anomalia
axial da QCD.

Célculos perturbativos de expansdd-8] mostram que a estrutura do grupo de renormalizacéo
paraN; = 3 é diferente do cas®/; = 2; obtém-se para o primeiro um ponto fixo infravermelho
néo-estavel, sugerindo a existéncia de uma transigéo iheipai ordem [6]. Esta conjectura foi
verificada [19] em simulagGes do modelo sigma cdm = 3, com e sem a interagéo via deter-
minantes, nas quais a transicdo eram sempre de primeirapetejuanto que foi verificado um
comportamento de transi¢céo de segunda ordem para 0 modesiderandaV, = 2.

Resta saber se a expressdo da energia livre do modelo sigraadiontinua valida acrescen-
tando o quarks a teoria com os quarks e d. Segundo Pisarski e Wilczek [16], neste caso nao
ha necessidade de se introduzir campos novos que se tornemassa na temperatura critica,
de forma que ficam mantidos os argumentos para uso da energidd G—L (1.16). O efeito do
guarks ndo seria mais que a renormalizacéo dos acoplamgh®3, levando a um deslocamento
daT., a menos que se considere também valores negativos\p&la caso de\ < 0, para haver

estabilidade, a energia livre deve conter um termo séxtuplo
3 1 i La 1 2 1a a 2 a 3
F= [ da(50'6"06a+ 5176 ba + M (¢"0a)” +1(6°00)" | - (1.18)

Nesta energia livre, sk > 0, (¢?) cresce continuamente a partir de zero quamdtorna-se
menor que zero. Porém, de< 0 e u? > 0, (¢?) salta descontinuamente de zerd\g/2n quando

©? cruza o ponto\?/2n. A transi¢do de fase entdo passa a ser de primeira ordensidsifica
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gue o ponto no diagrama de fases para o gual A = 0 representa um ponto tricritico, onde a

transicao de fase passa a ser de segunda para primeira ordem.

1.3 Objetivos e perspectivas

Nas duas situacoes trabalhadas na se¢éo antdfjct (2 ou 3) para a transicao quirah,, =
mg = 0, foi sugerido, com respaldo de evidéncias de simulacbencas que, parar, ~ oo,
a transicdo é de segunda ordem, enquanto querpara 0, a transicdo é de primeira ordem.
Portanto, deve haver algum valorae = m} para o qual a transicéo de fase passa continuamente
de segunda para primeira ordem. Este valor equivaleria aim pacritico da energia livre (1.18).
Existe a questdo de estabelecer se a massa fisica do quadtresponderia a um valor maior
ou menor do quen?. Evidéncias numéricas [13] baseadas no diagrama de fas@€Dq14],
sugerem que a massa fisica do qustrengeé consideravelmente menor do qué.

Nos estudos que pretendem conferir se 0s sistemas pert@nceEsma classe de univer-
salidade, procura-se obter grandezas universais, tais egpoentes criticos ou, de maneira mais
geral, comparam-se equacdes de estado dos sistemas.rataigele simulacées de Monte Carlo,
funcdes de escala foram obtidas no modelo de Heiserdb@ngem 3d [8, 20], e suas comparagdes
com simulacdes de QCD mostram resultados compativeis enbrasaas teorias. Também foram
estimados os expoentes criticos dos modelos de Heiserfijeegsf [10] com simetria interna
O(4), os quais estdo em acordo entre si.

Entretanto, estes desenvolvimentos estao circunscatestado de transi¢cdes de fase quiral de
segunda ordem, quandg = 2. A transicéo de primeira ordem, que deve surgir ao se camside
um terceiro quark (para algum valor de sua massa), podetsda€s, portanto, por simulagdes do
modelo de G-LO(4) estendido (1.18), com o term.

As propriedades tricriticas de varios modelos, entre osquaodelog®, foram descritas na
ref. [21]. As singularidades de grandezas termodinamicapantos tricriticos sdo universais, de
forma que, seguindo Wilczek [6], o ponto tricritico da QCD adois sabores, em funcdo da massa
do quark s, deve estar na classe de universalidade do magfel®(4).

Sabe-se, no entanto, que a obtencéo de bons resultadosulacsies de Monte Carlo para o
estudo de efeitos de tamanho finito de transi¢des de fasédeia ordem € mais problematica do
gue nas transi¢cdes de segunda ordem. Surgem dificuldadesatiadcao da transicdo e mesmo na

constatacao da prépria natureza de primeira ordem dagéemdtstes problemas foram discutidos
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na literatura de simulacdes de sistemas de matéria cordde(ema geral, do modelo de Potts) e

0s métodos desenvolvidos (uso do cumulante de Challa—LaBdzder, por exemplo) devem ser

adaptados a campos escalares.



Capitulo 2

Teorias de campo escalares e mecanica

estatistica

Uma importante ferramenta para se trabalhar em teoria igadte campos (TQC) consiste
no formalismo de integracao funcional. Este é especiakniemportante neste trabalho, porque
possibilita uma estreita analogia com a mecanica estatisbe fato, como sera visto a seguir,
fazendo uma rotacdo de Wick na variavel temporal, o formmalisle ambos (TQC e mecéanica
estatistica) torna-se totalmente analogo. Isso pernatgifctar o integrando do gerador funcional
como um peso estatistico, o que é fundamental para reaizamalacdes numéricas via método

de Monte Carlo.

2.1 Teorias escalares

Os modelos de campos escalares sédo de extrema importariseaaAlém de descreverem
teorias de particulas sem spin, sua simplicidade é vaatgjmsquestdes didaticas, e por permitir
célculos numéricos em simulagdes com menor custo compuatdalo que teorias de gauge, por
exemplo.

Quando se trata de estudos em regides de transicoes de if@aparencia de certos modelos
escalares vai além de descrever das teorias sem spin. Déefatias escalares podem ser Uteis
para descrever o comportamento critico de outras teoriés samplexas e diferentes, desde que
pertencam & mesma classe de universalidade. E o caso @egteeris® na versio euclidiana em

3D com simetriaD(4), cuja agdo, como sera visto a seguir, corresponde a expréasiensidade

12
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hamiltoniana de Ginzburg-Landau dada em (1.18):
Sp=rter. (2.1)
Pode-se mostrar, como sera feito a seguir, que a funcao tilgfpatte G-L

~ [ Dota®) -, 2.2)

pode ser aplicada, dando uma abordagem estatistica a ¢doria medida de integracd®¢
significa integrar sobre todas as configuracdes de campévpizsso espaco (neste caso tridimen-
sional), e equivale a somar (ou integrar) sobre todos o®eBtad0os em mecanica estatistica. Essa

medida de integracdo sera detalhada mais a frente, quarspi@ocefor discretizado.

2.2 Gerador funcional e rotacao de Wick

E interessante mostrar como o formalismo euclidiano naseegpes (2.1) e (2.2) pode ser
obtido do formalismo convencional da TQC no espago minkawmsk(l + n) dimensional.
Em TQC, define-se o funcional geradof;) como [25]
Z(j) = lim /ng ei/h

T—i00
T'——ioco

B TIE?OO /WGXP( / dm/ /ndnmﬁ—kj )o(x ))v (2.3)

onde z = (2°, %), j(x) € uma fonte externa (existente em um intervalo finito de tgnmutepen-
dente do campe(z), e A € um fator constante (o qual é irrelevante, pois veremos quesmo
cancela-se nas expressoes calculadas a patif 0.

A expressad; € a acdo da teoria considerada, acrescida do termo de aenptada fonte
com a variavel temporal integrada sobre limites complefsslimites temporais imaginérios sao
necessarios para dar convergéncia a expressao.

A acdo da teorig® O(4) em (I + n) dimensdes no espago de Minkowski escreve-se

1 . _ . o
5 = / d'" [5 (0,00"65 = p8'6:) = N&'0)* = (@6’ + 6| . (2.4)
Deve-se primeiro euclidianizar o espacgo-tempo para sinautaoria na rede, assim nao havera

problemas com a métrica e a ligacdo do formalismo com a st#tatficara completa. Para isso,
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realiza-se uma continuacdo analitica na variavel tempermalque esta é girada no plano com-
plexo por um angula arbitrario ndo-nulo a fim de ndo ser necessario estipulatenbemporais

complexos. Escolhe-se por conveniéncia o angute — 3 (rotacédo de Wick)
¥ — —ix%,

de forma que a métrica, originalmente minkowskiana, ficdidiaoa:

=2 0

2= 2" - = —(2)? — 2 = — |zp|*.

Tendo em conta que

A = —i d My e 0,0.0M0 — —040.040 |

a acao fica [22]:

S;=i / A" B (k' Ondi + p &' d;) + A d5) + (')’ — j o - (2.5)
Definindo-seSy = —i S;, pode-se escrever a expressao do funcional ger&dorapos a
rotacao de Wick como:
Ze(j) = A Jim_ [ Do, (2.6)
T’ —+00

ondet!

-
Sp — /T dz%, / / 4T [% (Ok0'Outoi + p ' i) + M@'¢i)* +n(0'di)* — j o| . (2.7)

Desta forma,Sg é real e possui a forma da hamiltoniana de Ginzburg-Landager@dor
Zr(j), por sua vez, adquire a forma da funcéo de parti¢céo (2.2).
Fazendon = 2 na expressao (2.5), obtemos a hamiltoniana de G-L que desaréoria

#% O(4) 3D, cuja densidade de hamiltoniana é dada por (2.1):

SE(HZZ) :HGfL :/dgl’ HGfL- (28)

2.3 Correspondéncia com a mecanica estatistica

O geradorZg(j) possui no integrando uma exponencial decrescente, tottdrae@éloga ao

fator de Boltzmann dos modelos estatisticos. Pode-se ditAr que a probabilidade de os campos

'De aqui em diante, trabalhar-se-4 sempre em unidades isatudel = ¢ = 1.
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assumirem uma dada configuraga®(x)} é proporcional ao seu "peso de Boltzmann', i.e.:
P ({6'()}) oc e SHO@I, (2.9)

Portanto, o valor esperado de uma grandeza pode ser dadgopor [

_ /Do O({d'})e™
[ Dge S

Fazendo a correspondéncia da teoria escalar euclidi@ng com um modelo de spins na

(0)

1 iy ,—S;
= ZE(j)/Dng O({¢'})e ™. (2.10)

mecéanica estatistica (modelo de Heisenlégify)), tem-se
. . 1
Sj {gb} = HG—L {¢} - ﬁ HHeisenberg {g} ;
1 - S
- <Z ¢<az>> = (&) — ()
—F X
r) — B(z), (2.11)

ondeV é o volume da rede (medido em namero de sitidis§, a magnetizacdoea susceptibili-
dade magnética do modelo de spins.
Tendo sido feita a correlacdo estatistica da teoria eseatdidiana, o passo seguinte € dis-

cretizar o espago.

2.4 Discretizacao do espaco narede

O espacgo discretizado é representado por uma rede finifa détios, com espagcamento
uniforme a. Consideraremos primeiramente o espaco d-dimensional yestd@ps didaticas, e
depois faremod = 3.

Em uma rede-dimensional, cada ponto € representado por uma coorddisata do espaco

onde
i =(i,7,...k) €R% (2.13)

A derivada parcial espacial da componeht#o campo na dire¢ég escreve-se

0u(2) = = [90(7i + &) = 9u()] 214)

2pPor simplicidade de notacao, escreves&g + ¢;) no lugar dep(aii + aé;).
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enquanto que a integral espacial é substituida por um samatdbre os sitios da rede:
(2.15)

/ddx—wzdz.

Pode-se fazer essas substituicdes na expresséo da agaot@yrada num espagedimensional

S0 = @S (g 6006 + R0 — 2000+ 260

n k=1 1=1

% p 62(70) + oA (7) + 16l (7)
(2.16)

d
a2 " () Y uli + &) + py 2(7) + a2ASL(7) + a®ne()

i i=1

(2.17)

onde se definiu
1
Pl = d —f— §a2p .

Foi considerado [23] em (2.16) que
d d d
YDA = Y i) = Y Y ) = d Yy i), (2.18)
5 =1 i=1 @ i=1 7 7

relacdo que se torna rigorosamente valida ao considerdrgé@s de contorno periodicas na rede

n

(apéndice B).
E conveniente redefinirmos o campo de forma que ele fique adiorel. Para tanto, é (til
fazer uma breve andlise dimensional. A acéao é adimensiogal, considerando o termo cinético

(e lembrando que em unidades naturais a integral espaciaéde ao integrando dimenséo de

volume (), obtém-se
[Sg] = 1 = [1]* [termo cinéticd = [1]*[¢]*[1] >

- =M (2.19)
Assim, definindo o novo campo [24] adimensional
O(71) = a”% ¢y (i) (2.20)
e substituindo na expresséo (2.16), temos
Sp = Z —0,(70) Zd: O0r (71 + &;) + P2 () + a* N0 (7)) + a® 2 n0d (77). (2.21)
7 =1
Porém, o interesse aquilé= 3. Substituindo este valor em (2.21) obtém-se
(2.22)

3
Sp =3 —0u(7) Y Ou(7 + &) + pb2(7) + aNO(7) + nb3(7) |

n =1

n
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que € equivalente & hamiltoniana de @(4) em3D com termo séxtico. E importante ressaltar
gue a acao definida assim deve continuar adimensional, éolgs bs novos parametros devem ser
adimensionais. De fato, repetindo a andlise (2.19) p&ra\ e n, podemos conferir a dimenséo

dos novos parametros:

m=1. (2.23)



Capitulo 3

TransicoOes de fase

A caracteristica fundamental da maioria das transicOeas#ed a existéncia de uma grandeza
gue assume um valor ndo-nulo de um “lado” da transicéo (emdasdases separadas pela tran-
sicdo) e nulo do outro lado (outra fase), denominaal@metro de ordemA definicdo deste varia
entre distintos sistemas, podendo ser uma grandeza umision@l ou multidimensional.

Existem basicamente dois tipos de transi¢cdes de faseidbassieprimeira ordeme transicdes
desegunda ordermVeremos que a aproximacéo de campo médio para 0 modelo desteidido
apresenta ambos os tipos de transicdo separadas por umtgenitico, logo, o modelas® deve
apresentar um comportamento semelhante.

As diferencas basicas entre as duas classes de transig@egtidadas a seguir.

3.1 Transi¢cOes de segunda ordem

Em transi¢cdes de segunda ordem de forma geral, as granadiragas em funcéo de primeiras
derivadas da funcao de particdo (p. ex. energia internapetizgcéo, campo medio, etc.) sado con-
tinuas, e as grandezas definidas com derivadas segundasdalog especifico, susceptibilidades
de campos em geral) apresentam singularidades na rediéda,a@domo mostra a figura (3.1).

Antes de prosseguir a analise, considera-se a fungéo agaggiio de dois pontos, definida para

um dado parametro de ordencomo
G(x) = (s(x)s(0)) — (s(x))(s(0)) - 3.1
Longe da regiéo critica, esta decresce exponencialmesite [2
G(rij) ~ e~ mul/e |rij] — o0, (3.2)

18
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onde ¢ tem dimenséao de distancia e € chamadmprimento de correlagcaddEste é conceitual-

mente importante em se tratando de transicOes de faseioreldo ao comprimento de escala
caracteristico do sistema. Contudo, suficientemente pod&imegido critica de uma transicao
de segunda ordem, o comprimento de correlacéo diverge e@agd@o varia como uma lei de

poténcia:
1
|| A+ =2

G(r) (d+n—-2)>0. (3.3)

Logo, pode-se definir uma ‘regido critica’, onfle—~ oo e a correlacdo ndo mais decai ex-
ponencialmente. Diz-se entdo que a transi¢cao ocorre deiragmegressiva, “antecipada” pelo
comprimento de correlagéo. Portanto, o parametro de orgemgeral uma derivada primeira da

energia livre - decai continuamente a zero.

(a) Comportamento de uma grandeza derivad@d) Comportamento de uma grandeza derivada se-

primeira da funcéo de particao gunda da funcéo de particéo

Figura 3.1:Vizinhancgas de uma transicdo de segunda ordem.

Consideremos a teoria de Landau de campo médio em um sisteromgel” — oo, descrita

pela energia livre
1
F =1V (§r0M2 +uM4) . (3.4)

Analisando a figura (3.2) vé-se que, variangode valores negativos até zero (para um dado
u > 0), o valor esperado da magnetizadad/ diminui de forma continua até/ = 0 para
(ro)e = 0. Continuando a aumentag, o valor esperado d&/ permanece nulo para qualquer
valor positivo der,. Logo, M constitui um parametro de ordem para uma transicdo de sagund

ordem.

No limite termodinamico, o valor esperado € o valor que smpoaede ao minino da energia livre.
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(a) Energia livre em fungéo d¥, para valores de,  (b) Dependéncia do valor esperado da magnetizacéo

menor, igual e maior que zero. em funcgéo dey.

Figura 3.2:Transi¢éo de segunda ordem para a energia livre (3.4). Onvalp . = 0 corresponde

a transicao de fase para um dado valar> 0 do termo quartico.

3.1.1 Escalonamento de tamanho finito (Finite size scaling)

Em transicdes desta natureza, as propriedades de algtereasscompletamente dispares

podem ser relacionadas considerando a “distancia” redaadransicao

e = N1, (3.5)

Ke

onde « corresponde ao parametro que induz a transicao e o valor do pardmetro no ponto
critico. De fato, numerosos experimentos e simulagcbegnasamno alguns modelos analitica-
mente sollveis, mostram que grandezas termodinamicagymrtedescritas como simples leis de

poténcia nas vizinhancas da regido critica+ 0):

§ = &€’
m = mge’
X = Xo€ ', (3.6)

onde ¢ corresponde ao comprimento de correlac@o, ao parametro de ordem g a susce-
tibilidade do parametro de ordem, e (3, v sdo 0s correspondentes expoentes criticos. Outras
grandezas podem ser definidas como sendo leis de poténcém pdio serdo estudadas neste

trabalho.
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Na teoria de Landau, assim como no modglcha mais de um parametro independente na agdo
que pode induzir a transi¢adro, u, B} e {p, \,n,j}, respectivamente A convenc¢do adotada

daqui em diante sera usar o parametro quadratico como m@ute 1/r, oux = 1/p,):

—1
_ "o 4 (T0)e -
€r, = (TO)C_l 1 = . 1
(p)~! (P1)e
€p6 = -1 =—-1, 3.7
0 (p)t P 37

embora os outros possam ser utilizados igualmente.

Os expoentes de teorias solUveis podem ser calculados mie ftireta (como na teoria de
Landau de campo médio), ou utilizando grupo de renormazag?orém, outra abordagem €
necessaria para teorias nao-sollveis, corasoalonamento de tamanho finitdfinite size
scaling.

O escalonamento de tamanho finito (ou simplesmente FSSistnsima forma de se esti-
mar expoentes criticos observando como certas grandedamveonforme o tamanho da rede
utilizada para simular o modelo. Uma forma simples de se figi® € mostrada a seguir para a
magnetizacao.

Substituindo a primeira linha de (3.6) na segunda linhajiel-se e desta ultima:
m x £P°". (3.8)

Este comportamento refere-se a um sistema no limite temaodco, em que o comprimento de
correlacao diverge para— 0. Porém, em uma rede finita (com dimensao linegrconforme
sera comentado um pouco adiantenhdo diverge. Em vez disso, 0 mesmo apresenta um “corte”

(cutoff) proporcional a., de forma que
m o L8, para& > L ou € — 0. (3.9)
Desta forma, no ponto critice & 0) tem-se a relacdo de escala
my(ke) oc L7 (3.10)
A relacdo de escala da susceptibilidade pode ser derivaidarda totalmente analoga:
X1(Ke) . (3.11)

A partir disso podem-se determinar as razde8 e v/v , mas néo o valor isolado dos ex-

poentes. Para determinar o valor de(e, por conseguinte, 0s expoentes restantes) é necessaria

20 parametrd3 na teoria de campo médio pode ser utilizado considerandeumot—5 - M na agéo (3.4).
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uma técnica de escalonamento um pouco mais refinada, dabzzeguir tomando como exemplo
a suscetibilidade.

Pode-se expressar a relacéo de escalg gmra redes finitas como

X = &7 xo(L/€), (3.12)

onde ¢ continua sendo o comprimento de correlacéo no limite temdmaico e y, € uma funcao

adimensional com as propriedades

xo(z) oc ¥ paraz — 0

Xo(z) = constante parax > 1. (3.13)

Assim, garante-se que os limiteg < /¥ para ¢ < L (longe da regio critica), & oc L/”
para ¢ > L (e — 0) sejam obedecidos.

A expressao (3.12) nédo é pratica pois dependé€,dena grandeza definida no limite termodi-
namico, cujo comportamento ndo se conhece, sendo portdictbdd estimar. Por esse motivo, €

conveniente redefiniry, como

Xo(L/€) = (L/E" X(L/EY) = L/ve /v J(LVvev), (3.14)
com limites dados por

X(x) oc a7 paraz > 1

X(x) = constante (# 0) paraz — 0. (3.15)

Assim, a equacao (3.12) fica:
X = L XLV (3.16)

A seguir, expressa-se 0 comprimento de correlagédo em tetenessegundo (3.6) para obter
xo(e) = LV X(LYe) . (3.17)

Vale ressaltar que a funcdq nao diverge na regido critica, como mostra o limite (3.15apa
e — 0. Ela ndo é simétrica, visto que em geral a suscetibilidadpadaco o é para os dois lados da
transicdo. Tal como a susceptibilidade, ela apresenta ummod&ue, como sera visto logo mais,
nao se situa no ponto critico= 0.

Toda a dependéncia erh da suscetibilidade € explicitada na equacéo (3.17). Logmegio
X(z) ndo depende da dimenséo linear da rede, e é chamadd@mtdo de escaléEspera-se que

seu comportamento seja universal, independente do tandangistema.
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Escrevendo a relagéo (3.17) para o valorede ¢, correspondente ao maximo da suscetibili-

dade, obtém-se:

Xuleo) = L7 X(LY )

Xanax _ L'y/zl %maa:

X o LYV (3.18)
Diferentemente da relacéo (3.11), a suscetibilidade neesgfo acima € calculada no seu valor
maximo eme¢, (chamado valor pseudo-critico) para cablae ndo no ponto critica (= 0).

O desvio do valor pseudo-critico é estimado notando-se qurguomento dex na primeira

linha de (3.18) € constante (chamaremaxppara qualquer tamanho de rede. Entado

Ll/VEO = X

@ — 1 = Zo L_l/V

Re
Ko — ke = bLLVV, (3.19)

onde b = zy ke.

Logo, a andlise do desvio do pico da susceptibilidade ergp&elao ponto critice,. prové uma
estimativa do expoente critico. Na verdade, o ponto critico também é desconhecido, portant
seria necessario extrair e . de (3.19) através de um ajuste simultaneo destes dois paodme
Fazer esse ajuste é relativamente complicado, assim camodastimativa dos erros. Na secao
3.3 seréa vista uma maneira de se estimar o ponto critico deafprecisa e independente de ou-
tros parametros, de forma que a relacéo acima possa serpmad@star a consisténcia entre as
estimativas do ponto critico e de.

Outros expoentes comg e § , definidos por

Glg) = ¢"*f(q€) (¢<a™)
m = mgHY, (3.20)

onde a é o espacamento da redel o campo externo (representado poma teoria¢® ou B

na teoria de Landau), podem ser obtidos atravéeldedes de hiperescalonamenfb, 22, 26]

como:
Vv o= 2-n
d+2—n
o = ——. 3.21
d—2+n ( )

3Nao confundir o expoente criticp com o pardmetro de acoplamento séxtico da a¢&o da thria
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Apos obter as estimativas dos expoentes, pode-se confagossisténcia usando outra relacéo
de hiperescalonamento:
—+-=——=-=0. (3.22)

Outro teste de consisténcia € obter fungdes de escala com{3ald) usando as estimativas dos
expoentes criticos e do ponto critico para varios tamantasdak, e verificar a coincidéncia das
curvas (se 0s expoentes criticos estiverem corretos, ésngé escala ndo devem variar com o

tamanho da rede).

3.2 TransicOes de primeira ordem

TransicOes de primeira ordem caracterizam-se por apegsemina transicdo de fase uma
descontinuidadeg@p em grandezas como o parametro de ordem ou a energia (owyoandgeza
definida em funcdo de derivadas primeiras da funcéo de @ajtievidenciando a existéncia de
‘calor latente’ (proporcional agap de energia) (Figura 3.3). Durante a transicdo, as duas fases
coexistem e ndo ha divergéncia no comprimento de correladéwansicdo ocorre de maneira
abrupta, e grandezas definidas com derivadas de segunda dadencao de particdo se compor-
tam como funcdes delta de Dirac.

Como ¢ permanece finito na transicdo, a analise de FSS nao é valideept regime de
transicdo de fase, jA que ndo ha uma regido critica emégue L ; logo, 0s expoentes criticos
da secéo anterior ndo podem ser definidos aqui. No entatwe,sgq[27, 28] que, em transi¢cdes
de primeira ordem, surgem leis de escala proporcionais laoneo ¢ . Desta forma, grandezas

como a suscetibilidade devem apresentar um comportamertigod
xi(e) = LTX(L%) . (3.23)

Na teoria de Landau de campo médio, podem-se introduzsig@es de primeira ordem adi-

cionando um termo séxtico:
1 X
F =1V (§T0M2 + uM* + vMﬁ) . (3.24)

Paran >0 e u < 0, o valor esperado dé)M| diminui continuamente quande, aumenta, até
0 ponto critico ry = u?/2v . Neste ponto, as fases magnetizadas e desmagnetizadagesnex
A partir dai ¢, > A?/2n), o médulo da magnetizagdo saltatle/2v para zero, como ilustrado

na Figura (3.4). E interessante observar que, nas proxitesdda transig&o, ocorre a existéncia
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de metaestadogrepresentados na Figura (3.3) para a energia interna)dpsestados nos quais
a magnetizacao localiza-se em minimos locais - e ndo glelgisenergia livre. Esse fenbmeno
mostra-se (til na distingdo de transi¢cdes de primeira ensizgardem, como sera visto no ultimo

capitulo.

calor
latente

metaestados

Figura 3.3:Energia interna de um sistema nas vizinhancas de uma tramsle primeira ordem.

Nota-se a descontinuidade na temperatura crifica

y
M
F rO:AZ/Zn
o> 2y
r <2/ 2n
F=0
\/ 0 >
2
— r=21/2n r
M=0 M 0 0

(a) Energia livre em funcédo d&/, para valores de, (b) Dependéncia do valor esperado da magnetizacdo em

menor, igual e maior que\?/2n. funcéo dery.

Figura 3.4:Transi¢éo de primeira ordem para a energia livre (3.24). Qovdr,). = 0 corres-

ponde a transi¢ao de fase para um dado valor- 0 do termo quartico.
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3.3 Determinacao do ponto critico e do expoente

Como visto na secao 3.1, o pico da susceptibilidade apresantdesvio ¢ffse) em redes
finitas em relacéo ao valor critico de, evidenciado na equagéo (3.19). Logo, para determinar o
ponto critico no limite termodinamico, seria necessarzefaim ajuste simultdneo dos parametros
k. € v. Emrazéo disso, € conveniente analisar primeiramente pasamento do cumulante de
Binder

(m*)
3(m?)

E facil mostrar [29] que esta grandeza assume um comportarderiuncéo de escala:

ULEl—

(3.25)

U, = UL/E) = U (LY. (3.26)

Logo, no ponto critico, as curvas para diferentes tamanbagde devem se cruzar eifi (0).
Esta forma de determinat,. € muito mais simples e precisa do que a analise anterior dadpic
suscetibilidade e, com base na estimativa obtidaxde podem-se entéo usar as relacbes (3.19),
(3.10) e (3.11) para estimar os expoentes critioss e v . Pode-se mostrar também [30] que,

para modelos com simetria( V), o cumulante possui limites (afastando-se da regido &yitic

2 1 e
U, — 5(1_N) fase simétrica
2
U, — 3 fase quebrada (3.27)

Existe ainda outra maneira de se estimar o expoentatravés do cumulante de Binder.

Derivando-o em relagéo a:

dU,  d(LY¢) dUy .
= — LV
dr o amive — W)

AU’ (LM7e)
d(LYve)

(3.28)

pode-se ver facilmente que, no ponto critico, a derivadapeesséao final acima € uma constante
universal, dU’(z) /dz |,—o. LOgO,
auy,
drk

Ke

O scaling acima pode ser utilizado entdo para comparaca@cesultado da estimativa de
por (3.19).

o« LY7 (3.29)
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3.4 Efeitos de tamanho finito

No limite termodinamico, a distingéo entre os dois tiposdedicéo é bastante Obvia. Porém,
ao se considerar flutuacfes nos valores do campo, ndo éqlagsix descricdo analitica simples
como a feita acima para a aproximacao de Landau. Para estudadelo (2.7), com termos de
interacd@o envolvendo derivadas (correspondentes aagdis entre vizinhos na rede discreta), si-
mula¢des numeéricas em redes de tamanho finito tornam-sarherdais. Desta forma, no entanto,
efeitos de tamanho finito freqliientemente ocorrem, comoavizacao” de curvas que tém carater
divergente e/ou ndo-derivaveis. Assim, para transic@es tie primeira como de segunda ordem,
parametros de ordem apresentam um decaimento suavizgiogB.5(a)), enquanto suscetibili-
dades apresentam um pico finito (Figura 3.5(b)). A rigor, s&ipode entéo falar de transicao de
fase em redes finitas, e um FSS torna-se necessario pangdist limite termodinamico.

Nas proximidades do ponto tricritico, 0 comportamento desdlasses de transi¢do € ainda
mais semelhante; torna-se entao dificil distinglir umasigio de primeira ordem fraca de uma
de segunda ordem fraca (com correlacdo relativamente pajjudificultando a precisao em se
determinar o ponto tricritico em si. E importante uma aeétisidadosa para determinar o tipo de

transicao de fase nessa regiéo.

(a) Parametro de ordem. (b) Susceptibilidade.

Figura 3.5:Suavizacao do comportamento de transicao para redes fjipigaia primeira e segunda

ordens.
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3.5 Diagrama de fases

O diagrama de fases de um determinado modelo consiste nadgéa (e classificacdo) de
todos os pontos em que ocorre transicdo de fasespaco de faseEste ultimo é definido como
o espaco formado pelo conjunto de parametros do modelo. $dm¢°® (desconsiderando o
termo de campo externo), o espaco de fases é tridimensiomahdo por{m?, \, n}.

Considerando novamente a teoria de Landau com termo ségtizd)( o seu diagrama de
fases € mostrado na Figura 3.6 com> 0 fixo, de acordo com [31]. Nele pode-se ver que a
linha delimitadora de transi¢coes de segunda ordem coiroinea parte positiva do eixo vertical
(ro = 0, u > 0), enquanto que a linha delimitadora de transi¢ces de manoedem situa-se no
guadranter, > 0, v < 0). O ponto tricritico localiza-se na origem, onde sé ha amoehto
séxtico na energia livre.

Um dos objetivos neste trabalho é determinar o diagramasiss fpara a teoria®, o qual

conjectura-se ter um comportamento semelhante ao mosteaigura 3.6.

| AL

N ponto tricritico

—@
\]

N
Y
~
~
~

Figura 3.6: Diagrama de fases da teoria de Landau com termo séX8c®4) A linha cheia
corresponde as transicfes de segunda ordem, enquanto gjadeccorresponde as de primeira
ordem. O comportamento da energia livre € mostrado de fosgaematica nas diferentes regibes

do espaco de fase.



Capitulo 4

Simulacoes de Monte Carlo na rede

Neste capitulo sera vista com mais detalhes a aplicacao olonde Monte Carlo no modelo

com rede euclidianizada da sec¢éo 2.4.

4.1 Equipamento utilizado

As simulacdes foram feitas no cluster SSOLAR do CBPF. Este @asio de um no principal
e 19 nos clientes, utilizando o sistema BEOWULF. Os nos clstétm, cada um, 2 processadores
AMD Athlon MP 1800+ com 384 KB de cache, 2 ou 4GB de mem¢éria DOMRBM e HD de
40GB Ultra ATA 7.200RPM IDE HDD. Foi usada a linguagem C de paogacao (compilador

Icc).

4.2 Método de Monte Carlo

O formalismo de mecénica estatistica permite conheces taslgpropriedades de equilibrio
de um sistema em TQC euclidianizado (i. e., valores espsyadmvés de expressdes do tipo
(2.10). Porém, em praticamente todos 0s sistemas comgaterassas expressdes, assim como
a funcao de particdo (no caso, a acao (2.22)) ndo sdo amaldite integraveis. Logo, métodos
numeéricos se fazem extremamente importantes para obteesaproximados de certas grandezas
estatisticas. Em ultima analise, o método de Monte Carlo éis umiéizado para estimar estas
grandezas em uma rede discreta.

Poderia se pensar no seguinte procedimento para calculataes médios na teoria de G—L.:

discretizar o espaco para uma redendstes, substituindo a integracao funcional por um nimero

29
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finito de integrais, assim como discretizar os valores pesstos campdsiem intervalosAg),
substituindo desta forma as integrais por somas, obtertdo em numero finito de microestados.

Restaria entdo computar a soma total:

(ﬁl )2 dabz-) O({ei}) e=s <1f[1 L A¢> O({kiAd}) e

(}jfﬁod@) s (U ff A¢> e=s

- | = , (4.1)
n AL¢> Z 675
(Ag)" (H > )

onde foram omitidos os limites dos somatérios €m, ..., k, } na Ultima expressdo. A general-
izagdo para campos com quatro componentes e sindeftipé imediata, com a acd® dada por
(2.22).

Pode ser facilmente visto que o nimero de microestéddobtidos desta forma é enorme, de
forma a tornar proibitiva a realizagdo da soma acima. Mesmsiderando somente dois valores
possiveis para cada componente do campe, —a € ¢ = a, 0 nUmero de microestados para
uma rede5® com simetriaD (4) é deW; = 24125 ~ 101%°, Este nimero também aumenta muito
rapidamente com o tamanho da rede, de forma que, para umatetg = 2% ~ 10*, de
forma quelVy /W5 ~ 1099,

O Unico método numeérico conhecido para contornar estegm@bk o de Monte Carlo. Este
consiste basicamente em estimar valores médios de grandrranesmo estimar a funcao de
particdo de um sistema, simulando as flutua¢ges deste passamstado em estado, levando em
conta somente uma pequena fragdo dos microestados pss$iesisa forma o calculo de (2.10)
pode ser visto como uma média temporal sobre a sequénciacdeestados pelo qual o sistema
passa.

Para tanto, deve-se escolher uma dinamica para a simulad@donta que os microestadps

sejam escolhidos com uma distribuicéo de probabili(jca(jﬁ;bi}#> adequada:

1Observar que, para obter um nimero finito de valores de carepm#tanto um nimero finito de microestados —,

deve-se restringir os limites de cada campo para valoréssjmostrados na expressao a seguir cemce a.
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M -1 -
©) 0 = L Oupil e
224:1 p;l e—Su

onde a soma é feita sobre d& microestados escolhidos, e abreviaram-se as notag(c”{ezg} N),
(@) ({@}H) es <{¢i}#> . Eimportante observar que a distribui¢&o de probabilidade&io precisa

(4.2)

ser normalizada, pois o fator global do numerador canaetaes o do denominador.

Em primeiro lugar, deve-se observar que a soma (4.2) é ddaipar uma pequena fracao de
termos para 0s quais a agao tem valores proximos do minimieri@ss restantes, apesar de serem
muitos, contribuem muito pouco para o valor total, devidal@caimento exponencial do fator de

Boltzmann com a ac¢éo. Logo, a melhor escolha pa@a propria distribuicéo de Boltzmann
Py o e (4.3)

Com isso, a expresséao simplifica-se para uma mera média tcdameé

() - O _%Zoﬂ. (4.4)

A vantagem deste método, como ja foi dito, é que basta pagsanga pequena fracao de mi-
croestados do sistema para se obter estimativas acurageendezas fisicas. A principal desvan-
tagem é que, ao ndo considerar todos 0s microestados, &Fabddrims sdo introduzidos, e sera

necessario abordar mais a frente as estimativas de ergé® (4665).

4.2.1 Balanco detalhado

Apresentado o método, devem-se estabelecer as condigdesupadinamica, a fim de esta-
balecer uma distribuic&o tipo Boltzmann (4.3) dos estadsgsiema.
A sequéncia de microestados pelos quais o sistema passaimuiaciao de MC constitui uma
cadeia de Markoydefinida como uma sequéncia de estados onde cada novo estagerado
a partir do estado anterigr de uma maneira aleatéria, conforme a probabilidade dei¢éms

P(n — v). Esta deve satisfazer a condi¢éo
> Pu—v)=1, (4.5)

onde vale notar qu€(x — 1) ndo é nulo. O processo deve também ser ergddico, o que signific
que a cadeia de Markov seja capaz de atingir qualquer estasistdma partindo de outro qualquer,

desde que se deixe evoluir por tempo suficiente. No modelaadpa escalar, os valores dos
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campos séo continuos, e portanto existem infinitos miadest Logo, deve-se definir densidade
de probabilidade em vez de probabilidade de transi¢&o,stiliba soma por uma integrél

/P(,u —v)dr=1. (4.6)

Além disso, espera-se que, apos algum tempo, a sucessatadesegerados simule a dis-
tribuicéo de probabilidade (4.3). Quando isto aconte@esedique o sistema esta eaquilibrio. E
justamente esta situacdo que se deseja para comecar alcatcgtandezas médias do sistema. A
condicdo de equilibrio simulando a distribuicdo de Boltzménlada por

P(:u - I/) o & _ 6_(51/_5”) (47)
Plv—p)  pu ’

chamada condicao dmlanco detalhado

4.3 Algoritmo de Metropolis

Um dos primeiros algoritmos a ser criado, e também o maigadib até hoje, que implemen-
tam o método de Monte Carlo é o algoritmoMetropolis[32, 31, 33]. Ele € um algoritmo local,
0 que significa que realiza mudancas em apenas um sitio daoegasso de MC.

E conveniente definir a probabilidade de transicido como
Plp—v)=g(p—v)Alp —v) (4.8)
com

/g(uH v)dy =1

14

0<A(p—v)<1, (4.9)

ondeg(u — v) representa grobabilidade de sele¢dsendo a probabilidade de um estadser
gerado ao acaso a partir do estadpelo programa, el(x — v) representa gaxa de aceitacéo
Esta, por sua vez, significa que se o sistema estiver no egtadmalgoritmo gerar o estadq
este sera aceito uma fracadou — v) das vezes que isso ocorrer. No algoritmo de Metropolis, a
probabilidade de selecéo € igual para todos os estadovgissginquanto a taxa de aceitacéo € a

responsavel por simular a distribuicdo de Boltzmann.

2De agora em diante, sempre que se referir a probabilidadeartcio do tipaP (i — v), deve ser entendido

densidades de probabilidade.
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Em cada passo de MC, um determinado sitio da rede é selecj@sacmmponentes do campo

nesse ponto sdo adicionadas de valores escolhidos awa¢mite entre os limitesb e +b:

onder(; € um numero aleatorio entre (-1, 1) para a componén@evalor deb € ajustado de forma

a ser grande o suficiente para nao restringir muito os vattmesampos (afetando a ergodicidade),
nao deixando porém a taxa de aceitacdo muito baixa (apéAllidgos as substituicdes, o novo
estado € aceito ou ndo de acordo com a taxa de aceitacdo. (2asoesa, a nova configuracdo do
campo é aplicada, caso contrario, 0 campo nesse ponto reténiiguracao original. Terminado
0 passo, repete-se o ciclo com o préoximo sitio da rede, rejet processo até varrer a rede por
completo. O numero de varreduras completas é definido cordmeno de passos de MC por sitio
da rede, ou por volume.

Mas como definir a taxa de aceitagao?

Primeiramente, observemos a transicdo em um dadorsiéim um passo de MC; a regido
de microestados possiveis para a transi¢cdo nada mais € dorggiio delimitada pelos valores
possiveis das componentes do campo a ser alterado. Comegétaé igual para qualquer passo
(um hipercubo de lado2b), e a probabilidade de selecao € igual para qualquer miaes

possivel. A expressao (4.9)

1 = /g(u —v)dr = g(u)/dv = g(p) - (20)*, (4.11)

mostra que a probabilidade de selecédo € uma constante:

g(p) = g = @) (4.12)

ou seja, tampouco depende do microestado injcial

Com isso, 0 balanco detalhado pode ser escrito:

Plp—v) gp—v)Ap—v) Ap—v) o~ (Su=5u)
Plv—p) gv—pAv—pu) Al —p) ’ (4.13)

Para o algoritmo ser o mais eficiente possivel, devem-séhesas maiores valores possiveis
para as taxas de aceitacdo que satisfacam a condi¢cdo a@mantario, muitos passos acabariam
sendo rejeitados e a dinadmica seria muito lenta. O algomkendetropolis consiste numa escolha
otimizada das taxas da seguinte forma: Na relacao (4.13i@r mhas taxas tem seu valor fixado

no maximo possivel{ = 1 ou 100% de aceitacdo), enquanto que a outra tem seu valoo fixad
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de forma a satisfazer a relagdo. Logo,$e< S, (a exponencial € menor do que a unidade),
A(v — p) = 1 e portantoA(y — v) = e~(5v=54), Caso contrariod(y — v) =1 e A(v — p) =
e~(8«=5)_ Pode-se resumir o algoritmo como

e~ (Sv—=5k) S, < S,

Alp —v) = (4.14)

1 outros casos
Em outras palavras, se o novo estado selecionado tiver aumdaab¢ao menor do que o da original,
a transicéo sera sempre aceita. Se tiver um valor da acao, maiovo estado sera aceito com a

probabilidade do tipo Boltzmann dada acima.

4.3.1 NuUmeros aleatorios

O método de MC baseia-se na utilizacdo de nimeros aleagtdederma rapida e frequiente;

portanto, é relevante fazer uma breve andlise sobre a gatag@imeros aleatérios nas simulagées.

Primeiramente deve-se observar que, nos computadoreas, audarma mais rapida de pro-
duc&o de nimeros aleatdrios é através do proprio softwazerdputadot. Porém, devido a exa-
tidao dos calculos dashipsde processamento, ndo € possivel obter uma verdadeiréraddate.
De fato, o que se obtém dos diversos algoritmos existentesgsae propdsito é uma seqiéncia
finita, apds a qual os nimeros comecam a se repetir. Aléem, @&isses algoritmos necessitam de
uma ou mais sementes, parametro inicial a partir do qualidaohtsequéncia pseudo-aleatoria.
Esta € determinada, o que significa que sera sempre igualcsgada com a(s) mesma(s) se-
mente(s).

Um bom algoritmo gerador deve possuir uma periodicidadeangmande, de forma a suprir a
demanda na utilizacao, sem repetir os nimeros. Também demeugna seqiiéncig, n = 1,2, ...

com probabilidade uniforme dentro de seu dominio, geraienen
0<r, <1. (4.15)

Sabe-se que a geracdo de seqUéncias aleatorias pobreslevers sistematicos nas simulagdes
de MC [34], logo quanto menos correlacionados os valoresdgsr menor se torna essa fonte de

erro.

3Processos fisicos aplicados diretamente na producdo derosiaeatorios (p.ex., ruido elétrico em circuitos) s&o
possiveis, porém a taxa de producéo destes pelos mesmoédaixa, considerando a velocidade dos computadores

atuais.
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O algoritmo utilizado neste trabalho gera uma sequéncia &@ubrotinaranmar, as duas

sementes utilizadas por ele sdo dadas por sua vez pelaisabnoarin, que utiliza os segundos

e minutos do horario em que a mesma é chamada na geracdo dagesemNa Figura (4.1),
um simples teste visual (“estacionamento”) é feito [31]apse ter uma idéia da qualidade do
algoritmo. Nele, os numeros aleatdrios sdo agrupados ess,paada um destes correspondendo
as coordenadas de um ponto no plano; os pontos sédo entadosl@averifica-se se ha qualquer
padréo ou regularidade na disposi¢do dos mesmos. A figufaticom 20.000 pontos. Embora
mais testes sejam necessarios para garantir a qualidatipdinao, essa andlise ndo é de interesse

aqui, e consideramos este algoritmo adequado para o teadallguestao.

Figura 4.1:Teste do algoritmo ranmar. Nota-se que a disposi¢do dos pardo apresenta qual-

guer regularidade a simples vista.

4.3.2 Correlacao

Aparentemente, tem-se agora todas as ferramentas pargatomealcular as meédias das
grandezas. Porém, para obter uma estimativa confiavel petiodm de MC, é fundamental que
os estados usados para estimar expressdes do tipo (4.4) sdi@ientemente diferentes entre

si ou, equivalentemente, sejam independentes. Isto quer gue dois desses estados devem ter
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configuracdes significativamente diferentes a ponto deedprgesumivel” qualquer relacéo entre
eles. Em geral, uma varredura da rede (um passo de MC paraitiajiado € suficiente para gerar
um estado descorrelacionado. E necessario entio fazedueas adicionais a fim de o estado final
obtido ser razoavelmente independente do original.

Uma estimativa razoavel da correlacdo entre uma certagzandde um sistema, medida em

tempos diferentes separados por um intervialé® dada peléuncéo de autocorrelacaf32, 39]
A0 = [dtlglt) - @)lo(e +0) - (9)
= [t o+~ 0] (4.16)

onde a integragéo ¢€ feita sobre o temp@,) € o valor instantaneo da grandezano tempot , e

/dt’ g(t) = /dt’g(t+t') = (g) . (4.17)

Pode-se ver da primeira linha de (4.16) queg$€) e g(t +¢') flutuarem na mesma diregéo
(acima ou abaixo déy)), o integrando tera um valor positivo; caso contrario, egréndo terd um
valor negativo. Caso a separacéo tempdraeja pequena o suficiente, as medi¢cdes da grandeza
g emt e t+1t flutuardo boa parte do tempo na mesma diregdo (por estareetacionadas)
e portanto a funcao de autocorrelacdo assumira um valonm@gositivo. Casa: seja grande o
suficiente, o integrando flutuara entre valores positivosgativos anulando-se em média na inte-
gral, resultando em uma funcéo de autocorrelacao proxineaca(mdo necessariamente positiva).
Portanto, quanto maior o valor dé,(¢) , maior é a correlagéo média entre estados separados por
um intervalo temporak .

Aplicando ao método de Monte Carlo, pode-se estimar a fung@utbcorrelacdo da magne-

tizacdom = |<f>| definida em (4.48) como

An(t) = Z_:m(t’)m(t’—l—t) — % : m(t')~im(t+t’), (4.18)
t'=0 t'=0 t'=0

onde o tempo corresponde aos passos de MCéo total de passos de MC realizados para medir
m (o ideal serid” — oo, porém, em uma simulacéo redl, precisa ser finito).

A autocorrelacdo é esperada decair exponencialmentetcom
A~ Age VT, (4.19)

onde T corresponde ao parametro de escala temporal para o quabeoaetacdo decai, e €
chamadatempo de correlacdo De fato, observando a Figura (4.2), onde foram feitas simul

cdes do model®*! O(4) em uma redd8* calculando (4.18), pode-se verificar um aproximado
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decaimento exponencial caracteristico para diferentesTros p, ; para cada valor deste, a

autocorrelacao apresenta distintos tempos de correlacao:

Tm(p=—20) = 12+1

Tm(pr=—60) = 75+1

Tm(pr=-50) = 165+1. (4.20)
Observe-se que, para os valores dee 7 considerados,p; = —50 € o valor do parametro

guadratico que mais se aproxima da regido critica (comocsgri@rmado no proximo capitulo),
pois apresenta menor decaimento dg, (ou, equivalentemente, maior;,, ). 1Sso evidencia o

efeito decritical slowing down caracteristica de transicdes de segunda ordem.

L e B L
0 100 200 300 400 500

passos de MC por sitio ("tempo" t)

Figura 4.2:Autocorrelagéo normalizadad,,(t)/A,,(0) como funcdo det no modelop® O(4)
em uma redé&?, para diferentes valores dg;. O valor de ¢t = 7 parao qualA,, (1) = e ' éa

estimativa do tempo de correlagéo, considerandes e/,

Levando-se em conta que
t
InA, ~ ——+ By, (4.21)
T

pode-se estimar o tempo de correlagdo fazendo um ajustée bne In A,,(¢) x ¢, de forma que
o inverso do coeficiente linear com sinal trocado corresaanéstimativa der. A Figura 4.3
mostra a curva obtida na Figura 4.2 para= —50 em escala logaritmica. O ajuste linear é feito
considerando o regime em que a autocorrelagcdo se compaontawna exponencial, obtendo-se
assim para este valor de:

Tm(pr = —50) ~ 170. (4.22)
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Figura 4.3:Autocorrelacdo normalizadad,, (t)/A,,(0) como funcéo det da figura (4.2), para
p = —50. O coeficiente linear do ajuste linear fornece a estimativateimpo de correlagéo,

consideranddn 4, ~ —* + B,.

Este valof esta de acordo com a estimativa anterior em (4.20).

Uma maneira alternativa de se estimar o tempo de desc@oeacalcular aempo de corre-

= A1) / -
Lt e Tdt = 7. (4.23)
/0 Ay(0) 0

Esta possui duas principais vantagens:

lacéo integrado

1. Mais facil de aplicar, j& que uma Unica simulacdo podenastd tempo de correlacdo para
varios pontos do espaco de parametros, ndo sendo necdazariestimativas “a olho” (Fig.

4.2) ou ajustes lineares (fig. 4.3) para cada conjunto derErés.

2. E menos sensivel as flutuacdes, tanto em relagéio as @sasriatolho” (flutuacdes no decai-
mento influenciam precisdo do ponto em qlie ~ e~!) quanto em relacdo as estimativas
de ajuste (os parametros do ajuste sao sensiveis ao iotelvalurva usado para fazer o

ajuste).

Logo, este sera o método utilizado para estimar os tempawoEagdo para cada ponto do espaco

4A estimativa do erro propagado do ajuste linear (erro do cieetie angular) € inferior a unidade.
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de fase simulado, na forma

= An(t)
T ; ot (4.24)

Para isso, deve-se tomar cuidado para que o inteféalb} seja suficiente, de forma que a fungéo
de autocorrelacédo decaia a valores em torno de zero (ondgwcfies predominam). Para uma
boa estimativa der,, , € desejavel qué seja muito menor que o nimero total de passos de MC.
Em geral, espera-se que em transi¢cdes de segunda ordemamderoprrelacdo aumente con-
sideravelmente na regido critica; portanto, espera-s&gaeto mais forte o carater de segunda
ordem da transicéo (o quecorresponde a afastar-se do picnitico em direcdo a regido de tran-

sicdes continuas) maiores sejam as correlacées, e matsadeseja aritical slowing down

4.3.3 Sobre-relaxacao

Um recurso para tentar diminuir a correlacao entre os estgei@dos na simulagéo (e por-
tanto diminuirr,,) foi introduzido por Adler [35] através da generalizacaotélznica desobre-
relaxacao(SR) —usada originalmente por algoritmos para resolucaquiscées diferenciais— para
simulacBes de Monte Carlo de sistemas multiquadr&tieosais tarde para sistemas mais gerais
[36].

A técnica se baseia em fazer atualizagfes locais nas viard@eampo (ou spins no caso do
modelo de Heisenberg), com taxa de aceitacdo de 100%. Raraoi€ampo deve sofrer uma
transformacgao que respeite a simetria da acao, i. e., dagéainvariante. A acdo (2.22) pode

ser escrita como
Sp =a 3 {0 -No+u(12)} =a YosE, (4.25)
ondel/ se refere aos termos multiquadréaticos da acdo (que depesmlenddulo quadrado do

campo), e
N Z@w) 0y

T — -2
’Z@cw 0y

€ a soma dos campos vizinhos ao siteormalizada a unidade. Definindo a transformacéo [36]

(4.26)

—

0, — 0 = —0,+2(f,-N,)N, , (4.27)

SSistemas multiquadréaticos s&o sistemas cuja a¢éo (outbaiaila) somente possui termos de ordem par em suas

variaveis
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de forma que

1

- - S Lo N e -
10717 = 10.)> — 2.2(0, - N,)Ny - 0, + 4(0, - N,)* N, - N, = |0]*, (4.28)
pode-se facilmente verificar a acdo se mantém invariante:
SF— 8% = —§,-N, + 20, -N,)N,-N, + U <|§|2)
- e”x.z\?ﬁu(yé‘y’z) — S (4.29)

O balanco detalhado (4.13) é verificado da seguinte formesidera-se uma atualizacao (4.27)
migrando o sistema do estaglo para o estado’ ; como a transformacédo ndo envolve parametros
aleatodrios, a probabilidade de selecag(g — ) = 1. Aplicando a transformac¢do no campo
ja transformado (estadg, ela leva novamente ao campo original (estajjoou seja, a mesma €
inversivel. Logo, a probabilidade de selecao inversa ééamfjr — ;) = 1. Como a taxa de
aceitacao é definida sendo sempre 100p(— v) = A(v — u) = 1), o lado esquerdo de (4.13)
vale 1. A SR deixa a agao invariante, lo§p— S, = 0 e, portanto, o lado direito € também igual
a 1, obedecendo assim ao balanco detalhado.

A sobre-relaxacéo pode ser aplicada juntamente com quaddgmritmo de MC. Em alguns
casos ela mostra-se eficiente em reduzir o expoente din&foicoodelo trabalhado, p. ex. o
modeloxy em [37]. Uma comparacdo entre estimativas«le para o modelo escalar O(4)
com e sem a SR é mostrada no proximo capitulo (aplicadas gostalos de Metropolis e de

Wolff) a fim de averiguar se a mesma torna a simulacdo maieefei

4.4  Algoritmo de Wolff

Um algoritmo alternativo ao de Metropolis é@tgoritmo de Wolff Ao contrario do primeiro,
este ndo € local, e sim um tipo de algoritmactiester; em vez de alterar campo por campo, define
em cada passo upluster(conjunto) de sitios que podem ser alterados de uma UnicaAvieéia
original de utilizac&o de clusters foi introduzida em [3&m o chamadalgoritmo de Swendsen—
Wang(S—-W), como uma alternativa mais eficiente para simular nosagim transi¢ées de segunda
ordem perto da criticalidade em sistemas extensos (no s grandes). Diversas variantes de
algoritmos de cluster foram desenvolvidas na literatwaaem [10, 36], sendo as mais utilizadas

a de Wolff e de S—W. A diferenca basica entre este dois é quenaipo é do tiposingle clustey
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definindo apenas um cluster na rede por passo, enquanto o &#W dusters na rede inteira em
cada passo (podendo alterar os campos de diversos clustensadvez).
A grande vantagem destes métodos ndo-locais é que o exmedumaicoz, definido [32, 31]
na expressao
T o L7, (4.30)

€ pequeno em relacao ao expoente do Metropolis, gerandosatemlescorrelacdo muito menores
para redes relativamente extensas. Desta forrogtical slowing downé eliminado, ou drastica-
mente reduzido. De fato, a estimativa do expoente dinanoaoatlelo de Ising para o algoritmo
de cluster de S-W [38]

0,35 para D =2
25— R~ (4.31)

0,75 para D =3,
para o algoritmo de Wolff [32]
2w & 0,25, (4.32)

assim como do modelo de Heisenbérgt) 3D [9] para o algoritmo de Wolff
zw ~ 0, (4.33)
contrasta bastante com a estimativa do algoritmo de Mdisofpa qualquer algoritmo local)
ZMetr R 2, (4.34)

vélida a principio para qualquer modelo de spin ou escalafer®ias sobre estimativas de
descorrelacdo em modelos de campo escalar ndo foram eadamtNeste trabalho utilizar-se-4,
dentre as variantes de algoritmos de clusters, o singierlae Wolff, por ser mais simples e
apresentar menor expoente dindmico nos modelos de spin.

A aplicagéo destes algoritmos no modelo escalar é feitamega o modulo das componentes

dos campos e seus respectivos sinais. I1sso pode ser vistoeeendo [10] a acao (2.22) como

Sy = 30,4, +Z[ple N+

(wy)

- _Zz\ezuez\azgz + u (167)

(xy) =1
_ —ZZ@’WU;JQ + u(|§|2) - 24:32' + u(ye?) , (4.35)
i=1 (zy) i=1

5De acordo com estimativas grosseiras feitas por mim (nAdrautas neste trabalha) = 0, 3 para este algoritmo
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onde asoma_ , , € feita sobre todas as interagGes entre primeiros vizihos,
U (|§]2> = Z [pl 9_;2 + )\é;f‘ + ?79;6
S = Z ﬁiya;a;
(zy)
w = |62 16] - (4.36)
Na expressao (4.35) foi introduzida a variavel
ol = {-1,+1} (4.37)

que contém o sinal da componenife Nota-se que apenas termo de interacéo vai depender dessas
novas variaveis; portanto, ao se realizar uma dindmica @s® belas ndo € preciso considerar 0
restante da acéo, representadojpo€om isso, pode-se olhar para o campd} comoN (= 4)
modelos de Ising “embutidosébedded Ising modeia teoria escalap(4) (um para cada com-
ponente do campo).

O algoritmo de Wolff (ou outro qualquer de cluster) é diviiem duas partes: a dindmica
das componentes, as quais sao alteradas localmente dedioatega ao algoritmo de Metropolis,
e a dindmica dos sinais, atualizados de forma ndo-loc&ardo clusters, de forma semelhante
ao que seria no modelo deing (Heisenberg)(1)). A forma de gerar os clusters € o que define
gual o tipo de algoritmo (S—-W, Wolff, Invaded cluster, Welllister, etc.). No caso do algoritmo
de Wolff, um sitio chamadsement& escolhido aleatoriamente na rede, e a partir dele adimiona
se ao cluster os campas’ vizinhos (por simplicidade, chamaremos esses campspidg que
possuem o0 mesmo sinal que o da semente, criando ligdgdes €ntre eles; porém, essas ligacbes
sdo feitas com uma probabilidadk, , que a principio depende dos sitios primeiros vizinhos
e y. Rigorosamente falando, o algoritmo descrito ndo € o de Jotfpriamente (criado para
modelos de spin), pois envolve atualiza¢ges locais do caalpm da dindmica de clusters. No
entanto, por comodidade falar-se-a simplesmente em aitgnde WOolff.

O balanco detalhado da dinamica local é satisfeito da mesmaafque no algoritmo de
Metropolis (com a taxa de aceitacao (4.14)), enquanto qualango da dinamica dos clusters
merece uma atengédo especial: Considerem-se dois estadds de um sistema escalér(4);
olhando a configuracéo dos campfs’} para uma determinada componeriteeles sé diferem
entre si por unfcluster flipping” (inversao do sinal dos campos de um cluster), sendo o resto da
configuracdo dos estados equivalente para todas as conn@s)(mmpo{ |9’“|} k=1,2,3,4 €

{ok}  k #14). Asituacdo esta ilustrada na Figura (4.4). Considere-seagpasso que leva ge
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Figura 4.4:“Cluster flipping” na configuragdo{s" } para um determinada, no modelo escalar

O(N), em uma redé0 x 10. Em p ha 8 links quebrados, e em ha 18 links quebrados.

e v. Existem muitas maneiras de se fazer isso; poder-se-i¢thescalquer spin do cluster como
semente e, a partir deste, adicionar o restante em diverdasso No entanto, vamos considerar
uma ordem especifica, comecando de uma semente especifisalecamos também o mesmo
processo em reverso, levando o estadao estadov . A probabilidade de escolher a semente é a
mesma nas duas ‘direcfes’, assim como a probabilidade diemat cada spin ao cluster. O que
muda entre as duas é a probabilidadedeligar os spins das bordas externas do cluster que tém
0 mesmo sinal dos spins dentro do mestimk¢ quebradol pois estes séo diferentes nos dois
casos. A probabilidade de um link quebradg ocorrer no estadq: € de (1 — P}, ) ; entdo, a
probabilidade de néo ligar todos ao passar de um estado ytaoségproporcional a probabilidade

de selecéo:

g(p —v) x H (1-"Pr)

(xY),,
gv—p) < [[ @-Py) (4.38)

(xY)
onde os indicesn e n correspondem ao conjunto de ligacdes quebradas nos esta@oy ,

respectivamente. A condicao de balanc¢o detalhado fica:entéo

e Y G sy R

m (xy n

observando-se qué’,, = 0 seo, # o,.
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A variagdo da acad, — S, depende das ligagGes quebradas nos dois estados. Como a unica
diferenga entre os estados reside na configuracéo da contpar®s spins¢’), somente o termo

S’ de (4.35) é diferente na expresséo da acdo de ambos. Logo,
Sy =8, =8, =8, => 8, [(0ho}), — (0ho?)] - (4.40)

Nesta Ultima soma, 0s Unicos termos que ndo se anulam sa@ @easpondem aos primeiros
vizinhos das bordas do cluster, ou seja, o conjufitg) = U (zy), , ou(xy),. . Para cada link
xy € m , 0 termo contribuira com+2ﬂ;y para a soma, e para caday € n , com —Zﬁ;y .

Portanto,

Sy =Sy = Y 280,00 — 28,05 (4.41)

<$y>ac

Com isso, a expresséao do balanco detalhado (4.39) pode s& esmo

(1- Pﬁy) Alp — v) 2By 0%Y —2B4, 6%V
iy — TT e 2Bvov' 28080 (4.42)

<$y>ac <$y>ac

Rearrumando a expressao, tem-se:

A( (1— Py ))e 20m0n”
H (= Pl T (4.43)
my)a

c

A vantagem deste algoritmo esta em definir a probabilidadeditacdo como

Paffy = 1 — ¢ 2Warbnl (4.44)
Assim, a relacao (4.43) torna-se
Alp — v) 1
il A —=1. 4.45
Alv — p) <1_>[ 1 ( )
TY) o

Arelagdo acima é valida independentemente dos estados, do valor def,, , ou qualquer

outro parametro. Dessa forma, pode-se fazer a taxa de@®itpual a unidade
Ap—v) =1, (4.46)

obtendo-se assim o melhor valor possivel para ela. Nerttuster flipé rejeitado dessa forma,
e o balanco detalhado € satisfeito. Generalizando a pilalsde de aceitacdo para quaisquer

primeiros vizinhos (ndo somente os pertencentés i pode-se simplificar a expresséao (4.44):

sz =1—¢ Pu , (4.47)
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para quaisquer’, = o, (caso contrarioP,, =0).

A versdo de algoritmo de clusters de Wolff no modelo escakgpliéada da seguinte forma:
realiza-se uma varredura da rede atualizando localmenteraponentes dos campos como no
algoritmo de Metropolis (eq. (4.10)), onde cada atualiaagéntéo aceita com a taxa de aceitacao
(4.14).

A sequir, aplica-se o algoritmo de Wolff nas variaveis tigm¢) embutidasr;(77) (“spins”),

seguindo 0s passos abaixo:

1. Escolher um spin aleatoriamente na rede como sementesterl

2. adicionar ao cluster os primeiros vizinhos da sementet&uespins iguais ao desta, com

probabilidadeP,, =1 — e 2% = 1 — ¢~ 2%1%/ onde z e y sdo primeiros vizinhos;

3. para cada spin adicionado no passo anterior, examinarvégohos e adicionar spins ao
cluster da mesma forma que no passo anterior. Repetir ertipasso quantas vezes for
necessario, até que todos os vizinhos de todos os spinssterdenham sido considerados
ao menos uma vez para entrar no cluster. Conforme o clustrecré possivel que algum
vizinho de um spin do cluster ja tenha sido testado. Se o mésimsido adicionado, ndo

€ necessario adiciona-lo de novo. Senéo, terd mais umaectarparticipar do cluster;

4. “flipar” o cluster, ou seja, inverter os spins do cluster.

Os passos dé a 4 séo realizados para cada uma das componentes do eafpoindepen-

dentes entre si. O ciclo inteiro pode ser resumido da segfonina:

e varredura da rede atualizando localmente os campos conopés;
e separacdo dos campos = || s;;

e algoritmo de Wolff para cada componentgx N) ;

o [piloi = ;.

Note-se queP,, cresce com|d. ||} ];logo, em estados nos quais as componentes dos campos
adquirem em média valores ndo nulos (analogamente uma égeetizada no modelo sigma néo-
linear) as probabilidades de aceitacdo serdo em média tamiagores do que em estados cujos

campos tém componentes oscilando em torno de zero (fasegdestizada). Identificanddcomo
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o inverso da temperatura de um sistema estatistico (comdaseerg)(N)), relaciona-se fases
“ordenadas” como “frias” e fases ‘desordenadas” como “tpefn Assim, estados magnetizados
tendem a gerar clusters grandes (até a ordem do tamanhoe&jaegaduanto estados desmagne-
tizados tendem a gerar clusters pequenos (até da ordem diéi@)mIdeste caso, um ou poucos
spins sdo alterados de uma vez em um passo de MC, enquant@ quigneito caso, muitos spins
séo alterados de uma vez, chegando a quase a totalidadeedarrsdu sinal invertido.

Espera-se que, com este algoritmo, o expoente dinamicoesnmpos de descorrelagdo sejam
significativamente diminuidos em relacdo ao Metropoliglgmulo ser mais eficiente do que este
nas simula¢des perto da regido critica, especialmenta¢dea grandes.

O algoritmo de cluster utilizado neste trabalho para atagfio dos spins € definido em [32].

4.5 Implementando o metodo

Tendo esclarecido o método e os algoritmos, o passo segdriterealizar as simulagdes
da teoriag® O(4), dada pela agdo (2.22). Para tanto, devem-se escolhermoss/ebs parametros
my, A, n, 0 tamanho darede, as condi¢des iniciais e também o valbrahe (4.10). Convenciona-
se por simplicidade o espacamento da rede sendo unitasial] ’.

A titulo de verificar a equilibracdo (e estimar o tempo de ldgpaicio) do sistema de volufhe
V, a grandeza

6] = : (4.48)

1 T
V%:Q(”)

ou seja, a média espacial do vetor camjid), € adequada para se calcular ao longo dos passos de

MC. No capitulo seguinte ver-se-a que esta grandeza conésjpm parametro de ordem, logo, por
simplicidade, referir-se-a a esta como magnetizacdo, gan@nalogo estatistico em modelos de
spin. Espera-se que, para um determinado conjunto de salosgparametros (um ponto no espaco
de parametros), as grandezas termodinamicas tenhamsvdkterminados. Logo, na simulagéo,
estas (inclusive a magnetizagao) flutuariam em torno de lonfieo quando o sistema alcancasse
o equilibrio.

S&o considerados dois tipos de configuragdes iniciais: wmaas campo#(77) ordenados

(“vetor” campo uniforme no espaco), e outra com os mesmordesados (ou aleatoérios), com

"No limite para o continuo deve-se tomar- 0
8\Volume aqui refere-se ao nimero de sitios da redefV
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as componentes escolhidas aleatoriamente entre limiteg +b °. Tal escolha das condicGes
iniciais ndo deve influenciar o sistema ap6s o0 mesmo atingguilibrio, de forma que essa es-
colha ndo seja crucial para a simulagdo. Tal assercao € déada na figura (4.5), que mostra
a evolucdo tempordl do maédulo da magnetiza(;aé| em um sistema com uma rede cubica para
duas condi¢des iniciais distintas usando o algoritmo derdyetis. Em uma, todos os campos
foram definidos com as componentes iguai$)a (configuracdo ordenada), enquanto que na

outra as componentes foram definidas aleatoriamente cdmlptidlade uniforme entre-1 e 1.

<e>

0,0

T T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000

passos de MC por sitio

Figura 4.5:Evolugdo do sistem&(4) em uma redd 6> em um dado ponto do espaco de para-
metros, utilizando o algoritmo de Metropolis, para duas digdes iniciais diferentes: uma com
0s campos aleatorios (vermelho) e outra com os campos am#®Kpreto), com todas as compo-

nentes iguais &, 4.

A Figura (4.6) mostra a mesma evolucao temporal, mas paeedies valores de;.
Considerou-se os campos inicialmente desordenados corridalesima. Verifica-se que o tempo
de equilibragéor,, varia, sendo que o caso em que este demorou mais fopgcem—60, onde
o estado de equilibrio mostrou-se mais afastado das cawigiiais. Como a “termalizacéo”
mostrou ndo exigir muito tempo computacional (menos de gdrs#os para este tamanho de
rede), pode-se supor entdo o maior dos tempos de equilbodagErvados como o considerado
para este tamanho de rede (com uma pequena folga), apr@meater,, (L = 16) ~ 2.000

passos de MC por sitio da rede.

9Nas simulacdes escolheu-ge= 1, 5.
ONas simulagdes, o tempo refere-se aos passos de MC.
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No capitulo seguinte, a equilibracdo sera analisada coms aet@lhes, para ambos os algorit-

mos.

<e>

passos de MC por sitio

Figura 4.6:Evolucéo do sistem@(4) em uma reda6? para diferentes valores de.

4.6 Analise de erros

Assim como 0s erros experimentais, os erros relacionadogsmdo de MC dividem-se em
duas classes: erros aleatorios e erros sistematicos. @ipitipo deve-se a natureza aleatéria
do método, principalmente a flutuacdes das grandezas, egeodestimado fazendo-se varias
medi¢Oes da(s) grandeza(s) em questéo e calculando aciarifasses valores. A segunda classe
(erros sistematicos) deve-se a erros no procedimento delaedmo por exemplo usar dados
correlacionados, ou nao deixar o sistema se equilibrarisnfeanente antes de realizar medidas
de equilibrio e, portanto, sdo indesejaveis em uma medigio. i

Em grandezas de medicao direta no sistema tais como (4.48) @statistico pode ser esti-
mado de forma direta e simples. Supondo que séo feitasiedicdes m; da grandezam , a
estimativa final desta é simplesmente a média sobre as nesdicdcomo em (4.4). A estimativa

do erro corresponde ao desvio padrao

o= \/n;(m_ma ~ %(W-m?) (n>1). (4.49)

Porém, a expressdo acima so é valida se as medigdefrem independentes, ou seja, com-

pletamente descorrelacionadas. Na pratica, € muito Idifiter medicdes descorrelacionadas —
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principalmente na regido critica— pois para isso o intereatre medicdes deve sé&t > 7, de
forma queA,,(At) ~ 0. No entanto, uma solu¢éo simples e eficaz para o problemazé[dad

pela expressao

~ \/%(W—mm (4.50)

n

gue permanece valida para qualquer intervste@onsiderado. Levando em consideracao que

t
— max 4.51

ondet,,,. € o nimero total de passos de MC da simulacdo, e substitundé.60), tem-se:

142 t — 2 At —
o~ \/M(m2_m2> _ \/%(mZ—W) (4.52)
n max
Observa-se que, sAt < 27 :
1
o~ (/—(m?2—-m?), (4.53)
Ny
onde
n, = fmas . (4.54)

27
Dessa forma, parAt pequeno, o resultado tende a expresséao (4.49) considergnestimativas

independentes [39].

A estimativa final entdo é dada por (4.52). Apesar de a estiandd erro estatistico diminuir
comAt, o erro sistematico (para o qual ndo ha estimativa) aumentsepconsiderar valores mais
correlacionados den; . Portanto, ajustar o intervalo sobre medidas envolve uriileqa entre as

duas classes de erro.

4.6.1 Método de bootstrap

Apesar da estimativa anterior ser efetiva em diversos cat®do pode ser implementada
para estimar erros de grandezas que ndo sdo medidas dimetashneante a simulacdo, em cada
passo de MC. Um exemplo disso € a susceptibilidade magnéticdefinida inerentemente em
termos de médias do médulo da magnetizagésobre a simulacao.

O método debootstrapé um método deeamostragemque permite obter uma estimativa
razoavelmente simples do erro nesses casos. A seguir ssti@d#oa aplicacdo do método para a
susceptibilidade magnética como exemplo:

Da lista de n medidas da magnetizacdo, escolhemsseao acaso; € possivel escolher a

mesma medida mais de uma vez, portanto, dessa nova listdatesyauma fracéo é repetida.
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Em seguida, calcula-se a suscetibilidade normalmenteta gasse novo arranjo. Repete-se 0
processo de reamostragem e nova estimativacdearias vezes, criando um conjuntpy;} de
diversas estimativas da suscetibilidades. Pode-se mpkljaue, tendo em maos um conjunto su-

ficientemente grande d& estimativas, o desvio padrao destas € uma medida do errdrdates

o = VX2 - X2, (4.55)

— _ IS~
¥ = 300 (4.56)

original:

onde

Em (4.55) ndo ha o fatoll /(n — 1) de (4.49), visto que na verdade ndo se tera- 1 medidas
independentes como antes; todas as medidas estao de &afomatlas, pois sdo extraidas de um
mesmo conjunto de valores dex. A inclusdo do fator implicaria em que a estimativa do erro
poderia ser reduzida apenas reamostrando os dados mass veze

Este método de estimativa de erro sera aplicado com a sisliggtie e com o cumulante
de Binder. Para uma boa estimativa do erro, o0 nimero de re@gests deve estar no intervalo
100 < R <1000 [32].

4.6.2 Propagacao de erros

De forma geral, em se tratando dos expoentes criticos, rfaa secessario determinar todos
de forma direta; de fato, geralmente séo estimados apeimsuwtrés, sendo o resto calculado
usando relacdes de hiperescalonamento como (3.21). Dmata,ftorna-se necessario utilizar
algum método de propagacao de erros. Para exemplificar agagfo de erros adotada neste
trabalho, suponhamos que se deseja estimar o erro de unméxpoiico z = f(z,y) , a partir de

dois outros expoentes e y cujas estimativas e cujos erras#£, Ay) sdo conhecidos. Entéao

Az = flz+Az,y+ Ay) — f(z,y)

of Azx + of Ay + O(A2? Ay?, AzAy) , (4.57)
y

ox oy

x)y
onde foram desprezados termos de ordem dos erros supexibrelSsta relacdo também é facil-

mente generalizavel para qualquer nimero de argumentgs de



Capitulo 5

Resultados numéricos

5.1 Verificacdo da eficacia do metodo de Monte Carlo

Para se ter uma idéia se o método de MC foi bem aplicado ao mesehlar, uma simulacao
prévia da evolucdo temporal do campo médio foi feita parangpeas* (n = 0) com uma compo-
nente (O(1)), em quatro dimensded  4), a fim de comparar os resultados com o trabalho de

Huanget al. [42]. Nesse caso, 0 modulo da magnetizacao (4.48) reduz-se a
1 .
0 = VZH(") . (5.1)

O comportamento observado em ambas as figuras a seguir estérde com o obtido pdr[42]

para o model@*, com parametros equivalentes:

9
ro = p = g(m—d) = 2p —8
No = 4. (5.2)

A Figura 5.1 mostra evolucdes da magnetizag@pem uma redea 0* para trés valores dife-

rentes do coeficiente quadratigp , com \ = 250 e n = 0. Pode-se ver que, para = —71

(oury = —150), o sistema encontra-se na fase simétrica (campo desad@erquanto para
pm = —83,5 (rp = —175) o sistema adquire uma “magnetizacdo” em tornd®de: 2,3. Para
p = —78,5 (ro = —165), o sistema apresenta grande flutuag&o, oscilando o sef#idmagne-

tizacdo. Este comportamento é tipico de uma regido crgmaernado por flutuacdes de grandes

comprimentos de onda.

INesta referéncia, utiliza-se o algoritmo de Metropolisapetualizar o valor do médulo do campo, e o algoritmo

de “banho térmico” [32, 31] para atualizar o sinal do campo.

51
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Figura 5.1:Evolug6es do sistema(4) em uma redeg0?. O parametror, [42] é equivalente ao

parametrop em (2.7), €\ = 4.

A Figura 5.2 mostra o valor esperado da magnetizacéo, attikdade magnética e o cumu-
lante de Binder no equilibrio contra o parametro quadrati€y & p, , x x p; , UL x p;) para
dois tamanhos de redé*(e 10*), com )\ = 25. As estimativas do ponto critico onde ocorre a
transicdo de fase sdo mais precisas do que analises comoiguda 5.1. Analisando o pico da
susceptibilidade, assim como estimando o ponto de inflea8adrvas de magnetizacao, tem-se
(;m)e = 8,4+ 0,1. Analisando o ponto de interse¢éo entre as curvas do cutalpana os dois
tamanhos de rede, tem-ge = 8,2+ 0, 1. Esta Ultima aproxima-se mais da estimativa da referén-
cia [42] (rg). = 24,4 para \g = 4\ = 100, pois como visto na se¢éo 3.3, ndo necessita de uma

andlise de escala de tamanho firfitao contrario da analise pelo pico gg..(L).

5.2 Comparacéao dos algoritmos

Tendo verificado que o método de MC fora aplicado corretaen@mtmodelo escalar, o pro-
ximo passo é a comparacgao da eficiéncia dos algoritmos. 2ardé basicamente dois parametros
de comparagéao: os tempos de correlagdce os tempos de equilibragég, . Em geralr,, > 7, ,
visto que dois estados perto do equilibrio sdo mais “sieslado que um estado fora do equilibrio

(como os campos estarem ordenados ou totalmente desoodgramlitro perto do equilibrio. No

2Na verdade, como sera visto mais a frente, a estimativa do plencruzamento d&;, depende do tamanho das

redes envolvidas devido a correcdes de ordens superio@®ias na analise da secéo 3.3.
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Figura 5.2:(®) x p;, x X pr, U x p; para o modelap* O(4) com rede$? e 101. Considerando
as curvas para©) ex , (p). = —8,4+0,1, ou (ry). = —24,8 + 0,2; de acordo a intersegéo
emUy, (p)e = —8,240,1,0u (o). = —24,4 40, 2.

entanto, estas duas estimativas estdo relacionadasndae doie pode-se dizer de forma grosseira
que 7.y X Ty, .

Comecamos comparando os tempos de equilibragcéo para osmatigode Wolff e Metropolis,
com e sem sobre-relaxacdo. A titulo de comparacao, tréspantespaco de parametros foram
escolhidos para tal: um correspondendo ao estado magiet@atro ao desmagnetizado e final-
mente um bem préximo a uma regido critica. A condicao in&sablhida no primeiro caso foi a
desordenada, enquanto que, no segundo caso, foi a ord&fmdgido critica foram consideradas
ambas as condicdes iniciais. As figuras 5.3, 5.4, 5.5 mostravolucdo da magnetizacéo dos trés
casos acima, para trés diferentes tamanhos de rede.

Com base no resultado expresso nas figuras, foi feita a Taldetam® as estimativas de.,

para cada caso. A sobre-relaxacéo, apesar de ndo diminforrda consideravel os valores ja
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Figura 5.3:Evolugéo da magnetizacd®| do sistemay® O(4) em redesl6?, 24° e 323 com os
parametrosp, =4, A = =3, n =1 (fase ordenada), usando os algoritmos de Metropolis e de

Wolff, com e sem S.R..

pequenos das estimativas do algoritmo de Wolff, mostraastahte eficiente no algoritmo de
Metropolis. Pode-se ver também que, com este recurso, aadhgs locais aumentam em ambos
os algoritmos. Como sera verificado adiante nas estimat®as, ¢, isto € um indicio de que
os estados gerados desta forma (com SR) sdo mais descomatims. Outra peculiaridade é a
dependéncia der.,(L) quando o sistema evolui de um estado desordenado para ulibégui
ordenado no algoritmo de Metropolis simples. Este compuwtao € geral, ndo importando a
regidao no espaco de parametros. Como exemplo, a Figura 5t@raesesma evolugao das figuras
anteriores para o algoritmo de Metropolis (sem SR) em ougideoealo espaco de parametros, para

diferentes tamanhos de rede. Nela nota-se que

Teg(8) 2 500
Teq(16) = 2000
Tog(32) 2 8000 . (5.3)
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Figura 5.4: Evolucdo da magnetizacd®| do sistemap® O(4) em redesi6?, 24° e 323 com os
parametrosp, = 5,5, A= -3, n =1 (fase desordenada), usando os algoritmos de Metropolis

e de Wolff, com e sem S.R..

Considerando

Teg(L) o< L* — In(7,y) x w-In(L), (5.4)

pode-se fazer um ajuste linear dig(7.,) x In(L) com as estimativas de Metropolis da Tabela 5.1
e de (5.3). O coeficiente angular seria entdo a estimativapmeatew. Fazendo-se isto, tem-se
aproximadamente que

w2 — Teg(L) o L*. (5.5)

Vale ressaltar que a estimativa de corresponde a estimativa (4.34) do expoente dinamico do
algoritmo de Metropolis .

A andlise seguinte envolve a comparacao entre os temposré¢tacdo dos algoritmos. Antes
de mais nada, é necessario analisar o0 comportamente,deconforme aproxima-se da regido
critica. Em regides de transicdo de fase de segunda ordeempmtde correlacdo aumenta gra-
dualmente até um valor maximo no ponto de transicdo. Quaai® forte a transicdo, maior sera

esse valor maximo. A Figura 5.7 mostra o comportamentodtigéc 7,,,(p;) para uma regido de
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Figura 5.5: Evolugdo da magnetizacd®| do sistemay® O(4) em redesl6?, 24 e 32% com o0s
parametrosp, = 5, A = —3, n = 1 (fase critica), usando os algoritmos de Metropolis e de

Wolff, com e sem S.R..

transicao “forte” de segunda ordem £ 25 n = 0), para diferentes tamanhos de rede. Vale obser-
var que o comportamento ndo é simétrico em relacdo aos diis ta transicdo. Verifica-se um
valor maximo na regido critica, que em geral aumenta com artamda rede Como a regido de
interesse € justamente a proxima da criticalidade, o vadoiimo de 7,,, torna-se o principal fator
limitante para as simulacdesrifical slowing down. Logo, é feita a seguir uma comparacao dos
valores det,,..(L) = 7,,((p)e, L) entre os diferentes algoritmos. A Figura 5.8 mostra a estima
tiva de 7,,.. X L para os algoritmos de Wolff e Metropolis, com e sem SR, para25, n=0.
Pode-se observar uma reducéo sensivel nas estimativabzzw atsobre-relaxagdo nos dois algo-
ritmos.

Vale ressaltar, no entanto, a diferenca quanto ao tempoom@gi: por passo de MC que a

simulacdo gasta para cada algoritmo, exposta na Tabelpa®se ter uma comparacao razoavel

3Embora as estimativas tenham sido realizadas para o ahgodié Metropolis, um comportamento semelhante é

verificado para o algoritmo de Wolff.
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ordenada | desordenada critica
16 ~ 1000 T16 ~= 800
Metrop Tog = 2300 T~ 300 Tog ~ 2000 | 7 =~ 700
T39 =~ 3800 T3 ~= 3400
Metrop + S.R.|| 7~ 100 T =~ 50 T~ 200
Wolff T~ 40 T~ 20 T~ 150
Wolff + S.R. T~ 30 T~ 30 T~ 120

Tabela 5.1:Estimativas der,, para os algoritmos de Metropolis e de Wolff, com e sem sobre-
relaxacdo. Verifica-se que o tempo de equilibragdo s6 depdndamanho da rede para o algo-

ritmo de Metropolis sem S.R..

algoritmo 18y #£0 | (6]) =0
Metrop 1

Metrop + SR 1,09

Wolff 1,75 2,10
Wolff + SR 1,84 2,18

Tabela 5.2:Estimativas dé¢,,- para os algoritmos de Metropolis e de Wolff, com e sem sobre-
relaxacéo. As simulacdes foram feitas em dois extremoxepeaalos , = —43 e p, = —47) da

regido critica{ p;, =& —45 , A =25, n = 0}.

destes quanto a eficiéncia. Enquantg. € basicamente constante no algoritmo de Metropo-
lis para ambas as fases (ordenada e desordenada), poragx@@tamente as mesmas instrugcoes
(uma varredura de atualizacdes locais na rede em cada jpadsp@ndentemente da fase em que
se encontra o sistema, 0 mesmo nao vale para o algoritmo die @thmanho médio dos clusters
a serem configurados e atualizados em cada passo dependmdermganizadas” estejam as com-
ponentes dos campos (somente componentes com 0 mesmaosieal participar de um cluster),
assim como do médulo das componentes (eq. (4.47)). O tengio g definir e inverter um
cluster pode entéo variar com a fase do sistema, de formaqugeral, gasta-se mais tempo em
regides ordenadas (onde o tamanho médio do cluster é maig)edem regifes desordenadas do
espaco de parametros. Em modelos de spins, onde s6 h& adhirdertlusters (sem atualizagfes

de campo locais), o tempo que se leva para completar um padd& acompleto é proporcional
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Figura 5.6:Evolucéo da magnetizacg®| do sistemas® O(4) em redess?, 16° e 323 com para-
metrosp, = —60, A =25, n = 0. Vé-se que o tempo de equilibragdo depende quadraticamente

do tamanho linear da rede.

ao numero de spins no(s) cluster(s) [32]; logo, define-se
n
Twolff = Tpasso® 04% ) (5.6)

onde 7,,55, € a estimativa para o algoritmo de Wolff em passos de MG, € o nimero médio de
sitios do(s) cluster(s)l” é o niumeros de sitios da redene uma constante de proporcionalidade.
Esta estimativa pode entdo ser comparada diretamente cempo tde correlacdo de Metropolis
para qualquer fase em que o sistema se enctntre

No entanto, a mesma andlise ndo pode ser feita no modelo est@qué® ciclo completo de um
passo de MC para o campo escalar envolve, além da dinamiocal gle clusters, uma dinamica
local, ao atualizar os modulos das componentes. Encontraraorrespondéncia do tipo (5.6)
gue leve isso em conta seria mais complicado; portanto, hameblugcéo € estimar, para cada

algoritmo, o tempo médio gasto para gerar um estado deknoeado
Td = t]V[C *Tm (57)

sendo o algoritmo mais eficiente aquele que apresentar arrestimativa der? . A Figura 5.9

“Para fazer uma comparagéo “justa’, seria necessario ajustie forma quetr > = t4o . o (n) /V. Porém, a

diferenca com o valor convencionado= 1 é pequena comparada com a diferenca nas estimativas(dgortanto

na performance) entre os dois algoritmos para modelos de spi
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Figura 5.7:Estimativa de,, (eq. 4.24) com\ = 25, n = 0 para diversos valores de; ; As
simulagdes foram feitas para redes de dimensdao lingar 8, 12, 18, 30, e nota-se picos mais

pronunciados para redes maiores.

mostra as estimativas de!(L) com base nos dados da Figura 5.8 e da Tabela 5.2. Fica claro que
o algoritmo mais eficiente para transicdes de segunda oraede &/olff com SR.

Em regides de transicdo de primeira ordem, a sobre-relaxagdbém mostra-se mais efi-
ciente, embora a diferenca verificada ao utilizi-la sejaomdn que em regides de transicao de
fase de segunda ordem. A Figura 5.10 mostra o comportarigito tle 7,,(p;) na vizinhanga
de uma transicdo descontinua, usando os algoritmos de pés@ de Wolff (ambos com SR)
com dois diferentes tamanhos de rede. Pode-se percebercamaregido critica do primeiro,
enquanto o Ultimo ndo apreserdidtical slowing down Logo, aqui também, o algoritmo mais

eficiente é o de Wolff com SR.
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Figura 5.8:Comparacgéao entre estimativas dg,,. x L para os algoritmos de Wolff e Metropolis

com e sem sobre-relaxacéo, para uma transicao forte de slegomlem § = 25, n = 0).
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Figura 5.9:Comparacgdo entre estimativas de!(L) para os algoritmos de Wolff e Metropolis

com e sem sobre-relaxagéo, para uma transi¢ao forte de siegardem § = 25, n = 0). O

algoritmo de Wolff com SR é claramente o mais eficiente.
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Figura 5.10:Comparacdo entre estimativas de¢/(L) para os algoritmos de Wolff e Metropolis
com sobre-relaxagdo, para uma transi¢cao de primeira ord@m-(—5, n = 1). O algoritmo de

Wolff se mostra o mais eficiente.
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5.3 Ponto Tricritico

Uma questéo central no estudo do modelo e na construcdo deageama de fases € a deter-
minacao do ponto tricritico no espaco de parametros, defiraccapitulo 3. Como foi comentado
l&, encontrar a sua localizacdo néo é facil, e a simplessandéis curvas de magnetizacéo, sus-
cetibilidade ou cumulante contrg; no equilibrio ndo séo suficientes para tal. Alguns métodos
foram desenvolvidos na literatura [43, 44] para determenardem de uma transicéo de fase, dos
guais dois séo discutidos nas subsecdes seguintes e usaidasbper estimativas independentes

do ponto tricritico.

5.3.1 Analise de relaxacgao

Duas caracteristicas marcantes de transicdes de printéieancsdo a descontinuidade no
parametro de ordem, e a existéncia de metaestados proxiegida icritica— quandoe — 0 —
(secédo 3.2), onde o sistema pode ficar “aprisionado” dutamt@eriodo de tempo até tender ao
equilibrio “real”.

Uma das maneiras entdo de se verificar se a transicédo € dérpromtem € analisar a evolucéo
do parametro de ordem do sistema na regido critica desdeaasdndi¢cdes iniciais descritas na
secdo 4.5. Mudando ligeiramente o valor do parametro im@ntocasoy;), o valor de equilibrio
de ]é\ deve apresentar um salto ao passar pelo ponto critico. AlEsu,dkstima-se observar pata-
mares de pseudo-equilibrie metaestados, quando a configuracao inicial estiver mais proxima
destes do que do equilibrio “real”. No ponto critico, esprdnaver dois valores de equilibrio
(fases coexistentes), onde o sistema escolhera o equilitais proximo da respectiva configu-
racao inicial. Por sua vez, uma transicdo continua (segord#an) deve mostrar uma variacao
suave do valor de equilibrio d&| com p, , e sem ocorréncia de metaestados.

A Figura 5.11 exibe uma transicéo tipica de segunda ordea par —4,0 e n = 1. Para
cada valor dep;, ndo se verificam patamares de pseudo-equilibrio, e no pdtitm (p;, = 7, 20) as
duas evolucdes correspondentes as duas diferentes cagbigariniciais (ordenada e desordenada)
tendem a um mesmo valor de equilibrio intermediario. Netatse 0 mesmo comportamento é
observado para os trés tamanhos de rede.

Ja a Figura 5.12 mostra uma transicao tipica de primeiranopga A = —4,4 e n = 1.
Pode-se observar um salto no valor de equilibrio entre= 8,140 e p, = 8,135, e 0 apri-

sionamento do sistema em um metaestado para este ultimalealg (em vermelho), quando a
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configuracgéo inicial € desordenada. Também percebe-se (#sto caso que o sistema demora
mais em passar do pseudo-equilibrio para o equilibrio guaator € o tamanho da rede. No ponto
critico, verifica-se dois valores distintos de equilibrémgpcada escolha de condicao inicial, como

mostra a Figura 5.13.

Logo conclui-se que, parga = 1, a estimativa do ponto tricritico pela analise da relaxatéo
Tn=1)={p =7,67£0,47, \=—4,240,2} , (5.8)

de forma que, para regides criticas com> —4, 2, as transi¢des sdo de segunda ordem.
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Figura 5.11:Evolucéo do parametro de ordem para redes de tamaitfp 45, 60° desde duas
condig¢des iniciais distintas. Em cada rede foram considesarés pontos do espacgo de parame-
tros com A = —4,0 préximos de uma transigdo de segunda ordem (os valoresgwg@urvas
correspondem ao parametrp, considerado.). Observa-se que ndo ha metaestados ou $8alto

no valor de equilibrio d¢@)|, e no ponto critico4, = 7, 20) ha somente um valor de equilibrio.
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Figura 5.12:Evolucdo do parametro de ordem para redes de tamaitlp 453, 60° desde duas

condicdes iniciais distintas. Em cada rede foram considesarés pontos do espaco de parame-

tros com A = —4,4 préximos de uma transi¢do de primeira ordem. Observa-se sgitd” no

valor de equilibrio d¢6|, bem como metaestados na partida desordenada para 8, 135.
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Figura 5.13:Evolucéo do parametro de ordem no ponto critico paka= —4,0 , e redes de
tamanha30?, 453, 60° desde duas condic¢des iniciais distintas. Observam-sevdtises distintos

de equilibrio.
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5.3.2 Analise de histerese

A ocorréncia de metaestados em transi¢coes de primeira endeznoutro fendémeno na regido
critica: a observacdo de uma histerese na curva do paradestmalem contra parametro indutor
(|@| X p), causada pela “resisténcia” do sistema em passar de umpdes outra (mesmo apos
0 ponto de transicdo, o sistema fica por algum tempo “presoli@nadado metaestado antes de
passar para a regido de equilibrio). Pode-se prever estpoctamento observando uma curva
tipica de potencial efetivo para transicées de primeir@mrdomo a Figura 3.2, onde o sistema
precisa sobrepujar uma “barreira” de potencial para palesama zona de equilibrio para a outra.
Realizando entédo simulacbes com poucos passos de MC e \@arigndh passos pequenos, 0
sistema sofre a transicado de fase um pouco apos o verdadeito gritico. Fazendo o caminho
inverso, a defasagem da transicdo se da no sentido invege faz aparecer uma histerese ou
“loop” em torno da regido critica. Para simula¢des suficientegriengas (muitos passos de MC

por sitio), o sistema acaba varrendo todo o espaco de faseshama histerese é observada.

0,5
0,4

0,3+

el

0.2 L =60

0,1+

0,0

T T T T T T T T T T T T T T T
4,6 4,7 4,8 4,9 5,0 5,1 52 53

Pe

Figura 5.14Histerese em(|6|) x p; paraL = 60 com A = —3, 2, simulado com o algoritmo de
Metropolis sem SR. Como foi verificado na secéo anterior (eoceena verificado nesta mesma

sec¢do), a transi¢do acima € de segunda ordem.

Contudo, transicGes de segunda ordem também podem aprdsstéeese, caso o tempo de
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equilibracéo seja comparavel ou maior do que o numero depasalizados para cada valor de
P, como pode ser visto na Figura 5.14 para o algoritmo de MeliopLogo, a deteccdo sem
ambiglidades da mesma em regifes de transicdo descongjperade de se utilizar um algoritmo
com um pequeno tempo de equilibragéo. Algoritmos n&dodoca entanto, ndo sdo muito ade-
guados para este prop0osito, pois a probabilidade em casa gasuplantar a barreira de potencial
entre as regides de equilibrio é grande, para transicGessfoe primeira ordem. Logo, o algoritmo
escolhido é o de Metropolis com sobre-relaxacao.

As Figuras 5.15, 5.16 e 5.17 mostram gréficos|6¢>< o para L = 30, 45 e 60, respectiva-
mente. As simulacdes comecaram e terminaram no extremaeafdenada, e dsopssempres
se dao no sentido horario. Os pontos foram simulados a alterdeAp, = 0,02, tomando-se
em cada um 50 medicdes para as médias (separadas por um@edeeralo de descorrelacéo).
Nota-se que, para\ = —3,6 , embora seja claramente uma regido de transicdo de segunda o
dem, as curvas de ida e volta ndo coincidem perfeitamentgipalmente nas redes maiores.
Isso se deve a insuficiéncia do intervalo entre medi¢cdesdem@orrelacionar os estados. Porém,
um tempo de descorrelagdo muito grande poderia eliminastarbse para o regime de transicoes
descontinuas, obrigando a manter um ajuste fino entre ofadloies.

Pode-se notar a falta de clareza nas figuras em se definir o0 pdtito, embora o comporta-
mento seja semelhante para os trés tamanhos de rede A\Rara3, 6 , observa-se uma pequena
histerese, embora fique ligeiramente mais estreita paeglas maiores. Talvez, no limite — oo,

a curva se feche e ndo haja histerese, embora fosse necsssaitar redes maiores para tirar con-
clusdes dessa natureza. O tempo necessario para tal séviéiyr em relacao ao disponivel; logo,

a melhor estimativa segura do ponto tricritico pela anéléesbisterese parg =1 é
Tn=1)={p="72409, \=4,0+0,4} . (5.9)

Esta estimativa € consistente com a obtida via andlise dragfio; porém, é menos precisa.

Por conseguinte, a estimativa final de localiza¢do do poiatdtico € dada por (5.8).
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=-3,6

el
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N

o

Figura 5.15:Analise de histerese er<rj(§|> x p; paraL = 30 para trés valores de\. Constata-se

que o ponto tricritico est4 mais proximo de\ = —4,0, p, = 7,2}.
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ch

Figura 5.16:Andlise de histerese erﬁ@\} x p; para L = 45 para trés valores de\. O compor-

tamento é semelhante ao da rede= 30 e as conclusdes sdo as mesmas.
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e

Figura 5.17:Anélise de histerese erfi©|) x p, para L = 60 para trés valores de\. O compor-

tamento é semelhante ao das redes- 30, 45 e as conclusdes sdo as mesmas.
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5.4 Analise de FSS

Tendo sido localizado o ponto tricritico pama= 1, parte-se agora para a analise de esca-
lonamento finito nos dois regimes de transicdo de fase. Naorelg primeira ordem, um FSS é
feito perto do ponto tricritico, € seu comportamento € caag@com o esperado para este regime
de transicdo. Serdo analisadas também duas regides dedcaosntinua distintas, uma perto e
outra longe do ponto tricritico, a fim de comparar seus exjgsasriticos, e com 0s expoentes que

constam na literatura.

5.4.1 FSS para transicao de primeira ordem

Comecamos as analises de escalonamento finito com uma regié@ndicdo descontinua
fraca (proxima ao ponto tricritico), onde = —4,4, n = 1. Segundo os resultados das andlises
de histerese e de relaxacao, esta regido claramente posawiansicdo de primeira ordem. Nas
Figuras 5.18 e 5.19, o comportamento do parametro de ordeoyrdulante de Binder e da sus-
cetibilidade mostram um efeito de tamanho finito bastantsisel ao tamanho da rede, como
esperado para este tipo de transicdo. Observa-se queaja pa?l, as grandezas acima apresen-
tam um comportamento bastante pronunciado

Em seguida, constroéi-se a funcao de escala da suscetilglmaa transicdes de primeira ordem
(3.23) para os varios tamanhos de rede, e o resultado finasado na Figura 5.20. A previsdo
do comportamento para a transi¢cao € confirmada, podendorearaque a transicao € de fato de
primeira ordem.

No entanto percebe-se, observando a Figura 5.20, que ms&gis para os tamanhos de rede
maiores (. = 18, 21) sofrem desvios em relacéo as funcdes de escala para asmedeses.
Isto se deve ao fato de que, proximo a regido critica, o terepeldxacdo caracteristico para o
sistema realizar um “salto” da fase simétrica para a quel{@dvice-versa) utilizando algoritmos
locais aumenta exponencialmente com o tamanho da rede [8fHite eventualmente referido
comosupercritical slowing downr-, dado que a contribuicdo na acao da regido entre os estados
de equilibrio é da ordem dé*, comz > 0. Este fenbmeno também implica que o sistema
passa muito pouco tempo nesta regido entre as configurag@sgidibrio, afetando a qualidade

estatistica da simulacdo. Tudo isso afeta de forma sersérgbdicidade do sistema e a qualidade

SNeste trabalho, as barras de erro das figuras, quando foremreseou da ordem de tamanho dos pontos nos

gréficos, sdo omitidas.
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P,

Figura 5.18:.Comportamento do parametro de ordem para- 12, 14, 16, 18, 21, em uma regiao

de transicdo de fase de primeira ordem fraca=£ —4,4, n = 1) prOxima ao ponto tricritico.

das estimativas, e tempos de simulagdo extremamente e¢egdd necessarios para suplantar
estas dificuldades. Apesar de ter sido utilizado o algorilm®Volff (ndo-local) nas simulacoes,
aparentemente o problema n&o foi completamente suplar@adms algoritmos mostram-se mais
eficientes ao simular transi¢cdes de primeira ordem, comanplsamento multicandnico [31],
onde mostra-se ser possivel reduzir o tempo de relaxacaotegstico mencionado acima para

uma lei de poténcia ent..
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Figura 5.19:Comportamento do cumulante de Binder (a) pdra= 12, 14, 16, 18, 21, e susce-
tibilidade (b) em uma regido de transicéo de fase de primeiteem ( = —4,4, n = 1), proxima

ao ponto tricritico.
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(a) Pontos simulados (b) fitting B-spline doOrigin 7.5.

Figura 5.20:Comportamento da funcéo de escala da suscetibilidade nuzstna Fig. 5.19(b),

(regido de transicao de fase de primeira ordem) usaf&ia3)
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5.4.2 Estimativas dos expoentes, v e

Escrevemos abaixo todas as relacdes de escala a sereadaslicapitulo 3), aplicadas ao

modelo de estudo no presente trabalho, para estimar osreagpaziticos

v,
dpl (pl)c
(O c(lpde) o< L7

xe(lpe) o LM

e o LV (5.10)

Ll/u

e para estimar as funcdes de escala do parametro de ordemscdatslidade

X(LYe) = L7 xu(e)

©)(LVe) = L (O)L(e) (5.12)
onde ¢ € o parametro reduzido definido na segunda linha de (3.7)efRmsnente pode-se usar

(P)xman — (P1)e o< L7H" (5.12)

para, usando o valor obtido para o expoenteestimar o ponto criticq p;). € compara-lo com a
estimativa obtida pelo cumulante de Binder originalmente.

Para fazer uso das relagdes acima, estimamos as grand&zas(p,), xo(p), UL(p) e
dU/dp, para valores dey, situados na regido critica. Depois, busca-se os pontogetsagao
do cumulante para estimdp;,).. , a ser utilizado nas relagfes de escala.

Estimar dU;, /dp, através da diferenciagdo da curva do cumulante de Binder adeguiado,
j& que para obter estimativas razoaveis seria necesséridezal/;, para valores muito proximos
de p;!, 0 que exigiria tempos de simulacdo proibitivamente altds. invés disso, calcula-se
a derivada do cumulante diretamente nas simulacdes, dansefprma: Deriva-se a expressao
(3.25), obtendo

N4 32 ay!
dUp L ],{00) di©7) (o) | (5.13)
dpy 3(02)2 | (02) dp dpi
Derivando em seguida a expresséao (2.10) com a fonte extern8 para a grandezé)”“ ,
- 1
2k _ N2k (=
e%* — VZQ () ke®R, (5.14)

n
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e com a acao dada por (2.22), tem-se:

= (O%)(T) — (67 1), (5.15)

@ﬁ=<1_ym{mw—z@i“+ﬁé““}. (5.16)
dpy

A susceptibilidade do campo, definida como

_ el
X = a—j, (5.17)

pode ser estimada [32, 31] pela expressao
v =V ((6% -8 . (5.18)

a qual pode ser deduzida utilizando-se novamente a expréxs4a).

Escolheu-se primeiramente uma regiao de transicao de dgagudem préxima ao ponto tri-
critico, determinada pelos valores dos parametkos —3 en = 1. As estimativas séo feitas
para tamanhos de redé = 12, 15, 18, 21, 27 e 33, e o0 algoritmo escolhido para tal € o algo-
ritmo de Wolff com sobre-relaxacdo. Na figura 5.21 o compoetato del/;, é plotado contrap; .
Nota-se o cruzamento das curvas para os diferentes tamdehiede na regido critica. Levando
em conta correcdes nas intersecdes de cumulantes entrehi@srdiferentes de redes [29, 30], o
critério utilizado para estimar o ponto critico é consideraruzamento entre as curvas referentes
aos maiores tamanhos de rede. Neste caso, isto correspondsiderar o cruzamento entre as
curvas deL = 33 com L = 27. Consideramos que a acuidade desta estimativa se limitetr@ qua

algarismos significativos, logo, obtemos para o valopderitico
(pm)e = 5,0568 ~ 5,057 . (5.19)

As curvas para a suscetibilidade e para a derivada do cutaudancampo estdo desenhadas
na Figura 5.22. Nota-se que tanto 0 maximo da suscetibdid@adnto o minimo da derivada do

cumulante aproximam-se do ponto critico ao se aumentar antaonda rede.
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(a) Comportamento geral do cumulante em uma reg{p Regido critica. A estimativa dg;). corresponde a

mais ampla dep; . linha vertical tracejada.

Figura 5.21: Comportamento do cumulante de Binder em uma regido de ti@msle fase de

segunda ordem\(= —3, n = 1), préxima ao ponto tricritico.

Em seguida, sdo realizadas novas simulacdes da magnetizcauscetibilidade, do cumu-
lante e de sua derivada no ponto critico (5.19) para os dies¢éamanhos de rede, a fim de realizar

os escalonamentos (5.10). Os resultados, mostrados nasa${$.23) e (5.24), sado

g = 0,5408(7)

g = 1,790(3)

% — 1,310(9). (5.20)
Logo,

5 = 0,413(3)

v = 1,366(12)

v o= 0,763(5). (5.21)

Vale lembrar que a imprecisédo das estimativas (5.20) verajdetes lineares pelo método de mini-
mos quadrados, realizados p€dagin 7.5. Estas estimativas ndo séo seguras, pois ndo englobam
outras fontes de erros advindas da estimativa do pontoarifara a analise de escalonamento
seguinte, sera feita uma analise mais consistente de erros.

Finalmente, de posse das estimativas dos expoentes gritaustroem-se as funcdes de escala

(5.11), mostradas na Figura 5.25 para diferentes tamarghiesid. Observa-se, com boa preciséo,
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du / dm?

(a) Suscetibilidade (b) dUL/dp,

Figura 5.22:Regido de transicao de fase de segunda ordem (—3, n = 1), prOXima ao ponto

tricritico. A linha vertical tracejada corresponde a estitiva do ponto critico pelo cumulante.

gue as curvas coincidem entre si. Ao se afastar da regidoacrits pontos para a funcdo de
escala do parametro de ordem comecam a divergir entre se ressltado é esperado, devido
ao fato de as leis de escala perderem a validade quando ointenf de correlacédo diminui a
valores finitos (subsecédo 3.1.1). No caso da suscetibdifi@g. 5.25(b)), a construcéo da funcao
de escala € mais sensivel aos erros nas estimativag(de , principalmente proximo ao pico.
Nesta regido, pode-se observar que 0s pontos referentes@mshos maiores de rede apresentam
grandes desvios, devido ao fato de terem sido estimados @mswestatistica (menos passos de
MC), dado o maior gasto de tempo computacional para cada,gasgmrcional ao volumel()

da rede.
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4

v = 1,790(3)

(a) Escalonamento de (5.10) (segunda linha). O codfl) Escalonamento de (5.10) (terceira linha). O coefi-
ciente angular do ajuste linear corresponde a estimativante angular do ajuste linear corresponde a estimativa
de B/v. de /v .

Figura 5.23:Escalonamento da magnetizacao (esquerda) e da susaibdi(direita) no ponto

(p1)e = 5,0568, A =—3, n=1 pararedesL = 12, 15, 18, 21, 27 e33, em escala logaritmica.

I/v =1,310(9)
v=0,763 (5)

Figura 5.24:Escalonamento dé.10) (primeira linha), no pontop; = 5,0568, A = —3, n =1
pararedesl = 12, 15, 18, 21, 27 €33, em escala logaritmica. O coeficiente angular do ajuste

linear corresponde a estimativa dé/v .
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(a) Funcéo de escala para o pardmetro de ordem ($)1ffuncdo de escala para o parametro de ordem (5.11)

(segunda linha). Os pontos comecam a divergir ent@eggunda linha). O resultado mostra uma imprecisao

ao se afastar da regido critiea=£ 0). maior em relacao a funcédo do parametro de ordem (ao

lado), principalmente para redes maiores.

Figura 5.25:Funcdes de escala universais para o parametro de ordem éedae a suscetibili-
dade (direita) nas proximidades do ponto criti¢p;). = 5,0568 com A\ = -3, n = 1, para
redes L = 12, 15, 18, 21, 27 e 33 . Foram utilizadas as estimativg5.20) para os expoentes

criticos.
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Pode-se ainda testar a relacdo de hiperescalonament, @28 de verificar a consisténcia

das estimativas entre si (o resultado deve ser consistemeero) :

1 3
0,5408(7) + 51,790(8) — 5 = —0,064(5). (5.22)

Observa-se que, no entanto, o resultado ndo € consistentgero. Isto pode dever-se a nao
consideracao de todas as fontes de erro, sobretudo a datdstioho ponto critico. Contudo, a
hipGtese de erro sistematico ndo esta descartada, e malagi®s, proximas e afastadas do ponto
tricritico, séo necessarias para analisar este caso.

Os valores estimados dos expoentes para esta regiao do edegagrametros\(= —3, n = 1)
sdo comparados com os da literatura na tabela 5.3. Nota&elam divergéncia com a literatura,
maior do que as estimativas de erros. Isto evidencia a agiatéle correcdes de escala nos ex-
poentes criticos, supostamente existentes ao aproxgr#-3onto tricritico [21].

A fim de evitar essas correcdes, analisamos em seguida ur@ia degtransi¢cdo continua con-

sideravelmente afastada do ponto tricritico, definidagppzametros
A=25,1n=0. (5.23)

Efetivamente, ao anular a constante de acoplamento séasitzanos considerando a teorig ,
ou o0 modelo de G—L (néo estendido).

A Figura 5.26(a) permite uma estimativa do ponto critico@yeaao caso anterior. Nesta, o
cruzamento entre as curvas das redes maiores ocorre ®m-44,914 . Limitando novamente a

precisdo em quatro algarismos significativos, tem-se
(p)e = —44,914 ~ —4491 . (5.24)

Devido a falta de uma estimativa quantitativa do erro naesg#o acima, considera-se na figura
uma imprecisao no ultimo algarismo significativd/{ = 0,01), delimitada por linhas verticais
tracejadas.

Para a mesma simulacdo, um escalonamento do méaximo dailsilideete (quarta linha de

(5.10)) foi realizado e mostrado na Figura 5.26(b). O reslaltobtido foi
L = 1,960(6) , (5.25)

no qual o erro novamente refere-se ao desvio padréo do &uétedo dos minimos quadrados).
A seguir, novas simulagdes sao feitas no ponto critico gaatente a regido anterior, incluindo

também, porém, os pontos delimitados pelas barras de emioai® da Figura 5.26(a), como é
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vv = 1,960(6)
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(a) Cumulante de Binder. A estimativa d@;). corres- (b) Escalonamento de (5.10) (quarta linha). O coefi-
ponde a linha vertical cheia, enquanto a incerteza é regieite angular do ajuste linear corresponde a estima-

sentada pelas linhas tracejadas. tivade v/v .

Figura 5.26:Regido de transi¢do de segunda ordem 25, n = 0), afastada do ponto tricritico.

mostrado nas figuras 5.27 e 5.28. Todos os escalonamentastesagao realizados entdo para
os trés pontos, consistindo desta forma em uma maneira gagaoo erro em (5.24) para as
estimativas dos expoentes, de forma semelhante a reabnad@]. Os desvios obtidos sédo con-
sistentes com a impreciséo de cada ajuste, exceto para dxasagnetizacdo, onde 0s primeiros
sédo aproximadamente 3 vezes maiores do que 0 erro nos gjogesconsideramos 0s desvios
uma boa estimativa final para os erros dos expoentes cabsul@ddm-se entdo, para as estimativas

diretas dos expoentes dos escalonamentos,

[1] "~ 1,960(6)

v
v
HA——
. ,975(8)
g = 0,5222(66)
1
= 1.33639). (5.26)

onde a primeira linha refere-se ao resultado (5.25). Os eowespondem sempre ao maior desvio
verificado para a estimativa. As duas estimativas tdeestdo de acordo aproximadaméntentro
de 1A. Escolhemos a estimativa obtida pelo escalonamento no pdtito (segunda linha), dada

a estimativa mais confiavel do erro neste caso.

6A corresponde & soma das estimativas de erro dos valoressmoles /v).



CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS 83

014
; dUL ~ L— /v
0,08 dpl
o,os-f = (p,), - Ap
* (p,),
4 (p), t Ap

1/v

(), - dp 1,314 (31)
(®,), 1,336 (15)
(), + Ap 1,375 (29)

0,04

Figura 5.27:Escalonamento dé.10) (primeira linha) no pontg, = —44,91, A =25, n =0
para redesL = 15, 18, 21, 24, 27, 33. O coeficiente angular do ajuste linear corresponde a

estimativa del/v .

Os resultados individuais para os expoentes criticos nagitdo do espaco de parametras<

25, n = 0) ficam

B3 = 0,391(17)

v = 1,48(5)
v = 0,749(23)
n = 0,025(8), (5.27)

onde o expoente é obtido da primeira linha de (3.21).

Pode-se ainda conferir a consisténcia dos resultadogatda/quarta linha da relacéo (5.12),
usando a localizagdo dos picos da suscetibilidagg.§ obtidos na primeira simulacéo e a es-
timativa do expoenter , para assim estimar novamerig).. O resultado deve ser compativel
com a estimativa (5.24). Dessa forma, na Figura 5.29 é obtlanto critico, pela estimativa do

coeficiente linear de,,,.. x L'/ . O resultado obtido,
(p)e = —44,914 ~ —44,90(4) , (5.28)

esta de pleno acordo com (5.24).
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(), - A0 1,974(2)
(), 1,975(4)
(), * 2p  1,983(3)

-0,5159(5)
0004 (p,), -0,5222(15)
(b)), +Ap  -0,5288(10)
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(a) Escalonamento de (5.10) (segunda linha). O codfy) Escalonamento de (5.10) (terceira linha). O coefi-
ciente angular do ajuste linear corresponde a estimativante angular do ajuste linear corresponde a estimativa
de 3/v. de v/v.

Figura 5.28:Escalonamento da magnetizacao (esquerda) e da susaiiai(direita) no ponto

(p)e = —44,91, A =25, n =0 pararedesL = 15, 18, 21, 24, 27 e33, em escala logaritmica.

Como ultimo teste, a relacdo de hiperescalonamento (3.2a8)célada para este regime de

transicao, utilizando para/v a estimativa (5.25)
1 3
0,5222(66) + 51, 960(6) — 5 = 0,0022 £+ 0,0096 (5.29)

e a estimativa dada na segunda linha de (5.26)

0, 5222(66) + %1, 975(8) — g = 0,0097 + 0,0106 . (5.30)
Ambas as estimativas sdo consistentes com zero, emborarcegablhido como estimativa final
do expoentey/v (5.26) tenha se mostrado menos acurado no célculo acima.

Na figura 5.30 sdo mostradas as funcdes de escala (5.11ppmragido de transi¢cao, utilizando-
se as estimativas (5.26) e (5.24). A precisédo obtida mosteayrande em todo o intervalo consi-
derado dep,, principalmente paréd).

Como resultado final desta secao, abaixo foram dispostabela a3 as principais estimativas
feitas na literatura para os expoentes criticos da classmidersalidadeO(4) 3d, utilizando o

modelo escalar ou o de Heisenberg.
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Figura 5.29: Escalonamento dé5.12) O coeficiente linear fornece a estimativa gg). . O

resultado é consistente com o obtido @&n24)
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(a) Funcéo de escala do pardmetro de ordem. (b) Funcéao de escala da suscetibilidade.

Figura 5.30:Funcdes de escala analogas as da Figura 5.25 para 25, n = 0 , proximas do

valor critico (p;). = —44,91 . Foram usadas as estimativés26)para os expoentes criticos.
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Método ref. v o 16} n

MC este trabalho 0,763(5) 1,366(12) 0,413(3) 0,210(3)

MC este trabalfo 0,749(23)  1,48(5) 0,391(17) 0,025(8)

MC [10] 0,749(2)  1,471(5)* 0,388(11)* 0,0365(10)
MC [49] 0,739(2)* 1,461(6)* 0,3785(6) 0,024(2)*

MC [45] 0,7525(10) 1,476(3)* 0,391(3)* 0,0384(12)
MC [9] 0,7479(90) 1,477(18) 0,3836(46) 0,0254(38)
AT [46] 0,750(3) 1,474(4) 0,388(6)*  0,035(9)*

expansda- [47] 0,737(8)  1,447(18)* 0,382(6)* 0,0360(40)
TP.d=3  [47] 0,741(6)  1,456(15)* 0,384(5)* 0,0350(45)

Tabela 5.3:Estimativas de expoentes criticos encontradas na litesaiodas as referéncias sao

encontradas em [10]) e obtidas neste trabalho (primeirdéhpara a classe de universalidade

O(4) emd = 3. Os expoentes marcados com * foram calculados a partir deoswgxpoentes

fornecidos nas referéncias, usando as relagdes de hipseett.21)e (3.22) * Expoentes cal-

culados préximo ao ponto tricritico\(= —3, n = 1). ® Expoentes calculados longe do ponto

tricritico (A = 25, n = 0).
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5.5 Diagrama de fases

Para finalizar a andlise, o diagrama de fases obtido da t¢biia4) é exposto na Figura
5.31, para valores do parametro séxtigo= 0 e n = 1. No primeiro caso, correspondente a
teoria¢®, somente ha transicdes continuas, enquanto no segundsasgimes de transicéo sdo

delimitados pelo ponto tricritico determinado na secao 5.3

--A-- primeira ordem
10 —sa— segunda ordem
5 10 15 20 25 O ponto ftricritico
0 .\ 1 1

10 ] 7\‘ . 5 I1 0 I’l 5
220 ]

p l
-30 1

P o] n=0 .
L 6 T

.50

(@) (b)
Figura 5.31:Diagrama de fases da teorig® O(4) em trés dimensdes, para= 0 (esquerda) e

n = 1 (direita).



Capitulo 6

Conclusao e perspectivas

Neste trabalho foram estudadas as propriedades de tesg@ares com simetria interad4)
em trés dimensdes, através de simulacdes de MC do modeloldes&ndido com interacdes do
tipo A\¢* + n¢®. A implementacdo do método para o modelo esasidoi verificada , através da
comparacao com alguns resultados prévios de [42].

O ponto tricritico do modelo, onde ocorre a juncao das lirdetansicdo de primeira e se-
gunda ordens, foi localizado para= 1 através de duas formas distintas (analise de histerese e
evolucao das condic@es iniciais), e os resultados obtmtasf compativeis entre si.

Tendo separado as regides com diferentes regimes de &ankicam feitas analises de FSS
em duas regides proximas ao ponto tricritico, porém, densrdiferentes de transicdo, assim
como em uma regido de transi¢ao continua longe do pontiitiacfcaracterizando uma transicao
“forte” de segunda ordem).

O resultado obtido para o escalonamento (3.23) na regificacde primeira ordem esta de
acordo com o previsto [28], embora, como nesta referéngaakdade do resultado para a funcéo
de escala (Figura 5.20) ndo tenha sido muito boa, especitdrpara redes maiores. Para obter
resultados mais precisos, seriam necessarios tempos diegcio maiores e/ou outros algoritmos
mais eficientes do que o de Metropolis ou de Wolff para estedgtransicao (p. ex., algoritmo
multicandénico).

Nas regides de transicdo de segunda ordem, os expoenigssalddos pelas equacdes (3.6)
e (3.20) foram estimados através da andlise de FSS, e omdesutomparados com outros da
literatura na Tabela 5.3. Longe do ponto tricritico, os expies calculados neste trabalho estéo
plenamente consoantes com os da literatura, especialreen{d0, 9]. As fun¢des de escala

da magnetizacdo e da suscetibilidade também foram obtimasuacesso, confirmando a grande
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acuracia na determinacdo dos expoentes criticos. Proamor#o tricritico, porém, observam-se
desvios significativos nos valores dos expoentes, acima&stanativas de erro. Apesar de nao
ter sido feita uma andlise rigorosa dos erros neste casesokados evidenciados pelas funcdes
de escala mostram uma preciséo razoavel na estimativa dosrées, comparavel a da analise
anterior (longe do ponto tricritico). Isto evidencia a &xixia de correcdes de escala nos expoentes
na “zona tricritica”, discutidas em [21].

Por ultimo, € mostrado o diagrama de fases para o modeloycem, correspondente a teoria
#* O(4) (onde somente ha transi¢des continuas),€ 1.

A comparacédo exitosa dos expoentes criticos estimados delmwabalhado (em transicoes
de fase continuas) com os do modelo de Heisenbétg comprova que ambos estdo na mesma
classe de universalidade. Porém, consideroy-se( nesta analise, sendo efetivamente conside-
rado entdo o modelg?*. A futuro pretende-se estimar os expoentes em uma regid@musEgio
de fase continua com # 0 longe da regido tricritica, a fim de confirmar a universal@pdra o
modelog®. Ja que as duracdes das simulacdes realizadas foram maslgrexturar-se-a também
aumentar a estatistica para futuras simulacoes.

No presente trabalho, considerou<se- 0 na agéo (2.7). No entanto, comparacgdes das teorias

escalares diretamente com a QCD envolvem [13, 8] estimadésge escala da forma
MRV = [t/ (6.1)

onde M € a magnetizacad, € o campo magnético externa &€ a temperatura reduzida para o
modelo de Heisenberg. Neste, a correspondéncia com a QCDtsseldaindo 2~ como a massa
dos quarks eM como o condensado quiral (1.5). Buscar-se-a uma relacae tipsspara o
modelo escalaf(4), a fim de comparéa-lo com a QCD da mesma maneira.

Ainda no contexto de comparac¢des com a QCD, outra andlisetelesse seria estudar as
correcbes dos expoentes criticos, bem como analisar fard@escala, na regido tricritica, de
forma que relagbes entre as massas dos quarks (sobretudadatange) e a localizagdo do

ponto tricritico possam ser estabelecidas [6].



Apéndice A
Atualizacao local do campo

No tocante aos algoritmos de MC, a definicdo das atualizag@as|dos campos € funda-
mental para a obtencdo de bons resultados. Além de gerataoente a distribuicdo desejada
de probabilidades de estados, € necessario que a condigiigadicidade seja satisfeita. Neste
sentido, a definicdo (4.10) é indicada e normalmente utiéiZ42, 10], visto que nao restringe
os valores do campo a algum intervalo limitado, o que signifige, a principio, cada uma das
componentes dos campos pode assumir qualquer valat;real—oc, oo). 1Sso ndo seria 0 caso

atualizando, por exemplo, os campos da forma
0:(7) — Oi(7) =b-7ra), ra) =[-1,1], (A1)

de maneira que os campos fossem limitados ao intetyato(—b, b).

Quanto ao valor deb em (4.10), como comentado na secado 4.3, deve-se ajustaalegu v
de forma a ser o maior possivel, sem reduzir a taxa de aceitag#o abaixo deé),5 . Neste
caso, interferiria na qualidade do algoritmo, alterandoexipdo na geracao de estados com a
probabilidade desejada, além de deixar o algoritmo mais,lelemorando muitos passos para
fazer alteracdes no campo. Na tabela A.1, € mostrada a taia deéaceitagdo aproximada para
diferentes valores deb. As médias sdo tomadas considerando diferentes regidespagede
parametros, sendo a diferenca do valor da taxa entre asdedmsada e simétrica do campo da
ordem de20 a30% (préximo a uma regido critica). Vé-se que os valores maidees tém uma
taxa de aceitagcdo muito pequena, nao sendo, portanto, aEyuLogo, o caso que melhor se
ajusta as condicOes descritas acima é

b =10,6. (A.2)

Por conseguinte, esse é o valor escolhido nas atualizagésas o campo, tanto no algoritmo de
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Metropolis quanto no de Wolff.

b | taxa de aceitagap
0,3 0,42
0,4 0,31
0,5 0,26
0,6 0,13
0,75 0,07

Tabela A.1:Estimativas da taxa de aceitacdo média para diferentesr@alde b em(4.10) A

melhor escolha corresponde @@= 0, 6.



Apéndice B
Condicbes de contorno periodicas

Para reduzir efeitos de rede finita [48], sdo consideradadig@es de contorno periddicas na
rede, i.e., ndo ha bordas “livres”, e todos os sitios possu@mesmo numero de vizinhos. Um

exemplo classico sdo as condigGes periddicas toroidais
O(x) =0(x+al &) i=1,2,....d. (B.1)

Para este trabalho, contudo, foram utilizadas condicoe®a®rnohelicoidais A diferenca
desta para as do tipo toroidal estd em que, em uma das dinsens@xtremos se conectam como
uma “hélice”, como mostra a Figura B.1 para uma rede bidinoeasi Desta forma, espera-se
maximizar a eficiénca do acesso, na memoria RAM, dos valormazanados dos campos em
cada sitio da rede [32].

Vale lembrar que, no limite ao continuo, espera-se que @sgfie tamanho finito se anulem

e os resultados independam das condi¢des iniciais esaslhid

!Pode-se imaginar uma rede bidimensional com condi¢Gesrteroo toroidais como um plano que se “fecha”

no formato de um toroide.
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1 2 3 4

13 14 15 16 1
® ® @ ®

9 10 11 12 13
[ ® L ®

5 6 7 8 9
® ® L ®

1 2 3 4 5
e ® | ®

Figura B.1: Condicdes de contorno helicoidais em uma rede bidimensio@a nameros dis-
tinguem os sitios da rede, representados pelos pontos. tAm@des representadas pelas setas

vermelhas indicam condi¢des de contorno helicoidais.



Apéndice C
Algoritmo local

Neste apéndice € mostrado um fragmento do codigo que resletaalizacdes locais descrito

na secdo 4.3. Comentarios sdo antecedidos/pona mesma linha.

void LatticeSweep()
{
double Cp_Viz[N], novo_Cp[NJ;
double Delta_S=0.0, Cp_Sqg =0.0, novo_Cp_Sq=0.0, proj=0, S q_Viz=0;
for (x = 0; x < VOL; x++) /I atualizagdo cada ponto da rede
{
for (i = 0; i < N; i++)
{
Cp_Viz[i] = Cplup]li] + Cp[down][i] + /I calcula soma
Cp[left]li] + Cp[right][i] + /I dos vizinhos
Cplfront][i] + Cp[behind][i];
novo_Cpli] = Cp[x][i] + random * b /I novo valor para a
/I componente [i] do campo
novo_Cp_Sq += novo_Cp[i] * novo_Cpl[i];
Cp_Sq += Cp[XJlil  * Cp[[i:
Delta_S += (Cp[x][i] - novo_Cpli]) * Cp_Viz[i]; /I variacdo do termo
/I cinético da acéo
}
DeltaS += MLSQ =* (novo_Cp_Sq - Cp_Sq) +
LAMBDA+* (novo_Cp_Sq * novo_Cp_Sq - phi_Sq * Cp_Sq) +
ETA » (novo_Cp_Sgq =* novo_Cp_Sq * novo_Cp_Sq - Cp_Sq * Cp_Sq * Cp_Sq);
if (DeltaS < 0 || ranmar() < exp(-Delta_S)) /I testa se aceita a mudanca
for (i = 0; i < N; i++)
CpIx][i] = New_Cpl[i;
}
for (i = 0; i < N; i++) /I sobre-relaxacéo
proj +=  Cp[x][i] * Cp_Viz[i];
Sq_Viz += Cp_Viz|i] * Cp_Vizli];
}
for (i = 0; i < N; i++)
Cp[x]li] = -Cp[x]li] + 2 * proj * Cp_Viz[i] / Sq_Viz;
}
}

Caodigo 1:Fragmento de atualizacdo local dos campos usado nos afgostde Metropolis e de
Wolff, com sobre-relaxacao.
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