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Resumo

Neste trabalho, usando o formalismo da integracao funcional, sao calculadas funcoes
de correlacao envolvendo a anomalia de calibre e operadores invariantes e nao-invariantes
de calibre, no contexto do modelo de Schwinger anomalo. Os resultados sao similares aos

obtidos anteriormente no ambito do modelo de Schwinger quiral.

Abstract

In this work, using the functional integral approach, we compute correlation functions
involving the gauge anomaly and gauge invariant and non invariant operators, in the
context of the anomalous Schwinger model. The results are similar to the ones obtained

previously in the chiral Schwinger model.
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Capitulo 1
Introducao

Nem toda simetria que ocorre em uma teoria cldssica é preservada apds sua quan-
tizagdo. Quando acontece da simetria ser violada no nivel quantico, diz-se que tal si-
metria é andomala. Anomalias podem ocorrer em diversos tipos de simetrias [1]. No
caso de simetrias continuas, elas sao caracterizadas por um operador A que representa a
quadridivergéncia de uma corrente de Noether, impedindo-a de ser nula. No entanto, de-
vido ao papel central que desempenha na compreensao das interagoes fundamentais entre
particulas elementares, ¢ comum exigir que a simetria de calibre seja preservada no nivel
quantico, ou seja, que A = 0. Caso isso nao aconteca, identidades muito importantes
(Ward-Takahashi, no caso abeliano, e de Slavnov-Taylor, no caso nao abeliano) nao sao
satisfeitas e, consequentemente, nao ha o cancelamento das divergéncias necessario para
tornar a teoria perturbativamente renormalizavel [2,3]. Este raciocinio desembocou na
condi¢ao de cancelamento das anomalias de calibre, que foi importante para a previsao, no
nivel do Modelo Padréao, de que o nimero de familias de léptons (agrupados em dubletos
de SU(2);) tivesse que ser igual ao nimero de familias de quarks (agrupados da mesma
forma) [4].

Na década de 1980, no entanto, surgiram varios trabalhos que, embora tratassem de
modelos bidimensionais, indicaram a possibilidade de uma teoria quantica de campos
com anomalia na simetria de calibre ser consistente, i.e., ser unitaria e renormalizavel. O
trabalho seminal foi o de Jackiw e Rajaraman [5] que mostrou a unitariedade da Ele-
trodinamica Quantica Quiral em (1 + 1)-dimensoes (também chamada de modelo de
Schwinger Quiral (MSQ), ver secao 2.3) quando a teoria é completamente quantizada.
Faddeev e Shatashvilli [6] e pouco depois, Harada e Tsutsui [7] e Babelon, Schaposnik e
Viallet [8] desvendaram um mecanismo de restauragdo da simetria de calibre que nos dé
uma imagem das teorias de calibre anomalas mapeadas em teorias sem anomalias que, em
principio, nao teriam problemas com renormalizabilidade. Ainda em (1 + 1)-dimensoes,
foi analisada a relagao entre a teoria original e a teoria mapeada, mostrando, de diversas
maneiras, a sua equivaléncia [9]. Também foi realizada a renormalizacao exata de modelos

com simetria de calibre anomala abelianos e ndo massivos em (1 + 1)-dimensdes, como o



jé citado MSQ [10].

Com estes trabalhos, nasceu a expectativa da restauracao da simetria de calibre ao
quantizar completamente — ou seja, considerando o campo de calibre dinamico e nao
externo — uma teoria anomala em dimensao arbitraria. Neste sentido, Lima, Chaves e
Dias [11] conseguiram mostrar, usando argumentos baseados em propriedades simples da
integracao funcional, que o valor esperado no vacuo da anomalia de calibre é nulo, numa
teoria na qual férmions quirais interagem minimamente com campos de calibre abelianos
ou nao-abelianos, qualquer que seja a dimensao considerada. Além disso, os mesmos
autores mostraram que a insercao da anomalia em fungoes de correlagao de operadores
invariantes de calibre se anula. No entanto, nada podia ser afirmado conclusivamente
em relacao a insercoes similiares em funcoes de correlacao de operadores nao-invariantes
de calibre. A investigacao desta questao em dimensoes arbitrarias ainda estd por ser
estudada.

Tais resultados remeteram a questao, novamente, para (14 1)-dimensoes onde, devido
a solubilidade exata de varias teorias, ha como investigar o comportamento da anomalia
de maneira exata. Isso levou a consideracao do MSQ, com célculos explicitos confirmando
os resultados gerais e com resultados nao-nulos para a insercao da anomalia de calibre em
fungoes de correlagao de operadores nao-invariantes de calibre [12]. Neste modelo, a ano-
malia nunca se anula pois nao ha um esquema de regularizacao que preserve a simetria de
calibre. Uma questao importante apareceu: qual seria o comportamento da anomalia em
um modelo bidimensional onde a presenca da simetria de calibre pudesse ser vista como
opcional — ou seja, onde exista uma prescri¢ao de regularizacao que preserve a simetria de
calibre? Tal modelo é exatamente a Eletrodinamica Quantica Veorial, também conhecida
como modelo de Schwinger. Caso fosse utilizado um método de regularizacao formalmente
invariante de calibre, ter-se-ia simetria de calibre quantica (e, portanto, anomalia nula).
Caso contrario, obter-se-ia uma anomalia de calibre. O modelo de Schwinger, com ano-
malia de calibre, é chamado de Eletrodinamica Quantica Vetorial Anomala, ou modelo
de Schwinger Anémalo (MSA).

Neste trabalho, foi considerado o comportamento da anomalia de calibre quando in-
serida em fungoes de correlacao gerais, no MSA. Um resultado nulo destas insercoes
poderia indicar a trivialidade do MSA pois, com todas as fungoes de correlagoes envol-
vendo a anomalia sendo nulas, a propria anomalia deveria ser nula, o que levaria a um
passo da nulidade do proprio campo de calibre, situacao na qual nao haveria interacao.
Os resultados encontrados por meio dessas andlises serao exibidos mais adiante.

A discussao foi organizada como descrito a seguir. No capitulo 2, serdo revisados
alguns conceitos fundamentais da teoria de campos, no que diz respeito as simetrias e a
sua violacao. Assim, na secao 2.1, serd discutido o formalismo Lagrangiano dentro do qual
destaca-se o teorema de Noether. Na secao 2.2, serao feitas algumas consideragoes sobre

a algebra de Clifford do espaco de Minkowski bidimensional, sendo demonstradas vérias



identidades peculiares desta dimensao, que serao lteis para os calculos subsequentes. Na
secao 2.3, serd discutida a anomalia de calibre em teorias abelianas. Por sua vez, no
capitulo 3, serd apresentado o modelo de Schwinger, tanto na sua versao classica como
quantica (MSA). Dessa maneira, na se¢ao 3.1, serd discutida com mais detalhes a ac¢ao da
teoria. A seg¢do 3.2 apresentard um calculo minucioso da agao efetiva do modelo. Devido
ao fato de estar em (1 + 1)-dimensoes, é possivel encontrar uma dependéncia quadrética
no campo de calibre no funcional gerador, o que serd feito na secao 3.3 . Na secao 3.4,
encontrar-se-a o operador que representa a anomalia de calibre. Finalmente, no capitulo
4, serao calculadas explicitamente varias fungoes de correlagdo do MSA, tanto bosonicas
(se¢@o 4.1) quanto fermionicas (segao 4.2). O ultimo capitulo apresentard a conclusao e
as perspectivas futuras.

Ao longo de toda a dissertacao, sera utilizada a convencao da soma de Einstein. Além

disso, as letras gregas pertencerao ao conjunto {0, 1}.



Capitulo 2
Aspectos da Teoria de Campos

Neste capitulo, estao reunidos varios topicos concernentes a teoria de campos que
serao importantes neste trabalho. Quando a teoria é relativistica, os campos sao definidos
no espago-tempo de Minkowski n-dimensional. Neste contexto, as coordenadas espaco-

temporais sao denotadas por
= (t,x) = (xo,xl, . ,x"‘l) (2.1)

enquanto o operador gradiente é dado por

0

~ D

8H - (815, V) . (22)
Como foi dito na introducao, serao considerados modelos bidimensionais. Ou seja, ao
longo de toda a dissertacao, vamos considerar n = 2, a nao ser que se diga o contrario.

Além disso, serd assumida a assinatura (4, —).

2.1 Formalismo Lagrangiano

Uma teoria classica de campos consiste em um sistema mecanico descrito por um con-
junto com um numero infinito e continuo de graus de liberdade. Neste caso, a Lagrangiana
¢ um funcional dos campos L = L [(ba(a:), gba(x)} — i.e., uma aplicacao de valor real cujo
dominio é algum espaco de funcoes. Ao longo de todo o texto, serao consideradas apenas
teorias de campos locais, cuja Lagrangiana L pode ser escrita como a integral sobre um
funcional £ = L[¢,, 0,¢,] dependente dos campos ¢, e de suas derivadas primeiras 0,¢,,

conhecido como densidade Lagrangiana:

L(t) = [ doLlon, 0,0 2.3)

Naturalmente, no caso de uma teoria relativistica, a densidade Lagrangiana deve ser



um escalar de Lorentz. Os termos bilineares, isto é, que possuem exatamente dois campos,
sao chamados de cinéticos. Sao estes termos que descrevem o comportamento do campo
livre (nao-interagente). Além disso, quando um campo possui derivadas temporais em
seu termo cinético, diz-se que ele é dinamico ou propagante. Por sua vez, as interagoes
sao descritas por termos com mais de dois campos.

O chamado principio da minima acao diz que quando um sistema fisico evolui de uma
dada configuragao para uma outra no intervalo de tempo [t1, t5], ele percorre o caminho

no espaco de configuracoes que faz da acao

5= / dt (1) = / P Llbu; D] (2.4)
um extremo (em geral, um minimo), i.e., % = 0. Assim, os campos ¢,(x) que compoem
tal sistema fisico devem obedecer a equacao de Euler-Lagrange:

oL ( oL )
— —0,| =——— | =0. 2.5
56, "\ 80,00 25)

Com efeito, a variacao da acao é dada por

[ e 0L oL
6S = /d T :a%(sqsa + —8@%)5@%)]
— / d*x %wﬁ—agﬁd) )@(5%)}
L a n¥a

_ [ |25 (L )_ (L) ]
/d:v_a%égba%—au 50,009%) % (50,0 ) °e (2.6)

Agora, assumindo que os campos anulam-se tanto no infinito temporal como no espa-

cial, pode-se desprezar os termos de superficie e a variacao 0S5 reduz-se a

68 = /d% {gg -0, (%)} o (2.7)

Portanto, como por hipétese os campos sao todos independentes, a equacao de Euler-

Lagrange (2.5) decorre do principio da minima agao.

2.1.1 O Teorema de Noether

O famoso teorema de Noether diz que a cada transformagao de simetria global continua
associa-se uma lei de conservacao. Mais especificamente, se um grupo de transformacoes
continuas dos campos ¢, altera a densidade Lagrangiana £, no méximo, por uma di-
vergeéncia, isto é,

L— L =L+0L, com éL = d,S", (2.8)



entao

Oyt =0, (2.9)
em que
oL
= 2 5, — SH 2.10
5(6,00) (210
De fato, seja
Ga(@) — ¢ () = da() + 0¢0(2) (2.11)
uma transformacao infinitesimal tal que 0L = 0,5*. Usando as equacoes de Euler-
Lagrange, tem-se
oL oL
0L = —00, + =————0(0,¢4
a¢a gb a(aﬂ¢a) ( NQS )
oL oL oL
=|=——-0,| ==—— || 0¢s + O (—5 a)
55~ (aaa )| 2+ o (e
oL
=0, | =————0¢. | . 2.12
[ (a(auﬁba) gb ) ( )

Por sua vez, como a densidade Lagrangiana pode ser alterada pela divergéncia de um

vetor S*, conclui-se que

oL ) oL
au (m5¢a) = a,u‘swa Le., au (m5¢a - SM) = 0. (213)

Nota-se que para ser obtido um resultado nao trivial, S* deve ser determinado sem o
uso das equagoes de movimento. Como consequéncia do teorema, é conservada a seguinte

grandeza
Q= [ djla) (2.14)

conhecida como carga de Noether. Isto pode ser visto da seguinte maneira: devido a

conservacgao da corrente de Noether, tem-se

/ dx 9", = 0. (2.15)

Por outro lado, supondo que os campos tendam a zero no infinito de forma suficiente-

/dxa“jﬂz/dxﬁojo—l—/dx(Vj)
: ' WO
= dl’]0+ J-n
de’o

d
= — [ dz 5. 2.16
dﬂ?o T Jo ( )

mente forte, vale que



Por fim, substituindo (2.16) em (2.15), conclui-se que

L dzjo@) =0, e, 8Q=0. (2.17)
d!L’[)

2.1.2 Método Funcional

Equivalente ao processo de quantizagao canodnica, na década de 1940, Feynman [13]
propos um novo método de quantizacao de uma teoria classica descrita por determinada
Lagrangiana. Tal método baseia-se na integracao funcional através da soma de todas as
configuragoes possiveis dos campos. Por simplicidade, considere um campo escalar real.

Neste caso, as fungoes de Green da teoria sao dadas por

Gn(x1,... xn) = (0T [(x1) ... (x,)]] 0), (2.18)

em que |0) denota o estado fundamental (vdcuo). Devido ao operador de ordenamento

temporal T, tem-se
Gn(l'g(l),...,svg(n)) = Gn(xl,...,xn), (2.19)

para toda permutacao o € S, em que S,, denota a colegao de todas as bije¢oes do conjunto
{1,2,...,n}. Além disso, como o vécuo é invariante por translagoes, qualquer que seja o

vetor at, vale a seguinte identidade
Gn(xy+a,...,0,+a) = Gpxy, ..., xp) (2.20)

de modo que G,, depende apenas das diferencas z; — z; das coordenadas. A principio,
a teoria pode ser reconstruida conhecendo-se todas as suas fungoes de correlacao ou,

equivalentemente, o funcional gerador Z[J] da teoria, definido por

Z[J] = Z %/d%l P J(21) o T (2 G0, - T)
m=0 ’

= <;)'Texp {z’/d% J(:c)<p(x)] ‘ 0>, (2.21)

sendo J(z) uma fungao escalar. De fato, é possivel obter qualquer uma das fungoes de n

pontos por meio das derivadas funcionais de Z[J] com relacao a J:

N VAN
= STy 0w

Gn(T1,...,x,) = (2.22)

J=0

Para verificar isso, basta substituir a expressao (2.21) em (2.22) e fazer as derivadas



funcionais:

0J(x1) ... 0J(Tn) | ;g
— (" S ﬁ 2 2 o"
_(_; nﬁ 2 2 o"
= (—1) oy d°y;...d ynG"(yl"”’y">6J(x1)...5J(xn)J(y1)'”J(y">
1
= E Gn(aza(l), Ce ,ZCU(n)) = Gn(azl, e ,:L’n). (2.23)
" oeSy,

Na antepentltima igualdade, foi utilizado o fato das derivadas funcionais serem nulas
quando n > m e anularem-se ao colocar J = 0 quando n < m; enquanto na ultima
igualdade foi utilizada a Relagao (2.19). No entanto, é evidente que para a equacao (2.22)
ter alguma utilidade, o funcional gerador deve ser calculado sem o emprego das funcoes
de Green. Isso é possivel com o auxilio da integral funcional na medida em que pode-se

mostrar que o funcional gerador é dado por [14,15]

Z|J]=N / dyp exp [iS[@] + i / d*x J(x)cp(x)] (2.24)

sendo N um fator de normalizacao. Usualmente, escolhe-se N de forma a assegurar que

Z[0] = 1. Neste caso, tem-se

1
Dessa maneira, substituindo esta nova expressao do funcional gerador em (2.22),
obtém-se
Gola x)—(—z’)”N/d o ex z’S[]+i/d2 TW)e()
n\4Lly---ydn) — gpéJ(l'l)(SJ(mn) p 2 Yy y)p\y o
_N / do ¥ (z1) . o). (2.26)

Os casos espinorial e vetorial sao inteiramente andlogos. No entanto, considerando
que os campos espinoriais devem obedecer a estatistica de Fermi, as fungoes de Green da
teoria devem ser antissimétricas e, para garantir isso, os campos ¥ e ¥ sao acoplados com

as fontes 1 e n, respectivamente, que tomam valores na algebra de Grassmann:

Zln. 7] = <0 ’Texp {@ / P (A(z)(z) + @b(:}:)n(x))} ' o>. (2.27)

Por outro lado, ao quantizar qualquer teoria de calibre deve-se primeiro fixar o calibre

a fim de evitar as redundancias geradas por esta simetria.



2.2 Algebra de Clifford

Nesta segao, serao demonstradas algumas identidades relacionadas a algebra de Clif-
ford do espaco de Minkowski bidimensional que serao uteis posteriormente. Tal algebra é

gerada pelas matrizes de Dirac v* que, por definicao, satisfazem a relacao

{7 =2 (2.28)

Ao longo de todo o texto, serdo usadas as seguintes representacoes das matrizes de

01
g <1 0) 1 (2.29)

0 —1
= < ) = —ioy; (2.29b)

Dirac:

1 0

sendo o = (01, 02, 03) as matrizes de Pauli. Assim, observa-se que a matriz ° é hermitiana

enquanto 7! é anti-hermitiana:

(V)" =% (2.30a)
(YHF =" (2.30b)

Por sua vez, usando as matrizes de Dirac, define-se o operador de quiralidade ~° por

1 0
=404 = = 03. 2.31
V=" (0 _1> 3 (2.31)

Esta matriz goza das seguintes propriedades:

(75)2 = Is; (2.32a)
(+*) =% (2.32b)
{75,7“} = 0; (2.32¢)

em que [, denota a matriz identidade de ordem 2. Com o auxilio da equagao (2.28), é

possivel mostrar esta ultima propriedade. No caso em que p = 0, tem-se

{75’70} — 50 404
_ (7071) ORIy (7071)
_ 70 (_7071) + (70)271
==y 49 =0. (2.33)



De maneira andloga, demonstra-se que {7°,v'} = 0. Agora, introduzindo o tensor

0

antissimétrico de Levi-Civita €,,, em que € = —e’! = 1, pode-se verificar também a

validade da identidade abaixo:
NV = €. (2.34)

Tal tensor aparece também na relagao de comutacao das matrizes de Dirac, que é igual a
V7] = —2e (2.35)

Assim, lembrando da relac¢ao de Clifford (2.28), pode-se escrever

v 1 12 1 12 v v
V= A S T = e 7. (2.36)

Além disso, outras propriedades tuteis das matrizes de Dirac sao aquelas relacionadas
aos seus tracos. Primeiramente, deve-se observar que o traco de tais matrizes sao nulos
como também é o da matriz 4°. Dessa forma, segue da identidade (2.36) as seguintes
propriedades:

tr(y"y") = 2n" (2.37)

tr(y#y"y°) = —2e". (2.38)

Para finalizar, mais uma propriedade basica das matrizes de Dirac que sera utilizada
posteriormente € a seguinte:

’Yufyya,uau = Dy (239)

sendo OJ = 0,0" o operador d’Alembertiano. De fato, utilizando mais uma vez a relagao
de Clifford (2.28), tem-se que

1 1
V" 0,0, = 57“7“5@ + 57“7”3@
1 1
= 57’”7”(%(% + 57”7"(%(%
1 12
=3 {*.7"} 0.0,

= U“Vauau =0 (240)

2.2.1 Os Operadores de Projecao

Sabe-se que a representacao de Dirac ¢ do grupo de Lorentz é redutivel e pode ser

escrita em termos de duas representacoes bidimensionais irredutiveis, conhecidas como

(Y
W= (%) . (2.41)

10

espinores de Weyl, como



Pode-se criar projetores nos espacgos dos espinores de Weyl com o auxilio do operador
de quiralidade °:
1
P = 5(1 +9°). (2.42)

Com efeito, o leitor pode verificar a validade das seguintes propriedades

P} = Py (2.43a)
P, +P =1, (2.43b)
P:tP$ = 0; (243(3)
como também as projecoes
Wy = Py (2.44)
Yr = P_1. (2.44b)

Assim, segue diretamente da identidade (2.43c) que
Pty = Puibg = 0. (2.45)

Agora, usando os resultados (2.32a) e (2.44), observa-se que os férmions de Weyl sao

autoestados de ¥° com autovalores iguais a 1 e —1, respectivamente, i.e.,

Vb =P (2.46a)
VYR = =g (2.46b)

Além disso, 1 é autoestado de P, enquanto g é autoestado de P_, com ambos

autovalores iguais a 1:

Py = P (Pyy) :Piw:PMD:wL; (2.47a)
Ppp = P (P_yp) = P*¢p = P_4) = ¢p. (2.47Db)

Por sua vez, tendo em vista a relacdo de anticomutacao (2.32c), as partes esquerda e

direita do espinor 1 = 1)T+° sdo dadas, respectivamente, por

U = PP (2.48a)
YR =Py (2.48b)

de modo que
b = Yrbr = 0; (2.49a)
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YLy bR = Yry*pr = 0. (2.49D)

2.3 A Anomalia de Calibre

Nesta secao, serao analisados aspectos relacionados a anomalia de calibre em uma

teoria de calibre abeliana bidimensional, cuja acgao tipica é dada por

S [A/“w7&:| = SG[A#] + SM [A,uawﬂz} ) (250)

em que Sg[A,] denota o termo cinético do campo de calibre, i.e.,

SclA,] = /d%; (—%FWF‘“’) : (2.51)

enquanto Sy |A representa a parte de matéria e sua interacao com o campo de
JIEE ) 5

calibre, sendo escrita como
Sur (A 00] = [ o, (252)

O operador diferencial 1) é conhecido como operador de Dirac e, no modelo de Schwin-

ger, ele é dado por

D=Dy,=id+ed, (2.53)

sendo e a carga elétrica do férmion. Neste modelo, ambos os férmions quirais acoplam-se

ao campo de calibre na medida em que

VIDyv = rPyr + opPyip. (2.54)

Por outro lado, no chamado modelo de Schwinger quiral ou de Jackiw-Rajaraman,
apenas um dos campos de Weyl acoplam-se com o campo de calibre e, neste caso, o

operador de Dirac assume a forma

D=1Dy=i)+eAPy. (2.55)

Com efeito, escolhendo-se o operador com P, , observa-se que apenas o campo 1y, é

acoplado a A,:

ﬁlpcﬂ/f = QZLpowL + YRidp. (2.56)

Pode-se mostrar que a acao do caso vetorial é invariante sob a seguinte transformacao

de calibre:
Y(z) — YWV (2) = gvip(a); (2.57a)
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V(@) — P () = d(@)gy (2.57b)

A () — A () = A (x) - %aue(x); (2.57)

sendo gy = exp(if(x)). Por sua vez, a a¢do do caso quiral é invariante sob uma trans-
formagao andloga mas com gg = exp(if(z)Py) ao invés de gy. Entretanto, se o método
de regularizagao utilizado nao for invariante de calibre, esta simetria nao é conservada no
nivel quantico fazendo com que a teoria seja anomala. No formalismo das integrais fun-
cionais, isto significa que a medida fermionica nao é invariante sob tal transformacao [4],
isto é,

dy? di? = J[A,, gldv dip. (2.58)

O jacobiano J[A,, g] depende do processo de regularizacao da teoria mas enquanto no
caso quiral nao existe nenhum processo que preserve a medida fermionica, no caso vetorial,
é possivel regularizar a teoria de modo que J[A,, g] =1 e, por isso, diz-se que a anomalia
é removivel. Este é o método usualmente encontrado na literatura. No entanto, neste
trabalho, o modelo de Schwinger sera regularizado de modo a nao preservar a medida
fermionica colocando, neste ponto, ambas as teorias em pé de igualdade.

Como a nao preservacao da simetria de calibre esté relacionada ao processo de quan-
tizagdo dos férmions, é conveniente trabalhar com uma acao efetiva na qual apenas os
campos fermionicos sao quantizados ao passo que o de calibre permanece como campo

classico externo. Assim, a acao efetiva é definida por
exp(iW[A,]) = / i exp (1S A, 5]). (2.59)
Agora, realizando uma transformagao de calibre (2.57c) apenas no campo A,,, tem-se
exp(iW[A2]) = / i dip exp (i8S [A%, 9, ))
= [ v i esp (isy [4g.07,07) (2.60)

em que na segunda igualdade foi utilizado o fato dos campos fermionicos serem variaveis
de integragdo mudas. Assim, em virtude da expressao (2.58) e da invariancia de calibre

da acao, segue que
exp(iTV]A9)]) = / J[Ay, g dt i exp (Sas [An, v, 3]) (2.61)

E importante notar que se for realizado um processo de regularizacao no qual o jaco-

biano ¢é igual a 1, a expressao anterior implica em uma acao efetiva invariante de calibre,
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ie., W[AS] = W][A,]. Por sua vez, a partir dela, geralmente, tem-se
JulAp, g] = exp (iW[A9] — iW[A,]) (2.62)
e, definindo o chamado termo de Wess-Zumino por
ai[A, 9] = WIAJ] = WA, (2.63)

pode-se escrever
J[Ay, 9] = exp(ion [A,, g]). (2.64)

Dessa forma, a anomalia de calibre ¢ definida por

5051[14#7 g]

Al 36 (x)

(2.65)

0=0

de modo que, para transformacoes infinitesimais, levando em conta que a;[A4,,1] =0, o

termo de Wess-Zumino pode ser expandido na seguinte série de poténcias funcional

2 60‘1["4#79]
1Ay, 9] = ai|A,, rl(r) ——=
Aol = ouly 1+ [ diwote) 508
= / d*z 60(x)A[A,). (2.66)
Agora, em acordo com a Definigdo (2.63), tem-se
exp (ZW[AZ]) = exp(iW[A,] +ica[A,, g])
= exp(iW[A,]) (1 +i/d2x 59($)A[A,J) : (2.67)

Por outro lado, usando a expressdo explicita de W[A9], obtém-se

exp(iW142]) = [ v i exp (i 42, 0.7))
- /d¢d¢exp (iSar [Aps0,0] ) exp <—i/d2w (@59($))¢)

_ / dip dip exp (i [Ay, ¢, 0)]) [1 i / P <au60<x>>j“<x>} L (268)

em que j*(x) = ¥(x)y*1(x) é a corrente de Noether associada a transformagao de cali-

bre (2.57). Realizando uma integragao por partes e desprezando o termo de superficie, a
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expressao (2.68) torna-se

exp(iW[AL]) = exp(iW[A,]) +i / 2 56(z) / a4 8,5 (x) exp (iSy [An, D))
(2.69)
Portanto, substituindo (2.69) em (2.67), devido a arbitrariedade de 66(x), conclui-se:

(2.70)

O rétulo “A,” colocado nos valores esperados indica que o campo de calibre nao ¢
quantizado. Esta expressao mostra claramente a nao conservacao do operador de cor-
rente no caso quantico devido & anomalia A[A,]. Se o Jacobiano for igual a 1, segue da
expressao (2.64) que oy = 0 e, portanto, em acordo com a expressao (2.65), tem-se que

A = 0. Consequentemente, neste caso, ha conservagao da corrente no nivel quantico.

2.3.1 O Cancelamento da Anomalia de Calibre

Como foi visto anteriormente, a anomalia surge efetivamente como consequéncia da
quantizacao dos férmions, com o campo de calibre permanecendo classico. A fim de
finalizar esta secao, sera analisado o comportamento da anomalia na teoria completamente
quantizada, isto é, em que a integracao funcional é realizada nos campos fermionicos e
de calibre. Mais especificamente, serd considerada a insercao da anomalia em fungoes de
correlagao com operadores O; invariantes de calibre. Neste contexto, o funcional gerador

¢ dado por
Z[\] = /dAH dvp dip exp <¢S (A, v, Y] +¢/d2x \O; [Aﬂ,zp,&]) . (2.71)

Fazendo a transformacao de calibre (2.57c) apenas no campo A,, como tanto a acao
como os operadores sao invariantes de calibre, em vista da invariancia da medida do
campo bosonico [16] e da expressao (2.58) para a medida fermionica, o funcional gerador

fica sendo dado por

Z\i :/dAu dvp dip exp (iS (A, 0] + z‘/d%: NO; [Ay, 0, ] —ioq [A,, g—l]) . (2.72)
Infinitesimalmente, como

ci[A,, —36) = — / P 56(x) A[A, ], (2.73)
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a equagao (2.72) torna-se
Z[\i] = / dA,, dyp dip exp (iS (A0, 0]+ / d*x NO; [A,, 1), m) (i) Pz 30(@) AlAL])
= Z[\] +i / d*x 66/(x) / A dip dip A[A Je(S[Anwdl+i ] @axoauwd]) (g 74)

de modo que

/dAu dip dip A[A,] exp (@S (A, v, 9] +i/d2x \O; [AM,@ZJ,@) =0. (2.75)

Dai, conclui-se que a inser¢ao da anomalia de calibre em funcoes de correlagao compostas

de operadores invariantes de calibre arbitrarios é nula:
(O[TTA(AL) O (21) - . . Op(24)]|0) = 0. (2.76)

Em particular,
(0].A[A,]]0) = 0. (2.77)

Este resultado abre a possibilidade da anomalia ser nula no subespaco de Hilbert formado
pelos estados fisicos. Entretanto, quando os operadores nao sao invariantes de calibre,

deve-se obter algum resultado nao-nulo para que a teoria nao corra o risco de ser trivial.
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Capitulo 3

O Modelo de Schwinger

3.1 Conceitos Iniciais

Como foi visto na Segao 2.3, a eletrodinamica em (1 4 1)-dimensoes que descreve
férmions de Dirac sem massa acoplados minimamente com um campo de calibre, também

conhecida como modelo de Schwinger, é dada pela seguinte acao
_ 1 _
S |:A,LL7¢7¢] = /d2x |:_ZFMVF”U + wlplp ) (31)
sendo o operador de Dirac ) definido por

D =i+ ed. (3.2)

Neste caso, realizando a analise dimensional da parte livre da acao, observa-se que os

campos possuem as seguintes dimensoes naturais

(A =0 e [¢]=[]=2 (3.3)

enquanto a constante de acoplamento eletromagnética, diferentemente do caso quadridi-
mensional, possui dimensao [e] = 1. De acordo com as equagoes de Euler-Lagrange (2.5),

as equacgoes de movimento para os campos v, ¢ e A, sao dadas, respectivamente, por

(z(? + eA) 1 = 0; (3.4a)

_ s

" (z J— eA> — 0 (3.4b)

0, F" = epyteh = ej*. (3.4c)
Deve-se destacar que a corrente vetorial j* = ¢y*¢) é conservada, isto é, Oug" = 0. De

fato, ela é a corrente de Noether associada & invariancia da a¢ao sob a transformagao (2.57)

quando considerado o caso particular em que 6 é uma constante.
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Além disso, como os férmions descritos pelo modelo nao possuem massa, a agao (3.1)

também ¢ invariante sob a transformacao quiral global, que atua da seguinte maneira':

() — Y (z) = P Y (x); (3.5a)

U(x) — ¥ (2) = (@) (3.5b)

em que 3 é alguma contante. A corrente de Noether associada a esta transformagao,
& = vy, (3.6)

¢ conhecida como corrente axial. No entanto, em uma teoria que contém férmions massi-
vos, esta corrente nao é conservada. Em virtude da identidade (2.33), as correntes vetorial

e axial sao conectadas pelo tensor de Levi-Civita como

" =g (3.7a)
= e, (3.7b)

E importante enfatizar que, em (1 + 1)-dimensoes, o tensor de Maxwell F* possui
apenas uma componente independente. Assim, o campo elétrico associado ao féton é
definido, de forma andloga ao caso quadridimensional?, por £ = F° mas nao é possivel
definir o campo magnético. Com efeito, naquele caso, o campo magnético é definido por
meio do tensor de Levi-Civita nos indices espaciais — isto é, B; = —¢;;,0; A, — mas, por
ser totalmente antissimétrico, tal objeto é identicamente nulo em apenas uma dimensao
espacial. Além disso, nao ha identidades de Bianchi ja que o dual de Hodge do tensor
de Maxwell também ¢ identicamente nulo. Dessa forma, denotando J° = p e J! = J,

pode-se escrever as equagoes de Maxwell (3.4c) da seguinte forma:

0. F = —ep; (3.8a)

3.2 A Acao Efetiva

O funcional gerador das fungoes de Green do modelo de Schwinger é dado por
_ 1 — . - . _ -
2w m,m) = /dAu dip dip exp [zs [Au, ¥, 0] + z/d% (JFAL, + T +4m) |, (3.9)

sendo N = Ny, Ny o fator de normalizagao que garante que Z[0,0,0] = 1. A fim de avaliar

a parte fermionica da integral que aparece na expressao do funcional gerador acima, serd

INeste caso, o espinor de mao esquerda 9y, se transforma como 17, — e*1);, enquanto yr — e~ P1)p.
2Em quatro dimensoes espaco-temporais, define-se o campo elétrico como E* = F0,
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feita a seguinte transformacao de translacao

() — @) = (z) - / Py G(A; 2, y)n(y); (3.10a)

D) — @) = B(z) — / Py ii(y)G( Ay v, 7); (3.10b)

em que G(A,; z,y) denota a funcdo de Green do operador de Dirac e, consequentemente,

satisfaz a relagao

DG(Ay;a,y) = G(Az,y) P =6 (x —y). (3.11)

Dessa forma, usando a identidade (3.11), a agdo pode ser escrita apds tal translagdo como
S (A0, 0] = / d*x (—iFWF“” +z/7'lD1//)

- / 2 [—Z%FWF‘“’ + Iy — / 4y PG (A 2,y )n(y)

—/d2y M(y)G(Au;y, ) DY + /dZdey’ﬁ(y)G( i U ) DG (Ays .,y )n(y')

= [ae (AR s i )

+ [ Erdyi@GAn ) (312
Analogamente, o termo das correntes se transforma da seguinte maneira

/ & (JFA, + ) + ') = / d'z (J' A, + 7 + )

~2 [ Eadya@GAi ) (3.13)

Assim, tendo em vista que a medida fermionica é invariante sob qualquer translacao,

apds a Transformagao (3.10), o funcional gerador fica sendo dado por

Z[Ju0,m] = % / dA, dy' dy’ exp [iS [A, 0 '] +i / &’z (J*A, + +@E’n)]
_ %/dAM Ay dip exp [i/d% (—;LFWF’“’ + JHA, + @MMJ)

(3.14)

—z/d% den(x)G(Au;xyy)n(y)} :

Agora, define-se a agao efetiva W[A,] por

]\z} /dl/i dip exp ( /d% @Dzﬂ) = Niwdet (D) = exp(iW[A,]) (3.15)
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e, com o intuito de remover as singularidades inerentes ao calculo do determinante, escolhe-

se o fator de normalizacao Ny como
Ny = det{id} (3.16)

de modo que

det P

WA, = . 3.17
GXp(Z [ M]) det (Za) ( )
Destarte, finalmente, obtém-se a seguinte expressao para o funcional gerador
_ 1 , 9 1 » u .
Z[Jus i) = N, dAyexp |i | d"x _A_LF‘“’F + JHA, ) +iWAL)+
' (3.18)

i d%d?m(x)G(Au;x,y)n(y)} |

Portanto, apds a translagdo (3.10), pode-se ver em (3.18) que os efeitos dinamicos
dos férmions foram incorporados a fungao de Green G(A,;x,y) e a acao efetiva W[A,].
Assim, tal acao é usada quando se deseja estudar problemas a luz apenas da quantizacao
dos férmions. Por sua vez, para conhecé-la, é preciso encontrar G(A,; z,y). Como veremos

a seguir, podemos obté-la exatamente em (1 4 1)-dimensoes.

3.2.1 Funcao de Green Fermionica

Nesta subsecao, sera realizado o calculo da fungao de dois pontos fermionica G(A,; z,y).

Para isto, propoe-se o ansatz
G4y ,y) = expli(6(z) — 6(y)] Gr(z — ), (3.19)
sendo ¢ uma funcio e Gr(z — y) a inversa do operador de Dirac ) quando A, =0, i.e.,
DG p(x —y) =0 (x —y). (3.20)
Primeiramente, observa-se que ¢ obedece a seguinte equacao diferencial
Og(z) —e (" — €7°) 0,A,(x) = 0. (3.21)
Com efeito, substituindo o ansatz (3.19) em (3.11), obtém-se
(id" + ed(w)) expli(d(z) — 6(y))] Gr(z —y) = 6@ (z —y). (3.22)

Agora, usando a regra do produto e a equacao (3.20), o lado esquerdo da equagio
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acima pode ser escrito como

(id" + eA(x)) e Gp(z —y) =
= _(Z)x¢( Je ifp(z)— GF(:E —y) + ei[¢(x)*¢(y)]i@$GF($ —y) +ed(z ) )=8(v)] Grlz —y)
= [~9"0(2) + ed(2)] G(Aus2,y) + 0 (x —y), (3.23)

de modo que, substituindo (3.23) em (3.22), tem-se

[ 6(x) — ed(z)] G(Ay;2,y) = 0. (3.24)
Consequentemente, vale a seguinte equagao

70, [V 0up(x) — ex" Ay(x)] = 0 (3.25)

Por fim, substituindo as identidades (2.36) e (2.39) em (3.25), obtém-se a equagao (3.21).

Mais ainda, denotando 9, = €,,0", ela pode ser reescrita como

Do (x) = € (1w — €un”) 0"A”(2)
—e (ay + 755,,) A”(2). (3.26)

Assim, o leitor pode verificar que a expressao
o(r)=e / d*z Dp(z — 2) (Qﬁ + 7555> At (2), (3.27)

é solugao da equacdo (3.26). Aqui, Dp(x — y) representa a fungdo de Green para o

d’Alembertiano. No caso bidimensional, ela é dada por

e~ [ o
No entanto, usando as seguintes identidades,
o / h dt e+ +) >0 (3.29)
k? 4 ie ! 0 ¢ €
e
/ Gilk Gy Hik?] 2 %—“ﬁ (3.30)

a expressao (3.28) torna-se

Dp(a:' — y) = (2;)2/0 dt etf/deei[k(acy)thkz]
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o o e (T _i(x—tm?
= (27T)2/0 dte <t€ z ) (3.31)

Dessa maneira, tomando o limite ¢ — 0, conclui-se que

Di(z —y) = ﬁ /0 N % exp [—W} | (3.32)

Nota-se que o propagador Dg(x — y) é mal definido devido a singularidade que o
integrando possui em t = 0, entretanto, tal problema nao afeta as derivadas do propa-
gador [12]. Para continuar o calculo de G(A,;x,y), deve-se agora avaliar o propagador

fermionico livre Gp(x — y). Em termos de Dgr(z — y), ele & dado por
Gp(r —y) = —id" Dp(z — y). (3.33)

De fato, utilizando a identidade (2.39), verifica-se que esta expressao satisfaz a equagao (3.20).
Dessa forma, substituindo (3.32) em (3.33), obtém-se

1 * dt = _i(z—y)?
Gr(r—y) = —47T7"/0 —Oe T
—1  dt _i(e—y)?
_ 8W7u<x_y)#/o e (3.34)

Agora, fazendo a mudanca de variavel s = %, conclui-se que

1 o is(z—y)?
Grlr —y) = 877“(56 - y)u/ dse” 1
0
g, 4
e =
_ _7“@ — Y)u
= orta g (3.35)

Portanto, tendo em vista as equacoes (3.27) e (3.35), o ansatz (3.19) se torna

G(Au;2,y) = exp [z'e / &z S, (2 7, y)A“(z)} (—H) , (3.36)

onde definimos o operador \S,, como
S, (zi2,y) = [Dr(z — 2) — Dp(y — 2)] (a; + 7555) . (3.37)

Observa-se que Gp(x —y) e, consequentemente, G(A,, z,y) sao singulares quando z =y,

o que acarretard divergéncias na teoria, como sera visto a seguir.
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3.2.2 Calculo da Acao Efetiva

Conhecendo-se a funcao de Green fermionica G(A,, z,y), pode-se calcular o determi-

nante do operador I). Formalmente, tem-se

d d —1d

%ln (det D) = T Tr (In ) = ( In lD) (lD ' ]ﬁ) (3.38)
Por sua vez, como ) = G(Au;z,y) e dlp = y"A,(x), obtém-se

In (det P) = Tr[G(Au; 2, y)v" Au()]

= /d2x tr[G(Ay; z, )7, A (), (3.39)

em que o traco remanescente deve ser feito sobre os indices espinoriais. A integral que
aparace na expressao acima ¢ divergente devido ao fato da fungao de Green G(A,;x, )
ser calculada no mesmo ponto. Assim, para contornar este problema, sera realizada a

regularizacao via separacao de pontos. Para isso, toma-se o limite simétrico do trago:

G (w5 =g)
£

+% tr [G (AM; T — g,ﬁ + 5) %] } - (3.40)

1
tr[G (A, )] = lir% {5 tr

Nesta regularizacao, a definicao do traco é ambigua ja que ele pode ser dado a menos de

um operador que tenda a identidade quando z — y. Dessa forma, tomar-se-a

y
tr[G(Ay; x,y)y,] — tr {G(Au,x,y)’yu exp <iea/ A" dzl,)} , (3.41)

sendo a um parametro arbitrario. Antes de mais nada, deve-se observar que o novo trago
¢é formalmente invariante de calibre quando a = 1 e, por isso, este é o valor normalmente

utilizado na literatura. Com efeito, sob a transformagao de calibre
Ay — A = A+ e 0, (3.42)

o trago (3.41) torna-se

v
tr [G(AL,x,y)fyﬂ exp (z’ea/ A" dz,,)] =
v
= tr {exp lz’e/d%’ S.(z;7,y) A’“(z)] Gr(x —y)y, exp (iea/ A”’dz,,) }
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y
= tr {G’(A#;x,y) Yy €XP [iea/ AY dzl,] exp {i/dzz S“(z;x,y)ﬁ“/\(z)} X

y
X exp [ia/ 0"\ dzl,] } ,

tendo sido utilizada a expressao (3.36). Mas, como temos

(3.43)

3

/dQZ Su(z 2,y) 0"A(2) = /dQZ [Dr(z — z) — Dp(y — 2)] (@ + 755“> " A(z)
= /dQZ [Dp(r — 2) — Dp(y — 2)] (D + 75%,@%@’?0/\(@ = A(z) — A(y) (3.44)

/ " A dz = Ay) — Alx), (3.45)

substituindo (3.44) e (3.45) em (3.43), chegamos ao seguinte resultado:

tr G(A;; z,y) %eieafzy AV dzu] — tr {G(A#; z,y) ,.yueieaff A¥ dz, ei(l—a)(A(ac)—A(y))} (3.46)

Dessa forma, quando a = 1, segue da expressao anterior que o novo traco permanece
invariante sob uma transformagao de calibre. Agora, redefinindo o trago como em (3.41)

e aplicando o limite simétrico, a expressao (3.39) torna-se

€ € . 2=3
G (Au§ T+ 3% 5) Yy €XP (26@/ A" dz,,)

+3
€ € , a+3
G (A#; T= 5 + 5) Yy €XP (26(1/ A" dzy>

At (x)

e—0

d 1.
T ln(det lD) =3 lim [d%x { tr

+tr

A“(a:)} : (3.47)

o

Por sua vez, como

Dp(x—l—%—z)—DF (x—%—z) ~ 05 Dp(r — z),

em primeira ordem em ¢, tem-se

Sy (z; T+ g, x — %) ~ c*0sDp(x — z) <6’; + 755j) :

Assim, substituindo a expressdo anterior em (3.36), obtém-se

—~PB
. € €\ _ . o nT 2 Az Ve
G(AM, T+ 3%~ 5) A exp [ze/sze A Dp(z — 2) (8u + 758#) A“(z)} ( )

2me2

2me?

~ {1 +ie / @220 Dp(x - 2) (9 +7°8; ) A“(z)} (‘76€5>. (3.48)

3Na primeira igualdade foi usada a expressao (3.37).
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Além disso, também em primeira ordem em &, pode-se escrever

exp (iea/ CAv dzy> ~ 1 —ieac, A7 (x). (3.49)

+5

Agora, substituindo as equagoes (3.48) e (3.49) em (3.47) e fazendo a distributiva?, temos

d 1. —Be —Pe _
ae et P) =gl | “‘{ 2 ()l M)

2mwe?

+ {ie / 22 9 D (o — 2) (a; + 755;) AV(Z)} <Lﬂ€5) %} Al () +

1. yPe vPe )
+=lim [ d*z tr{ = 2 Yo + (—B Vulieac, A7 (z)|+

e—0 2 2me?
B
: 2, a9 z 592 v YEB
+ {—ze/d 2e05Dp(x — 2) <8V +7 8,,) A (2)} (ﬁ) %} At (x)
iy f 0 {5 )
2.68,85& d2 axD B az B b 52 AU A
— | @2 05De(e = 2) [t )0 + (2 7 ) 3] A (=) | Aua)
e . agge
= ;ll_{% &2 A#(x){%nﬁ“fn(x)

ege”

c2

/ &2 82 Dp(z — 2) [nﬁ#aj - eﬂ“éj] A”(z)}, (3.50)

em que na iltima igualdade foram utilizadas as identidades (2.37) e (2.38). E importante
notar também que o termo divergente foi cancelado devido a simetrizacao do limite. Por

sua vez, usando a identidade ete” = %5277’“’, a expressao acima pode ser escrita como

d
e In (det lD) =

. Bu e’ ~
= “tim [ d?x A, (2) {%m(m) - % / &2z 9 Dp(x — 2) [nﬁﬂaﬁ - eﬁ#aj} A”(z)}

T e—0

= 30 [ i {oar - [ epnta o) oz - i) o)
™
™

(3.51)
+e°‘“e”ﬂ/d22 O Dp(x — z)@éA,,(z)} :

40 quarto termo j4 foi desconsiderado na medida em que ele é linear em ¢ e, portanto, tende a zero
quando € — 0.
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Integrando por partes, o segundo termo da expressao anterior pode ser reescrito como®

/d2z O Dp(x — 2)0 Ay (z) = — /d2z ' Dp(x — 2)0 A, (2)

oo
UJ

_ / &z Dp(r — 20007 A (2) = 28 A (@), (3.52)

Usando a identidade e**e”? = n®Fntv — n®niB obtemos para o terceiro termo:

0,0 b v ov 0,0 , OroY
cere s DA ) = (o = ) B A ) = (- O ) ). 359

Assim, substituindo as expressoes (3.52) e (3.53) em (3.51), tem-se que

%ln(det D) = % / d*z A, (z) {an’”’Ay(x) - %Ay(:c) + (n”” - 8?) Ay(fc)}

Por fim, integrando em e, obtém-se

/06 de [% In(det lD)} =In(det )| = In (%) = iW[A,]

-9 12
_e [ ! w _ 970
=5 d*z A, (x) [2((14- 1)n 5 A, (z). (3.55)
Portanto, a acao efetiva da teoria de Schwinger é dada por
5 1 9 v o*o¥
WA, = [ d°x 514#(1‘) ment — 2\ 0 A, (x), (3.56)
com
A= & 2= Ma+1) (3.57)
=5- ¢ mM=Aa . .

Pode-se verificar que a acao efetiva nao é invariante de calibre quando a # 1. Entretanto,
a teoria é consistente e unitaria, da mesma forma que ocorre para o modelo de Jackiw-

Rajaraman. Por outro lado, para que a teoria nao contenha taquions, exige-se que a > —1.

50 segundo e o terceiro termos possuem estruturas de derivadas iguais de modo que este pode ser
reescrito de maneira semelhante.
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3.3 Analise do Campo de Calibre

O integrando do funcional gerador (3.18), depois de uma transformagao de calibre,

pode ser escrito na forma quadratica em A,. Com efeito, podemos reescrever

1 1
— B = = 1(0,A, = 0,4,)(9" A — 9 A¥)
1
= 50,4, (A" — 0 A)

1 1

= SOA(OA” — AN 4 SA(DA” — 0,0 A)
_ —%8M[A,,(8"A” _orAn) + %AM(D DA, (3.59)

desprezando termos de superficie na acao, tem-se que

/d% (—EF F‘“’) LA —/d% 1 {(D—i—mQ) w_grgr — o0 229"] 4
4 = gt U o |

1
= / P AL A, (3.59)

sendo o operador Q* definido por

oro”

@ = (@D +m’) " = 00" = 22— (3.60)

Assim, a fim de avaliar a integral funcional em A, realiza-se a seguinte transformacao

A () — Al(z) = Ay(z) — / Py () (2, 9) 7" (9), (3.61)

em que (271),, é a inversa do operador Q" (x,y) = Q"5 (z — y). Isso significa que

/d2z Q) (2, 2)Q7 (2,y) = (5#”5(2) (x —y). (3.62)

Portanto, levando em consideragao a expressao (3.59) e que a medida é invariante sob
translagoes, apds a transformagcao (3.61) e algumas manipulagoes algébricas, o funcional

gerador (3.18) assume a seguinte forma:

Z[ Ty, 1,1
1 [ s (1 , Yy s '

= Na /dAL exp [z/d x (514;(2“ Al + J“A;t) - z/d xd yn(x)G(A;,Ly)n(y)
1 1 1

= N_/dAu exp {Z V d*x S AV A, — —/d2x &y A () s, )T () +
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1 - (63 174 -
+§/d2xd2yd2y’ QY (@, y) J* (1) Q2™ (Q 1)V5(a:,y’)Jf6(y’)+/d2x JHA,+

- [#ady @@ e o) - [ EePm@es || o)

Agora, usando a delta de Dirac e fazendo as integrais pertinentes, pode-se reescrever a

expressao anterior como

1 1
Z[J,UJﬁ’n] = M/dAy, exp {7/ |:/ d2l' §AMQMVAV—|—

— 5 [ oy ([ A - ) @ st )W)

[\

- l/d% By (1Y) (@, ) T ()2 (/ &y A, (y')o (@ — y’)) +

=N

+3 / &z d*y d*y (Q7) ua(@, y) (/ @2 ()0 (2 — y)) Qs (2, ) I () +

+/d2x J“Au—/dede JHQ) (2, y) T (y) —/dzxd2yﬁ($)G(AL;x,y)n(y)}}

1 , 1 ,
= N—AH /dAH exp {z {/ d*z §AHQ“ A,

! / P d2y dPy A ()0 () Q) p (2, y) I )

2
— % / Pxd®y &Py () palz,y) I () (2 — ) AL (Y)
+ % / Pz d®y Py Pz () pal, ) T () (2, 9) (X ) s (2, y) TP (y) + /d2$ JIA,
- [y @ e ) - [ Padyn@GAe )| | (3.64)

Por fim, usando a Relagao (3.62), conclui-se que
1 1 )
Z[J,,1,m] = N /dAM exp {z’/dzx EAMQWAV — %/dzx d*y J*(2) (1) (2, y) T () +
Ap
—i [ Esynwe (4, [ @@ Dute i) aw)] . G)

Esta é forma do funcional gerador utilizada para o cdlculo das fungoes de correlagao mas,

para isso, é necessario primeiro conhecer o operador inverso (271),,(z,y).
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3.3.1 Caélculo da Inversa (271),,(k)

A fim de calcular o operador inverso (271),, (z — y), serd utilizada sua representagao

em Fourier, dada por

Q Dwle—y) = / %(Ql)w(/ﬁ)emw. (3.66)

Por defini¢ao, a inversa (1), (z — y) satisfaz a equagao (3.62), isto é,

d’k
/dzz Qe (z— 2) () (2 —y) = 6 0P (x —y) = 5“1,/ (27T)26’k($_y). (3.67)

No entanto, usando a expressao (3.60) e a representagao de Fourier de (Q71),,(z — y), o

lado esquerdo da equagao (3.67) pode ser escrito como

/dQZ V(= 2)( Q) w(z —y) =

_ / iz {(D ) g 9o — zx%} 5O (3 — 2) / (;i’; ()0 (k) )

/ d*z / d% o (F) { [(O+m?) n — 0#0°] 6P (x — 2) — 2)\%2@}7(1: - z)} e*y)

/ (ff; (€~ >pu(/f){[(D+m2) — 919 =) o) / d%aﬂaﬂpF(;{;_z)eik@—y)},
(3.68)

Realizando integragoes por partes e usando o resultado (3.28), o segundo termo da ex-

pressao anterior resulta em

/dQZ 010 Dp(x — 2)e™ =) = /dQ,z Dp(z — 2)0t00e*=Y)

/ / ith-p)z PR oty
p? + e

FR o
e .6
B za ; (3.69)

de modo que, substituindo (3.69) em (3.68), obtém-se

/d22 QP (x — Z)(Q_l)py(z —y) =
(3.70)

&k KR ]
= [ g (k) | (=K +m®) n + k*kP — 2) hiw=y),
[ G b | (<8 ) 7+ e
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Destarte, comparando as expressoes (3.70) e (3.67), conclui-se que

kr kP

(k> + m?®) " + kMEP — 2 12

() (k) = 3%, (3.71)

Um método para encontrar (Q271),, (k) seria escrever sua estrutura tensorial mais geral,

que neste caso seria
Q) (k) = a(k®)np + B(K)k ks, (3.72)

e encontrar as fungoes o e § a partir da equagdo (3.71). Entretanto, em (1 + 1)-
dimensoes, é possivel simplesmente inverter a matriz Q*?(k) que, de acordo com a prépria

equagao (3.71), é dada por

kHEP
k% -

(k) = (=K +m®) " + k'kP — 2X (3.73)

Agora, como a matriz Q*°(k) é simétrica, a sua inversa (Q27!),, (k) também deve ser

simétrica em relacao a p e v. Por outro lado, da teoria matricial, sabe-se que se a matriz

Q= (Z z> (3.74)

possui determinante nao-nulo, entao sua inversa é dada por

1 b —c
-1
0! = Y (_C . > ) (3.75)

Explicitamente, os elementos da matriz Q**(k), sao dados por

OO(k) = (=k% + m?) + (k%) — B
_ e
k0)
= (KY)? +m? - ! kQ) : (3.76a)
2 kh?
0" (k) = (k2 —m?) + ()"~ 22
1\2
= (k0)2 —m? - 2)\(1;;2) ; (3.76b)
07.1
QO (k) = KOk — 2Akk§ = (1 - i-é) KOk = Q1O(k); (3.76¢)

de maneira que seu determinante, apés algumas manipulagoes algébricas, é igual a

det(Q(K)) = | (k') +m? - 2/\%] [(k0)2 —m?— 2/\%] - <1 - 1—2) (K°k")*
= (m® = 2)) (K* =m?) = Ma — 1) (k* = m?). (3.77)
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Por fim, em acordo com (3.75), os termos da matriz inversa (271),, (k) sdo

(Q oo (k) = m [(k0)2 —m? - 2)\(]22) } ; (3.78a)
(Q (k) = det(&ll(k)) [(kl)Z +m? — 2)\%} ; (3.78b)
0 = gy (1 ) o = 7ol (3750

kok, — m277pl, — 2\

~ Ma—1) (B2 —m2) [(1 - %) koky = Ma — 1)774 . (3.79)

3.4 Calculo da Anomalia de Calibre

(koky — k2npy)}
L2

De posse da agao efetiva da teoria, é possivel calcular o termo de Wess-Zumino, definido

pela expressao (2.63). Assim, usando a expressao (3.56) da acao efetiva, tem-se

1 1 y Vo Lado 1
ey 1) (-2

1 . oMo
=WI[A,] — %/d% A, [m%“ — 2\ = } 0,0+
YTEa%
_ 216 / &z 0,0 {an“” - 2/\858 ] A, (3.80)
1 2 2, pv oo~
+ 5e2 d*x 0,0 [m v — 2 5 0,0.

Agora, realizando integracoes por partes e desprezando os termos de superficie, tem-se

1 1
WIAZ) = WA + ~(m? — 2) / P00 Ay — 55 (m” —2)) / 422 0010
e e
A A
=WIA] + g(a —1) /d% 00" A, — 2—e2(a —1) /d% 6016, (3.81)
de maneira que o termo de Wess-Zumino é dado por
A 9 1
a[Ay, g9l = —5(a—1) | dz [eO"A, — 5956 . (3.82)
e

Consequentemente, em acordo com a expressao (2.65), obtém-se

A(z) = é(0L -1) /de My —x)0"A, = é(a —1)0"A,. (3.83)

(& €
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Assim, definindo o operador diferencial

A
h, = g(a —1)0,, (3.84)
a anomalia de calibre escreve-se como
A(z) = hMA“(a:). (3.85)

Antes de prosseguir para o calculo das fungoes de correlacao com insercao da anomalia,

sera demonstrado um resultado extensivamente utilizado no préximo capitulo:
x —1\HV 1 v £(2)
h (Y)Y (2 —y) = Eﬁx(S (x —vy). (3.86)

De fato, utilizando as expressoes (3.84) e (3.66), tem-se que
A d*k ,
T —1\ MV _ T —1\ Y ik(x—
hi (Y)Y (x—y) = g(a - 1)8“/—(27T)2 (QH"™ (k)e (z—y)

—‘%(a—-Dufzgg%(Q9“”@ﬁukwe*@w. (3.87)

Por fim, substituindo o resultado (3.79) na expressao acima, apés alguma édlgebra, conclui-

se que

iy i [ Pk, e
R ()" (@ —y) = ‘/“ Jetley)

e ) (2n)?
A S
:g/(%)Q(—z)ﬁxe o
1 &2k, 1
e ik(z—y) — Zgvs5(2)(p —_
eax/ 2n)? e 6815 (x —vy). (3.88)
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Capitulo 4
Funcoes de Correlacao

Na segao 2.3, foi visto que as fungoes de correlagao de operadores invariantes de calibre
sao sempre nulas quando ha a insercao da anomalia A[A,]. De posse da acao efetiva e
da anomalia do modelo de Schwinger, calculadas no capitulo anterior, é possivel verificar
explicitamente este resultado, corroborando as manipulagoes formais feitas na secao 2.3

com o uso da integral funcional. Por exemplo, considere a seguinte funcao de Green:
K (z,y) = (0T [A(z) F* (y)][ 0) . (4.1)
Utilizando as expressoes (3.65) e (3.85), tem-se
K" (x,y) = <O |T [hﬁA’)(m) (65A”(y) — ay”A“(y))} ‘ 0>

Ju=0
4] ) o
=—h? o -0
e P %) )
i / / / -1\« / / / .
X exp {—ﬁ/dgx d*y' Jo(2) Q" ﬁ(x — ') Js(y )}}
Jpu=0
Assim, fazendo as derivadas funcionais dadas acima e colocando J, = 0, obtém-se
K" (z,y) = idyh; QYY" (x—y) - idyhy, Q@ H" (z—y). (4.3)
Por fim, usando o resultado (3.86), conclui-se que
K (z,y) = é (017 — 9701) 6@ (x — y) = 0. (4.4)

Mais geralmente, obtém-se

e (g ) = (07 [A@) ™ (@) .. PP (2,)][0) = 0. (45)
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De fato, quando n é par nao ha o emparelhamento das derivadas funcionais com os
termos J, de Z[J,,0,0], e a funcdo ¢ nula. Nas préximas segoes, serao analisadas as
funcoes de correlacao de operadores nao-invariantes de calibre. Para que nao se tenha
uma chance significativa de ter uma teoria trivial, as insercoes da anomalia nestas fungoes

devem ser nao-nulas.

4.1 Funcoes de Correlacao Bosonicas

Agora, serao consideradas fungoes de correlagao formadas por operadores bosonicos

nao-invariantes de calibre com a inser¢ao da anomalia:
K#rtn (g oxy, .o ) = (0T [A(z) AL AR L0 AP]]0) . (4.6)

Quando n é par nao é possivel realizar o pareamento de todas as derivadas funcionais e o
valor de K#t#»(x xq,...,x,) anula-se. Por sua vez, se n é impar, obtém-se um resultado
nao-nulo para tais fungoes de correlagao, como mostrado explicitamente nos dois proximos
resultados. Com efeito, considere a funcao de correlagao bosonica de um tinico ponto com

a insercao da anomalia, dada por
KY(x,y) = (0T [A(x)A(y)]] 0) - (4.7)
Utilizando as expressoes (3.65) e (3.85), tem-se

K"(xz,y) = (0|T [h}A"(x)A"(y)] | 0)

52
= h*(—=i)? ————7[J,,0,0
u( ) 5Ju(x)5<]u(y) [u ]JH:O
(_hﬁ)(SZ [ Z/ 2.1 12 —1\oB8 }
= ——Fr _ _ _expl|—= [ &2 d*y J.(2) (Q =) Js(y . (4.8
ARG B Y Ja(2') (1)@~ y) Js(y) - (4.8)
Assim, fazendo as derivadas funcionais e colocando J, = 0, obtém-se
N i
K" (wy) = ihg (071)" (@ — ) = 2000w — ), (19)

em que na ultima igualdade foi utilizada a identidade (3.86). Agora, considere a fungao

de correlagao bosonica de trés pontos com a inser¢ao da anomalia:
KHrrs (g oay, xe, x3) = (0|1 [A(z) A* (21) AP (29) A3 (23)]] 0) . (4.10)
Usando as expressoes (3.65) e (3.85), obtém-se
KHH2Es (g 0y k9, 13) = <0 ‘T [hﬁA“(x)A’“ (1) AF? (29) AF3 (xg)} } 0>

34



54
5‘]M(I)5J#1 (Il)JHQ (5(]2) J#3 (1]3)
54
= hfL X
0 ()0 s (1) s (2) S5 (3)

X exp {—% / &x’ d*y Jo(2') (7D (o —y’)Jﬁ(y’)}

= hi(~i)"

Z[J,,0,0]

Ju=0

(4.11)

Ju=0
Mais uma vez, efetuando as derivadas funcionais e colocando J,, = 0, encontra-se
K.UIMQIJB (.I’, X1, Ta, 133) —

= =R ()" (@ = 20) (7)™ (w2 — 23) — AL ()M (2 — @) (71 (21 — 23)
_ h;’i (Q—l)uw (x o xs) (Q—l)uluz (1’1 _ 332)

1
= (0026 (2 — 21) (7)™ (9 — 23) + 0220P) (2 — 22) ()" (21 — 23)

+0"35@) (2 — 23) Q" (21 — 20)] (4.12)

em que na ultima igualdade foi utilizada a identidade (3.86). Portanto, por célculos
explicitos, conclui-se que as fungoes de correlagao de operadores nao-invariantes de calibre
sao nao-nulas para n impar. Mais ainda, a estrutura das fungoes de correlagoes bosonicas
encontrada ¢ idéntica & do modelo de Jackiw-Rajaraman [12], apesar desta ser uma teoria

genuinamente anomala enquanto aquela tem uma anomalia removivel.

4.2 Funcoes de Correlacao Fermionicas

Considere agora funcgoes de correlagao fermionicas com presenca da anomalia, isto €,

fungdes de Green do tipo

K(z, @1, @1, ..., T, ) = (0 |T [A(@) (@)U (31) . .. ()0 ()] | 0) - (4.13)

Para realizar o calculo de correlagoes deste tipo, primeiro, é preciso encontrar a fungao

de Green de 2 pontos fermionica, dada por

K@, z) = (0|T [¢(@)v(x)]]0). (4.14)

Em vista da expressao (3.65), tem-se
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1
1 ? /d |:z [ d? ’§AMQ“"AV—i [ d2a’ d*F 7(z')G (A 7 )n(E) %
= - e —
Na, 07(z) g on(7)

Apés fazer as derivadas funcionais e colocar n = 1 = 0, obtém-se

; 1
K@, x) = ﬁ / dA, exp [z / & 514“9%4”] G(A,;2,7)
o

_ NL / dA, exp {@ / &2 BAMQWAV +eSH(a; $7E)Au(x/)} } Gr(r —7), (4.16)
Ap

em que na ultima igualdade foi usada a expressao (3.36). Agora, realizando a seguinte

mudanca de variavel
Au(r) — Al (2) = Au(x) — e/d2y (Q_I)W (x,y)S"(y; z, ), (4.17)
a funcao de Green fermionica de 2 pontos torna-se
K(T,r)=exp {—%/dzx’d%y' St(x'sx,7T) (Q_l)W (o, y’)S”(y';x,f)] iGp(x — 7). (4.18)
Por sua vez, em acordo com (3.37), o termo dentro da exponencial é dado por

/dzx' d*y Su(z'; 2, ) (Q_l)w (', y)S,(y;2,T) =

/ ~ 0 d2k3 v - / /
_— / @' &y [Dp(x — ) = Dp(z - )] (95 +4°0;) / e (07" (e

< (9 +7°3Y ) [Dr(a —y/) = Dr(@ )]
= [y 1Deto— ) - Dot~ ) [ 55 (@) (k)

% (i) (b + 7"k ) (=) (K + 7k, ) €4 [Dp(x — yf) = Dp(@ - y')]. (4.19)

Mas como

(k1R (o + 27k ) (271" (k) =

k”_‘_f)/wgu 2 5 T

— N —<1)[k2 —)\(C>L+1)] {(1 - 2—3) E°k* — Na — D" — My (a — Dk ]

1 2\ 4 2 5\2 2

B CE RS CESY) {(1_ﬁ>k — AMa —1E*+ X(v°) (a—l)k:}
K2(K2 — 2))

T Ma= DR =Ma+ 1) (4.20)

36



a expressao (4.19) fica sendo reescrita como

L/fffy&m&%fﬂQ1V7fw%$@%uﬂz/fffyﬂhw—xﬁ—Dﬂf—fﬂ

&2k K2(k2 — 2)) o , o
X/(??T)2 Ma —1)[k2 — Ma + 1)]6 " Dp(z —y) — Dp(@ — )], (4.21)

Além disso, considerando a expressao (3.28), tem-se
./fffmex—ﬂﬂh@—y%WWy”=

_ gy [P [ Py ) Gy
- ray 2 .2 1, 2,2 .- ¢
(2m)% pi+ie ) (2m)? p3+ic

d*a’ C o dy ,ellpitp)z ]
2 2 i(k—p1)x —i(k
:/dp1dp2/(27)26( P1) /(27)26 (+p2)yW:E (4.22)

[ @Y Deta ) D — ) =

= [ &' d>y d’p eI dipy e Gy
- r Yy 2 2 B 2 2 —€
(2m)% pi+ie ) (2m)? p; +ic

A2r ) dzy/ . , e (P12+p2T) cik(z—7)
— | 2o Z(k—m)x/ —i(k+p2)y = : 4.23
/ h p2/ (27)2° (2m)2" Piv3 o 0

Dessa forma, a expressao (4.21) torna-se

/d%/ &’y S, (z'2,7) ()" (o' — )8, (s 2, T) =

_ 1 /(d?k: (1_%2)

9 _ ik(xz—x) _ ik(T—=x)
Ma—1) 27r)2k;2—)\(a—|—1)[ ‘ e

[1—cosk(x—7)]. (4.24)

2 /(d?k (1_%2)

- AMa—1) 272 k2 — Ma+ 1)

Por fim, substituindo a expressao anterior em (4.18), conclui-se que

K(Z,z)=exp 1 —cosk(x —7)] piGp(x —T). (4.25)

2
—ie? / &k i

Ma—1)) @m)2k2 — Ma+ 1)
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Com este resultado em maos, é possivel calcular as fungoes de correlagao fermionicas

com a inser¢ao da anomalia. Assim, considere a seguinte funcao de Green:
K (2,71, 21) = (0T [A(2)y(T1)v(21)]] 0) . (4.26)
Utilizando as expressoes (3.65) e (3.85), tem-se

K (2, Ty, 21) = (0|T [hy(2) A*(2)d ()0 (21)] | 0)
—

1 1
= ihu(2) 5 v7 / dAy exp {Z/ d*y 540" Agt

Ju(x) 0n(z1) Na,
— %/d yd®z Ja(y) () (y — 2)Js(2)
d*y d*z7)(y) (Aa(y) - /dZy’ (@), — y’)Jﬁ(y’);y,Z) n(Z)}
F
5

on(71)

~.

(4.27)

JM:n:nzo

Fazendo as derivadas funcionais das variaveis de Grassmann e tomando n = 77 = 0, tem-se

K(x,zl,xl):hu(m)(sﬁ )NlA /dA exp{ /dgy L0004, - 2/d2yd2zj ()

(@) = 250)] 6 (4~ [ @), 0= NPWrnm)| L)

Ju=0

Entretanto, utilizando a expressao (3.36), tem-se
G (Aa — /d2y’ (27,5 ¢ —y’)JB(y');arl,fl) =
— ; 2 . = o 2,1 —1\aB / / —
= exp {ze/d 2 Sa(z;21,T1) {A (z) — /d Yy (O (=) sy )} } Gr(r1 —71)
= exp [—z‘e/dzz d*y' Sa(z;11,7) (Q’l)aﬁ (z — y')Jﬁ(y’)} G(Ay; 11,T). (4.29)

Portanto, pode-se substituir a expressao (4.29) em (4.27) e, apds fazer a derivada funcional
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restante e colocar J, = 0, obtém-se

. 7 _1\aB
K(2, 71, 71) = hp(x)&]u(x) €xp {—§/d23/ 4’z Jo(y) (Q 1) (y — 2)Js(2)+
—ie/d2z d*y' Sa(z;11,7) (Qfl)aﬁ (2 — y')Jg(y/)} X
1 N _
x — [dA, (i | &y=AQCAs ) G(An; 21, T1)| 7,0
Ny, 2 !

= —eh,(z) [/ d*2 hy,(2)Sa(z; 21, T1) (Q_l)a” (z — x)} K(x1,71), (4.30)

em que na tltima igualdade foi utilizada a expressao (4.16). Ademais, tendo em vista que

d*z [Dp(11 — 2) — Dp(T, — 2)]x

/
<[ o @) ) (i 07
A )
k

>< / 7 u<ka+ i ><ﬂ e

)\(CL _ 1) ko 5 an eik:(xl—a:) eik(il—z)
= — k, (kg ko) (2 k — — — |, 4.31
e /(277)2 “( T >( )" ) k2 +ie k2 +ie (4:31)

e como, apos algumas manipulacoes algébricas, tem-se

b (Ko 77k ) (@71) () = N b (ko + ) Kl _ %) Kk — Aa— 1),7@”}

a— 1)[k2— Ma+ 1)] ;2
kQ
Tt (4.32)

substituindo (4.32) em (4.31), obtém-se

/dzz hu(2)Sa(zi21,T1) (7)™ (2 —2) = —é [5(2) (21 —x) — 6@ (T, — ). (4.33)
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Portanto, substituindo (4.33) em (4.30), conclui-se que
K(I,Eh 171) = [5(2)(1’1 - ZE) - 5(2) (fl - I)} K(.Tl,fl). (434)

Dessa forma, pode-se ver explicitamente a nao-nulidade das fun¢oes de Green fermionicas

com a inser¢ao da anomalia A[A,].
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Capitulo 5
Conclusao

As descobertas feitas ao longo dos anos de 1980 trouxeram uma visao das teorias com
anomalia na simetria de calibre que indica a sua consisténcia (renormalizabilidade e uni-
tariedade), apontando para uma dindmica mais complexa do que a do caso nao-anémalo.
As limitacoes dessa analise sao claras, ao permitir um aprofundamento das questoes ape-
nas no caso bidimensional. Tem-se pela frente a tarefa de formular perturbativamente
uma teoria de calibre anomala, o que esta longe de poder ser obtido. Para uma definicao
perturbativa da teoria é preciso ter um propagador livre para o campo de calibre. Mas
este s6 pode ser obtido através de um procedimento de fixacao de calibre, que nao faz
sentido para uma teoria anomala ja que a acao efetiva nao é invariante de calibre. Sem
indicar uma solugao para essa questao, a andlise do caso de dimensoes maiores que 2
permanece sem avancar.

Com isso, a fim de aprender mais sobre este fenomeno, ¢é interessante voltar-se para o
caso bidimensional, onde é possivel explorar a solubilidade exata do modelo de Schwinger
(quantizado sem preservar a simetria de calibre, para produzir uma “anomalia” artificial).
De fato, dentro do formalismo da integracao funcional, foi encontrada a acao efetiva
da teoria e, de posse dela, foram calculadas fungoes de correlacao explicitamente, tanto
bosonicas quanto fermionicas, com a insercao da anomalia. Ao encontrar um valor nulo
para essa insercao em funcoes de correlacao de operadores invariantes de calibre, foram
corroboradas as manipulagoes formais que apontam para a nulidade do valor esperado
da anomalia no vacuo e a possibilidade de restauracao da simetria de calibre em uma
teoria anomala completamente quantizada, qualquer que seja a dimensao. Por outro
lado, a mesma inser¢ao, em fungoes de correlagao envolvendo operadores nao-invariantes
de calibre forneceu, mais uma vez, resultados nao-nulos (como ja havia acontecido no
contexto do MSQ [12]). Isso reforga a visao de que a anomalia de calibre é um operador
nao-nulo, potencialmente ajudando a definir o préprio subespago dos estados fisicos (que
seria aquele onde sua insergao em fungoes de correlagao invariantes de calibre se anularia).
Esse resultado coloca o MSA em um patamar semelhante ao do MS(Q, embora a anomalia

de calibre do primeiro caso seja apenas aparente.
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Seria interessante utilizar o MSA como laboratorio tedrico para a definicao de técnicas
perturbativas de abordagem as suas funcoes de Green. Uma ideia a ser testada seria a de
inserir um termo de fixagao de calibre com um parametro de calibre regularizador (que vai
a zero no final dos cédlculos), sem utilizar a técnica de Faddeev-Popov. Este mecanismo ja
apareceu espontaneamente, como uma regularizagao de Pauli-Villars, dada a necessidade
de regularizar divergéncias de origem nao perturbativa no MSQ [17]. Sabe-se que tal
insercao arbitraria deverd produzir divergéncias (através do propagador regularizado que,
sendo o inverso do operador que comparece no termo quadratico, vai a infinito quando
o parametro de calibre for a zero) que se espera que possam ser posteriormente renor-
malizadas. Uma indicacao para seguir nesta diregdo vem do resultado obtido em [18],
onde se mostrou, no caso abeliano em dimensoes arbitrarias, que as identidades de Ward
continuam tornando potencialmente possivel relacionar as constantes de renormalizacao
de fungao de onda e de carga. Se tal programa funcionar em duas dimensoes, ele pode vir

a ser testado em dimensoes superiores.
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