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Resumo

Apesar do tremendo sucesso do Modelo Padrao das particulas elementares (MP), ainda
existem questoes que o tensionam, como, por exemplo, o enigma da energia escura e o espectro
da matéria escura. Essas limitacoes abrem caminho para novas teorias fisicas além do MP,
dentre as quais podemos citar diversas extensées da eletrodindmica (ED) usual de Maxwell. E
dentro desse contexto de EDs estendidas que propomos a andlise tedrica de EDs envolvendo
Axions e Fétons Escuros. Essa andlise tem carater exploratério, e buscamos nela identificar
particularidades dessas teorias em comparacao com a eletrodindmica usual. Contemplamos
equagoes de campo e leis de conservagao, além de outros aspectos gerais dos modelos. Em
seguida, repetimos a mesma analise considerando um fundo magnético constante e incluimos
um estudo das propriedades épticas e da propagacao dessas ondas eletromagnéticas. Além disso,
buscamos explorar o efeito Primakoff, que consiste na conversao de Axions em Fétons, bem
como na conversao de Fotons em Fotons Escuros, na presenca de campos magnéticos externos
intensos. Axions e Fotons Escuros, apesar de hipotéticos, sao fortemente motivados do ponto
de vista tedrico e constituem excelentes candidatos a compor o espectro da matéria escura. Os
principais experimentos dedicados a essa busca baseiam-se justamente no efeito Primakoff. Por
se tratar de um tema de pesquisa bastante ativo, novos pré-prints sao publicados semanalmente;
contudo, a literatura ainda nao aborda de forma detalhada aspectos considerados mais bésicos
do tema. Assim, este trabalho de dissertacao busca enriquecer a literatura com uma contribuigao
ao mesmo tempo didatica e original, discutindo importantes aspectos dessas eletrodinamicas

modificadas.

Palavras-chave: Fisica Além do Modelo Padrao, Eletrodindmica Estendida, Axions, Fétons

Escuros, Efeito Primakoff.



Abstract

Despite the tremendous success of the Standard Model of elementary particles (SM), there
remain open questions that challenge it, such as the enigma of dark energy and the spectrum of
dark matter. These limitations pave the way for new physical theories beyond the SM, among
which we can mention several extensions of Maxwell’s usual electrodynamics (ED). Within this
context of extended electrodynamics, we propose a theoretical analysis of EDs involving Axions
and Dark Photons. This analysis has an exploratory character, aiming to identify specific
features of these theories in comparison with conventional electrodynamics. We consider field
equations and conservation laws, as well as other general aspects of the models. Next, we repeat
the same analysis in the presence of a constant magnetic background and include a study of the
optical properties and propagation of these electromagnetic waves. Furthermore, we explore
the Primakoff effect, which consists of the conversion of Axions into Photons, as well as the
conversion of Photons into Dark Photons, in the presence of intense external magnetic fields.
Axions and Dark Photons, although hypothetical, are strongly motivated from a theoretical
standpoint and constitute excellent candidates to compose the dark matter spectrum. The
main experiments dedicated to this search are based precisely on the Primakoff effect. As this
is an active research field, new preprints are published weekly; however, the literature still
lacks a detailed discussion of some of the more fundamental aspects of the topic. Thus, this
dissertation seeks to enrich the literature with a contribution that is both didactic and original,

by addressing important features of these modified electrodynamics theories.

Keywords: Beyond Standard Model Physics, Extended Electrodynamics, Axions, Dark Photons,
Primakoff Effect.
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| Capitulo 1 —————

Contextualizacao

O Modelo Padrao da Fisica de Particulas Elementares (MP) ¢, até o momento, a
teoria fisica de maior sucesso ja desenvolvida. Descrevendo com altissima precisao muitos dos
fenomenos que dizem respeito a matéria ordinaria e as formas pelas quais a mesma interage. No
entanto, além de nao contemplar as interagoes gravitacionais, existem outras lacunas expostas

por questoes que tensionam o MP.

Algumas dessas questoes sdo mais imediatas, como as evidéncias que sugerem a existéncia
de matéria [1] e energia escura [2], assim como a assimetria matéria/anti-matéria [3,4]. Por
outro lado, temos questoes menos imediatas, mas de igual importancia, como a questao da
origem da massa do béson de Higgs e o problema da hierarquia de gauge [5]. Seja como for, é

consenso na comunidade de fisica a ideia de que o MP nao deve ser o final da historia.

Essas tensoes que evidenciam os limites do MP, ao mesmo tempo, abrem caminho para
novas propostas que buscam descrever essas mensagens de fisica além do MP. Uma forma
de buscar esse entendimento é através de extensdes do Eletromagnetismo (EM). Existem
diversas propostas para estender o EM, incluindo anisotropias espago-temporais, efeitos de nao
linearidade, indo para dimensoes mais altas ou mais baixas, ou mesmo realizando o acoplamento
do f6ton com particulas hipotéticas, como é o caso da Eletrodindmica (ED) Axidnica e da ED na
presenca de Axions e Fotons Escuros. Um levantamento atualizado das propostas de extensoes
do EM pode ser encontrado no Apéndice A. Neste trabalho destacaremos o potencial das EDs
acopladas a particulas hipotéticas como um excelente laboratério para perscrutar a fisica além
do MP, seguindo a linha de trabalhos que ja sao realizados no nosso grupo de pesquisa, como

por exemplo a possibilidade de considerar efeitos de nao-linearidade em uma ED Axi6nica [6,7].

As particulas aqui chamadas genericamente de Axions podem ser Axions associados
a Cromodinamica Quantica (QCD) ou Azion-like Particles (ALPs), em portugués particulas
tipo-Axion, surgidos naturalmente em cendrios de teorias efetivas variadas. O Axion da QCD

surge como um bdson pseudoescalar hipotético no final da década de 1970, proveniente da
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quebra espontanea da simetria de Peccei-Quinn (PQ), introduzida através do mecanismo de
PQ [8,9]. Esse mecanismo foi elaborado para buscar o entendimento sobre a invaridncia das

interagoes fortes perante transformagoes de conjugagao de carga e paridade (CP).

A aparente invaridncia das interagoes fortes perante transformagdes de CP constitui
para uma boa parcela da comunidade uma outra questao importante que tensiona o MP. Assim
como as interagoes fracas, as interacoes fortes sao regidas por um grupo de simetria interna
nao-Abeliano. Portanto, possui uma degenerescéncia de vacuo [10]. Essa degenerescéncia é
escrita na forma de um termo topoldgico regulado pelo pardmetro 6 [10]. Esse é um termo
violador de CP e, portanto, deveria se traduzir em um momento de dipolo elétrico (EDM) para o
néutron (d,) [11]. No entanto, o incoémodo surge justamente do fato de os experimentos limitarem
superiormente o EDM do néutron a um valor bem menor do que o esperado teoricamente,
que seria da ordem de d,, ~ 1079 e-cm [12,13]. O limite experimental atual para o EDM
do néutron é d, < 1,8 x 10 *%¢e-cm [14]. Para reproduzir esse resultado, seria necessario que
o pardmetro # apresentasse um limite superior da ordem de # < 107'°. Acontece que nada
formulacao da QCD justifica um valor tao pequeno para 6. Dessa forma, seria necessario um
ajuste muito fino para reproduzir os dados experimentais ou encontrar outra forma para lidar
com a degenerescéncia de vacuo da QCD. Isto posto, entra cena o mecanismo de PQ, pois ele

resolve dinamicamente esse que é conhecido como o problema de CP forte.

O conceito de Axion se consolidou, ainda no fim da década de 1970, quando Frank
Wilczek e Steven Weinberg, de maneira independente, analisaram as consequéncias fisicas do
mecanismo de PQ e identificaram as propriedades dessa nova particula que surge naturalmente na
QCD quando a simetria de PQ ¢ implementada. Nos artigos publicados quase simultaneamente,
ambos mostraram que o Axion seria uma particula muito leve, de longa vida e com acoplamentos

extremamente fracos as particulas conhecidas [15,16]. Para uma revisao contemporanea sobre o

Axion da QCD veja [17].

Por outro lado, os ALPs sdo uma classe mais genérica de particulas que compartilham
algumas propriedades com o Axion da QCD, mas nao estao necessariamente ligados a QCD
e ao problema de CP forte. Eles surgem em muitas teorias além do Modelo Padrao, como a
supersimetria, a teoria de cordas, a dualidade com a 2-forma de gauge (ou campo de Kalb-

Ramond), entre outros [18-25].

Uma diferenca notavel entre as duas versoes do Axion é o espectro de massa, um ALP
pode ter sua massa numa faixa muito mais ampla do que o Axion da QCD, que esta restrita a
faixa de micro a mili elétron-volts [26]. Em um acoplamento com f6tons, por exemplo, podemos
observar no mapa de exclusao, Figura 1, a enorme faixa de valores permitidos para a sua massa
e constante de acoplamento. Ja um ponto importante em comum é que ambas as classes de
Axions sado candidatas importantes para compor o espectro de matéria escura fria do universo
[27-31]. Os Axions da QCD, como ja mencionamos, sdo particulas muito leves que interagem

de maneira sutil, assim como os ALPs para certas massas e acoplamentos. Particulas com
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essas caracteristicas poderiam ser abundantes sem interagir significativamente com a matéria

ordinaria.
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Figura 1 — Mapa de exclusdo para massa e constante de acoplamento de ALPs acoplados com
fétons [32].

Ambas as classes sao amplamente estudadas, tanto teoricamente quanto experimental-
mente, considerando seus possiveis acoplamentos. Muitos experimentos atuais sao focados em
detectar sinais de Axions da QCD e ALPs, especialmente no contexto de matéria escura [33-35].
A deteccao de Axions é um desafio experimental significativo e varias técnicas foram propostas
para buscar essa deteccao, onde podemos citar como as principais classes de experimentos:
haloscopios, helioscopios, experimentos Light-Shining- Through-a- Wall, telescopios de raios gama
e raios X além de experimentos tabletop. Cada técnica aborda diferentes caracteristicas dos
Axions, sejam seus mecanismos de producgao, conversao em fétons ou efeitos gravitacionais.

Para referéncias especificas de cada tépico veja [32,36—-40].

De todos os acoplamentos possiveis para o Axion, a intera¢ao mais explorada experimen-
talmente é o seu acoplamento com dois Fotons, que aparece no modelo da ED Axidnica. Além
de percorrer os cendrios cosmoldgicos, astrofisicos e de altas energias, esse modelo tem ganhado
espago como teoria efetiva na fisica da matéria condensada [41-46]. Vale a pena ressaltar
o trabalho de revisao [42], que aponta para as primeiras assinaturas de estados eletronicos
compativeis com a dindmica do Axion que ja foram relatadas em sistemas de matéria condensada
além de explorar os conceitos que introduzem os Axions como protagonistas destas realizagoes

experimentais.

Entender as modificacbes que o acoplamento Axion-Foton proporciona a ED usual
abre portas para a exploragao de novos fenémenos fisicos ou mesmo a correcao de resultados
conhecidos devido a presenca sutil do Axion. Nesse sentido, o Capitulo 2 deste trabalho é

elaborado buscando formalizar resultados tedricos a partir de primeiros principios, contribuindo
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com uma discussao detalhada do ponto de vista tedrico da ED Axionica. Em seguida, estendemos
as ideias discutidas no Capitulo 2 para um modelo mais geral, uma ED na presenca de Axions e
Fotons Escuros, apresentado no Capitulo 3. De forma geral, essa eletrodinamica se resume a
uma ED Axionica usual e uma ED Axionica para o Foton Escuro, misturadas através de um
vértice de interagao entre o Axion, Féton e Foton Escuro. Esse vértice funciona como um portal
entre o setor ordinario e o setor escuro do universo, o que tornara possivel a discussdo do Efeito

Primakoff no Capitulo 4.

O Féton Escuro é um bdson vetorial cuja existéncia foi conjecturada a imagem e
semelhanca dos bosons de gauge do MP. Essa nova particula é dita escura, pois se apresenta
como um mediador associado a um novo grupo de simetria, U(1)gscuro, Sem relagdo imediata
com as interagoes do MP. A ideia de considerar um novo bdson de gauge, semelhante ao féton,
foi introduzida pela primeira vez no contexto da supersimetria [47,48], sendo generalizada mais
tarde. Uma excelente introducao a fisica do Féton Escuro pode ser encontrada no livro [49],

além de excelentes revisoes sobre o tema disponiveis nos artigos [50,51].

Uma forma de acessar e sondar esse setor escuro é por meio da mistura cinética do Féton
Escuro com o Féton ordindrio, proposta em diferentes cendrios [52-56]. Aqui trabalhamos com
o modelo explorado na referéncia [54]. Esse modelo é diagonalizado nos setores cinéticos de
gauge ordinario e escuro, apresentando mistura entre estes dois setores devido a presenca de
um termo de interagdo com o Axion. O modelo faz disting¢ao entre o Féton Escuro massivo e o
Foton Escuro sem massa, onde a priori, como veremos no Capitulo 3, o Féton Escuro massivo
se acopla diretamente as correntes do MP, o que o torna mais acessivel experimentalmente. Na
Figura 2 podemos observar o mapa de exclusao (construido a partir dos dados mais recentes)
para o Féton Escuro massivo, considerando o espago de parametros formado pelo fator de
mistura cinética com o Féton usual e sua massa. Ao longo dos Capitulos 3 e 4 temos o cuidado

de considerar separadamente cada um dos casos.

Assim como o Axion, o Foton Escuro é um dos possiveis candidatos a compor o setor
de matéria escura leve do universo e vem sendo procurado em diferentes frentes experimentais,
que incluem desde balancas de tor¢ao e interferometria atomica até experimentos especializados
como ABRACADABRA, DM Radio, HAYSTAC e ADMX. Para mais informacoes sobre as
buscas experimentais dessa particula, veja [57-66]. Outra caracteristica em comum com o Axion
¢é que essa particula surge naturalmente em alguns cendrios de teoria de cordas e possui um
paralelo com o campo de Kalb-Ramond massivo [24,25,67]. Ademais, modelos com Fétons

Escuros ja encontram uma excelente resposta na andlise de dados da QCD na rede [68-70].

Uma forma de explorar a nova Fisica que pode advir dessas duas novas classes de
particulas, Axions (ALPs) e Fotons Escuros (Fétons escondidos, Parafétons), é através da ED
modificada em sua presenca. Dessa forma, elaboramos no Capitulo 3, assim como fizemos no
Capitulo 2, o modelo da ED na presenca de Axions e Fotons Escuros, explorando suas equagoes

de campo, o tensor Energia-Momento e, em um segundo momento, realizamos a expansao do
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Figura 2 — Mapa de exclusao para massa do Féton Escuro e pardmetro de mistura cinética de Fétons
e Fétons Escuros [57].

modelo em fundo eletromagnético, nos restringindo ao caso de um campo magnético constante.
Nesse cenario, obtemos as equacoes de campo, agora linearizadas, bem como o tensor Energia-
Momento, que apresenta modificagoes no cenario com anisotropia. Por fim, exploramos a relacao

de dispersao modificada e quantidades Opticas associadas para os casos nao massivos e massivos.

Em seguida, no Capitulo 4, exploramos as matrizes de mistura de ambos os modelos
e buscamos pelos propagadores modificados da teoria, bem como os propagadores mistos, a
partir dos quais conduzimos uma discussao sobre a possibilidade de transicdo Foéton-Axion,
Axion-Foéton Escuro e a transicao Féton-Foton Escuro mediada pela presenca do Axion, que
funciona como um portal entre o setor ordinario e o setor escuro. Essa possibilidade de transicao
entre as particulas é conhecida como Efeito Primakoff e fazemos uma pequena discussao trazendo

alguns aspectos bastante discutidos na literatura sobre esse efeito.

Por fim, no Capitulo 5, finalizamos o trabalho discutindo algumas consequéncias da
exploracao realizada, ressaltando aspectos interessantes e originais, bem como algumas limitagoes

da nossa abordagem. Dessa forma, encerramos trazendo algumas perspectivas futuras.

Comegamos o trabalho utilizando unidades no Sistema Internacional (SI), para fins de
didatica. Posteriormente, transicionamos para o sistema de unidades naturais, considerando h =

c = 1. Ademais, adotamos a assinatura da métrica de Minkowski como 7, = diag(+, —, —, —).



| Capitulo 2

Eletrodinamica Axidnica

A Eletrodindmica Axidnica emerge como uma extensao da Eletrodinamica tradicional,
modificada pela adi¢cdo de um termo topolégico do tipo ~ aFWF H” que guarda o conteudo da
dindmica de um campo Axidnico — ou do tipo Axion — acoplado ao setor eletromagnético. A
primeira proposta de ED Axionica foi feita por Frank Wilczek, em 1978, no trabalho [16], sendo
motivada pela tentativa de compreender que tipo de fisica poderia emergir como consequéncia
da introducao de um novo pseudoescalar, que surge naturalmente da quebra espontanea da
simetria de Peccei-Quinn, formulada para justificar a aparente nao violagdo de CP na QCD. Esse
acoplamento modifica as equac¢oes de Maxwell de forma sutil, mas potencialmente observavel,

especialmente na presenca de campos magnéticos intensos ou em ambientes astrofisicos extremos.

Como vimos no Capitulo 1, atualmente a ED Axionica encontra aplicacoes em diversas
frentes da fisica: na cosmologia, fornece uma das candidatas mais bem motivadas & matéria escura
e pode ter desempenhado papel relevante na magnetogénese; na astrofisica, afeta a propagacao
de Fotons em meios magnetizados, sendo relevante para o estudo de pulsares, magnetares e
nucleos estelares; e na fisica experimental de particulas, guia o desenho de experimentos de busca
direta por Axions ou particulas similares, como CAST, ADMX e TAXO. Além disso, versoes
efetivas dessa teoria tém sido utilizadas na matéria condensada, especialmente no contexto de
isolantes topolégicos tridimensionais, onde o termo F F surge como uma descri¢do emergente
da resposta eletromagnética. A ED Axionica, portanto, nao apenas conecta diferentes escalas e
regimes da fisica, como também oferece uma janela tedrica e experimental para além do Modelo

Padrao.

Nesse sentido, exploramos, neste capitulo, uma revisao do modelo da ED axionica,
destacando alguns aspectos tedricos relevantes, tais como as simetrias de calibre e paridade.
Obtemos as regras de Feynman e analisamos a renormalizabilidade do modelo via contagem
de poténcias. Em seguida, obtemos explicitamente as equacoes de Maxwell modificadas, as
equacgoes de onda e o tensor Energia-Momento. Exploramos, ainda, algumas possibilidades de

como esses resultados podem ser interpretados em diferentes escalas de energia. Dentre essas
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possibilidades, adotamos a expansao do modelo na presenca de um campo eletromagnético de
fundo, restringindo-nos ao caso de um campo magnético constante como uma estratégia de
linearizacdo do modelo, e exploramos as consequéncias tedricas e fenomenoldgicas desse cenario,
através do estudo das equagdes de campo, do tensor Energia-Momento modificado, das relagoes

de dispersao modificadas e das quantidades Opticas associadas.

2.1 O Modelo

A agdo que descreve a eletrodindmica Axidnica em unidades do SI é dada por

1 1 v 1 1 1 Ny
S = E/d4x <_4M0Fﬂ Fu + 58”618#@ - §§a2 - TMOGavvaF# Bl — Au‘]u> ) (2.1)

onde ¢ é a velocidade da luz e pg é a permeabilidade magnética do vacuo. Essa agdo é invariante
perante transformacoes de calibre, uma vez que o Foton é ndo massivo e o Axion é um campo
escalar real (ndo carregado eletricamente), ou seja, tem simetria de calibre trivialmente satisfeita.

Podemos identificar que (2.1) é composta pela teoria eletrodindmica de Maxwell,

1 v
E’y - —TMOFH FIU/ - AHJM, (22)

em que

F,, = 0,4, —,A (2.3)

v4ip,

é o tensor de intensidade eletromagnética (field strength), e

A, = (igb —A) (2.4)

¢é o quadripotencial que representa o campo do Féton. Sua componente temporal corresponde
ao potencial escalar do eletromagnetismo, e sua componente espacial, ao potencial vetor.

Lembrando que o campo elétrico E pode ser expresso em termos dos potenciais como
E=-V¢—0A, (2.5)
e que o campo magnético B é dado por
B =V x A, (2.6)

podemos definir o invariante relativistico

1 1 1
=-——F"F, == <5OE2 — B2> : (2.7)
4[/4) 2 Ho

Além desse termo, identificamos um segundo que descreve a interacao da radiacdo com a matéria,

em que

Ju = (cp,=3), (2.8)
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¢é a quadricorrente eletromagnética, cuja componente temporal corresponde a densidade de

carga e cuja componente espacial corresponde a densidade de corrente elétrica, de forma que
AJV=¢9p—A-3. (2.9)

A partir dessa Lagrangiana, obtemos as equagoes de Maxwell ndo homogéneas. Para isso, basta
aplicar o principio variacional ao campo do Féton ou, caso se prefira nao utilizar a notacao

covariante, aplicar o mesmo principio diretamente aos potenciais.

Nesta agao, também identificamos a densidade Lagrangiana de um campo escalar real,

dada por
1 1,
L, = 58’*@8#@ - 55@ , (2.10)

onde a é o campo do Axion e o pardametro £ corresponde ao quadrado do inverso do comprimento

de Compton do Axion ), identificado como”

= (;)2 - m;f, (2.11)

sendo m a massa do Axion e h a constante de Planck dividida por 2.

Por fim, ha uma Lagrangiana de interacao,

1 ~
‘Ca’y’y = —THOGQTYGFMVF

Iz

(2.12)

onde Gy, é a constante de acoplamento Axion-Féton-Féton. A forma e o valor dessa constante
sao dependentes do modelo, e variam conforme o mecanismo de produgao do Axion e se ele
corresponde a um Axion da QCD ou a um ALP [31]. Ja Fr & o dual do field strength, dado por

~ 1
Fr — 5asfwﬂFaﬁ, (2.13)
de maneira que podemos definir um segundo invariante relativistico para o eletromagnetismo,
1 -
G§=—-——F"F, =ceB-E, (2.14)
41

onde g( é a permissividade elétrica do vacuo.

A acdo de uma teoria contém todo seu conteudo fisico. Dessa forma, antes de nos
voltarmos as equagoes de movimento, exploraremos algumas consequéncias fisicas ainda no nivel

da acdo. Em particular, estamos interessados no acoplamento Axion-Féton-Féton.

Nesse caso, o primeiro ponto de interesse é entender as consequéncias da invariancia
do vértice sob transformacoes de paridade P, que levam & em —x. Devemos analisar como o

invariante relativistico G se comporta sob esse tipo de transformacao,

PQ = C€0P(B : E) = CE()PB -PE. (215)

*Para chegar a essa conclusdo, basta considerar a equagio de onda do campo escalar no espago dos momentos
e compara-la com a relagdo de dispersao relativistica, levando em conta as relagoes de de Broglie.
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Uma vez que campo elétrico é de natureza vetorial
PE = —F,

e o campo magnético é pseudo-vetorial
PB = B,

conclui-se que o invariante relativistico G deve ser um pseudo-escalar

PG = —cegB - E = —G.

Assim fica claro que a transformacao sobre o Axion deve ser tal que,

Pa = —a.

Ou seja, independentemente do mecanismo de produc¢ao ou quaisquer outras particularidades
que possam ser assumidas para esse Axion, nesse modelo ele deve ser necessariamente um
pseudo-escalar. Todavia, existem outros acoplamentos possiveis para os quais o Axion sera um

escalar genuino, como por exemplo o acoplamento

~ aF*"F

Iz
explorado em maiores detalhes em [71].

Outra consequéncia importante, emerge do fato de este vértice também ser um termo

dito topoldgico, no sentido de que nao ha contracdo com a métrica,
~ 1
FWE,, = §gwaﬂFaﬁF#y 4 FWE,, =" FuF,,.

Termos desse tipo, em cendrios isotropicos, ndo contribuem para o tensor energia-momento, ja
que o tensor depende explicitamente da variacdo da acao em relacao a métrica. Dessa forma,

podemos prever que o tensor energia-momento da teoria sera
no_ 1 p
T, = (T, + (L)
ou seja, uma simples soma dos tensores da teoria eletromagnética de Maxwell e da teoria de um
campo escalar real.

Ademais, considerando unidades naturais e performando uma anéalise dimensional do

vértice, podemos observar que
[Gaw] =M

A poténcia negativa na dimensao de massa da constante de acoplamento inverte o sinal do
nimero de vértices V,,, na andlise do grau superficial de divergéncia D. Nesse caso, D ¢ dado

explicitamente por

D =V, +4 — By, (2.16)
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onde Bg é o nimero de pernas externas bosonicas. Um grau superficial de divergéncia com
numero de vértices positivo implica a nao renormalizabilidade do modelo. Fixando o nimero de
pernas externas Br = n, é facil perceber que, a partir de determinada ordem na expansao da
funcao de n pontos, todos os diagramas tornar-se-ao progressivamente mais divergentes. Nesse
caso, seriam necessarios infinitos contratermos para renormalizar todos esses diagramas. Um
modelo nao renormalizavel corresponde a uma teoria efetiva. Isso ndo representa um problema
grave nem é motivo de péanico, como nos alertou Weinberg [72]. As teorias efetivas tém seu
valor e sao muito tuteis dentro de um certo limite de energia. Esse limite superior dependera das

particularidades do Axion em questao e dos processos de interesse.

Por fim, podemos levar a agao para o espago dos momentos (trabalhando com a frequéncia

angular e o nimero de onda por meio das relagoes de de Broglie), escrevendo-a na forma

1 d4/€ 1 - 2 v npv| A
S = f/ (%)4{ = g A=) lk 7 — (1 — )k ]Ay(k’)

1 G d*k’ ~ -
“a(—k)(K? — €)a(k ﬂwﬂ/ ok a(q) A, (k) Ay (K 2.1
+ Ak = ©ak) + T [ EGRKa@A R AW | (217)
onde ¢ = —(k + k') e o é o parAmetro de fixacao de calibre, responsével por quebrar a simetria

de calibre que levaria a nao inversibilidade do setor quadratico do féton. As convencoes
utilizadas para a transformada de Fourier encontram-se no Apéndice B. A partir da agao (2.17),
podemos obter as regras de Feynman. Invertendo os setores quadraticos do Foton e do Axion,

respectivamente, e multiplicando por i, obtemos

= G() = — (77“” _(1-a) k;’j) (2.18)

o propagador livre do Foton, assim como

l

fffffff = D) = ;5

(2.19)

o propagador livre do Axion. Ja a regra do vértice é obtida tomando-se derivadas funcionais do

termo de interagao Axion—Féton—Foton, de maneira que resta

ko
W
0% Sint _ = _ ;Gaon

l . =
5&(1{31)6Ap(k2)514)\(]{?3> 2/1,0C

Lo (SRS — SRS, (2:20)

Como visto, todos os diagramas envolvendo loops apresentarao divergéncias; dessa forma, sera
necessario realizar o procedimento de renormalizacao para os processos de interesse até uma

certa ordem ou estabelecer uma escala de corte na energia.
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2.1.1 Equagoes da EletrodinAmica Axi6énica

Levando o modelo ao proximo nivel de andlise, realizamos a variacao funcional da acao

nos setores do Foton e do Axion, o que nos conduz as equagoes de Maxwell ndao homogéneas
Ou(F™ + GopyaF™) = pioJ”, (2.21)
e a equagao de Klein—-Gordon nao homogénea para o Axion
1 .
H+¢&a=——Gu F'"EF,. (2.22)
4o

Como nao estamos considerando um cenario com monopolo magnético, permanece valida a
identidade de Bianchi

9" =0, (2.23)
ou, escrita de outra forma,
OuFo + 0uFu + 0,F,, =0, (2.24)
onde ambas as formas sao completamente equivalentes, como mostrado no Apéndice B. A
identidade de Bianchi corresponde as equagoes de Maxwell homogéneas.
Em um cenéario de eletrodinamica nao modificada, no vacuo, pode-se observar a simetria
de dualidade das equagoes de Maxwell, fazendo
Fiv s o
ja que
" =0 e 0,F" =0.
Agora, no caso da eletrodindmica Axionica observamos uma quebra explicita da simetria de
dualidade, mesmo no vacuo, uma vez que

0 F" = — G (Dpa) .

Existe ao menos uma proposta para se recuperar a simetria de dualidade para esse modelo
explorada em detalhes na referéncia [73]. No artigo, o autor introduz um monopolo magnético
nas equacgoes de Maxwell da ED axionica. Em seguida, realiza uma redefinicao de campos por
meio de uma rotagao e, entao, escolhe um angulo de rotacao tal que a presenca do monopolo

magnético nao é percebida, porém remanesce a simetria dual.
A forma vetorial das equagoes de Maxwell é dada, para a Lei de Gauss do campo elétrico,

Ccomo

V.-E+¢Gyp,Va-B="2 (2.25)
€0
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para a lei de Faraday-Lenz,
V x E=—-0,B, (2.26)
para a lei de Gauss do campo magnético,
V-B=0, (2.27)
além de,
1 . 1
V x B — —GaWVa x E = Hod + uogoﬁtE + EGa77(atCL)B, (228)
c

para a lei de Ampere-Maxwell. As equacoes de onda, por sua vez, sao dadas por

OF = —iG’aw@t [Va x E + (9,a)B] + ¢ G4, V(Va - B), (2.29)
além de
OB — iGawV « [Vax E+ (00)B], (2.30)
e, por fim,
(O4+¢)a=cey Goy(B - E). (2.31)

A partir da agao (2.1), podemos também obter as leis de conservagdo da ED Axionica.

Para tanto, precisamos escrever a equagao da continuidade
0,IT" = F,,J", (2.32)

onde T" é o tensor Energia-Momento da teoria. Quando (2.32) é igual a zero, temos a
conservacao do tensor Energia-Momento, devido as simetrias de translagao temporal e espacial
presentes na acao. Em geral, a forma de se obter o tensor Energia-Momento é via tensor
canodnico de Noether, que pode ser obtido a partir da aplicagdo do Teorema de Noether, para

mais detalhes consulte, por exemplo, a referéncia [74].

Antes de seguir com a discussao do modelo, vale ressaltar que este ano completam-se 90
anos do fim da breve vida de Amalie Emmy Noether, assim como 107 anos da publicagao do
artigo [75], “Invariante Variationsprobleme”, de 1918, no qual sdo apresentados os dois teoremas
de Noether. Ela nos guiou a compreensao da origem fundamental das leis de conservagao na
fisica: as simetrias! Considerados uma das mais importantes conquistas do século XX para
a Fisica, seus teoremas colocaram o conceito de simetria nas bases de toda a construcao do
Modelo-Padrao das Particulas Elementares, reconhecido como a teoria mais bem-sucedida
da fisica até o momento. Suas contribuicdes inestimaveis continuam repercutindo até hoje,
diariamente, no trabalho de iniimeros fisicos e matematicos, nesse sentido, recomendamos as

leituras bastante didéticas [76,77] que complementam esse breve comentario.
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De qualquer maneira, como vimos, o tensor Energia-Momento da ED Axidnica resume-se
a simples soma dos tensores individuais dos campos do Féton e do Axion. O tensor referente ao

Axion é trivialmente obtido via tensor canonico de Noether,
1
(T)", = (0"a)(@,a) — 56",((0"a)(9y0) — &a®), (2.33)

enquanto o tensor referente ao Féton, embora seja obtido a partir do tensor canénico, requer

um procedimento extra de simetrizacao - o procedimento de Belinfante - resultando em

1 1
(T, = — <F“”pr + 5“pFa5F°‘B>. (2.34)
P o 4
Uma forma alternativa para a obtencao desses resultados pode ser vista no Apéndice C.
Também veremos a seguir, na se¢ao 2.2.1, que em um cenario com anisotropias, dife-
rentemente do caso atual, teremos modifica¢cdes no tensor Energia-Momento da teoria, o que
resultard em modificagoes nas nossas leis de conservacao, modificando por exemplo a forca de

Lorentz. Essas modifica¢oes abrirdo caminho para novas possibilidades de exploragao de fisica
além do MP.

2.1.2 Diferentes Abordagens e Interpretacoes da ED Axi6nica

Uma forma de interpretar as equagoes de Maxwell para a ED Axionica é comparando-as
as equagoes da ED de Maxwell em meios materiais. Ou seja, devido ao acoplamento com o Axion,
podemos num primeiro momento interpretar o vacuo como um meio material. Reorganizando a

Lei de Gauss para o campo elétrico obtemos

VD = piure; (2.35)
de forma que identificamos o vetor deslocamento D como

D =¢FE + P,
onde P ¢é o vetor de polarizagao dado por

P = ¢yGyyacB.
Por outro lado, temos a equagdao de Ampere-Maxwell, que pode ser reescrita como
V x H = jijpre + 0D, (2.36)

onde o vetor intensidade magnética H é identificado como

B
H=—-M,
o

onde M é o vetor de magnetizacao, identificado como

1 E
M = —Gypya—.
Ho c
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A forma da polarizacao e da magnetizacao corresponde a um meio linear, homogéneo e isotrépico.
Pensando apenas no vacuo, ignorando as cargas e correntes livres, estariamos atribuindo uma
suscetibilidade elétrica e magnética, x = Gq4yya, a esse vacuo. Quer dizer, o contetido desse
vacuo nao seriam apenas Positrons e Elétrons, mas também Axions, e a interagao dos fotons

com o vacuo excitaria todas essas particulas, gerando uma polarizacao e magnetizacao efetivas.

Por outro lado, se saimos do dominio de altas energias e vamos para um cenario de Fisica
da Matéria Condensada, podemos encontrar alguns trabalhos que utilizam essa abordagem
da eletrodindmica Axi6nica como um eletromagnetismo efetivo para descrever fenémenos em
materiais topologicos, em geral tratando o Axion ndo mais como um campo mas como um
parametro que guarda informacao sobre a topologia do material ou como um condensado, de
forma que podemos escrever densidades de carga e corrente efetivas. Alguns trabalhos nessa

linha, onde pode-se obter mais detalhes sobre essa abordagem sao [41-46].

Seguindo uma linha um pouco diferente da anterior, uma outra forma de interpretar a
ED Axionica, ¢ relacionando alguns casos particulares dessa ED a ED de Caroll-Field-Jackiw

(CFJ), onde a Lagrangiana que descreve a ED de CFJ é dada por [78],

Loy = —LllmFu,,F“” — 2;)%5#"“5,4”17&5 — J A" (2.37)
onde k, é um quadri-vetor constante, CPT-impar, que define uma diregao privilegiada no
espago-tempo. Portanto, seguindo a linha dos trabalhos [79-81], uma vez que o teorema de
CPT ¢ violado por esse quadri-vetor, ha violacao da simetria de Lorentz. A variacdo da agao

leva as equacoes de movimento
O F™ + v, ™ = g J". (2.38)
Comparando (2.38) com (2.21), podemos mapear
vy = Gayy(0ya), (2.39)

quando d,a for constante. Por exemplo, um trabalho que aborda a interface entre essas duas

teorias, no estudo do Efeito Magnético Quiral, é dado na referéncia [82].

Além das abordagens citadas, uma possibilidade muito interessante, que é o viés adotado
na elaboracao das demais se¢oes deste Capitulo, é a de considerar a expansao do modelo em
um fundo eletromagnético constante ou variavel. Essa abordagem ¢é vantajosa pois, além de
nos permitir fazer uma aproximacao que lineariza as equagoes de campo da ED Axidnica [6],
trabalhar nessa abordagem também é 1til para simular meios astrofisicos, ou um cenério de
campos primordiais, além de experimentos terrestres, cujos laboratérios que os realizam possuem
aparatos para produzir campos apreciaveis. Ademais, existe um esforgo experimental e tedrico
significativo baseado na possibilidade de conversao entre Fétons e Axions, prevista para ocorrer
justamente em cenérios com campos eletromagnéticos intensos [33,34]. Essa conversao Axion-
Foton é conhecida na literatura como Efeito Primakoff. Uma discussao mais detalhada sobre

esse topico sera feita no Capitulo 4 deste trabalho.
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2.2 O Modelo Expandido em Fundo Eletromagnético

Podemos analisar o modelo na presenca de um fundo eletromagnético. A expansao no

fundo é feita simplesmente expandindo o field strength,
FH = Fp¥ + fr, (2.40)
onde os tensores eletromagnéticos,
fr=0rAY — 0" A*, Fp¥ = 0tAg” — 0" A, (2.41)

correspondem, respectivamente, ao campo propagante e ao campo de fundo. Particularmente,
e (20)

Considerando a expansao, o modelo fica

1

1 1 1 -
L=— rluof'u’yf‘uy + 5(9“&8“@ — 55(1,2 — TMOGWVYGFE FB/“,—F
1 7 1 [V
— %Gawv&fuyfuy — TIMOGWY,Y(IFIB fuy - AMJM. (242)

Linearizando o modelo a nivel de acdo, ou seja desprezando o termo ciibico em (2.42) - uma
vez que os campos propagantes podem ser considerados apenas pequenas perturbacoes em
comparac¢ao com o fundo, obtemos

1

1 .
— —GoyyaF'g" fr, — Ay J* . (2.43)
410

Ga’y'yaFEVFB;W — 2[[,50

1 1 1
£ = —rluofu fl“/ + iﬁﬂaﬁua — 5&12 —

Considerando a Lagrangiana (2.43), obteremos equagoes de campo linearizadas, como veremos

a seguir.

2.2.1 Equagoes da ED Axionica em um fundo Magnético Constante

Via principio variacional, obtemos a partir de (2.43), para o setor do féton, o conjunto

de equacoes
Ouft™ + Gany (0,0) FE = p1oJ”, (2.44)
e para o axion

1 o 1 -
(D + g)a = _TIUOGQ’YYFE FB,U,I/ - TMOGWY,YFE fuy- (245)

Em particular, se consideramos um campo magnético constante de fundo, Fjy = B;, e um

campo elétrico trivial, Fif = €, Ey, = 0, entdo teremos

1 a4
(D + §)a = _TMOGCL'WFEL f,uu- (246)
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Como nao estamos considerando um cenario com monopolo magnético, permanece valida a
identidade de Bianchi,

O f* =0, (2.47)

As equagoes de Maxwell linearizadas, na forma vetorial, sdo dadas por

P

V-e+cGyyVa-B = o (2.48)
V xe=—-0b, (2.49)
V-b=0, (2.50)
V x b= upg + pocodre + iGaw((()ta)B. (2.51)
Enquanto as equagoes de onda sao dadas na forma
Oe = —iGaW(ﬁfa)B +¢ Gy, V(Va - B), (2.52)
Ub = iGaW@t(Va x B), (2.53)
(O+&a=cey Goyy(B - e). (2.54)

Vale ressaltar que, independente de qual momento que se escolha para fazer a aproximacao que
lineariza a teoria — seja a nivel de agao, equacoes de Maxwell ou mesmo equagoes de onda — os

resultados serao os mesmos.

Assim como no caso em que nao consideramos a expansao no campo magnético de fundo,
dado na secao 2.1.1, podemos obter as leis de conservacao para o modelo nesse novo cenario,

escrevendo a equacao da continuidade
0T = f,J". (2.55)

Nesse novo cenario, T"” conta com a contribuicdo de mistura dos campos do Féton e do Axion
) )
o calculo explicito de T"”, que nos leva a esse resultado, encontra-se na secao C.2 do Apéndice

C. Dessa forma, escrevemos 1%, como

",= (Tv)“p + (1), + (Taw)“pa (2.56)

p

onde (13)*, e (T,)" , sdo os resultados usuais para o tensor Energia-Momento de um campo
escalar real bem como da teoria eletromagnética, dados respectivamente pelas expressoes (2.33)

e (2.34), e (Tay)", € dado explicitamente na forma

1 v
(T‘W’Y)Hp - _%Ga'y'yafﬂ FBup~ (257)

Ou ainda, em termos de suas componentes,

(T ), = (0 ~ Gl B x b) ) (258)
’ 0 Gayya(Bie; —0';(B - e))



Capitulo 2. FEletrodindmica Azxionica 17

Quando escrevemos 0, 7" = 0, obtemos as leis de conservagdo para a energia e o
momento, nas componentes v = 0 e v = i respectivamente. Agora, se abrimos as componentes
da equagdo de continuidade (2.55), encontramos para a componente v = 0 o teorema de Poynting,

e para a componente v = ¢ obtemos a expressao da forca de Lorentz.

Devido a natureza do nosso fundo — um campo magnético constante — o teorema de
Poynting nao ¢é afetado pelo termo de mistura (2.57), uma vez que nao ha contribui¢ao desse
termo para a densidade de energia nem para o vetor de Poynting. Porém, a forca de Lorentz é
modificada, como consequéncia da anisotropia provocada pela presenca do campo magnético de

fundo, que define uma direcao preferencial no espaco permeado por esse campo.

Explicitamente, escrevemos a modificacdo para a densidade da forca de Lorentz proveni-

ente do termo de mistura, como

Opy =V -1y = (py + pary)€ + (Jp + Jary) X b (2.59)

onde p, e T, sao, respectivamente, a densidade de momento linear e o tensor de estresse
eletromagnético. As quantidades p, e j, sao a densidade de carga e a densidade de corrente

eletromagnética usuais, e as novas contribui¢oes de mistura sao dadas por

Paryy = Gayy(Va) - B, (2.60)
ja'y'y = Ga'y'y(ata>B- (261)

Portanto, podemos escrever uma densidade de forca de Lorentz modificada como

f= (Pw + Paw)e + (jp + jaw) x b. (2.62)

Olhando para o resultado (2.62), a priori elencamos duas perspectivas para explora-lo.
A primeira ampara-se no fato de que o Axion é esperado para ser observado em um cenario
de altissimas energias, bastante acima da escala de quebra eletrofraca, como consequéncia, o
acoplamento G, ¢ previsto para ser muito menor que um, ou seja muito fraco, muito sutil.
Dessa forma, se escolhemos um valor de campo magnético para o fundo na ordem de |B| ~ T,
o produto Gy.,|B| nao deve trazer contribuicdes aprecidveis para a densidade de forca de
Lorentz. Partindo dessa hip6tese, podemos limitar superiormente o valor de G,,. Por outro
lado, a segunda perspectiva é aquela na qual consideramos campos magnéticos bastante intensos,
como campos de magnetares, que estdo na ordem de |B| ~ 10" T, onde o produto G,.,|B|
pode comecar a ter efeitos mensuraveis, de forma que talvez seja possivel observar o desvio da

trajetoria esperada para uma particula carregada nesse cenario.

2.3 A Onda Eletromagnética

O primeiro passo para estudar a configuracao e propagacao da onda eletromagnética

(no vécuo) proveniente da ED Axionica expandida em fundo magnético constante, é olhar para
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as equagoes de campo no espaco dos momenta. Nesse sentido, partimos do ponto de vista em
que Foéton e Axion estdo misturados, portanto se propagam juntos — com o mesmo momento —
o que equivale a dizer que se propagam na mesma dire¢do, como um tnico pacote. Com isso
em mente, realizamos uma transformada de Fourier nos campos seguindo a prescricao dada no

Apéndice B, o que nos leva as equacoes de Maxwell no espago dos momentos,

k-é=—cGui(k-B), (2.63)
k x é = wb, (2.64)
k-b=0, (2.65)
kExb=—ppcowé — inGWELB. (2.66)

A partir das equagoes de Maxwell, obtemos as equagoes de onda para e e b, ou equivalentemente,
podemos passar diretamente as equagoes de onda no espaco das configuragoes para o espago

dos momentos, o resultado é invariante e dado na forma,

1

ke = —szGmaB + ¢Gorra(k - B)k, (2.67)
. 1

k*b = —Emea(k; x B), (2.68)

(k* — &)a = —ceoGary (B - &), (2.69)

onde k* = k'k, = (“(j—; — k?). Como estamos trabalhando no SI é importante lembrar que tanto
a frequéncia w quanto o vetor de onda k, encontram relagao com a energia £ e o momento p,

respectivamente, através das relagoes de Einstein e de Broglie,

E = hw,
p = hk.

Agora, dadas as equacoes de campo, um bom ponto de partida é entender quais as
configuracoes geométricas possiveis para essa onda eletromagnética, no sentido de questionar
como 0s campos se comportam uns em relagao aos outros e a direcao de propagagao. Por
exemplo, o fato dos campos € e b serem ortogonais constitui uma relagao. O conjunto de todas
as relagoes entre os diferentes campos (e dos campos com a diregao de propagacao) determina
uma configuracao geométrica. Como veremos, haverao intimeras configuracoes possiveis. Com

isso em mente, devemos explorar as equagoes de Maxwell em busca de todas as relagoes possiveis.

Comegando pela lei de Faraday-Lenz, (2.64), recuperamos as relagoes de perpendiculari-
dade

kELb, (2.70)
é_Lb, (2.71)

que s@o comuns ao eletromagnetismo usual. E facil mostrar essas relagoes quando escrevemos a

equagao (2.64) em termos de indices e, tomamos um produto escalar de (2.64) com k (ou com
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€ de maneira perfeitamente andloga), nos levando a escrever
E:Z‘jkkik:jék = wk:ibi,

uma contragao entre um objeto simétrico e um objeto antissimétrico, de maneira que o lado
esquerdo da equacdo é necessariamente zero'. Como um produto escalar nulo entre vetores
indica que esses vetores sao perpendiculares, ficam entao motivadas as relagoes de ortogonalidade
(2.70) e (2.71). Da mesma forma, se considerarmos a lei de Gauss para o campo magnético,
(2.65), recuperamos a relacao (2.70). Podemos também, por outro lado, tomar um produto

vetorial de B com a equagao (2.64), de forma a obter uma equagao util para andlises posteriores,

Bx(kxé)=(B-ék— (B -k)é=wBxb. (2.72)

Em seguida, considerando a lei de Ampere-Maxwell, (2.66), e tomando um produto

escalar com b, obtemos como consequéncia

- . . 1 .
b-(kxb)=—wupeo(b-€é) — —wGya(b-B) =0, (2.73)
c
onde é vélida a relagao (2.71). Dessa forma, se supomos uma solugdo nao trivial para a equacao
(2.73), somos levados a relacao
bl B. (2.74)

Com o resultado dado em (2.74), podemos voltar a analisar a equagao (2.72), de forma a obter
um vinculo sobre os produtos B -é e B -k, uma vez que as relagoes B 1 € e B 1 k nao podem
ser verdadeiras simultaneamente. Agora, voltando a lei de Ampére-Maxwell, (2.66), se tomarmos
um produto vetorial com €, lembrando que o produto vetorial de vetores proporcionais é sempre

zero', obtemos

~ ~ ~ 1
ex(kxb)=(e-bk—(é -k)b=—wG,.a(éx B), (2.75)
c
onde, levando em consideragao mais uma vez a relagao (2.71), concluimos que
= 1
(é-k)b= EwGawd(é x B). (2.76)

Ou seja, se o campo elétrico e o campo de fundo forem paralelos (ou antiparalelos) nao havera

projecao do campo elétrico na direcao do movimento.

Por fim, analisando a lei de Gauss para o campo elétrico, (2.63), a implicagdo direta
da relagdo € L k é que B L k e, nesse caso, analisando a expressao (2.76), a relacao € L k
implica em € || B. Contudo, nao ha vinculo que obrigue a relagdo € L k a ser verdadeira
indiscriminadamente. De maneira geral, a relagao entre € e k dependera da configuragao da

onda em relacao ao fundo, que pode a priori ser qualquer.

TPara ver isso, basta fazer a troca i <> j, que é permitida j& que os indices sao mudos, e, em seguida fazer
permutagdes para recuperar a forma original, notando que o resultado serd algo como z = —z, o que implica em
T =o.

1Se & = ay, onde « é um escalar, temos, € X y = ay X y, em notacao de indices, ogiikyiyr = 0.
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Com esses resultados em mente, retomando a equagao (2.72), podemos analisar dois
casos limites afim de nos ajudar a restringir o nimero de configuragoes possiveis para a onda
em relacao ao fundo. No primeiro deles enviamos nossa onda perpendicular ao campo de fundo.
Nesse cendrio, sao validas as relagoes € L k e € || B, de maneira que, em médulo, a expressao
(2.72) se reduz a

|Bllé||k| = w|B]|b| sin 5, (2.77)

onde 3 é o angulo entre B e b. Porém, dada a relagdo (2.74), B é necessariamente um angulo

reto, como estamos trabalhando em moédulo, sin 5 = 1. Dessa forma,

€]
v = =, (2.78)
bl

onde |vf| é o médulo da velocidade de fase da onda, definido por
forl = 1
vl = —.
T k]

No segundo caso, escolhemos a situagao particular em que a condicao (B - €) = 0 é satisfeita.

Nesse caso, a equagao (2.72), em mddulo, resume-se a

lvs| = E:COSQ, (2.79)

onde 6 é o angulo entre B e k. Uma forma de comparar os dois casos limites, ¢ tomando o

produto escalar de B com a equagao de onda para o campo elétrico, (2.67),
1
(B - é) = ——w’GyynaB?® + ¢Gy ik - B)?. (2.80)
c

Assumindo (B - €) = 0 e sabendo que nessas circunstancias (B - k) # 0, explicitando o contetido

dessa relacao, resta que
2 (W 2 .2
—cGyyraB <02 — k“ cos 9> =0, (2.81)
onde a solucao nao trivial nos conduz a

lvs| = ccosb. (2.82)

Comparando as equagoes (2.79) e (2.82), resta que

e (2.83)

Outro resultado importante para a nossa analise, que podemos obter a partir da equacao
(2.80), é a Relagdo de Dispersao (RD) associada ao campo do Axion. Se isolamos o termo (B - é)

na equagao de onda do Axion, (2.69), e substituimos em (2.80), obtemos

[K2(k?* = §) — 20w’ G* B + £*G?(k - B)?| a = 0. (2.84)
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Temos em (2.84) a RD para o Axion, dada explicitamente por
A =K (k* - €) — egqw’G*B? 4 £0c®G*(k - B)?, (2.85)

onde, por conveniéncia, adotamos a notacao G = G-

Em seguida, devemos obter também a RD para o Féton. Nesse sentido, é importante
perceber que, a menos de uma operagao, as equacoes de onda associadas aos campos magnético
e elétrico sao equivalentes, portanto nos levam a mesma RD que serd associada ao campo do

Foton. Para ver isso, fazemos o produto vetorial entre k e a equacao de onda do campo elétrico,
(2.67),

1
K (k x é) = —EwQGGWd(k x B), (2.86)

de onde, dado o conteido da lei de Faraday-Lenz (2.64), obtemos a equacao de onda para o
campo magnético, (2.68). Dessa maneira, podemos seguir em busca da RD associada ao campo
elétrico. Dando prosseguimento, isolamos @ na equagao de onda do Axion, (2.69), perceba que
esse passo s6 é possivel se pedirmos que € e B nao sejam ortogonais, caso contrario, obteriamos

uma razao de zeros,
c€0G oy (B - €)
(k* = ¢)

Com esse resultado em maos, fazemos sua substituicdo na equacgado de onda para € e em seguida

a =

(2.87)
a escrevemos em termos de seus indices, explicitando seu conteido
22 22
Eow G EpC G (k : B)
k%, — ——B,B, + ——————~
S G S I (k> =€)

Temos em (2.88) um sistema de equagoes para as componentes do campo elétrico. Como

esperamos que essas componentes sejam quaisquer, precisamos que o nosso sistema seja possivel
e tenha infinitas solugoes. A forma de garantir isso, é exigindo que a matriz dos coeficientes
tenha determinante igual a zero. Esse determinante corresponde a relacao de dispersao para o
campo elétrico (e magnético), ou seja, no final do dia, corresponde a relagao de dispersao para o

Féton. Diante disso, sabendo que uma matriz do tipo
M;; = ad;; + buu; + cvuy, (2.89)
possui determinante
detM = a® [a + bu® + c(v - u)} , (2.90)
podemos calcular o determinante da nossa matriz que multiplica €;, chegando ao resultado

KK (k? — €) — eqw?G?B? 4 £0c®G*(k - B)?) = 0. (2.91)

Ou seja, temos duas situagoes a considerar. Uma primeira que corresponde ao eletromagnetismo
usual, k* = 0, onde a relacdo de dispersio para o Féton é simplesmente k? = 0 (com multiplici-

dade dois), portanto, hd duas solugbes idénticas, positivas, de w em funcao de |k|, dadas por
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w = c|k|. E temos uma segunda situacao, onde vamos incorporar os efeitos do mizing & RD do

féton através da relacaio A = 0, com A dado pela expressao (2.85).

E sabido que uma onda eletromagnética usual é caracterizada por dois graus de liberdade
transversais, uma vez que o Foton é uma particula ndo massiva e portanto ndao ha projecao dos
campos elétrico e magnético na direcdo do movimento, ou seja, nao ha modos longitudinais.
Se estivéssemos considerando um eletromagnetismo de Maxwell-Proca, nesse caso haveriam
os dois modos transversais, bem como um modo longitudinal. De um ponto de vista mais
fundamental, a simetria de calibre presente no eletromagnetismo de Maxwell funciona como um
vinculo, e protege o Féton de um grau de liberdade longitudinal. Enquanto que Maxwell-Proca
nao apresenta liberdade de calibre, devido ao termo de Proca, o que faz com que a onda
eletromagnética nesse caso termine com trés graus de liberdade [83]. Mostramos no Apéndice D
como contamos esses graus de liberdade para o eletromagnetismo usual, pensando na teoria
como uma teoria de calibre Abeliana, decompondo o campo do Féton em termos de uma base

de polarizagao.

Agora, quando olhamos para as equagoes de campo da ED Axidnica, em um primeiro
momento essa questao pode ser um pouco ambigua, ou apenas confusa. Seja como for, somos
levados a pensar que essa ED poderia apresentar modos longitudinais, uma vez que pelas
equagoes de Maxwell é permitido que o campo elétrico apresente uma projecao na direcao
do movimento. Como a convencao diz que quem carrega os graus de liberdade de uma onda
eletromagnética ¢ o campo elétrico, nesse caso somos induzidos a pensar que a onda possui
dois modos transversais como era de se esperar, mas ao mesmo tempo apresenta um modo
longitudinal, o que nao era esperado, uma vez que partimos de uma teoria com Féton nao
massivo. O que poderia estar acontecendo nesse caso? O Foéton estd ganhando uma massa
efetiva nesse cendrio em que fazemos a expansao em um fundo magnético ou seria apenas um

grau de liberdade virtual?

2.3.1 Contando os Graus de Liberdade da ED Axiénica

Como discutido no Apéndice D, pensando no eletromagnetismo como uma teoria de
calibre Abeliana, de partida o campo do Féton apresenta quatro graus de liberdade. Isso,
somado ao grau de liberdade carregado pelo Axion, nos deixa com cinco graus de liberdade.
Sabemos, no entanto, que nem todos estes sao fisicos e a forma de reduzi-los aos graus fisicos é
usando dos vinculos da teoria. Nesse caso, os vinculos se apresentam na forma da simetria de

calibre para o campo do Féton e nas equagoes de movimento do Foton e do Axion.

O vinculo imposto pela simetria de calibre é expresso através da transformacao de calibre
do campo Fotonico, que é dada na forma A;,, = A, + 0,a. Levando essa expressao para o espago

dos momentos, resta que,

A, = A, —ik,a, (2.92)
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onde @ é um parametro complexo e arbitrario. Enquanto que para as equacoes de campo, afim
de expresséa-las de maneira mais adequada a analise, é necessario que as escrevamos explicitando
o contetdo do field estrength em termos do campo A4,,. Tendo isso em consideragao, reescrevemos

as equagoes (2.44) e (2.46) nas respectivas formas

(O™ — 070" A, + Gory Fli 0pa = poJ", (2.93)

1 ~
(D + é)a = _%Ga'y'ngVauAu- (294)

No espaco dos momentos essas equagoes tornam-se

(/{JQT]W . k”k")/l# i Z'GaWLV& _ _Mojy’ (2.95)
(k2 — €)a = ;OGWLM,“ (2.96)
com L" definido por
# = Fg, = (k: . B, C"B) . (2.97)
c

Como o campo A* é um campo vetorial definido no espago-tempo de Minkowski, podemos

expressa-lo em termos de uma base ortogonal de vetores de polarizacao

Jt = (": k;) , (2.98)
o — (|k|, ik) , (2.99)
k) = (0.e); T=1,2. (2.100)

Essa base apenas pode ser utilizada para um Féton cuja a relacdo k* # 0 seja satisfeita, sendo
normalmente utilizada para expandir o campo de um Féton massivo. Ainda que nosso Foton
permaneca sem massa, a RD A = 0, dada por (2.84), nos permite o uso dessa base, uma vez
que A =0 e k* = 0 ndo podem ser simultaneamente satisfeitas. Nessa base, os vetores k* e k*,
carregam os graus de liberdade longitudinais, enquanto que os vetores e} carregam os graus de

liberdade transversais. Em particular, o produto escalar
k-e;r =0, (2.101)
e os vetores transversais sao ortonormalizados entre si, ou seja
gr-€p = —€7-€p = —0qpr.
Se expandimos o campo A" nessa base, obtemos
AP = ak" + bk* + el (k). (2.102)
Levando essa expansao na expressao (2.92), vem que

d k" VR + et (k) = (a —ia)k" + bk + i (k). (2.103)
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Podemos fixar o calibre da nossa teoria de maneira que a — i@ = 0, ou seja, & = —ia. Dessa
forma, eliminamos um grau de liberdade virtual do campo A,,. Nos restam entao outros trés
graus de liberdade, um longitudinal e dois transversais, de maneira que o campo fica escrito

COmo
Al = bkF + crel (k). (2.104)

Se substituimos a expansdo do campo A" dada em (2.104) na equagao de campo da ED Axionica

(no vacuo), podemos observar que
bk — (k- k)] + cr[k*eY — (k- e1)k”] = iG 4y LG, (2.105)

onde k-e; =0 e k- k =0. Entéo resta que
LV

_ e}
bkv + cref = i—

Ea (2.106)

Na componente temporal, v = 0, obtemos da equacao da ED Axidnica (2.106) o valor de b em

termos do Axion,

Z-Ga'y'y(k ) B)~

h— 2.107
Por outro lado, na componente espacial v = i, a equacao (2.106) fica
_ W _ 2 .2 ~
cre1 = Gy (B~ |B|*cos®0 k) i, (2.108)

onde 0 é o angulo entre B e k. Mas, o campo magnético B pode ser decomposto na soma
B = By + By, onde By = |By|é, + |Bs|é; é a componente transversal e By, = |B|cos 0k ¢
a componente longitudinal. E claro que nesse caso By - By = 0, bem como By -k = 0. Da

equagao (2.108) obtemos os coeficientes ¢; fazendo um produto escalar com ey,

w

oy | Brla. (2.109)

Crr = 1G

Além disso, fazendo a expansao do campo magnético na expressao de b dada em (2.107), obtemos

Gary| Bi| .
b= 272;72%. (2.110)

Em seguida, devemos expandir o campo do Féton que aparece na equagao do Axion, de forma a
eliminar a dependéncia no Axion que os coeficientes b e ¢; apresentam,
2

(b(B : k>|l;<:| +ei(B- m‘;’) . (2.111)

Gayy
po(k* =€)

Substituindo esse resultado em cada uma das equagoes dos coeficientes, (2.107) e (2.109),

a=—1

respectivamente, obtemos

B |Bl|C
— 2
| By

1

(2.112)
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de maneira que

_|[Bile  |Bi]

b= C1 = E
[Bi|w ™ |Bafw

Cs. (2.113)

Daqui concluimos que a teoria apresenta um grau de liberdade longitudinal para além dos
usuais dois graus de liberdade transversais. A tnica maneira de b ser igual a zero, portanto
“eliminando” o grau de liberdade longitudinal, é caso a componente By, do campo magnético seja
zero, mas esse argumento se perde uma vez que o campo magnético esta distribuido de maneira
homogénea em uma certa regiao do espaco na qual estamos avaliando a teoria. Sempre é possivel
produzir um B - k # 0, basta que a onda seja enviada numa dire¢ao tal que essa condicao seja
satisfeita. Ou seja, de fato a teoria apresenta um terceiro grau de liberdade genuino, a questao
é que essa conclusao é um reflexo da mistura Féton-Axion induzida pelo campo de fundo, como
se estivéssemos produzindo uma ED de Maxwel-Proca que possui simetria de calibre. Podemos
pensar na Eletrodinamica Axi6nica expandida no fundo magnético como um mecanismo de
Stueckelberg reverso. Afinal, esse eletromagnetismo nos leva a uma onda com trés modos de
polarizacao, onde o Foton contribui com os dois modos de polarizacao transversal e o Axion
funciona como o modo de polarizagao longitudinal, porém nesse caso a teoria apresenta simetria

de calibre genuina e um Foton genuinamente sem massa.

Seguindo essa linha de argumentacao, podemos construir explicitamente o campo elétrico
a partir da sua relagdo com os potenciais, mostrando explicitamente que sua componente
longitudinal depende exclusivamente da dindmica do Axion. Dadas as relagdes (2.110) e (2.109),

o campo do Féton fica escrito como

- ) /1 - w w ¢ 5
At =Gy (kz|BL|k“ + Bl (k) + Ck2|B2|sg(k)> _ (C, A) . (2.114)
Para a componente temporal, obtemos
¢ iGopn(B- k)
7z o Ha 2 TR 2.115
. 12 (2.115)
e para a componente espacial
G wa R R A
Se no espaco das configuracoes, o campo elétrico é dado por e = =V — 9;.4, no espaco dos
momentos 0 campo sera
é = iwA —ikyp. (2.117)

Substituindo a forma explicita dos potenciais obtemos a equacao de onda para o campo elétrico,

w2 w2 w? “ ~
e = et (G IBiles+ SRl + LB - BRTE). (19
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onde as equacoes correspondentes a cada uma das componentes sao dadas por

2

k26, = —Glayri—| By |é1, (2.119)
C
w2

k?&y = —Gorya— | Baléy, (2.120)
C

€, = —Gqyyi| Brk. (2.121)

Observa-se entao que a componente longitudinal do campo elétrico nao possui uma equacao de

onda prépria, dependendo tinica e exclusivamente da propagacao do Axion.

Agora que ja entendemos de maneira mais fundamental quais sdo os graus de liberdade
da onda eletromagnética quando ha mistura de Foton e Axion, no regime em que A = 0,
partimos para a ultima etapa da nossa analise que consistirda em explorar algumas quantidades

opticas.

2.3.2 Analise de Quantidades Opticas

Dentre uma série de possibilidades de analises que podem ser feitas do ponto de vista
6ptico, vamos no restringir neste trabalho a analisar a causalidade da ED Axionica na presenca
do campo de fundo. Algumas quantidades épticas de bastante interesse sao a velocidade de
grupo, velocidade de fase e indice de refracao, uma vez que essas quantidades sao capazes de nos
fornecer um bom panorama inicial sobre os possiveis comportamentos da onda eletromagnética

que carrega a contribuicao Axionica.

Antes de mais nada, devemos retomar a relacdo de dispersao modificada A correspondente
ao estado de mistura dos campos Fotdnico e Axionico. Resolvendo a equagao (2.85) para A = 0,

na varidvel w, obtemos as solugoes positivas de w em funcao de |k| na forma

w = \%\/2]4:2 +c0c?G2B? + £ + \/(8002G232 + €)2 + 4e02G2B2k? sin? 0, (2.122)

onde 6 é o angulo entre o campo magnético de fundo e a diregao de propagacao da onda

eletromagnética k. No referencial de repouso (fazendo |k| = 0), obtemos

_ ji\/gOCQGQBz + &+ (202G B? + €), (2.123)

de onde identificamos duas solu¢oes possiveis. Essas duas solugoes sdo respectivamente

w(()+) = c\/e9c?G?B? 4 &, (2.124)

W) =0, (2.125)

Wo

Nesse caso, é possivel distinguir a contribuicao referente ao Axion, como sendo a solucao de
sinal positivo, e a contribuigao referente ao Féton como sendo a solucao de sinal negativo. Mais
uma vez lembrando que o eletromagnetismo Axionico (quando a mistura estd acontecendo) é

um eletromagnetismo massivo, no sentido de que possui trés modos de polarizacao, incluindo
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um modo de polarizagao longitudinal como vimos na secao 2.3.1, embora essa massa seja
exclusivamente devida ao Axion. Quando vamos para o referencial de repouso, escrevemos uma
massa efetiva para esse eletromagnetismo de mistura, contudo o Féton permanece sem massa e
toda correcao de massa continua sendo de responsabilidade do Axion. Vale ressaltar que fora
do referencial de repouso, considerando A = 0, néo é correto afirmar a priori que as solugoes de
sinal positivo sao referentes ao Axion e a solugao de sinal negativo é referente ao Féton. Cada
caso devera ser analisado de maneira independente, onde em geral nao sera possivel fazer essa

distincao, deviso a mistura.

A partir das solucoes de energia positiva para a relagdo de dispersao, dadas na equacao

(2.122), podemos obter o médulo da velocidade de fase, lembrando que |vs| = w/|k|, escrevemos

QGQB2 2G2B2 2 QGQB2 fa2 9
[v§7)] = cd R LR \/(506 8 Eec i (2.126)

2k? 4k4 k2
Com esse resultado em maos, podemos expressar a velocidade de frente de onda, ou front
velocity, que representa a velocidade com que a frente de um sinal se propaga no espago-tempo.
Por descrever o limite mais rapido de propagacao de qualquer perturbacdo, ela fornece um
critério forte para a verificagdo da causalidade classica. Diferentemente da velocidade de fase,
que pode exceder a velocidade da luz sem implicar violacao causal, a velocidade de frente de
onda nao pode ultrapassar o valor ¢ sem que haja quebra real de causalidade. Por isso, sua
analise € um bom ponto de partida para testar a consisténcia causal de teorias de campos. No
presente caso, vamos denotar a velocidade de frente de onda por v}f), com sinais (+) indicando

os dois modos de propagacao possiveis da onda. Sabendo que a velocidade de frente de onda é

definida como sendo o limite da velocidade de fase com |k| tendendo a infinito, obtemos
o) = lim i) = (2.127)

Ou seja, ambos os modos da onda sao causais desse ponto de vista.

A partir da velocidade de fase, também podemos obter o indice de refracdo. O indice de
refracdo guarda a informagao de como a onda responde (como se propaga) a um determinado
meio. Para a ED Axidnica na presenca do campo magnético de fundo, obtemos para o indice de
refracao as seguintes relacoes

1

2G2 B2 2G2 B2 2 2G2B2 sin2 6 T2
nt(|k|) = ¢ _(1_,_500—'—5:&\/(800 1 9 4 e i ) . (2.128)

2k? k4 k2

Observamos que para além das iniimeras possibilidades para o valor do indice de refracgao,
devido a dependéncia no angulo entre a dire¢ao de propagacao da onda e o campo magnético

* e n~, para cada 6 distinto. Esse

de fundo, possuimos a priori sempre dois valores para n, n
resultado indica que o vacuo nao é visto como vazio ou isotrépico, portanto os diferentes modos
da onda podem apresentar diferentes respostas ao se propagar nesse meio. Nesse caso, uma

forma conveniente de interpretar a situacgao fisica é justamente aquela na qual passamos a
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entender o vacuo como um meio material devido a presenca do Axion, onde esse meio material

¢ um meio birrefringente.

A birrefringéncia do vacuo é um fenémeno previsto em vérias extensoes da eletrodindmica
classica, que indicam que o vacuo poderia atuar como um meio anisotrépico quando submetido
a campos externos intensos. Na eletrodinamica nao linear de Euler—Heisenberg, por exemplo,
surgem indices de refracao diferentes para polarizagoes ortogonais devido as corregoes quanticas
da QED em campos fortes. Modelos como a eletrodinamica de Born—Infeld ou teorias com Féton
massivo ou acoplamentos nao lineares também preveem formas particulares de birrefringéncia ou
auséncia dela, dependendo da estrutura de suas equagoes constitutivas [6,7]. Experimentalmente,
iniciativas como o PVLAS [85] (na Italia) e o BMV [86] (na Franga) buscam detectar o mintisculo
desdobramento dos indices de refracao em campos magnéticos intensos, utilizando cavidades
Opticas ultrassensiveis para amplificar efeitos de rotacao e elipticidade da luz. A ED Axidnica
conecta-se diretamente a esse cenario, uma vez que o termo de mistura modifica a propaga¢ao
das ondas eletromagnéticas na presenca desses campos externos, gerando sua propria assinatura
de birrefringéncia. Ou seja, estudar os indices de refracdo da ED Axionica oferece uma via
complementar para a busca dessas particulas, estando nas nossas perspectivas futuras uma
analise muito mais detalhada nesse sentido, incluindo um estudo de polarizacao e o calculo

do Rotatory Power.

Para além da velocidade de fase e do indice de refracao, podemos obter a velocidade
de grupo. A velocidade de grupo é a velocidade com a qual um pacote de onda se propaga,
ou, de maneira perfeitamente equivalente, é a velocidade com que a informagao se propaga, ou
seja, testar o comportamento da velocidade de grupo para diferentes configuragoes e diferentes
valores de |k| constitui também um bom teste de causalidade. Podemos obté-la a partir da
definicao

Ow
(vg)i = P

)

(2.129)

Usualmente, o médulo da velocidade de grupo para a onda eletromagnética no vacuo é dada

por |vy| = c. No caso da ED Axibnica, para os regimes em que A = 0 ¢é satisfeito, obtemos

2 202 B2 . _ (B - B.
() = - (g £ 0Bk~ (B-R)B) ) (2.130)
W) \/62 + 4¢0c2G2B2k2 sin? 0

em que w(+) ¢ dado pela equagao (2.122) e § = £0c?G?*B? +¢. Nesse caso, o médulo da velocidade

de grupo ¢ dado por

LA

W)

e2c4G B4 2e9c2G2B?
32 + 4ggc2G2 B2k? sin? 0 \/ 32 4 402G2 B2k?2 sin? 0

|'Uéi)| =c

1+ sin% 6 ( ) (2.131)

Para analisar os possiveis comportamentos dessa onda, no ambito da velocidade de grupo,

inspirados pelo trabalho [87] vamos plotar graficos de |v§i)| em fungao de |k| (para essa tarefa
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utilizaremos unidades naturais, fazendo 7 = ¢ = 1). Nesse sistema, a dimensao da constante
de acoplamento G é de inverso de energia, [G] = eV™!, enquanto que a dimensdo da massa é
igual a dimenséao de energia, [m| = eV, ambas com valores possiveis entre os limites superiores e
inferiores que podem ser observados no mapa de exclusao 1. Além de utilizar valores numéricos
para a constante de acoplamento e a massa, precisamos escolher um valor, ou diferentes valores
para a intensidade do campo magnético de fundo. Como vamos trabalhar com as grandezas
fisicas em unidades naturais, serd necessario converter o valor do campo magnético para esse
sistema de unidades. Para isso, notamos que no SI o campo magnético tem unidade de
[B] = T =N-m*' A" No sistema de unidades naturais, buscamos expressar todas as
grandezas em termos da dimensao de energia que, geralmente, no cenario de altas energias, sera
dada em eV. Entao, do setor cinético da acao de Maxwell é facil ver que em unidades naturais
[Blhatural = eV2. Sabendo que no SI to =47 107" N - A2, a densidade de energia armazenada
em um campo magnético de 1T é aproximadamente up =~ 3.95-10° J-m™> ~ 2.49-10** eV -m 3.
Em unidades naturais, a densidade de energia tem dimenséo eV*, entdo precisamos converter
eV-m—3 — eV Sabendo que hic ~ 1,97 x 107! ¢V - m e que em unidades naturais fic = 1,
podemos calcular Im ~ 5,07 - 10° eV™!. Assim o up ~ 1,91 - 10* eV*. Entédo, da relacdo
B? = 2up podemos expressar a energia armazenada em campo magnético de 1T como sendo

aproximadamente 195, 5eV?.

Em um primeiro cenério, vamos considerar um campo magnético B da ordem de
10T ~ 19,55eV?, que é um campo factivel em laboratérios e experimentos terrestres, por
exemplo, a colaboragdo OSQAR no experimento LSW utiliza campos de magnitude de 9T [71].
Para a constante de acoplamento, estamos considerando o limite superior de G &~ 1071 GeV ™!, ou
seja, a contribui¢ao mais apreciavel. Por fim, para a massa consideramos um valor intermediario
de mg ~ 0,5 x 107%eV, que é um valor permitido dada a escolha G, vide mapa de excluséo 1.
Fazendo uso desses dados, o gréafico de ‘véi)‘ em func¢ao de |k| é dado pela Figura 3. Note que
para essa situacao ambas as particulas viajam bastante proximas da velocidade da luz qualquer

que seja o angulo # entre k e B, mesmo para momentos consideravelmente baixos.

A teoria permanece “bem comportada” mesmo para campos magnéticos bastante intensos,
como campos de magnetares que sao da ordem de ~ 10''T. Entdo, como uma forma de
garantir a causalidade da teoria mesmo nos cenarios mais extremos, considerando os mesmos
valores de massa e acoplamento, extrapolamos o valor do campo magnético para a ordem de
107 ~ 195,5 x 10" eV?, um campo mais intenso até mesmo do que aqueles produzidos em
colisdes de fons pesados, previstos para estarem na faixa de ~ 10 — 10'°T [88,89]. Os gréficos
da Figura 4 mostram na esquerda o comportamento da velocidade de grupo do modo advindo
da solugao com sinal positivo, enquanto que na direita encontra-se o modo advindo da solugao
com sinal negativo. Em ambos os casos ha um comportamento causal bem estabelecido para
todos os angulos 6, além de que, nessas condigoes somos capazes de perceber diferencas nos
modos propagantes, a depender do valor desse angulo. Interpretamos o resultado para # =0

como sendo o estado de minima mistura, onde estamos investigando inclusive a possibilidade de
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um desacoplamento entre Féton e Axion. Em contrapartida, a medida que o campo magnético
vai se tornando transversal vemos as curvas se aproximando, até finalmente coincidirem para o

angulo de 7/2, que seria o estado de mistura méxima.

1.04 T T T T T T
1.02 i
5 i i

§ 1.00

0.98 T 0=0_

0= %

0.96 1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

k| (eV)

Figura 3 — Comportamento do médulo da velocidade de grupo |v§i)| em func¢ao de |k|, conforme a
equacdo (2.131), em unidades naturais, ¢ = h = 1, para valores |B| = 10T ~ 19, 55¢eV?,
Gr10719GeVtem, ~0,5x107%6V. O angulo 6 é o angulo entre k e B. Os sinais (4)
de |v§i)| estao associados com os dois modos propagantes possiveis, advindos da relagao
de dispersao modificada.
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Figura 4 — Comportamento do médulo da velocidade de grupo |v§i)| em funcgao de |k|, conforme a
equacdo (2.131), em unidades naturais, ¢ = & = 1, para valores | B| ~ 10T ~ 195,5x eV?,
G~ 1071GeV ! em, ~0,5x107%eV. O angulo 6 é o angulo entre k e B. Os sinais (4)
de |'v§i)| estao associados com os dois modos propagantes possiveis, advindos da relagao
de dispersdao modificada.

Por fim, concatenando as analises realizadas até aqui, somos capazes de entender que a
mistura do Axion com o Foton na presenca do campo magnético de fundo se da por meio do
campo elétrico, no sentido de que é por meio do campo elétrico que somos capazes de trazer a
dindmica do Axion para dentro das equagoes de Maxwell. Esse vinculo se apresenta na forma

~ (B - é), de onde podemos concluir que a componente do campo elétrico responsavel pela
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mistura serd aquela que se encontra na dire¢do para a qual aponta o campo magnético de fundo.
Na literatura, ¢ comum o uso da notacao € para se referir a essa componente. Dessa forma,

podemos pensar em um campo elétrico geral que é decomposto na forma

e=¢ t+ey,
de onde resulta que B - é = |B||€)], ou seja, |€| = |€|cos«, onde a é o angulo entre a diregao
do campo elétrico e a direcao do campo de fundo.

Como a priori B é geral, a relagdo que a onda eletromagnética Axidnica e, portanto,
a relacdo que é apresentara em relagao ao fundo é bastante variavel, a depender de como a
onda entra nesse meio. Na maioria dos casos é dificil dizer exatamente como as diferentes
decomposigoes do campo elétrico se relacionam. Até agora, viemos utilizando uma decomposi¢ao
do tipo
€ =€+ er,
componente longitudinal mais componente transversal. Entao, como podemos compatibilizar

essa convengao com a normalmente seguida na literatura?

Podemos partir da lei de Gauss para o campo elétrico (2.63), de onde obtemos a relacao
|é| cos B = —cGyyya|B| cos, (2.132)

onde § é o angulo entre € e k. Isolando @ na equagao (2.69) e substituindo em (2.132), obtemos

®e0(Gayy)’| BJ?

(k2 =€)

Como existe uma transitividade entre os vetores do campo elétrico, campo magnético de fundo

cos ff = cos a cos . (2.133)

e direcao de propagacgao, podemos escrever as seguintes relacoes entre os angulos:

se f>60entao o =P — 0, (2.134)
se f < 6 entdo a =27+ [ — 6. (2.135)

Como estamos interessados nesse momento somente no cosseno e no seno de alfa, vamos adotar

simplesmente a relagao (2.134).

Um caso limite a ser explorado ¢ o caso em que B ¢ transverso. Nesse caso somos
levados a concluir que cos § = 0, portanto € também deve estar contido no plano transversal,
embora a priori nao seja possivel concluir a partir da relagao (2.133) qual deveria ser o dngulo
« entre € e B. Por outro lado, da equagdo (2.76) concluimos que se € for totalmente paralelo
a B, ou seja, a = 0, obtemos que tanto B quanto € sao necessariamente transversais, e de
fato a reciproca serd verdadeira, se forem transversais serao necessariamente colineares. Somos
capazes de afirmar isso uma vez que sdo validas as relagdes (2.70), (2.71) e (2.74), como b
estd contido no plano transversal e ¢ mutuamente ortogonal aos campos € e B, estes dois

ultimos necessariamente devem ser paralelos ou anti-paralelos. Pela equagao de onda do Axion,
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concluimos entao que nessa configuracao a mistura do Foton com o Axion é maxima, o que esta
de acordo com o resultado apresentado na Figura 4, que indica uma coesao entre as velocidades

de grupo.

Outro caso limite que podemos explorar na nossa convencao é o caso em que k esta

alinhado com B, ou seja, § = 0. Nesse caso, a equagao (2.133) se resume a

C250<Gaw)2‘B’2 _
(k-8

Da condicao (2.134), de fato verificamos a relagao entre os cossenos dos angulos e, a segunda

1. (2.136)

cos 3 =cosa, e

consequéncia que extraimos da equacao (2.133) é na verdade a nova relagao de dispersao para o

Axion. Para demonstrar essa afirmagao, consideramos novamente a lei de Gauss (2.63), de onde

€SCrevemos
lér| = —cGoyyalBl. (2.137)
Mas, como B = |B|k, entdo € = |é||\12: — |é,|k. Por outro lado, a equacdo de onda do Axion
se torna
(2 = ) = —czoGars | BII&) . (2.138)
dessa forma, obtemos
(* — &€ — ®eo(Gany)*| B[P)a = 0, (2.139)

entdo A, = k* — € — ?e(Gayy)?|B|? = 0 6 a nova relagio de dispersio para o Axion. Da mesma
forma, podemos verificar o que acontece com a relagao de dispersao para o Foton, nesse caso
partimos da equagao de onda para o campo elétrico, dada em (2.67), e substituimos o contetdo

do Axion, de forma a obter

£0(Gayy)?w’(B - €) c’e9(Gary)* (B - €)(k - B)
(k2 =€) B (k* =€)

Para fins de resumo, vamos estudar de forma independente a componente transversa (total) e a

k*e —

k = (0,0,0). (2.140)

componente longitudinal. Para a componente transversa, no cendrio que k || B, a relacdo de

dispersao tem a forma
T _ 12
Al =k =0, (2.141)
enquanto que para a componente longitudinal
Al = ATA, = (K — € — Peo(Gary)*|BIP) = 0. (2.142)

Ambas as relagoes de dispersao derivam de A = 0 para o caso particular de § = 0, ou seja,
quando a onda eletromagnética se propaga paralela ao campo de fundo, somos capazes de

distinguir com clareza as contribui¢oes do Foton e do Axion, o que corresponde ao que chamamos
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anteriormente de estado de minima mistura. E facil perceber que k? = 0, para 6 = 0 nos conduz
a velocidade de grupo advinda da solucao da relagao de dispersao com o sinal negativo, enquanto
que a nova relacao de dispersao do Axion nos leva ao exato mesmo comportamento na Figura 5

observado para a velocidade de grupo advinda da solugao com o sinal positivo na Figura 4.
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Figura 5 — Comportamento do médulo da velocidade de grupo |'v£(7“)] em funcao de |k|, em unidades

naturais, ¢ = h = 1, para valores |B| ~ 10T ~ 195,5 x eV?, G ~ 10719GeV~! ¢
me ~ 0,5 x 1075 eV.
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meaeeesssssessssssmm  Capitulo 3

Eletrodinamica na presenca de Axions e Fotons

Escuros

Iniciamos a partir da mistura entre dois termos cinéticos Abelianos da eletrodindmica

descrita pela densidade Lagrangiana
Costors = —~F W 4 SF 00— 2 pr s
mistura — _Z Qv + 5 7% - 1 0% ) (31)

onde F},, e F /iy representam os field strengths associados ao Foton (), restrito ao grupo de
calibre U(1)gm, € ao Féton Escuro (7'), restrito ao grupo de calibre U(1)gscuro, Tespectivamente.
O parametro ¢ é adimensional e atua como um portal entre o eletromagnetismo do Modelo
Padrao e um possivel eletromagnetismo no setor escuro do universo. Essa mistura cinética, para
um setor de Foton Escuro sem massa, pode ser diagonalizada por meio das transformacoes de

campo
Ay — Ay, (3.2)
AL — A;L +eA,. (3.3)
Para um setor escuro massivo, a diagonalizacao ocorre com

A, — A, + 5AL, (3.4)
!/ /
A, — AL (3.5)
Finalmente, os termos de interagao eventualmente serao dados por

, —(Ay+€A)J" — AL J" para 7 massivo, 36
int — .
—(A, +eA,)J" — A, J" para o sem massa,

onde A, e A;L sao os campos do Foéton e do Féton Escuro, respectivamente, e J, e J/; Sa0 0s

termos de corrente associados ao setor usual e ao setor de matéria escura, respectivamente.
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Consideremos agora esse modelo diagonalizado na presenca de termos de interagdo entre

Axion, Féton e os Fétons Escuros [54]. A acdo entdo serd dada por

1 , 1 , o1 1 1
L= — ZFWFu — ZFLVF’“ + im?y/A;A'“ + 5(@@)(8"@) — imZaz
G, - G gy ~o o Gayry .
+ 4’” akF,, F* + %aFWF'“ - %aFéyF’“ + Lint, (3.7)
onde o campo pseudoescalar a descreve o Axion. Tanto F" = %5“”“6 F.5 quanto Fwv —

1 _pvapB = . = Lo
2 F, 5 sdo field strengths duais. As constantes Gy, Gayy € Goyryy 520 Tesponséveis pelos
acoplamentos envolvendo o Axion com dois Fétons, o Axion com um Foton e um Féton Escuro,

e 0 Axion com dois Fotons Escuros, respectivamente.

Devido a suposicao de auséncia de monopolos magnéticos tanto no setor do Féton quanto

no setor do Féton Escuro, as identidades de Bianchi
0" =0 e 9,F"" =0 (3.8)
sao preservadas. Ja as equacoes de campo covariantes associadas ao Féton assumem a forma
OuF™ = (040) (Gary " + G ™) + 7, (3.9)
nas quais definimos

JY ara 7' massivo,
TV = para (3.10)

eJ"” + J” para +' sem massa.
No caso do Foton escuro, tem-se
o F™M + m?y’Am = (9ua) (GaW’FW + Gav’v’plw) T, (3.11)
com

eJ” + J" para + massivo,

J" = (3.12)
J" para 7' sem massa.
Por fim, a equacao de onda do Axion é dada por
G, . G gy ~ G gy .
(O+m2)a = 4’*” E, F" + %FWF”“’ + %FI’WF”“’. (3.13)

Para além do que foi obtido em [54], n6s derivamos o tensor energia-momento simétrico
do modelo, T",, seguindo os passos da Secao C.3 do Apéndice C. O mesmo pode entdo ser
escrito na forma

0,T" = J"F,, + J"F (3.14)

o
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Ccom
(3.15)

onde (T,)* , (T)*, e (Ta)", sdo os tensores energia-momento canonicos associados aos campos

do Féton, Féton Escuro e Axion, respectivamente, dados por

1
(T, = F"F,, + iaﬂpFQﬁFaﬁ : (3.16)
1
(Ty)", = F™E,, + m3 A" A, + 6", (F0Fly —2m2 A AL) (3.17)
e
1
(T.)", = (8"a)(,a) = 50", ((0"a)(Dua) — mia®) (3.18)

Como esperado, a natureza topologica dos termos de interagao entre os campos de Axion, Féton

e Féton Escuro implica que eles ndo contribuem para o tensor energia-momento.

3.1 O Modelo Expandido em Fundo Eletromagnético

Com motivagoes semelhantes as apresentadas na Secao 2.2, se decompusermos o quadri-

potencial A* de tal forma que
A = A* + A", (3.19)

e identificarmos A" como o campo do Féton e Ag" como um quadripotencial de fundo, nesse

arcaboucgo teremos que o field strengths serd dado por
J g :f‘uV—FFBMV, (320)

com fi = MA — A" = (e, —"*bN) e Fp = 0" Ap” — 0" A" = (E',—"*B"). Dessa

forma, a Lagrangiana inicial assume a forma

1 , 1 , 1 , 1 L, 1
L=— Zf,uufu - §f/wFBN - ZFB,WFBM - ZF/IWF/H + §m3’/ALA/#
1 1 G . . -
+ 5(611“)(6“&) - §m2a2 + 4Wa<f/wf;w + 2fquBM + FBWFBM >
Gav’v’

Goyy . _
+ ;Va(f‘“’ + FB“”) E,+ alF,, F™" + Ling. (3.21)

4
Assim, no vacuo, as equagoes de campo para o Foton sao

Ou( ™ + F5") = (040) |Gy (" + Ff™ ) + Gany F'™]. (3.22)
Nesse cendrio, a identidade de Bianchi permanece vélida,

D f* =0, (3.23)
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Além disso, pode-se também mostrar que as equagoes de campo do setor escuro sao
Ou F™ = —m2 A" + (9,0) [Garyr (F* + Fg" )+ Gy F™] . (3.24)
Aqui, também temos a identidade de Bianchi, de modo que
9, F"M = 0. (3.25)

Pode-se ainda obter a equacao de onda para o campo do Axion em forma covariante,

Ga ruy I v 4
(D—sz)a: ki <f;wf'u +2f,u,uFB# _’_FBMVFB# )

4
Gaw’ [ v Gaw’v’ I ftuy
+ =5 (fuw+ Fp) F + SR (3.26)

No que segue, nos restringiremos mais uma vez ao caso de um campo magnético constante de
fundo e conduziremos discussoes semelhantes as do Capitulo anterior.
3.1.1 Equagoes da ED na presenga de um Fundo Magnético Constante

Sempre que tivermos este caso particular, de um campo magnético de fundo constante,

vamos adotar a notacao simplificada

Goyy = G, (3.27)
Ga’y’y’ = G,, (328)

para as constantes de acoplamento. Neste caso, para o setor do Foton temos que as equagoes de

Maxwell modificadas no espaco de momento sdo dadas por

k-é=Ga(k-B), (3.29)
kxb=—w(é—GaiB), (3.30)
k-b=0, (3.31)
k x é = wb. (3.32)

As equagbes de Maxwell para o setor do Féton Escuro sao

ik - E'=m2 ¢ +iGa(k - B), (3.33)

ik x B'=m2A' —iw(E' — GaB), (3.34)

k-B' =0, (3.35)

kx E =wB. (3.36)
Estas equagoes nos levam as equagoes de onda para ambos os setores, tais que

(w? — k*)é = Gw?aB — G(k - B)ak, (3.37)

(w? — k?)b = Gui(k x B), (3.38)
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e
(w* — k> —m2)E' = Gw’aB — G(k - B)ak, 3.39
(w* = k* —m?)B’' = Gwi(k x B) (3.40)

No setor do Axion temos
(wW? —k*—m?a=Gée-B+GE'-B. (3.41)

Tomando o produto escalar das Eqs. (3.37) e (3.39) pelo campo magnético B, isolando
os resultados para obter & - B e E' - B e substituindo na equacio de onda do Axion, obtemos

que equacao de onda do Axion diagonalizada na forma

a !

{(w2 ) (W — K — m2) (W — K% —m2)
+ [(kz .B)’ - wQBZ] [(Gm)%? — K= )+ (G A (w? — kQ)]}& 0. (3.42)

Desse resultado, podemos ler a relacao de dispersao modificada para o modelo para o caso de

um Féton Escuro massivo dada por
Ap, = (W? — k) (w* — k* —ml)(w? — k* —m2))

+ {(k .B)’ - aﬂB?} [(Gm)%w? K m2) 4 (Cay )2 — k?)]. (3.43)

,y/

Tomando o limite de massa zero para o Féton Escuro na equagao (3.43), obtemos a relagao de

dispersao para este caso na forma

A= (W — k:Q){(wQ )W =k —md) + (G2 + G|k B)? - w232] } (3.44)

Alternativamente, vamos obter a relacdo de dispersao modificada através de um procedi-
mento mais convencional ao buscar pela equacao de onda homogénea para o campo elétrico
do setor fotonico e. Para isso, primeiramente, isolamos o campo elétrico do Foton Escuro na
equagao (3.39) e levamos o mesmo na equagao de onda para o Axion (3.41) para obter o campo
do Axion inteiramente em funcao de €. Ao isolar o campo Axion nesse procedimento e substituir

0 mesmo na equacao de onda do campo € podemos escrever

{(w2 — k%) {(wQ — k> —m2)(w’ — k* —m?) — G*w’B* + G*(k - B)*|4;

a

— (W2 — k2 — m,%/) |:G2(,<JgBZBJ — G2(k . B)szj

} é; =0. (3.45)

Tomando o determinante da matriz que atua em é;, regatamos as relacoes de dispersao (3.43) e

(3.44), a tultima no limite em que m., — 0.

Adicionalmente, podemos agora reobter o tensor energia-momento seguindo os passos da

Secao C.4 do Apéndice C. Assim, somos levados a escrever esse tensor decomposto na soma

™, = (Tv)up + (Tw’)up + (T)", + (Taw)up + (Taw’)“pa (3.46)

p



Capitulo 3. FEletrodindmica na presenca de Axions e Fétons Escuros 39

onde (15)" , (Ty)* , e (T,)", sao dados por (3.16), (3.17) e (3.18), respectivamente. Os novos

termos provenientes da anisotropia de fundo sdao dados por

(Ta’77>up = Gaf#VFBVpa (347)

(Tayy )", = G'aF" Fg,,. (3.48)

3.2 As Relagoes de Dispersao Modificadas e Quantidades Opticas Associadas

Daqui em diante, extrairemos informacoes fisicas importantes das relacoes de dispersao

modificadas para os casos do Féton Escuro sem massa e com massa.

3.2.1 Caso do Foton Escuro sem Massa

Como vimos, neste caso, a relacao de dispersao modificada é dada por
A= (W — kz){(wQ R (WP -k —md) + (G2 + G|k B)? - w232]} —0.  (3.49)

Ao resolver esta equacao para w em termos de k obtemos seis solugoes, das quais trés sao
solugoes de energia positiva. A primeira delas é a solucgao tipica de um Foton sem massa, escrita

Ccomo
w = |k|, (3.50)

e as demais solucoes sao solugoes tipicas do eletromagnetismo Axidnico, dadas por

1
w = \/5\/2'“2 +(G2+ G2)B2 +m2 £ /(G2 + G2)B2 + m2)® + 4(G2 + G2) B2k2sin20 |
(3.51)

onde € é o angulo entre o campo magnético de fundo e a dire¢do de propagacao da onda

cletromagnética k. No referencial de repouso (fazendo |k| = 0), obtemos

W = WV (G2 + G2)B2 + m2 £ ((G2 + G2)B2 + m2), (3.52)

de onde identificamos duas solu¢oes possiveis. Essas duas solugoes sdo respectivamente

Wit = (G2 + G2)B? + m2, (3.53)
- =0, (3.54)

. . + . .
onde identificamos w(() ) com uma massa efetiva para o Axion. Esse termo de massa tem a

mesma forma que o termo que aparece na ED Axionica pura, mas aqui leva-se em conta a

constante de acoplamento G'. Como veremos, a presenca de G’ funciona como um amplificador
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para a massa efetiva do Axion e também funcionara como um amplificador dos possiveis efeitos

opticos para essa eletrodindmica em comparacao com a ED Axionica.

Prosseguindo, observamos que existem trés modos de velocidade de fase. Um desses
modos é o usual dado por |vf| = 1, enquanto os demais, correspondentes aos sinais de (%), sdo

dados por

| (64 G?)Bsin6

e > (3.55)

2 2 BQ 2 2 2 BQ 2)\2
‘v;i)‘:\lH(G +G2l)€2 +mai\/((G +G?)B? 4+ m?)

+)

Nesse caso, para a velocidade de frente de onda v}r , com sinais (£) indicando os dois modos

de propagacao nao usuais da onda, obtemos
R +
v, = lim ‘v; )‘ =1 (3.56)

Ou seja, ambos os modos sao causais desse ponto de vista. A partir da velocidade de fase,
também podemos obter o indice de refracao. Para a ED na presenca de Axions e Fotons Escuros,

imersos no campo magnético constante de fundo, obtemos para o indice de refracao

1

2 2\ B2 2 2 2\ B2 212 2 2) B2 gin? T2
n(i):(H(G +G?) +mai\/((G +G?)B? +mi) | (G’ +G?)B’sin 9) (3

2k2 4k* k2

Aqui, assim como no caso da ED Axidnica, observamos que possuimos a priori sempre dois valores

para n, n* e n~, para cada 6 distinto, mais uma vez indicando uma possivel birrefringéncia.

Continuando com a nossa analise de causalidade da teoria devemos em sequéncia obter

as componentes da velocidade de grupo. Para o modo usual, obtém-se

(vg)i = E (3.58)

w

j& para os demais modos obtemos,

(o)) = (k: + (G + (B — (B-k)B) ) . (3.59)
W) \/((G2 + G?2)B2 + m2)? + 4(G2 + G2) B2k? sin” 0
Dessa forma, os respectivos médulos da velocidade de grupo correspondem a
vg| =1, (3.60)
e
0| = u')f;') J 1 +sin%6 <(G2 +EG;2>QB4 L 2@ +EG/2)B2>, (3.61)
onde =, é dado por
= = \/((G? + G2)B? + m2)? + 4(G? + G) B2k? sin 6 . (3.62)
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Como no caso da ED Axionica, a partir dos graficos do médulo da velocidade de grupo
em fun¢ao do médulo do momento, podemos analisar o comportamento da propagacao da
informacao considerando diferentes cendrios, afim de varrer uma gama de cendrios possiveis e
descobrir se algum deles fere a causalidade. Comecando por campos magnéticos de experimentos
terrestres, utilizando os mesmos dados utilizados no caso do acoplamento realizado unicamente
com o Axion, podemos explorar diferentes valores para o acoplamento G'. A Figura 6 contempla
o caso de um campo magnético da ordem de |B| ~ 10 T, como os utilizados em experimentos
como o LSW, onde observamos o mesmo comportamento apresentado na ED Axionica, para

todo G’ menor ou igual a G’ ~ 1072 GeV .

1.04 T T T T T T
1.02 F )
I i i

§ 1.00

0.98 F T 0=0 ]

0=1

—— =1

0.96 1 N N N 1 N N N 1 N N N 1 N N " 1 " " " 1
00 02 04 06 08 1.0

K| (eV)

Figura 6 — Comportamento do modulo da velocidade de grupo |v§i)| em funcao de |k|, conforme a
equacio (3.61), para valores de campos magnéticos terrestres com |B| = 10T ~ 1955 eV?,
G~ 107 GeVt, my ~ 0,5 x 10756V e valores iguais ou menores que G’ ~ 1072GeV 1.
O angulo 0 é o angulo entre k e B. Os sinais (+) de |v§i)‘ estao associados com os dois
modos propagantes possiveis, advindos da relagao de dispersao modificada.

A medida que vamos aumentando o campo magnético, mantendo G' ~ 1072 GeV ™!,
podemos observar o comportamento das curvas se modificando para valores de momento bastante
baixos, mas nada ainda apreciavel. Agora, indo para valores de campos magnéticos de objetos
astrofisicos, como magnetares, da ordem de |B| ~ 10 T, observamos o comportamento
apresentado na Figura 7, onde os perfis das curvas coincidem perfeitamente com aqueles
apresentados na Figura 4 no Capitulo 2. Embora, seja valido notar a amplificacdo desse
comportamento, tanto porque é notavel para valores de campos astrofisicos, que no caso da
ED Axidnica nao era, quanto em termos de valores de momento, pois nesse caso vemos esse
comportamento para momentos duas ordens de grandeza maiores do que no caso anterior.
Quando consideramos o valor de G’ ~ 107 GeV~! observamos o exato mesmo comportamento
dado na Figura 4, s6 que para um campo magnético seis ordens de grandeza menor. Isso nos leva,
ingenuamente, a creditar que se o acoplamento Axion-Foéton-Féton ocorrer ao mesmo tempo
que o acoplamento Axion-Féton-Foton Escuro, considerando a presenca do campo magnético

externo, serfamos capazes de observar efeitos Opticos, ainda que bastante sensiveis, na presenca
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de campos magnéticos presentes no meio astrofisico.

1.0} § 1.0f |
0.8F . 0.8F .
T.06] 1 1,06 -
B =
0.4F . 0.4F .
—— 9=0 —— 9=0
0.2 F 0=17- 0.2 F =7 -
—— 0=3 —0=3
0.0 1 1 1 1 1 0.0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
k| (eV) k| (eV)

Figura 7 — Comportamento do modulo da velocidade de grupo |v§i)‘ em funcao de |k|, conforme
a equagao (3.61), para valores de campos magnéticos astrofisicos com |B| ~ 10107 ~
195,5 x 101%eV2, G~ 10712 GeV ™, me = 0,5 x 107%eV e G ~ 1072GeV L. O angulo 0
é o angulo entre k e B. Os sinais (+) e (—) que aparecem como indices no modulo da
velocidade de grupo estao associados respectivamente com os modos propagantes advindos
das solugoes da relagdo de dispersdo modificada que carregam os sinais positivo e negativo.

Assim como no caso da ED Axidnica, mesmo extrapolando o valor do campo magnético,
nao observamos nenhuma violacao da causalidade. Obtemos sempre os mesmos perfis de curva,
variando apenas a faixa de momento a depender do valor de G'. Na secao a seguir, iremos

explorar a relagao de dispersao para o caso do Foton Escuro massivo.

3.2.2 Caso do Foton Escuro Massivo

Para o caso do Foton Escuro massivo temos que a relacao de dispersao modificada é

dada por

Ap, = (W — E*)(w? — k? —m2)(w® — k? — mi,)

4 [(k B — uﬂBﬂ [(Ga,w)?(w? k2 = m2) + (G ) (WP — k?)] —0. (3.63)

Resolvendo esta equacao para w, obtemos trés solugoes positivas: uma real e duas complexas.

Essas solucgoes tém a forma

— 1 i 2% / / 12 2 *Q%
wy = \/§J3k2 +54+0 +AIE ((ﬁ+5 )2 4 3(G2 4+ G2)B2k2 sin® ) — 3m,y,5) +A12—%, (3.64)

com f3 e 3’ dados por

B=G>B*+m?, (3.65)
B =G’B’+m, (3.66)
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e 2 dado como

43
Q=A+ \/A2 /3 + ()2 + 3(G? + G?) B2k?sin® 0 — 3m 5)3 : (3.67)
onde A é explicitamente dado por
= (B+8)[9(G +

G?)B%k*sin? 0 — 9m2, B + 2(8 + B)?| — 27m2 G*B*k? sin” 0
Y

(3.68)
O indice I = 1,2, 3, identifica cada solucao, e os coeficientes A; sao dados por

(3.69)
Ay = — El ;f; , (3.70)
Ny (VY

5 (3.71)

A priori, tendo em vista a dificuldade adicional de analisar as expressoes complexas

vamos nos ater a analise da solucao real, que em um limite de G, m., e |k| tendendo a zero, nos

/
Y
leva & massa efetiva do Axion, na ED Axionica. A expressao real é simplesmente dada como

1
1 23

Ol
- ((B+ 82+ 3(G? + G2)Bk2sin”  — 3m2,5) + 2 (3.72)
3 3
No referencial de repouso, obtemos a massa efetiva para o Axion
L1 ) 2
12505 (8+ 8) +23 ((B+8)2 —3m2.8) + Q5
(wi)o = % 1 ) (3.73)
2305
com )y dado por
Qo =2(8+ 8)° —3m2 8 (3(8+ B) — \/12m2.8 - 3(8+ 3)2) . (3.74)
A velocidade de fase fica escrita como
= 3k2 QF | 3k2 k2 3k223 '
onde o limite de |k| tendendo a infinito, retorna
v = lim ’Uf‘ =1 (3.76)
|k|—o00
O indice de refragao fica dado por
1
B+8) 25 (B+8Y | o cmvprarg. ™8) L 2 |
= +(G"+G“)B 0 — —L . .
n= |1+ k2 + — af \ " 3Rz + (G* 4+ G*)B*sin % + YRS (3.77)
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A velocidade de grupo, em suas componentes, é dada como

vy, = L (ki + (G*+ G*)(B%k; — (B - k)By)T') , (3.78)

w1

onde I' é dado por

wl=

ol

oM2  3G*m2 28 Q
(G2+G?) ) \ Qs 2

1
r:}_<<5+5'> - ” H—>, (3.79)
onde II é dado por
II=(8+p)?+3(G* + G?)B?k*sin? 0 — 3m3,ﬁ . (3.80)

Por fim, o modulo da velocidade de grupo fica dado como

v,| = @\/1 +sin26 (G2 + G2)2B4T? + 2(G? + G2)B2T) . (3.81)
w1

A expressao (3.64) é bastante intrincada, guardando desafios mesmo na solu¢ao que a
priori é real. Olhando com mais atengao para nossa expressao da velocidade de grupo (3.81),
percebemos que, a depender dos valores das variaveis envolvidas, obteremos raizes quadradas de
numeros negativos, de forma a termos que nos voltar novamente ao corpo dos complexos. Nesse
cenario, nao sera possivel realizar uma analise nos mesmos moldes anteriores, as expressoes para

o Féton Escuro massivo requerem um tratamento mais atencioso e rigoroso.

Embora esse seja um caso mais desafiador, é também um cenario bastante rico do ponto
de vista Optico, partes imaginarias presentes nas quantidades Opticas podem nos levar a uma
série de novos fendmenos que nao estao presentes para solugoes reais, como o dicroismo, por
exemplo, ou efeitos de atenuagao na velocidade de grupo, dando origem a uma onda evanescente,
entre outras coisas. Por toda essa riqueza contida nessas solugoes, estd em nossas perspectivas
explorar esses e outros aspectos da ED na presenca de Axions e Fotons Escuros massivos em

trabalhos futuros.
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| Capitulo 4

Os Propagadores e o Efeito Primakoff

Neste Capitulo sao calculados os propagadores do Foton, do Axion e do Féton Escuro na
presenca de um fundo magnético constante. Além do mais, também sdo obtidas as expressoes
dos propagadores mistos do tipo Féton—Axion, Féton—Foton Escuro e Axion—Foton Escuro.
Tudo é examinado tanto no caso do Féton Escuro massivo quanto no caso nao massivo. Por
fim, comentamos como estes propagadores mistos podem levar a uma amplitude de transicao
que nos permite calcular a probabilidade da conversao de Fétons em Axions, Fotons em Fotons

Escuros e Axions em Fétons Escuros. Tal conversao é conhecida como efeito Primakoff.

4.1 Os Propagadores para a ED Axionica

Vamos poder obter os propagadores da eletrodinamica Axidnica expandida em fundo

magnético constante partindo da Lagrangiana quadratica

1 1 1 1 - 1
L=——Ff"Ff_ + -0"ad,a — —a® — —GyaF" £, — —— (0, A")? 4.1
4,U0f fu + 9 a0, 25& 210 AL B fu 2M004( M-A ) ) ( )
e reescrevendo-a na forma matricial
1 ~
On. + 0,0, ——Gon FBuad”
1 " 1 — Gayy o Ak
L= T (AV £/ Ho a) 1 ~ Ho ) (4 2)
Ho GaWFBw@B —-¢ Vo @

VvV Ho
onde y = (o~ —1). Neste primeiro caso, estamos adotando o SI, afim de tornar o célculo

acessivel para aqueles que nao utilizam usualmente o sistema de unidades naturais.

A matriz presente na equagao (4.2) é denominada matriz de mizing, cuja a inversa nos
da os operadores necessarios para construir os propagadores. Para realizar a inversao dessa
matriz de forma consistente devemos ir para o espago dos momentos. Lembrando que a a¢do no

espago das configuragoes tem a forma

!
S = —/d“xﬁ,
C
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no espaco dos momentos a agao sera dada por

1 d% 1, ) . I i
§= - [ oy A )R = b ) A1) i AR =€) i (k) +

+ /1o alk)

; An(_ Av L —i al(—
e Gy L) AH(R) + A (8) (G L)V 8(H)] (4.3)

onde k? = k¥k, = (4 — k?) e
L, = Fgsk”. (4.4)
Na forma matricial podemos escrever a equagao (4.3) compactamente,

Cc

5= / (;l?fyl;%(ﬁ”<k> Md(k))M( D ) (4.5)

Vit d(—F)
onde
_k2nuu - Xkuku _LiGa'y«/Ly
M=| VHo . (4.6)
——1Ggyy Ly, k*—¢

N/

Para encontrar os propagadores, iM ™', precisamos inverter a matriz (4.6). Seguindo
o roteiro do Apéndice E, para inversao de matrizes estruturadas na forma de blocos, para a

matriz (4.6) chegamos a inversa dada por

1
| —sznl’p + (1 — ) AKE" + K*G?’LYLP ———ik*GL*
(M*l)l/p = 74 1 Ho ’ (47>
k1A Zk’4GLV k,‘ﬁ

N/

onde verificamos que A, dado pela equacao (2.84), é de fato a relacao de dispersao modificada
para os campos do Féton e do Axion misturados, uma vez que A é o polo do propagador misto.

Explicitamente, nossos propagadores sao dados por

(A" A7) = —,; (77”" yles ,32) e GQZU) ) (4.8)
k2
(aa) = X (4.9)
vy — b GLY
(A”a) Ui A (4.10)
(aA”) = _ Lo (4.11)
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4.2 Os Propagadores para a ED na presenca de Axions e Fotons Escuros

No caso da ED na presenca de Axions e Fotons escuros, adotamos, por conveniéncia, o
sistema de unidades naturais. Além disso, serd importante para esse processo diferenciar os
casos do Foton Escuro massivo e nao massivo, uma vez que a agao para o Féton Escuro massivo
tem a sua simetria de calibre quebrada e o ndo massivo a preserva. Como vimos, no caso de
um féton nao massivo, precisamos inserir um termo de fixacao de calibre na ac¢ao, enquanto
que para o caso massivo esse procedimento nao é necessario. Dessa forma, obteremos diferentes

acoes a partir das quais chegaremos aos operadores que nos dao nossos propagadores da teoria.

4.2.1 0O Caso Massivo

Restringindo a Lagrangiana (3.21) para o caso de um Féton Escuro massivo e um campo

magnético de fundo constante, obtemos

1o, 1 L1, 1 1,
Ly, =— Zf;wf” - ZF’/‘”FW + §m7/A;LA'“ + 5(@@)(0"&) = 5+
1 w1 ST
+ iGafWFB + EG/CLFB‘LL F[w - %(@A’*)(a’*flu). (412)

Assim como no caso da eletrodindmica Axidnica, é conveniente escrever a Lagrangiana Emw, na

forma

1 / v 5
Emw/ = 5 [-A“(UWD + X@L&/)AU + A u(n;w(D + m%ﬂ) - auau)A + AM(GFBuﬁaﬁ)a_l_
+ a(GFpa, 0% A + a(—0 - m2)a + A"(G'Fp,30°)a + a(G Fa,0*)A”|.  (4.13)

No espaco dos momentos, a agao podera entao ser escrita na forma

4
"2 (2n)t

+ AM(=iGEp,5k")a + a(—iGFp o, k*)A” + a(k* — m?2)a+

AP (= = ik, ) A A (8 = ) 4 bk ) A

+ AM(—iG Fp,pk”)a + d(—iG’FBwk“)fl’"] . (4.14)

Podemos ainda adotar uma notacao mais econdémica e escrever

4 A" (k)
Sy, = 1/ @k (jt”(k;) A" (k) d(k))]\/[ A" (—k) (4.15)
My 2 (271')4 Myt ’ ’
a(—k)
onde
_nuuk2 - Xkuku 0 —ZGLM
My, , = 0 N (k? —m2) + kuk, —iG'L, |, (4.16)
iGL, iG'L, k* —m?

em que L, é a estrutura definida na equacao (4.4).
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Uma forma de inverter a matriz (4.16) é apresentada no Apéndice E e o resultado dessa

inversa nos leva aos propagadores,

a)
A1 Al v Al A A~
Zme = <A/M'A >m’y/ <AIHA, >m'y/ <A/Ma>m 7 I (417)
~ q ~ A/ ~ o~
(@A), (@A"),  (Gd)m
Explicitamente, temos no setor diagonal para o caso do Féton Escuro massivo o propagador

modificado do Foton dado na forma

< i —1 y k*EY 9779 o LMLY

(AYA" ), = = {(77/‘ —(1-a) 12 ) — G (k" — mv,)AmM : (4.18)

além do propagador do Foton Escuro

% —1 kHEY LrLY
Aty — 4 11272 22 4.1
<A A >m,Y/ (k2 _ m%/) [(77 m’%/ ) G k’ Am ) ] ( . 9)
e o propagador do Axion
k’2 k2 . 2/

(@), = i(AW. (4.20)

O setor fora da diagonal fornece os propagadores mistos Féton—Foton Escuro e Foton Es-

curo—Foton

T o GG
(ArAY) = (AY AR, =i —— LML, (4.21)
m,Y/
os mistos Axion—-Féton e Féton—Axion
~ ~ G(k? —m?2,
<A“C~l>m7, = _<5A#>m7, = (AWL“, (4.22)

~

e, por fim, os mistos Axion—Féton Escuro e Foton Escuro—Axion

G'k?
NS

~

(A%a)y, , = — (@A), , L. (4.23)

Em todos os resultados temos que AT’W é a estrutura definida pela relagdao de dispersao
da equagao (3.43). Isso reforga, como foi no caso da eletrodinAmica Axibnica, o fato de que a

relacao de dispersao advém do polo dos propagadores.
4.2.2 0O Caso sem Massa
No caso sem massa a Lagrangiana num fundo magnético constante é dada por

1 1 1 1 1 ~ v
L= = Ll = FL T + 2 (0,0)(0"0) — Sm2a + 5 Gafy P

4 H
1 ! v 1 1 / /
+ §G alFp"'F,, — ﬁ((’)uA“)(G“AM) — Z—O/(GHA ")(0"A,). (4.24)
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Como nos casos anteriores, a mesma pode ser escrita na forma
1 ~
£ = S A8+ X004 + A8+ X 0,0)AY + A (GF 0o
+ a(GFp0)A” + a(~0 — m2)a + A™(G'Fy,50%)a + a(G’FBwaa)Aw] . (425)
Com isso podemos escrever a acao nos espaco dos momentos,

.1 d%k
o _2/(27r)4

+ a(—iGEpa, k) A" + a(k® — m2)a + A" (—iG Fy,3k")a + a(—zG’FBa,,ka)Af”] . (4.26)

Au(_nm/k2 - Xk,uky)uzly + A/‘u<—7]uy/€2 - X/]{?“k?l,)A’V + A#<—Z.GF;BH61{ZB)&+

Adotando uma representagao matricial para a agao, escrevemos

A" (=)

g1 / Ak (jt”(k;) A" (k) d(k;))M’ A" (—k (4.27)

2/ (2n) (=R | '
a(—k)
onde

_nul/kQ - Xkuku 0 —ZGLM

M = 0 —nuwk® = X'kuk, —iG'L, |. (4.28)
iGL, iG'L, k* —m?

Como no caso do Foton Escuro massivo, uma proposta de inversdo para a matriz (4.28)

é dada no Apéndice E e sua inversa nos leva aos propagadores
(ArAYy  (AFA"Y  (Ara)
M= | (AmAYY (ARAMY (Ara) | . (4.29)
(@aA"y (@A™  (aa)

O setor diagonal da matriz (4.29) é composto pelo propagador modificado do Foton

o —1 kH kY LrL”
<AMAV> = ﬁ [(T]‘uy — (1 — Oé) ]{32 ) — G2k2T s (430)
pelo propagador do Féton Escuro sem massa
-~ —1 kP kY LELY
<A/ALA/V> — ?22 |:(n,u1/ _ (1 . O/) e ) o G/2k2 N 7 (431)
e pelo propagador do Axion
k4
(aa)y = zE (4.32)

No setor fora da diagonal, temos as contribui¢cdes mistas para os propagadores Fo-

ton—Foton Escuro e Féton Escuro—Féton
!

(A dmy = (A vy =SS

A/

LML, (4.33)
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as contribui¢ées Féton Escuro—Axion e Axion-Féton Escuro

5 _ G/kQ
(AMa) = —(aA™) = A L*, (4.34)
além das contribui¢oes Féton—Axion e Axion—Féton
~ . Gk?
(Ata) = —(aA") = A L*. (4.35)

Como antes, vale ressaltar que A’ dado pela relagao de dispersao da equagao (3.44) é

polo dos propagadores para o caso do Féton Escuro sem massa.

4.3 Efeito Primakoff

Como ja mencionado, o efeito Primakoff trata da possibilidade de oscilacao entre parti-
culas. De um ponto de vista mais fundamental, partindo dos propagadores, essa possibilidade
advém dos propagadores mistos. Para ambas as eletrodinamicas, Axionica e na presenca de
Axions e Fétons Escuros, fomos capazes de obter tais propagadores, como vimos nas se¢oes

anteriores.

No caso da ED Axi6nica, o propagador misto tem a forma

1 GL*
Ala) = ——,
) = =)

de onde se 1é: existe uma probabilidade associada ao modulo quadratico desse propagador que

(4.36)

fala sobre a possibilidade de um Foton ser criado em certo instante e num certo ponto do espaco
e posteriormente ser destruido como um Axion em outro ponto do espago. Esse processo sé é

possivel na presenca do campo magnético de fundo e é representado pelo diagrama da Figura 8.

Figura 8 — Diagrama de Feynman associado com o efeito Primakoff (conversao Axion-Féton). As
linhas tracejadas estao associadas com o propagador do Axion enquanto as linhas onduladas
representam o Féton e uma fonte de campo magnético B externo.

O mesmo processo é permitido para a ED na presenca de Axions e Fétons Escuros, tanto
no caso massivo quanto no caso sem massa. Para além deste, surgem dois novos processos. O

primeiro deles ¢ dado pelos propagadores

. G'k?

(@A™ ym, = = — 1" (4.37)
. G'k?

(@A) = —=—Z_» (4.38)

AT
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e é representado pelo diagrama da Figura 9. Esse processo é de grande importancia pois

possibilitard uma transicao direta entre Fétons e Fotons Escuros.

Figura 9 — Diagrama de Feynman associado com o efeito Primakoff (conversao Axion-Féton Escuro).
As linhas tracejadas estdo associadas com o propagador do Axion enquanto as linhas
onduladas representam o Féton Escuro e uma fonte de campo magnético B externo.

Unindo os dois processos anteriores, podemos construir o diagrama dado na Figura 10.

Esse diagrama, descreve o processo possibilitado pelos propagadores

(AFAY),, =i AG ¢ LY, (4.39)
(AFA"YY = z‘GAG,L“L”. (4.40)

Esse processo é particularmente interessante pois nao ha mistura a priori entre Fétons e Fotons

Escuros, e é o Axion quem medeia essa transicao.

Figura 10 — Diagrama de Feynman associado com o efeito Primakoff (conversdo Féton-Axion-Féton
Escuro). As linhas tracejadas estdo associadas com o propagador do Axion enquanto as
linhas onduladas representam o Féton, Foton Escuro e uma fonte de campo magnético
B externo.

E interessante notar, que o propagador do Féton é modificado em ambas as eletrodina-
micas, subtraindo a informagao do propagador misto com o Axion. Nesse caso, a probabilidade
de um Féton ser criado, propagado e destruido como Féton, nao serd de cem por cento. Ou seja,

olhar para o propagador do Féton é outra forma de obter informacgao sobre o efeito Primakoff.

A seguir, vamos apresentar uma proposta de como obter expressoes para essas proba-
bilidades de transicao usando os propagadores mistos, numa tentativa de reobter a expressao
presente na literatura para primeira ordem em G?B? [34,71]. Uma vez que obtivermos a
expressao em primeira ordem, poderemos generalizar o procedimento para todas as ordens no

produto G2B?, que seria um resultado inédito. Como caso ilustrativo, vamos considerar o termo
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de propagador misto do tipo Axion-Féton dado por

(a(k) Ay (=) = iM, (k) = z’GIK, (4.41)
em que
L, = Fg, k" = (B k,~Buw) (4.42)

e a relagao de dispersao A fatorizada como
A=w—(X+Y)w—(X-Y), (4.43)

com (X +Y) e (X —Y) em primeira ordem de G*B?* dados por (em que 6 é o dngulo entre k e
B)

232 2
(X+Y)zk:2+m2+G2 <2+:;281n20>, (4.44)
232 k2
(X —Y)~k*+ ¢ — sin? 6. (4.45)

a

Assim, em primeira ordem de G*B?, temos que

1 1 1
— ) 4.46
A (wW?—k?) (w? — k2 —m?) (4.46)
Levando isso em consideracao e tomando p = 0 no propagador misto obteremos
GB;
(a(k) As(—F)) = iMi(k) = —i - (4.47)

(@ = ') — k7 =)

Supondo que na transi¢ao Axion-Foéton o momento aproximadamente nao varia, estaremos
interessados numa amplitude puramente temporal. Para obter essa amplitude, contraimos o
propagador (4.47) com o vetor de polarizagao associado ao campo do Féton e tomamos uma

transformada de Fourier inversa dada por

d )
M(t) = e Mi(t) = %Mi(k)e‘“"t
dw wewt
— Ge B / ik . 4.48
¢ o7 (w? — k2)(w? — k2 — m2) (4.48)
Essa integral tem polos em
w = tw, = £k, (4.49)

w = tw, = £/ k?+ m2. (4.50)

Portanto, temos que calcular a integral

dw we !
M= oo — e+ )

(4.51)
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Em fracoes parciais, temos
1 1 1 1
~ - - - (4.52)
(W —w)(w? —w?) 2w2-w)) |w—w, wtw, W—Ww, Wt+w,
de maneira que precisaremos calcular integrais com polos simples dadas por
d —iwt ie™ " se t>0
L= [<° , (4.53)
27 W — Wy 0 se t<0
d —twt 0 se t>0
Lt)= [ 2-° , (4.54)
2T w+ wy et se t<0
dw et ie ¥ se t>0
L= [ =S : (4.55)
2T W — Wa 0 se t<0
d —iwt 0 se t>0
L= [ =5 (4.56)
27 W+ wa ie¥st se t<0
Portanto,
1) i et — el g > () (4.57)
2wy — wi) glont  giwat se t<0 .
Em geral, podemos escrever
eiiwﬁyt . eiiwat — +9isin ((W’Y ;Wa)t> eii(ww+wa)t/2. (458)
Assim, podemos escrever
2 sin (W = wa)t etiltwat/2 ot >
:F
I(t) = ———- X (4.59)
2wy —wp) sin (1w = wa)t e M Wtwa)t/2 ge < ()
Entao, de forma geral para todo t obtemos
1 —we)t\
1) = — 1 gin (@2 =9l ez (4.60)
(Wi — i) 2
Com esse resultado a amplitude toma a forma
Ge-B | (W’Y - wa)t i(wyFwa)t/2
M(t) = s ) sin ( 5 e . (4.61)
Desse resultado, podemos escrever a probabilidade de transicdo Axion-Féton sob a forma
. G*(e-B)* . 5 ((w, —w,)t
Py = M (O)M(t)| = 2 —u2) sin 5 (4.62)
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Para deixar essa expressao na forma do que é apresentado na literatura, vamos definir a

¢ =w, —wy =/k2+m2 — |k|. (4.63)

Como esperamos que m, < 1 eV, podemos escrever

quantidade

2

JR2 - m2 ~ (k| + 277|11§|' (4.64)

Portanto,
2
m
N —2, 4.65
Por outro lado, teremos
wp — w2 = (W + W) (Wa — Wy)
= q(wa + wo) 4.66
= g(q +21k) (4.67)
mg
=q <Q+2|k|m§> (4.68)
m2
= (¢ +m2). (4.70)

Dessa forma, em ordem mais baixa de expansdo em m,, vem que
1 1 2m?
—— =~ — |1 -—"]. (4.71)
w2 T e
Com estes resultados, a expressao da probabilidade assume a forma

G*(e-B)* ., /qt
Py~ —a sin? <2) . (4.72)

No experimento Light Shining Through a Wall (LSW) [71], o feixe percorre uma distancia
L na presenca do campo B. Acontece que, devido a massa muito pequena do Axion, a distancia

L esta diretamente ligada ao tempo t,
L ~t, (4.73)

uma vez que ¢ = 1. Levando isso em consideracdo, podemos escrever a probabilidade na forma

1 G*(e-B)* ., (qL
Pa—»y = ?W S1n (2)

e

A menos de um fator ¢*, destacado em vermelho, recuperamos o resultado da literatura.
Acreditamos que deve haver um fator de normalizagao a ser levado em conta no nosso calculo,
embora, neste momento, nao saibamos identificar como ele seria introduzido. Uma vez que essa

dificuldade for superada, estaremos aptos a generalizar o procedimento para todas as ordens no
produto G>B?,
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| Capitulo D I

Consideracoes Finais

A presente dissertagao se apresenta como uma revisao bastante técnica da ED Axionica
e da ED na presenca de Axions e Fétons Escuros. Apesar de carecer de aplicacoes fenome-
nolégicas que nos permitam vincular os novos parametros explorados com base nos dados
experimentais/observacionais mais recentes, toda a nossa discussdo deixa um caminho bem
pavimentado para que isso seja feito como decorréncia imediata do que apresentamos ao longo
do texto. Mas antes de apresentar essas novas perspectivas, é importante mencionar que toda

essa tecnicalidade cumpre certas lacunas da literatura e é passivel de publicacao.

No Capitulo 2, revisamos os principais aspectos da ED Axionica destacando o seu carater
nao renormalizavel e sua interpretacao como uma teoria efetiva que funciona bem até um corte
na escala de energia. Além disso, apontamos como o Axion pode agir como gerador de vetores
de polarizacao e magnetizagao nao triviais, fazendo com que o vacuo se comporte como um
meio material. Destacamos também a relacao entre a ED Axidnica e a ED anisotrépica de CFJ.
As equagoes de Maxwell modificadas se apresentaram como equacoes diferenciais nao-lineares.
Propomos uma saida, com argumentos fisicos factiveis, para um tratamento matematico mais
amigavel para essa situacao, propondo a expansao em um fundo eletromagnético intenso o
suficiente para que os campos propagantes sejam apenas pequenas flutuagoes nesse meio. Até
aqui, o trabalho seguiu o caminho padrao da literatura, mas cumprimos uma lacuna na literatura
ao explorar a contribuicdo nao-trivial do termo que mistura Axion e Féton no tensor energia-
momento, por exemplo. Isso abre a possibilidade de estudar, entre outras coisas, o movimento de
uma particula carregada numa regiao em que a for¢a de Lorentz modificada dada pela equagao
(2.62) seja operante. Uma das situagdes factiveis seria estudar o papel do Axion na emissao de

radiagdo ciclotron por elétron sob a influéncia da equagao (2.62).

Ainda no Capitulo 2, seguimos com uma analise detalhada de como esses graus de
liberdade (do Féton e do Axion) se relacionam quando nos restringimos ao fundo magnético

constante. KEssa configuracao de fundo nos permitiu acessar um setor cinético que mistura
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Axion e o Féton, mas nao evitou a nao homogeneidade da lei de Gauss para o campo elétrico.
Isso, a priori, poderia nos levar a concluir a favor de uma massa efetiva para o Féton. No
entanto, contribuimos no sentido de contar os graus de liberdade propagantes, explorar a
relagao de dispersao modificada (equagao (2.85)) e as configuragoes geométricas para as ondas
eletromagnéticas neste cenario, de tal maneira que pudemos mostrar que o Féton fica protegido
de um grau de liberdade longitudinal propagante (com era de se esperar ja que nao perdemos a
simetria de calibre), com o grau de liberdade do Axion, junto do campo magnético de fundo,
trazendo uma parte longitudinal que nao se propaga para o campo elétrico, como vimos na
equagao (2.121). Por fim, seguimos explorando a relacao de dispersao modificada e mostramos
que a causalidade classica da teoria é mantida mesmo em situagoes extremas como as de um
campo magnético de fundo da ordem de |B| ~ 10'® T, como fica evidente dos graficos de
velocidade de grupo da Figura 4. A Figura 4 também nos leva a concluir a favor de um efeito

de birrefringéncia do vacuo nessa situagao extrema de campo magnético.

E importante ressaltar que no Ambito da relacdo de dispersao modificada (2.85) ha
uma Optica rica a ser explorada. Para isso, devemos realizar um estudo das configuragoes de
modos de polariza¢ao compativeis com as equagoes de Maxwell modificadas (2.63), (2.64), (2.65)
e (2.66). Confluindo a favor de ondas circularmente ou elipticamente polarizadas, podemos
estudar melhor os fendmenos da birrefringéncia e o indice de refracao. No caso do indice de
refragdo podemos calcular o rotatory power, que advém da diferenca das partes reais dos indices
de refracao associados com ondas circularmente polarizadas a direita e a esquerda e mede a
rotacao do plano de oscilacdo do campo elétrico da luz linearmente polarizada por unidade de
comprimento percorrido no meio [84], aumentando a nossa compreensao da dispersao 6ptica

nesse meio.

O Capitulo 3 se apresenta como uma proposta de fazer analises similares as do Capitulo 2,
mas agora em um cenario diagonalizado proveniente de uma mistura do setor cinético dos Fétons
com os Foétons Escuros, e admitindo que esses campos se acoplem ao Axion. Uma proposta
amplamente discutida na literatura ja que torna viavel acessar efeitos da fisica do setor escuro
do universo através da fisica do Féton usando o Axion com um portal [52-56]. Como antes,
ao diagonalizar esse modelo em campo magnético constante de fundo, fomos além dos esforgos
presentes na literatura e capazes de escrever as relagdes de dispersao modificadas para o caso
de Féton Escuro massivo e ndo massivo, dadas pelas equagoes (3.43) e (3.44), respectivamente.
Mais uma vez, acessamos também uma contribui¢do nova para o tensor energia-momento que
pode nos permitir escrever a for¢a de Lorentz modificada. Aqui podemos novamente estudar
o movimento de particula carregada, agora de maneira a obter os efeitos dos Fotons Escuros

(massivos e ndo massivos) na radiacao ciclotron.

A andlise das relacoes de dispersao modificadas do Capitulo 3 se mostrou interessante
no caso do Féton Escuro sem massa e bastante complicada no caso massivo, devido a forma
extensa das expressoes para este caso. Na se¢ao 3.2.1, por exemplo, ao resolver a equacao (3.44)

para w(k), obtivemos trés solugoes de energia positiva, sendo que uma é usual, w = |k|, e as
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outras duas, que trazem respostas mais elaboradas, carregam informagoes do fundo magnético
constante e dos acoplamentos Gy, € Guyy, equacao (3.51). Com isso, obtivemos expressoes
para o indice de refracao, para a velocidade de fase e mostramos que a velocidade de frente
vai a 1 no limite em que |k| vai a infinito, como um primeiro teste positivo para a causalidade
classica do modelo. Em seguida, plotamos o modulo da velocidade de grupo em fungao de |k|
e mostramos que mesmo em situacoes extremas de campo magnético de fundo a causalidade
classica é mantida. Gostariamos de ressaltar que essas expressoes para relagoes de dispersao
para o caso sem massa ainda carecem de andlises adicionais. Por exemplo, podemos buscar
pelo rotatory power e sujeitar também os indices de refracao aos dados para birrefringéncia
magnética do vacuo do experimento PVLAS-FE, em que se mede a diferenca entre os indices
de refracao para as configuragoes de campo elétrico propagante perpendicular e paralelo ao
A = (+19427) x 107 T, com
|B| = 2,5 T [85]. Esse resultado é usado para impor limites no acoplamento G, [6,85] e

fundo magnético obtendo um resultado da ordem de

podemos estender as analises para impor limites para Gg,. As mesmas consideragoes podem
ser feitas para o caso do Foton Escuro massivo. Contudo, neste caso, uma analise mais completa
da causalidade classica via velocidade de grupo fica em perspectiva, visto que as expressoes
sao demasiadamente complicadas e uma analise cuidadosa se faz necessaria. Adicionalmente,
buscaremos fazer um estudo detalhado sobre o dicroismo, visto que a equagao (3.64) admite a

possibilidade de relagoes de dispersao com termos complexos.

No Capitulo 4 além dos propagadores livres modificados do tipo Féton—Foton, Axion—
Axion e Féton Escuro—Féton Escuro, obtivemos também os propagadores mistos do tipo
Foton—Axion, Axion—Foton Escuro e Féton—-Foton Escuro. Estes propagadores mistos sao muito
interessantes, pois os mesmos guardam informacoes preciosas do chamado efeito Primakoff que
diz respeito a probabilidade de conversao de uma particula em outra na presenca de campo
magnético de fundo. Em geral, na literatura se faz uma construgao baseada em argumentos
fenomenoldgicos para a expressao dessa probabilidade [33,34]. N6s, por outro lado, argumentamos
a favor de uma obtengao dessa mesma expressao a partir de primeiros principios (o médulo
quadrético dos propagadores mistos) e de forma mais compreensivel. No entanto, esbarramos
em problemas técnicos relacionados a como normalizar apropriadamente a nossa expressao para

amplitude de probabilidade, o que devera ser superado como um trabalho futuro.

Por fim, gostarfamos de comentar que, inspirados no que foi feito na referéncia [87],
ao estudar a unitariedade para o propagador do féton livre modificado por um termo de
derivadas superiores de dimensao cinco e impar sob CPT, pretendemos buscar entender sob
quais circunstancias os propagadores por nos obtidos no Capitulo 4 sdo unitarios. Essa anélise é
realizada por meio do chamado propagador saturado SP, definido como SP = J*D,,J", onde
J,, ¢ uma corrente real e conservada e D, é a expressao do propagador. A unitariedade ¢ entao

garantida se a parte imaginaria do residuo de SP, avaliada nos polos do propagador D,,,, for

nvs
positiva.
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Levantamento de Extensoes Eletrodinamicas

10.

11.

12.

Eletrodinamica de Maxwell + 59 extensoes

agrupadas por afinidade em 4 categorias

Categoria 1: extensoes imediatas, sem nova fisica.

Maxwell + 14 extensoes

ED de Maxwell,

. ED com a introdugao de monopdlos magnéticos de Dirac (monop6los magnéticos em gelos

de spin e em BECs);

ED com a introducao de monopdlos magnéticos de Nambu;

ED de Maxwell/de Broglie-Proca (MdBP) (féton massivo);

ED de portadores de carga escalares (ED escalar) (Majorana -Weisskopf — Pauli — Salam);

ED de portadores de carga vetoriais (Salam-Lee-Yang) (o problema da massa e o papel

da unificagao eletrofraca);
ED de portadores de carga com spin-2 (importancia dos acoplamentos ndo-minimos);

ED de Podolsky / Lee-Wick;

ED de Maxwell/Higgs (splitting f6ton/Z°, cordas césmicas, vértices magnéticos; modelo

de Ginzburg-Landau);
ED de Kalb-Ramond (f6ton escalar cordas energia escura);
ED de Maxwell / Kalb-Ramond (f6ton massivo energia escura);

Pseudo-ED (versao classica da Pseudo-QED);
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13. ED de Weber;
14. ED Galileana;
15. Magneto-hidrodindmica (Plasmas).

Categoria 2: extensdes induzidas por nova Fisica além do Modelo-Padrao (bSM®).

14 extensoes

1. Dirac’s New Aether Electrodynamics (Nature, 1951);

2. ED com violagao da simetria de Lorentz segundo o SME (Standard Model Extension, SME)
proposto por Kostelecky e Colladay. (Origem em cordas fundamentais; birrefringéncia do

Vacuo);

3. ED da matéria quiral ED com violagdo da simetria de Lorentz (Semi-metais de Weyl e

plasmas de quarks-glions);
4. ED Axionica (Isolantes e supercondutores topoldgicos);
5. ED estendida em presenca de axion e dark photon;
6. Bumblebee ED:;
7. ED supersimétrica (fotino: LSP  possivel fonte de matéria escura);

8. ED com anisotropias induzidas pela SUSY em cenarios com violagao da simetria de

Lorentz;
9. ED com corregoes de cordas fundamentais (Meyers-Pospelov);
10. ED com corregoes de loop quantum gravity (Gambini-Pullin);
11. ED com efeitos quantico-gravitacionais de recuo (Ellis — Mavromatos — Nanopoulos);
12. ED com anisotropia de escala (Horava-Lifshitz);
13. ED kappa-deformada (k-Minkowski space ED) ;

14. ED com setor escondido (paraphotons, e portadores com milicarga elétrica).

Categoria 3: extensoes nao-lineares.

21 extensoes

1. ED nao-linear com termo de Euler-Heisenberg (efeitos de polarizagao do vacuo);

2. ED nao-linear de Born-Infeld (redescoberta em cenario de supercordas);
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3. ED Logaritmica;
4. ED ModMax;
5. ED MadMax;
6. ED Inversa;
7. ED com dualidade-T;
8. ED Duplamente Logaritmica (Double-Logarithmic ED);
9. ED Exponencial;
10. ED arcsin;
11. ED arctan;
12. ED de Hoffmann-Infeld;
13. ED conformalmente invariante;
14. ED néao-linear de Bardeen com monopoélos magnéticos;
15. ED néao-linear de Bronnikov;
16. ED nao-linear em materiais (topolégicos) de Dirac;
17. ED nao-linear gerada como modelo efetivo a partir de gravitons massivos;

18. ED nao-linear com aceleracao de Rindler (ED de HGM = Halilsoy, Gurtug, Mazharimou-

savi) — alternativa & matéria escura;
19. ED nao-linear nao-comutativa (Gitman - Shabad/2011);
20. ED nao-linear em cenéario de teoria de gauge da totalidade;

21. ED estocastica.

Experimentos que testam e que poderao testar a nao-linearidade através da investi-

gacao de propriedades do vacuo quantico:

PVLAS (Polarizzazione del Vuoto da LASERSs)
LSW (Light Shining through Walls)

BMYV (Biréfringence Magnétique du Vide/Toulouse)
VH (Colisor de Fétons = Vacuum Hohlraum)
XFELS (X-ray Free Electron LASERS)

ELI (Extreme Light Infrastructure)

SULF (Shanghai Ultra-Laser Facilities)
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SEL (Station of Extreme Light, Shanghai, 2023)
XCELS (ExaWatt Centre for Extreme Light Studies, Russia, 2026).

10.

Categoria 4: extensoes por dimensionalidade.
10 extensoes
ED tensorial emergente em liquidos-U(1) de spin;
ED (planar) de Maxwell-Chern—Simons (EHQ, Spintronica, High-Tc);

ED planar T-simétrica de Chern-Simons (Fractional Topological Insulators ou Chern

Insulators);

ED planar quiral para o grafeno (Jackiw — Pi);

ED planar com separagao spin-carga/simetria local, SU(2)xU(1): (Frolich-Marchetti);
ED Axibnica planar;

ED a la Kaluza—Klein (5D, Chern-Simons, supercondutores topoldgicos);

ED em dimensoes fractais;

ED com dinamica fracional;

ED em meios continuos com métrica fractal (Balankin).
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Apéndice B

Algumas Identidades, Convencoes e Resultados

Aqui estao elencados algumas notagoes e prescrigoes utilizadas ao longo do texto além de
alguns resultados complementares para a discussao do eletromagnetismo. Ao longo desse Apén-

dice, estamos utilizando unidades naturais e a assinatura da métrica como 7, = (+, —, —, —).

Para comecar, utilizamos a seguinte prescricao para transitar entre o espago das configu-
racoes e dos momentos

o) = [ e

fey = [ daf(ayette,
onde
k-x=k'e, =k =wt—k-x.
Também utilizamos a representacao de Fourier da delta de Dirac em 4 dimensoes, dada por

4
SOk — k) = /(;ia)lleii(kk/).m.
™

O conteudo explicito do field strength eletromagnético, na forma matricial, é dado por

0O E, E, E.
~E, 0 -B. B

F,, = v (B.1)
~E, B. 0 -B,

~E, -B, B, 0

Subindo os indices, obtemos a matriz

0
E, 0 -B. B
FH = Fogn™ = .y (B.2)

E, B. 0 -B,
E. =B, B, 0
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A partir de F},, definimos também o tensor eletromagnético dual F" na forma

- 1
Fr — §gwﬁFa5. (B.3)
Na representagao matricial, temos
0 -B, —-B, —B,
- B, 0 E., —-FE
v — y (B.4)
B, —E., 0 E,
B, E, —-E, 0

Nas secao a seguir, apresentamos algumas identidades titeis envolvendo esses tensores, que

serao utilizadas ao longo do desenvolvimento de alguns cédlculos pertinentes a esta dissertacao.

B.1 Identidades Envolvendo o Tensor de Levi-Civita

A definicao do produto de dois tensores de Levi-Civita nao contraidos, em quatro

dimensoes, é dada por

P L N L L
0" 0"\ 0%, 0,
0% 0%\ 0%, 0%
& 8%\ &%, &%,

ghve Exrpe = — det

(B.5)

A partir dessa definicdo, podemos extrair todos os resultados para indices nao contraidos

NI U (5/&5#,) _ 5&,5%) L (5&5% _ 5&5@) +
+ 50405Vp <

+6°,0" 5 (87 6"y — 6P 0,

59,60y — 6536M, ) + 6%,8 (5%5% _ 5%5“0)+
+o )

A0 — 0P 5F )+
+5a>\5yn< 5#
1508, (5555#,3—5@5#5 656

+ 5aH5vp

)

) oo (s
50 = 87", )+ 808 (8

) o

)

58 o1, — &° 5“0) +

N

5930, — 88,8 ) + 6%.87, (5@5@ SPENTS
para um indice contraido, fazendo o = j3,

£ crps = — 1[0 (87207, — 67 ,070) + 03 (87 0% — 87,:0%,) + 8,(8”,0%) — 0V28%,)]

para dois indices contraidos, fazendo o = e, p = «a,

6“”a68,i>\a3 = —2!(5”5511)\ — (5'”'/\51/5), (Bg)
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para trés indices contraidos, fazendo 0 = 8, p=a e, A = v,
g“mﬁgwag = —316%,., (B.9)
e, finalmente, contraindo todos os indices,

e"Pe s = —4l. (B.10)

Para demonstrar algumas identidade que seguem, sera ttil calcular o dual do dual,
}:7;41/ _ 1 uuaﬂﬁv _ 1 uvaf F/-i/\
- 55 af — 15 Eafr )
como ja sabemos o resultado (B.8), obtemos,
jo (B.11)
ou ainda,

1 ~
FPH o= _ggﬂmﬁFaﬁ. (B.12)

Usando o resultado para o dual do dual (B.12), podemos demonstrar a identidade
F"™F,, = —iauﬁﬁaﬁFaﬁ.
Partindo de
FWE,, = _iguyaﬂgumpraﬁpAp7
e utilizando o resultado (B.7), obtemos

FIFyy = =2 [000(6%30%, — 0%,0%3) + 6°5(8,0° . — 6°40%,) + 6", (0°07y — 6°26° ) | Fap ™,

1
4
ou ainda,
. 1 . .
FWE, =——-6"F*F,5 — F'F,.
2
0 que nos leva a
_ 1. .
2P Fy = = 50" F* Fop,

de onde resulta que

- 1 -
FWE, = —ZaﬂﬁFaﬁFag. (B.13)

Existem outras duas possibilidades muito semelhantes, que nos levam a

1 SN ~
F™F,, = 55“,61«““51215 + F* .,
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onde
Foff, — igaﬂﬂ%mﬂ,ﬁ”,
com 50‘5”"€ag,\,, = —2(6”)07, — 87,07)), entao
FPE = —F°F,,. (B.14)

Nesse caso, a resposta final é

FWFE,, = —éamFQBFaﬁ + FWE,. (B.15)
J& o caso oposto torna-se,

FWE, = ;5“KF“ﬁFa5 + FWE,,. (B.16)

Por fim, se considerarmos dois tensores distintos, F** e F'* é importante tomar alguns

cuidados, vamos reproduzir o resultado (B.13) agora fazendo essa consideracao,
F,uZ/F/ _ 1 praf F F/m)\ _ 1 uBav F F!n)\ B.17
vp _15 Evprrt af — _15 Errprlap ) ( . )

usando a identidade (B.7), obtemos

- 1 -
FME, = —F"F,,— 5(Sﬂ,ﬁ’aﬂFaﬂ, (B.18)
onde

F'*9F,5 = F*PF!,. (B.19)

Outro resultado interessante que pode ser obtido utilizando (B.7), é mostrar a compati-

bilidade entre as duas formas da Identidade de Bianchi, partindo da forma
0, F" =0,

podemos reescrevé-la propondo a contragao

- 1
Exapr O M = —iem\pyel’“aﬁauFag

= 5[0 (5507 — a8) — o (9807 — 049%) + 07 (3455 — 0405 0 Fas = 0,

portanto
a,.;F)\p + 8pF,$)\ + 8AF,$p =0,

entao fica mostrada a compatibilidade entre as duas formas da identidade de Bianchi.
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Para calculos explicitos envolvendo as equagoes de Maxwell na notagao vetorial também

serao tuteis os produtos de Levi-Civita em trés dimensoes, dados pela defini¢ao

Oit Oin  Oim
EijkElmn = det (5ﬂ (5j (Sjm . (BQO)
5kl 5kn 5km
A partir desse resultado podemos calcular contragoes desse produto. Ou seja, nenhum indice
contraido
€ijkElmn = 5il (5jn6km - 5jm5kn) - 5zn (5jl§k’m - 5jm5k:l) + 5im (6jl5kzn - 6jn5kl) ) (BQl)

a contracao de um indice,
€ijkEkmn = L (0im0jn — dinljm), (B.22)
a contracao de dois indices,
€ijk€ijn = 2!0kn, (B.23)
e por fim, a contragao de todos os trés indices,

€ijk€ijk = 3. (B24)
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maaaessssssssmmmmn Apéndice C  m———————

Tensor Energia-Momento

Uma estratégia para obter um tensor Energia-Momento simétrico para o eletromagne-
tismo, sem precisar do procedimento de Belinfante, é utilizar o método carinhosamente apelidado
de Método Helayél, que consiste em contrair a equagao de campo do Foton com F,, e entao
a partir dessa nova configuragao buscar escrever a nossa equacao da continuidade a partir de

manipulagdes matematicas.

Dadas as equagoes de Maxwell nao-homogéneas
O F" = poJ”, (C.1)

e a identidade de Bianchi, que é valida uma vez que nao estamos considerando um cenario com

monopolos magnéticos,

GHF’”’ =0, (C.2)
o ponto de partida como mencionamos, ¢ bem simples: devemos contrair as equacgoes de Maxwell
(C.1) com F,,,

(O F'")F,, = poJ" F,,, (C.3)
entao buscamos escrever derivadas totais usando a regra do produto
O (FM™F,,) — F*"O,F,, = 1oJ" f,,. (C4)

Termos do tipo 0,f),, devem ser reescritos utilizando a identidade de Bianchi. Nesse caso,

substituimos no nosso céalculo esse termo por

auFup = _apELV - 0,F <C5)

vEipp

dessa forma resulta

0u(F™F,,) + F*"8,F,, + F™0,F,, = 1oJ"F,, (C.6)
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Aqui mais uma vez usamos a regra do produto para escrever derivadas totais, onde
F"™o,F,, — ;8,)(F“”Fw,) =0, (;5ﬂpFaﬁFaﬁ> : (C.7)
e, com algumas trocas de indices,
F'o,F,, — O0.(F"FE,,) — (0,F")F,,, (C.8)
como estamos on-shell resta que
F¥o,F,, — 0,(F"F,,) — poJ"F,,. (C.9)
Substituindo esses resultados em (C.6), ficamos com
A, (F"”pr - iéﬂpFaﬂFaﬂ) = o F, . (C.10)

Obtivemos uma equagcao da continuidade para o eletromagnetismo, cuja grandeza conservada é

o tensor energia-momento 7%,

1 1
™, = . (F“”Fl,p + 45”pF0‘5Fa5> : (C.11)

Levantando o indice p deixamos o tensor na forma mais comumente encontrada nos livros, para
isso evidenciamos a métrica 7,,
v 1 af v 1 v af3
n,TH = Iu— N FHF,Y + Znypn“ F*F,s, (C.12)
0
ou seja,
1

1
= <F’””Fa” 4 477“”F"ﬁFa5) . (C.13)

C.1 Tensor Energia-Momento da ED Axionica

Para obter o Tensor Energia-Momento precisamos das equacoes de campo do Foton

modificadas na presenca do Axion
Ou(F™ + GopyaF™) = pioJ". (C.14)

Aqui permanece valida e inalterada a identidade de Bianchi. Também necessitamos da equacao

de campo para o Axion

1 ~
(D + 5)0/ = —TMOGW\WF“UFHZ,. (015)

Como vimos no caso do eletromagnetismo usual, o primeiro passo para obter o tensor é

fazer a contracao da equacao de campo do féton com o tensor eletromagnético

(O " )Eyp + Garyy (0ua) F*Eyp = o " Fyp, (C.16)
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entao buscamos escrever derivadas totais usando a regra do produto e assim por diante...

Seguindo todos esses passos obtemos
1 ~
9, (FW ot 45ﬂpFa5Faﬁ> 4 G (0,0)F* = 10" Fyp. (C.17)

A novidade agora é o termo envolvendo a derivada do Axion, mas a estratégia segue sendo a

mesma, vamos escrever uma derivada total do termo
1 ~ .
9, (F“”pr + 45“pFQ5Fa5) 4 0(GaryaF ™ F,)) — G aF ™0,y = 1o J"F,y, (C.18)
o termo extra que surge mais uma vez pede a identidade de Bianchi, de forma que
1 . .
9, (FW o+ 70" F P Fag + GaWaF“”FVp> G aF" (0, Fyy + 8,F) = 0" Fyp. (C.19)
O primeiro termo fora da derivada total é reescrito como
~ 1 . 1 _
GuyaF™9,F, — 0, (25“pGaWaFa5Fa5> — S (O0) Gy P Fy, (C.20)
novamente lembrando que estamos on-shell, usando a equac¢ao do Axion, podemos escrever
Gory F" Fy = —4410(0,0"a + €a), (C.21)
dessa forma, usando a regra do produto e manipulando indices, chegamos a
1 [V
_Q(apa)GawFu Fy = 0, (211’0(8#&) (Opa) — & ppo[(9"a)(dua) — SCLQ]) , (C.22)
entao
~ 1 1 ~
GoyyaF" 0, F,,, — 21100, ((6“@)(8pa) + 15“{) (,quawaFaﬁFaﬁ —2(0,a)* + 2§a2>> . (C.23)

O segundo termo fora da derivada total, trocando os indices u e v, é reescrito como

GaryaF"0,F,, — 0,(GaryaF" F,,) — Gony(0,0) F*'F,,, (C.24)
CO1mo
- 1
G (0,0) P F,py = o " Fyp — 0, (F‘“’pr 4 45ﬂpFaﬁFaﬁ) , (C.25)
resta que

- - 1
Go aF",F)) 5 04(GaryaF" ) — poJ"Foy+ 0, (F“”pr + 45“pFa'BFa5) . (C.26)
Substituindo os resultados dados por (C.23) e (C.26) em (C.19), resulta

1 ~
20, <F‘“’F,,p + ZaﬂpFaﬁFaﬁ - GawaF"”pr) +

1 1 ~
21100, ((8“a)(8pa) + 15“,) (IquawaFaﬁFag —2(0,a)* + 2§a2>> = 2uoJ"F,,. (C.27)
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A equacgao da continuidade fica entao escrita como
1 v 1 i
Oy (F“ vp + —Goyya " F,, 4+ (0"a)(0,a)+
Ho Ho
1 L 1 af ]- o3 2 2 v
1(5 p %F Faﬁ + %GQ'Y'YO/F Faﬁ - 2((‘%@) + 215@ =J pr. (C28)
Como nesse caso ¢ valida a identidade (B.13),
[V 1 nle
FME,y = =5 0" F P Fas, (C.29)
o tensor energia-momento se resume a
1 v 1 afs 1 v 2
Ty = (P2 Ey (0, FasF ) 4+ (0" )(0,0) = 50 ((070) (Dh0) — €0?), (C30)
Ho
ou seja, a soma dos tensores livres
T, =(T)",+ (T.)",, (C.31)
com
1 v 1 a3
() = <F“ F,p+ " FosF > (C.32)
Ho 4
e
1 14
(To)", = (9"a)(9,a) — 5(sup((a a)(9,a) — €a?). (C.33)
Por um lado, explicitamente temos,
1 .
Uy -5,
0 e (C.34)
Esvl _(Tvyj
onde
L(., B + ! g2 (C.35)
uy, = —|¢e — .
T2\ Ho 7
¢ a densidade de energia,
|
S,'=—FE x B, (C.36)
Ho
¢é o vetor de Poynting e,
. 1 1 o 1,
(T’y)” = (T'y)ij = EoEiEj + 7BlB] — *5@' €0E —|— 7B y (037)
Lo 2 Ho
é o tensor de stress. Por outro lado lado, temos, para o Axion,
1
a *Saz
(Ta)ﬂﬂ - ! c ) (038)

Sai (Ta>ij
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onde
1

1
ue = (CQaQ (Va2 + 5&2) , (C.39)

¢ a densidade de energia para o campo do Axion,

S, = —a(Va), (C.40)
é o vetor de Poynting Axidnico e,
i 1 1.
(r) = (r)yy = ViaVja+ 56 (C2a2 —(Va) - 5&2) , (C.41)

é o tensor de stress do campo do Axion.

C.2 Tensor Energia-Momento da ED Axionica em Fundo Magnético Constante

Para obter o Tensor Energia-Momento precisamos das equacoes de campo do Foton

modificadas na presenca do fundo
Ouf" + Gy (0ua) Y = pioJ", (C.42)

onde consideramos um campo magnético constante de fundo, Fy' = B;, e um campo elétrico

trivial, F g = €;jxE,, = 0. Mais uma vez, permanece valida a identidade de Bianchi,
D f* =0, (C.43)
ou,
Opufon + O fu + Oy frp = 0, (C.44)
e também necessitamos da equacao de campo para o Axion

1 nl04
O+ ¢&a= _TMOGang Juw- (C.45)

Como vimos no caso do eletromagnetismo usual, o primeiro passo para obter o tensor é

fazer a contracao da equacao de campo do féton com o tensor eletromagnético
(0 f™) fup + Gary (0,0) FE frp = p10J" fop, (C.46)
entao buscamos escrever derivadas totais usando a regra do produto
Du(f™ fup) = 11 Outup + Gavv@ua)ﬁgyﬁm = 0" fup- (C.47)

Termos do tipo 0,f,, devem ser tratados utilizando a identidade de Bianchi. Nesse caso,

substituimos no nosso céalculo esse termo por

aufup = _apfuu - 8pru7 (C48)
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dessa forma resulta
au(flwfup) + fwjapf;w + fwjaz/fp,u + Ga'y'y<aua>ﬁgyfup = MOJVpr- (C49)
Aqui mais uma vez usamos a regra do produto para escrever derivadas totais, onde
12 1 12 1 (0%
POt = 50" fuv) = Oy (25“pf chzﬁ) ; (C.50)
e, com algumas trocas de indices,
fWanpu - au(foVp) - (aufw)fvm (0'51)
como estamos on-shell resta que
F0ufon = 0u(f"™ fup) — 110" fup + Gany (0,0) FE fop. (C.52)
Substituindo esses resultados em (C.49), ficamos com
1 nl04 v
9, ( 1 fop + 500 1 faﬁ) G (0,0 EE f = 110" frp. (C.53)
Escrevendo a derivada total para o termo antes da igualdade
v 1 «a nIlZ nIZ v
8u (f# fup + Zfs'upf Bfaﬂ) + 3M(GawaF§ fup) - GavvaFg 8,ufup - MOJ fl/p7 (054)

usando a identidade de Bianchi

1 ~uv Sy rv v
0u (57 fun 3058 s ) + 0G0 Fi) + G 0B Oy i + Gy 0FE Doy = pi0” o

escrevendo derivadas totais usando a regra do produto
R4 1 a QL
Ou (foup +2G oy al’g fup + Zdupf 5faﬂ + MPGawaFBﬁfaﬁ) +
- (8pa)Ga'y'yF§Vf;w - (aua)Ga'y'ngVfup = ,UOJVfl/m
lembrando que estamos on-shell,

- 1 o
00 (207 o 200(00)0,0) + 0GP o+ 35401 L

+ 0", (—110(9"a)(9,0) + 050> + Gy F 5 fup) ) = 200" fup,

simplificando

1 1 ~ 1 1
au (f#l/f"ﬂ + (a#@ (3pa) + 7GawaF§Vpr + *(wpffaﬁfaﬂ"'
Ho Ho 4 o

1 1 .
+50% <—(8”a)((9#a) + &a® + %GawaFg'B fa5> ) =J"f0p

(C.55)

(C.56)

(C.57)

(C.58)
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O tensor energia-momento referente a essa equacao da continuidade é dado por
I 1 uv 1 w o raf 1z 1 H 1z 2
Ty = (P g+ 3000 o) + ) (Dp0) = 5%, ((0%0) 0,) — €?) +
1 [V 1 o
+ /7 (GawaFB Juo+ iéqumvaFB fab’) ) (C.59)
0
ou seja, é composto pelos tensores livres e mais uma contribuicao do mizing,
T, = (T)"  + (o), + (Tury)" s (C.60)

onde (T},)* e (T,)", sao dados respectivamente por (C.32) e (C.33), e

1 1 .
(T, = (GmaFg fup+ 50" Gaya F5 f(w) (C.61)
que resuime-se a
1 Fuy
(To )y = =GP Fi (C.62)

lembrando da identidade dada em (B.18).

C.3 Tensor Energia-Momento da ED na Presenca de Axions e Fotons Escuros

Para este caso, partimos das equagoes Maxwell

0, F" = (9,a)(GF™ + G'F'™) + J", (C.63)
O™ 4+ m? AY = (9,0)(G'F™ + G"F™) + J", (C.64)
2 1 [V 1/~/1/ 1//~/1//
@+ mga=GF"F,, + G F"F,, + G'F"F,. (C.65)

Comegamos contraindo a equacao (C.63) com £,
(0,F"™)F,, — G(0,a)F"F,, — G (8,a)F"F,, = J"F,,, (C.66)

e entdao partimos em busca da equacao da continuidade. Todos os procedimentos sdo extrema-
mente analogos aos dos casos anteriores, entao vamos deixar algumas etapas subentendidas, o

setor de foton puro nao é modificado, entdo podemos comegar diretamente de
1 N .
9, (F“”F,,,, 4 4(5”pF“5Faﬁ)  G(8,a)F*F,, — G'(0,a) "™ F,, = JF,, (C.67)
usando a regra do produto nos setores de interacao

1 3 3 By 3
9, (F“”F,,p 4 45“pFaﬁFaﬂ) — 0.(GaF™ F,, + Gaf™F,,) + (GaF™ + G'aF"™)d,F,, = J"F,,
(C.68)



Apéndice C. Tensor Energia-Momento 74

usando a identidade de Bianchi

oF,, = —0,F,, —0,F,

P

a regra do produto em cada um dos novos termos e lembrando que estamos on-shell,
2% 1 p oS Iz z v 2.2
O (2™ Fop+ 56", P Fo ) + 0, (4(0"a)(9,0) + 20", (—(0”a)(D,a) + m2a®)) +
— 0, (2GaF™ Fyy + 2GaF ™ E,, + 6%,(GaF Fy + 2GaF"™ Fyy + G'aF L)) +
+2(G"af"™ + GlaF"™)0,F!, + (Gal™ + G'af"")0,F,, = 2J"F,, (C.69)
usando novamente a identidade de Bianchi

O, F!, = —0,F,, — 0,F,

vp?

a regra do produto em cada um dos novos termos e lembrando que estamos on-shell,
wv 1 w paB 1 H v 2.2
O (2F™ Fop+ 56", F* Fog ) + 0, (4(0"a)(9,0) + 20", (—(0”a)(D,a) + m2a?)) +
— 04 (26aF"™ F, + 2G aF™ F,, + 6" ,(GaF* o5 + 2G'aF'™ Fop + G"aF™  F)) +
— 4(G"aF"™ + G'aF“”)@HF;p —2(GaF" 4+ G'aF'")0,F,, = 2J"F,,. (C.70)

Antes de seguir em frente, vamos precisar agora contrair a equagao (C.64) com Flﬁp, dessa

maneira
(0, F"™)F,, +m2 A" F,, — J"F,, = (0,a)(GF"F,, + G F"F)), (C.71)

vamos realizar aqui os mesmos procedimentos que vinhamos realizando no caso da equacao

(C.63), para o féton escuro livre, sem massa, o resultado é andlogo ao do féton usual
v 1 « v v g %
0, (F’” Fly+ 10 F ﬁF;ﬁ) +m2AVEL — JVF = (0,0) (G FYE, + G P ), (C.72)
aqui a novidade é o termo de massa
mi,A’”F,ﬁp = mi,A”’(ﬁyA’p —0,4A;), (C.73)
usando a regra do produto,
v 1 14 14
m2 AV, =0, <m3,A’ﬂA; — S0, mA A A;) — m2(9,A") A, (C.74)
mas 0,A” é condicao subsididria da Ed. massiva,
0,A" =0,
entao a contribuicao do termo massivo para a equagao da continuidade é simplesmente

v ! / / 1 v Al
M AV FL, = O, (w2 AV A, = S5, mi AV A ), (C.75)
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dessa forma, resta que

1 ~ i
Oy [F™ F e, A1 A 46" (FoFL, 2m3/A”’Af,)} ~J"F.,=(9,a)(G F*"F, +G'F"F, ).
(C.76)

Voltando ao desenvolvimento da equagao da continuidade para o Foton (C.70), quando escre-

vermos uma derivada total para o termo —4(G"aF"" + G'aF")0,F},, restara uma contribuicao

da forma

—4(G"aF"™ +G aF*)d,F, = —0,(AG"aF"™ F, +4G'aF* F. ) +4(8,a)(G"E"™ F. +G F™F! ),
(C.77)

onde o segundo termo apoés a igualdade é justamente o que obtivemos trabalhando na equagao

da continuidade para o Féton Escuro (C.76), entao
¥ [4F“”pr + AFME) 4+ 4m2 AT AL 4 4(9a)(0,a)+
+ ;(m (2P0 Fop + 2FP Fjy — 4m2, A¥ A}, — 4(0”a)(9,a) + 4mZa®) +
— 4GaF"™ F,, — AG'aF"™ F), — AG'aF"™F,, — AG"aF"" F) +
— ", (GaF*?Fop + 2G'aF" Fos + G"aF" " F,;) ]

= 4TV F,, + ATV .. (C.78)

Simplificando a expressao, lembrando das identidades (B.13) e (B.18), chegamos a

1
oy lF“”FVp + F"F, 4+ m2 A" Al + (0"a)(0,a) + 19 <FO‘5FQB + FPF, —2m2 A" AL+

—2(0"a)(0,a) + 2m§a2>] =J"F,+J"F,, (C.79)

Da expressao (C.79), lemos o tensor energia-momento da teoria, que se resume, como esperado,

a soma dos tensores livres

™, = (1), + (Ty)", + (To)" . (C.80)
onde
1
(L), = F*Eyp+ 18" F* Fo, (C81)
1
(T)t, = F"™F), 4+ m2, A" A, + 1% (F’aﬂF;B - 2m3,A’”A;) : (C.82)
e

(T =(0"a)(8,a) — ;5*@, ((0a)(Bpa) — €a?) (C.83)

p
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C.4 Tensor Energia-Momento da ED na presenca de Axions e Fotons Escuros

Expandida em Fundo Magnético Constante

Ouf™ = GO, 0) Y + 7,
auflw =0,
9, F'" = —mi,A'” + G (0. a)FE + T,
0, F" =0,
2 1 [V 1 ! TRV 11
(8+m3)a= iGFB fuv + iG Fp'F,,
Comegamos contraindo a equacao do foton (C.89) com f,,

(Ouf™) oo = G(aua)ﬁgyfw + T fups

o setor de foton livre permanece igual,

au <flwfl/p + lefaﬁfaﬂ> - G(au(I)FgiVp = jyfl/pa

(C.84)
(C.85)
(C.86)

(C.87)

(C.88)

(C.89)

(C.90)

usando a regra do produto para escrever uma derivada total para o termo antes da igualdade,

1 I [V v
0 (17 Loy + 15 Fos) = 0u(GaF Y 1) + GaF§ 0ty = T Lo

usando a identidade de Bianchi,

v 1 o v
0u (£ Fop — 2GaFY fuy + 30"51 fus — ", GaFY Fu ) +

+ (apa)GFféVfW + (ayCL)Gngfl’p = jyfup7

lembrando que estamos on-shell,

a4 1 « Sy
9, (2 1 fup = 2GaFY fup + 50", fo — 0", GaF fW) n

+(0,0)2(A+ m)a— GFEF,) =2T" fop,

desenvolvendo o termo antes da igualdade usando a regra do produto,

~ 1
0, <2f " fup - 2(0"0) D) — 26 fop 50 it

— ", ((8“@)(8‘@) —m2a® + GaF%’ f., + G'aﬁgl’Féy) )—i—

+ G/aﬁgyapF;w =2T" fup,

(C.91)

(C.92)

(C.93)

(C.94)
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usando a identidade de Bianchi para o Foton Escuro,

L 1 N
Oy <2f“”f,,p +2(0"a)(0,a) — 2GaFg" f,, + iéﬂpf P fupt

— ", ((a“a)(ﬁua) —m2a® + GaF% f., + G'aFE”FI’W) >+
— 2GaF} 0, F,, = 27" fop, (C.95)

usando a regra do produto

o, <2f“"f,,p +2(0"a)(0,a) — 2GaFh’ f,, — 2G/aﬁ’§”Flﬁp+

1 _ .
+ 55“pfa5fag — o, ((G“a)(aua) —m2a® + Galt’ f., + G’aFg”F/’W) >+
+2(0,0)G FE'F,, =2J" [, (C.96)
lembrando que estamos on-shell,

Oy <2f’“’fyp +2(0"a)(0,a) — 2GaFH f,, — 2G’aF‘§”Flﬁp+
1 - -
50" fap = 0%, ((0"a)(ua) — mZa® + GaF’ fu, + G'aF§ ) >+

1
+0, (2F'WF;p 0 O Fly o 2m A A §“pm3,A”’A;> =27"f,, + 2J"F),, (C.97)

vp)

simplificando

d, lf’“’fl,p + F"™E  + mi,A’“A’p + (0"a)(d,a) — GaF4 f,, — G'aFﬁ”F;p—l—

+ ié”p (fo‘ﬁfa,mLF'O‘BFo’éB — 2m3,A”’A’V — 2(0"a)(0ya) + 2m2a® — 2Gaﬁgﬁfa5—26’aF§5F45>]
= jl’fuvaj'”Flip. (C.98)
Dessa equacao lemos o tensor energia-momento
T, = " f, + F"™F,, + mi,A"‘A;7 + (0"a)(d,a) — GaF%’ f,, — G’aFE”F;p—I—

1 - -
+ iaﬂp( £ fog+ FPFly—2m2 A" A, —2(0"a)(9,a) +2m2a* —2GaF faﬁ—zG’aFgﬁFgﬁ) .
(C.99)

Esse tensor pode ser decomposto na soma

+ (Taw)up + (Taw’)“pa (C.100)
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onde (T3)" , (Ty)"* e (1,)", sdo dados por (C.81), (C.82) e (C.83) respectivamente, e

(Ta’YW)Mp = Ga.f'uVFBupa (C]_Ol)

(Tayy ), = G'aF"™ Fg,,. (C.102)
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Apéndice D

Como Contar Graus de Liberdade em uma
Teoria de Calibre Abeliana

De partida, teremos um ntmero de graus de liberdade maior do que aqueles que sao
fisicos. Usamos a invaridncia de calibre e as equagoes de movimento para restringir os graus de
liberdade aqueles que sao fisicos. Vamos exemplificar o procedimento via Eletromagnetismo

usual, mas o procedimento é valido para qualquer teoria.

As equagdes de movimento para o eletromagnetismo, no vacuo, sao dadas por

O F" =0, (D.1)

onde F"” ¢é o tensor eletromagnético, dado por
Fr = 0rAY — 0" A¥, (D.2)

com o campo eletromagnético dado por

At = (¢, A). (D.3)
Sabendo que o eletromagnetismo ¢é invariante perante uma transformacao de calibre dada por
Al = A+ 0,0, (D.4)

ou,

No espago dos momenta temos
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onde @ é um parametro complexo e arbitrario. Dessa forma, explicitamente, teremos a equagao

de movimento escrita como
0A” — 0"9,A" = 0. (D.7)
No espago dos momenta temos
—p?A¥(p) + p"p A" (p) = 0. (D.8)

Podemos expressar o campo A* em termos de uma base de quatro vetores linearmente indepen-

dentes
= ( k:) , (D.9)
kH = (,— ) (D.10)

(k) = (0,e); I=1,2. (D.11)

€ ol&

o

O produto escalar p - e; = 0. Expandindo o campo A* nessa base, obtemos

At (p) = ap" + bp" + ¢l (p). (D.12)
Levando essa expansdao na expressao (D.6), vem que
a'p! +0'p" + cref(p) = ap” + bp" + cief (p) + ip"a(p) (D.13)
= (a +ia)p" + bp" + c1e7 ().
Vamos calibrar nossa teoria de maneira que a + 1@ = 0, ou seja, & = ia. Nos resta entao que
At (p) = bp" + c1¢h (p). (D.14)

Ou seja, olhando apenas para a simetria de calibre nos restam trés graus de liberdade para
o eletromagnetismo. Um desses graus é um grau de liberdade virtual. Vamos ser capazes
de reduzir nossa teoria aos graus de liberdade reais quando estivermos on-shell. Para isso,

substituimos o campo escrito na forma (D.14) na equagdo de movimento, obtendo dessa forma
p*(bp” + cre(p)) — p'pu(bp” + cref (p)) = 0, (D.15)
abrindo os produtos
bp’p” + erp’ef(p) — bp”(p - p) — e’ (p - €1(p)) = 0. (D.16)
O produto escalar (p - e;) é explicitamente igual a zero,
My _ _
er-p=-¢efp,=0py—p-e;=0. (D.17)
Ja o produto escalar p - p tem a forma

p-p=p"D.=p"po +p'pi = (0°)* + (p)*. (D.18)
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Levando isso em consideracdo e lembrando que p* = (p°)? — (p)?, resta que
b(p°)*p” — b(p)*p” + crp’ey(p) — bp" (p°)* — bp”(p)* = 0. (D.19)
Na componente = 0, a equagao (D.19) se reduz a
b(p°)*p° — b(p)*P° + crp’el(p) — bp°(°)* — bp°(p)? = O, (D.20)
portanto
—b(p)*p” — bp°(p)* = 0, (D.21)
dessa forma, resta que
—b=1, (D.22)
ou seja, b é identicamente nulo. Agora, para a componente p = i, observamos que
crp’et(p) = 0, (D.23)
entao
cr(p)’er(p) = c1(p)’er(p). (D.24)

Fazendo esse procedimento, de explorar a simetria de calibre e depois impor as equagoes de

movimento, restam apenas os graus de liberdade fisicos da nossa teoria, ou seja, o campo do

foton é fisicamente descrito por

A¥(p) = et (),

que sao os dois modos transversais de polarizagao carregados pelo campo elétrico.

(D.25)
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Inversao de Matrizes em Blocos

De maneira geral, para inverter uma matriz que possa ser escrita em uma estrutura por
blocos, precisamos que os blocos da diagonal sejam quadrados e eles proprios inversiveis. Uma
vez que os critérios anteriores sao satisfeitos, propomos uma matriz inversa que respeite a mesma
forma em blocos e, fazemos o produto entre a matriz de partida e a matriz proposta, onde
esse produto deve ser igual a identidade construida na mesma forma por blocos que a matriz a
ser invertida. Dessa maneira, escrevemos um sistema de equagoes matriciais, que devem ser
trabalhadas afim de obtermos os blocos da nossa matriz inversa. Em geral, o resultado resume-se
a inverter alguns dos blocos de partida, ou o produto de alguns dos blocos de partida e alguns
produtos matriciais simples. Essa técnica é particularmente 1til para lidar com matrizes de
dimensao muito alta, que podem ser fragmentadas em blocos, facilitando o processo de inversao.
E sempre 1til estar atento a propriedades de simetria da sua matriz de partida, pois elas podem

ser utilizadas para facilitar a obtencao dos resultados.

Quando lidamos com matrizes de mistura, como as matrizes dadas em (4.6), (4.16)
e (4.28), utilizar a estratégia da inversdao por blocos é uma escolha bastante razodvel, uma vez
que sao matrizes de dimensoes mais altas e sao naturalmente estruturadas em blocos, onde ja

conhecemos a inversa dos blocos das diagonais.

No caso da matriz para a ED Axionica, (4.6), nds temos uma matriz 5 X 5 escrita na

forma de uma matriz 2 x 2 em blocos, de forma que

M: A4><4 B4><1 .
Ol><4 D1><1

Para inverter essa matriz fazemos o produto

Asxa Bax1) [ Baxa Fia _ 1y 041 (E.1)
Cixa Dixi) \Gixa Hixa Oixa 1
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onde, explicitamente,

AE + BG = 14,
AF + BH = 0431,
CE + DG = 0,4,
CF + DH = 1.

Trabalhando o sistema de equagoes obtemos

E = (AD - BC)™'D, (E.2)
G =—-C(AD - BC)™, (E.3)
H=(D-CA'B)™ (E.4)
€,
F=-A"'BD'1-CA'BDH™ (E.5)

Podemos simplificar a expressao de F, fazendo uma expansao em série geométrica, lembrando

que

1—x

1 = .
— Z ",
n=0
entao
F=-A"'BD'1+CA'BD '+ CA™'BD'CA'BD™' +...),
fazendo o produto,
F=—(A"'"BD'+A'BD'CA'BD '+ A"'BD'CA'BD'CA'BD ™ +...),
colocando A™*BD~! em evidéncia, pelo lado direito, vem que
F=—-(1+A"'BD'C+A'BD'CA™'BD'C +---)A™'BD,
desfazendo a expansao,
F=—-(1-A"'BD'C)'A'BD,
tirando A™' e D™ em evidéncia pelo lado esquerdo,

F =—(AD - BC)'B. (E.6)

Observando a matriz (4.6), também podemos perceber que A” = A, ou seja, A é uma

matriz simétrica, e C' = —BT. Usando dessas propriedades, concluimos que nossa matriz inversa
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deve carregar as mesmas propriedades de simetria que a nossa matriz original, uma vez que
ET=E, ¢
1 1

"= 5 [BTE]" = BB,

ou seja, F = —G7T,

Dado o resultado do procedimento de inversao por blocos, as tnicas inversas que

precisamos de fato calcular sao dadas pelas estruturas

-1
<E:_(H“?_@mw+X®l_®@hﬁvl«%wy@LJ , (E.7)
(S
-1
E[zz((kQ——f)—-A}(G@TQQLNAflLV> : (E.8)
0

mas H é um numero, entao sua inversa é trivial. Dessa forma, resta apenas a inversa de A em

H, mas a inversa de A é o operador que nos da o propagador usual do Féton. Ou seja,

Kk,

_ Nuv
Alz—é—%a—wk4. (E.9)
Nesse caso, H se reduz a
/{32
H=— E.10
A Y ( )

lembrando que A é a relacao de dispersao comum aos campos do Axion e do Féton quando

misturados e, sua forma é dada por

1
A=k (K —¢)+ %(GGW)QLQ.

Ja no caso das matrizes (4.16) e (4.28), estamos lidando com matrizes 9 x 9, que podem

ser escritas na forma de uma matriz 3 X 3 em uma estrutura por blocos,

Para inverter essa matriz consideramos o produto

Ayxa Bixa Caxa Jaxa  Kaxa Lixa Iy 04 Osxa
D4><4 E4><4 F4><1 M4><4 N4><4 O4><1 = O4 14 O4><1 9
G1><4 H1><4 Il><1 P1><4 Q1><4 R1><1 01><4 01><4 1

onde, explicitamente,

AJ+BM+CP AK+BN+CQ AL+BO+CR 1s 04 Ogx
DJ+EM+FP DK+EN+FQ DL+FEO+FR|[=| 04 1y O4x1
GJ+HM+IP GK+HN+IQQ GL+HO+IR O1xa O1xqa 1
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Trabalhando o sistema de equagoes obtemos
J=(IA-CG~— (BI - CH)X(ID — FG))™ I, (E.11)
M =—-X(ID - FG)J, (E.12)
P=HX(ID - FG)JI ' - GJI, (E.13)
K =—-J(BI — CH)X, (E.14)
N =IX+X(ID - FG)J(BI — CH)X, (E.15)
Q=GJI Y(BI - CH)X — HX — HX(ID — FG)JI"Y(BI — CH)X, (E.16)
L=—JI'C+JI'(BI - CH)XF, (E.17)
O =-X(F—(ID~FG)JI"'C+(ID - FG)JI"'(BI — CH)XF), (E.18)
R=I"'4+IT'HXF -I"' (G- HX(ID - FGQG))L, (E.19)
onde
X=({IE—-FH)™" (E.20)
Nesse caso, as estruturas a serem invertidas sao dadas por
X M = = ((k* = m2)(K* = m)nu — (k% = m3)k,k, + G?L,L,) ™, (E.21)
no caso do Foton Escuro massivo e,
XM = —(k*(k* - mi)mu + X' (K - mz)kukv + G/QLuLV)ila (E.22)
para o Foton Escuro sem massa. Além da estrutura,
(T )" =—(k* — m?2) [I’{:Q(k2 — m2) . + x(k* —m2)k.k, + G*L,L,+
-1 —
—GQG’QLML[,((k:Q — m2) (K2 — m2 ) — (k2 — m2)k ky + G’QL,,LA) LALV} . (B.23)

para o caso massivo e,

JH = (k2 - mZ) [ - kQ(k:2 - mi)n,w — X(k2 — mi)k‘ul{:y — GQLNLV—F

1

_ —1
+ G2G2L, L, (kQ(k2 2+ (R — m2)k ke + G’2LPLA> LAL,,] L (B24)

para o caso sem massa. A inversa de I é imediata, uma vez que trata-se do operador que da

origem ao propagador de um escalar real massivo, nesse caso o Axion, com esse operador sendo

dado por

(E.25)
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Podemos observar que tanto a estrutura (E.7) quanto as estruturas (E.21) e (E.22), a

menos de coeficientes, tem a forma

Y, = anu + Bk.k, +vL,L,.

Nesse caso, a forma geral da inversa da matriz (E.26) é dada por
(YY) = onP + yk"kP + 2L"LP + rk"LP + skPL".
Uma vez que Y, (Y 1)"” = §,”, nés obtemos o sistema,
ar =1,
ay + fx + Byk? + Bs(k - L) =0,
az+yx +yzL? +yr(k- L) =0,
ar + Brk* + Bz(k - L

as +ysL? +yy(k - L

9

0
0,

) =
)

de onde vem que,

1
r=—,
a
- Bla+ L?y)
v ala? + ak?B + al?y — (k- L)?By + k2L23y)’
k2
L V(o + E°p)

“a(e? +ak?B+ al?y — (k- L)2By + K*L?By)’

_ (k- L)By
~aa? + ak?B + aLl?y — (k- L)2By + k2L2By)’

_ (k- L)By
a(a? +ak?B + al?y — (k- L)2By + k2L2By)

(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E.31)

(E.32)

Contudo, dada a definicao de L, em (4.4), o produto (k- L) é igual a zero, uma vez que trata-se

da contracao de um objeto simétrico com um antissimétrico. Dessa forma, simplificando o

conjunto de equacgoes que é solu¢ao do nosso sistema, obtemos

1
r=—,
a
D
ala+ k25)’
_ Y
z =

(E.33)

(E.34)

(E.35)



Apéndice E. Inversdo de Matrizes em Blocos 87

r=s=0. (E.36)
Dessa forma, a inversa de (E.26) fica completamente determinada por

_ 1 I6] 0
Yoy Sy e — e .
™) aari2p M T Glat o) (E.37)

e

Substituindo os resultados das inversas de (E.21) e (E.22) em (E.23) e (E.24), respecti-
vamente, chegamos novamente em uma estrutura do tipo (E.26), cuja a inversa (E.37) agora
ja é conhecida. Dessa forma, as inversas das matrizes de mistura (4.6), (4.16) e (4.28), estao

completamente determinadas a menos de produtos matriciais simples.
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