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Resumo

O Legacy Survey of Space and Time (LSST), conduzido pelo Observatório Vera C. Rubin,
está prestes a revolucionar a cosmologia observacional por meio de sua extensa análise 3x2pt.
Essa abordagem com múltiplas sondas é fundamental para responder à questões centrais sobre
a natureza da energia escura e da matéria escura. No entanto, apesar de sua comprovada
capacidade de fornecer restrições cosmológicas competitivas, o potencial completo das análises
3x2pt é limitado por degenerescências cosmológicas e astrofísicas — especialmente aquelas
envolvendo o bias de galáxias, incertezas no redshift fotométrico e alinhamentos intrínsecos.

Esta dissertação busca investigar uma extensão promissora conhecida como análise 6x2pt, que
incorpora o clustering de galáxias tomográfico de levantamentos espectroscópicos externos ao
arcabouço tradicional 3x2pt. Ao combinar o vetor de dados simulados do LSST com os de
levantamentos espectroscópicos como o DESI e o 4MOST, realizamos uma série de previsões
de Fisher para quantificar a melhoria nas restrições dos parâmetros. Avaliamos, também,
como a sinergia entre o LSST e esses conjuntos de dados espectroscópicos varia sob diferentes
configurações observacionais — incluindo cobertura em redshift, área de céu, características das
amostras e esquemas de binagem tomográfica — para identificar quais combinações oferecem a
maior complementaridade com o LSST.

Além disso, investigamos três cenários cosmológicos distintos para quantificar o valor científico
agregado pela análise 6x2pt em comparação à tradicional 3x2pt, especialmente em relação à sua
capacidade de auto-calibrar parâmetros de nuisance. Finalmente, avaliamos qualitativamente
o impacto da inclusão das distorções lineares no espaço de redshift (RSD) na estimativa de
parâmetros dentro desse framework.

Palavras-chave: LSST; cosmologia observacional; espectroscópia; análise 6x2pt.



Abstract

The Legacy Survey of Space and Time (LSST), conducted by the Vera C. Rubin Observatory,
is poised to revolutionize observational cosmology through its extensive 3x2pt analysis. This
multi-probe approach is key to addressing fundamental questions about the nature of dark
energy and dark matter. However, despite its proven ability to deliver competitive cosmological
constraints, the full potential of 3x2pt analyses is hindered by cosmological and astrophysical
degeneracies—particularly those involving galaxy bias, photometric redshift uncertainties, and
intrinsic alignments.

This thesis investigates a promising extension known as the 6x2pt analysis, which incorporates
tomographic galaxy clustering from external spectroscopic surveys into the traditional 3x2pt
framework. By combining simulated data vectors from LSST with those from spectroscopic
surveys such as DESI and 4MOST, we perform a series of Fisher forecasts to quantify the
improvement in parameter constraints. We evaluate how the synergy between LSST and these
spectroscopic datasets varies under different observational configurations — including redshift
coverage, sky area, target properties, and tomographic binning schemes — to identify which
combinations yield the strongest complementarity with LSST.

In addition, we investigate three distinct cosmological scenarios to quantify the scientific value
added by the 6x2pt analysis compared to the traditional 3x2pt, particularly in terms of its
ability to self-calibrate nuisance parameters. We also qualitatively assess the impact of including
linear redshift-space distortions (RSD) on parameter estimation within this framework.

Keywords: LSST; observational cosmology; spectroscopy; 6x2pt analysis.
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Capítulo 1

Introdução

A era dos grandes levantamentos astronômicos tem transformado a cosmologia em uma
ciência de precisão, possibilitando a investigação detalhada da composição e evolução do Universo
a partir da observação da estrutura em larga escala. Um dos pilares dessa empreitada é o
modelo padrão da cosmologia, conhecido como ΛCDM, que descreve um Universo em expansão
acelerada, dominado por componentes ainda pouco compreendidos, como a matéria escura e a
energia escura. Apesar de seu sucesso em explicar uma ampla gama de observações, o modelo
ΛCDM ainda enfrenta desafios teóricos e observacionais significativos. Tensões entre diferentes
medições cosmológicas — como a discrepância nos valores da constante de Hubble (H0) e da
amplitude das flutuações de densidade (σ8) — têm motivado intensos debates na comunidade
científica e levantado a possibilidade de que possam ser necessárias extensões ao modelo padrão.

Nesse contexto, as observações da estrutura em larga escala do Universo destacam-
se como uma das ferramentas mais poderosas para testar o modelo cosmológico padrão e
investigar possíveis desvios em relação a esse paradigma. Isso porque o mapeamento detalhado
da distribuição de galáxias ao longo do tempo cósmico permite rastrear a evolução da densidade
de matéria, fornecendo informações essenciais para refinar as estimativas dos parâmetros
cosmológicos. Contudo, para extrair o máximo de informação dessas observações e superar
limitações impostas por degenerescências e erros sistemáticos, tornou-se fundamental o uso
combinado de múltiplas sondas em análises integradas como, por exemplo, a 3x2pt, que é
composta por clustering de galáxias, lenteamento gravitacional fraco e suas correlações cruzadas
chamadas de galaxy-galaxy lensing. Essa abordagem multi-sonda tem se consolidado como um
paradigma eficiente para mitigar degenerescências entre parâmetros cosmológicos e sistemáticos
astrofísicos, conduzindo a inferências mais precisas e robustas .

Experimentos de estágio III, como o Dark Energy Survey (DES) (The Dark Energy Survey
Collaboration, 2005), o Kilo-Degree Survey (KiDS) (JONG et al., 2012a) já demonstraram o
poder da análise 3x2pt ao fornecer restrições competitivas com os resultados de experimentos de
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radiação cósmica de fundo (RCF), como o Planck (JOUDAKI et al., 2017; ABBOTT, 2022). No
entanto, a próxima geração de levantamentos astronômicos — os chamados surveys de estágio IV

— promete ampliar significativamente esse potencial. Dentre esses futuros projetos, destaca-se o
Legacy Survey of Space and Time (LSST) (IVEZIć et al., 2019), conduzido pelo Observatório
Vera C. Rubin. Com início previsto para os próximos anos, o LSST realizará um mapeamento
fotométrico profundo e contínuo de aproximadamente 18.000 deg2 do céu noturno ao longo de
dez anos, observando bilhões de galáxias em múltiplos filtros ópticos.

A expectativa é que o LSST reduza em mais de uma ordem de grandeza os erros
estatísticos associados às medições de weak lensing e galaxy clustering, oferecendo um poder
sem precedentes para sondar a natureza da energia escura. No entanto, o sucesso desse
levantamento depende da capacidade de controlar erros sistemáticos com igual rigor. Com a
redução dos erros estatísticos, incertezas associadas ao viés de galáxias, aos redshifts fotométricos
e aos alinhamentos intrínsecos passam a dominar as análises. Assim, torna-se fundamental o
desenvolvimento de estratégias que permitam mitigar essas fontes de erro de maneira eficiente.

Uma das abordagens promissoras nesse cenário é a extensão da análise 3x2pt para o
que se denomina análise 6x2pt. Essa técnica consiste em incorporar o clustering de galáxias
tomográfico, proveniente de levantamentos espectroscópicos externos, ao arcabouço tradicional
da análise 3x2pt (JOHNSTON et al., 2024; PAGANIN et al., 2024). A principal vantagem
dessa abordagem reside na capacidade de auto-calibrar parâmetros nuisance e de quebrar
degenerescências cosmológicas, uma vez que as medições espectroscópicas fornecem redshifts
mais precisos do que as dos dados fotométricos (MCLEOD; BALAN; ABDALLA, 2016).

Nesta dissertação, investigamos o potencial da análise 6x2pt combinando dados simulados
do LSST com levantamentos espectroscópicos como o DESI (Dark Energy Spectroscopic Instru-
ment) (DESI Collaboration, 2016) e o 4MOST (4-metre Multi-Object Spectroscopic Telescope)
(JONG; AL., 2019). Gerando um vetor de dados no formalismo do espectro angular de potência,
realizamos previsões de Fisher para quantificar os ganhos em termos de restrições de parâmetros
cosmológicos e parâmetros de nuisance. Assim, avaliamos como a sinergia entre o LSST e
diferentes configurações espectroscópicas varia de acordo com parâmetros observacionais como
cobertura em redshift, área de céu observada, propriedades das populações-alvo e esquemas de
binagem tomográfica.

Além disso, exploramos três cenários cosmológicos distintos com o objetivo de quantificar
o valor científico agregado pela análise 6x2pt em comparação com a tradicional 3x2pt; em
particular, examinamos a capacidade dessa abordagem de auto-calibrar parâmetros de nuisance.
Por fim, avaliamos, de forma qualitativa, o impacto da inclusão das distorções lineares no espaço
de redshift (Redshift-Space Distortions, RSD) nos vínculos cosmológicos.

Nesse sentido, este trabalho está organizado da seguinte forma: o Capítulo 2 apresenta
os fundamentos teóricos da cosmologia moderna, abordando desde o conceito de redshift e as
distâncias cosmológicas até o entendimento da estrutura em larga escala, a partir da evolução das
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perturbações do campo de densidade. O Capítulo 3 introduz as principais sondas cosmológicas
utilizadas em levantamentos de galáxias, com ênfase nos diferentes tipos de observáveis relevantes
para a análise da estrutura em larga escala do Universo. O Capítulo 4 detalha a metodologia
adotada neste trabalho, incluindo os surveys utilizados, as especificações das distribuições de
redshift, a construção do vetor de dados 6x2pt e o formalismo de Fisher empregado nas previsões
cosmológicas. Em seguida, o Capítulo 5 apresenta as principais análises realizadas a partir do
nosso vetor de dados 6x2pt, discutindo os ganhos nas restrições dos parâmetros cosmológicos
e de nuisance nos diferentes cenários explorados. Por fim, o Capítulo 6 reúne as conclusões
do estudo, sintetizando os principais achados, discutindo possíveis aprimoramentos da análise
aplicada e apontando perspectivas futuras.



4

Capítulo 2

Cosmologia

A cosmologia moderna busca compreender a origem, a evolução e a estrutura do Universo
a partir de princípios físicos fundamentais, ancorando-se em observações cada vez mais precisas
e em modelos teóricos cada vez mais robustos. Ao longo do último século, foram desenvolvidos
arcabouços matemáticos sólidos capazes de conectar a geometria do espaço-tempo à distribuição
de matéria e energia, revelando um Universo dinâmico, em expansão, e permeado por estruturas
que cresceram a partir de flutuações quânticas primordiais.

Este primeiro capítulo se dedica a apresentar esse framework teórico a fim de estabelecer
as bases conceituais e matemáticas que sustentam a interpretação das observações cosmológicas
atuais. Para isso, recorremos ao longo do texto à referência principal (BAUMANN, 2022) e às
referências complementares (DODELSON; SCHMIDT, 2021; PIATTELLA, 2018) como base
para a construção deste capítulo.

2.1 Redshift e Expansão do Universo

As distâncias cosmológicas a serem discutidas fornecem poderosas ferramentas para
mapear a geometria do universo em diferentes épocas, mas todas dependem fundamentalmente
da evolução do fator de escala a(t). Para completar nossa descrição cosmológica, precisamos
agora relacionar a(t) com o conteúdo energético do universo - o que será feito através das
equações de Friedmann na próxima seção, onde estabeleceremos os fundamentos dinâmicos do
modelo ΛCDM e sua conexão com as observações discutidas até aqui.

No final do século XX, uma nova era na cosmologia surgiu a partir da descoberta de
supernovas do tipo Ia (WILLIAMS et al., 1996). Essas explosões estelares, que funcionam
como velas padrão devido ao seu brilho intrínseco, permitiram aos astrônomos medir distâncias
cósmicas com precisão, o que revelou que o universo não apenas está se expandindo, mas que
está em uma expansão acelerada (RIESS et al., 1998; PERLMUTTER et al., 1998). Diante
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dessas observações, o estudo do fenômeno de redshift no contexto da cosmologia observacional
ganhou grande destaque, uma vez que o redshift ocorre porque a expansão do universo alonga o
comprimento de onda da luz, fazendo com que a radiação observada seja mais avermelhada (ou
menos energética) do que a emitida. Este efeito cosmológico é fundamental para determinar
o tempo e a distância em que os objetos astronômicos emitiram sua luz. Por isso, visando
aprofundar neste tema, as subseções a seguir serão dedicadas a construir o embasamento teórico
necessário para compreender e formular o conceito de redshift cosmológico.

2.1.1 A métrica FLRW e o Princípio Cosmológico

A cosmologia moderna fundamenta-se no pressuposto de que o universo, em escalas
suficientemente grandes (da ordem de 100 Mpc), é homogêneo e isotrópico. Isso significa que o
Universo apresenta composição física equivalente em todas as regiões do espaço (homogeneidade)
e não possui uma direção privilegiada (isotropia). Esse conceito, conhecido como Princípio
Cosmológico (PC), tem sido amplamente corroborado por observações da Radiação Cósmica
de Fundo (RCF) (JAROSIK et al., 2011; AGHANIM et al., 2020) e de outras observações da
distribuição de estruturas em largas escalas (TEGMARK et al., 2004; COLE et al., 2005). Para
uma discussão mais aprofundada sobre o PC, consulte (ALURI et al., 2023).

Partindo desse princípio, podemos descrever o universo em largas escalas utilizando
uma métrica, conhecida como métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), que
representa um espaço-tempo homogêneo, isotrópico e em expansão. Essa métrica é expressa por:

ds2 = −c2dt2 + a2(t)
(

dr2

1 − kr2/R2
0

+ r2dΩ2
)
, (2.1)

em que ds representa o intervalo espaço-temporal, uma quantidade que mede a separação entre
dois eventos no espaço-tempo. O termo c denota a velocidade da luz no vácuo, enquanto dt
corresponde ao intervalo de tempo cósmico, em que, em cada fatia de tempo t, o espaço é
maximalmente simétrico. A coordenada radial comóvel é representada por dr, e a(t) é o fator
de escala, uma função que descreve como o universo se expande ou contrai ao longo do tempo.
O parâmetro R0 está associado à escala de curvatura atual, relacionada à geometria do universo,
e dΩ é o elemento de ângulo sólido, definido como dΩ2 = dϕ2 + sin2 ϕ dθ2, onde ϕ e θ são
coordenadas angulares. Por fim, k é o parâmetro de curvatura espacial, que pode assumir os
valores k = 0 para um espaço plano, k = +1 para um espaço esférico ou k = −1 para um espaço
hiperbólico.

Partindo dessa métrica, um conceito particularmente útil é o tempo conforme (η),
definido pela relação:

a dη = dt ⇒ η − ηi =
∫ t

ti

dt′

a(t′) . (2.2)
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Utilizando essa transformação na equação (2.1), a métrica de FLRW pode ser reescrita
na forma:

ds2 = a2(η)
(

−c2 dη2 + dr2

1 − kr2/R2
0

+ r2 dΩ2
)
. (2.3)

Nessa representação, o fator de escala a(η) atua como um fator conforme, que modifica
a métrica sem alterar sua estrutura geométrica intrínseca. No caso especial em que a curvatura
espacial é nula (k = 0), a métrica se reduz à métrica de Minkowski, multiplicada por um fator
conforme.

Outra forma de se representar a equação (2.3) é redefinindo a coordenada radial através
do infinitesimal da distância comóvel, ou seja, dχ ≡ dr/

√
1 − kr2/R2

0, logo:

ds2 = a2(η)
(
−c2 dη2 + dχ2 + S2

k(χ)dΩ2
)
, (2.4)

onde Sk(χ) é dada por:

Sk(χ) ≡ R0


sinh

(
χ

R0

)
para k = −1,

χ
R0

para k = 0,

sin
(

χ
R0

)
para k = +1.

(2.5)

É importante reformular a coordenada comóvel χ, pois essa grandeza não é diretamente
observável. Como alternativa, emprega-se o conceito de distância própria, que é de fato uma
coordenada física.

Figura 1 – Representação da expansão do universo. A distância comóvel entre os pontos x1 e x2
mantém-se constante, enquanto a distância física aumenta com o tempo devido à expansão
cósmica. Crédito: (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Como ilustra a Figura 1, a distância própria é definida por:

rp(t) ≡ a(t)χ. (2.6)
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A partir dessa definição, podemos calcular a velocidade física de uma galáxia movendo-se
ao longo de r⃗p(t). Derivando a equação (2.6), obtemos:

v⃗p = dr⃗p

dt
= da

dt
r⃗p + a(t)dr⃗p

dt
≡ Hr⃗p + v⃗pec, (2.7)

onde o parâmetro de Hubble é definido por:

H ≡ ȧ

a
, (2.8)

em que o ponto denota a derivada em relação ao tempo cósmico (ȧ ≡ da/dt).

Na equação (2.7), o primeiro termo, Hrp, é o chamado fluxo de Hubble, correspondendo
à velocidade das galáxias devido à expansão do espaço entre a origem e a posição rp(t). O
segundo termo, v⃗pec ≡ a(t) ˙⃗r, corresponde às velocidades peculiares, que são as velocidades
medidas por um observador comóvel, ou seja, um observador que segue o fluxo de Hubble. Essas
velocidades descrevem o movimento das galáxias devido à atração gravitacional de galáxias
vizinhas próximas e seu efeito torna-se particularmente relevante quando a contribuição do fluxo
de Hubble ainda não domina significativamente sobre esses movimentos locais. Isso faz com
que o redshift observado apareça mais avermelhado ou mais azulado, conforme o movimento
relativo da galáxia - afastando-se ou aproximando-se do observador, respectivamente.

2.1.2 Lei de Hubble-Lemaître

A Lei de Hubble–Lemaître, originalmente proposta por Georges Lemaître em 1927
(LEMAÎTRE, 1927) e posteriormente observacionalmente confirmada por Edwin Hubble em
1929 (HUBBLE, 1929), foi uma das descobertas mais marcantes da cosmologia no início do
século XX. Ela estabelece que, quanto mais distante uma galáxia está de nós, mais rapidamente
ela se afasta, como ilustrado na Figura 2.

Matematicamente, a Lei de Hubble é expressa por:

v = H0 r, (2.9)

onde v é a velocidade de recessão da galáxia, r é a distância até ela, e H0 é a constante de
Hubble, que quantifica a taxa de expansão do universo. Essa equação pode ser comparada ao
fluxo de Hubble, representado pelo primeiro termo da equação 2.7, onde H0 é o parâmetro de
Hubble medido localmente. O valor inicialmente determinado por Hubble para a constante foi:

H0 = 500 km s−1 Mpc−1, (2.10)

obtido por meio de uma regressão linear da velocidade das galáxias em função de suas distâncias.
Este valor apresentava um erro considerável, como pode ser observado na Figura 2, evidenciado
pela dispersão dos dados.
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Figura 2 – Relação entre a velocidade de recessão de galáxias e sua distância, ilustrando a Lei de
Hubble. Crédito: (HUBBLE, 1929)

Atualmente, com medições cada vez mais precisas e um volume de dados significativa-
mente maior, houve um grande avanço na estimativa do valor de H0 fundamentado em duas
abordagens distintas. A primeira consiste na utilização de velas padrão, onde, a partir da medida
da magnitude aparente de objetos com luminosidade intrínseca conhecida, é possível estimar a
distância desses objetos e, consequentemente, determinar o valor de H0. Esse método fornece:
H0 = 73.2±1.3 km s−1 Mpc−1 (RIESS et al., 2021). Outra alternativa envolve medidas indiretas
da RCF, que consistem em ajustar um modelo cosmológico para reproduzir as anisotropias da
RCF. Dessa forma, obteve-se: H0 = 67.4 ± 0.5 km s−1 Mpc−1 (AGHANIM et al., 2020).

Nesse contexto, nota-se que as estimativas obtidas por esses dois métodos apresentam
uma tensão significativa, já que os intervalos de confiança não se sobrepõem, como ilustrado
na Figura 3. Essa tensão vem sendo constantemente estudada pela comunidade científica nos
últimos anos. Uma das investigações feitas é relacionada ao método de medição de distâncias por
velas padrão, no qual é necessário fazer uma calibração utilizando velas padrão mais próximas
em um processo conhecido como escada de distâncias cósmicas. Assim, qualquer erro
ou incerteza nessa calibração pode se propagar para as medições de galáxias mais distantes,
afetando a estimativa final de H0 (FREEDMAN, 2021; RIESS et al., 2024).

Outras investigações, associadas à RCF, podem apresentar limitações ou inadequações
do modelo cosmológico atual (VALENTINO, 2021; VERDE; TREU; RIESS, 2019) e, apesar dos
esforços recentes, a tensão cosmológica permanece como uma desafiadora questão em aberto.

2.1.3 Redshift cosmológico e o Fator de Escala

Boa parte do nosso conhecimento sobre o universo é inferido a partir da luz que recebemos
de objetos astronômicos distantes, de forma que, para analisar corretamente essas observações,
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Figura 3 – Algumas das medições da constante de Hubble presentes na literatura. Crédito: (VALEN-
TINO, 2021).

é essencial considerar o comprimento de onda da luz emitida. Contudo, devido à expansão
acelerada do universo - que literalmente estica o espaço-tempo - o comprimento de onda
observado difere do originalmente emitido. Esse fenômeno é conhecido como efeito Doppler
cosmológico.

O redshift (desvio para o vermelho) corresponde ao deslocamento relativo do com-
primento de onda causado pela expansão cósmica. Matematicamente, definimos o redshift
como:

z = λobs − λemit

λemit
, (2.11)

onde, λemit é o comprimento de onda original emitido pela fonte e λobs é o comprimento de
onda detectado pelo observador. Assim, para objetos cosmologicamente distantes, a expansão
do espaço-tempo causa um alongamento progressivo do comprimento de onda durante sua
propagação, resultando em valores de z significativamente grandes. No caso de objetos próximos,
como a luz percorre distâncias relativamente curtas (em escalas cosmológicas), o efeito da
expansão cósmica torna-se desprezível. Nesta situação, temos λobs ≈ λemit, resultando em z ≈ 0.

É fundamental compreender que o redshift não se resume a uma mera estimativa de
distância. No contexto da Relatividade Geral, onde espaço e tempo estão intrinsecamente
ligados, objetos distantes não apenas revelam sua posição no cosmos, mas também refletem
épocas passadas da história do universo. Assim, a luz emitida por objetos com alto redshift
nos fornece informações valiosas sobre as eras cósmicas no momento de sua emissão, ou seja,
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o redshift funciona como um marcador temporal cósmico, permitindo a datação de eventos
fundamentais na evolução do universo. Um exemplo é a RCF associada à liberação dos primeiros
fótons quando o universo tinha cerca de 380.000 anos, apresentando um redshift característico
de z ≈ 1100. Já o período de formação das primeiras galáxias, que ocorreu consideravelmente
mais tarde, corresponde a um redshift de z ≈ 10.

Para estabelecer a conexão entre teoria e observações, é fundamental determinar a relação
entre o redshift cosmológico z e o fator de escala a(t). Considere a propagação de um feixe
de luz ao longo de uma geodésica nula (ds2 = 0) em um espaço-tempo isotrópico. Nesse caso,
podemos escolher um sistema de coordenadas em que a trajetória da luz seja puramente radial,
eliminando os termos angulares da métrica (dΩ2 = 0). Assim, a métrica FLRW da equação
(2.4) se reduz à:

dχ = ±c dη, (2.12)

onde o sinal positivo corresponde a objetos que se afastam do observador e o negativo àqueles
que se aproximam.

Suponha que, em um tempo cósmico te, uma galáxia situada a uma distância comóvel
fixa χ emita um feixe de luz que é detectado por nós no tempo presente t0. Integrando a solução
positiva da equação (2.12) e utilizando a relação entre tempo conforme e tempo cósmico (2.2),
obtemos:

χ = c
∫ t0

te

dt

a(t) . (2.13)

Um segundo feixe de luz, emitido em te + δte (onde δte = λe/c é o período da onda
luminosa), chega ao observador em t0 + δt0. Portanto:

χ = c
∫ t0+δt0

te+δte

dt

a(t) . (2.14)

Igualando as expressões (2.13) e (2.14), temos:

∫ t0

te

dt

a(t) =
∫ t0+δt0

te+δte

dt

a(t) . (2.15)

Essa igualdade pode ser reescrita, como:

∫ te+δte

te

dt

a(t) =
∫ t0+δt0

t0

dt

a(t) , (2.16)

onde separamos os termos associados ao tempo do observador e o tempo do emissor.

Para pequenos intervalos de tempo (δt ≪ t), podemos aproximar a(t) como constante
em cada integral, resultando em:

δte
a(te)

= δt0
a(t0)

. (2.17)
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Substituindo δte = λe/c e δt0 = λ0/c, obtemos:

λe

a(te)
= λ0

a(t0)
. (2.18)

Usando a definição de redshift da equação (2.11) e usando a convenção a(t0) = 1, chegamos à
relação fundamental:

1 + z = a(t0)
a(te)

= 1
a(te)

, (2.19)

ou, equivalentemente,

a = 1
1 + z

. (2.20)

Compreender a relação entre o redshift e o fator de escala é essencial para as medições cosmoló-
gicas. Contudo, como veremos a seguir, a medição de distâncias no universo envolve desafios
adicionais.

2.1.4 Distâncias Cosmológicas

Na cosmologia, a medição de distâncias apresenta desafios únicos em comparação com
as medições terrestres. Enquanto em escalas planetárias podemos determinar distâncias direta-
mente, no contexto cósmico dois efeitos fundamentais complicam essa tarefa: (1) a natureza
dinâmica do espaço-tempo, manifestada pela expansão cósmica, e (2) o caráter finito da veloci-
dade da luz. Esses fenômenos fazem com que o conceito aparentemente simples de distância se
desdobre em múltiplas definições, cada uma adequada a diferentes contextos observacionais.

Mesmo a distância própria (2.6), já mencionada anteriormente, que aparenta ser uma
quantidade observável por representar separações físicas levando em conta a expansão do
universo, na prática não pode ser medida diretamente. Isso ocorre porque sua definição requer
conhecer a distância entre dois objetos em um tempo cósmico específico – o que, como já vimos,
não é possível, visto que só temos acesso à luz emitida em diferentes épocas cósmicas, nunca em
um instante fixo. Diante disso, nesta subseção exploraremos conceitos alternativos de distância
adaptados às observações cosmológicas.

2.1.4.1 Distância de Luminosidade

A distância de luminosidade (dL) constitui um conceito fundamental em cosmologia
observacional, baseado na relação entre a luminosidade intrínseca L de uma fonte (vela padrão)
e o fluxo F por ela emitido, relação esta que é expressa por:

d2
L = L

4πF . (2.21)
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Para compreender como essa distância se relaciona com as propriedades da vela padrão,
consideremos uma fonte situada em um redshift z com luminosidade intrínseca L = dE/dt, cujo
fluxo observado é dado por:

F = dE0

dt0A0
, (2.22)

sendo que A0 = 4πa2
0Sk(χ)2 representa a área da superfície esférica sobre a qual a radiação se

distribui no momento da observação. Nota-se que, para um espaço plano (k = 0), o raio dessa
esfera corresponde precisamente à distância própria a0χ, que por sua vez representa a separação
física instantânea entre fonte e observador durante a detecção.

A expansão cósmica introduz dois efeitos cruciais na medição. O primeiro deles é o
redshift energético, que corresponde à diminuição da energia dos fótons durante sua propagação,
conforme demonstra a relação:

dE0

dE
= hf0

hf
= λ/c

λ0/c
, (2.23)

na qual h é a constante de Planck e f é a frequência do fóton. Utilizando a relação (2.18) na
equação (2.23), temos:

λ

λ0
= a

a0
= 1

1 + z
. (2.24)

Em adição ao redshift energético, surge também uma dilatação temporal cosmológica,
que relaciona os intervalos de tempo medidos na emissão e na detecção pela expressão:

dt0
dt

= a0

a
= 1 + z, (2.25)

relação esta que emerge naturalmente da métrica FLRW, já que, para ds2 = 0 (geodésicas
nulas), tem-se que cdt = a(t)dχ tanto na emissão quanto na detecção, o que conduz diretamente
à equação (2.24).

Combinando estes efeitos, o fluxo observado pode ser reescrito na forma:

F = L

4πa2
0S

2
k(χ)(1 + z)2 (2.26)

Finalmente, substituindo (2.26) em (2.21), obtém-se a expressão definitiva para a dis-
tância de luminosidade:

dL = (1 + z)a0Sk(χ) = (1 + z)2a(t)Sk(χ). (2.27)
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2.1.4.2 Distância de Diâmetro Angular

A distância de diâmetro angular constitui um método fundamental em cosmologia
observacional, baseado na medição de objetos com dimensões físicas conhecidas - as chamadas
réguas padrão. Como ilustrado na Figura 4, essa técnica relaciona o tamanho físico intrínseco
do objeto (ds) com sua extensão angular observada (dϕ), permitindo definir:

dA = ds

dϕ
(2.28)

Figura 4 – Representação esquemática da distância de diâmetro angular. A relação entre o tamanho
físico ds e o ângulo dϕ permite inferir distâncias cosmológicas. Crédito: (PIATTELLA,
2018).

Consideremos uma régua padrão de tamanho ds situada no redshift z à distância comóvel
χ. Partindo da métrica FLRW em um tempo fixo t:

ds2 = a(t)2(dχ2 + S2
k(χ)dΩ2), (2.29)

obtemos, para o comprimento de arco transversal:

ds = a(t)Sk(χ)dϕ. (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.27), derivamos a expressão fundamental:

dA = a(t)Sk(χ). (2.31)

Uma aplicação particulamente relevante dessa distância é o sistema de lente gravitacional
(Figura 5), em que torna-se essencial calcular a distância entre a lente (L) e a fonte (S) em
redshifts distintos.

Contrariamente à intuição inicial, a distância dA(LS) não corresponde simplesmente à
diferença dA(S) − dA(L). Demonstramos este fato através da geometria do espaço-tempo:

ds = a(tS)χSdϕS = a(tS)χLSdϕL (2.32)

onde χLS = χS − χL representa a separação comóvel. Portanto, a distância correta é:

dA(LS) = a(tS)χLS = a(tS)(χS − χL) (2.33)
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Figura 5 – Configuração geométrica para cálculo de distâncias em sistemas de lente gravitacional.
Crédito: (PIATTELLA, 2018).

diferente da expressão intuitiva inicial:

dA(S) − dA(L) = a(tS)χS − a(tL)χL. (2.34)

As relações fundamentais entre as distâncias cosmológicas (dL, dA) e o fator de escala a(t),
estabelecidas nas equações (2.27) e (2.31), demonstram que a geometria observável do universo
é governada pela evolução dinâmica de a(t). Embora essas expressões permitam quantificar a
taxa de expansão cósmica em diferentes épocas, elas não revelam a natureza dos componentes
fundamentais que impulsionam essa dinâmica. Portanto, na próxima seção, aprofundaremos a
análise da evolução do universo e seus constituintes fundamentais.

2.2 O Modelo Cosmológico ΛCDM

O modelo ΛCDM (Lambda-Cold Dark Matter) consolida-se como o paradigma cosmoló-
gico padrão para descrever a evolução e a estrutura do universo em largas escalas. Ancorado
na Relatividade Geral de Einstein, este modelo integra quatro componentes fundamentais: a
constante cosmológica Λ, associada à energia escura responsável pela aceleração da expansão
cósmica; a matéria escura fria (CDM), que constitui o componente não-bariônico dominante;
a matéria bariônica, que forma toda a matéria ordinária observável; e a radiação, incluindo
fótons e neutrinos relativísticos. Sua robustez é evidenciada pela capacidade de descrever de
forma consistente múltiplos conjuntos de dados observacionais – desde as anisotropias da RCF
(AGHANIM et al., 2020) até a distribuição de larga escala de galáxias (ABBOTT, 2022). No
entanto, resultados mais recentes, como os do Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI)
(DESI Collaboration A. G. ADAME, 2024), desafiam esse paradigma, sugerindo possíveis desvios
desse modelo.

Nesta seção, exploraremos os pilares teóricos do ΛCDM, destacando as equações
dinâmicas que governam a evolução do universo em background. Em seguida, discutiremos o
estado atual dos parâmetros cosmológicos nesse contexto.
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2.2.1 Equações de Friedmann

A descrição da dinâmica do background cosmológico requer, de maneira fundamental,
o arcabouço da Relatividade Geral (RG) — teoria que se constitui como um dos pilares da
cosmologia moderna. Nesse formalismo, as equações de campo de Einstein relacionam de
maneira não trivial a distribuição de matéria-energia à curvatura do espaço-tempo, descrevendo
assim a dinâmica do universo em larga escala. Matematicamente, esta relação é expressa pela
equação tensorial:

Rµν − 1
2gµνR = 8πG

c4 Tµν (2.35)

onde o tensor de Ricci Rµν descreve a curvatura do espaço-tempo e depende exclusivamente
das componentes da métrica gµν , assim como de suas derivadas de primeira e segunda ordem.
O escalar de Ricci R corresponde ao traço do tensor de Ricci, obtido pela contração com a
métrica (R ≡ gµνRµν). A constante G é a constante gravitacional de Newton, e c representa a
velocidade da luz no vácuo. Por fim, o tensor energia-momento Tµν descreve a distribuição e o
fluxo de energia e de momento em uma região do espaço-tempo.

Nesta conjuntura, derivaremos as equações de Friedmann no tempo conforme seguindo
três etapas principais: primeiro, caracterizaremos o tensor energia-momento Tµν ; em seguida,
calcularemos os termos geométricos (os tensores de Ricci e escalar de Ricci) que compõem
o lado esquerdo das equações de Einstein; por fim, combinando esses resultados, obteremos
explicitamente as equações de Friedmann.

2.2.1.1 Tensor Energia-Momento

Na Seção 2.1.1, discutimos que a geometria do espaço-tempo é descrita pela métrica
FLRW, porém, não exploramos as propriedades da matéria que a constitui. Para preservar a
homogeneidade e isotropia da métrica, o tensor energia-momento deve corresponder ao de um
fluido perfeito, expresso por:

Tµν =
(
ρc2 + P

) UµUν

c2 + Pgµν , (2.36)

onde Uµ é a quadri-velocidade do fluido, enquanto ρc2 e P representam, respectivamente, a
densidade de energia e a pressão no referencial de repouso do fluido.

Para demonstrar a compatibilidade desse tensor com as propriedades de homogeneidade
e isotropia, consideremos um observador comóvel ao fluido, ou seja, com Uµ = (c, 0, 0, 0). As
componentes de Tµν podem ser organizadas como:

Tµν =
T00 T0j

Ti0 Tij

 =
 Densidade de energia Fluxo de energia

Densidade de momento Tensor de tensão

 . (2.37)
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Em um universo homogêneo, a densidade de energia deve ser independente da posição,
podendo variar apenas com o tempo conforme: T00 = ρ(η)c2. Além disso, a isotropia exige que
os valores médios dos vetores Ti0 e T0j se anulem no referencial comóvel, isto é, Ti0 = T0j = 0.
Por fim, a isotropia em torno da origem implica que o tensor Tij seja proporcional a δij. Como
a métrica gij é dada por a2δij na origem, temos:

Tij(x⃗ = 0) ∝ δij ∝ gij(x⃗ = 0), (2.38)

assim, o tensor energia-momento para um fluido ideal na métrica FLRW assume a forma:

T00 = ρc2, Ti0 = T0i = 0, Tij = Pgij(η, x⃗), (2.39)

de modo que, se não considerarmos um observador comóvel, recuperamos a equação (2.36).

Nesse contexto, uma pergunta que naturalmente surge é como essa densidade de energia
evolui com o tempo conforme? Desse modo, como energia e momento se conservam localmente,
o tensor energia-momento deve satisfazer as equações de conservação, isto é, a equação de
continuidade, para a densidade de energia, e a equação de Euler, para a densidade de momento.
No contexto de relatividade geral, tais equações são encapsuladas pelas identidades de Bianchi:

∇µT
µ
ν = 0. (2.40)

Expandindo a derivada covariante, obtemos:

∇µT
µ
ν = ∂µT

µ
ν + Γµ

µλT
λ
ν − Γλ

µνT
µ
λ = 0. (2.41)

Para a conservação da densidade de energia, ou seja, ν = 0, temos a seguinte equação:

∇µT
µ
0 = ∂µT

µ
0 + Γµ

µλT
λ
0 − Γλ

µ0T
µ
λ = 0, (2.42)

por isotropia, T i
0 = 0, logo a equação (2.42) se reduz para:

d(ρc2)
dη

+ Γµ
µ0(ρc2) − Γλ

µ0T
µ
λ = 0. (2.43)

Calculando os símbolos de Christoffel relevantes no tempo conforme, Γi
i0 = 3a′

a
, chegamos

à equação de continuidade:

ρ′ + 3a
′

a

(
ρ+ P

c2

)
= 0. (2.44)

Esta equação é especialmente importante, visto que ela descreve a conservação local
da energia no contexto da cosmologia. Note que a noção usual de conservação de energia
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derivada do teorema de Noether depende de uma simetria sob translações no tempo (dρ/dt = 0),
contrariando a equação (2.44) que quebra essa simetria devido à expansão do universo.

Introduzindo, então, uma equação de estado da forma w = P/ρc2, obtemos a solução da
equação (2.44) como:

ρ ∝ a−3(1+w), (2.45)

que mostra como a densidade de energia depende do parâmetro w. Por exemplo, no universo
atual, três componentes principais contribuem com diferentes equações de estado:

• Matéria não relativística (poeira cósmica): Onde a pressão é desprezível quando
comparada à densidade de energia (P ≪ ρc2), caracterizando um fluido sem pressão com
equação de estado w = 0. Neste caso, a solução (2.45) mostra que a densidade de energia
evolui com o fator de escala como ρ ∝ a−3.

• Radiação: Para um fluido relativístico com equação de estado w = 1/3, onde a pressão
é significativa (P = 1

3ρc
2), obtemos ρ ∝ a−4. Essa dependência mais acentuada — em

relação à da matéria não relativística — decorre da combinação da diluição volumétrica
(a−3) com o redshift do comprimento de onda dos fótons (a−1), totalizando (a−4).

• Energia escura: No caso da constante cosmológica (w = −1), a densidade de energia
permanece invariante (ρ = constante) durante a expansão.

2.2.1.2 Geometria

Para desenvolver explicitamente o lado esquerdo das equações de Einstein, começamos
aplicando a métrica FLRW à equação (2.35). Como ponto de partida, utilizamos a definição do
tensor de Ricci em termos dos símbolos de Christoffel, isto é:

Rµν = ∂λΓλ
µν − ∂νΓλ

µλ + Γλ
λρΓρ

µν − Γρ
µλΓλ

νρ. (2.46)

Devido à simetria da métrica FLRW, é possível simplificar consideravelmente estes cálculos.
Em particular, a condição de isotropia implica que as componentes Ri0 = R0i se anulam. Desta
forma, as únicas componentes não-nulas do tensor de Ricci são :

R00 = − 3
c2

a′′

a
−
(
a′

a

)2
 , (2.47)

Rij =
a′′

a
+
(
a′

a

)2

+ 2kc2

a2R2
0

 gij

a2c2 . (2.48)
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Definidas estas expressões, podemos imediatamente obter o escalar de Ricci contraindo
o tensor métrico com o tensor de Ricci, ou seja,

R = gµνRµν = − 1
a2R00 + 1

a2Rii = 6
a2c2

(
a′′

a
+ kc2

a2R0

)
. (2.49)

Estes componentes nos fornecem todos os elementos necessários para prosseguir com a
análise dinâmica do universo homogêneo e isotrópico.

2.2.1.3 Equações Dinâmicas

Com os ingredientes fundamentais reunidos para derivar as equações que governam a
evolução cósmica, podemos calcular as componentes temporais (0,0) das equações de Einstein:

R00 − 1
2g00R = 8πG

c4 T00. (2.50)

Substituindo as expressões obtidas para R00 e para o escalar de Ricci R na métrica com
tempo conforme, e levando em conta que T00 = ρc2 e g00 = −a2, chegamos a:

− 3
c2

a′′

a
−
(
a′

a

)2
− 1

2(−a2)
{

6
c2a2

[(
a′′

a

)
+ kc2

a2R2
0

]}
= 8πG

c2 ρ. (2.51)

Após simplificação, obtemos a fundamental equação de Friedmann, que governa a
evolução do fator de escala no nosso universo:

(
a′

a

)2

= 8πG
3 ρa2 − kc2

R2
0
. (2.52)

A equação resultante é uma equação diferencial não-linear complexa para a(η), cujas
soluções analíticas geralmente só são possíveis em cenários simplificados — por exemplo, quando
uma componente domina sobre as demais. Essa dinâmica (utilizando o tempo próprio) é
ilustrada de forma esquemática na Figura 6. É crucial, também, notar que, nesta expressão, ρ
engloba todas as contribuições relevantes à densidade de energia do universo, isto é, a radiação
(incluindo fótons ργ e neutrinos ρν), a matéria (incluindo matéria bariônica ρb e matéria escura
fria ρc), e a energia escura (constante cosmologica ρΛ).

O próximo passo natural é examinar as componentes puramente espaciais das equações
de Einstein. Para isso, partimos da expressão geral:

Rij − 1
2gijR = 8πG

c4 Tij. (2.53)

Inserindo nossos resultados anteriores para Rij (2.48), para o escalar de Ricci (2.49), e
usando Tij = Pgij (onde P é a pressão isotrópica), obtemos:
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Figura 6 – Evolução da densidade de energia no universo. Onde no início do universo, a componente
de radiação dominava, seguida pela matéria e, por fim, pela energia escura. Créditos:
(BAUMANN, 2022)


a′′

a
+
(
a′

a

)2

+ 2kc2

a2R2
0

 gij

a2c2

− 1
2gij

{
6
c2a2

[(
a′′

a

)
+ kc2

a2R2
0

]}
= 8πG

c4 Pgij. (2.54)

Simplificando esta expressão temos:

1
a2c2

−2a′′

a
+
(
a′

a

)2

− kc2

a2R2
0

 = 8πG
c4 P. (2.55)

Combinando este resultado com a equação de Friedmann (2.52), derivamos a importante
equação de Raychaudhuri:

a′′

a
= 4πG

3

(
ρ− 3P

c2

)
a2 − kc2

R2
0
. (2.56)

Para interpretar melhor a equação de Friedmann do ponto de vista observacional, é
conveniente expressá-la em termos de quantidades adimensionais. Para isso, primeiramente,
definimos o parâmetro de Hubble no tempo conforme H ≡ a′/a e reescrevemos a equação (2.52)
como:

H2 = 8πG
3 ρa2 − kc2

R2
0
. (2.57)

Em seguida, introduzimos o conceito fundamental de densidade crítica ρcrit,0, que corresponde
à densidade de energia num universo espacialmente plano (k = 0) na época atual (η = η0):
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ρcrit,0 = 3H2
0

8πG ≈ 1.88 × 10−26h2 kg m−3, (2.58)

onde H0 é a constante de Hubble. Esta quantidade de referência permite definir os
parâmetros de densidade adimensionais para cada componente cosmológica:

Ωi ≡ ρi,0

ρcrit,0
, com i = r (radiação),m (matéria),Λ (energia escura). (2.59)

Incluindo adicionalmente o parâmetro de curvatura Ωk ≡ −kc2/(R0H0)2, a equação
de Friedmann no tempo conforme assume sua forma mais útil para comparações com dados
observacionais:

H2(a)
H2

0
= Ωra

−2 + Ωma
−1 + ΩΛa

2 + Ωk, (2.60)

onde explicitamos a dependência do parâmetro de Hubble com o fator de escala a(η). Avaliando
esta expressão no presente (a = 1), obtemos a importante relação:

Ωr + Ωm + ΩΛ + Ωk = 1. (2.61)

A determinação precisa destes parâmetros através de observações cosmológicas constitui uma
função central para determinarmos a composição do Universo atual. Desse modo, a próxima
seção será focada em descrever a conjectura desses parâmetros na cosmologia.

2.2.2 Nosso universo

Como discutido anteriormente, o modelo cosmológico que melhor se ajusta às observações
atuais é o modelo ΛCDM. Esse modelo descreve a evolução cósmica com base em um conjunto de
parâmetros fundamentais, conforme apresentado na seção anterior. No entanto, a determinação
precisa desses parâmetros requer a combinação sinérgica de múltiplas sondas observacionais,
cada uma sensível a diferentes aspectos da estrutura e dinâmica do Universo.

Uma das estimativas mais precisas desses parâmetros é obtida pela análise da RCF
realizada pela missão Planck (AGHANIM et al., 2020). Essa análise fornece um forte conjunto de
restrições cosmológicas, que servem de base para combinações com outras sondas observacionais

— como medidas de oscilações acústicas de bárions (BAO) do DESI, supernovas do tipo Ia do
Pantheon e lentes gravitacionais fracas do levantamento Dark Energy Survey (DES). Essas
combinações permitem testar a consistência do modelo cosmológico em diferentes regimes
observacionais além de melhorar os vínculos entre os parâmetros cosmológicos. Além de oferecer
estimativas extremamente precisas dos parâmetros cosmológicos, a análise do Planck também
explorou extensões do modelo ΛCDM, investigando possíveis desvios em relação ao paradigma
padrão. Os resultados, no entanto, reforçam que o modelo ΛCDM permanece como a descrição
mais consistente do nosso universo até o momento.
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A seguir, apresentamos alguns dos principais parâmetros obtidos nessa análise, os quais
definem qualitativamente as propriedades do nosso universo:

Parâmetros de densidade:

• ΩΛ = 0.684 ± 0.007: densidade de energia escura;

• Ωm = 0.315 ± 0.007: densidade total de matéria (incluindo matéria escura e bariônica);

• Ωk = 0.0007±0.0019: densidade de curvatura, indicando um universo espacialmente plano
dentro dos limites de incerteza;

• Ωr = (9.2 ± 0.1) × 10−5: densidade da radiação (incluindo fótons e neutrinos relativísticos).

Com esses valores, podemos afirmar que o nosso universo atual é aproximadamente constituido
68% por energia escura, 31% por matéria e 0.009% por radiação.

Outros parâmetros importantes:

• H0 = (67.4 ± 0.5) km s−1Mpc−1: constante de Hubble, que mede a taxa de expansão atual
do universo;

• σ8 = 0.811 ± 0.006: amplitude das flutuações de densidade de matéria no universo;

• S8 ≡ σ8

√
Ωm/0.3 = 0.831 ± 0.013: combinação que reduz degenerescências entre σ8 e Ωm;

• ns = 0.965 ± 0.004: índice espectral das perturbações primordiais;

• As ≈ 2.1 × 10−9: amplitude do espectro de potência primordial;

• τ = 0.054 ± 0.007: profundidade óptica à reionização;

• T0 ≈ 2.725 K: temperatura atual da RCF;

• Neff = 2.99 ± 0.17: número efetivo de espécies relativísticas no universo primitivo, valor
compatível com a previsão do modelo padrão (Neff = 3.046);

• ∑
mν < 0.12 eV (limite superior): soma das massas dos neutrinos.

Muitos desses parâmetros, que serão importantes nas seções seguintes, têm origem na
física do universo primordial, cujo estudo detalhado está fora do escopo deste trabalho. É
crucial, porém, destacar que nem todos os parâmetros listados acima são diretamente medidos
pelas observações. Na prática, o satélite Planck mede com alta precisão as anisotropias da
RCF de forma que, a partir desses dados, apenas um subconjunto limitado de parâmetros é
diretamente acessível, por exemplo: a densidade de matéria bariônica, o índice espectral ns, a
profundidade óptica τ .
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A maioria dos demais parâmetros — como H0, σ8, ΩΛ, S8 e até mesmo Ωm — não são
diretamente observáveis pela RCF. Em vez disso, eles são inferidos com base em um modelo
cosmológico assumido, geralmente o ΛCDM. Isso é feito por meio de ajustes estatísticos que
buscam o conjunto de parâmetros que melhor reproduz os dados observacionais sob as hipóteses
do modelo. Essas inferências, portanto, são dependentes do modelo em si, ou seja, ao assumir
um modelo diferente, como o w0waCDM, os valores estimados dos parâmetros também mudam.

Essa dependência é uma das razões pelas quais o próprio trabalho do Planck considerou
extensões ao modelo ΛCDM, com o objetivo de investigar possíveis desvios ou generalizações do
paradigma padrão. Um exemplo em especial é a chamada parametrização de CPL (CHEVAL-
LIER; POLARSKI, 2001) - denominada de w0waCDM -, onde a equação de estado da energia
escura é modelada como:

w(a) = w0 + (1 − a)wa, (2.62)

com w0 = −1 e wa = 0 recuperando o cenário da constante cosmológica. Na análise do Planck,
ao fixar wa = 0, obtém-se w0 = −1.028 ± 0.031, compatível com Λ dentro das incertezas
estatísticas.

Apesar da boa concordância geral com o modelo ΛCDM, ainda existem tensões notáveis
entre observações diferentes, devido ao desconhecimento fundamental de componentes como a
inflação, a energia escura e a matéria escura. Dentre essas tensões, destaca-se a tensão em H0,
já discutida anteriormente, e a tensão em σ8, observada entre os valores inferidos a partir da
RCF e os obtidos por levantamentos de lenteamento gravitacional fraco, como KiDS, DES e
HSC.

Avanços recentes têm buscado mitigar essas tensões. Por exemplo, o trabalho de
(STöLZNER, 2025) utilizando dados do KiDS, foi capaz de aprimorar o controle sobre os
sistemáticos associados a redshifts fotométricos e calibração das distribuições de redshift. De
modo que, essa análise encontrou S8 = 0.814+0.011

−0.012, compatível com os resultados do Planck a
0.77σ, sugerindo que a tensão anterior pode ter se originado de sistemáticos mal modelados.
Outro resultado importante é o do DESI (DESI Collaboration; AL., 2024), que, ao combinar
medidas de BAO com RCF e supernovas tipo Ia, encontrou preferência por modelos do tipo
w0waCDM. Ao permitir que w0 e wa variem livremente, os dados favorecem valores com w0 > −1
e wa < 0, indicando um possível desvio em relação ao modelo padrão.

Grande parte das estimativas do Planck baseia-se em observações das anisotropias da
RCF, que refletem perturbações em pequenas escalas no universo primordial. Compreender a
evolução dessas perturbações é fundamental para investigar a formação das estruturas em larga
escala. Por essa razão, na próxima seção, focaremos no estudo da formação das estruturas do
nosso universo a partir dessas perturbações iniciais.
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2.3 Formação de Estruturas

Até o momento, analisamos um universo perfeitamente homogêneo e isotrópico. No
entanto, essa descrição é insuficiente para capturar toda a complexidade do cosmos, especialmente
no que diz respeito ao clustering de matéria — o processo que leva à formação das estruturas em
larga escala observadas atualmente. Para isso, é necessário recorrer à teoria de perturbações na
Relatividade Geral, com o objetivo de descrever a evolução de pequenas flutuações na densidade
da matéria. Esse formalismo permite compreender como essas perturbações crescem ao longo
do tempo, dando origem à chamada teia cósmica — uma estrutura em larga escala composta
por aglomerados (nós), filamentos e vastos vazios que organizam a matéria no universo. A
complexidade da teia cósmica é ilustrada na Figura 7, que apresenta uma simulação numérica
da estrutura em larga escala do universo.

Neste capítulo, apresentaremos o arcabouço teórico das perturbações lineares no contexto
relativístico, com ênfase no regime dominado por matéria escura fria. A partir dessa abordagem,
desenvolveremos de forma gradual a teoria que descreve a evolução das perturbações cósmicas:
começando pelas flutuações na métrica do espaço-tempo, passando pela dinâmica da matéria
perturbada, até chegar às equações que governam o crescimento dessas inomogeneidades. Por fim,
abordaremos as ferramentas estatísticas que permitem conectar essa teoria com as observações
do universo.

Figura 7 – Simulação de um corte bidimensional da estrutura em larga escala do universo. Pontos
amarelos representam aglomerados de galáxias, filamentos roxos ilustram a distribuição da
matéria escura, e regiões pretas correspondem a vazios cósmicos. Crédito: (SPRINGEL
et al., 2005)
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2.3.1 Perturbações Lineares

Para calcular as equações de Einstein perturbadas, utilizamos a teoria de perturbações
lineares, considerando apenas termos de primeira ordem e desprezando contribuições não lineares
de ordem superior. Nesse formalismo, a métrica e o tensor energia-momento são expressos como:

gµν(η,x) = ḡµν + δgµν(η,x), (2.63)

Tµν(η,x) = T̄µν + δTµν(η,x), (2.64)

onde a barra denota as quantidades no background (solução homogênea e isotrópica de ordem
zero), enquanto δ representa as perturbações de primeira ordem.

2.3.1.1 Perturbações da métrica

Para definirmos as perturbações da métrica, consideramos o caso em que a métrica de
background, ḡµν , corresponde à métrica FLRW plana. Assim o espaço-tempo perturbado pode
ser descrito por:

ds2 = a2(η)
[
−(1 + 2A) dη2 + 2Bi dx

idη + (δij + 2Eij)dxidxj
]
, (2.65)

sendo A, Bi e Eij funções do espaço e do tempo conforme. Para melhor interpretar essas
perturbações, aplicamos a decomposição escalar-vetorial-tensorial (EVT), na qual os termos
vetoriais e tensoriais podem ser definidos por:

Bi = ∂iB︸︷︷︸
escalar

+ B̂i︸︷︷︸
vetor

, (2.66)

Eij = C δij + ∂⟨i∂j⟩E︸ ︷︷ ︸
escalar

+ ∂(iÊj)︸ ︷︷ ︸
vetor

+ Êij︸︷︷︸
tensor

, (2.67)

com as definições auxiliares:

∂⟨i∂j⟩E ≡
(
∂i∂j − 1

3δij∇2
)
E, ∂(iÊj) ≡ 1

2
(
∂iÊj + ∂jÊi

)
. (2.68)

Essa decomposição é particularmente útil porque, em ordem linear, os modos escalares,
vetoriais e tensoriais evoluem de forma independente nas equações de Einstein. No contexto
da formação de estruturas, os modos escalares são os mais relevantes, pois estão associados
às flutuações de densidade e aos potenciais gravitacionais. Os modos vetoriais, relacionados
à vorticidade, não são gerados durante a inflação e decaem rapidamente com a expansão do
universo, enquanto os modos tensoriais correspondem a ondas gravitacionais primordiais e não
interagem com os escalares em primeira ordem.

Dessa forma, na análise linear da formação de estruturas, podemos desprezar os modos
vetoriais e tensoriais, simplificando as equações (2.66) e (2.67) para:
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Bi = ∂iB, Eij = C δij + ∂⟨i∂j⟩E. (2.69)

É importante destacar que as perturbações da métrica dependem da escolha de coordena-
das, ou seja, do gauge. A métrica perturbada implica uma folheação específica do espaço-tempo,
e diferentes escolhas de coordenadas podem alterar os valores das variáveis de perturbação. Por
isso, é essencial trabalhar com combinações invariantes por transformações de coordenadas,
conhecidas como variáveis de Bardeen, definidas por:

Ψ ≡ A+ H(B − E ′) + (B − E ′)′,

Φ ≡ −C + 1
3∇2E − H(B − E ′),

(2.70)

onde E ′ = ∂ηE representa a derivada temporal conforme da perturbação E. Por simplicidade,
omitimos aqui as variáveis de Bardeen associadas às partes vetorial e tensorial. Essas variáveis
invariantes de gauge correspondem as "reais"perturbações do espaço-tempo, pois não podem ser
eliminadas por transformações de gauge.

Uma abordagem alternativa ao problema do gauge consiste em fixá-lo explicitamente e
monitorar todas as perturbações na métrica e na matéria. Uma escolha apropriada de gauge
pode simplificar significativamente a análise, sendo que diferentes contextos exigem diferentes
escolhas de gauge. No contexto de formação de estruturas, o gauge Newtoniano surge como a
escolha mais natural, sendo ela definida por:

B = E = 0, (2.71)

reduzindo as perturbações da métrica a A e C. Relacionando com as variáveis de Bardeen em
(2.70), a métrica perturbada (2.65) pode ser reescrita como:

ds2 = a2(η)
[
−(1 + 2Ψ) dη2 + (1 − 2Φ) δij dx

idxj
]
. (2.72)

Uma vantagem desse gauge é que a métrica se torna diagonal, simplificando os cálculos
e tornando a interpretação física mais transparente. Nesse caso, as hipersuperfícies de tempo
constante são ortogonais às linhas de mundo do observador em repouso nas coordenadas (pois
B = 0), e a geometria induzida em uma hipersuperfície de tempo constante é isotrópica (pois
E = 0).

2.3.1.2 Perturbações da matéria

Com a métrica perturbada definida, consideramos agora as perturbações do tensor
energia-momento. Por conveniência, expressamos essas perturbações com índices mistos, isto é:
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T 0
0 ≡ −(ρ̄+ δρ),
T 0

i ≡ (ρ̄+ P̄ ) vi = −T i
0,

T i
j ≡ (P̄ + δP ) δi

j + Πi
j, Πi

i ≡ 0,

(2.73)

onde vi é a velocidade de bulk (velocidade média do fluido em um ponto do espaço-tempo) e Πi
j

é a tensão anisotrópica. Frequentemente, a densidade de momento é escrita como qi ≡ (ρ̄+ P̄ )vi.
Se houver várias contribuições para o tensor energia-momento (isto é, fótons, bárions e matéria
escura), elas são somadas (Tµν = ∑

a T
(a)
µν ), de modo que:

δρ =
∑

a

δρa, δP =
∑

a

δPa, qi =
∑

a

q
(a)
i , Πij =

∑
a

Π(a)
ij . (2.74)

Definido isso, aplicamos a decomposição EVT às perturbações do tensor energia-momento,
obtendo:

vi = ∂iv + v̂i,

qi = ∂iq + q̂i,

Πij = ∂⟨i∂j⟩Π + ∂(iΠ̂j) + Π̂ij.

(2.75)

Uma forma conveniente de expressar a perturbação de densidade é através do contraste
de densidade adimensional, δ ≡ δρ/ρ. Considerando apenas perturbações escalares, estas são
descritas por quatro variáveis: (δa, δPa, va, Πa), onde a indexa diferentes espécies de matéria.

Assim como no caso da métrica, essas perturbações dependem da escolha de coordenadas,
sendo necessário definir combinações invariantes de gauge.

• Contraste de densidade comóvel:

∆ ≡ δρ+ ρ̄′(v +B)
ρ̄

. (2.76)

onde no gauge comóvel (v = B = 0), o contraste de densidade comóvel se reduz ao
contraste de densidade.

• Perturbações de curvatura:
Duas quantidades adicionais invariantes de gauge são:

ζ = −C + 1
3∇2E + Hδρ

ρ̄′ , (2.77)

R = −C + 1
3∇2E − H(v +B), (2.78)

que representam a curvatura intrínseca das hipersuperfícies espaciais nos gauges de
densidade uniforme e comóvel, respectivamente.

Essas três perturbações invariantes de gauge (∆, ζ, R) não são independentes, satisfa-
zendo a relação:
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ζ = R − H ρ̄

ρ̄′ ∆. (2.79)

Em grandes escalas, ζ e R podem ser tratadas como equivalentes. Uma propriedade
crucial das perturbações de curvatura é que elas permanecem constantes em escalas superiores
ao raio de Hubble (k ≪ H(t)) quando as perturbações da matéria são adiabáticas, ou seja,
quando δP = c2

sδρ, onde cs é a velocidade do som no fluido.

2.3.1.3 Equações de Einstein perturbadas

Com todas as perturbações em mãos, derivaremos as equações linearizadas de Einstein
no gauge Newtoniano. Para isso vamos, primeiramente calcular o tensor de Ricci levando em
conta as perturbações da métrica.

R00 = −3H′ + ∇2Ψ + 3H(Φ′ + Ψ′) + 3Φ′′, (2.80)
R0i = 2∂i(Φ′ + HΨ), (2.81)

Rij =
[
H′ + 2H2 − Φ′′ + ∇2Φ − 2(H′ + 2H2)(Φ + Ψ)

− HΨ′ − 5HΦ′
]
δij + ∂i∂j(Φ − Ψ). (2.82)

Em seguida, é necessario calcular o escalar de Ricci, onde:

R = g00R00 + 2 g0iR0i︸ ︷︷ ︸
O(2)

+gijRij (2.83)

de modo que, se descartarmos os termos não lineares, temos:

a2R = 6(H′ + H2) − 2∇2Ψ + 4∇2Φ − 12(H′ + H2)Ψ − 6Φ′′ − 6H(Ψ′ + 3Φ′), (2.84)

na qual é possível notar que o primeiro termo corresponde a parte homogênea discutida na
seção(2.2) e os termos restantes correspondem a correções de primeira ordem.

Definidos esses objetos, vamos, primeiramente, calcular o termo associados a parte
temporal (µ = ν = 0) das equações de Einstein, isto é,

G0
0 = g00

(
R00 − 1

2g00R
)

= −a−2(1 − 2Ψ)R00 − 1
2R

(2.85)

Substituindo R00 pela equação (2.80) e R pela equação (2.84) e colecionando somente termos
de primeira ordem, temos:

δG0
0 = −2a−2

[
∇2Φ − 3H (Φ′ + HΨ)

]
(2.86)

de forma que, a equação perturbada puramente temporal de Einstein é dada por:
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∇2Φ − 3H (Φ′ + HΨ) = 4πGa2δρ (2.87)

Essa equação é a generalização relativistica da equação de Poisson. No caso, dentro do raio
de Hubble, ou seja, para k ≫ H, temos que ∇2Φ ≫ 3H (Φ′ + HΨ) então a equação (2.87) se
reduz a ∇2Φ ≈ 4πGa2δρ (equação de Poisson no limite newtoniano).

Agora vamos considerar a parte puramente espacial da equação de Einstein. As compo-
nentes relevantes do tensor de Einstein são:

Gi
j = gik

(
Rkj − 1

2gkjR
)

= a−2(1 + 2Φ)δikRkj − 1
2δ

i
jR

(2.88)

Pela equação (2.82), é possível perceber que a maioria dos termos são proporcionais a δij . Desse
modo, uma forma inteligente de se evitar lidar com todos esses termos é tomar a parte sem
traço do tensor Gi

j , contraindo Gi
j com o tensor de projeção, P j

i ≡ ∂j∂i − 1
3δ

i
j∇2. Usando isso

na equação (2.88), temos:

P j
iG

i
j = 2

3a
−2∇4 (Φ − Ψ) . (2.89)

Para encontrarmos então as equações de Einstein, é necessario aplicar o tensor de projeção
também no lado direito da equação, ou seja, no tensor energia-momento. Desse modo, temos:

P j
i T

i
j = P j

i Πi
j = 2

3∇4Π (2.90)

Igualando a equação (2.89) e (2.90), nós temos a solução para a parte puramente espacial sem
traço, dada por:

Φ − Ψ = 8πGa2Π (2.91)

Em largas escalas, energia escura e baryons podem ser descritos como um fluido perfeito com
tensão anisotrópica negligenciável. Photons começam a desenvolver tensão anisotrópica somente
durante a era dominada por matéria, quando a sua densidade de energia é subdominante. A
única componente para a qual essa tensão é relevante é a de neutrinos livres e esse efeito é
relativamente pequeno, de forma que optamos por desconsiderá-lo (BAUMANN, 2022). Dessa
forma, essa equação (2.91) só implica que Ψ ≈ Φ.

Por fim, os termos relevantes da parte espaço-temporal dessas equações são:

G0
i = g0µGµi = g00R0i

= −2a−2 ∂i(Φ′ + HΨ)
(2.92)
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Comparando isso com a equação (2.73) e escrevendo em termos da densidade de momento,
podemos encontrar:

Φ′ + HΨ = −4πGa2q (2.93)

Dessa forma, podemos reescrever a equação de Poisson (2.87) utilizando a definição do
contraste de densidade comóvel (2.76) e a equação (2.93), resultando em:

∇2Φ = 4πGa2ρ̄∆ (2.94)

Essa equação toma a forma da generalização relativística da equação de Poisson para todas as
escalas, o que, por sua vez, nos permitirá relacionar as soluções para o potencial gravitacional
diretamente com as soluções para a fonte de perturbação da matéria. Finalmente, a parte com
traço das equações de Einstein puramente espaciais é dada por:

Φ′′ + 1
3∇2(Ψ − Φ) + (2H′ + H2)Ψ + HΨ′ + 2HΦ′ = 4πGa2δP (2.95)

assumindo Ψ ≈ Φ e utilizando um fluido adiabático, ou seja, δP = c2
sδρ reduzimos a equação a:

Φ′′ + 3HΦ′ +
(
2H′ + H2

)
Φ = 4πGa2c2

sδρ (2.96)

Se relacionarmos o potencial δρ com Φ pela equação (2.87), podemos encontrar a seguinte
equação de evolução para o potencial gravitacional:

Φ′′ + 3HΦ′ +
(
2H′ + H2

)
Φ = c2

s

[
∇2Φ − 3H (Φ′ + HΦ)

]
(2.97)

onde c2
s = w. Dito isso, ao usar a relação: H′ = −1

2(1 + 3w)H2 (combinação das equações de
Fridmann no tempo conforme (2.52) (2.56) com a equação de estado) temos:

Φ′′ + 3 (1 + w) HΦ′ − w∇2Φ = 0 (2.98)

Essa equação é de suma importância para descrever a evolução do potencial gravitacional ao
longo das diferentes eras do universo, em que uma única componente — seja matéria, radiação
ou energia escura — domina sobre as demais.

2.3.2 Crescimento de perturbações da matéria

Compreender a dinâmica das perturbações em diferentes eras cósmicas é essencial para
descrever a formação das grandes estruturas do universo. Nesta subseção, focamos na evolução
das perturbações da matéria não relativística (isto é, sem pressão), que desempenha um papel
central na aglomeração gravitacional em larga escala. Esse crescimento se torna particularmente
relevante após o desacoplamento, quando a matéria escura e os bárions passam a dominar a
evolução do conteúdo energético do universo. Nesse contexto, estudaremos a evolução dessas
perturbações em três cenários distintos:
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Era dominada por matéria

Na era dominada por matéria, a evolução do potencial gravitacional pode ser obtida
tomando w ≈ 0 na equação (2.98) de forma que o potencial gravitacional pode ser dado por:

Φ(a,k) = C1(k) + C2(k)a−5/2 (2.99)

Dessa forma, ao substituirmos Φ na equação de Poisson (2.94) na era dominada por
matéria, onde ρ ≈ ρm e ∆ ≈ ∆m , temos:

∆m(a, k) = − k2Φ
4πGa2ρ̄m

= C̃1(k) a+ C̃2(k) a−3/2 (2.100)

onde utilizamos do fato que ρ̄m ∝ a−3. Note que C1(k) e C2(k) correspondem aos modos de
Fourier do campo de densidade comóvel, sendo C1(k) os modos crescentes e C2(k) os modos
decrescentes em todas as escalas.

Era dominada por energia escura

Na era dominada pela energia escura, onde essa componente não apresenta flutuações
significativas de densidade, a equação de Poisson mantém o mesmo formato da era dominada
por matéria, isto é, Φ ∝ ∆m/a. Assim, ao substituir Φ na equação de Einstein (2.87), obtemos:

∆′′
m + H∆′

m +
(
H′ − H2

)
∆m = 0 (2.101)

Combinando as equações de Friedmann (2.52) e (2.56) para um universo com matéria e
energia escura, podemos reescrever a equação (2.101) por:

∆′′
m + H∆′

m + −4πGa2ρ̄m∆m = 0 (2.102)

de forma que as componentes de energia escura se cancelam na equação de Einstein.
No regime dominado por energia escura, nós temos H2 ≫ 4πGa2ρ̄m e dessa forma, os termos
restante da equação (2.102) se tornam:

∆′′
m − 1

η
∆′

m = 0 (2.103)

onde para a era dominada por energia escura H ≈ −1/η. De forma que a solução dessa equação
é dada por:

∆m(a,k) = C1(k) + C2(k)a−2 (2.104)

na qual, o crescimento de estrutura cessa durante essa era.
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Era dominada por radiação

Durante a era de radiação, a matéria é uma componente subdominante, logo, é necessário
trabalhar com as equações de continuidade de Euler perturbadas para encontrar a equação
de evolução do contraste de densidade de matéria. De modo que a equação que descreve essa
evolução é:

δ′′
m + Hδ′

m = ∇2Φ + 3(Φ′′ + HΦ′) (2.105)

onde Φ = Φr + Φm possui contribuição tanto da radiação quanto da matéria. Porém, os modos
de matéria são suprimidos comparado aos modos de radiação, de forma que, a matéria não
consegue reagir às mudanças rápidas do potencial gravitacional provocadas pela radiação. Como
resultado, δm somente é impactado pelo potencial Φm, mesmo em era altamente dominadas
pela radiação. Assumindo ∇2Φ = ∇2Φm = 4πGρ̄mδm e desprezando variações temporais no
potencial (Φ′′ = Φ′ = 0), obtemos:

δ′′
m + Hδm − 4πGρ̄mδm ≈ 0 (2.106)

onde 4πGρ̄m = 3
2ΩmH2. O parâmetro de Hubble conforme para um universo com matéria e

radiação é:

H
H0

= Ωm√
Ωr

√
1 + y

y
, y ≡ a

aeq

(2.107)

onde aeq = Ωr/Ωm é o fator de escala na igualdade de matéria e radiação. Usando y como
variável temporal, a equação (2.106) se torna:

d2δm

dy2 + 2 + 3y
2y(1 + y)

dδm

dy
− 3

2y(1 + y)δm = 0. (2.108)

Essa equação é conhecida como a equação de Mészáros, que descreve o crescimento linear das
perturbações de matéria em um universo no equilíbrio de radiação e matéria. As duas soluções
independentes são:

δm ∝


1 + 3

2y(
1 + 3

2y
)

ln
(√

1 + y + 1√
1 + y − 1

)
− 3

√
1 + y.

(2.109)

No limite y ≪ 1 (domínio da radiação), a solução do modo crescente é δm ∝ ln y ∝ ln a, ou
seja, as flutuações de matéria crescem apenas logaritmicamente durante a era da radiação. Um
crescimento significativo das inomogeneidades de matéria escura só ocorre quando o universo
se torna dominado por matéria. De fato, no limite y ≫ 1 (domínio da matéria), a solução do
modo crescente é δm ∝ y ∝ a.
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2.3.3 Espectro de potência

Na subseção anterior, construímos o suficiente de clustering das flutuações de matéria
para sermos capazes de explicar como as predições teóricas já mencionadas são identificadas
pelas observações. Esse processo, acontece atravéz do que chamamos de espectro linear de
matéria. Dito isso, nessa subseção, iremos qualitativamente demonstrar o espectro linear da
matéria por meio da teoria e identificaremos de forma sucinta as propriedades estatísticas que
lincam esse objeto com as observações.

2.3.3.1 Função transferência

Antes de falarmos diretamente sobre o espectro linear de potência é necessário discutir
como relacionamos as flutuações primordiais com as flutuações em outras eras. Para descrever
como as perturbações evoluem de um tempo conforme inicial ηi, temos:

δ(k, η) ≈ T (k)D+(ηi)
D+(η) δ(k, ηi) (2.110)

onde D+ corresponde à função crescimento associada ao constraste de densidade. A função
T (k) descreve como as perturbações evoluem a partir de um tempo inicial ηi e desempenha um
papel fundamental para compreender como perturbações de densidade em diferentes escalas se
desenvolvem ao longo das distintas eras do universo.

Para aprofundar essa compreensão, analisamos o comportamento de δ ao longo das
eras dominadas por radiação e matéria, especialmente em escalas maiores que o horizonte de
Hubble. Nesse contexto, a equação de Poisson nos permite determinar a evolução do contraste
de densidade como:

δ(k, t) ∝ 1
H2 ∝

a
2 era da radiação,

a era da matéria.
(2.111)

Podemos perceber que, na era de matéria, o contraste de densidade cresce proporcional-
mente em relação ao fator de escala a(η) para dentro e fora do horizonte (reforçando o resultado
da equação (2.100)), ou seja, o crescimento é independente de escala. Por outro lado, já na
era de radiação, as perturbações evoluem de forma diferente. Nesse caso, para escalas dentro
do horizonte o crescimento é logarítmico, enquanto para escalas fora do horizonte cresce com
a2. Desse modo, a flutuação de cresimento, na era de radiação, depende do número de onda
do modo, k = H. Esse efeito é descrito pela função transferência T (k), que captura todos os
desvios da evolução devido a dependência de escala na era de radiação.

Para demonstrar essa dependência, vamos cosiderar modos de comprimento de onda
longo com k < keq, onde keq corresponde ao número de onda que entra no horizonte no tempo de
igualdade de radiação e matéria. Esses modos se encontravam fora do horizonte durante a era
de radiação e consequentemente cresciam com δ ∼ a2. Quando o universo se torna dominado
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por matéria, o crescimento diminui para δ ∼ a. Essas considerações levam à seguinte relação
para a evolução das perturbações:

δ(k, η) ≈
(
aeq

ai

)2 a

aeq
δ(k, ηi), para k < keq (2.112)

Note que se substituirmos D+(ηi) pelo cresimento da era de radiação fora do horizonte e
D+(η) pelo crescimento da era de matéria, encotramos um valor para a função transferência
T (k < keq) = 1.

Em seguida, vamos considerar a evolução para modos de comprimento de onda curto
com k > keq. Esses modos entram no horizonte no tempo ηk na era de radiação. Antes de entrar
no horizonte, os modos crescem como δ ∼ a2. Depois de entrar no horizonte, o crescimento
se torna logarítmico δ ∼ ln a. Por fim, os modos começam a crescer novamente como δ ∼ a

quando o universo começa a ficar dominado por matéria. Dessa forma, temos:

δ(k, η) ≈
(
ak

ai

)2
ln
(
aeq

ak

)
a

aeq
δ(k, ηi) (2.113)

substituindo ak

ai
por aeq

ai

ak

aeq
temos que a função transferência T (k > keq) =

(
ak

aeq

)2
ln
(

aeq

ak

)
. Como

na era de radiação k = Hk ∝ 1/ak, podemos reescrever a função transferência como:

T (k) ≈


1, k < keq(
keq

k

)2

ln(k/keq), k > keq
(2.114)

Esse tratamento ignora o efeito da oscilação acústica de baryons presente na função transferência
que, por simplicidade, foi desconsiderado. Essa função é extremamente crucial para entendermos
como as perturbações de densidade em várias escalas diferentes evoluem com as eras do universo.

2.3.3.2 Espectro de potência linear

Definido como é descrito a evolução linear de um único modo de Fourrier de número de
onda k, podemos agora usar esse resultado para definir um espectro angular de potência em um
tempo η qualquer, de modo que:

P(k, η) = T 2(k)D
2
+(η)

D2
+(ηi)

PR(k, ηi) (2.115)

onde o espectro de potência primordial é definido por:

PR(k, ηi) = Ask
ns (2.116)

onde As e ns são parâmetros já mencionados na seção 2.2.2. Esse espectro de potência é
frequentemente chamado de espectro de Harrison-Zel’dovich, pois, segundo os trabalhos de
Harrison, Zel’dovich e Peebles (HARRISON, 1970; PEEBLES; YU, 1970; ZELDOVICH, 1972), é
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provável que as perturbações iniciais do universo sigam uma lei de potência com índice espectral
ns ≈ 1. Essa previsão é naturalmente explicada pelo modelo inflacionário, no qual um período
de expansão acelerada no início do universo gera flutuações quânticas quase escalares, resultando
em um espectro de densidade quase plano, consistente com o espectro de Harrison-Zel’dovich
(GONZALEZ et al., 2020).

2.3.3.3 Espectro linear de potência da matéria

No nosso caso em especial estamos interessados no espectro de potência da matéria
dentro do horizonte nos dias atuais, ou seja, η0. Portanto, estamos interessados em dois cenários
diferentes, um em que k > keq e outro em que k0 < k < keq onde k0 corresponde corresponde ao
número de onda que entra no horizonte nos dias de hoje. Desse modo, utilizando as equações
(2.114), (2.115) e (2.116) é facil encontrar a solução do espectro de potência de matéria Pmm,
de forma que, sua solução é dada por:

Pmm(k, η0) =

k, k0 < k < keq,

k−3 (ln k)2 , k > keq.
(2.117)

Note que as soluções para k < k0 não foram consideradas, pois correspondem a modos que
ainda estão fora do horizonte atualmente e, portanto, são inacessíveis à observação. A forma
geral do espectro pode ser visualizada com mais clareza na Figura 8. Vale ressaltar que esta
derivação representa uma abordagem analítica simplificada, cujo objetivo principal é fornecer
uma intuição sobre o formato qualitativo do espectro de potência da matéria.

Além de desconsiderarmos os modos com k < k0, também ignoramos os efeitos associados
à evolução do fluido fóton-bárion após a recombinação (oscilações acústicas) e as contribuições
de fótons livres após o desacoplamento (amortecimento Silk). Esses efeitos refinam a forma do
espectro em escalas menores, mas estão além do escopo desta análise simplista.

2.3.3.4 Propriedades estatísticas

Com todo esse embasamento teórico construído, uma pergunta natural que surge é:
como as observações cosmológicas realmente fazem previsões sobre a estrutura em larga escala
do universo? A resposta reside no fato de que a distribuição de matéria no universo não é
puramente aleatória, mas apresenta correlações espaciais bem definidas entre as flutuações de
densidade. Para quantificar essas correlações, utilizamos a função de correlação de dois
pontos, definida como:

ξ(|x − x′|) = ⟨δ(x)δ(x′)⟩, (2.118)

Diante disso, vamos discutir sobre as propriedades estatística onde δ(x) representa a flutuação
de densidade em um ponto x qualquer, e a média ⟨·⟩ é feita sobre um conjunto de possíveis
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Figura 8 – Medições do espectro de potência da matéria linear. Os vinculos de “clustering de galáxias”
vêm da amostra de galáxias vermelhas luminosas (LRG) do Sloan Digital Sky Survey
(SDSS). Os vinculos do “CMB” são derivadas das medições de anisotropias de temperatura
da RCF feitas pelo Planck. Por fim, “Lyα” refere-se à floresta Lyman-alfa. Créditos:
(BAUMANN, 2022)

configurações do universo (conhecido como ensemble). Como o universo é considerado homogê-
neo (as propriedades não dependem da posição) e isotrópico (as propriedades não dependem
da direção), essa função depende apenas da distância entre os pontos, r = |x − x′|, e não das
posições absolutas. Essa função de correlação fornece a primeira medida estatística não trivial
do campo de densidade (já que ⟨δ⟩ = 0 por definição), e nos diz com que intensidade flutuações
em diferentes pontos estão correlacionadas.

No entanto, na prática, não temos acesso ao ensemble completo, podendo observar
apenas uma única realização do universo. Para contornar essa limitação, assumimos que o
universo é ergódico, ou seja, que as médias de conjunto podem ser substituídas por médias
espaciais quando o volume considerado se torna suficientemente grande. Em outras palavras,
diferentes regiões do universo podem ser interpretadas como diferentes realizações de processos
aleatório subjacente. Apesar disso, devido ao volume finito dos levantamentos observacionais

— como surveys de galáxias —, flutuações estatísticas inevitáveis, conhecidas como variância
amostral, são introduzidas nas medições. No caso da função de correlação de duas posições
(RCF), o volume do survey é comparável ao tamanho do unive

Como os modos de Fourier das flutuações evoluem independentemente, é útil definir a
função de correlação no espaço de Fourier:
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⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ = (2π)3δ3
D(k − k′)P(k), (2.119)

onde δD é a função delta de Dirac, consequência da invariância por translação, o que
indica que os modos de Fourier com diferentes vetores de onda são estatisticamente independentes.
A função P (k) corresponde a transformada de Fourrier tridimensional da função de correlação
ξ(r), logo o espectro de potência pode ser escrito como:

P(k) = 4π
k

∫ ∞

0
dr r sin(kr) ξ(r). (2.120)

(conforme demonstrado no Apêndice A).

Dessa forma, essa equação estabelece uma ponte entre o objeto naturalmente acessível
nas observações, a função de correlação ξ(r), e o espectro de potência P(k), que é previsto pela
teoria. Portanto, as correlações espaciais presentes na distribuição de matéria são a chave que
nos permite aplicar ferramentas estatísticas para confrontar diretamente as previsões do modelo
ΛCDM com os dados obtidos em levantamentos de galáxias, os quais abordaremos a seguir.
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Capítulo 3

Sondas Cosmológicas em Levantamentos de
Gálaxias

3.1 Levantamentos de Galáxias fotométricos e espectroscópicos

Ao longo das últimas décadas, levantamentos de galáxias tornaram-se ferramentas
essenciais para a cosmologia observacional, especialmente com o advento da chamada "era
da cosmologia de precisão", marcada por volumes massivos de dados e por métodos cada
vez mais sofisticados de análise. Desde os primeiros catálogos até os grandes levantamentos
contemporâneos, como o SDSS e o DES, a evolução dessas campanhas observacionais impulsionou
o desenvolvimento de instrumentos e técnicas que permitiram medições com precisão cada vez
maior (veja, (MORAES, 2024) para uma contextualização histórica). Essa trajetória histórica
não apenas reflete os avanços tecnológicos, mas também destaca os desafios envolvidos em
transformar observações astronômicas em inferências cosmológicas robustas. Nesse contexto, é
importante compreender como essas observações se conectam com a teoria.

Como discutido na Seção 2.3, há uma ponte entre a teoria cosmológica e os dados
observacionais, construída por meio de estatísticas que relacionam o campo contínuo de densidade
de matéria às quantidades teóricas que são previstas por modelos. No entanto, na prática, não
acessamos diretamente esse campo contínuo, mas sim traçadores luminosos — as galáxias — que
contêm informação sobre a estrutura subjacente. Dessa forma, o que podemos fazer, portanto, é
contar o número desses objetos no céu e selecioná-los de acordo com características comuns,
construindo assim um campo discreto que pode ser comparado às previsões teóricas (veja a
Figura 9). Nesse processo, as principais informações observacionais para esses objetos são a
posição angular das galáxias no céu e seus redshifts. Nesse sentido, uma estimativa imprecisa
dessa última quantidade pode comprometer seriamente o mapeamento da estrutura em larga
escala, afetando a reconstrução da distribuição de matéria e, por consequência, as inferências
cosmológicas. Por isso, levantamentos modernos, como o LSST e o DESI, buscam alcançar um
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alto grau de acurácia na determinação do redshift das galáxias.

Figura 9 – Diagrama que representa o procedimento da observações comparado a predição téorica.
Créditos: (FERRI, 2022)

Existem duas abordagens principais para determinar o redshift de galáxias: a espectros-
cópica e a fotométrica. Dentre elas, a espectroscopia destaca-se por oferecer maior precisão na
medição do redshift, pois compara diretamente as linhas de emissão observadas com linhas já
conhecidas de estudos laboratoriais anteriores, o que possibilita a estimativa direta do redshift
e a determinação precisa das distâncias entre as galáxias em questão. Essa técnica também
possibilita o estudo de fenômenos cosmológicos fundamentais, como as Oscilações Acústicas de
Bárions (BAO) - padrões regulares na distribuição de galáxias que funcionam como uma "régua
cósmica"para medir distâncias em grandes escalas - e as Distorções de Redshift Espacial (RSD),
que surgem do movimento peculiar das galáxias em aglomerados, sendo ambos essenciais para
entender a estrutura do Universo, a matéria escura e a energia escura.

Para estudar esses efeitos, diversos levantamentos espectroscópicos foram desenvolvidos
ao longo dos anos, cada um com características específicas em termos de área do céu coberta
e intervalo de redshift. Um dos primeiros grandes esforços foi o 2dF Galaxy Redshift Survey
(2dF-GRS)(COLLESS et al., 2003), que obteve espectros de aproximadamente 246 mil objetos
em uma área de 1500 deg2. Em seguida, o Sloan Digital Sky Survey (SDSS) teve papel central
na evolução desses levantamentos. Nas duas primeiras fases (SDSS I e II)(ABAZAJIAN et al.,
2009), o SDSS coletou espectros cobrindo uma área de 9380 deg2, focando principalmente em
galáxias próximas (0 < z < 0,7) e quasares em redshifts mais altos (2,3 < z < 3). Na fase
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seguinte, o SDSS-III deu início ao Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS)(ALAM et
al., 2015), expandindo significativamente as amostras espectroscópicas anteriores. A quarta
fase, SDSS-IV, lançou o Extended BOSS (eBOSS)(AHUMADA et al., 2020), que ampliou ainda
mais o mapeamento da estrutura em larga escala, coletando espectros de mais de 1,4 milhão de
objetos. (veja figura 10)

Figura 10 – Distribuição de galáxias obtida a partir de levantamentos espectroscópicos e de catálogos
simulados pela Millenium. Em azul e roxo, vemos as medições feitas pelo 2dFGRS e pelo
SDSS (SPRINGEL; FRENK; WHITE, 2006). Em vermelho, vemos os dados simulados
correspondentes (SPRINGEL et al., 2005). Créditos: (SPRINGEL; FRENK; WHITE,
2006)

Atualmente, uma nova geração de levantamentos espectroscópicos está em curso. Para os
propósitos desta tese, destacam-se aqueles com foco explícito em inferências cosmológicas de alta
precisão. O Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI)(DESI Collaboration, 2016) pretende
mapear cerca de 35 milhões de objetos em uma área de 14.000 deg2, cobrindo um amplo intervalo
de redshift (0 < z < 3,5). O 4MOST Cosmology Redshift Survey (4MOST-CRS) (RICHARD et
al., 2019) irá observar cerca de 20 milhões de galáxias ao longo de 7500 deg2, com um alcance
em redshift comparável ao do DESI. Já o Prime Focus Spectrograph (PFS)(TAKADA et al.,
2014), instalado no telescópio Subaru, cobrirá 1100 deg2 no intervalo 0,8 < z < 2,4. Por fim, o
satélite Euclid complementará sua amostra fotométrica com um levantamento espectroscópico
(Euclid Collaboration, 2024), mapeando cerca de 15.000 deg2 no intervalo 0,9 < z < 1,8.
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Uma outra forma de se obter o redshift das galáxias surgiu devido aos avanços tecnológicos
em câmeras digitais, pois a partir da tecnologia CCD (charge coupled device), surgiram os
chamados levantamentos fotométricos. Diferentemente da espectroscopia, esses levantamentos
observam os objetos por meio de um número limitado de filtros de banda larga — tipicamente
entre 4 e 6 — e estimam o redshift (conhecido como photo-z) com base na intensidade da luz
registrada em cada uma dessas bandas. Para que essa estimativa seja viável e precisa, é necessário
realizar uma calibração prévia utilizando dados espectroscópicos, que servem como referência
para treinar modelos e métodos capazes de estimar o redshift das amostras fotométricas.

Além de permitirem a estimativa da posição das galáxias, os levantamentos fotométricos
também possibilitam o uso do lenteamento gravitacional como observável astronômico. Esse
efeito ocorre quando a luz de galáxias distantes é desviada por estruturas massivas ao longo
da linha de visada, como aglomerados de galáxias, resultando em distorções sutis nas formas
das imagens observadas — um fenômeno conhecido como cisalhamento (shear). Embora essas
distorções sejam pequenas individualmente, ao se analisar grandes populações de galáxias, esses
efeitos se tornam estatisticamente significativos. Dessa forma, o lenteamento gravitacional fraco
tornou-se outra importante sonda cosmológica para os levantamentos fotométricos, sendo elas
capazes de fornecer uma medida direta da distribuição de matéria e da amplitude das flutuações
da densidade no universo.

Nas últimas décadas, levantamentos fotométricos como o Dark Energy Survey (DES) e o
Kilo-Degree Survey (KiDS), combinando medições de clustering de galáxias e de cisalhamento
gravitacional fraco, desempenharam um papel central na cosmologia observacional. O DES
(The Dark Energy Survey Collaboration, 2005) mapeou aproximadamente 5000 deg2 do céu no
hemisfério sul, observando galáxias até redshifts de z ∼ 2 e fornecendo dados fundamentais
para estudos de lenteamento gravitacional, estrutura em larga escala e supernovas. O KiDS
(JONG et al., 2012b), embora cobrindo uma área menor — cerca de 1350 deg2 —, destacou-se
pela excelente qualidade de imagem e maior resolução angular, sendo particularmente eficaz em
medições precisas das formas de galáxias. Ambos os levantamentos estabeleceram marcos no
uso combinado de diferentes observáveis cosmológicos, sendo pioneiros nas chamadas análises
3x2pt, que serão exploradas em detalhes nos próximos capítulos. Em relação às perspectivas
atuais e futuras, projetos como o Legacy Survey of Space and Time (LSST)(IVEZIć et al.,
2019), conduzido pelo Vera C. Rubin Observatory, prometem transformar o campo ao mapear
até 18.000 deg2 com profundidade e cadência temporal nunca antes vista. Ele será capaz de
observar o céu inteiro em poucas noites, criando um verdadeiro "filme"do céu em alta resolução
ao longo de uma década. Outro destaque é o satélite Euclid (Euclid Collaboration, 2024), que,
além do levantamento espectroscópico, realizará uma ampla cobertura fotométrica com alta
resolução espacial. Esses novos levantamentos irão aprimorar significativamente a precisão das
inferências cosmológicas, inaugurando um novo paradigma para a cosmologia observacional.

Cada um desses tipos de levantamentos (fotométrico e espectroscópico) possui suas
vantagens e desvantagens. Levantamentos espectroscópicos são mais precisos na determinação
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dos redshifts, porém cada um dos objetos medidos demanda um tempo considerável para ser
contabilizado, pois é necessário o espectro completo de cada um desses objetos. Dessa forma,
nem todas as galáxias tem seu espectro completamente medido, de forma que é necessária uma
pré-seleção de objetos específicos - normalmente são objetos com características comuns, como
por exemplo: amostras de galáxias brilhantes (BGS), galáxias vermelhas luminosas (LRG),
galáxias com linhas de emissão (ELG), entre outros - reduzindo, assim, a densidade de objetos
observados.

Já levantamentos fotométricos observam um número de objetos significativamente maior
do que os espectroscópicos, principalmente porque exigem tempos de exposição muito menores
por objeto. Isso faz com que a fotometria consiga cobrir áreas muito extensas do céu e atingir
profundidades maiores em menos tempo de observação. No entanto, essa vantagem acarreta
incertezas significativamente maiores — especialmente na direção radial, como ilustrado na Figura
10 — e uma maior suscetibilidade a erros sistemáticos. Para mitigar essas limitações, é comum
recorrer a métodos de aprendizado de máquina, utilizando galáxias com redshifts espectroscópicos
como conjunto de teste para estimar os redshifts fotométricos (photo-z’s) (BLAKE; BRIDLE,
2005); veja (NEWMAN; GRUEN, 2022) para uma discussão mais aprofundada sobre outros
métodos de fazer essa estimação. Na próxima seção, discutiremos o formalismo do espectro
angular de potências, ferramenta fundamental para descrever estatisticamente a distribuição
desses observáveis na superfícies da esfera celeste.

Figura 11 – Figura adaptada de (WANG et al., 2019), comparando medições realizadas por levanta-
mentos espectroscópicos e fotométricos. A imagem à esquerda ilustra um levantamento
espectroscópico com o uso de fibras ópticas ou fendas para observar individualmente
o espectro de galáxias, como nos casos do DESI e do 4MOST. No centro, temos um
levantamento espectroscópico slitless, que dispersa a luz de todo o campo de visão para
gerar espectros, como ocorre com o satélite Euclid. À direita, observa-se um levantamento
fotométrico tradicional, que registra a luz em múltiplas bandas largas. Ao comparar a
primeira imagem com a última, observa-se uma perda significativa de informação na
direção radial — consequência das maiores incertezas associadas aos redshifts estimados
fotometricamente em relação às medições espectroscópicas. Créditos: (WANG et al.,
2019).
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3.2 Espectro Angular de Potência

Antes de analisarmos os observáveis dos surveys discutidos na seção anterior, é essencial
compreendermos como a função de correlação tridimensional de dois pontos, dada pela equação
(2.118), pode ser projetada na esfera celeste. Para isso, seguiremos a abordagem apresentada
em (FELDBRUGGE, 2023), com o intuito de construir a relação entre a função de correlação
no espaço tridimensional e o espectro de potência angular observado.

Nesse contexto, consideramos dois campos aleatórios A(x) e B(x), que podem representar,
por exemplo, flutuações na densidade de matéria δ, cisalhamento κ, ou outros observáveis
cosmológicos relevantes. Podemos, então, projetar esses campos ao longo da linha de visada,
obtendo os campos projetados no céu como:

Ã(n̂) =
∫ ∞

0
FA(χ)A(χn̂) dχ, B̃(n̂) =

∫ ∞

0
FB(χ)B(χn̂) dχ, (3.1)

onde FA(χ) e FB(χ) são os chamados kernels de projeção, que definem o peso com que os
campos tridimensionais contribuem para os observáveis ao longo da linha de visada. Expandindo
esses campos projetados em harmônicos esféricos, temos:

Ã(n̂) =
∞∑

ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Aℓm Yℓm(n̂), B̃(n̂) =
∞∑

ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Bℓm Yℓm(n̂), (3.2)

em que Yℓm(n̂) são os harmônicos esféricos, e os coeficientes Aℓm e Bℓm (momentos de
multipolo) são dados por:

Aℓm =
∫
Ã(n̂)Y ∗

ℓm(n̂) dΩ, Bℓm =
∫
B̃(n̂)Y ∗

ℓm(n̂) dΩ. (3.3)

Para relacionar essas quantidades ao espectro de potência no espaço de Fourier, utilizamos
a transformação inversa de Fourier dos campos tridimensionais, ou seja,

A(x) = 1
(2π)3

∫
d3k A(k) eik·χn̂, B(x) = 1

(2π)3

∫
d3k B(k) eik·χn̂. (3.4)

Aplicando essa transformação à equação (3.1), podemos reescrever os momentos de
multipolo (3.3) como:

Aℓm =
∫
dΩ

[∫ ∞

0
dχFA(χ) 1

(2π)3

∫
d3k A(k)eik·χn̂

]
Y ∗

ℓm(n̂), (3.5)

B∗
ℓ′m′ =

∫
dΩ′

[∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′) 1

(2π)3

∫
d3k′ B∗(k′)e−ik′·χ′n̂′

]
Yℓ′m′(n̂′). (3.6)
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Aqui, k e k′ são os vetores de onda com normas k e k′, e direções k̂ e k̂′, respectivamente.
Note que, convenientemente, definimos o complexo conjugado de Bℓm devido à sua direta relação
com a definição do espectro de potência angular, que veremos logo adiante.

Dessa forma, utilizando a expansão de onda plana de Rayleigh B.1 e a ortonormalidade
dos harmônicos esféricos B.2 as equações (3.5) e (3.6) tornam-se:

Aℓm = iℓ

2π2

∫
d3k A(k)Y ∗

ℓm(k̂)
[∫ ∞

0
dχFA(χ) jℓ(kχ)

]
, (3.7)

B∗
ℓ′m′ = i−ℓ′

2π2

∫
d3k′ B∗(k′)Yℓ′m′(k̂′)

[∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′) jℓ′(k′χ′)

]
. (3.8)

Com isso, podemos agora calcular a variância dos momentos de multipolo, que nos
fornece o espectro de potência angular:

⟨AℓmB
∗
ℓ′m′⟩ = CAB(ℓ)δℓℓ′δmm′ . (3.9)

O espectro de potência CAB(ℓ) representa, portanto, a versão no espaço harmônico
da função de correlação espacial de dois pontos, (2.118). Para relacionar essa quantidade ao
espectro de potência P(k), utilizamos as equações (B.7) e (B.8), a partir das quais obtemos:

CAB(ℓ)δℓℓ′δmm′ = iℓ−ℓ′

4π4

∫
d3k

∫
d3k′⟨A(k)B∗(k′)⟩Y ∗

ℓm(k̂)Yℓ′m′(k̂′)

×
[∫ ∞

0
dχFA(χ) jℓ(kχ)

] [∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′) jℓ′(k′χ′)

]
. (3.10)

Substituindo a função de correlação em Fourier pelo espectro de potência, conforme
(2.119) e aplicando a propriedade da função delta, obtemos a forma geral do espectro angular
de potência dada por:

CAB(ℓ) = 2
π

∫ ∞

0
dk k2 PAB(k)

[∫ ∞

0
dχFA(χ)jℓ(kχ)

] [∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′)jℓ(kχ′)

]
. (3.11)

onde o termo entre parênteses é comumente referido como a função janela, ou seja:

Wl(k) =
∫ ∞

0
dχF (χ)jℓ(kχ). (3.12)

Note que, a avaliação numérica das integrais envolvendo funções de Bessel jℓ(kr) pode
ser computacionalmente custosa, especialmente para altos valores de ℓ. Dessa forma, um método
muito útil é utilizando a aproximação de Limber (LIMBER, 1953) para resolver essas integrais.
Essa aproximação baseia-se na suposição de pequenas separações angulares (ou seja, valores
grandes de ℓ) e no fato de que algumas das funções integradas variam mais lentamente do que
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outras (LOVERDE; AFSHORDI, 2008). Nesse contexto, o que a aproximação faz essencialmente
é tratar a função de Bessel como uma delta de Dirac centrada em x = l + 1/2, de modo que:

jℓ(x) ≈
√

π

2ℓ+ 1δD

(
ℓ+ 1

2 − x
)
. (3.13)

Aplicando essa substituição na equação (3.11), o espectro angular se reduz a uma integral
unidimensional sobre k:

CAB(ℓ) ≈
∫ ∞

0

dk

(2ℓ+ 1) PAB(k)FA

(
2ℓ+ 1

2k

)
FB

(
2ℓ+ 1

2k

)
. (3.14)

Essa forma simplificada é amplamente utilizada em cosmologia observacional por sua
eficiência computacional e por fornecer uma boa aproximação em regimes onde os kernels variam
suavemente e ℓ é suficientemente grande ( ou seja, para ℓ ≳ 20). Porém, para largas escalas e
para kernels finos, principalmente em correlações cruzadas entre bins com pequenos overlaps,
essa aproximação se torna insuficiente. Dessa maneira, trabalhos como (LEONARD et al., 2023;
CHIARENZA et al., 2024) buscam contornar o uso da aproximação de Limber, desenvolvendo
algoritmos capazes de calcular o espectro angular de potência de forma precisa e rápida, sem
depender dessa simplificação.

3.3 Observáveis em levantamentos de gálaxia

Tendo apresentado o formalismo do espectro angular de potência, passamos agora à
discussão de alguns dos principais observáveis utilizados em levantamentos fotométricos e
espectroscópicos. Começaremos com o clustering tridimensional de galáxias, tradicionalmente
acessado por levantamentos espectroscópicos. Em seguida, abordaremos sua projeção no céu,
observável tanto em levantamentos espectroscópicos quanto fotométricos. Trataremos também
dos efeitos de weak lensing, mensuráveis exclusivamente por levantamentos fotométricos, e
concluiremos com a combinação desses efeitos — o chamado galaxy-galaxy lensing (GGL) — que
quantifica a correlação entre weak lensing e o galaxy clustering projetado (2D). O entendimento
e a modelagem precisa desses observáveis são fundamentais para análises cosmológicas conjuntas,
que combinam diferentes sondas em um único vetor de dados — abordagem conhecida como
Nx2pt, onde "N" representa o número de correlações entre pares de observáveis que foram
considerados. Essa estratégia permite explorar ao máximo a informação contida nos dados
observacionais, aumentando o poder de vinculação sobre os parâmetros cosmológicos e diminuindo
degenerescências de parâmetros incômodos (nuisance).

3.3.1 Clustering 3D

Em levantamentos espectroscópicos, a medição precisa do redshift de cada galáxia
permite reconstruir sua posição tridimensional no espaço, possibilitando a análise estatística
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da distribuição de galáxias em 3D. Isso nos permite acessar diretamente essa estatística com o
espectro de potência observado das galáxias Pgg,obs(k). Contudo, é importante destacar que esse
espectro é definido em termos das coordenadas observadas χobs medidas no espaço de redshift,
que não coincidem exatamente com as coordenadas reais χ, devido a efeitos como as distorções
espaço-redshift (RSD) e incertezas na reconstrução da geometria do universo. Considerando
essas limitações, vamos apresentar brevemente como o espectro de potência 3D observado das
galáxias Pgg,obs(k) se relaciona com o espectro de potência da matéria no regime linear Pmm(k),
incorporando os efeitos já mencionados.

Para demonstrar essa relação, seguiremos as referências (KAISER, 1987; DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Como ponto de partida, consideramos a contagem do número de galáxias
em um elemento de volume, a partir do qual construímos o campo de densidade de galáxias
observadas ng,obs(χobs r̂). Essa contagem, por sua vez, é invariante sob transformações de
coordenadas, o que nos permite assumir que o mesmo número de galáxias estaria presente no
espaço real. Com isso, podemos estabelecer a seguinte relação:

ng,obs(χobs r̂)d3χobs = ng(χr̂)d3χ (3.15)

A densidade numérica nas coordenadas reais e observadas é, respectivamente, ng = n̄g(1 + δg) e
ng,obs = n̄g(1 + δg,obs), com n̄g sendo a média da densidade numérica. Dessa forma, a equação
(3.15) se transforma em:

1 + δg,obs(χobs r̂) = (1 + δg(χr̂)) d3χ

d3χobs

. (3.16)

Para encontrar a relação entre o contraste de densidade observado e a real, nos resta encontrar
uma expressão para o Jacobiano da transformação entre as coordenadas x e xobs, d3χ/d3χobs ≡ J .
De forma que, o Jacobiano em largas escalas pode ser escrito como:

J ≈
(

1 − 1
aH

∂vpec

∂χ

)
(3.17)

Logo, a equação (3.16) pode ser reescrita como:

δg,obs(χobs r̂) = δg(χr̂) − 1
aH

∂vpec(χr̂) · r̂
∂χ

, (3.18)

onde excluímos o termo de segunda ordem. Dessa forma, o contraste de densidade observada
(espaço de redshift) corresponde à sobredensidade no espaço real mais um termo de correção
devido às velocidades peculiares. Estabelecida essa relação, resta-nos responder duas questões
fundamentais: como o contraste de densidade de galáxias, δg, se relaciona com o campo de
densidade da matéria, δm, e como o efeito das velocidades peculiares das galáxias, vpec, atua
sobre a distribuição de densidade δ.

Para a primeira relação, temos que as galáxias são traçadores altamente não lineares da
estrutura em larga escala, de forma que a relação entre as densidades de matéria e as galáxias
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não é puramente trivial, veja (DESJACQUES; JEONG; SCHMIDT, 2018) para um review.
Porém, para ordem linear em perturbação e em largas escalas, podemos assumir uma relação
linear para essas duas quantidades, ou seja:

δg(χr̂) = b δm(χr̂) (3.19)

onde b é o viés linear de galáxias. Esse viés surge do fato de que a densidade de matéria inclui
todas as formas de matéria, especialmente a matéria escura, que é indetectável diretamente
pelos surveys. Já a densidade de galáxias representa apenas uma fração da matéria total,
correspondendo a um subconjunto altamente selecionado da distribuição de matéria. No entanto,
como as galáxias se formam preferencialmente em halos de matéria escura, é razoável assumir, em
escalas suficientemente grandes, uma relação linear entre a densidade de galáxias e a densidade
de matéria subjacente. Dessa forma, o parâmetro b acaba por encapsular uma forte dependência
com a distribuição de galáxias considerada, além de ter também uma dependência com o redshift.

Já para a segunda relação, os efeitos das velocidades peculiares que atuam nas observações
das densidades das galáxias geram distorções no clustering observado. Esses efeitos, como
ilustrado na Figura 12, são divididos em dois regimes:

1. Regime linear: Em grandes escalas, galáxias se movem em direção a regiões de so-
bredensidade devido à gravidade. Esse movimento gera uma compressão aparente das
estruturas ao longo da linha de visada, pois galáxias à frente da sobredensidade parecem
mais distantes, enquanto galáxias atrás parecem mais próximas. Esse efeito, conhecido
como efeito Kaiser, amplifica o sinal do clustering no espaço de redshift comparado ao
espaço real e introduz uma anisotropia que pode ser modelada analiticamente no regime
linear.

2. Regime não linear: Em pequenas escalas, o comportamento se inverte: as velocidades
peculiares das galáxias tornam-se comparáveis ou até superiores às suas separações reais,
o que gera um efeito de alongamento ao longo da linha de visada — conhecido como
’dedos de Deus’ (Fingers of God). Nesse regime, a distribuição observada das galáxias
aparece artificialmente esticada, como evidenciado no caso do aglomerado de Coma
(LAPPARENT; GELLER; HUCHRA, 1986). Nesses domínios, as distorções deixam de
ser pequenas perturbações lineares e passam a exigir uma modelagem mais sofisticada e
não linear.

Como já estamos focando no regime de grandes escalas (3.17), restringimos a modelagem
ao regime linear, cuja descrição é teoricamente mais simples e apropriada para escalas cosmoló-
gicas. Nesse contexto, partindo da equação de continuidade perturbada, é possível encontrar
uma relação entre a velocidade peculiar e a densidade de galáxias (ver Apêndice X), dada por:

vpec(k) = i aH f δm(k)k · r̂
k2 (3.20)
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Figura 12 – Distorções no espaço de redshift causadas por velocidades peculiares durante o colapso
em torno de uma sobredensidade esférica. Créditos: (HAMILTON, 1998).

onde f = d lnD+/d ln a é a taxa de crescimento de estrutura. Note que, essa relação ṽ(k) ∝
δ̃m(k)/k2 revela que o efeito Kaiser é mais sensível em largas escalas (pequenos k’s), em contraste
com o campo de densidade, que contém uma contribuição maior no P(k) em escalas menores
(TURNER, 2025).

Prosseguindo com a equação (3.18), substituímos a posição observada xobs por x, uma
vez que ambas diferem apenas por um termo de ordem de perturbação superior. Assim, ao
trabalharmos no regime linear, é justificável negligenciar essa diferença. Dessa forma, podemos
calcular diretamente a transformada de Fourier do contraste de densidade observada como:

δg,obs(k) =
∫
d3x e−i k·χr̂

(
δg(χr̂) − 1

aH

∂vpec(χr̂) · r̂
∂χ

)
(3.21)

Substituindo pelas relações (3.19) e (3.20), temos:

δg,obs(k) = bδm(k) − if
∫
d3χ e−i k·χr̂ ∂

∂χ

( ∫ d3k′

(2π)3 e
i k′·χr̂ δm(k′) k′ · r̂

k′2

)
(3.22)

de forma que a derivada com relação a x age no exponencial e faz com que surja um fator ik′ · x̂,
logo temos:

δg,obs(k) = bδm(k) + f
∫ d3k′

(2π)3 δm(k′)
(
k̂′ · r̂

)2 ∫
d3χei(k′−k)·χr̂ (3.23)
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e a integral em x resulta em (2π)3δ3
D(k′ − k). Por fim, encontramos que o contraste de densidade

observada é:

δg,obs(k) =
(
b+ fµ2

k

)
δm(k) (3.24)

onde µk = k̂′ · r̂ é o ângulo entre a linha de visada e o vetor de onda k̂. O espectro de potência
observado pode, então, ser descrito pela equação (3.24), cujo formato explícito é:

Pgg,obs(k, µk, z) = Pmm(k, z)
(
b+ fµ2

k

)2
+N (3.25)

Note que um termo adicional, N , é incluído para representar o ruído estatístico (noise)
presente nas observações, associado principalmente à variância na contagem de galáxias em cada
elemento de volume. Como discutido anteriormente na Seção 3.1, não acessamos diretamente
o contraste de densidade observado, δg,obs, mas sim traçadores luminosos — as galáxias. Na
prática, portanto, o que se observa em dados reais é a contagem de objetos em volumes finitos,
a partir da qual estimamos a densidade observada por meio da relação:

δg,obs(χr̂) = ng(χr̂) − n̄g

n̄g

(3.26)

onde n̄g representa a contagem média de traçadores por subdivisão do volume observado.
Com isso, associamos essa densidade ao espectro de potência observado Pgg,obs(k), permitindo
relacioná-lo com Pmm(k) e, consequentemente, com os parâmetros cosmológicos.

Esse clustering tridimensional é geralmente obtido por meio de observações espectroscó-
picas. Porém, quando lidamos com levantamentos fotométricos, essa abordagem recai sobre a
construção do campo de densidade projetado na abóbada celeste, resultando em um clustering
bidimensional. Dessa maneira, a próxima seção será dedicada a esse caso fotométrico.

3.3.2 Clustering 2D

Como discutido na Seção 3.2, é necessário adotar o formalismo do espectro de potência
angular no espaço de Fourier para analisar campos projetados na esfera celeste — e o caso do
clustering de galáxias não é uma exceção. Neste contexto, seguimos uma abordagem similar à
apresentada em (PADMANABHAN; OTHERS., 2007) para derivar a expressão do espectro de
potência angular Cℓ a partir das densidades tridimensionais de galáxias. Para isso, utilizamos a
projeção definida na equação (3.1), aplicada ao campo de densidade. Assim, temos:

δg,obs(n̂) =
∫ ∞

0
dχF (χ) δ3D

g (χ n̂), (3.27)

onde F (χ) é o kernel de projeção, que pondera a contribuição do campo de densidade
ao longo da linha de visada. Ao lidar com levantamentos fotométricos, não temos acesso direto
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às distâncias precisas das galáxias, mas sim a uma distribuição dessas distâncias, descrita por
F (χ):

F (χ) = 1
Ng

dNg

dχ
, (3.28)

onde Ng representa o número total de galáxias. Na prática, é essencial inferir com
alta precisão a distribuição de redshifts dNg/dχ, pois ela desempenha um papel crucial na
modelagem do clustering bidimensional de galáxias. Para isso, diversas técnicas de calibração
dos chamados redshifts fotométricos (photo-z ’s) são empregadas. Uma dessas técnicas baseia-se
na inferência da distribuição de redshifts por meio de correlações cruzadas com uma população
de referência — geralmente composta por galáxias com redshifts espectroscópicos conhecidos —
permitindo alcançar a precisão exigida por experimentos de energia escura, como ∆z̄ ≲ 3 × 10−3

em z ∼ 1 (NEWMAN, 2008; MATTHEWS; NEWMAN, 2012; MCQUINN; WHITE, 2013).

Outras abordagens exploram técnicas de aprendizado de máquina para inferir com
precisão a distribuição em redshift, utilizando informações fotométricas como magnitudes e
cores. Modelos como florestas aleatórias (CARLILES et al., 2010), redes neurais (COLLISTER;
LAHAV, 2004) e self-organizing maps (SOMs) (MASTERS et al., 2015), entre outros, são
amplamente utilizados nesse contexto.

Tendo definido o kernel de projeção, podemos tomar a transformada de Fourier do lado
direito da equação (3.27), obtendo:

δg(n̂) =
∫ ∞

0
dχng(χ) 1

(2π)3

∫
d3k δg(k) ei k·χn̂, (3.29)

Substituindo δg(k) da equação (3.24) e seguindo o procedimento descrito na Seção 3.2,
encontramos que os momentos de multipólo da densidade projetada são:

δℓm =
∫
dΩ

[∫ ∞

0
dχng(χ) 1

(2π)3

∫
d3k

(
b+ fµ2

k

)
δm(k) ei k·χn̂

]
Y ∗

ℓm(n̂), (3.30)

δ∗
ℓm =

∫
dΩ′

[∫ ∞

0
dχ′ ng(χ′) 1

(2π)3

∫
d3k′

(
b+ fµ′

k
2)
δ∗

m(k′) e−i k′·χ′n̂′
]
Yℓm(n̂′). (3.31)

Utilizando a identidade (k̂ · n̂)2 ei k·χn̂ = d2

d(kr)2 e
i k·χn̂ e a expansão de onda plana de

Rayleigh B.1, obtemos um termo proporcional à derivada segunda da função de Bessel esférica
j′′

ℓ (kχ). Aplicando a ortonormalidade dos harmônicos esféricos B.2, temos:

δℓm = iℓ

2π2

∫
d3k δm(k)Y ∗

ℓm(k̂)
∫ ∞

0
dχng(χ) [b jℓ(kχ) + f j′′

ℓ (kχ)] , (3.32)



Capítulo 3. Sondas Cosmológicas em Levantamentos de Gálaxias 50

δ∗
ℓm = iℓ

2π2

∫
d3k′ δ∗

m(k′)Yℓm(k̂′)
∫ ∞

0
dχng(χ) [b jℓ(kχ) + f j′′

ℓ (kχ)] . (3.33)

Dessa forma, analogamente à equação (3.11), o espectro angular de potência da densidade
de galáxias é dado por:

Cgg(ℓ) = 2
π

∫ ∞

0
dk k2 Pmm(k)Wg(k)Wg(k), (3.34)

onde a função janela de clustering de galáxias é definida como:

Wg(k) =
∫ ∞

0
dχng(χ) [b jℓ(kχ) + f j′′

ℓ (kχ)] . (3.35)

Note que essa função janela possui dois termos distintos: um associado à densidade de
galáxias observadas, e outro relacionado às distorções no espaço de redshift causadas pelas
velocidades peculiares das galáxias (RSDs). Por conveniência, tratamos esses dois componentes
separadamente:

Wden(k) =
∫ ∞

0
dχng(χ) b jℓ(kχ), (3.36)

WRSD(k) =
∫ ∞

0
dχng(χ) f j′′

ℓ (kχ). (3.37)

Uma forma comum de representar a função janela de RSD é reescrevê-la apenas em
termos de funções de Bessel esféricas (sem derivadas). Para isso, aplicamos duas vezes a relação
de recorrência: (2ℓ+ 1) j′

ℓ(x) = ℓ jℓ−1(x) − (ℓ+ 1) jℓ+1(x), obtendo:

WRSD(k, ℓ) =
∫ ∞

0
dχng(χ) f(χ)

 2ℓ2 + 2ℓ− 1
(2ℓ+ 3)(2ℓ− 1) jℓ(kχ)

− ℓ(ℓ− 1)
(2ℓ− 1)(2ℓ+ 1) jℓ−2(kχ) − (ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3) jℓ+2(kχ)
.

(3.38)

Essa forma é particularmente útil para aplicar a aproximação de Limber de maneira
mais direta, além de fornecer uma intuição física sobre o efeito das RSDs nesse tipo de levanta-
mento. É fácil perceber que, para valores suficientemente grandes de ℓ, vale aproximadamente:∫
dχng(χ) jℓ(kχ) ≈

∫
dχng(χ) jℓ±2(kχ), de modo que a função janela WRSD(k) tende a zero.

Fisicamente, isso corresponde ao efeito de RSDs sendo suprimido pela projeção na esfera celeste.

Porém, a equação (3.34) é uma modelagem téorica esperada do Cgg(ℓ), o que acontece na
prática com dados reais é que a densidade de galáxias observada é obtida a partir da contagem
de galáxias por unidade de área na esfera celeste. Para isso, utiliza-se uma pixelização da
esfera celeste, na qual cada pixel cobre uma área igual do céu. A contagem de galáxias é,
então, realizada dentro de cada pixel, permitindo a construção de mapas de densidade angular.
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Contudo, nem todas as regiões do céu são observadas com a mesma profundidade ou qualidade,
e muitas podem estar contaminadas por estrelas brilhantes ou por outros efeitos sistemáticos.
Para lidar com essas regiões, aplica-se uma máscara, que corresponde a um mapa binário ou
ponderado indicando quais pixels devem ser incluídos na análise. Essa máscara é essencial para
evitar vieses e deve ser considerada tanto na construção dos mapas quanto na estimativa dos
espectros angulares de potência Cgg(ℓ) observados.

Um aspecto fundamental na modelagem do clustering angular é a utilização de informa-
ções tomográficas — isto é, a divisão da amostra em múltiplos bins de redshift — com o intuito
de preservar parte da informação tridimensional da distribuição de galáxias. Nesse contexto, é
comum considerar apenas os espectros de potência angulares auto-correlacionados em cada bin,
C(i,i)

gg (ℓ), enquanto os termos de correlação cruzada entre bins distintos, C(i,j)
gg (ℓ) com i ̸= j, são

frequentemente negligenciados. No entanto, estudos recentes, como o de (KRYWONOS; MUIR;
JOHNSON, 2024), mostram que tais correlações cruzadas contêm informações cosmológicas
valiosas. Sua inclusão pode auxiliar na quebra de degenerescências entre os parâmetros, mesmo
que de forma mais modesta do que comparado a combinações com outros observáveis, como nas
chamadas análises Nx2pt. Além disso, essas correlações contribuem para a autocalibração de
incertezas nos redshifts fotométricos, reduzindo os erros associados aos parâmetros de nuisance
relacionados aos photo-z’s.

Dado o potencial das correlações cruzadas, torna-se ainda mais relevante explorar
combinações entre diferentes observáveis cosmológicos. Um dos mais importantes, no contexto
de levantamentos fotométricos, é o lenteamento gravitacional fraco (weak lensing). A análise
conjunta do clustering de galáxias com o weak lensing — frequentemente denominada análise
3x2pt, por incluir auto-correlações e correlações cruzadas entre esses observáveis — permite não
apenas impor restrições mais precisas sobre os parâmetros cosmológicos, como também mitigar
sistemáticos específicos de cada sonda individual. Essa sinergia contribui para resultados mais
robustos e confiáveis. Nesse contexto, a próxima seção é dedicada à descrição e modelagem do
observável de weak lensing.

3.3.3 Lenteamento Gravitacional Fraco

Antes de abordarmos o observável de Weak Lensing, é preciso apresentar o conceito
mais amplo de lentes gravitacionais. Esse fenômeno ocorre quando a luz de galáxias distantes
tem sua trajetória desviada pela presença de massa ao longo da linha de visada, conforme
predito pela Teoria da Relatividade Geral. As lentes gravitacionais são uma das principais
ferramentas da cosmologia observacional, pois, ao contrário do galaxy clustering, elas respondem
tanto à matéria bariônica visível quanto à matéria escura, que compõe a maior parte do
conteúdo do Universo. A seguir, faremos uma exposição teórica desse efeito e de suas principais
consequências, fundamentando-nos nos trabalhos de (HUTERER, 2023; MANDELBAUM, 2018;
PRAT; BACON, 2025)
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Figura 13 – Esboço de um sistema de lentes gravitacionais. Créditos: (PRAT; BACON, 2025)

Para introduzir o conceito de lentes gravitacionais, consideremos um sistema geométrico
típico, ilustrado esquematicamente na Figura 13. Esse sistema é composto por três elementos
fundamentais: a fonte (geralmente uma galáxia de fundo), a lente (uma estrutura massiva
responsável por desviar a luz) e o observador. Na ausência de qualquer lente, a luz da fonte
seguiria um caminho retilíneo, e ela seria observada em uma posição angular β em relação ao
observador. No entanto, a presença da lente provoca a deflexão da luz ao longo da trajetória,
fazendo com que a fonte seja vista em uma posição aparente distinta, formando um ângulo θ
com o observador. Dessa forma, essa deflexão altera a separação angular observada no céu, de
modo que θ ̸= β. Logo, a diferença entre esses dois ângulos é chamada de ângulo de deflexão
reduzido, definido por:

α = θ − β (3.39)

Sabemos que o ângulo de deflexão físico δθ — medido no plano da lente — e α possuem
o mesmo comprimento de arco. Nesse sentido, a relação entre eles é descrita por:

α = dLS

dS

δθ (3.40)

onde dLS e dS são, respectivamente, as distâncias angulares da lente à fonte e do observador à
fonte, conforme definido na seção 2.1.4.2. Combinando as equações (3.39) e (3.40), obtemos a
equação das lentes:

β = θ − dLS

dS

δθ (3.41)

Essa equação é fundamental para a descrição dos fenômenos de lentes gravitacionais,
pois ela constitui a base para o entendimento dos diferentes regimes de lenteamento, como o
strong lensing (em que múltiplas imagens são formadas) e o weak lensing (em que as distorções
são pequenas, mas estatisticamente mensuráveis).
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No regime de weak lensing, no qual estamos interessados, o ângulo de deflexão δθ assume
um papel central, pois está diretamente relacionado às pequenas distorções observadas na forma
das galáxias de fundo. Essas distorções, quando analisadas em grandes populações de galáxias,
trazem informações sobre a distribuição de massa - visível e invisível - no Universo. Nesse
sentido, essas distorções estão intimamente relacionadas ao campo gravitacional provocado
pelas massas das lentes. Assim, ao se estudar a propagação da luz em um campo gravitacional
percorrendo geodésicas nulas, encontra-se que o ângulo de deflexão pode ser expresso em termos
do potencial gravitacional newtoniano Φ:

δθ = 2
∫ ssrc

0
∇⊥Φds (3.42)

onde ∇⊥ é o gradiente na direção perpendicular à trajetória do fóton e ssrc é a distância até a
fonte.

Como o efeito das lentes gravitacionais se manifesta em observações no céu, é necessário
tomar a projeção do potencial gravitacional ao longo da linha de visada. Para descrever esse
efeito de forma mais concisa, introduzimos o chamado potencial da lente, que representa essa
integral do potencial gravitacional ao longo da linha de visada, ponderada por fatores geométricos
determinados pela configuração entre observador, lente e fonte:

ψ(θ) = 2 dLS

dL, dS

∫ ssrc

0
Φ(dLθ, s), ds. (3.43)

Uma aproximação amplamente utilizada nesse contexto é a aproximação de lentes finas,
que considera que a extensão da lente ao longo da linha de visada é desprezível quando comparada
às distâncias características do sistema dL, dS e dLS. Essa suposição permite modelar a deflexão
da luz como ocorrendo inteiramente em um único plano — o plano da lente — onde toda a
massa da lente é projetada, o que faz com que haja uma simplificação significativa no tratamento
matemático. Nesse sentido, a direção angular da deflexão α pode ser expressa diretamente como
o gradiente angular do potencial de lente:

α = ∇θψ = 2dLS

dS

∫ ssrc

0
∇⊥Φ, ds (3.44)

Note que aqui utilizamos o operador gradiente angular ∇θ sobre o potencial projetado, e o
relacionamos ao gradiente perpendicular à linha de visada, ∇⊥, pela relação ∇θ = dL ∇⊥. de
forma que, recuperamos o mesmo resultado obtido ao combinar as equações (3.40) e (3.42).

Diante disso, somos capazes de introduzir a chamada convergência κ, uma grandeza
escalar que quantifica a amplificação isotrópica das imagens das fontes de fundo. Quando
κ > 0, há um aumento no tamanho aparente da imagem; já valores negativos de κ indicam
uma diminuição, embora essa situação seja rara em observações reais. A convergência, então, é
definida como:
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κ = 1
2∇2

θψ = dLdLS

dS

∫ ssrc

0
∇2

⊥Φ ds, (3.45)

Na prática, a convergência κ não é diretamente observável, mas pode ser indiretamente
obtida a partir da inferência das distorções nas formas das galáxias de fundo (elipticidades
observadas). Para isso, recorre-se a outra quantidade chamada de shear (γ), que, por sua vez,
é diretamente obtida a partir dessas elipticidades. Para demonstrar essa quantidade, é útil
retomar a equação das lentes (3.41) e considerar pequenas variações no ângulo de deflexão,
assumindo que a extensão angular da fonte é pequena em comparação com a escala de variação
do campo de deflexão. Dessa maneira, podemos linearizar a equação das lentes por meio de
uma expansão de Taylor, introduzindo, então, a matriz Jacobiana A, que relaciona pequenas
perturbações no plano da imagem e da fonte:

δβ ≈ Aδθ (3.46)

A matriz A estabelece como pequenos deslocamentos no ângulo observado da imagem,
δθ, se traduzem em deslocamentos correspondentes na posição aparente da fonte, δβ. Suas
componentes são dadas por:

Aij = δij − ∂αi

∂θj

= δij − ∂i∂jψ (3.47)

Note que, utilizamos a equação (3.44) para substituir o ângulo de deflexão α pelo gradiente do
potencial de lente ∇θψ, considerando ∂i = ∇θi

por simplicidade. Para facilitar a interpretação
física da matriz Jacobiana, é conveniente parametrizá-la em termos do campo de shear complexo
γ = γ1 + iγ2 = |γ|e2iφ e da convergência escalar κ, resultando na forma matricial:

A =
1 − κ− γ1 −γ2

−γ2 1 − κ+ γ1

 (3.48)

Isso mostra que tanto a convergência quanto o shear podem ser expressos como combi-
nações de derivadas segundas do potencial de lente ψ:

κ = 1
2(∂2

1 + ∂2
2)ψ = 1

2∇2ψ

γ1 = 1
2(∂2

1 − ∂2
2)ψ

γ2 = ∂1∂2ψ

(3.49)

Enquanto a convergência quantifica variações isotrópicas no tamanho das imagens
das fontes, o shear descreve deformações anisotrópicas, ou seja, deformações associadas ao
alongamento das imagens, transformando círculos em elipses, como ilustrado na Figura 14.
Dessa forma, essas duas quantidades contêm, quando conhecidas em todos os pontos do plano
da lente, toda a informação necessária sobre a posição, forma e magnificação das imagens das
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fontes de fundo. No entanto, no regime de Weak Lensing, não temos acesso direto ao campo de
shear e, sim, observações sobre as formas aparentes das fontes, a partir das quais é possível fazer
a inferência do campo de shear sobre o plano da lente — e, assim, reconstruir a distribuição de
massa ao longo das lentes gravitacionais.

Figura 14 – Ilustração mostrando o efeito dos elementos da matriz Jacobiana A — shear e conver-
gência — sobre uma fonte inicialmente circular. Créditos: (PRAT; BACON, 2025)

Esse regime ocorre no limite em que a convergência e o shear são pequenos, isto é,
κ, γ ≪ 1. Esse limite retrata o caso mais relevante para os surveys fotométricos focados
em cosmologia, que estão principalmente interessados em detectar pequenas distorções nas
elipticidades das galáxias devido à estrutura em larga escala (veja Fig.15). Essas distorções
fracas são significativamente mais frequentes, permitindo a realização de análises estatísticas
robustas que extraem informações cosmológicas a partir de grandes amostras observacionais.

Figura 15 – Simulação que mostra um padrão coerente induzido nas formas das fontes (elipses azuis)
devido a estrutura em larga escala. Créditos: Canada-France Hawaii Telescope, retirado
de (MANDELBAUM, 2018)
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A elipticidade observada ϵobs pode ser dividida em três contribuições principais: γG,
que representa o cosmic shear (cisalhamento cósmico) induzido pela lente gravitacional fraca;
γI , que corresponde ao shear intrínseco, causado pelo alinhamento das galáxias com o campo
gravitacional local; e ϵrnd, que é a componente puramente aleatória, associada às orientações e
formas intrínsecas das galáxias, não correlacionadas espacialmente. Assim, temos:

ϵobs = γG + γI + ϵrnd. (3.50)

Como ϵrnd é uma contribuição estatisticamente aleatória, sua média tende a zero, de
forma que ela atua apenas como ruído. Porém, o shear intrínseco γI por sua vez, contribui como
uma fonte de erro sistemático, pois não dispomos de uma medida "limpa"do shear verdadeiro.
Dessa forma, esse termo quantifica os possíveis alinhamentos preferenciais das elipticidades das
galáxias induzidos pelos campos de maré associados à estrutura em larga escala. Tal efeito
sistemático é especialmente preocupante, pois não está diretamente vinculado às observações,
mas sim à física — ainda pouco compreendida — da formação das galáxias.

Como a correlação das elipticidades observadas está relacionada a medidas projetadas
no céu, podemos definir o espectro de potência angular como:

Cϵϵ = Cγγ + CIγ + CγI + CII, (3.51)

onde γ representa a contribuição do cosmic shear, e I corresponde à contribuição do alinhamento
intrínseco. Vamos inicialmente focar na contribuição de γ. No regime de weak lensing, o espectro
angular de potência do cosmic shear e da convergência são idênticos, isto é:

⟨κκ∗⟩ =
〈(1

2(∂2
1 + ∂2

2)ψ
)2〉

=
〈(1

2(∂2
1 − ∂2

2) + i ∂1∂2

)
ψ
(1

2(∂2
1 − ∂2

2) − i ∂1∂2

)
ψ
〉

= ⟨γγ∗⟩.

(3.52)
Assim, podemos tratar o espectro angular de potência do cosmic shear a partir da convergência.
Projetando essa quantidade e utilizando coordenadas comóveis, temos:

κ(n̂) ≡ 1
2∇2

θψ(n̂) =
∫ χS

0

r(χ)r(χS − χ)
r(χS) ∇2

comovΦ(χn̂) dχ, (3.53)

onde r(χ) é a distância comóvel e Φ é o potencial gravitacional. Utilizando a equação de Poisson
em coordenadas comóveis, ∇2

comovΦ = 4πGρMδm = 4πGρcrit,0 ΩM a−1δm, obtemos:

κ(n̂) =
∫ χS

0

r(χ)r(χS − χ)
r(χS) · 4πGρcrit,0 ΩM a−1 δm(χn̂) dχ

=
∫ χS

0

r(χ)r(χS − χ)
r(χS) · 3

2H
2
0 ΩM(1 + z) δm(χn̂) dχ.

(3.54)

.

Repetindo o procedimento da Seção 3.2 e considerando que não conhecemos a posição
exata das fontes r(χ), mas sim sua distribuição ao longo da linha de visada, representada por
ns(χ) (distribuição de redshift das fontes), obtemos a função janela para o cosmic shear :
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Wγ(k) =
∫ ∞

0
dχ

[
3
2H

2
0 ΩM(1 + z) r(χ)

∫ ∞

χ
ns(χS)r(χS − χ)

r(χS) dχS

]
jℓ(kχ), (3.55)

onde o espectro de potência angular da auto-correlação do cisalhamento cósmico é dado por:

Cij
γγ(ℓ) =

∫ ∞

0

dk

k2 W
i
γ(k)W j

γ (k)Pmm(k, z) (3.56)

Para lidar, agora, com o alinhamento intrínseco I, é necessário adotar uma modelagem
teórica que capture os efeitos físicos responsáveis por esse efeito sistemático nas elipticidades
das galáxias. Nesse sentido, por simplicidade, vamos lidar com o modelo Nonlinear Alignment
(NLA) proposto por (BRIDLE; KING, 2007) (veja também (TROXEL; ISHAK, 2015) para um
panorama mais recente da modelagem desse efeito). Nesse modelo, assume-se que as formas
intrínsecas das galáxias se alinham com o campo de maré, e que essa interação pode ser descrita
por uma extensão não linear do modelo de alinhamento linear (CATELAN; KAMIONKOWSKI;
BLANDFORD, 2001; HIRATA; SELJAK, 2010).

No formalismo NLA, o espectro de potência tridimensional do tipo II (intrínseco–intrínseco)
é dado por:

PII(k) = F 2
IA(χ) Pmm(k) , (3.57)

onde FIA(χ) é a amplitude do alinhamento intrínseco, que encapsula a força com que as galáxias
se alinham com o campo de densidade local, e que pode variar com o redshift. Explicitamente,
essa amplitude é escrita como:

FIA(χ) = −AIA C̄1
3H2

0 Ωm

8πG D−1
+ (χ)

( 1 + z

1 + z0

)ηIA

(3.58)

em que AIA e ηIA são parâmetros livres que regulam, respectivamente, a amplitude e a de-
pendência em redshift do alinhamento intrínseco. A constante C̄1 = 5 × 10−14 h−2Mpc3 M−1

⊙ é
determinada empiricamente a partir de observações, enquanto z0, o redshift pivô no qual o mo-
delo é normalizado, costuma ser escolhido como o redshift mediano (ou o centro) da distribuição
fotométrica das fontes.

Nesse sentido, a função janela associada ao alinhamento intrínseco para o bin tomográfico
i é, portanto, dada por:

W i
I(k) =

∫ ∞

0
dχ ni

s(χ) FIA(χ) jℓ

(
kχ
)
, (3.59)

onde ni
s(χ) representa a distribuição de redshift das galáxias fontes.

Com essas definições, os termos associados ao alinhamento intrínseco nos espectros
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angulares de potência podem ser calculados de forma que o termo do tipo II é escrito como:

Cij
II(ℓ) = 2

π

∫ ∞

0
dk k2

∫ ∞

0
dχ ni

s(χ) jℓ

(
kχ
) ∫ ∞

0
dχ′ nj

s(χ′) jℓ

(
kχ′

)
PII(k) ,

= 2
π

∫ ∞

0
dk k2

∫ ∞

0
dχ ni

s(χ) FIA(χ) jℓ

(
kχ
) ∫ ∞

0
dχ′ nj

s(χ′) FIA(χ′) jℓ

(
kχ′

)
Pmm(k) ,

= 2
π

∫ ∞

0
dk k2 W i

I(k)W j
I (k)Pmm(k) ,

(3.60)
enquanto o termo do tipo GI (cisalhamento gravitacional–intrínseco) é dado por:

Cij
γI(ℓ) = 2

π

∫ ∞

0
dk k2 W i

γ(k)
∫ ∞

0
dχ′ nj

s(χ′) jℓ

(
kχ′

)
PγI(k) ,

= 2
π

∫ ∞

0
dk k2 W i

γ(k)
∫ ∞

0
dχ′ nj

s(χ′) FIA(χ′) jℓ

(
kχ′

)
Pmm(k) ,

= 2
π

∫ ∞

0
dk k2 W i

γ(k)W j
I (k)Pmm(k) ,

(3.61)

em que W i
γ(k) corresponde à função janela do cisalhamento, conforme definida na Eq. (3.55), e

PγI(k, z) = A(z)Pmm(k, z)

é o espectro angular de potência cruzado entre cisalhamento gravitacional e alinhamento
intrínseco. Analogamente, pode-se obter o espectro angular de potência IG da mesma forma que
a obtida GI. Assim, os termos II, GI e IG são incorporados de maneira consistente às previsões
teóricas dos observáveis de cosmic shear.

Além do NLA, existem modelos mais sofisticados para tratar o alinhamento intrínseco
de forma robusta. Um dos mais utilizados é o Tidal Alignment and Tidal Torquing (TATT;
(BLAZEK et al., 2019)), que foi aplicado, por exemplo, na análise de cosmic shear do DES
Y3 (SECCO et al., 2022). Ainda hoje, a comunidade debate qual é o nível de complexidade
necessário na modelagem desse efeito sistemático para alcançar os requisitos de precisão das
análises cosmológicas modernas.

3.3.4 Galaxy-Galaxy lensing

Tendo definido os observáveis mais relevantes para levantamentos de galáxias, podemos
agora tratar de uma medição auxiliar que também fornece informações cruciais sobre a estrutura
do Universo: a correlação cruzada entre a posição das galáxias e suas elipticidades. Essa técnica,
comumente conhecida como galaxy-galaxy lensing, utiliza uma medida tipicamente mais fácil de
detectar do que as auto-correlações de shear (shear-shear), pois envolve o cruzamento entre
a posição de galáxias da amostra lente, que pode ser medida com alta precisão, e a forma
de galáxias fontes, que contém o sinal fraco de lenteamento gravitacional. Essa abordagem é
menos vulnerável a certos erros sistemáticos porque, na correlação shear–shear, esses viéses
atuam de forma idêntica em ambas as medições de shear, enquanto no galaxy–galaxy lensing
isso não ocorre. Nesse sentido, essa medida se torna uma ferramenta robusta para investigar a
distribuição de matéria escura e os efeitos da energia escura no Universo.
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Observacionalmente, essa correlação é quantificada pelo espectro de potência angular
Cgϵ(ℓ) que pode ser modelado como:

Cij
gϵ(ℓ) = Cij

gγ(ℓ) + Cij
gI(ℓ), (3.62)

onde Cij
gγ(ℓ) é a correlação cruzada entre a posição das galáxias e o cosmic shear, modulada

pelas funções janela das equações (3.35) e (3.55), respectivamente. Já Cij
gI(ℓ) representa a

correlação entre a posição das galáxias e o alinhamento intrínseco, com contribuição das funções
janela (3.35) e (3.59). Esse tipo de medida é especialmente importante por fornecer vínculos
sobre os perfis de densidade, que descrevem como a matéria se distribui ao redor de halos de
matéria escura, os vieses desses halos, e a relação entre massa e luminosidade das galáxias
(HUTERER, 2023).

Figura 16 – As três correlações de dois pontos utilizadas pelos cientistas do DES para mapear a
distribuição de matéria no Universo. A análise combina medições das formas das galáxias
de fundo (em amarelo) com as posições das galáxias que atuam como lentes gravitacionais
(em vermelho). Na parte inferior, da esquerda para a direita, aparecem as correlações
entre cisalhamentos (shear-shear), entre galáxias (galáxia-galáxia) e entre galáxias e
cisalhamento (galáxia-shear). Créditos: Jessie Muir, retirado de (Dark Energy Survey
Collaboration, )

Levantamentos recentes, como LSST, DES e Euclid, utilizam a correlação de galaxy-
galaxy lensing como uma importante sonda da matéria escura e da energia escura, especialmente
quando combinada com outras medições — como as correlações shear-shear e galaxy clustering

— em análises integradas como 3x2pt (PRAT et al., 2023; KRAUSE et al., 2017; WONG et al.,
2025) (veja a figura 16). Essa correlação desempenha um papel central nessas análises por ajudar
a quebrar degenerescências entre parâmetros cosmológicos, além de fornecer informações valiosas
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sobre o viés das galáxias, os alinhamentos intrínsecos e a auto-calibração das distribuições de
redshift (TUTUSAUS et al., 2020).

Dando continuidade a essa abordagem que combina múltiplas sondas, o próximo capítulo
será dedicado ao trabalho desenvolvido no contexto da colaboração LSST, que amplia a análise
3×2pt ao incluir uma sonda adicional de galaxy clustering espectroscópico externo — configuração
amplamente conhecida como análise 6×2pt.
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Capítulo 4

Metodologia

A análise 3×2pt do LSST representa uma das abordagens mais promissoras para impulsi-
onar avanços na cosmologia observacional. No entanto, ela ainda enfrenta desafios significativos
relacionados a degenerescências entre parâmetros cosmológicos e astrofísicos, especialmente
devido à incertezas nos viéses das galáxias, redshifts fotométricos, alinhamentos intrínsecos e
outros parâmetros de nuisance.

Para mitigar essas limitações estendemos a análise tradicional 3×2pt do LSST com a adi-
ção de uma sonda externa de galaxy clustering proveniente de um levantamento espectroscópico,
essa abordagem é denominada 6x2pt. A inclusão desses dados — com redshifts mais precisos e
sensibilidade a distorções no espaço de redshift — permite explorar correlações cruzadas entre as
amostras fotométricas e espectroscópicas. Essas informações espectroscópicas complementares
ajudam a quebrar degenerescências entre parâmetros e aprimoram significativamente as restrições
tanto sobre parâmetros cosmológicos quanto sobre parâmetros de nuisance (MANDELBAUM
et al., 2019; BAXTER et al., 2022).

Neste contexto, este trabalho fundamenta-se na metodologia descrita em (JOHNSTON
et al., 2024) e (MCLEOD; BALAN; ABDALLA, 2016) (ver também (PAGANIN et al., 2024)
para uma abordagem semelhante no âmbito do Euclid), integrando-se à infraestrutura atual da
colaboração LSST e expandindo sua aplicação para uma análise mais abrangente. Dessa forma,
este capítulo está organizado em quatro seções: a primeira descreve os observáveis fotométricos
do LSST; a segunda apresenta os observáveis espectroscópicos dos surveys DESI e 4MOST; a
terceira detalha a modelagem do vetor de dados da análise 6×2pt; e, por fim, a quarta seção
aborda o formalismo de Fisher, utilizado para prever as restrições nos parâmetros cosmológicos
e nos parâmetros de nuisance.
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4.1 Observáveis fotométricos

O Observatório Vera C. Rubin, também conhecido como LSST (Large Synoptic Survey
Telescope), é uma instalação de última geração em construção no Cerro Pachón, Chile, resultado
de uma parceria entre a NSF e o DOE dos EUA, com previsão de “first light” em 2025. Seu
telescópio Simonyi — de 8,4 m, equipado com a maior câmera digital já construída —, realizará,
ao longo de 10 anos, um mapeamento profundo e de cerca de 18 000 deg2 no Hemisfério sul,
capturando imagens em seis filtros (u, g, r, i, z, y) a cada três ou quatro noites — totalizando
ao menos 825 visitas por região — e em campos de perfuração profunda (deep-drilling) de 10
deg2 com cadência quase diária. Essa combinação inédita de design óptico avançado, elevada
sensibilidade, rapidez de varredura e capacidade computacional viabilizará a produção do
maior “filme” astronômico já realizado, capaz de revelar asteroides, cometas, estrelas variáveis
e supernovas, além de fornecer medições de altíssima precisão para o estudo da evolução da
estrutura cósmica, da natureza da energia escura e da expansão do Universo (Rubin Observatory,
2025; BLUM et al., 2022; BLAZEK et al., 2022; LSST Dark Energy Science Collaboration, 2012;
IVEZIć et al., 2019).

Para análises cosmológicas, a análise 3x2pt do LSST será crucial devido a sua alta
precisão estatística ao vincular parâmetros cosmológicos. Nesse sentido, definiremos as amostras
de weak lensing e de clustering de galáxias do LSST com base no Science Requirements Document
(SRD) da colaboração LSST Dark Energy Science Collaboration (DESC) (MANDELBAUM;
EIFLER et al., 2021), a fim de estabelecer os conjuntos de dados que serão utilizados neste
projeto.

Iniciamos pela amostra de clustering de galáxias, comumente chamada de amostra de
lente. Para a análise do primeiro ano do LSST (Year 1), essa amostra é descrita por uma
distribuição do tipo Smail, definida por:

n(z|α, β, z0) = α

z0Γ[(1 + β)/α]

(
z

z0

)β

exp
[
−
(
z

z0

)α]
, (4.1)

com os parâmetros (α, β, z0) = (0.94, 2.0, 0.26). A normalização da densidade numérica total é
estimada com base em observações do levantamento Hyper Suprime-Cam (HSC), resultando
em aproximadamente 18 galáxias por arco-minuto quadrado. O viés das galáxias é modelado
por b(z) = 1.05/D+(z), e assume-se uma incerteza fotométrica de σz = 0,03(1 + z), conforme
(LSST Science Collaboration, 2009).

A distribuição global é então dividida em bins tomográficos conforme estabelecido no
SRD, onde, para o Year 1, a amostra de lentes é dividida em cinco bins de redshift com largura
fixa de ∆z = 0,2, cobrindo o intervalo 0,2 ≤ z ≤ 1,2. Dessa forma, a distribuição em cada bin é
obtida tomando a convolução da distribuição global com uma função gaussiana truncada que
modela os erros fotométricos:
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p(zp|z, σz) = 1
N(z)

√
2πσz

exp
[
−(z − zp)2

2σ2
z

]
, (4.2)

onde

N(z) = 1
2erfc

[
− z√

2σz

]
(4.3)

é o fator de normalização da gaussiana truncada.

Assim, a distribuição de redshift efetiva para o bin i é dada por:

ni(z) =
∫ zup

p,i

zlow
p,i

dzp p(zp|z, σz)n(z|α, β, z0), (4.4)

onde zlow
p,i e zup

p,i são os limites de cada um dos bins.

Nesse contexto, a Figura 17 exibe, em 17a, a distribuição global da amostra de lentes,
destacando os cortes tomográficos definidos. Já em 17b, são apresentadas as distribuições
efetivas de redshift resultantes da convolução com os erros fotométricos.

(a) Distribuição global da amostra de lentes do
LSST, com cortes tomográficos definidos pelo
SRD.

(b) Distribuições efetivas para cada bin tomográ-
fico da amostra de lentes, após convolução
com os erros fotométricos.

Figura 17 – Distribuições da amostra de lentes do LSST SRD, antes e depois da divisão tomográfica.
Créditos: O Autor.

A amostra de weak lensing — ou amostra das fontes — também é modelada por uma
distribuição do tipo Smail, conforme a Eq. (4.1), mas com parâmetros distintos: (α, β, z0) =
(0.78, 2.0, 0.13). Conforme a metodologia de (CHANG et al., 2013), estima-se que o número
efetivo de galáxias fontes seja neff = 10 galáxias por arco-minuto quadrado no Year 1. Além
disso, considera-se ainda uma dispersão intrínseca da elipticidade das galáxias de σe = 0.26 por
componente — parâmetro que representa a dispersão intrínseca na elipticidade das galáxias —
e, para os erros fotométricos, adota-se σz = 0.05(1 + z).



Capítulo 4. Metodologia 64

A divisão em bins tomográficos também é aplicada a essa amostra, utilizando cinco
bins com número igual de galáxias em cada um deles, conforme definido no SRD. Definidos
esses intervalos, aplica-se novamente o procedimento de convolução com a gaussiana truncada
para obter as distribuições efetivas 4.4. Nesse sentido, a Figura 18 apresenta, em 18a, a
distribuição global da amostra de fontes com os cortes tomográficos correspondentes, e, em 18b,
as distribuições resultantes por bin após a convolução.

(a) Distribuição global da amostra de fontes do
LSST, com cortes tomográficos definidos pelo
SRD.

(b) Distribuições efetivas para cada bin tomográ-
fico da amostra de fontes, após a convolução
com a função de erro no redshift.

Figura 18 – Distribuições da amostra de fontes do LSST SRD, antes e depois da divisão tomográfica.
Créditos: O Autor.

Com as amostras fotométricas definidas, já é possível construir todas as informações
necessárias para uma análise 3×2pt. No entanto, para explorar plenamente o potencial do LSST,
é fundamental combiná-las com dados de levantamentos complementares. Nesse contexto, com
o objetivo de estabelecer todas as distribuições requeridas para uma análise 6×2pt, a próxima
seção será dedicada à definição das amostras espectroscópicas do DESI e do 4MOST - surveys
selecionados pela sua relevância estratégica e complementaridade com o LSST.

4.2 Observáveis espectroscópicos

Com as amostras fotométricas previamente definidas, passamos agora à caracterização
das amostras espectroscópicas. Levantamentos espectroscópicos fornecem medições precisas das
distâncias radiais das galáxias, conforme discutido nas Seções 3.1 e 3.3.1. Tradicionalmente, tais
levantamentos são analisados no contexto do espectro de potência tridimensional, P (k). Embora
essa abordagem permita capturar de maneira mais completa a informação radial presente nas
observações espectroscópicas, ela exige a adoção de uma cosmologia fiducial para converter os
redshifts observados (espaço de redshift) para distâncias comensuráveis no espaço real — uma
escolha que pode introduzir viéses nas inferências cosmológicas. Além disso, a combinação desses
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observáveis espectroscópicos tridimensionais com estatísticas angulares bidimensionais, como
aquelas utilizadas em análises 3x2pt, apresenta desafios significativos no cálculo e na validação
da matriz de covariância. Por conta disso, modelar corretamente as correlações entre diferentes
traçadores, como lentes espectroscópicas 3D e fontes fotométricas 2D, é uma tarefa complexa,
geralmente dependente de conjuntos extensivos de simulações numéricas (JOACHIMI et al.,
2021; JOUDAKI et al., 2017). Embora existam propostas recentes que buscam simplificar essa
modelagem (TAYLOR; MARKOVIč, 2022), o problema permanece tecnicamente desafiador.

Diante dessas limitações associadas à análise espectroscópica 3D, neste trabalho optamos
por uma abordagem alternativa, tratando as amostras espectroscópicas no formalismo do
espectro angular de potência — isto é, adotamos um framework puramente bidimensional (2D)
(ASOREY et al., 2012; GAZTAñAGA et al., 2012; ERIKSEN; GAZTAñAGA, 2015; KIRK et al.,
2015; CAMERA et al., 2018; LOUREIRO et al., 2019). No entanto, essa escolha também impõe
algumas dificuldades: primeiramente, não há garantia de que toda a informação radial disponível
na espectroscopia seja completamente capturada pelos espectros de potência, mesmo com a
adoção de bins tomográficos suficientemente finos. Além disso, levantamentos espectroscópicos
possuem, em geral, uma densidade de galáxias significativamente menor devido às limitações
inerentes ao processo de medição, o que resulta em uma relação sinal-ruído mais baixa.

Ainda assim, a adoção do formalismo 2D para espectroscopia é especialmente vantajosa
em análises 6x2pt, pois facilita a integração dessas medidas ao vetor de dados, promovendo uma
modelagem mais consistente e operacionalmente mais fácil. Nesse sentido, torna-se necessária
a construção das distribuições de redshift associadas às populações espectroscópicas. Assim,
nas próximas subseções, definiremos as distribuições de redshift correspondentes às amostras
espectroscópicas dos dois levantamentos considerados: DESI e 4MOST.

4.2.1 DESI

O DESI (Dark Energy Spectroscopic Instrument) é um levantamento espectroscópico de
grande escala localizado no hemisfério norte, cujo objetivo é mapear os redshifts de mais de 30
milhões de galáxias e quasares ao longo de aproximadamente 14.000 deg2, durante cinco anos
de operação. Embora esteja situado no hemisfério norte, o DESI proporcionará uma cobertura
significativa da área observada pelo LSST, com uma sobreposição estimada de pelo menos 4.000
deg2 em seus footprints. Essa interseção torna o DESI uma ferramenta fundamental para a
calibração de redshifts fotométricos, especialmente por meio de técnicas de correlação cruzada
(MANDELBAUM et al., 2019).

O instrumento do DESI incorpora um design inovador de espectroscopia multiobjeto.
Sua nova ótica corretora oferece um campo de visão com 3 graus de diâmetro, alimentando
uma placa focal equipada com 5.000 posicionadores robóticos que podem ser reconfigurados em
apenas três minutos para observar um novo conjunto de alvos. Cada posicionador possui uma
fibra óptica conectada a um dos 10 espectrógrafos de banda larga, localizados a 50 metros de
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distância, cobrindo o intervalo espectral de 360 a 980 nm com resolução entre 2.000 a 5.000.
Essa configuração permite a observação eficiente de diversas populações de galáxias, incluindo
BGSs, LRGs, ELGs e quasares, alcançando redshifts de até z ≈ 1.7 para galáxias de linha de
emissão e até z ≈ 3.5 para quasares com absorção Lyman-α (AGHAMOUSA et al., 2016).

Para determinar a distribuição de redshift no formalismo bidimensional deste levanta-
mento espectroscópico, utilizamos, neste trabalho, a amostra pública do Data Release 1 (DR1)
do DESI (ABDUL-KARIM et al., 2025). Embora represente apenas uma fração inicial do
levantamento, essa amostra já contém um volume de alvos suficiente para que o formato da
distribuição de redshift normalizada se aproxime do esperado ao término da coleta completa
dos dados. No lado esquerdo da Figura 19, apresentamos as amostras do DESI DR1, obtidas
a partir dos catálogos de redshift, após a aplicação de cortes de qualidade e filtros de classi-
ficação espectral. No lado direito, mostramos a distribuição global de redshifts por tipo de
galáxia interpolada utilizando o método cúbico monótono (PchipInterpolator do SciPy (SciPy
Community, 2024)) e normalizada com base nos alvos mostrados à esquerda.

(a) Número de galáxias-alvo com redshifts de alta
qualidade, classificadas por tipo espectroscó-
pico, conforme o DESI DR1.

(b) Distribuições espectroscópicas de redshift,
normalizadas, para cada tipo de amostra do
DESI DR1.

Figura 19 – Distribuições globais das amostras espectroscópicas do DESI DR1 antes da divisão
tomográfica. Créditos: O Autor.

Embora o DR1 seja uma base adequada para a construção da nossa amostra espectros-
cópica, o número de objetos observados ainda não reflete o volume total esperado dos dados do
DESI. Para tornar nossa modelagem mais realista, utilizamos os números efetivos de galáxias
previstos pelo Survey Validation (SV) do DESI (DESI Collaboration, 2023), resultando em
uma densidade de galáxias de nbgs

eff ≈ 0.278 galáxias por arcmin2 para BGS, nlrg
eff ≈ 0.147 para

LRG e nelg
eff ≈ 0.307 para ELG. Além disso, os valores do bias das galáxias também foram

adotados conforme os resultados da SV, sendo: bbgs(z) = 1.34/D+(z), blrg(z) = 1.7/D+(z) e
belg(z) = 0.84/D+(z).
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Uma vez definidas todas as características da amostra global, prosseguimos com a
divisão em bins tomográficos para cada uma das amostras espectroscópicas (BGS, LRG e ELG).
Para isso, realizamos cortes na distribuição global de redshift, adotando três configurações
distintas de largura de bin: ∆z = 0,2, ∆z = 0,1 e ∆z = 0,05. Essa abordagem, contudo,
representa uma idealização para a distribuição de redshift, pois nela assume-se que os bins são
perfeitamente delimitados, ou seja, sem qualquer sobreposição (i.e., não existem incertezas nas
medidas espectroscópicas). Esse cenário não é realista, já que, na prática, existem sobreposições
entre os bins que podem impactar significativamente o sinal de correlação cruzada entre eles.
Trabalhos como (LOUREIRO et al., 2019) lidam com essas incertezas por meio da convolução
das distribuições de redshift com funções gaussianas estreitas. No contexto deste trabalho,
entretanto, decidimos negligenciar tais efeitos, mantendo a suposição de bins espectroscópicos
sem sobreposição entre si.

Antes de aplicar as configurações de binning mencionadas anteriormente, realizamos
cortes nas distribuições de redshift com o objetivo de eliminar regiões com baixa densidade
de galáxias, onde o sinal seria dominado por ruído. Especificamente, aplicamos esses cortes
para excluir os seguintes intervalos de redshift: z < 0,1 e z > 0,5 para a amostra BGS, z < 0,3
e z > 1,1 para a LRG, e z < 0,6 e z > 1,6 para a ELG. Com isso, as densidades efetivas das
galáxias reduziram para nbgs

eff ≈ 0,239, nlrg
eff ≈ 0,139 e nelg

eff ≈ 0,281. Nesse sentido, as Figuras 20a,
21a e 22a (à esquerda) apresentam os cortes aplicados à distribuição global de cada tipo de
galáxia, destacando a divisão em bins com ∆z = 0.2 — procedimento que foi replicado para
os casos com ∆z = 0.1 e ∆z = 0.05. Já as Figuras 20b, 21b e 22b (à direita) mostram as
distribuições de redshift normalizadas em cada bin, de forma separada para cada população
espectroscópica.

Com a amostra do DESI devidamente definida, a próxima subseção será dedicada à
caracterização do levantamento 4MOST-CRS — outro mapeamento espectroscópico com forte
potencial de sinergia com o LSST. A inclusão desta amostra tem como objetivo avaliar comparati-
vamente qual dos dois surveys — DESI ou 4MOST-CRS — apresenta maior complementaridade
ao LSST, levando em conta a sobreposição no céu e a faixa de redshifts acessível, aspectos que
serão explorados em mais detalhe no próximo capítulo.
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(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra BGS.

(b) Distribuição da BGS normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 20 – Distribuições de redshift da amostra BGS, antes e depois da divisão tomográfica.

(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra LRG.

(b) Distribuição da LRG normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 21 – Distribuições de redshift da amostra LRG , antes e depois da divisão tomográfica.

(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra ELG.

(b) Distribuição da ELG normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 22 – Distribuições de redshift da amostra ELG, antes e depois da divisão tomográfica.
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4.2.2 4MOST

O 4MOST (4-metre Multi-Object Spectroscopic Telescope) é um instrumento espectros-
cópico de campo amplo, projetado para o telescópio VISTA do ESO, localizado no hemisfério sul.
Seu objetivo é realizar levantamentos espectroscópicos em larga escala, com foco em diversas
áreas da astrofísica, incluindo cosmologia, arqueologia galáctica e formação estelar. O 4MOST
possui um campo de visão de 4,2 deg2 e é equipado com 2436 fibras ópticas, das quais 1624
alimentam dois espectrógrafos de baixa resolução (R ∼ 6500) e 812 alimentam um espectrógrafo
de alta resolução (R ∼ 20, 000) - não voltado para mapeamento de galáxias em larga escala
(JONG; AL., 2019).

O Cosmology Redshift Survey (CRS), um dos principais levantamentos planejados pelo
4MOST, tem como objetivo mapear a estrutura em larga escala do universo por meio de
observações espectroscópicas de cerca de 8 milhões de objetos — incluindo BGS, LRG, ELG e
QSO — ao longo de uma faixa de redshift que se estende até z ≈ 3,5. A sobreposição geográfica
entre o CRS e o LSST é particularmente vantajosa, com uma área comum estimada em cerca de
7500 deg2 para as amostras BGS e LRG, e aproximadamente 1000 deg2 para a ELG — cobrindo,
assim, toda a área do levantamento 4MOST-CRS (RICHARD et al., 2019; MANDELBAUM et
al., 2019).

Neste trabalho, utilizamos as especificações previstas para o 4MOST-CRS conforme
descritas em (RICHARD et al., 2019). A construção da amostra foi baseada nos histogramas
apresentados na Figura 2 da referência (Figura 23a deste trabalho). A partir desses dados,
geramos a distribuição global de redshifts da amostra aplicando interpolação e normalização
conforme o procedimento adotado previamente para a amostra do DESI — ilustrado na figura
23b . Nesse processo, obtivemos as seguintes densidades de galáxias: nbgseff ≈ 0,069 galáxias
por arcmin2 para BGS, nlrgeff ≈ 0,11 para LRG e nelg

eff ≈ 0,044 para ELG. Já para os valores de
bias das galáxias, adotamos os mesmos utilizados na análise do DESI.

(a) Galáxias-alvo com redshifts de alta qualidade,
classificadas por tipo espectroscópico.

(b) Distribuições espectroscópicas de redshift,
normalizadas, para cada tipo de amostra.

Figura 23 – Distribuições das amostras do 4MOST-CRS, antes e depois da divisão tomográfica.
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Com a amostra global caracterizada, seguimos o mesmo padrão de divisão em bins
tomográficos adotado no caso do DESI. No entanto, os intervalos de corte para regiões de baixa
densidade foram ajustados para refletir as características do 4MOST, resultando nos seguintes
limites de redshift: z < 0,1 e z > 0,3 para BGS, z < 0,2 e z > 1,0 para LRG, e z < 0,6 e z > 1,2
para ELG. Após esses cortes, então, as densidades efetivas foram reduzidas para nbgseff ≈ 0,057,
nlrgeff ≈ 0,107 e nelg

eff ≈ 0,036. Dessa forma, as Figuras 24a, 25a e 26a (à esquerda) ilustram
os cortes aplicados às distribuições globais, destacando a divisão em bins tomográficos com
∆z = 0,2. Já as Figuras 24b, 25b e 26b (à direita) apresentam as distribuições de redshift
normalizadas em cada bin, separadamente para cada população espectroscópica.

A caracterização detalhada das amostras fotométricas do LSST e das amostras espec-
troscópicas do DESI e do 4MOST-CRS constitui a base para a modelagem do vetor de dados
6x2pt. Nesse contexto, a próxima seção será dedicada à construção do vetor de dados simulados
6x2pt, que utiliza essas distribuições de redshift para gerar os espectros de potência angulares
simulados correspondentes a cada observável.

(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra BGS.

(b) Distribuição da BGS normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 24 – Distribuições de redshift da amostra BGS, antes e depois da divisão tomográfica.
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(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra LRG.

(b) Distribuição da LRG normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 25 – Distribuições de redshift da amostra LRG, antes e depois da divisão tomográfica.

(a) Cortes aplicados à distribuição de redshift
da amostra ELG.

(b) Distribuição da ELG normalizada por bin
tomográfico, após os cortes.

Figura 26 – Distribuições de redshift da amostra ELG, antes e depois da divisão tomográfica.

4.3 Vetor de dados 6x2pt

Para construir o vetor de dados simulados 6x2pt utilizado neste projeto, empregamos
integralmente as ferramentas desenvolvidas pela colaboração LSST ao longo de nossa pipeline.
Em particular, utilizamos a biblioteca Firecrown (VITENTI et al., in preparation) como
interface principal em todas as etapas do processo — desde o armazenamento das distribuições
de redshift das amostras fotométricas do LSST e espectroscópicas do DESI/4MOST até o calculo
dos espectros angulares de potência. A seguir, detalhamos cada uma das etapas envolvidas na
construção do vetor de dados.
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Figura 27 – Compilado de todas as distribuições de redshift consideradas na nossa pipeline para a
análise 6x2pt com o DESI, utilizando binwidth de 0,2. As distribuições foram construídas
conforme descritas nas Seções 4.1 e 4.2. Créditos: O Autor

Inicialmente, definimos as distribuições de redshift utilizadas no pipeline. Para a amostra
fotométrica do LSST, adotamos a distribuição pré-definida já implementada na própria biblioteca,
conforme descrito na Seção 4.1. No caso das amostras espectroscópicas do DESI e do 4MOST,
desenvolvemos um notebook específico para realizar o processamento descrito na Seção 4.2.
Em seguida, utilizamos a interface da Firecrown para integrar essas distribuições externas ao
pipeline principal (veja figura 27).

Como estamos lidando com um vetor de dados simulados — ou seja, previsões sobre o
comportamento de dados ainda não observados do LSST —, é necessário definir uma cosmologia
de referência sobre a qual baseamos o cálculo dos observáveis cosmológicos. Para isso, utilizamos
a biblioteca Core Cosmology Library (CCL) (CHISARI; AL., 2019), acessada via Firecrown,
para configurar o modelo cosmológico adotado. Os valores dos parâmetros cosmológicos seguem
as recomendações do grupo de forecasting do LSST, que realiza pequenas modificações em
relação aos resultados do DES (ABBOTT, 2022) (ver tabela 1). A partir desses parâmetros,
calculamos o espectro de potência da matéria utilizando o CCL, que internamente faz uso do
código CAMB (LEWIS; CHALLINOR, 2011) para a resolução das equações de Boltzmann e do
HMCode (MEAD et al., 2015) para incorporar correções devido a efeitos bariônicos.

Com as distribuições de redshift e a cosmologia fiducial devidamente definidas, temos
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Tabela 1 – Parâmetros cosmológicos fiduciais adotados neste trabalho

Parâmetros Ωc Ωb Ωk σ8 ns h w0 wa mν [eV]
Valor Fiducial 0.29067 0.04575 0.0 0.819 0.9493 0.6714 −1.0 0.0 0.1

todas as quantidades necessárias para calcular os espectros angulares dos observáveis envolvidos
na análise 6×2pt. Nesse contexto, utilizamos o CCL para estimar as auto-correlações e correlações
cruzadas entre os três tipos de observáveis considerados: a distribuição espacial de galáxias
do LSST e do DESI (GCph e GCsp) e as formas das galáxias do LSST (WL). Além disso,
utilizamos a aproximação de Limber no cálculo dos espectros angulares de potência, embora
que, para surveys mais recentes — especialmente no contexto de correlações cruzadas entre
bins de galaxy clustering —, a precisão dessa aproximação possa ser insuficiente (CAMPAGNE;
PLASZCZYNSKI; NEVEU, 2017) . Optamos, portanto, por adotar essa abordagem devido ao
elevado custo computacional associado à realização dos cálculos completos, sem a aproximação
de Limber (non-Limber) — especialmente no nosso caso, que envolve um número elevado de
bins.

No caso de galaxy clustering, ao lidarmos com observáveis de um mesmo levantamento,
consideramos apenas as autocorrelações entre bins tomográficos (para o caso de tipos de galáxias
diferentes, tomamos combinações que tenham overlap entre as distribuições). Já para observáveis
de levantamentos distintos, incluímos apenas as combinações com sobreposição amostral, a fim
de evitar correlações com baixo sinal. Dessa forma, o espectro angular de potência total de
galaxy clustering é definido por:

Cij
nn(ℓ) = Cphi phi

gg (ℓ) + Cspi spi
gg (ℓ) + C

phi spj
gg (ℓ) (4.5)

onde Cgg(ℓ) é definido na seção 3.3.2 incluindo densidade numerica e Redshift spatial distortions.

No caso de weak lensing, consideramos todas as autocorrelações e correlações cruzadas
entre os bins tomográficos das formas das galáxias, refletindo assim, nas correlações do campo de
shear. Além disso, incluímos a contribuição dos efeitos de alinhamento intrínseco (IA), conforme
descrito na 3.3.3. Com isso, a correlação entre as elipticidades observadas é dada por:

Cij
ϵϵ(ℓ) = Cwli wlj

γγ (ℓ) + C
wli wlj
γI (ℓ) + C

wli wlj
Iγ (ℓ) + C

wli wlj
II (ℓ) (4.6)

Para o efeito de galaxy-galaxy lensing (GGL), calculamos as correlações das elipticidades
das galáxias do LSST com a posição de galáxias tanto fotométricas quanto espectroscópicas.
Dessa forma, consideramos somente as combinações entre bins tomográficos em que os bins das
lentes estão localizadas entre o observador e os bins das fontes, de modo que os C(ℓ)′s de GGL
são:

Cij
nϵ(ℓ) = Cphi wlj

gγ (ℓ) + Cspi wlj
gγ (ℓ) + C

phi wlj
gI (ℓ) + C

spi wlj
gI (ℓ) (4.7)



Capítulo 4. Metodologia 74

Durante o processo de construção do vetor de dados, consideramos 20 bins em ℓ,
logaritmicamente distribuídos no intervalo 20 ≤ ℓ ≤ 2000, conforme recomendado pelo grupo de
forecasting para uma primeira análise. Além disso, aplicamos um corte de escala para evitar
regiões não lineares. Assim, para o galaxy clustering, utilizamos o seguinte critério:

ℓmax = kmax χ(⟨z⟩) − 0.5 (4.8)

onde adotamos kmax = 0.1hMpc−1. Já para o cosmic shear, não aplicamos cortes de escala,
pois já escolhemos um intervalo consistente com a escala desse tipo de observável. Nesse sentido,
na figura 28, mostramos alguns exemplos desses C(l)′s que compõem o nosso vetor de dados.

Em seguida, para avaliar as incertezas e as correlações entre cada componente do vetor
de dados é necessário calcular a matriz de covariância desse vetor. Dessa forma, embora
surveys de estágio 4 (como LSST, DESI, etc.) devam considerar contribuições de covariância
associadas a não-gaussianidades e super-sample effects (BARREIRA; KRAUSE; SCHMIDT,
2018), assumimos uma covariância gaussiana, uma vez que essas correções não impactariam
significativamente nossa análise. Nossa matriz de covariância, então, é inteiramente especificada
em termos do espectro angular de potência dado pelo teorema de Wick:

Cov [CAB(ℓ), CCD(ℓ′)] = δK
ℓℓ′

1
fsky(2ℓ+ 1)∆ℓ

[
ĈAC(ℓ)ĈBD(ℓ′) + ĈAD(ℓ)ĈBC(ℓ′)

]
(4.9)

onde fsky corresponde a fração da área do céu, A,B,C,D correspondem aos bins dos
traçadores da análise e ∆ℓ é o comprimento do bin. Já o ĈAB(l) corresponde ao sinal observado,
i. e., o espectro angular de potência combinado ao ruído. Em outras palavras,

ĈAB(ℓ) =



CAB(ℓ) + σ2
ϵ

n̄AB

δK
AB, se A ∧B ∈ fontes,

CAB(ℓ) + 1
n̄AB

δK
AB, se A ∧B ∈ lentes puramente ph ou sp,

CAB(ℓ), caso contrário.

(4.10)

onde σ2
e é a componente de dispersão da elepticidade e n̄AB é a média de densidade

numérica dos objetos para cada traçador.

Quando duas estatísticas são extraídas de regiões distintas do céu, adotamos uma
abordagem extremamente conservadora para o cálculo da covariância: na definição de fsky,
consideramos apenas o valor correspondente à região de sobreposição entre os levantamentos.
Essa escolha elimina grande parte do sinal associado às autocorrelações entre traçadores de um
mesmo levantamento.
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Figura 28 – Exemplos de correlações angulares tomográficas de dois pontos que compõem um
subconjunto dos vetores de dados 6×2pt considerado até então. Cada painel apresenta
uma correlação específica entre as diferentes amostras espectroscópicas e/ou fotométricas.
As legendas indicam os pares tomográficos correspondentes. Além disso, os pontos com
barras de erro representam os espectros de potência angulares Cℓ e suas respectivas
incertezas, obtidas a partir da diagonal da matriz de covariância Gaussiana
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Mesmo com esse tratamento, a adoção dessa simplificação deliberadamente conservadora é
adequada para uma primeira análise qualitativa, uma vez que a maior parte dos potenciais
ganhos da análise 6×2pt provém justamente da região de sobreposição. Assim, ao considerarmos
o pior cenário possível — o uso exclusivo da região de overlap — ainda asseguramos resultados
qualitativos robustos para essa análise, mesmo sob uma perspectiva pessimista. Dessa forma,
a matriz de correlação associada a essa covariância é apresentada na Figura 29. Idealmente,
a avaliação da covariância deveria levar em conta a geometria real de cada levantamento, por
meio da aplicação explícita das máscaras dos respectivos surveys. No entanto, optamos por
não adotar essa abordagem neste trabalho, devido à complexidade computacional e numérica
associada ao cálculo de uma covariância mais precisa.

Além disso, o delta de Kronecker δAB na equação 4.10 indica que não há ruído de
Poisson nas correlações cruzadas entre os C(ℓ)’s. Espera-se que essa aproximação funcione
razoavelmente bem para correlações cruzadas entre weak lensing e o traçador de galáxias,
uma vez que esses observáveis representam traçadores distintos da mesma distribuição de
matéria escura. No entanto, no caso da correlação cruzada entre o clustering de galáxias
fotométricas e espectroscópicas, o ruído de Poisson deveria estar presente, pois pode haver
galáxias pertencentes simultaneamente às duas amostras (BALDAUF et al., 2013). Para lidar
com essa questão, adotamos uma abordagem conservadora, onde assumimos que a amostra
espectroscópica não compõe a amostra fotométrica, de modo que o ruído de Poisson cruzado
seja eliminado por construção. Esse cenário é bastante não realista, uma vez que uma parte da
amostra espectroscópica está contida em um subconjunto da amostra fotométrica; por isso, um
tratamento mais rigoroso para esse ruído cruzado entre as amostras de galaxy clustering se faz
necessário, embora tenha sido deixado de lado neste trabalho.

Por fim, todo o processo para o cálculo da covariância e tratamento do ruído foi
implementado por meio de algumas adaptações dos códigos da biblioteca Tjpcov (GARCÍA-
GARCÍA et al., in preparation) e compilamos todas essas informações (distribuições de redshift,
espectros angulares de potência e matriz de covariância) em um único vetor de dados, formatado
segundo o pacote Sacc (ZUNTZ et al., 2024). Todas as dependências foram incorporadas à
nossa pipeline para viabilizar a geração desse vetor de dados em produção, aproveitando ao
máximo os códigos da colaboração LSST DESC, com o objetivo de permitir a aplicação futura
dessa pipeline em dados reais.
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Figura 29 – Matriz de correlação correspondente à covariância Gaussiana analítica utilizada neste
trabalho.Os rótulos dos eixos indicam os blocos da covariância associados às diferentes
correlações entre as sondas: auto-correlação das posições de galáxias fotométricas
(Cphi phj

gg ), correlação cruzada entre posições de galáxias espectroscópicas e fotométricas
(Cspi phj

gg ), auto-correlação das posições de galáxias espectroscópicas (Cspi spj
gg ), correlações

cruzadas entre as diferentes amostras espectroscópicas (Cspi spj
gg ), galaxy-galaxy lensing

com amostras espectroscópicas (Cspi γ
gγ ), galaxy-galaxy lensing fotométrico (Cphi γ

gγ ), bem
como as auto-correlações e correlações cruzadas do cisalhamento cósmico (Cγ γ

γγ ). A
barra de cores representa a intensidade da correlação entre os elementos normalizados
da matriz de covariância.
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4.4 Formalismo de Fisher

A inferência de parâmetros cosmológicos a partir do vetor de dados observacionais
requer uma estrutura estatística sólida, capaz de conectar quantitativamente teoria e observação.
Isso se dá por meio de um modelo probabilístico que avalia o grau de compatibilidade entre
os dados medidos e as previsões teóricas para diferentes conjuntos de parâmetros. Nesse
sentido, o formalismo de Fisher surge como uma ferramenta conceitualmente simples para obter
previsões aproximadas sobre os vínculos que um conjunto de dados pode impor aos parâmetros
cosmológicos. Esse formalismo não se concentra nos valores centrais estimados dos parâmetros,
mas sim na precisão com que esses parâmetros podem ser determinados — isto é, nas incertezas
associadas a eles. Neste trabalho, realizamos a inferência sobre o vetor de dados simulado
utilizando o formalismo da matriz de Fisher, ao invés da abordagem convencional baseada em
Cadeias de Markov via Monte Carlo (MCMC).

Para compreender esse formalismo em detalhes, é necessário introduzir a função chamada
Likelihood L(θ|d). Essa função constitui a base da inferência estatística em cosmologia, repre-
sentando a probabilidade de se observar um conjunto de dados d dado um modelo parametrizado
por θ. Formalmente, a função da Likelihood é expressa como:

L(d|θ) ≡ P (d|θ), (4.11)

No formalismo de Fisher, comumente se assume que a probabilidade dos dados observados
d, dados os parâmetros θ do modelo, é definida como uma Gaussiana multivariada. Assim, a
função da Likelihood é expressa por:

L(d|θ) = 1√
(2π)n/2 | det C|1/2

exp
[
−1

2 (d − µ(θ))⊤ C−1 (d − µ(θ))
]
, (4.12)

onde µ(θ) = ⟨d⟩ é a quantidade teórica dos observáveis avaliada nos parâmetros θ.

O formalismo de Fisher baseia-se na ideia de que, próximo ao seu ponto de máximo, a
função da likelihood pode ser aproximada por uma expansão de Taylor de segunda ordem. Essa
expansão revela a curvatura da função ln L em relação aos parâmetros do modelo. Matematica-
mente falando, essa expansão é dada por:

ln L(θ) ≈ ln L|max + ∂ ln L
∂θi

∣∣∣∣∣
max

(θi − θ̄i) + 1
2
∂2 ln L
∂θi∂θj

∣∣∣∣∣
max

(θi − θ̄i)(θj − θ̄j), (4.13)

No ponto de máximo da likelihood, o gradiente se anula, ou seja, o termo linear (primeira
ordem) desaparece. A matriz de Fisher, então, é definida como menos o termo de derivada
segunda(i.e. o Hessiano) da log likelihood:
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Fij =
〈

−∂2 ln L
∂θi ∂θj

〉
. (4.14)

Essa matriz quantifica a informação que os dados contêm sobre os parâmetros: quanto
mais acentuada for a curvatura (maior em valor absoluto), mais precisamente os parâmetros
cosmológicos são determinados, indicando, assim, que os dados contêm mais informação sobre
eles. Para o caso já mencionado da likelihood sendo definida como uma gaussiana multivariada
(4.12), podemos reescrever a matriz de Fisher (4.13) da seguinte forma (ver demonstração
completa no Apêndice C) :

Fij = ∂µT

∂θi

C−1 ∂µ

∂θj

+ 1
2Tr

[
C−1∂C

∂θi

C−1∂C
∂θj

]
(4.15)

Além da construção da matriz de Fisher Fij, também incluímos a contribuição de
uma matriz de Fisher de priors com o intuito de tornar os vínculos obtidos mais realistas.
Especificamente, adicionamos priors gaussianos sobre os parâmetros cosmológicos e de nuisance.
Essa inclusão dos priors é realizada por meio da adição de uma matriz Fij prior à matriz de
Fisher total:

Ftotal = Fij + Fij prior. (4.16)

Para um prior gaussiano simples, com variância conhecida σ2
p sobre um dado parâmetro

p, a contribuição correspondente em Fprior é:

Fij prior = δij

σ2
p

. (4.17)

Na prática, essas equações (4.15) e (4.16) são amplamente empregadas por bibliotecas
de inferência cosmológica como (ZUNTZ et al., 2015; SANCHEZ et al., in preparation). Nesse
sentido, para viabilizar tanto a geração do vetor de dados quanto a etapa de inferência estatística,
integramos as bibliotecas Firecrown, utilizada para o cálculo direto da log-likelihood, e Augur,
responsável pela construção da matriz de Fisher. A opção por utilizar o formalismo de Fisher
para a inferência estatística é justificada pelo elevado número de parâmetros livres envolvidos
na análise 6×2pt. Nesse cenário, abordagens bayesianas baseadas em métodos de Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) tornariam-se computacionalmente inviáveis devido ao alto custo
associado à exploração desse espaço paramétrico extenso.

Neste trabalho, a construção do vetor de dados 6×2pt e sua análise subsequente foram
realizadas por meio de uma pipeline única desenvolvida especialmente para este projeto (VGOZZI,
2025), que integra de forma robusta e flexível todas as etapas descritas até aqui, garantindo
a reprodutibilidade da análise. Nas seções seguintes, apresentamos os principais resultados
obtidos a partir das diversas análises conduzidas com essa pipeline.
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Capítulo 5

Resultados

Neste capítulo, apresentamos os resultados das análises de Fisher realizadas para diferen-
tes cenários no contexto de uma análise 6×2pt. A estrutura básica do vetor de dados segue o
modelo descrito na Seção 4.3, sendo submetida apenas a pequenas modificações com o objetivo
de explorar tais cenários. As variações consideradas incluem: o uso isolado de diferentes tipos
de galáxias espectroscópicas, a inclusão ou omissão dos efeitos de redshift space distortions
(RSD) no vetor de dados, a aplicação de múltiplas configurações de binagem tomográfica na
amostra espectroscópica e variações na fração do céu observada na matriz de covariância.

Para cada um desses cenários, avaliamos o poder de constrição sobre os parâmetros
cosmológicos — tanto no modelo padrão ΛCDM quanto em extensões como w0waCDM e
modelos com neutrinos massivos —, além de considerar parâmetros de nuisance associados
aos sistemáticos de alinhamento intrínseco e de bias das galáxias. Incluímos também, entre os
parâmetros de nuisance, aqueles que descrevem as incertezas fotométricas (photo-z) das amostras
do LSST: ∆z, que representa o desvio da média dos bins de redshift, e σz, que quantifica o
alargamento linear desses bins. Os priors para esses parâmetros, que seguem distribuições
Gaussianas da forma N (µ, σ) — em que µ é a média e σ é o desvio padrão —, estão detalhados
na Tabela 2.

Dessa forma, as seções a seguir apresentam os diferentes resultados obtidos em nossa
análise 6×2pt. Inicialmente, avaliamos individualmente o impacto das distintas populações
espectroscópicas (BGS, LRG e ELG) na análise 6×2pt utilizando o levantamento DESI. Em
seguida, comparamos os levantamentos DESI e 4MOST completos em termos de sua sinergia
com o LSST, considerando diferentes cenários cosmológicos. Também investigamos o efeito da
inclusão dos redshift space distortions (RSD) nos espectros angulares de potência e exploramos
diferentes estratégias de binagem tomográfica.



Capítulo 5. Resultados 81

Tabela 2 – Priors adotados para os parâmetros cosmológicos e de nuisance.

Parâmetros Priors

Parâmetros cosmológicos
Ωc N (0.29067, 0.02)
Ωb N (0.04575, 0.006)
σ8 N (0.819, 0.14)
h N (0.6714, 0.063)
ns N (0.9493, 0.08)
w0 N (−1.0, 0.8)
wa N (0.0, 2.0)∑
mν N (0.1, 0.1)

Parâmetros sistemáticos
b1···5 N (1.239, 0.9), N (1.378, 0.9), N (1.525, 0.9),

N (1.677, 0.9), N (1.832, 0.9)
AIA N (0.5, 3.9)
ηIA N (0.0, 2.3)
Parâmetros de nuisance da distribuição fotométrica
∆z1···5

lens N (0.0, 0.1)
∆z1···5

src N (0.0, 0.1)
σ1···5

z,lens N (1.0, 0.1)
σ1···5

z,src N (1.0, 0.1)

5.1 Tipo de Galáxia Espectroscópica: Análise Cosmológica e de Parâmetros de

Nuisance

Como primeiro resultado, investigamos o impacto das diferentes populações de galáxias
espectroscópicas na análise 6×2pt. Avaliamos separadamente as contribuições das três principais
amostras do levantamento DESI: BGS, LRG e ELG. Cada uma dessas populações apresenta
propriedades distintas — principalmente em termos de distribuição em redshift, densidade e
alcance em z — que afetam diretamente o poder de constrição sobre os parâmetros cosmológicos
e de nuisance.

A Figura 30 apresenta os resultados dessa análise, evidenciando o poder vinculante
sobre os parâmetros cosmológicos ao se considerar individualmente cada uma das populações
espectroscópicas no contexto do modelo ΛCDM, com cinco parâmetros livres: Ωc, Ωb, h, σ8 e ns.
Apesar de restringirmos a análise à região de sobreposição entre o DESI e o LSST para a análise
6x2pt e 3x2pt, observa-se que a inclusão de qualquer população espectroscópica contribui para a
redução das incertezas na maioria dos parâmetros cosmológicos — com destaque para σ8 e Ωc, e
ressalvas para ns e Ωb, cujos ganhos são quase nulos. Adicionalmente, observa-se que os vínculos
obtidos para a adição das populações BGS são visivelmente mais fracos em comparação com
aqueles derivados da adição das amostras LRG e ELG. Isso se deve ao fato de a amostra BGS
se concentrar em redshifts baixos (z < 0,5), cobrindo uma faixa estreita e, portanto, oferecendo
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acesso limitado à informação cosmológica em escalas maiores. Por outro lado, as populações
LRG e ELG se estendem a redshifts mais altos, permitindo sondar uma fração mais significativa
do intervalo de redshift. Isso as torna mais sensíveis a parâmetros associados à estrutura em
larga escala, como Ωc e σ8, resultando em contornos mais restritivos nesses parâmetros. Por
fim, a inclusão de populações espectroscópicas — independentemente do tipo — contribui de
forma decisiva para quebrar certas degenerescências presentes nas análises 3x2pt.

Figura 30 – Contornos de 68/98% de credibilidade para os parâmetros cosmológicos do modelo
ΛCDM obtidos a partir da análise 6x2pt considerando individualmente cada uma das
populações espectroscópicas do DESI: BGS (vermelho), LRG (laranja) e ELG (verde).
Para referência, incluímos também os contornos da análise 3x2pt (azul) utilizando
somente o fsky de overlap entre o LSST e o DESI.
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Em seguida, a Figura 31 apresenta os parâmetros de nuisance associados à calibração
dos redshifts das lentes fotométricas. Nota-se que a inclusão de populações espectroscópicas na
análise 6x2pt exerce um papel fundamental tanto na quebra das degenerescências quanto no
aperfeiçoamento dos vínculos desses parâmetros. A comparação com a análise 3x2pt (em azul),
que apresenta contornos amplos e fortemente degenerados, destaca como as amostras espectros-
cópicas funcionam como "âncoras"para a distribuição de redshift das lentes, possibilitando uma
calibração mais precisa dos parâmetros que a compõem. Cada uma dessas populações contribui
de maneira complementar: a amostra BGS (vermelho), ao cobrir redshifts baixos com alta
densidade de galáxias, oferece o maior ganho no primeiro bin tomográfico; já a amostra LRG
(laranja), localizada em redshifts intermediários, é particularmente eficaz na calibração dos bins
centrais; por fim, a amostra ELG (verde), mais representativa em redshifts elevados, aprimora a
calibração nos bins mais profundos. Essa complementaridade mostra o valor de se combinar
diferentes populações espectroscópicas, evidenciando a importância dessa combinação para o
controle robusto das incertezas fotométricas, o que, por sua vez, fortalece a análise cosmológica
de forma global.
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Figura 31 – Contornos de 68/98% de credibilidade para os parâmetros de nuisance associados à
calibração da distribuição de redshift das lentes fotométricas, obtidos a partir da análise
6x2pt com as populações espectroscópicas BGS (vermelho), LRG (laranja) e ELG (verde).
Para comparação, mostramos também os contornos da análise 3x2pt (azul) utilizando
apenas o fsky da região de overlap entre o LSST e o DESI.

Por fim, na Figura 32 apresentamos os parâmetros de nuisance associados à calibração
dos redshifts das fontes fotométricas. Diferentemente do que ocorre com os parâmetros das
lentes, observa-se que a inclusão de populações espectroscópicas na análise 6x2pt não resulta em
uma melhora tão expressiva neste caso. O impacto se restringe, em grande parte, à redução das
incertezas nos desvios do redshift médio (∆zi

s), com exceção do primeiro bin tomográfico, que
permanece pouco afetado. Por outro lado, os parâmetros associados à dispersão dos redshifts
(σi

zs
) não apresentam ganhos significativos. Esses resultados indicam que a adição de populações

espectroscópicas contribui, majoritariamente, para ancorar a média das distribuições de redshift
das fontes, sem, no entanto, fornecer informações relevantes sobre sua forma.
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Figura 32 – Contornos de 68/95% de credibilidade para os parâmetros de nuisance associados à
calibração da distribuição de redshift das fontes fotométricas, obtidos com a análise 6x2pt
utilizando separadamente as populações espectroscópicas BGS (vermelho), LRG (laranja)
e ELG (verde). Também incluímos os contornos da análise 3x2pt (azul) considerando
apenas o fsky correspondente à sobreposição entre LSST e DESI.
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5.2 DESI x 4MOST: Melhores Sinergias com o LSST

Como discutido na Seção 5.1, a utilização de múltiplas populações espectroscópicas —
BGS, LRG e ELG — é fundamental para aprimorar o poder vinculante da análise 6x2pt, tanto
em termos de parâmetros cosmológicos quanto na calibração de redshifts fotométricos. No
entanto, o impacto dessas populações depende fortemente das características específicas de cada
levantamento espectroscópico (alcance em redshift, densidade de galáxias e área de sobreposição
(fsky) com o LSST). Dito isto, dois dos levantamentos espectroscópicos mais relevantes nesse
contexto são o DESI (vista na seção anterior) e o 4MOST, ambos com programas que abrangem
uma amostragem diversificada de galáxias, incluindo BGS, LRG e ELG (como mencionado nas
seções 4.2.1 e 4.2.2). Embora compartilhem semelhanças em termos gerais das distribuições de
redshift, existem algumas diferenças que impactam diretamente suas sinergias com o LSST e o
vínculo sobre os parâmetros cosmológicos.

Com o objetivo de quantificar essas diferenças, avaliamos o impacto de cada survey na
análise 6x2pt utilizando os seus fsky de overlap com o LSST. Dessa forma, a Figura 33 apresenta
os contornos de credibilidade para os parâmetros cosmológicos ao se combinar o LSST com o
DESI (preto) e com o 4MOST (cinza). De forma geral, observa-se que o 4MOST proporciona
vínculos levemente mais precisos em todos os parâmetros; isso é reflexo direto da sua área de
sobreposição com o LSST, que é 1,875 vezes maior que a do DESI. Entretanto, essa diferença
deveria ser muito superior à mostrada nos contornos, porém isso não ocorre devido ao DESI
cobrir um intervalo de redshift mais amplo, estendendo-se até z ∼ 1.6, enquanto o 4MOST
é limitado a redshifts ligeiramente mais baixos z ∼ 1.2. Além disso, o DESI apresenta uma
densidade numérica de galáxias mais alta, o que faz com que seu ruído seja inferior quando
comparado à amostra do 4MOST, conferindo, assim, uma maior robustez estatística das suas
medidas e, portanto, vínculos mais robustos.

Diante disso, torna-se relevante considerar possíveis extensões do levantamento DESI.
Propostas recentes têm sugerido a expansão do seu footprint em direção ao hemisfério sul, com
o intuito de aumentar significativamente a região de overlap com o LSST (BOLTON; AL., 2018;
NEWMAN; AL., 2015). O estudo feito em (BOLTON; AL., 2018) aponta para a viabilidade
de estender essa cobertura para até 10,000 deg2, o que representaria um ganho significativo na
sinergia entre esses dois levantamentos. Com base nessas propostas, investigamos três cenários
representativos para a expansão da área de sobreposição do DESI com o LSST: (i) um cenário
modesto com 5,000 deg2, que representa um aumento de apenas 1,000 deg2 em relação ao overlap
atual; (ii) um cenário intermediário com 7,500 deg2, equivalente à área de sobreposição do
4MOST; e (iii) um cenário otimista com 10,000 deg2, refletindo a máxima extensão atualmente
considerada viável.

Dessa maneira, a Figura 34 apresenta os contornos de credibilidade para os parâmetros
cosmológicos considerando essas três configurações expandidas do DESI e a configuração atual
do 4MOST, sempre em combinação com o LSST. Os resultados dessa comparação indicam que,
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Figura 33 – Contornos de credibilidade a 68/95% para os parâmetros cosmológicos {Ωc, Ωb, h, σ8, ns},
comparando os resultados da análise 6x2pt obtidos com as frações de céu padrão dos
levantamentos. São consideradas as configurações combinadas LSST + DESI (4,000 deg2,
em preto) e LSST + 4MOST (7,500 deg2, em cinza).

mesmo com um aumento modesto da área para 5,000 deg2 (azul), os contornos obtidos com o
DESI já se tornam comparáveis aos do 4MOST para todos os parâmetros, com exceção de ns.
Isso sugere que as características intrínsecas da amostragem do DESI — como seu maior alcance
em redshift e maior densidade de objetos — são suficientes para compensar uma diferença
de até 2,500 deg2 em fsky. Isso reforça que, do ponto de vista da estrutura da amostragem
espectroscópica, o DESI é mais eficiente para vincular parâmetros cosmológicos. Ao se considerar
uma área de sobreposição de 7,500 deg2 (vermelho), equivalente à do 4MOST, os contornos do
DESI tornam-se mais estreitos unicamente devido às propriedades da distribuição de redshift
de sua amostragem — como uma maior densidade de galáxias e uma maior profundidade em
redshift —, resultando em vínculos cosmológicos mais precisos. No cenário mais otimista, com
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uma área de sobreposição de 10,000 deg2 (verde), os vínculos obtidos com o DESI superam
ainda mais os do 4MOST, reforçando que a sinergia entre LSST e DESI é mais eficaz do que
aquela entre LSST e 4MOST caso essa extensão ocorra. Vale ressaltar que esta análise adota
certas simplificações, ao considerar apenas a região de sobreposição entre os levantamentos
espectroscópicos na construção da matriz de covariância. Caso fosse adotada uma abordagem
mais realista — incorporando também o poder de constrição das regiões exclusivas de cada
levantamento espectroscópico (como os 14,000 deg2 do DESI e os 7,500 deg2 do 4MOST nas
autocorrelações espectroscópicas) — seria ainda mais evidente o potencial superior do DESI
para impor vínculos cosmológicos mais robustos em comparação ao 4MOST.

Figura 34 – Contornos de 68/95% de credibilidade para os parâmetros cosmológicos {Ωc, Ωb, h, σ8, ns},
obtidos a partir da análise 6x2pt combinando o LSST com diferentes configurações do
levantamento DESI (áreas de 5,000, 7,500 e 10,000 deg2) e com o levantamento 4MOST
(7,500 deg2 de sobreposição)
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Além dos parâmetros cosmológicos, é igualmente importante analisar o impacto desses
levantamentos espectroscópicos sobre os parâmetros de nuisance associados à distribuição
de redshift das lentes e fontes fotométricas do LSST. A Figura 35 mostra os contornos de
credibilidade para os parâmetros de nuisance associados à calibração dos redshifts das lentes,
comparando as amostras do DESI (sem extensão) e do 4MOST. Observa-se que, para os
parâmetros ∆z, ambas as amostras produzem vínculos equivalentes nos três primeiros bins
fotométricos (uma diferença de em torno de 10% para um valor da ordem de 10−3). Essa
equivalência se desfaz apenas nos redshifts mais altos, onde a amostragem do DESI se mostra
mais completa — com LRGs e ELGs alcançando regiões mais profundas em redshift —,
permitindo uma calibração mais eficaz por meio das correlações cruzadas. Para os parâmetros
σz, observa-se um comportamento ligeiramente diferente: as amostras do 4MOST apresentam
melhor poder vinculante nos três primeiros bins, o que se deve ao fato de estarem mais
concentradas em baixos redshifts; já para os últimos bins, o DESI se destaca em relação ao
4MOST, reflexo, novamente, da sua maior cobertura em redshifts mais elevados.

De maneira análoga ao caso das lentes, a Figura 36 apresenta a mesma análise dos
parâmetros de nuisance aplicada às fontes fotométricas. Dessa forma, os contornos resultantes
relacionados a ∆z são bastante semelhantes entre DESI e 4MOST, porém com uma relativa
melhora para o 4MOST devido à sua amostra mais concentrada em baixos redshifts, permitindo
mais correlações cruzadas entre as amostras das fontes. Já para os parâmetros σz, não se observa
diferença significativa entre as amostras, o que corrobora a análise apresentada na Seção 5.1,
onde foi identificado que a inclusão de populações espectroscópicas não contribui de forma
significativa para melhor vincular esses parâmetros. Esse resultado reforça a limitação das
correlações cruzadas em fornecer informações sobre a largura das distribuições de redshift das
fontes, destacando que, para as fontes, o ganho proporcionado pelas amostras espectroscópicas
se concentra, principalmente, nos desvios médios (∆z).

Dessa forma, embora o 4MOST apresente vínculos ligeiramente mais precisos para os
parâmetros cosmológicos nas configurações atuais, o DESI se destaca como a alternativa mais
promissora e robusta para maximizar o potencial científico da análise 6x2pt em sinergia com o
LSST. Mesmo com uma área de sobreposição inferior, sua maior densidade de galáxias e maior
alcance em redshift compensam essa limitação. Com a implementação de uma possível extensão
para o hemisfério sul, o DESI não apenas iguala, como supera o desempenho do 4MOST em
praticamente todos os aspectos avaliados — tanto na precisão dos parâmetros cosmológicos
quanto na calibração dos redshifts fotométricos. Diante disso, nas próximas seções, conduziremos
a análise utilizando exclusivamente a distribuição do DESI, com o objetivo de aprofundar a
investigação dos cenários e características da análise 6x2pt.
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Figura 35 – Contornos de 68/95% de credibilidade para os parâmetros de nuisance associados à
calibração da distribuição de redshift das lentes fotométricas, considerando a análise
6x2pt com duas configurações: LSST + DESI com 4,000 deg2 de sobreposição e LSST +
4MOST com 7,500 deg2.
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Figura 36 – Contornos de 68/95% de credibilidade para os parâmetros de nuisance relacionados à
calibração da distribuição de redshift das fontes fotométricas, considerando as mesmas
configurações da Figura 35.
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5.3 Análise 6x2pt da amostra completa em diferentes cenários cosmológicos

Definida a amostra espectroscópica com melhor sinergia com o LSST, iremos fazer a
análise completa 6x2pt nos diferentes cenários cosmológicos abordados neste capítulo: ΛCDM,
w0waCDM e ΛCDM + ∑

mν . Nessa etapa, também ampliamos o conjunto de parâmetros
de nuisance considerados com o objetivo de investigar todos os impactos nos parâmetros
cosmológicos, nos efeitos sistemáticos e nas incertezas associadas à calibração da distribuição de
redshifts fotométricos.

Com o intuito de obter estimativas mais realistas da capacidade da análise 6x2pt,
estendemos a região de estudo originalmente limitada à área de sobreposição entre o DESI e o
LSST para toda a área do LSST. Ainda que essa extensão utilize uma matriz de covariância
mais subestimada, ela nos permite obter contornos mais próximos dos que seriam obtidos caso
tivéssemos feito uma covariância mais realista.

Começando pelo cenário ΛCDM, a Figura 37 apresenta os contornos dos parâmetros
cosmológicos considerados. Observa-se que a análise 6x2pt proporciona vínculos mais precisos
para a maioria desses parâmetros, com exceção de ns, cuja determinação permanece amplamente
dominada pelas informações da RCF. Além disso, a análise 6x2pt revela uma melhora significativa
na quebra de degenerescências entre pares de parâmetros cosmológicos, como (σ8, ns), (Ωc, σ8)
e (h,Ωc), entre outros. Um ponto relevante é que, mesmo com a inclusão dos parâmetros de
nuisance, a análise 6x2pt recupera vínculos comparáveis àqueles obtidos na análise 3x2pt sem
esses tais parâmetros. Esse comportamento é resultado das correlações cruzadas com os bins
espectroscópicos, que atuam como âncoras ao calibrar os parâmetros de nuisance, mitigando o
impacto dessas incertezas na estimativa dos parâmetros cosmológicos.

No que diz respeito especificamente aos parâmetros de nuisance relacionados à distribui-
ção de redshift fotométrico do LSST, observa-se, na figura 38, que a inclusão da informação
espectroscópica do DESI melhora substancialmente a calibração desses parâmetros, ao mesmo
tempo que quebra parte significativa das degenerescências encontradas. Como já visto ante-
riormente, esse efeito é mais evidente para os bins de lente, cuja sobreposição com os dados
espectroscópicos permite uma ancoragem mais eficaz. Já na figura 39, para os parâmetros
relacionados aos bins das fontes, a ancoragem é bem mais sutil ou até mesmo inexistente, com
exceção dos parâmetros que descrevem o desvio médio do redshift.

Quanto aos parâmetros sistemáticos, nota-se que a inclusão da análise 6x2pt contribui
para vínculos mais precisos sobre os parâmetros relacionados ao bias das galáxias. Além
disso, a inclusão da informação espectroscópica contribui especialmente para a quebra de
degenerescências envolvendo os parâmetros de calibração da distribuição de redshift das lentes,
bem como os próprios parâmetros de bias de galáxias (figura 38). Por fim, também se observa
um ganho modesto na determinação dos parâmetros de alinhamento intrínseco, AIA e ηIA, bem
como uma leve redução nas degenerescências entre esses parâmetros e os que descrevem o desvio
médio dos bins das fontes (figura 39).
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Figura 37 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para os parâmetros do modelo ΛCDM. As
curvas em azul correspondem à análise 3x2pt sem a inclusão dos parâmetros de nuisance,
enquanto as curvas em cinza mostram a mesma análise com esses parâmetros considerados.
Já as curvas em vermelho representam a análise completa 6x2pt do LSST com o DESI,
assumindo uma fração do céu de 18 mil graus quadrados (área do ceu do LSST).
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Figura 38 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para os parâmetros de bias de galáxias e os
parâmetros de nuisance associados à distribuição de redshift das lentes, no modelo
ΛCDM. As curvas em cinza correspondem à análise 3x2pt, enquanto as curvas em
vermelho representam a análise completa 6x2pt, assumindo uma fração do céu de 18 mil
graus quadrados.
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Figura 39 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para o parâmetros de alinhamento intrínsico e
os parâmetros de nuisance relacionados a distribuição de redshift das fontes no modelo
ΛCDM. as curvas em cinza mostram a mesma análise 3x2pt. Já as curvas em vermelho
representam a análise completa 6x2pt, assumindo uma fração do céu de 18 mil graus
quadrados.
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No cenário w0waCDM, os resultados seguem, em linhas gerais, o mesmo comportamento
observado no caso ΛCDM (principalmente os resultados associados aos parâmetros de nuisance).
A introdução dos parâmetros w0 e wa, no entanto, afeta os vínculos cosmológicos ao reintroduzir
algumas degenerescências que haviam sido mitigadas no modelo ΛCDM, além de enfraquecer
as restrições sobre certos parâmetros cosmológicos (figura 40). Ainda assim, a análise 6x2pt
continua a fornecer melhorias nos vínculos para a maioria dos parâmetros, embora os ganhos
sejam mais modestos nesse cenário. Destaca-se, em especial, o parâmetro σ8, que aparece bem
menos vinculado. Isso se dá devido ao parâmetro σ8 ser dependente da expansão cósmica,
que por sua vez é dependente dos parâmetros associados à energia escura, de modo a existir
certa "compensação". Focando agora mais especificamente nos parâmetros da equação de
estado da energia escura, w0 e wa, na figura 41, observa-se que a análise 6x2pt proporciona
ganhos significativos nas suas restrições, além de contribuir para quebrar degenerescências desses
parâmetros com certos parâmetros de nuisance (∆z, b, AIA).

Figura 40 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para os parâmetros cosmológicos variáveis
do modelo w0waCDM. As curvas azuis mostram a análise 3x2pt sem parâmetros de
nuisance, as cinzas com esses parâmetros, e as vermelhas a análise 6x2pt.
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Figura 41 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% no modelo w0waCDM para os parâmetros w0 e
wa e parâmetros como: ∆z, b, AIA. As curvas em cinza correspondem à análise 3x2pt
com a inclusão dos parâmetros de nuisance; Já as curvas em vermelho representam a
análise completa 6x2pt incorporando dados do DESI

Por fim, no cenário com neutrinos massivos, observa-se pouca diferença global em relação
ao modelo ΛCDM (sem mudanças aos parâmetros de nuisance e pouca mudança nos parâmetros
cosmológicos). A análise 6x2pt continua proporcionando melhorias nos vínculos cosmológicos,
de forma semelhante aos demais cenários avaliados, como mostrado na figura 42. No entanto,
vale destacar os resultados referentes ao parâmetro associado à soma das massas dos neutrinos,∑
mν . Especificamente, a análise 6x2pt contribui para um leve aprimoramento nos vínculos

sobre ∑mν , além de reduzir as degenerescências entre esse parâmetro e σ8. Por outro lado,
observam-se degenerescências ligeiramente intensificadas entre ∑mν e os parâmetros h e ns. No
que diz respeito aos parâmetros de nuisance, a análise 6x2pt também se mostra útil ao ajudar a
quebrar a degenerescência entre ∑mν e os parâmetros de bias das galáxias (figura 43).
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Figura 42 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para os parâmetros cosmológicos variáveis do
modelo ΛCDM +

∑
mν . As curvas em azul correspondem à análise 3x2pt sem a inclusão

dos parâmetros de nuisance, enquanto as curvas em cinza mostram a mesma análise
com esses parâmetros considerados. Já as curvas em vermelho representam a análise
completa 6x2pt incorporando dados do DESI, assumindo uma fração do céu de 18 mil
graus quadrados.
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Figura 43 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para o parâmetro da soma das massas de
neutrinos e parâmetros de bias de galaxias. As curvas em vermelho correspondem à
análise 3x2pt incluindo os parâmetros de nuisance; Já as curvas em vermelho representam
a análise completa 6x2pt incorporando dados do DESI, assumindo uma fração do céu de
18 mil graus quadrados.
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5.4 Variação do Binning Espectroscópico na Análise 6x2pt

Outra análise relevante consiste em investigar diferentes configurações de binning para
a distribuição de redshifts espectroscópica. Inicialmente, adotamos uma largura de bin fixa
de ∆z = 0,2, mas é importante explorar como alternativas mais estreitas, como ∆z = 0,1 e
∆z = 0,05, impactam os vínculos sobre os parâmetros cosmológicos e de nuisance na análise
6x2pt.

Dessa forma, as figuras 44 e 45 apresentam o impacto dessas diferentes configurações de
comprimento de redshift no cenário ΛCDM. Observa-se que o uso de bins espectroscópicos mais
estreitos resulta em uma melhora sutil nos vínculos dos parâmetros cosmológicos (figura 44).
Em particular, os parâmetros σ8 e Ωc apresentam os maiores ganhos, com uma melhora de
aproximadamente 6% ao se utilizar ∆z = 0,1, e de até 20% com ∆z = 0,05. Além disso,
observa-se uma maior capacidade desses bins mais finos de restringir os parâmetros de dispersão
fotométrica (σz) e os parâmetros de bias das galáxias — especialmente nos primeiros bins
fotométricos (figura 45). Essa melhora decorre do fato de que bins espectroscópicos mais finos
proporcionam uma melhor resolução radial, o que permite uma ancoragem mais precisa dessas
propriedades das distribuições de redshift. No caso dos parâmetros de deslocamento médio,
∆zlens, observa-se uma leve variação nos erros entre os diferentes cenários. No entanto, como os
valores absolutos dessas incertezas já são suficientemente pequenos, essa diferença é desprezível.
Assim, podemos considerar que os vínculos sobre ∆zlens permanecem, na prática, inalterados,
apesar da pequena diferença visível na figura.

Vale destacar que esses ganhos podem ser ainda mais expressivos caso não considerássemos
a aproximação de Limber, cuja validade se reduz significativamente para bins espectroscópicos
estreitos. Em particular, a aproximação de Limber tende a suprimir o sinal de correlações
cruzadas entre os bins fotométrico e espectroscópico com pouco overlap, o que pode comprometer
a recuperação de informações relevantes nas análises com bins mais finos.

Além disso, a adoção de bins mais finos acarreta um custo computacional elevado, pois o
número de combinações de correlações angulares entre os bins aumenta consideravelmente, sendo:
85 combinações para ∆z = 0,2, 138 para ∆z = 0,1 e 247 para ∆z = 0,05. Consequentemente, o
tempo necessário para se calcular a matriz de covariância também cresce: aproximadamente 36
minutos para ∆z = 0,2, 2 horas e 36 minutos para ∆z = 0,1 e até 20 horas e 27 minutos para
∆z = 0,05 — valores que podem ser parcialmente mitigados por otimizações do nosso código.

Vale destacar que os custos computacionais seriam ainda mais elevados na ausência da
aproximação de Limber. Apesar de haver esforços para otimizar códigos capazes de calcular
os espectros angulares Cℓ sem recorrer a essa aproximação (LEONARD et al., 2023), essas
abordagens ainda exigem um custo computacional elevado comparado à aproximação de Limber.
Assim, embora a adoção de bins tomográficos mais finos possa aprimorar as restrições sobre
alguns parâmetros, ela tende a aumentar significativamente a complexidade computacional do
processo.
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Figura 44 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para diferentes configurações de binning
espectroscópico, considerando os parâmetros cosmológicos variáveis do modelo ΛCDM.
As curvas em vermelho correspondem à análise 6x2pt LSST+DESI com bins com
comprimento ∆z = 0,2, as curvas em verde referem-se à configuração com ∆z = 0,1, e
as curvas em laranja representam o caso mais fino, com ∆z = 0,05.
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Figura 45 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para diferentes configurações de binning
espectroscópico, considerando os parâmetros de nuisance das lentes. As curvas em
vermelho correspondem à análise 6x2pt LSST+DESI com bins com comprimento ∆z =
0,2, as curvas em verde referem-se à configuração com ∆z = 0,1, e as curvas em laranja
representam o caso mais fino, com ∆z = 0,05.
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5.5 Impacto de RSD linear na análise 6x2pt

Como última análise, investigamos o impacto das distorções de redshift (RSD) lineares
na análise 6x2pt. Embora esse efeito já seja relevante mesmo em surveys puramente fotométricos

— como discutido em (TANIDIS; AL., 2023) —, sua importância tende a ser ainda maior em
análises com espectroscopia, devido à sua resolução radial que melhor captura esse efeito.

Para avaliar esse impacto, realizamos uma análise comparando dois vetores de dados
idênticos da combinação LSST + DESI com binning de ∆z = 0,2: um deles inclui o efeito
de RSD (como feito ao longo deste trabalho), enquanto o outro desconsidera esse efeito na
modelagem teórica. A Figura 46 mostra os vínculos resultantes sobre os parâmetros cosmológicos.
Observa-se que, de forma global, não há diferença significativa no poder de constrição desses
parâmetros nos dois cenários, ou seja, as duas gaussianas estão sobrepostas. Vale ressaltar que
apesar de não ter sido mostrado, o processo se repete para todos os parâmetros de nuisance, de
forma que, considerar ou não RSD não causa impacto nos contornos.

Com o objetivo de investigar a identificabilidade do efeito de RSD, utilizamos a Figura 47,
na qual avaliamos a diferença absoluta entre os vetores de dados com e sem RSD, normalizada
pelo desvio padrão do ruído teórico. Os resultados mostram que, para a maioria das combinações
de galaxy clustering com weak lensing, o impacto de incluir ou não RSD é inferior a 1% do desvio
padrão. Já nas combinações envolvendo apenas galaxy clustering, as diferenças são tipicamente
inferiores a 5%, exceto para os pares LRG × LRG e ELG × ELG, nos quais a discrepância
pode atingir aproximadamente 6% e 14% do desvio padrão, respectivamente. Note também
que essa avaliação foi realizada considerando as escalas definidas na Seção 4.3 (20 ≤ ℓ ≤ 2000);
portanto, a adoção de valores menores para ℓmin poderia resultar em discrepâncias ainda maiores
na avaliação da não inclusão do efeito de RSD.

Esses resultados indicam que RSD tem impacto considerável na análise 6x2pt de forma
que, embora essa inclusão não altere substancialmente as incertezas dos parâmetros, sua omissão
na modelagem teórica pode induzir viéses nas estimativas dos vínculos cosmológicos — ou seja,
comprometeria não a precisão, mas, sim, a acurácia desses parâmetros.

Vale notar que essa análise de identificabilidade representa apenas uma estimativa
qualitativa do potencial impacto de RSD. Para uma avaliação quantitativa e robusta do viés
induzido por não se considerar RSD, seria necessário realizar um cálculo explícito de Fisher
bias, o que permitiria estimar diretamente os viéses provocados nos parâmetros cosmológicos. A
implementação dessa análise mais completa foi deixada para trabalhos futuros.
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Figura 46 – Contornos de credibilidade a 68% e 95% para os parâmetros cosmológicos variáveis do
modelo ΛCDM, considerando a análise 6x2pt LSST+DESI com binning espectroscópico
de ∆z = 0,2. As curvas em vermelho correspondem à modelagem teórica com inclusão
do efeito de RSD, enquanto as curvas em vermelho representam o caso em que esse efeito
é desconsiderado.
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Figura 47 – Diferença absoluta entre os vetores de dados com e sem a inclusão do efeito de RSD,
normalizada pelo desvio padrão do ruído teórico correspondente a cada observável de
galaxy clustering no vetor 6x2pt.
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Capítulo 6

Conclusões e próximos passos

Neste trabalho, realizamos uma análise da metodologia 6x2pt, que combina dados
fotométricos do LSST com levantamentos espectroscópicos do DESI e do 4MOST, com o
objetivo de quantificar os ganhos na determinação dos parâmetros cosmológicos e de nuisance em
comparação à análise "standard"(3x2pt), mais comumente utilizada pela comunidade científica.
Nossa abordagem considerou diferentes cenários cosmológicos (ΛCDM, w0waCDM e ΛCDM +∑
mν) e incluiu a não marginalização sobre parâmetros de nuisance, contemplando incertezas na

calibração das distribuições de redshift (∆z, σz) para ambas as amostras fotométricas (lentes e
fontes), além de parâmetros associados a sistemáticos, como o bias das galáxias e os parâmetros
de alinhamento intrínseco. Note, porém, que apesar dessas considerações, adotamos uma
metodologia preliminar, utilizando uma matriz de covariância simplificada (assumindo somente
um valor de fsky) e desconsiderando o cross noise entre as medidas de galaxy clustering das
amostras espectroscópica e fotométrica, com o objetivo de facilitar o cálculo e o tratamento
computacional e numérico durante a análise. Assim, todos os resultados apresentados devem
ser interpretados como comparações relativas entre cenários de "mesma ordem de grandeza", e
não como previsões realistas do que se espera obter com dados observacionais.

Apesar dessas limitações, concluímos que a inclusão de uma amostra espectroscópica
global — composta por BGS, LRG e ELG — é fundamental para calibrar, por meio de correlações
cruzadas, todos os bins das amostras fotométricas do LSST. Cada população espectroscópica
desempenha um papel específico na calibração dos bins: a BGS é particularmente eficaz nos
primeiros bins, a LRG nos bins intermediários e a ELG nos bins mais profundos. Em termos de
parâmetros cosmológicos, observamos que as amostras LRG e ELG são mais eficientes do que
a BGS para fortalecer os vínculos, devido ao seu range de redshift. Como perspectiva futura
para esta análise, destaca-se a possibilidade de se estender o estudo para avaliar o impacto da
inclusão das amostras de quasares e de Lyman-α quasares do DESI. Embora a amostra ELG
já cubra adequadamente a faixa de redshift das amostras do LSST — sendo suficiente para a
calibração dos parâmetros fotométricos —, a inclusão desses alvos adicionais pode reforçar ainda
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mais o poder vinculante sobre os parâmetros cosmológicos, uma vez que exploram redshifts
mais elevados (até z ∼ 2,1 para quasares e acima de z ∼ 2,1 para Lyman-α).

Em seguida, avaliamos qual amostra espectroscópica global — entre DESI e 4MOST —
apresenta melhor sinergia com o LSST na análise 6x2pt. Inicialmente, ao considerarmos apenas
o poder vinculante nas regiões de overlap com o LSST, o 4MOST aparenta apresentar um poder
vinculante ligeiramente superior. No entanto, essa diferença é sutil: mesmo com uma área de
overlap aproximadamente 1,875 vezes menor, o DESI ainda atinge um nível de restrição similar
ao do 4MOST. Nesse sentido, motivado pela proposta de expansão da área de overlap do DESI
com o LSST, concluímos que um aumento de apenas 1000 deg2 já colocaria o DESI em igualdade
de desempenho com o 4MOST. Além disso, ao se considerar um fsky de overlap equivalente, a
amostra do DESI passa a superar os vínculos obtidos. Assim, concluímos que a amostra do
DESI apresenta maior sinergia com o LSST, especialmente possíveis cenários futuros com maior
área de sobreposição. Note que essa análise foi realizada apenas na região de overlap entre as
amostras; assim, como perspectiva futura, torna-se necessária uma avaliação mais abrangente,
considerando todas as regiões do céu cobertas pelo LSST e pelo DESI/4MOST, para então
definir de forma quantitativa qual amostra apresenta a melhor sinergia — embora já se espere
que o DESI se destaque como a opção superior.

No contexto de diferentes modelos cosmológicos, a análise 6x2pt apresentou ganhos
significativos nos vínculos dos parâmetros em comparação à análise 3x2pt com parâmetros
de nuisance, alcançando níveis próximos aos obtidos na análise tradicional 3x2pt sem esses
parâmetros adicionais. Além disso, observou-se uma melhora expressiva nos próprios vínculos dos
parâmetros de nuisance, conforme já indicado em análises anteriores. Nos três modelos avaliados,
os ganhos foram semelhantes, com pequenas variações entre eles. No caso do w0waCDM, algumas
degenerescências previamente mitigadas voltam a aparecer, resultando em contornos menos
restritivos em comparação ao tradicional ΛCDM — embora ainda próximos aos resultados
da análise 3x2pt sem nuisance. Por outro lado, observa-se um ganho significativo na quebra
da degenerescência entre os parâmetros ∆z e w0wa. Já a inclusão de neutrinos massivos não
altera de forma significativa os vínculos sobre os demais parâmetros cosmológicos em relação
ao ΛCDM; o principal destaque é a melhora sutil nos vínculos sobre a soma das massas dos
neutrinos, além de um ganho relevante na redução das degenerescências entre esses parâmetros
e σ8 e o bias das galáxias.

Já a análise do impacto de bins espectroscópicos mais finos revelou que a adoção de
comprimentos de bin menores (∆z = 0,1 e ∆z = 0,05) proporciona ganhos sutis em relação à
análise previamente feita com ∆z = 0,2, especialmente nos parâmetros σ8, σz e b. No entanto,
esses ganhos vêm acompanhados de um custo computacional elevado na geração do vetor de
dados e são limitados pela validade da aproximação de Limber em bins tão estreitos.

Por fim, quanto ao impacto do efeito de RSD na análise 6x2pt, concluímos que, embora
sua exclusão não afete diretamente a precisão dos parâmetros estimados, ela pode introduzir
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vieses que comprometem a acurácia da análise. Como perspectiva futura, a incorporação do
cálculo de Fisher bias na pipeline será essencial para quantificar, de forma robusta, o viés
induzido pela ausência do RSD no modelo teórico.

Para o futuro deste trabalho, planejamos adotar uma matriz de covariância mais robusta,
incorporando não apenas diferentes valores de fsky, mas também termos não-Gaussianos e
contribuições de super-sample covariance (SSC). Além disso, torna-se essencial um tratamento
cuidadoso do cross-noise, que foi desconsiderado neste trabalho. Uma possível abordagem
consiste em realizar uma seleção no espaço de cor para cada uma das amostras, com o objetivo
de remover galáxias presentes simultaneamente nos dois levantamentos (LSST e DESI). Outra
adição relevante é a substituição da aproximação de Limber, especialmente nas análises de
binnings mais finos — já que essa aproximação suaviza parte significativa dos sinais nas
correlações com pouco overlap — e nas análises de impacto de RSD, dado que os efeitos de RSD
introduzem correlações em redshift que também são suprimidas por essa aproximação. Por fim,
a inclusão de efeitos não lineares de RSD constitui outro aspecto importante a ser investigado
na nossa análise 6x2pt.

De modo geral, apesar de adotarmos uma abordagem simplificada, este trabalho repre-
senta um ponto de partida promissor para explorar os potenciais ganhos que sua aplicação
pode trazer não apenas para as análises realizadas pelo LSST, mas também para a cosmologia
observacional como um todo.
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Apêndice A

Demonstração da relação entre a função de
correlação e o espectro de potência

Neste apêndice, demonstramos a relação entre a função de correlação espacial ξ(r) e o
espectro de potência P(k), apresentada na equação (2.120) do texto principal. Essa relação
decorre da transformada de Fourier tridimensional da função de correlação, considerando as
simetrias de translação e rotação do espaço.

Começamos pela definição da função de correlação no espaço de Fourier:

⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ =
∫
d3x d3x′ e−ik·x eik′·x′ ⟨δ(x)δ(x′)⟩. (A.1)

Fazendo a mudança de variável r = x − x′ e mantendo x′ fixa, temos:

⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ =
∫
d3r d3x′ e−ik·r e−i(k−k′)·x′

ξ(r), (A.2)

onde definimos que ⟨δ(x)δ(x′)⟩ = ξ(r). A integral sobre x′ nos dá uma função delta de Dirac
tridimensional:

∫
d3x′ e−i(k−k′)·x′ = (2π)3δ3

D(k − k′). (A.3)

Portanto, obtemos:

⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ = (2π)3δ3
D(k − k′)

∫
d3r e−ik·r ξ(r) ≡ (2π)3δ3

D(k − k′)P(k). (A.4)

A função P(k), chamada de espectro de potência, é então definida como a transformada
de Fourier tridimensional da função de correlação ξ(r):
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P(k) =
∫
d3r e−ik·r ξ(r). (A.5)

Como a função de correlação depende apenas da distância r = |r| devido à invariância
rotacional, podemos escrever a integral em coordenadas esféricas. Usando que k · r = kr cos θ,
temos:

P(k) =
∫
d3r ξ(r) e−ik·r (A.6)

=
∫ ∞

0
dr r2 ξ(r)

∫ 1

−1
d(cos θ) e−ikr cos θ

∫ 2π

0
dφ (A.7)

= 2π
∫ ∞

0
dr r2 ξ(r)

∫ 1

−1
d(cos θ) e−ikr cos θ (A.8)

= 2π
∫ ∞

0
dr r2 ξ(r) · 2 sin(kr)

kr
(A.9)

= 4π
k

∫ ∞

0
dr r sin(kr) ξ(r). (A.10)

Assim, obtemos a equação (2.120) do texto principal:

P(k) = 4π
k

∫ ∞

0
dr r sin(kr) ξ(r). (A.11)
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Apêndice B

Derivação das expressões para os coeficientes
multipolares

Neste apêndice, apresentamos a identidade matemática conhecida como expansão de
onda plana de Rayleigh, essencial para expressar uma exponencial complexa eik·r em termos
de harmônicos esféricos e funções esféricas de Bessel. Essa expansão desempenha um papel
fundamental na cosmologia, especialmente na análise de projeções angulares sobre a esfera
celeste, como ocorre nas expressões para os coeficientes Aℓm e Bℓm definidas nas equações (3.5)
e (3.6).

Para compreendermos a manipulação dessas expressões, é importante conhecer a forma
explícita dessa expansão, que é dada por:

eik·χ = 4π
∞∑

ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

iℓjℓ(kχ)Y ∗
ℓm(k̂)Yℓm(n̂)), (B.1)

onde jℓ(kχ) é a função esférica de Bessel de ordem ℓ, Yℓm(r̂) são os harmônicos esféricos,

Essa expansão é particularmente útil ao integrarmos expressões que envolvem produtos
de exponenciais com harmônicos esféricos, pois permite usar a seguinte ortonormalidade:

∫
dΩY ∗

ℓm(n̂)Yℓ′m′(n̂) = δℓℓ′δmm′ . (B.2)

Nesse sentido, vamos detalhar o processo que leva das equações (3.5) e (3.6) até as
expressões finais (B.8) e (3.9). Para isso, iniciamos reescrevendo explicitamente as equações
(3.5) e (3.6):

Aℓm =
∫
dΩ

[∫ ∞

0
dχFA(χ) 1

(2π)3

∫
d3k A(k)eik·χn̂

]
Y ∗

ℓm(n̂), (B.3)
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B∗
ℓ′m′ =

∫
dΩ′

[∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′) 1

(2π)3

∫
d3k′ B∗(k′)e−ik′·χ′n̂′

]
Yℓ′m′(n̂′). (B.4)

Em seguida aplicamos a expansão de onda plana de Rayleigh nessas equações obtendo
os seguintes resultados

Aℓm = 4π
∞∑

ℓ1=0

ℓ1∑
m1=−ℓ1

iℓ1
∫
dΩ

[∫ ∞

0
dχFA(χ) jℓ1(kχ) 1

(2π)3

∫
d3k A(k)

]
Y ∗

ℓm(n̂)Y ∗
ℓ1m1(k̂)Yℓ1m1(n̂),

(B.5)

B∗
ℓ′m′ = 4π

∞∑
ℓ2=0

ℓ2∑
m2=−ℓ2

i−ℓ2
∫
dΩ′

[∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′)jℓ2(kχ) 1

(2π)3

∫
d3k′ B∗(k′)

]
Yℓ′m′(n̂′)Yℓ2m2(k̂)Y ∗

ℓ2m2(n̂).

(B.6)

Utilizando a relação de ortonormalidade B.2, temos:

Aℓm = iℓ

2π2

∫
d3k A(k)Y ∗

ℓm(k̂)
[∫ ∞

0
dχFA(χ) jℓ(kχ)

]
, (B.7)

B∗
ℓ′m′ = i−ℓ′

2π2

∫
d3k′ B∗(k′)Yℓ′m′(k̂′)

[∫ ∞

0
dχ′ FB(χ′) jℓ′(k′χ′)

]
. (B.8)

resultando assim, na equação (B.8) e (3.9).
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Apêndice C

Derivação da Matriz de Fisher para uma
Likelihood Gaussiana

Neste apêndice, apresentamos a demonstração detalhada da equação (4.15), que define
a matriz de Fisher no caso em que a função de likelihood é assumida como uma Gaussiana
multivariada.

Iniciamos considerando o logaritmo da função de likelihood definida na equação (4.12),
cuja forma explícita é:

ln L(d|θ) = −1
2(d − µ)⊤C−1(d − µ) − 1

2 ln(2π) − 1
2 ln [det C] , (C.1)

em que µ = ⟨d⟩ representa o vetor de médias teóricas dos observáveis, calculado a partir
dos parâmetros θ, e C é a matriz de covariância associada aos dados.

Como mostrado na equação (4.14), a matriz de Fisher é definida como o valor esperado
da curvatura negativa da log-likelihood:

Fij = −
〈
∂2 ln L
∂θi∂θj

〉
. (C.2)

Para avançar com o cálculo, é conveniente reescrever o termo quadrático da log-likelihood
utilizando somatórios explícitos:

ln L = −1
2

Nd∑
a=1

Nd∑
b=1

(da − µa)C−1
ab (db − µb) − 1

2 ln(2π) − 1
2 ln[det C]. (C.3)

Em seguida, derivamos essa expressão em relação a um dos parâmetros θi, obtendo:
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∂ ln L
∂θi

=
∑
a,b

{
∂µa

∂θi

C−1
ab (db − µb) + 1

2(da − µa)C−1
ac

∂Ccd

∂θi

C−1
db (db − µb) − 1

2Tr
[
C−1∂C

∂θi

]}
. (C.4)

Para obter essa equação, utilizamos as seguintes identidades matriciais:

dC−1

dθ
= −C−1dC

dθ
C−1, (C.5)

d ln det C
dθ

= Tr
(

C−1dC
dθ

)
. (C.6)

Dando continuidade, tomamos a segunda derivada da equação (C.4), resultando em:

∂2 ln L
∂θi ∂θj

=
Nd∑
a=1

Nd∑
b=1


(
∂2µa

∂θi∂θj

C−1
ab − ∂µa

∂θi

C−1
ac

∂Ccd

∂θj

C−1
db

)
(db − µb) − ∂µa

∂θi

C−1
ab

∂µb

∂θj

− 1
2
∂µa

∂θj

C−1
ac

∂Ccd

∂θi

C−1
db (db − µb) − 1

2(da − µa)
[
C−1

ac

∂Ccd

∂θj

C−1
de

∂Cef

∂θi

C−1
fb

−C−1
ac

∂2Ccd

∂θi∂θj

C−1
db + C−1

ac

∂Ccd

∂θi

C−1
de

∂Cef

∂θj

C−1
fb

]
(db − µb) − 1

2(da − µa)C−1
ac

∂Ccd

∂θi

C−1
db

∂µb

∂θj

+ 1
2C

−1
ac

∂Ccd

∂θj

C−1
de

∂Ceb

∂θi

− 1
2C

−1
ac

∂2Ccb

∂θi∂θj


(C.7)

Para prosseguir com a derivação da matriz de Fisher, é necessário calcular o valor
esperado da expressão acima, avaliado no ponto fiducial θ0. Neste contexto, utilizamos a
definição de covariância ⟨(da − µa)(db − µb)⟩ = Cab, a qual permite transformar os termos
quadráticos em traços. Além disso, como ⟨d⟩ = µ(θ0), os termos proporcionais a ⟨d − µ⟩ se
anulam.

Com isso, obtemos:

2
〈
∂2 ln L
∂θi ∂θj

〉
θ=θ0

= − 2 Tr
[
∂µ⊤

∂θi

C−1 ∂µ

∂θj

]
− Tr

[
C−1∂C

∂θj

C−1∂C
∂θi

C−1C
]

+ Tr
[
C−1 ∂2C

∂θi∂θj

C−1C
]

− Tr
[
C−1∂C

∂θi

C−1∂C
∂θj

C−1C
]

+ Tr
[
C−1∂C

∂θj

C−1∂C
∂θi

]
− Tr

[
C−1 ∂2C

∂θi∂θj

]

= − 2 Tr
[
∂µ⊤

∂θi

C−1 ∂µ

∂θj

]
− Tr

[
C−1∂C

∂θi

C−1∂C
∂θj

]
(C.8)

Finalmente, obtemos a expressão compacta para a matriz de Fisher, no caso de uma
likelihood Gaussiana:
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Fij = ∂µ⊤

∂θi

C−1 ∂µ

∂θj

+ 1
2Tr

[
C−1∂C

∂θi

C−1∂C
∂θj

]
. (C.9)
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