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RESUMO

VALADAO, E.C. Investigando o Efeito de Vazamento de Energia Escura na Escala de
Kiloparsecs com Lentes Gravitacionais Fortes. 2025. 196 f. Dissertagdo (Mestrado em
Fisica) — , Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro, 2025.

O mecanismo de blindagem de Vainshtein ¢ parcialmente quebrado em teorias
Escalares-Tensoriais de Ordem Superior Degeneradas (DHOST). No contexto do forma-
lismo da Teoria de Campos Efetiva de Energia Escura (EFTDE), esse efeito implica no
vazamento de energia escura para escalas astrofisicas. No regime quase-estatico, existem
duas solugoes possiveis para os dois potenciais métricos de campo fraco, que sao distin-
tos entre si, ao contrario do caso da Relatividade Geral. Este efeito peculiar pode ser
investigado em escalas de kiloparsecs combinando-se o fenémeno de lenteamento gravita-
cional forte com a dinamica galdctica das lentes, especialmente no caso de galaxias-lente
elipticas. Com esse proposito, neste trabalho é utilizado uma compilacao de 280 sistemas
lente-fonte galaxia-galaxia, dos quais uma grande parte dos dados fazem parte da recém-
langada base de dados Last Stand Before Rubin (LaStBeRu). Uma anélise conjunta de
lentes fortes e dispersoes de velocidade estelar é realizada para restringir os parametros da
EFTDE que aparecem nessas escalas quando se assume que a velocidade das ondas gravi-
tacionais é igual a da luz no vacuo, isto é, ag e $;. A andlise para a primeira solugao, que
viola a blindagem apenas dentro de distribui¢oes de matéria, resulta em ay = 0,037f8z8§}1,
enquanto o parametro ; nao pode ser restringido de forma significativa com este con-
junto de dados, sendo necessario uma extensao da amostra para abranger lentes mais
massivas. Para a subclasse beyond-Horndeski, na qual 5 = 0, a estimativa sobre ag
é ligeiramente mais restringente: ay = 0,035 4+ 0,025. Com relacdo a segunda solucao,
que quebra totalmente a blindagem, obtém-se que oy = 0,036 £ 0,025. Diferentes fun-
dos cosmolégicos planos, como ACDM, wCDM e wyw,CDM, sao também considerados.
Entendemos ser estas as primeiras estimativas obtidas nas escalas de kpc para esses mode-
los, favorecendo ay > 0, mas sendo compativeis em dois sigma com a Relatividade Geral.

Palavras-chave: Teoria de Campos Efetiva de Energia Escura. Teorias DHOST. Lentes

Gravitacionais Fortes. Dispersao de Velocidades.



ABSTRACT

VALADAO, E.C. Probing the dark energy leakage effect on kiloparsec scales through
gravitational lensing. 2025. 196 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) — , Centro
Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro, 2025.

The Vainshtein screening mechanism is partially broken in Degenerate Higher-
Order Scalar-Tensor (DHOST) theories. Within the formalism of the Effective Field The-
ory of Dark Energy (EFTDE), this effect implies that dark energy leaks into astrophysical
scales. In the quasi-static regime, two possible solutions exist for the two weak-field metric
potentials, which are distinct from one another, contrarily to the General Relativity case.
This effect can then be probed at kiloparsec scales by combining gravitational lensing
with galaxy dynamics, specially in the case of strong lensing by early-type galaxies. This
paper uses a value-added compilation of 280 galaxy-galaxy lensing systems, a great part
of which comprises new collected data from the recently-released Last Stand Before Rubin
(LaStBeRu) database. A joint analysis of strong lensing and stellar velocity dispersions
is performed in order to constrain the EFTDE parameters that appear on those scales
when it is assumed that the speed of gravitational waves is that of light in vacuum, that
is, ag and ;. The analysis for the first solution, which only breaks the screening inside
matter distributions, yields agy = 0.037190s4, whereas the parameter 3, cannot be mea-
ningfully constrained with this dataset and requires a sample extension as to encompass
more massive lenses. For the beyond-Horndeski subclass, in which g, = 0, the constraint
on ay is slightly tighter: ay = 0.035 + 0.025. As for the second solution, which fully
breaks the screening, the constraint is given by ay = 0.036 +0.025. Distinct flat cosmolo-
gical backgrounds, such as ACDM, wCDM and wyw,CDM, are further considered. These
constraints are the first obtained at the kpc scales for these models, favoring ay > 0 and
being compatible at two sigma with General Relativity.

Keywords: Effective Field Theory of Dark Energy. DHOST Theories. Strong Lensing.

Velocity Dispersions.
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INTRODUCAO

"Em todo o meu universo, nao vi nenhuma
let da natureza, imutdvel e inexordvel. FEste
universo apresenta apenas relacoes mutdaveis
que as wvezes sao vistas como leis pelas
percepgoes de vidas curtas. [...] Se vocé deve
rotular o absoluto, use o nome apropriado:
Tempordrio."

Frank Herbert, "Imperador Deus de Duna"

Apés a primeira evidéncia robusta da expansao acelerada do Universo observavel
ter sido apresentada ao mundo por [3, 4], uma infinidade de ideias surgiu para tentar
descrever o seu mecanismo gerador (veja, por exemplo, [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18]), genericamente chamados de energia escura [19, 9]. Desde entdo, o
crescente conjunto de observagoes cosmologicas [20, 21, 22, 23] vem aprimorando ainda,
mais a compatibilidade da expansao acelerada com a ideia de uma constante cosmologica,
introduzida inicialmente por Einstein em seu célebre artigo de 1917 [24]. No entanto,
observagoes recentes de supernovas la pelo Dark Energy Survey (DES) [22, 25] e de Os-
cilagbes Acusticas de Barions (BAO) pelo Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI)
[23, 26] parecem (indiretamente) favorecer uma energia escura que apresenta variagoes ao
longo da histéria césmica recente.

A maioria das propostas para descrever esse componente elusivo sao implemen-
tadas por intermédio de um campo escalar dinamico atuando em escalas cosmologicas
[27, 28, 29, 30, 13], de modo que a quinta forga resultante desse campo é suprimida em
regioes de alta densidade por mecanismos de blindagem [31, 30, 32]. Os efeitos da energia
escura produzidos por essas teorias podem ser o resultado de um acoplamento nao-minimo
do escalar com a geometria [33, 34, 35, 36], similar & Brans-Dicke, ou podem ter sua origem
em fluidos exéticos, como em um campo de quintesséncia [37, 38, 39, 28]. A classe de teo-
rias de Horndeski [40], por exemplo, pode abranger todos esses tipos de modificagbes que
possuem equagoes de campo de até segunda ordem nas derivadas da métrica [41, 42, 43].
Teorias mais gerais, como a classe de teorias Escalares-Tensoriais de Ordem Superior
Degeneradas (em inglés Degenerate Higher-Order Scalar-Tensor (DHOST) theories), es-
tendem a Lagrangiana de Horndeski ao mesmo tempo em que evitam instabilidades de
Ostrogradsky [44, 45, 46, 47, 48].

Em contraste com a constante cosmoldgica, grande parte desses modelos apresenta
uma energia escura variavel que leva a modificagbes na formacao de estrutura que nao se
originam unicamente da expansao de fundo [49]. Por exemplo, em alguns modelos, existe

a possibilidade do aglutinamento da energia escura [50]. Devido a grande liberdade na
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especificagao de tais teorias, é necessario um método para distinguir entre as diferentes
propostas tanto no nivel de fundo quanto no nivel perturbativo, para que modelos distintos
de energia escura sejam adequadamente restringidos pelas observagoes [51].

A Teoria de Campos Efetiva de Energia Escura (em inglés Effective Field Theory of
Dark Energy, abreviado como EFTDE), desenvolvida inicialmente em [52, 53, 54, 55, 56],
e posteriormente generalizada em [51, 49, 57], permite essa distingao através da definigao
de um conjunto minimo de fung¢oes adimensionais dependentes do tempo que descre-
vem os possiveis efeitos da energia escura que podem aparecer nas solugoes perturbativas
[58, 51, 59, 49]. Construido a partir da folheacao espaco-temporal de Arnowitt-Deser-
Misner (ADM) [60, 61], devido a uma segmentagao preferencial de hipersuperficies intro-
duzida pelo campo escalar, esse importante formalismo unifica a descri¢gao fenomenologica
das diferentes teorias escalares-tensoriais que propagam um grau de liberdade escalar re-
presentando a energia escura [51].

Para teorias DHOST dentro do formalismo da EFTDE, no entanto, certos para-
metros de energia escura vazam para escalas astrofisicas [62, 63, 64, 65]. O chamado
mecanismo de blindagem de Vainshtein [66, 67, 31], que se manifesta devido a termos de
auto-interacdo com derivadas de ordem superior, é quebrado dentro de fontes massivas
pelas novas interacoes introduzidas por essa classe de teorias. Os potenciais escalares
resultantes da métrica possuem novos termos, além de um termo semelhante ao Newto-
niano, que envolvem derivadas espaciais da distribuicdo de massa da fonte. No entanto,
também existe uma segunda solucao que quebra a blindagem mesmo fora de uma fonte
de matéria [62, 63]. Como resultado, uma variedade de modelos de energia escura podem
ser restringidos por meio de observagoes astrofisicas que sondam os potenciais métricos
no regime de campo fraco [68, 69, 70, 71].

O efeito de vazamento de energia escura tem sido amplamente estudado na fisica
estelar [72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79], em objetos subestelares [80, 81] e até mesmo via
ondas gravitacionais [82, 83, 84, 85, 63, 86]. Também fora explorado usando-se o pulsar de
Hulse-Taylor [87, 63, 88] e a partir de dados da sonda Cassini [63, 88]. Foi investigado com
aglomerados de galaxias em [89, 90] e, para a subclasse beyond-Horndeski, em [91, 92].
Notavelmente, esse efeito também foi considerado em [93, 94, 95| como uma explicagao
alternativa a matéria escura em aglomerados de galaxias. Porém, apesar da miriade
de estudos nas quais fora avaliado, esse fendmeno nunca foi investigado na escala do
lenteamento gravitacional forte por galaxias elipticas. De fato, os pardmetros DHOST
que quebram a blindagem s6 foram diretamente estimados em [87, 63, 88|.

O objetivo deste trabalho é entao restringir os parametros de energia escura que es-
capam da blindagem de Vainshtein em escalas de kiloparsecs. Em particular, sdo conside-
radas apenas teorias DHOST quadraticas que estao relacionadas a subclasse de Horndeski
por meio de transformagoes disformais [47, 48, 49] e que respeitam as restrigdes impostas

pela coalescéncia de estrelas de néutrons [96] associada aos eventos astrofisicos GW170817
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[97] e GRB 170817A [98]. Nesse caso, apenas dois pardmetros EFTDE contribuem para
a métrica das fontes astrofisicas no limite de campo fraco [63].

Combinando-se o lenteamento gravitacional forte por galaxias elipticas com a
dindmica das estrelas dessas galaxias lentes, ambos os parametros de energia escura
sao investigados por meio do parametro de slip. Esse tipo de combinagdao tem sido
amplamente utilizado na literatura para estudar o pardmetro pés-Newtoniano « [99,
100, 101, 102, 103, 104, 105] e para restringir varios pardmetros cosmoldgicos de fundo
[106, 107, 100, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 103, 105]. Para esta analise, assume-se
principalmente um fundo plano ACDM baseado nos dados do Planck 2018 [115], mas
também sao avaliadas estimativas usando-se outros fundos cosmologicos, como wCDM
e wow,CDM. Quanto aos parametros de estrutura das lentes, sdo considerados priors
fiduciais baseados em observagoes locais [100].

Em particular, é utilizada uma amostra combinada de 280 sistemas compilada
em [116]. Este conjunto de dados consiste em amostras de [110, 113] e de novos da-
dos do recém-langado banco de dados Last Stand Before Rubin (LaStBeRu) [116], que
fora construido a partir da correspondéncia cruzada de possiveis sistemas de lenteamento
galaxia-galaxia relatados na literatura com dados de multiplos levantamentos fotométri-
cos e espectroscopicos terrestres. Esta amostra contém medidas do redshift da fonte, do
redshift da lente, do raio angular de Einstein e da dispersao de velocidades de cada lente.
Com base em informagoes disponiveis na literatura [99, 100, 110, 113], este conjunto de
dados é o maior até o momento preparado para restri¢goes do parametro de slip nas escalas
de galaxias-lentes gravitacionais fortes.

A estrutura da dissertacao é a seguinte. No capitulo 1, conceitos e estruturas fun-
damentais das teorias escalares-tensoriais sao expostos, no final do capitulo apresentamos
as teorias DHOST. J& o formalismo da Teoria Efetiva de Energia Escura com o efeito
de vazamento no caso das DHOST sao exibidos no capitulo 2. No capitulo 3, com base
na Relatividade Geral, nos aprofundamos no lenteamento gravitacional, ja no final do
capitulo apresentamos o lenteamento no caso das teorias DHOST. O modelo final para as
dispersoes de velocidades observadas é construido no capitulo 4. Uma revisao detalhada
da amostra combinada utilizada neste trabalho ¢ apresentada no capitulo 5. No capitulo
6, sao mostradas as estimativas dos parametros EFTDE, juntamente com uma compa-
racao com estimativas indiretas retiradas da literatura. Finalmente, nas Consideragoes
Finais e Perspectivas, exibimos nossas conclusoes e comentarios sobre trabalhos futuros.
Além disso, com o intuito de manter esta dissertacao autocontida, apéndices abordando
os fundamentos da Relatividade Geral (apéndice A) e da Cosmologia (apéndice B) foram
adicionados, assim como apéndices sobre distancias de didmetro angular (apéndice C), a
histéria do lenteamento gravitacional (apéndice D) e alguns modelos de lentes importantes

(apéndice E).
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1 TEORIAS ESCALARES-TENSORIAIS

"Para mim, a diversidade nas coisas cria-
das, parece nao vir de outra fonte sendo da
matéria, ou em ocasido da matéria; mas

onde estd a matéria, hd geometria."
Johannes Kepler, "De fundamentis
astrologiae certioribus”

Uma teoria fisica considerada de maneira cientifico-consensual como interpretacao
fisica canonica da realidade sensivel de um determinado grupo de fendémenos fisicos deve
ser compativel com as observagoes dos fendmenos em questao, tem de possuir consisténcia
tedrica com areas da fisica correlacionadas pré-existentes e, naturalmente, consigo propria.
Também deve apresentar poder preditivo, interpretativo fisico e descritivo dos fenémenos
abrangidos de maneira generalista e unificadora. Se, no entanto, um outro arcabouco
tedrico e matematico similar possui as mesmas propriedades e descreve os mesmos feno-
menos, sendo uma teoria mais geral ou nao, entao a teoria escolhida deve ser aquela mais
simples no sentido da Navalha de Ockham.

Contudo, no geral, nem sempre uma teoria canonica obedece a todas essas ideias de
maneira rigida. A prépria Relatividade Geral (com A = 0) satisfaz todos esses requisitos
com diferentes graus de rigor. Apesar de ser compativel com observagoes e experimentos
na escala do sistema solar, como em observacoes de lenteamento, atraso temporal, dina-
mica orbital e muitos outros [117] (veremos um pouco sobre esses experimentos no final
da dissertagao), em escalas de galdxias e aglomerados é necessario a adigdo de um ente
material que nao foi observado de forma direta, isto é, a matéria escura, e nas escalas
cosmoldgicas é necessario também a adigao de energia escura [34]. J& do ponto de vista
tedrico ha problemas na descri¢ao da fisica microscopica, como o aparecimento de singula-
ridades e o problema da nao renormalizacao quando tenta-se uma unificagdo com teorias
quanticas de campo [33]. Também hé problemas na definigdo de massa [118] e momento
angular [119] de corpos extensos, e de uma energia gravitacional bem definida.

Portanto, a criacdo de novas teorias diferentes da de Einstein se apresentam como
uma oportunidade. De um lado é importante se ter teorias com a qual uma teoria cand-
nica possa ser comparada, mas também para se ter novas abordagens sobre aparentes
problemas da teoria em questdo. Os problemas mencionados no pardgrafo anterior, por
exemplo, podem ser abordados modificando-se a Relatividade Geral ao invés de se assu-
mir componentes diferentes no tensor momento-energia. No entanto, devido ao sucesso
dessa teoria, é plausivel sempre requerer-se que o Principio da Equivaléncia de Einstein (e
automaticamente a sua versao Fraca), como posto em A.1.7, seja satisfeito [34]. Em ou-

tras palavras, qualquer modificacao da acao de Einstein-Hilbert deve manter no minimo
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o tensor métrico de uma variedade diferenciavel Lorentziana, e o movimento geodésico
correspondente, como esséncia da Gravitacao.
Um guia de modificagoes possiveis da teoria de Einstein pode ser definido a partir

do trabalho de Lovelock [120], que pode ser posto da seguinte maneira [34]:

o Teorema de Lovelock: A tnica derivada funcional de segunda ordem nas derivadas

da métrica em um espago-tempo quadridimensional Lorentziano que pode ser obtida
de uma densidade escalar puramente gravitacional Lg = Lg(9,,,; a9, 950a9,,) €
dada por (com o, A € R):

0Lg
dgH

Y {04 (RW . ;ng) + Agw} - (1)

Desta forma, para ir além de Einstein é necessario [33, 34, 121]: adicionar novos campos,
aceitar derivadas da métrica de ordem superior a dois, considerar mais dimensoes fisicas,
abandonar a localidade, alterar o acoplamento entre gravitagdo e matéria (ex.: desistir
da divergéncia nula do tensor momento-energia) ou considerar suposigdes geométricas
diferentes.

O préprio Einstein em seu livro [122] de 1955 ja havia notado algumas dessas
condicoes para se construir teorias alternativas, antes mesmo do trabalho de Lovelock.
Inicialmente, a motivagdo para teorias modificadas tem origem na tentativa de unificagao
da gravitagao com o eletromagnetismo, posteriormente, e atualmente, essa motivacao se
da principalmente pelos problemas mencionados acima, isto é, a necessidade epistemolé-
gica de consideragoes extras quando se vai para escalas maiores do que a do sistema solar e
a incompatibilidade com a teoria quantica de campos. Desde entao, muitas vezes inadver-
tidamente, diversas teorias dentro das possibilidades apresentadas por meio do teorema
de Lovelock surgiram nos séculos XX e XXI, como exemplos [121, 117, 27, 42, 34, 71]':

e Adicionando novos campos:

- Campo escalar: Brans-Dicke, Horndeski, DHOST, teorias multi-escalares etc.

- Campo vetorial: Einstein-Aether etc.

Campo tensorial: bimétrica, gravidade massiva etc.

Multiplos campos diferentes: TeVeS e generalizagoes, MOG etc.

! Para diagramas mostrando a grande variedade de teorias alternativas veja [121].
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o Lagrangianas de ordem superior:

- Variagao métrica: f(R), f(R, R, R", R,,.,R"*"), f(R,G), f(LR) etc.

e

- Variacao a la Palatini ou métrica-afim: Todos os casos acima; f(R), f(7) etc.

- Variacao hibrida: Teorias que misturam os casos acima, isto é, uma parte

varia-se s6 a métrica e noutra a métrica e a conexao; f(R,R) etc.

o Teorias multidimensionais n > 4: Kaluza-Klein, teorias das cordas, branas, teorias

Einstein-Gauss-Bonnet etc.

» Teorias nao locais e/ou quanticas: Horava-Lifshitz, gravidade quéntica de lagos, te-

orias das cordas, gravidade assintoticamente segura etc.

 Divergéncia nao nula do tensor momento-energia: gravidade de Rastall, f(R,T) etc.

» Geometrias mais gerais: teleparalelas (f(7)), teleparalelas simétricas (f(Q)), teorias

métricas-afim, geometrias de Finsler, geometria de Lyra, Weyl, WISTs, Area Metric

Approach, teoria de Einstein com g, nao simétrico etc [123, 124, 125, 122].

» Modificagoes pos-Newton e pré-RG: teorias cinéticas gravitacionais (Le Sage, Duil-

lier, Fatio etc), teoria dos voértices de Descartes, teorias mecanicas do éter (con-
densagao, rarefagao etc), teoria de Poincaré de 1905, teoria de Abraham de 1911,
teoria de Nordstom de 1913, teoria Entwurf de Einstein e Grossman, gravidade
unimodular etc [122, 126, 127].2

Dentre essa miriade de possibilidades, as teorias escalares-tensoriais se destacam
por suas equacoes de campos relativamente simples, o que permite solugoes analiticas em
muitos casos relevantes [34]. Como consequéncia, essa categoria de teorias serve como um
"prototipo” da modelagem de possiveis desvios da Relatividade Geral e, justamente por
isso, tem sido extremamente explorada na literatura [128, 129, 34]. Mas, além disso, certas
teorias escalares-tensoriais também sao conhecidas por surgirem como teorias efetivas
dimensionalmente reduzidas de teorias hiperdimensionais, como em Kaluza-Klein e nas

teorias das cordas [129]. Outro fator importante é que grande parte das teorias f(R)

2 Grande parte dessas teorias ndo respeitam os principios de equivaléncia, mas é valido menciona-las.
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podem ser naturalmente mapeadas dinamicamente em teorias escalares-tensoriais [27].
Entretanto, apesar dessas caracteristicas positivas, mecanismos de blindagem aparecem
nesses casos para se recuperar a Relatividade Geral em escalas da astrofisica estelar, e
na maioria das teorias o campo escalar nao possui uma origem puramente geométrica
quadridimensional. Todavia, em [2], mostramos que algumas teorias escalares-tensoriais
conhecidas podem ser obtidas puramente da geometria de Lyra de maneira completa, tal
que o campo escalar provém da propria variedade de Lyra.

Uma outra caracteristica extremamente importante que distingue essa categoria
de teorias da teoria de Einstein, assumindo igualdade entre a massa gravitacional passiva
e ativa [130], é o fato de que o campo escalar se acopla a auto-energia gravitacional de
um corpo de tal forma a provocar uma assimetria entre a massa gravitacional e inercial
[131, 132, 130, 117, 133]. De fato, alguns autores afirmam que a Relatividade Geral é a

tinica teoria em que isso nao acontece [33], ou seja, que satisfaz [134, 135, 127, 136, 34, 33]:

o Principio da Equivaléncia Forte: O Principio da Equivaléncia Fraco® é valido tam-

bém para corpos massivos com autogravidade ndo negligenciavel.*

A violacao desse principio leva entao a uma diferencga entre as massas gravitacional e iner-
cial de planetas, estrelas e outros objetos massivos. Também chamado de efeito Nordtvedt
[117], esse resultado de teorias modificadas da gravitagio ja foi testado via Lunar Laser
Ranging, aonde o sistema Terra-Lua funciona de maneira similar a um experimento de
Eotvos em maior escala [117]. Essencialmente, qualquer teste no regime de campo fraco
que sonda o parametro de slip ou os parametros do formalismo pds-newtoniano parame-
trizado (PPN) naturalmente investigam esse principio [117, 130, 139, 133].

Do ponto de vista histoérico, a presenca de um campo escalar como parte integral
da gravitacao tem sua origem antes mesmo da Relatividade Geral, com tentativas de se
construir uma teoria da gravitacao a partir da Relatividade Especial, como a de Einstein
de 1907 e a de Nordstréom em 1913 [138]. A primeira teoria escalar-tensorial, no entanto,
s6 foi criada em 1941, pelo matemadtico sui¢o Scherrer [140]. Contudo, essa teoria fi-
cou por muito tempo esquecida, e o ano que marca o nascimento definitivo das teorias
escalares-tensoriais ¢ geralmente atribuido a 1961, quando Brans e Dicke publicam sua
teoria, cujo fundamento estd baseado numa interpretacao fisica bem definida [134]. Apds

décadas de testes na escala do sistema solar mostrando uma maior compatibilidade com

3 "0 movimento de uma particula material num campo gravitacional ndo depende de sua massa e nem
de sua composicao fisica."(veja a subsegdo A.1.7 do apéndice A.)

4 As referéncias [137, 136, 117] chamam esta ideia de Principio da Equivaléncia Fraco Gravitacional,
com a adi¢do de alguns pormenores. Também fazem a distingdo com o Principio da Equivaléncia de
Newton Gravitacional por meio da diferenca na definicdo de corpo e particula teste. No geral, em
[129, 138, 34, 33, 136, 117], a versdo forte do principio contém também a extensdo do Principio da
Equivaléncia de Einstein para fendmenos locais de origem gravitacional.
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a Relatividade Geral [117], o interesse nas teorias escalares-tensoriais s6 voltou a ter forga
apds a descoberta da expansao acelerada do Universo. O ano de 2011 conta como um
marco, pois foi o ano da redescoberta da teoria de Horndeski [141], amplamente utilizada,

na Cosmologia contemporanea para se modelar possiveis efeitos da energia escura [58].

1.1 Teoria de Brans-Dicke

Em 1937, com base em ideias de Eddington e Milne, Dirac propos a sua Hipodtese
dos Numeros Grandes, que conjectura que quaisquer nimeros adimensionais da ordem de
103" com n inteiro, que aparecem na natureza, devem estar necessariamente conectados
[142, 143, 144]. Em particular, ele notou que a razao entre as forgas elétrica e gravitacional
entre um elétron e préton é da ordem de 10% e entre a massa do Universo e a do préton
¢ de 10", por outro lado, considerando a lei de Hubble de recessao das galdxias, ele
percebeu também que a idade atual do Universo em unidades atémicas é da ordem de
10% [142]. Desta forma, para manter a conexao proposta por sua hipétese, Dirac inferiu
que a constante gravitacional deveria diminuir de acordo com o tempo césmico, isto €,
G oc t71 [142, 144]. Assim, ao longo da histéria césmica, para que a razao adimensional
entre constantes da natureza de origem gravitacional e atomica seja sempre proporcional a
ordem de grandeza da idade do Universo em unidades atomicas, a constante gravitacional
deve entdo variar de acordo com a época cosmica [127, 145, 146].°

Por outro lado, em 1952, Sciama chegou a uma conclusao similar, mas partindo de
ideias diferentes [147]. Tendo como objetivo o principio de Mach, Sciama criou um modelo
vetorial de inducao inercial em analogia com o eletromagnetismo, aonde uma origem
puramente gravitacional é atribuida as forcas inerciais sentidas num referencial acelerado
com relagdo as outras massas do Universo [147, 127]. No entanto, considerando o Universo
observavel como uma casca esférica de massa M e raio R, uma condi¢ao necessaria para
essa origem das forgas inerciais é que GM/c*R = 1, mas como o Universo se expande,
necessariamente a constante de Newton G deve entao variar de acordo com o tempo
cosmico [148,; 134, 127]. Assim, como consequéncia dessa condigao e considerando-se a
constéancia da velocidade da luz no vicuo, em unidades naturais temos que 1/G = M/R,
ou seja, o parametro de acoplamento gravitacional deve variar de acordo com a distribuicao
de matéria do Universo [147, 148, 134, 135].

Inspirado pela numerologia de Dirac e pelo modelo de Sciama, e notando que
GM/c*R = 1 a partir dos dados de sua época [148], o experimentalista Dicke argumentou

entdo que uma teoria da gravitacado (parcialmente) consistente com o principio de Mach

5 Note que esses valores encontrados por Dirac j4 ndo se aplicam mais, as medidas das constantes naturais
melhoraram muito desde entao.
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deve possuir um campo escalar, dependente de distribui¢cbes de matéria, cujo valor local
determina a constante gravitacional G [148, 134, 127], e que consequentemente gera uma
"constante' gravitacional varidvel com o tempo [134, 135]. Podemos resumir a visao de
Dicke da seguinte forma [127, 138]:

o Principio de Mach-Dicke: O pardametro de acoplamento entre matéria-energia e o

espaco-tempo deve ser um campo escalar que depende da distribuicao de matéria

do Universo.

Uma outra questao importante notada por Dicke, é o fato de que sua interpretacao do
principio de Mach esta de acordo com o principio da equivaléncia como medido pelo ex-
perimento de Eo6tvos, isto €, sua versao Fraca, mas que a sua versao Forte, termo cunhado
por ele proprio, era violada [134, 127]%. Essencialmente, a ideia de um acoplamento gravi-
taciona variavel e a violagao da versao Forte do principio de equivaléncia formam a base
nao somente da teoria de Brans-Dicke, mas de todas as teorias escalares-tensoriais.
Dicke, além de um grande estudioso das ideias de Mach [127], foi um grande pi-
oneiro de testes da teoria de Einstein na escala do sistema solar [149, 150], numa época
em que a NASA estava crescendo e buscava tais experimentos [127, 138]. No fundo, a sua
teoria foi a catalisadora para tal, pois a teoria de Einstein tinha agora uma competidora.
Com relagao a parte fisico-matematica, no entanto, foi seu aluno de doutorado Brans
que obteve uma teoria consistente com suas ideias machianas a partir de um principio
variacional [127]. De uma forma geral, devido a Bergmann e Wagoner [140], podemos
construir a teoria de Brans-Dicke (generalizada) a partir de um acoplamento nao-minimo
do campo escalar ¢ com a curvatura, com um termo cinético para dar dinamica ao campo
e com um potencial de autointeragdo que da "massa" ao campo, isto é, que controla seu

alcance [151]. Utilizando-se um principio variacional, temos entao a agao [140, 34]:

11
c?2

w(9)

Slge0.07= 13 [ (00— 200,090 - 20(0)) v+ Sulg ¥ @

¢
que se reduz a teoria original de Brans-Dicke se o pardmetro de acoplamento w(¢) é
constante e se o potencial A(¢) é nulo [134].

Variando-se (2) com relagdo a métrica obtemos a equagdo tensorial, mas se pegar-

mos o trago dessa equacao e substituirmos na relacao resultante da variacao com respeito

6 Note que a visdo de Dicke do Principio da Equivaléncia Forte é a de que localmente as leis da Fisica
quando observadas de um referencial inercial sdo independentes de sua localizacdo espago-temporal
[148, 134]. No entanto, j4 que a constante gravitacional é governada pelo campo escalar ponto a
ponto, qualquer experimento gravitacional efetuado em localizagGes espago-temporais diferentes dara
resultados distintos [135, 127, 138]. Naturalmente, a definicdo da versdo Forte em 1 estd dentro da
visdo de Dicke. No fundo, a versdo Forte em 1 juntamente com o Principio da Equivaléncia de Einstein
em A.1.7 ddo origem ao Principio da Equivaléncia de Einstein Geral, que tem praticamente o mesmo
significado da interpretacao de Dicke e das versdes fortes definidas em [136, 33, 117, 34].
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a ¢, obtemos a equacao para esse novo campo. Assim, essas duas equacoes sao:

PG, + [“‘JQ(?VQW% + 0O + A(aﬁ)] Y — VuVo — wf)vmvm =T,, )
1 dw i dA
Lo = %13 <T — %v“w ¢ —4N(p) + 2d¢¢> ) (4)

No caso de Brans-Dicke, pode-se notar naturalmente as ideias de Dicke nas equacoes
resultantes. Se considerarmos o tensor de Einstein como o termo de maior contribui-
¢do, podemos escrever de (3) que G, =~ (1/¢)T,, e de (4) que ¢ oc T (O = V,V#)
[145]. Desta forma, 1/¢ = k.ss tem unidade de forga e é interpretado como uma "cons-
tante'gravitacional que varia de acordo com a distribuigdo de matéria (ndo-conformal), tal
que no limite da teoria de Einstein, 1/¢rgc — 87G/c’.” Das equacdes acima, entretanto,
esse limite s6 ¢ obtido quando w — oo, (dw/d@)/w? — 0, dA(¢)/dp — 0 e T # 0 [129, 34].

Uma perspectiva interessante a se tomar do campo de Brans-Dicke, é que este
de certa forma implica que a Gravitacao possui uma mutabilidade atrelada a evolucao
cHésmica, isto é, a Cosmologia é de fato o que determina a intensidade das interacoes
gravitacionais a partir de (4). Contudo, apesar dessas ideias interessantes, Dicke ficara
insatisfeito com a arbitrariedade da constante w e tentou, sem sucesso, escrever este aco-
plamento a partir de constantes fundamentais [149]. Por outro lado, sabe-se também que
o limite na escala do sistema solar mais preciso de sua teoria é de w > 40000 [152], um
valor alto demais e, portanto, "esteticamente'indesejavel, e que também é altamente com-
pativel com o limite da Relatividade Geral. Além disso, como parcialmente mencionado
em 1, considerando f”(r) # 0, teorias f(R) métricas sao equivalentes a Brans-Dicke com
w = 0 e via Palatini sdo dinamicamente iguais ao se fixar w = —3/2 [27].

A fama da teoria de Brans-Dicke se deve a sua interpretacao fisica simples como
feita por Dicke e por sua obtencao direta em quatro dimensoes feita por Brans, entretanto,
do outro lado do mundo, quase 20 anos antes, a mesma teoria ja vinha sendo desenvolvida e
estudada. Scherrer ja havia proposto uma lagrangiana idéntica a de Brans-Dicke. Ludwig
e Miiller em 1949 publicaram uma lagrangiana igual a que se encontra em (2) com base nos
trabalhos de Jordan, que se inspirou nas ideias de Dirac de um acoplamento gravitacional
variavel, e o francés Thiry obteve a mesma teoria desenvolvida por Jordan de forma
independente na mesma época. A maioria dessas teorias, no entanto, sao obtidas a partir
de um espago-tempo plano pentadimensional, até mesmo Einstein e Bergmann, antes dos

trabalhos de Jordan, em 1938, ja haviam notado em Kaluza-Klein que uma componente

7 No caso de um espaco-tempo plano no interior de uma casca esférica de massa M e raio R, Brans
mostra que ¢ = ¢oo + m% em unidades naturais [127, 138, 134], resultado similar ao do modelo
de Sciama.
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extra da métrica podia ser um campo escalar, mas fixaram como constante para cair na
Relatividade Geral. Até mesmo a métrica de campo fraco, angulo de deflexdo da luz e
precessao de periélio para Brans-Dicke ja haviam sido calculados anteriormente. Para a
histéria completa da(s) génese(s) da teoria de Brans-Dicke veja [140, 127, 138, 128].

Por fim, é importante notar que o campo escalar de Brans-Dicke atua na matéria
de forma indireta via a métrica, ja que considera-se que matéria se acopla minimamente
somente com a métrica. Contudo, em seu artigo [153] de 1962, Dicke notou que uma
transformagao local de unidades (chamada de transformacao conformal na Fisica e de Weyl
na Matemética) do tipo g, = ot 9> leva a uma formulagao da teoria que se assemelha
a Relatividade Geral com uma fonte fixa de matéria escalar, mas cujo tensor energia-
momento nao se conserva e o movimento geodésico é violado. Apesar da interpretacao
fisica diferente, isto é, neste caso o campo escalar estd acoplado diretamente na matéria
alterando o movimento geodésico, Dicke notou que dinamicamente as duas formulagoes sao
iguais, ja que uma transformagcao local de unidades nao deve alterar a Fisica. Atualmente,
existe muita discussao sobre a equivaléncia dessas duas formulagoes para teorias escalares-
tensoriais no geral, aonde no caso de (2) chamamos de frame de Jordan e no outro de frame
de Einstein. De acordo com [129], entretanto, os autores que afirmam a nao equivaléncia
dos dois frames é porque consideram um sistema de unidades global em toda a variedade,
ao invés de considerar o mapa conformal como ditando localmente as unidades. Para mais

sobre o assunto veja as referéncias [153, 129, 154, 155].

1.2 Horndeski e Além

Com base nos trabalhos de Lovelock, o fisico e pintor Horndeski publicou um artigo
em 1974 cujo objetivo fora encontrar as equagoes de Euler-Lagrange mais gerais possiveis
de até no maximo segunda ordem nas derivadas da métrica e do campo escalar [40]. Em
particular, isso fora feito em quatro dimensoes a partir de uma densidade lagrangiana
dependente desses campos e de suas derivadas em ordens superiores [40]. Por muito
tempo essa teoria ficou esquecida, mas com o fortalecimento observacional de hipdteses
como a constante cosmologica e o inflaton, os campos escalares reganharam atencao e
a teoria de Horndeski foi redescoberta em 2011 por [141]. Por outro lado, no contexto
da inflagdo, a chamada teoria do Galileon surgiu como uma generalizacao do modelo
Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) no limite de desacoplamento [156]. Tendo como base
um universo-brana pentadimensional, o DGP d4& origem em quatro dimensoes ao termo
de autointeragao nao-linear (9¢)?0¢ que caracteriza o Galileon [42]. Ainda em 2009, por
[157], essa mesma teoria foi entdo generalizada para qualquer espago-tempo. Contudo,
foi em [41] que a teoria do Galileon tomou sua forma mais geral possivel, quando foi

entao generalizada para resultar na equacao de segunda ordem mais geral possivel em
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Minkowski, e subsequentemente acoplada com a métrica e generalizada para qualquer
espago-tempo. O importante, como demonstrado em [158], é que esta teoria resultante é
exatamente igual a de Horndeski, com a tnica diferenga sendo a formulacao mais simples,
razao pela qual estaremos apresentando esta formulacao ao invés da atribuida a Horndeski.

O Galileon original é um campo escalar cuja dindmica é invariante por transfor-
macoes analogas a de Galileu da mecanica classica, isto é, ¢ — ¢ + a,2* + ki com a,
e ky constantes. Impondo que as equagoes do campo escalar sejam de no maximo de
segunda ordem, para evitar as chamadas instabilidades fantasmas [159, 42], é possivel

obter a densidade lagrangiana do Galileon [156, 42]:

Lo =10+ X - X0¢+ e X[(0) — 0,0,60"0" ¢)
- %X (O¢)° — 30¢0,0,60"0" ¢ + 20,,0,60" 0" $0.0" ¢, (5)

tal que X = —n*0,00,¢/2 e ¢; € R para ¢ = 1,...,5. A fim de generalizar (5) para
qualquer espago-tempo métrico g,,, podemos utilizar o acoplamento minimo 9, — V,,
entretanto, ¢ necessario a adicao de novos termos para evitar que derivadas do tensor de
Ricci surjam nas equacoes de campo devido a nao-comutatividade das derivadas covari-

antes [42]. Adicionando os contratermos adequados, temos entao que [157, 42]:

Loo = 16+ X — s X0+ LX2R

2
+ e X[(09)? — V.V, 0VAV ¢ + s X2G"V YV,
B %X [(O¢)° — 306V, V,¢VIV ¢ + 2V, V, ¢V VGV, V 9], (6)

em que X = —¢g"'V ,0V,¢/2 é o termo cinético e Loo = /—9gLcc. Apesar das equagdes
obtidas de (6) ainda manterem a natureza de segunda ordem, ha também derivadas de
primeira ordem que infelizmente quebram a simetria de Galileu [42]. Por fim, a partir
de (6) é possivel ver de forma intuitiva que generalizar (5) para a teoria mais geral de
segunda ordem em Minkowski e depois "covariantizé-la', da mesma maneira que fizemos
para (6), leva a [41, 42]:

5
Lace =Y L, (7)

1=2

com (note que V,¢ = 0,¢):
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L = Ga(¢, X),

Ly = —G3(¢, X))o,

Ly = Gy(d, X)R+ Gax(¢, X)[(O0)* — V,V,0V"V"¢],
Ls = G5(9, X)G"'V ,V,¢

B G5X(¢’ X)

o N00) - 806V, V,0V V"6 + 29, V,6V VIOV, VL (8)

tal que os quatro G;(¢, X) sao fungoes livres e G;x = 0G;/0X. A lagrangiana (7) define
entao a Teoria do Galileon Covariante Generalizada, que é a teoria de Horndeski [42].

A classe de teorias representada por (7) contém diversos subcasos conhecidos,
Brans-Dicke generalizado é obtido a partir de Ga(¢, X) = —A(¢)+ %X, Gy(p, X) = ¢/2
e G3 = Gyx = G5 = Gsx = 0, e a Relatividade Geral se Go(¢, X) = Ap, G4(0, X) = ¢/2,
¢ = 1/k e com o restante nulo. Em particular, Ga(¢, X) caracteriza modelos de k-esséncia
e G3(¢, X) os chamados kinetic braiding gravity.

Outro ponto importante é que o evento multi-mensageiro GW170817 e GRB170817A
da coalescéncia de estrelas de néutrons restringe Horndeski nas escalas astrofisicas via
Gux = G5 = G5x = 0. Sabe-se também que alguns casos particulares da acao de Horn-
deski sao obtidos de uma compactificacao de Kaluza-Klein da gravidade hiperdimensional
de Lovelock e que (7) pode ser encontrado de uma extensao da agdo de Dirac-Born-Infeld
(DBI) numa brana teste em um bulk pentadimensional [42]. De acordo com [42], a gene-
ralizagao apropriada de (7) para variedades de maiores dimensoes ainda é desconhecida.

Um guia para a construcao de teorias escalares-tensoriais "saudaveis'é fornecido
pelo teorema de Ostrogradsky, que estabelece o aparecimento de instabilidades tipo-
fantasma quando a lagrangiana de um sistema fisico ¢ nao-degenerada e dependente de
derivadas temporais superiores do campo ou da variavel em questao [42]. Essa classe de
lagrangianas leva a equagoes de campo de ordem superior a dois, que necessitam entao de
condicoes iniciais extras, o que implica na existéncia de um grau de liberdade adicional,
isto ¢, um campo fantasma, cujo efeito gera uma instabilidade no sistema®, que a nivel
quéntico leva a um estado de vacuo mal definido [161, 159, 162, 44]. Dessa forma, por
muito tempo acreditou-se que o requerimento de equagoes de segunda ordem, assim como
fora feito por Horndeski, era uma condicao necessaria para nao se ter graus de liberdade

escalares extras e, portanto, para se ter uma teoria bem definida [160].

8 Como exemplo, no caso da mecanica cldssica, uma lagrangiana com um termo cinético do tipo ¢*/2
leva a equagbes de quarta ordem, no entanto, essa mesma lagrangiana pode ser reescrita a partir da
derivada temporal de primeira ordem de duas novas varidveis. Assim, decompondo o problema dessa
forma, se obtém que o termo cinético de uma das novas variaveis possui o sinal trocado em relagao ao
termo da outra; é justamente esse fato que leva as instabilidades fantasmas [42, 160].
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Entretanto, em [162] foi demonstrado que uma agao da forma de Einstein-Hilbert
quando submetida a uma transformagao disformal invertivel, isto ¢, g, = C(¢, X)g,, +
D(¢, X)0,00,¢ com C(C — XCx +2X?Dx) # 0, gera equagoes de ordem superior que
podem ser postas num conjunto de segunda ordem via a matriz Jacobiana desta transfor-
macao. Pouco tempo depois, em [59, 163], surgiu a classe de teorias de Gleyzes-Langlois-
Piazza-Vernizzi (GLPV), também chamada de beyond-Horndeski, cujas equagdes sao de
terceira ordem mas propagam somente um grau de liberdade escalar quando suas fungoes
(j& ndo tao) livres formam combinagoes particulares, fato que foi demonstrado via uma
analise hamiltoniana no formalismo ADM. A questao importante a perceber, é que o re-
querimento de segunda ordem quando aplicado da forma que Horndeski fez deixa escapar
lagrangianas cujas equacoes de Euler-Lagrange sdo de ordem superior mas cujo carater
de segunda ordem estd escondido por meio de algum processo nao trivial.

Essencialmente, estes resultados mencionados acima caem exatamente na classe de
lagrangianas que sao degeneradas e, por isso, mesmo tendo derivadas de ordem superior,
sao capazes de gerar equagoes que escapam dos fantasmas de Ostrogradsky. No caso de
uma varidvel, uma lagrangiana L(q,q, ) é degenerada se 0?L/0G* = 0 [44]. De fato, a
propria Relatividade Geral é degenerada, ja que suas equagoes de segunda ordem provém
de uma lagrangiana cuja ordem das derivadas é maior do que um. A teoria de Horndeski
também se encontra nessa classe, ja que em (8) ha derivadas de segunda ordem de ¢, neste
caso, contudo, os termos de ordem superior que aparecem nas equacoes finais se cancelam
devido as combinacoes anti-simétricas de segundas derivadas do campo escalar que se
encontram nas sub-lagrangianas (8) [162]. Assim, ao invés de se considerar o processo de
Horndeski, para escapar do teorema de Ostrogradsky basta considerar uma lagrangiana
geral e no fim obter condigoes de degenerescéncia apropriadas para as fungoes livres da
teoria que garantam a propagagao de somente um grau de liberdade escalar [160].

Esta ideia foi entao aplicada ao longo de diversos trabalhos, em [44, 47, 48, 46, 49],
dando origem as Teorias Escalares-Tensoriais de Ordem Superior Degeneradas (DHOST).
A densidade lagrangiana das teorias DHOST é construida a partir de todas as combinagoes
quadraticas e cubicas possiveis em derivadas de segunda ordem do campo escalar ¢, ou

seja, temos que [160, 42]:

5
Lpuosr = P(6, X) + Q(6, X)00 + fol¢, X)R+ 3 ai(¢, X)LV

i=1
10

+ f3(0, X)G,, VIV 6+ 3 b0, X)L, 9)

=1

em que as sub-lagrangianas quadraticas EZ(Q) sao dadas por:
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LY = (V,V,0)(V"V9),

£¥ = (¢,

LP = (06)(V"6)(V,V,6)(V*9),

LY = (V')(V,uV,0)(V'V"6)(V,0),

LY = [(V')(V,uV.,0) (V' 9)2, (10)

. 1. 3 ~
e cujos termos cubicos EE ) sdo:

3

Oe)”,
0o)(V.Vye) (VIVY ),
VuVuo)(VIVP9)(VIV ,10),
)*
)

(
(
(
(E)*(Vud) (VIV ) (V. 9),

=(D (Vud)(VIVY9)(VLV,,0)(VF9),
(ViuVud)(VIVT9)(V,0)(VIVI ) (Vs 0),
(V@) (VEV"9) (VL V,0)(VIVI9) (Vo)
(Vud) (VN 0)(V,V,0)(V70) (Vo) (VIV9) (Vr9),
(E) (V') (VuV.8) (V7))
[

(V') (Vi) (V79 . (11)

¢
¢

A teoria de Horndeski, sendo naturalmente um subcaso das DHOST, é obtida de (9) ao
se fazer P = Go, Q = —Gs, fo = Gy, a1 = —ay = —Gux, f3 = G5, by = —by/3 =
b3/2 = —G5x/6 e a3 = ay = a5 = b; = 0 para j = 4,...,10. J& a subclasse beyond-
Horndeski, que também é uma generalizacdo de Horndeski, ao se definir que fo = Gy,
a; = —ay = —Gux+XFy, a3 = —ay = 2Fy, f3 = G5,b = —by/3 = b3/2 = —G5x/6+ X F5,
—2by = by = 2bg = —b; = 6F5 e a5 = bg = bg = byg = 0 [160].

No caso de teorias com mais de um campo, como em (9), as condigoes de dege-
nerescéncia sao obtidas via decomposicao 3 + 1 considerando-se variaveis auxiliares para
substituir os termos de segunda ordem por derivadas temporais de primeira ordem. A
lagrangiana é entao considerada degenerada se as funcgoes livres sao tais que a matriz
cinética, construida a partir dos 9*L/d¢;0q; entre cada variavel auxiliar e, portanto, com-
posta dos coeficientes dos termos cinéticos, é degenerada, isto é, tem determinante nulo
[44, 49, 160, 42]. No caso de teorias quadraticas, f3 = b; = 0, as condi¢des de degene-
rescéncia, que garantem a nao propagacao de um grau de liberdade escalar extra como
demonstrado em [45], se resumem a dois grupos que levam a 3 classes de teorias, que

se decompoem em 7 subclasses [160, 49]. J& para teorias com somente termos cibicos
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ou quadraticos e cubicos, a andlise de degenerescéncia foi feita em [48] e é bem mais
complicada. No entanto, no caso de perturbagoes lineares cosmologicas, estas podem ser
mapeadas em duas condigbes similares ao caso puramente quadratico [49]. Nesses ca-
sos, ha 9 subclasses puramente ciibicas e 25 com todos os termos. Entretanto, a maioria
de todas as subclasses das DHOST levam a situagdes nao fisicas, como uma velocidade
de propagacao nula de ondas gravitacionais e até mesmo a uma constante gravitacional
efetiva infinita [42, 49].

Uma subclasse fisicamente plausivel, e bastante estudada, é a classe Ia de teorias
quadréticas, que contém os subcasos quadraticos de Horndeski e GLPV [42, 49, 160]. Esta
classe é caracterizada pelo fato de que suas teorias, com matéria minimamente acoplada,
sdo equivalentes a Horndeski com matéria disformalmente acoplada, isto é, a subclasse
Ia estd relacionada com Horndeski via uma transformacao disformal [42, 49]. De fato, é
possivel que somente teorias DHOST relacionadas disformalmente com Horndeski sejam
fenomenologicamente vidveis? [49]. E por essa razdio que teorias Ia sdo as consideradas
neste trabalho. Em particular, no capitulo 2 veremos as condi¢oes de degenerescéncia
desta subclasse em fungao dos pardmetros efetivos de energia escura.

Como também veremos, essas teorias quebram a blindagem de Vainshtein, o que
permite uma restricio de tais modelos via escalas astrofisicas [63]. O mecanismo de
Vainshtein s6 é possivel gragas as derivadas de ordem superior galileonicas, j4 que esses
termos nao-lineares, quando considera-se uma escala de energia baseada na expansao do
Universo, nao podem ser descartados a nivel de campo fraco em regioes de sobredensidade
[42]. Essas consideracoes sio feitas para se ter uma teoria modificada controlando a parte
cosmoldgica, isto é, descrevendo a energia escura, mas cujos efeitos sdo blindados em
escalas menores para gerar a Relatividade Geral. No entanto, até mesmo Horndeski
nao cai exatamente na teoria de Einstein sob essas consideragoes, ja que uma variacao
temporal do campo escalar/energia escura de fundo leva a uma "constante'gravitacional
que varia com o tempo em escalas menores, mesmo que a forma dos potenciais resultantes
seja igual a da Relatividade Geral. Ja no caso das DHOST Ia, a quebra da blindagem
leva a modificagoes que alteram a forma dos potenciais, levando a uma dependéncia na
variacao de distribui¢oes de matéria, se desviando, portanto, da teoria de Einstein no
limite de campo fraco. Fundamentalmente, como mencionado anteriormente em 1 e 1.1,
esse tipo de modificacao é um reflexo da quebra do Principio da Equivaléncia Forte devido

a presenga de um campo (escalar) gravitacional além da métrica.

9 Atualmente, existem teorias mais gerais que as DHOST, que sdo justamente obtidas vias transformacées
disformais de lagrangianas "sauddveis"de ordem superior [164, 165, 166, 167]. H4 também as chamadas
teorias U-DHOST, cujas condi¢oes de degenerescéncia sao satisfeitas somente no calibre unitario, mais
condigdes de contorno apropriadas [168].



27

2 TEORIA DE CAMPOS EFETIVA DE ENERGIA ESCURA

"Physis kriyptesthai philei. "
Heraclito, fragmento B 123

2.1 Formalismo ADM e Paradmetros EFTDE

Como comentado no capitulo 1, uma ideia que tem sido considerada na literatura
é se ter uma teoria escalar-tensorial atuando em escalas cosmoldgicas para se modelar a
energia escura e, portanto, simular desvios da prépria constante cosmolégica. Na Introdu-
¢a0, mencionamos que essas consideragoes possuem inclusive uma motivagao observacional
em [22, 23, 25], j& que identificam a possibilidade de uma variagdo temporal da energia
escura. Nesse caso, é razoavel escolher uma classe de teorias bem geral, como as teorias
galileonicas da secao 1.2, para se abranger o maximo de possibilidades fenomenolégicas
para se testar. No entanto, é extremamente mais pratico considerar as simetrias do con-
texto cosmoldgico para facilitar as equagoes e calculos finais, ja que as lagrangianas e
equacdes de campo das teorias provenientes do galileon sdo trabalhosas de se lidar. E
exatamente isso que o formalismo efetivo de energia escura se propoe a fazer, ou seja,
simplificar e ajustar teorias ao contexto cosmologico para uma melhor conexao com as
observagoes [160, 59, 57].

A ideia central da Teoria de Campos Efetiva de Energia Escura (da sigla em inglés
EFTDE) é que o campo escalar que representa a energia escura introduz uma folheagao
preferencial de hipersuperficies espaciais devido a quebra da invariancia de difeomorfismo
temporal [55, 57]. A presenga do campo escalar induz naturalmente a defini¢do de um
vetor normal tipo-tempo, isto é, n¥n, = —1 (note que isso é uma restri¢do no gradiente
de ¢) em unidades naturais e na assinatura (—, +, 4, +), definido como:

1
n, = —ﬁvm, (12)
cujo fator de normalizagao é o termo cinético X = —V,6V*®/2 e tal que seu sentido
aponta para o futuro. Como resultado dessa definigdo, no calibre unitario (9;¢ = 0), as
hipersuperficies de campo uniforme correspondentes podem ser ajustadas para coincidir
com as fatias de tempo constante [49].

A partir de (12) podemos entdo construir objetos geométricos que nos ajudem a

descrever a evolucao dinamica das hipersuperficies tipo-espaco. Naturalmente, podemos

definir o tensor projegao h,, como [169, 170]:
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Moy = Gy + 1100, (13)
que por definicao satisfaz h"‘ﬂh“ g =h% enth,, =0. Assim, devido a essas propriedades,
(13) faz com que qualquer tensor seja projetado ortogonalmente ao vetor normal, permi-
tindo a definigao de uma métrica induzida h,; nas subvariedades tipo-espago [170, 169], ja
que para dois vetores tangentes as hipersuperficies, isto ¢, n,v* = n,w" = 0, temos que
G V"W = hvtw” [170]. Ja para a descrigao da taxa de variacao dessas hipersuperficies,

podemos definir o tensor de curvatura extrinseca K, , definido neste caso como [169]:

v

K,, =h,Van,, (14)
que ¢ tipo-espago ja que satisfaz n* K, = 0. Por outro lado, se definirmos a aceleracao
das hipersuperficies como a* = n*V,n*, podemos ver de (14) que [51]:

1
Ky = —ﬁvuvuﬁb + 2nay

o que deixa explicito a dependéncia da curvatura extrinseca com derivadas de segunda

1
y + ﬁnunyn“VaX, (15)

ordem do campo ¢ [51].

Podemos também definir o tensor de curvatura intrinseca R¥,., da métrica h ,,, si-
milarmente a (182), por meio de [D,, Do) X* = R¥, X", tal que D,T" = h* b gh¥ V3T, ¢
e X*n,, = 0[169]. Utilizando-se h* h" sV ,h*, = K zn* e K 30 b8 Ve Xy = =K, ;K , X*,
¢é possivel entdao escrever o tensor de curvatura intrinseca das hipersuperficies em fungao

do tensor de Riemann e do tensor de curvatura extrinseca, isto é [169]:
0 pw A
R = BB NP R 0+ KM K, — KM K. (16)

Por outro lado, notando-se que V,(a* — n°K) = R, gnn’ + K 3K — K? ji que
D Ky, —DsK,, = —h* h*sh R, ns, K = Von® e nVang = 0 (veja [169]), é possivel

a partir de (16) encontrar a chamada relacdo de Gauss-Codazzi [51]:
R=TR+ K,z K — K>+ 2V,(Kn® — a®), (17)

que relaciona o escalar de Ricci com os objetos definidos nas hipersuperficies [169, 170].
Com esses objetos geométricos definidos, precisamos agora somente escolher um
sistema de coordenadas apropriado para descrever a decomposicao 3 + 1 induzida pelo
vetor normal (12). Para descrever adequadamente essa folhea¢ao do espago-tempo, é 1til
considerar a decomposi¢ao de Arnowitt-Deser-Misner (ADM), em que o elemento de linha

¢ genericamente escrito como (em unidades naturais, ¢ = 1) [169]:
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ds® = —N2dt* + hy;(dx’ + N'dt)(d2’ + N7dt), (18)

tal que N ¢ a funcdo de lapso e N é o shift, que parametrizam a liberdade de escolha na
evolugao temporal [169]. J4 h,;,
fatias de tempo constante. Como consequéncia da identificagdo de ¢ com a coordenada
temporal no calibre unitario, visto que n, = —Nd°, devido a X = (9,¢(t)/N)?/2, as

quantidades geométricas ADM estao diretamente relacionadas com as derivadas do campo

com mencionado, é a parte espacial de (13) e a métrica das

escalar e com a propria métrica. Desta forma, ao invés de se considerar diretamente esses
dois campos e suas derivadas até segunda ordem, uma agao gravitacional genérica pode

ser definida como [51]:

S, = / Ly(N,Ry;, Kyj, hyy, Dis ) NVR da? dt, (19)
de tal forma que a densidade Lagrangiana £, depende da curvatura intrinseca de Ricci
;j» da curvatura extrinseca das hipersuperficies K;; = (0;h;;—DiN;—D;N;) /2N,
e da derivada covariante D; definida em relacdo a métrica 3D h,; [51, 160]. Note também
que v/—g = NVh, em que h é o determinante de hy;-

Assim, o formalismo (19) caracteriza uma teoria escalar-tensorial efetiva no con-

espacial R

texto cosmologico. No caso de uma métrica espacial plana FLRW, temos genericamente
que N = N(t), N' = 0 ¢ hy = a*(t)d;,
K' = H¥'; = ad’;/Na e R;; = 0 (note que dsa = a). Portanto, em (19), temos a simpli-
ficagdo L,(N, K, h;;)NVh = Ly(N,a,a)Na® [51]. A variacdo da agio resultante é entio

YR

tal que por meio de (14) e (16) temos que

dada por:
. — — 8Z 3 e N ~ ]: T 2 3
58, = / [(c R = 3Hf> @SN + 3 (c SHF N) Na 54 da® dt (20)

em que 3F = a®d,; oL/ OK;; e tal que todas as derivadas estdo avaliadas nas quantidades

do fundo FLRW. Por outro lado, j& que para matéria minimamente acoplada temos [51]:

1 N -
=T ( P 3;55“>Na3 da* dt (21)
a

pelo principio da agao estacionaria, i.e. 654495,, = 0, obtemos as equagoes de Friedmann

generalizadas [51]:

-

E+N§§[—3H}“—pe£_—3ﬂ}"———p, (22)

>

o que leva naturalmente a NOL/ON +F /N = p+p. No caso das equacoes de Friedmann
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usuais (215) e (216), temos que Lre = —3H?/k + A/k, Frg = —2H /K e OLra/ON = 0,
j& que em (207) o escalar de Ricci pode ser escrito como K K% — K% + R por meio da
relacao de Gauss-Codazzi (17) [51].

No caso de perturbagoes lineares cosmoldgicas, no entanto, é necessario utilizar
a parte quadratica da lagrangiana expandida em série de Taylor [51], j4 que sdo esses
termos que dao origem as equagoes das perturbacoes. Considerando um fundo FLRW,
o do pardgrafo anterior, temos as perturbacdes 6N = N — N, 0K,; = K;; — Ho,; e

0R;; = R;; — 0. Uma lagrangiana genérica ¢ entdo dada por [51]:
oL oL

o . ., 0L
N,K',,R;,...) = L+ —=0N —0K", :
L(N,K';,R';,...) L+oy +aKlj J+8le

SR+ LP + ., (23)

tal que sua parte quadratica £2 é dada por:

@ _1O0Lo 1 0L
20N T 29K oKL

N 0*L 0*L
0K oR", ONOKT

A 1 L
SKiOK!, +-—— =

1% SRR
SNOK! +627£5N5Rl - (24)
)+ GNoRT SRR

i l
L SR OR,

SK' R, +

Contudo, devido a forma da geometria de fundo, podemos escrever essas derivadas de

segunda ordem a partir de pardmetros que dependem somente do tempo césmico [51]:

PL
ONOUY;

0*L

— = B,d
0ZL0Y,

= W87, + W(&,6%, + 67P6;,) e

(25)

7

em que se Z°; =Y} = K'; temos que W, W) = (Ax, Ak), para 7', =Y% =R’ temos
W, W) = (A, Ax), para (Z2,Y%) = (K%, RY;) temos que W, W) = (Cx,C), B se
U' = K' e Bg se U, = R'; [51]. Dessa forma, a partir destas defini¢oes e utilizando-se

as equagoes de fundo (22) para simplificagdo, podemos escrever que [51]:

. oL  1_0°C
@ /=g = NG* 3 -
LP=g=NG*sRVh +a <6N+2N6N2

>5N2 + Na* [g*agn - ;AK6K2
+ Bi6KON + C*OKOR + AxdK' 6 K7, + ArdR';0R; + ;AR(SRQ

+ (if + B;;) 6N5R] T (26)

em que fizemos a reparametrizacio G* = G+C/2N+HC, C* = C+C/2 e By = Bx—C/2N?
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tal que 3G = 0,0L/0R";."> Os termos 6;R e 02R sdo os de primeira e segunda ordem de
R escritos em termos das perturbagoes métricas (R = 0+ 0;R + 62R) [51].

Com essa estrutura definida, podemos agora, por exemplo, explorar perturbagoes
tensoriais. Neste caso, temos que h;; = a*(t)(0;; +7,;), que no calibre transverso sem trago
(TT, ie. 7 =0e 07, =0) levaa 6K’ =4 /2N e ;R = (Y90"0yy;; + 30,0+ /4 —
O 077% /2) /a? [51]. Fixando-se N = 1, obtemos a partir de (26) que:

552) - 1/ [AK%]"Y] N ?ak%jak’Y Ha® dw dt. (27)

No caso da Relatividade Geral, temos que Ax = G* = 1/2k, como consequéncia, isso
nos permite uma redefinicdo desses parametros de maneira apropriada a abranger as
caracteristicas fenomenologicas das teorias escalares-tensoriais. E plausivel, portanto,

definirmos a massa de Planck efetiva (ou forga de Planck efetiva) por meio de [51]:
M? =2 A, (28)

que caracteriza um acoplamento gravitacional variavel caracteristico das teorias escalares-
tensoriais (como comentado em 1) e tal que Ax > 0 para teorias bem definidas [51]. Para

descrever como este pardmetro varia com o tempo césmico definimos também [51]:

B idlan
CH dt

Qg (29)
chamado de pardmetro da taxa de variagao da massa de Plank ( Planck-mass run rate). Ja
o segundo termo em (27) nos diz que had um desvio na velocidade das ondas gravitacionais
com relagdo ao caso da Relatividade Geral, podemos definir entao que [51]:

> g*

cr=14+ar=—-—, 30

T T AK ( )
em que cr é a velocidade das perturbagoes tensoriais em unidades naturais e ar é o
parametro de excesso de velocidade tensorial (tensor speed excess). Com essas definicoes,

da variagao de (27) com matéria obtemos a equacao de onda para as ondas gravitacionais:

. . _ 2
Yy + HB + am)¥y; —a (1+ OéT)v2%'j = Wﬂ—ijTTa (31)
tal que m;;7" é a projecao TT do tensor de pressdo anisotrépica [171]. Para ap = apr = 0

e M? = 1/k obtemos entdo o caso da teoria de Einstein, o que justifica essa redefinicio

10 Note que fizemos a substituicio Na?’C(SKij 6R?, = Na®[(C/N + HC)(62R + a 36vVhoR) + CORIK +
N-YHCSNOR]/2 [51].
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dos coeficientes [51, 49, 160].

Podemos fazer uma reparametrizacao similar para o caso de perturbagoes escalares.
No calibre unitério, sem perda de generalidade, podemos escolher que N = 1, N* = §% o
e hy; = a*(t)e**0;;, o que leva a SvVh = 3d3C, OK';, = (¢ — HON)&'; — a= 26" 0,010,
OR;; = —5ij8k8kg — 0;0;C e 65R = —2a2[0%COx¢ — 4¢0*OxC] [51]. Substituindo essas
relagoes em (26) e variando a agao resultante com relacao a 0N e ¢ obtém-se duas relagoes

de vinculo, uma dessas relagoes se reduz a N = 2(/H(2 — ap), tal que:

 2HAR’

(32)

ap

aonde foi utilizado as condigoes de degenerescéncia ./ZlK—i—Q.AK =0,C*=0e 4flR+3AR =
0, j& que a lagrangiana considerada é de ordem superior e genérica (veja 1) [51]. Portanto,
utilizando-se essa relagao resultante do vinculo, temos que a acao quadratica para ¢ é dada
por [51]:

5@ =1 [ (L6 + Locaca 000 Pt (33)

em que se definirmos os parametros adimensionais dependentes do tempo:

1 oL 9L G* + By
= [2Z= =7 PR 4
oK 2H2AK< aN * aN2> © T T A ! (34)
podemos escrever que [51]:
20k + 3a
= 2M? -
‘CCC (2—ap)?’ (35)
1+ ay H 2d(l+ay
Lo,co,c = 2M* |1 —2 1 -—=|-== . 36
0iCDiC [ ar 2—a3< Tam H2> Hdt<2—a3>] (36)

Desta forma, em comparagdao com a Relatividade Geral, é possivel ver que os dois para-
metros ay e ap alteram o coeficiente L;; do termo de energia cinética das perturbagoes
escalares em (33). Em particular, ap caracteriza uma mistura de termos cinéticos da
métrica e do campo escalar ¢ ja que vem de 0 KON, por isso é chamado de parametro de
trangamento (braiding parameter). Ja o parametro de cinetismo (kineticity) ay também
descreve a evolugao temporal da energia cinética das perturbacoes, mas esta relacionado
as proprias flutuagoes do campo ¢, ja que provém do termo com dN? [51, 58]. Vale notar
que para evitar fantasmas, temos que L > 0, o que leva a 2ax + 3a% > 0 via (35) [51].

O formalismo apresentado aqui nos permite a descri¢do de perturbagoes num fundo
FLRW a partir de coeficientes que parametrizam a diferenca entre teorias escalares-

tensoriais e a teoria de Einstein. As fungoes adimensionais e dependentes do tempo
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definidas em (28), (29), (30), (32) e (34) sao entdo os pardmetros EFTDE. Em particular,
as teorias beyond-Horndeski, apresentadas no capitulo 1, geram todos esses parametros,
ja que suas funcoes livres estao relacionadas com os parametros EFTDE via as relagoes
(25). Veremos mais sobre isso na préxima subse¢do, e também comentaremos sobre o
parametro ay em 2.1.2. Para as equagoes perturbativas completas no calibre newtoniano
veja [51, 49, 58]. E importante mencionar também que ap é caracteristico de teorias
modificadas tipo Brans-Dicke e que ag estd relacionado a fluidos de k-esséncia. Esses
dois parametros estao relacionados a uma aglutinagao da energia escura [58]. Em geral,
todos esses parametros modificam também a constante gravitacional usual. Para uma in-

terpretagao fisica mais detalhada de cada parametro de energia escura veja as referéncias
[51, 58, 49, 172].

2.1.1 Extensao para teorias DHOST

O formalismo apresentado na subsecao anterior nao abrange as teorias DHOST,
ja& que nao leva em conta todas as possibilidades provenientes da densidade lagrangiana
(9). Similarmente a discussao que tivemos na subsegao 1.2, durante um certo tempo o
formalismo efetivo de energia escura nao levava em consideragao uma dependéncia na
derivada temporal da fungao de lapso N, como fizemos em (19), j4 que tal consideragao
estaria relacionada a um grau de liberdade escalar extra proveniente de termos de ordem
superior [49]. No entanto, como discutimos, isso é resolvido por meio de condigoes de de-
generescéncia apropriadas para as fungoes "livres"de teorias escalares-tensoriais de ordem
superior genéricas. De fato, isso foi originalmente observado exatamente neste formalismo
por meio de transformagoes disformais, o que dava origem a termos saudaveis associados
as derivadas do lapso [51]. Em [49], considerando-se a dependéncia mencionada, o for-
malismo ADM foi entao aplicado de forma completa a lagrangiana (9), e as condigoes de
degenerescéncia das DHOST foram obtidas com relagao aos novos parametros EFTDE.

Considerando-se entdao que (19) depende da derivada do lapso, todo o formalismo
construido na subsec¢ao anterior pode ser feito de forma similar para este novo caso. No
entanto, o processo é bem mais trabalhoso, razao pela qual mostramos somente o caso
associado as teorias GLPV (veja [160, 49]), que sdo um subcaso muito importante para
este trabalho. Utilizando-se os objetos geométricos definidos no comecgo deste capitulo
para reescrever a lagrangiana (9) no formato ADM, é possivel descobrir que quatro novos
parametros EFTDE surgem na lagrangiana quadrética (veja o apéndice A de [49]). H4 o
parametro ay, que "quebra'a parte das curvaturas extrinsecas na relagao de Gauss-Codazzi
(17) quando presente na agao, caracteristico de teorias que nao satisfazem a invariancia
de Lorentz [49]. Temos também as fungoes (31, B2 e B3 que caracterizam os termos com

derivadas de 0 V. Ignorando-se as condicoes de degenerescéncia, 31 é a generalizacao de
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ap para o grau de liberdade escalar extra, de forma semelhante, 5, é a generalizacao de
ag para este novo caso e (33 esta associado ao gradiente de energia do grau de liberdade
adicional, que tem sua origem na aceleracao das hipersuperficies [49].

Com a parte quadratica da lagrangiana das DHOST escrita em funcao das variaveis
ADM, é facil obter a relagao entre os parametros EFTDE mencionados até o momento e
as fungoes livres apresentadas em (9). Considerando somente as combinagoes quadréticas
(10), ou seja, fazendo b; = 0 e f3 = 0 em (9), temos que (para as relagoes completas com

os termos ctibicos veja [49]):

ap = —6X(ay+ay)/M? — ap=—4Xa/M?,

ag = —A4X(a1+ fox)/M?,

ap = 20y 4681 —20(fa + 2X fasx + XQx)/(HM?),

ay = —4X(fox —2ay —2Xasx)/M?,

B = —2X(ay— fox — Xas)/M?,

By = 4X[ay +as —2X (a3 + a4) + 4X?as)/M?,

Bs = 4X(2Xay —2a; — 2fox)/M?, (37)

tal que M? = 2(fy+2Xay) e H = H(t) é o pardmetro de Hubble. Note que nio colocamos
ag, ja que além de sua expressao ser demasiadamente grande, este parametro nao afeta
nosso trabalho, pois costuma ser relevante somente em escalas de super horizonte (super-
horizon) [58, 173]. Note que para ;1 = 52 = 3 = a; = 0 obtemos o caso de 2.1,
associado as teorias beyond-Horndeski [51]. Se além disso ay = 0, é facil ver de (37) que
a configuragao das fungoes livres retorna para o caso quadréatico de Horndeski (7) [58].
Com relacao a degenerescéncia, como comentado em 1.2, estamos interessados na classe

de teorias Ia, que satisfaz as condigoes C;, definidas como [49]:

oy = O,
62 = _66127
By = =26:2(1 + an) + (1 + ar)Bi], (38)

o que vincula os novos pardmetros f, e (3, deixando f; livre. As condigoes (38), por-
tanto, garantem a propagacao de somente um grau de liberdade escalar e que a classe
correspondente esteja disformalmente relacionada com Horndeski!'. Note que as funcoes

P(¢,X) e Q(¢, X) ndo aparecem em (38), o que as torna passiveis de qualquer escolha

1 Para transformacoes disformais invertiveis [63].
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[160]. Por conseguinte, (37) e (38) permitem uma conexao clara entre teoria e observagao,
possibilitando uma restricdo nas possibilidades de fungoes "livres'viaveis da lagrangiana

das DHOST Ia via regime perturbativo.

2.1.2 Vazamento de Energia Escura

Como mencionado na Introducgdo, estamos interessados nas escalas de galaxias
elipticas isoladas. Para descrever a dinamica das estrelas destes objetos e a deflexao da
luz provocada por essas galdxias é necessario descobrirmos a métrica de campo fraco
correspondente. Por estarmos em escalas muito menores do que a de Hubble, podemos
desconsiderar efeitos da expansao do fundo cosmolégico. Além disso, para estar de acordo
com o que é observado, devemos também considerar velocidades nao-relativisticas para
os entes materiais das galaxias. Sob essas consideragoes, podemos lan¢ar mao do regime
quasi-estatico, aonde a evolucao dinamica das perturbagoes gravitacionais é muito pe-
quena quando comparada com as evolugoes puramente espaciais [57]. Isso é possivel para
escalas menores do que o horizonte sonoro das flutuacées do campo escalar, o que nos
permite ignorar derivadas temporais com respeito as espaciais em certos casos [57, 174].

Até o presente momento consideramos somente a parte quadratica da acao na forma
ADM, no entanto, esse truncamento so é valido para o regime linear, i.e. escalas maiores
que ~ 10 Mpc [57]. Em escalas menores, as perturbagoes na matéria escura crescem e
podem alimentar as flutuagoes na energia escura [57], portanto, ndo-linearidades devem
ser levadas em consideracao nesses casos. De fato, as nao-linearidades sdo importantes
por serem justamente o que permite o mecanismo de Vainshtein. Assim, termos EFTDE
de mais alta ordem devem ser considerados. Por outro lado, como mostrado em [57], o
problema é simplificado, j4 que somente os termos de até quarta ordem da lagrangiana
completa nao-linear contribuem para o limite quasi-estatico. Neste caso, trés novos para-
metros EFTDE surgem: ay1, ays € ays. Entretanto, temos que ayo = a3 = 0 pois estes
coeficientes dependem das funcgoes livres associadas as combinacoes cubicas de teorias
galilednicas, e estamos considerando apenas termos quadraticos. Sob essas consideragoes,

no regime quasi-estatico temos entao a ac¢do nao-linear [63]:

M? — 20
S i L

+ (1 + OZT) <R5;€E + 52R> — QHCYB(SKdN

+ (14 ag)RON + 4816 KV + BV + Bsaa’

+(1+ on)5N(5Kij5Kij — §K2)1 a® dz® dt, (39)
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aonde oy = ay, definido em (37), estd associado ao tinico termo de ordem cuibica [63].
Note que V = (N — N‘9;N)/N é a velocidade do lapso e¢ a; = (8;0N)/N a aceleracio
[49]. Os pardmetros o e oy nao aparecem neste caso pois estdao associados a evolugao
temporal em escalas cosmoldgicas. Note que para (3; = 0 e ignorando-se o termo de ordem
cibica, obtemos a agao associada a (26).

Seguindo a dedugao de [63], para descrever o espago-tempo de uma fonte astrofisica
nao-relativistica e esfericamente simétrica, caracterizada pela densidade de matéria dp(r),
considera-se apenas perturbacoes escalares no calibre newtoniano, de modo que 6N = ®,
N'=0¢h;; = (1-2¥); em (18) [63]. Para reintroduzir as flutuagdes do campo escalar
das DHOST na acao efetiva (39) e recuperar a covariancia geral, é empregado o truque
de Stueckelberg t — t + w(t,Z) [55]. Por conseguinte, considerando-as as condigbes de
degenerescéncia (38) e somente os termos que contribuem no regime quasi-estatico, temos

que [63]:

M2
S;QS + S, = / 5 [ (c1® + W + c3m) V21 + ¢, U V2P

1+ s UV 4+ s ®V2D + (c7\if 1 cgd + cgﬁ) V2
by

1 1
+ gffal + 5 (bo® + b30) &l 4 = (bNZ-\If + b5V, ®

: 1 a 2a?
+ b6vi7r> Vil + prs (dlff L+ deijH?j) - W(I)ép(r)l ad'z, (40)

em que I; = V,Vymr, I}y = V,Vy7V, Vi,m.. . Vi, Vyr, [II"] = 69117, Lhal =
—3(Vm)2[IT), £ = —3(Vn)2&5 e &7 = [MI)? — [I1?] [63]. Os parametros ¢, c,
c3 e by dependem das fungoes EFTDE (37) e de suas derivadas temporais. Nao os mos-
traremos aqui pois nao sao necessarios para essa analise [63]. J& os restantes sao definidos

como [63]:

0424(1+OZH), 052—2(1+04T), 06:_63
cr =4day, cs=-2201+/03), coy=4b1+Ps
bzzav—OéH—‘lﬁb by =ap, by=—cy

b5 = —Cg, b@ = —209, dl = —b3 — bQ, d2 = (9. (41)

Note que os termos importantes para o mecanismo de Vainshtein sao os quarticos, os que
acompanham d; e dy, que dependem de ar, ay, ay, 5 e B3 (veja (41)) [63].

Dessa forma, variando-se a ac¢ao (40) com relacao a ®, ¥ e 7, integrando-se as
equagoes resultantes no espaco e utilizando-se o teorema de Stokes, é possivel obter res-

pectivamente as equagoes [63]:
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(c1 — s — 3Hcg)w + 2¢6y + cyz — cgi + 203x[(2by — bs)x — bsra’] = 4o, (42)
(co — ¢7 — Hep)x + cuy + 2052 — cri 4+ 20%2[(2b3 — by)x — byra’] = 0, (43)
2637 + CLY + oz + 265 + gl + 74 + 2coi + 203 {20127 + <5Hb.3 + 56) rex’
+ bg (Bbxd + 2rzd’ + rix’) + x [(4bg + 3bs) y + (4bs + 3by) 2 + bsry’ + byrz']}
+ 8A° {(dl + 3dy) 2% + dyx [r2 (2')* + ra (62" + m”)” =0, (44)

em que as novas variaveis sao definidas como:

1 7 1 @ 1w 1 m(r)

v A3 a?r’ y A3 a2y’ ® A3 a?r’ STM2A3 13 7 (45)

tal que A ~ (M H?)'/? é uma escala de energia, m(r) = 4 [ dp(r)r’dr é a massa newto-
niana e 2/, por exemplo, denota a derivada de = com relacao a variavel radial r [63]. Note
que os novos coeficientes com til estdo relacionados com os (41) e suas derivadas [63].
Resolvendo-se as equagoes (42) e (43), substituindo as solugdes em (44) e considerando-se

(41) e (38), é possivel obter uma equagao sé para x [63]:
2® + 012° + (vo + Vs + v49") & + V5 + vl =0, (46)

cujos v; estao relacionados com os parametros EFTDE [63]. Queremos agora encontrar so-
lugdes no regime de Vainshtein, aonde as nao-linearidades do campo escalar dominam. Isso
acontece bem adentro do raio de Vainshtein, isto é, r < r, tal que r, = (m/8xM>H?)'/3
[64, 57]. Neste sentido, como buscamos solugoes em regides com alto contraste de densi-
dade, podemos tomar &/ > 1 em (45). Neste caso, (46) se reduz a z° ~ —v3.9 — v4."
para vy > 0, que juntamente com (42) e (43), e para a(t) = 1, levam a [63]:

dd m(r) d*m

il — 4
dr GN( ;2 g >’ (47)
av m(r) 1dm d*m

T GN( 5 +72*d7 +73dr2>’ (48)

aonde Gy = [8mM?*(1 — ay — 3531)]7! é o parAmetro de Newton efetivo e tal que:
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o + (1 + ar)Bi]?
no= (1-}-04'])(1—}-04\/—461)—@}[—17 (49)

__aglag —av +2@2+ar)bi] + arhi[l + (1 + ar)Bi] (50)
2= I+ ar)(1+ay —48;) —ay — 1 ’

_ Gilag + (14 ar)pi]
BT T U fan(+ay —48) —an —1 (51)

Se, no entanto, a velocidade das interacoes gravitacionais for a da luz no vacuo, temos
que ar = 0 e ay = ay (note que a convengao de sinal utilizada aqui é de [57]; em [63],
ay — —ay ). Neste caso, que é o considerado neste trabalho, temos que os pardmetros ~;

sao simplificados para [63]:

o (ag + B1)°
1= 2(06]{ + 251) ) (52)
Y2 = O, (53)
Br(ay + Br)
T Slan +261) (54)

As solugoes (47) e (48) foram encontradas simultaneamente em [63, 64, 65], com a
dependéncia completa dos pardmetros 7; nas fungoes EFTDE (37) apresentada pela pri-
meira vez em [63]. No entanto, foi demonstrado em [63] que hé ainda outra possibilidade
de solugao no regime de Vainshtein (note que a eq. é ctibica), que para grandes distancias
da fonte também coincide com a solug¢do nao-blindada [63]. Nesse caso, podemos consi-
derar que & > x? > 1 na equacio (46), o que permite resolver (42) e (43) com z = 0

[63]. Com essas consideragoes, os potenciais escalares satisfazem:

dd  _ m(r) d¥ _ m(r)

— =Gy — =Gy
dr r2 7 dr r2 ’

(55)

de modo que os novos parametros sio dados por Gg = Gn(1 —ag —331) /(1 +ayg + (1)?
e Gy = (1 + ay)Ge no caso de ap =0 e ay = ay [63].

Esses dois tipos diferentes de solugoes das equagoes das DHOST para os potenciais
métricos sao um bom exemplo da violagdo do Principio da Equivaléncia Forte na gravi-
tagao escalar-tensorial [139, 175]. No contexto considerado neste trabalho, isso ocorre
devido aos parametros EFTDE ay e 51, que sao responsaveis pela quebra da blindagem
de Vainshtein [63], fazendo com que a energia escura vaze para escalas menores. Note, no
entanto, que no caso de (47) e (48) o mecanismo s6 é quebrado dentro de distribuiges de
matéria, recuperando-se entao a forma da gravidade newtoniana fora destas, ja no caso de
(55) o limite newtoniano nao é obtido [63]. Por outro lado, a energia escura naturalmente

afeta a gravitagdo nas escalas astrofisicas via sua modificagdo na constante gravitacio-
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nal. Sobre o pardmetro ay, introduzido em (34), conhecido como pardmetro de desvio
de Horndeski, este ente estd associado a mistura entre termos cinéticos das perturbacoes
de matéria e do campo escalar em beyond-Horndeski [172]. Por fim, como mencionado,
[£1 = 0 caracteriza as teorias GLPV e ag = 1 = 0 a classe de Horndeski.

Dessa forma, é possivel sondar os dois parametros ayg e 31 em escalas astrofisicas.
Em particular, iremos utilizar dados de lenteamento gravitacional forte juntamente com
as dispersoes de velocidades de galaxias-lentes elipticas da amostra combinada LaStBeRu
[116]. Nos préximos capitulos vamos tratar exatamente dessas questoes, em especial,
nos dois capitulos seguintes, vamos construir o modelo de lenteamento forte e de disper-
sdao de velocidades necessario para sondar os parametros EFTDE. Assim, primeiramente,

introduziremos a seguir o formalismo e conceitos basicos do lenteamento gravitacional.
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3 LENTES GRAVITACIONAIS

"A questao que minha mente formulou foi
respondida pelo céu ensolarado do Brasil."
Albert Finstein

3.1 Formalismo Matematico das Lentes Gravitacionais

Neste capitulo apresentaremos primeiro o basico do formalismo do lenteamento
gravitacional forte, quando a lente é suficientemente massiva para distorcer, magnificar e
multiplicar a imagem de fontes mais distantes. Comecaremos no contexto da Relatividade
Geral, mas depois, em 3.2, mostraremos o caso das DHOST no formalismo EFTDE. Para
o leitor interessado na historia do lenteamento gravitacional e nos seus diferentes tipos,
temos o Apéndice D abordando estes tépicos. Se o leitor ja esta familiarizado com o
formalismo das lentes gravitacionais fortes no caso da teoria de Einstein, é possivel ir
diretamente para a se¢ao 3.2. Note que 3.1 esté baseado em [176].

Apesar da Relatividade Geral ser conceitualmente simples, a sua estrutura fisico-
matematica é bem complexa. Desta maneira, é de se esperar que o fenomeno de lente-
amento gravitacional também seja complicado, e, de fato, isto é verdadeiro para o caso
de campos fortes, aonde, por exemplo, f6tons podem orbitar um buraco negro. No en-
tanto, na grande maioria dos casos, em particular, no regime que estamos interessados,
podemos usar algumas suposicoes bésicas que transforma o efeito das lentes gravitacionais
em um formalismo extremamente simples com base na geometria elementar. Portanto,
utilizando-se as referéncias [177, 178, 179, 180, 181, 182], esta se¢do busca justamente
apresentar o formalismo basico deste belo fendomeno que é o lenteamento gravitacional.

De forma geral, sao quatro as componentes estruturais basicas do lenteamento gra-
vitacional. N6s temos o objeto césmico cuja luz emitida sera defletida, que é comumente
chamado de fonte, temos um outro ente cdésmico cujo campo gravitacional ira modificar
a trajetéria da luz emitida pela fonte, que é usualmente chamado de lente!?. Dispomos
também de um observador a uma dada distancia da lente e da fonte, como um telesco-
pio. Possuimos ainda um espaco-tempo definido por uma teoria métrica unificadora da
gravitagdo e inércia, por um modelo cosmoldgico e por um modelo fisico da distribuigao

de matéria que estd gerando este campo gravitacional.

12 Note que o termo mais apropriado é defletor, as lentes gravitacionais ndo funcionam integralmente
como uma lente éptica usual (veja [183]).



41

Com base nisso, para construir o formalismo das lentes gravitacionais, podemos

salientar cinco consideragoes béasicas com base no que é observado:

o Conservacao dos Fétons: A deflexdo provocada pelas lentes gravitacionais nao altera

o numero de fotons propagados pela fonte, ocorre somente um desvio da trajetéria
destes raios de luz. Isso naturalmente ocorre em teorias métricas, contudo, é ne-
cessario também supor que a interagao entre os fétons e a matéria é desprezivel,
o que é o caso, dada a baixissima densidade do plasma nas lentes (e.g. galdxias e

aglomerados).

o Acromatismo Gravitacional: Raios de luz de diferentes frequéncias sao defletidos

pelo campo gravitacional das lentes de mesma maneira, ou seja, o fenémeno de len-
teamento gravitacional é acromético. Consequéncia natural da Relatividade Geral

e da maioria das teorias da gravitagao.

o Aproximacao de Campo Fraco: O campo gravitacional gerado pela lente obedece a

relagao |®| < ¢?. Desta maneira, assumindo a Relatividade Geral, o acoplamento
entre a matéria e o espago-tempo ¢é linear e descrito pela relagdo newtoniana (205).
Esta aproximacao ¢ muito acurada nestes casos, pois sabemos que galaxias e estrelas
obedecem ao limite de campo fraco. Em particular, essa aproximacao também é
valida para objetos extremos como buracos negros e estrelas de néutrons caso os

raios de luz passem longe desses objetos.

« Aproximacao de Pequenos Angulos: O efeito de uma lente sobre os raios de luz

da fonte acontece numa pequena regiao do céu, pois, como temos no caso de uma
estrela (229), o angulo de deflexdo cai com o inverso da distancia, por isso é eficaz
considerar que os raios de luz passam perto da lente. Naturalmente, isso é uma

consequéncia do que é medido observacionalmente.

» Aproximagao de Lente Fina: Se as distancias entre o observador e a lente e entre a

lente e a fonte sdo muito maiores do que o tamanho fisico da lente, entao podemos
considerar como se a lente estivesse projetada num plano. Como as galaxias se
encontram a distdncias cosmoldgicas, esta aproximacao ¢ muito acurada no caso do
lenteamento forte do tipo galdxia-galaxia'®>. Como comparacdo, podemos tomar o
didmetro médio de galaxias elipticas como sendo da ordem de 100 kpc e da distancia
até z &~ 1 como 1000 Mpc, assim, as distancias até tais galaxias sao da ordem de
10* vezes maior do que seus tamanhos. Ou seja, num regime de tamanhos angulares

da ordem de segundos de arco.

13 Para um formalismo mais complexo veja [184].
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3.1.1 Equacao da Lente

A relacao fisico-matematica mais importante no estudo das lentes gravitacionais,
sem duvida alguma, é a chamada equacao da lente. Esta expressao relaciona a posi¢ao
angular dos pontos das imagens lenteadas com a posicao angular dos pontos da fonte, por
meio das distancias cosmoldgicas envolvidas e, evidentemente, por intermédio do angulo
de deflexao obtido pela Relatividade Geral, ou por uma outra teoria métrica da gravitagao.
A partir do esquema ilustrativo da figura 1, vemos que o simbolo & representa o dngulo de
deflexao sofrido pela luz, 8 representa a posicao angular das imagens lenteadas em relacao
ao centro da lente, [ retrata a posicao angular real da fonte com relagdo ao centro da
lente, 5 ¢é a posicao onde ocorre a deflexdo e 17 é a posicao da fonte.

Neste caso, as distancias relevantes sao as de didmetro angular Doy, entre o obser-
vador e a lente, D g entre a lente e a fonte e Dpg entre o observador e a fonte. Como pode
ser verificado pela expressao (223) do Apéndice C, Dos # Dor + Drs em geral. Como
também pode ser verificado na figura 1, a nossa lente é uma so e se encontra num plano
chamado de Plano das Lentes e a fonte se encontra no Plano das Fontes, pois, ja que esta-
mos mais interessados no lenteamento galaxia-galaxia, é possivel fazer esta consideragao
por meio da aproximacao de lente fina.

Por estarmos tratando de pequenas distancias angulares, é possivel utilizar a apro-
ximagao de pequenos angulos, ou seja, fazer tgw = w, senw = w e cosw = 1 ja que
lw| < 1. Além disso, é importante considerar que os dngulos 0, § e & possuem uma
direcao e sentido e podem ser escritos como vetores 5, 5 e a. Assim, podemos utilizar
novamente a ilustragdo da figura 1 para obtermos a equacao da lente, se considerarmos
o tridngulo entre a imagem lenteada (I), o centro da lente projetado no plano das fontes
(C) e o observador (O), obtemos facilmente que o lado entre C e I mede §Dpg. Porém,
este lado também mede 77+ € = Dogg + DL557 ao utlizarmos os triangulos subentendidos
por B e &, aonde € é a distancia entre a fonte e I. Logo, obtemos que a equagao da lente

¢ simplesmente dada por:

F=d-2550)| (56)

Esta equacao nos diz que podemos encontrar as posicoes das imagens lenteadas
se soubermos quem é 5 e quem ¢ o angulo de deflexao &(5) No entanto, a forma como
(56) estd escrita é devido a questdo observacional, pois, na realidade, queremos descobrir
a posicao e forma original da fonte, ja que sabemos quem é g e modelamos quem ¢é a.
Essencialmente, a equacao (56) dita o mapeamento entre os pontos no Plano das Lentes e
os pontos da fonte. Uma fonte real possui entao uma distribuicao de brilho que é mapeada

em outra via a equacao da lente. Levando em consideracao que E = Do L§ en= Dogg no
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Figura 1 - Geometria de um lenteamento gravitacional.

Imagem

— = Fonte

=1

Observador

D()L DLS

Dos

Legenda: Esquema ilustrativo da geometria de um lenteamento gravitacional.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape com base na referéncia [181].

limite de pequenos angulos, podemos ainda reescrever a equacao da lente em uma forma

adimensional ao definir que:

0 (57)
oL

em que & é um parametro de escala no Plano das Lentes. Desta forma, ao substituirmos

estas relagoes na equagao da lente (56), obtemos que:
y=1—a), (58)

aonde @(Z) é o angulo de deflexdo adimensional, dado pela relagao:

sy - (PorPrs )~ -
) = D222 ) . )

3.1.2 Distribui¢ao Superficial de Massa

Como estamos utilizando a aproximacao de lente fina, a deflexdo dos raios de
luz da fonte s6 ocorre no Plano das Lentes. Dessa forma, ao invés de considerarmos
a distribuicdo de matéria tridimensional da lente p(7), devemos considerar somente a

—

densidade de matéria da lente projetada no Plano das Lentes, isto é, 3(¢). Esta quantidade
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¢ obtida através da integracao de p(7) ao longo da linha de visada (linha que passa pelo
observador e a lente) e é chamada de densidade superficial, densidade projetada ou de

distribuicao superficial de massa. Portanto, temos que:
2@ = [ nlE )z, (60)

aonde a decomposicao 7 = 5 + zZ ¢é feita, tal que z é o chamado eixo éptico entre nods, o
Plano das Lentes e o Plano das Fontes.

Além disso, como ja mencionado, a gravitagdo na Relatividade Geral se torna
linear no regime de campos fracos, portanto, podemos pensar a nossa lente como se fosse
um conjunto de pequenas lentes pontuais, isto é, a nossa lente extensa pode ser descrita
matematicamente como uma soma de elementos de area infinitesimais. Desta maneira,
cada lente pontual infinitesimal deflete a luz de acordo com o desvio angular encontrado
por Einstein em 1916, dado pela importante relagdo (229). Assim, cada lente pontual

infinitesimal provoca um desvio de:
=—=—d’, (61)

em que 5 ¢é a distancia da origem do nosso sistema de coordenadas ao elemento de massa
projetado dM = E(é; )d*¢’ de uma lente pontual infinitesimal.

Por conseguinte, o angulo de deflexao total da lente extensa serd a soma de todas
as contribuigoes infinitesimais dadas por (61). Logo, basta integrar esta relagao sobre

toda a extensao da lente projetada no Plano das Lentes para obter que:

—

i» s _; g 6/ /
&8 = //A €)= g/|2d2§. (62)

Podemos ainda encontrar o dngulo de deflexao reduzido, por meio das relagoes (59) e (62).

Logo, obtemos que:

L B Eo (63)
Ar f — ,CLT7|2 7

aonde o denominador, chamado de densidade critica superficial, é definido como:

2
C DOS
Vit = —————1——. 64
erit e DOLDLS ( )
Esse é um parametro de escala que divide os regimes forte e fraco do lenteamento. De modo
simplificado, se ¥ 2 X..; temos o regime de lenteamento gravitacional forte, enquanto

Y & Y. corresponde ao regime de lenteamento gravitacional fraco (veja D.6).
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3.1.3 Potencial Efetivo da Lente

Podemos também escrever a equagao da lente em funcao do chamado potencial
efetivo da lente, que nada mais é do que o potencial gravitacional newtoniano ® projetado
no Plano das Lentes. Portanto, da mesma forma como foi feito para o caso da distribuicao

de matéria da subsecao anterior, podemos definir:

W@ = @€ (65)
No entanto, se considerarmos ainda a equagao de Poisson (205) projetada no Plano
das Lentes, obtemos que Vg (5) = 47TGE(§), em que utilizando-se o método das funcoes

de Green em duas dimensoes obtemos que:
v(§) = anG [ G- DO e VIGE-)=2E-8) (69

tal que G(€ — &) = In|€ — &|/2r [185]. Dessa forma, ao aplicarmos o operador Ve na
primeira equacao de (66), levarmos em consideracao que 65 In |§ — g’| = ({ — 5_7 )/ |E — 5' |2

e compararmos este resultado com (62), obtemos que:
a§) = 5 Ve (§). (67)

Por conseguinte, usando coordenadas adimensionais teremos d(7) = V, 1 (Z) tal

que a equagao da lente fica reescrita como:
J =7 — V(7). (68)

Para tal, basta substituirmos a relagao (59) em (67), pois, assim, podemos reescrever (65)
como:
() =

2 DorD o0
S [ a6 )z, (69)

6258 DOS —00

em que () representa o potencial gravitacional reduzido projetado no Plano das Lentes.
Se ainda aplicarmos o laplaciano V? = &;2V2 + 9? na equacao (69) e considerarmos a

relagao (64), obtemos que:

Y(&o7)

2(%) =2
wa($) Ecm’t ’

(70)

em que a distribuicdo de massa superfical pode ser escrita como:
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S(607) = 47r1c: | a2 (71)

Além disso, o potencial reduzido pode ser reescrito a partir de (64), (66) e (69) como:

1 S .
b(F) = f/ () 1017 — S (72)
mJJAL Ecrit

3.1.4 Magnificacdo, Convergéncia e Cisalhamento

De acordo com a conservacao do nimero de fétons e o acromatismo gravitacional,
é possivel deduzir que o brilho superficial da fonte é conservado e, que portanto, o brilho
das imagens lenteadas serd maior (ou menor) num fendémeno de lenteamento gravitacional.
Esta mudanca de brilho dependera somente da diferenca do angulo sélido entre a imagem
lentada e a prépria fonte [182], desta forma, podemos definir um pardmetro p, chamado
de magnificacdo, que quantifica este aumento de area das imagens no céu, que é definido
como:
Ay 73
M= TQS'7 (73)
de tal maneira que A€); é o dngulo sélido da imagem e Af)g o dngulo sélido da fonte.
Matematicamente, podemos compreender o fenémeno do lenteamento gravitacional
como uma transformacao de coordenadas entre o Plano das Fontes e o Plano das Lentes,
e assim como toda transformacgao tem seu Jacobiano que quantifica como elementos de
area ou volume se modificam, o Jacobiano das lentes gravitacionais avalia como a forma
geométrica da fonte é deformada quando ha a presenca de uma lente gravitacional. Para
fontes infinitesimais o Jacobiano corresponde a razao entre as areas da fonte e da lente,

ou seja, o inverso da magnificagao:

1 0% o7\
= —— =det| = | =det| =5 4
= dety — <ag) ¢ (a.f> ’ (74)
em que as componentes da matriz J sdo obtidas através da equacao (58) e (68) como:

Oi(T) _ 0*Y(7)
B a.ﬁlij N 5” B &maxj ' (75)

Jij = 0ij

Portanto, com base na relacao (75) e utilizando-se a notacao 0;0;¢) = 9y /0x;x;,

podemos escrever a matriz Jacobiana da transformacio como:
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1 — —
J _ 0181@[1 81821/] : (76)
=001 1 — 0p09%)

entretanto, podemos diagonalizar essa matriz de tal forma, que seus autovalores corres-

pondam a uma deformacao tangencial e radial. Assim, seja a convergéncia definida como:

_ E(&7)
Zcrit 7

k(Z) (77)
de acordo com a equagao (70) temos que k(T) = V2¢(Z)/2 = (01010 + 020210) /2, dessa

forma podemos reescrever a matriz Jacobiana como:

J— o [V 0] (@00 - 2002 01001) | 78)
01 D011 — (01011 — Do0o1)) /2

aonde separamos a matriz J em uma parte isotrépica associada a convergéncia xk e em uma
parte anisotrépica, cuja matriz possui traco nulo e é chamada de matriz de cisalhamento.

Para diagonalizarmos a relagao (78), precisamos definir novas quantidades. Sendo
assim, seja ¥ = (71, 72) o vetor cisalhamento, v = (7?++2)'/? a magnitude do cisalhamento

e ¢, o angulo de cisalhamento, podemos definir que:

1(E) = 5 (OO0 — Ba0a) = () cos (26,)
1(F) = D = Dadhs = (7 sen (26,)

, (79)

tal que a matriz Jacobiana, levando em consideracao que I é a matriz identidade, sera

reescrita como:

(=R~ cos (2¢,)  sen (2¢,) (80)
T2 N sen (2¢7) — COS (29257)

Assim, como a matriz de cisalhamento é uma matriz de rotagao, podemos rotaciona-la de
tal maneira a transformar a matriz Jacobiana numa matriz diagonal com autovalores A;

e Ao. Portanto, temos que:

A0} (1=k—7y 0
0 Ao 0 1—rk+7y
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A convergéncia x gera um aumento de tamanho isotrépico da fonte e o cisalhamento
~ provoca uma distor¢ao anisotropica no formato da fonte. Para visualizar isto, podemos
considerar uma fonte circular cujos pontos de mesma intensidade luminosa obedecem a
equagao yi + y5 = R2 [181]. Assim, levando em consideragiao a equagao da lente (58),
temos que os pontos (y1,y2) no Plano das Fontes serao mapeados em pontos (z1,%2) no

Plano das Lentes de acordo com a matriz Jacobiana. Logo, teremos que:

1—k-— 0 x
i) _ Y 1 ’ (82)
Yo 0 1—r+7) \x2
tal que obtemos, a partir da equacao do circulo, a equacao de uma elipse:
(1—rk—")227+ (1 —r+7)%5 =R}, (83)
cujos semi-eixo maior e semi-eixo menor serao dados consequentemente por:
R R
4=—2 " eb=—2 (84)
l—rk—7v l—Kk+7y

Assim, se 7 = 0, a fonte aumenta o seu tamanho a partir da relacio Ry = Ry(1 — x)7*

e, se k = 0, a fonte é distorcida em uma elipse com semi-eixo maior a = Ro(1 —7) ' e

semi-eixo menor b = Ry(1 + )7t
Por fim, de acordo com a matriz (81) e com a definigdo de magnificagao (74),

obtemos o resultado:

1 1
Cdet] (1 — k)2 — A2

1 (85)

que ao considerarmos a decomposicao da magnificacdo em py e o, isto é, nas diregoes

onde ocorre 7, € 7,, como o inverso dos autovalores da matriz Jacobiana, ou seja:

1 1
- == 86

1 1
- = 87
H2 )\2 1—/€+’}/’ ( )

obtemos que a magnificagao é o inverso do produto dos autovalores da matriz (81), pois:

— = =1 (88)
M_Mlﬂg_)\lAg_(l—/{)Z—’)ﬂ.

Desta forma, quando a magnificacao tende ao infinito, ou seja, caso um dos autovalores
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seja nulo para que detJ = 0 em certos pontos, definimos as chamadas curvas criticas no
Plano das Lentes e as cdusticas no Plano das Fontes.

As cdusticas sao o mapeamento das curvas criticas do Plano das Lentes no Plano
das Fontes por meio da equacao da lente. No lenteamento gravitacional, as cdusticas
definem regides em que o sinal da magnificacdo muda e aonde ha o aparecimento de
multiplas imagens e, caso uma fonte esteja proxima de um desses tipos de curvas, a

distor¢ao das imagens serd a maior possivel [182].

3.1.5 Lentes com Simetria Axial

Podemos também simplificar mais ainda certos cdlculos das lentes gravitacionais,
ao considerarmos objetos cosmicos muito aproximadamente esféricos, como é o caso de
certas galaxias ou aglomerados de galaxias aonde o conjunto de matéria barionica mais o
halo de matéria escura possui uma simetria axial, assim, podemos lancar mao da simetria
esférica e simplificar as expressdes anteriores. Portanto, primeiramente, utilizando-se a

equacio (70) e lembrando que @(&) = V, (), é facil entender que:

(89)

em que se fizermos a substituigao V, = &]65 = &]ﬁ, aonde descartamos 9/0z pois estamos

— —

em duas dimensoes, e levarmos em consideragao que (%) = a@(§)/&o, basta definir @(&)
através de (59), (62) e (63), obtemos que:

ﬁ-&(3=22< '). (90)

Desta forma, se levarmos em consideragao a equagao (90), a simetria axial e o
teorema de Gauss em duas dimensoes espaciais na superficie S¢ de borda circular 0S5k,

encontramos que:

// 6-07d5:j{
Se 0S¢

Qu

= [ a(e)édo = 2ma(©)er, (91)

Zcrit 0

= 2 A ¢ N ¢! gl 2
//ng'adszzmt//,f@ ds = SE)EdE = 5—ME).  (92)

aonde M(&) é a massa da lente projetada no Plano das Lentes. Por conseguinte, se

considerarmos novamente que @(Z) = a@(§) /&, lembrarmos que & = Z/z e utilizarmos as

relagoes (91) e (92), é de imediato o resultado:
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o M(&x) T
= —. 93
a<x) ﬂ-ggzcm’t 72 ( )
Desta maneira, se chamarmos m(z) de massa adimensional e a definirmos como:
M (&)
= — 94
m(l‘) ngz:crit ’ ( )

obtemos que a equacao da lente adimensional com simetria axial pode ser escrita como:

m(z)

j-i-

z. 95
: (95)

Para obtermos as outras quantidades importantes do lenteamento gravitacional,
precisamos calcular a Jacobiana da transformacao entre o Plano das Lentes e o Plano das
Fontes. Para fazer isto, devemos decompor o vetor angulo de deflexdo adimensional (93)
nas diregbes cartesianas ¥ = (x1,z3) e considerar que 0/0z; = (x;/x)d/dx, pois, desta

forma, temos que:

da; 22 dm(x) xi — a7
or; 8 dr @)= (96)
8041- xixj dm(m) I‘il’j

= -2 97
Ox; 3 dx m(z) xt (97)

em que ¢ e J variam de 1 a 2 e aonde indices iguais nao representam uma contragao. Note
que esta notagao nao é tensorial, como exemplo, se em (96) i = 1 temos necessariamente

que j = 2 e vice-versa. Dessa forma, podemos escrever a matriz Jacobiana como:

T1 m(z) (23— 23 —27129 1 dm(z) [ 23  z129 (98)
R G x? — 22 R 3 7

para enfim, obter que o determinante desta matriz é dado por:

dorg = [1- G |y - 0], (99)

z2 dx

A partir desta expressao, é possivel perceber que o determinante se anula, ou
seja, a magnificacio de uma fonte pontual tende ao infinito, quando m(z)/z* = 1 ou
d(m(z)/z)/dx = 1. Desta forma, isto nos indica que no caso de simetria axial hd em
geral duas curvas criticas em forma de circunferéncia, gragas a dependéncia radial do
sistema [181]. Por fim, podemos escrever a convergéncia e as componentes da matriz de

cisalhamento como:
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K(z) = 21566171(;) (100)
la) = g - o) (27 - ), (101)

72(:1:) — i1 <$13 d?”l;;l') - 2m(9€)>7 (102)

4

e podemos também reescrever as magnificagoes p; e s como:

1 = [1 - m(x)]_l, (103)

x2

d(m(x)/x)lﬂ 00

= 1 —
2 l dr

3.2 Formalismo de Lentes Gravitacionais para Teorias Alternativas

Com o formalismo do lenteamento gravitacional forte para o caso da Relatividade
Geral introduzido na se¢do anterior, nos resta agora estender estes resultados para as
teorias DHOST Ia. Como estamos no regime de campo fraco, as modificacdes sdo pou-
cas. Para uma teoria com as mesmas consideragdes nas estruturas afim e métrica que
a Relatividade Geral, mas com campos adicionais ou termos de ordem superior, a tnica
diferenca relevante serd uma assimetria entre os potenciais escalares métricos no calibre
newtoniano, consequéncia da ja inimeras vezes comentada quebra do Principio da Equi-
valéncia Forte. Essencialmente, s6 precisamos encontrar a forma do angulo de deflexao
das DHOST e substituir no formalismo de 3.1. Com base nisso, para sondar a quebra
da blindagem de Vainshtein, é entao necessario encontrar uma relacao entre quantidades
medidas observacionalmente e o potencial métrico de lenteamento. Nesta se¢do, a partir
de um processo bem geral, fazemos exatamente isto para o caso de uma distribuicao de
matéria esférica, estética e que obedece a uma lei de poténcia (para modelos de lentes

veja o Apéndice E).

3.2.1 Angulo de Deflexao de Métricas Estaticas

Para uma métrica genérica, sem uma teoria métrica associada a priori, podemos
encontrar o angulo de deflexao da luz via a versao relativistica do velho principio variaci-

onal de Fermat [186]. Como em teorias métricas, no geral, a ideia do tempo em que um
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feixe de luz leva para ir de um ponto a outro nao é absoluta, ja que o tempo depende do
observador considerado, utiliza-se ao invés a propriedade estacionaria do tempo de che-
gada invariante 7 medido por um observador que pode estar em movimento com relacao

a fonte [183]. Dessa forma, de acordo com [183], temos que:

o Teorema de Fermat Relativistico: Seja A um evento (fonte) e ¢ uma linha de Uni-

verso tipo-tempo (observador) num espago-tempo métrico (M,g,,). Uma curva
suave nula v de A a ¢ é uma geodésica tipo-luz se, e somente se, o seu tempo de
chegada 7 medido por ¢ é estacionario sob variagoes de primeira ordem de v dentro

do conjunto de curvas nulas de A a o [183], isto é, 67 = 0.

Note que isso é uma outra maneira de definir geodésicas nulas, para a prova deste teorema
veja [183]. Naturalmente, o teorema sé se refere ao pardmetro de tempo préprio 7 de o,
mas que também pode ser uma funcdo monotonica deste, i.e. tempo fluindo ao futuro
[183]. Por outro lado, pode-se interpretar o teorema no sentido temporal inverso, tal que
o seja a linha de universo da fonte e 7 o tempo de chegada em A [183].

No caso de uma métrica estatica podemos usar coordenadas apropriadas tal que

9oi = 0 e dog,, = 0 [187], sendo assim, como curvas nulas satisfazem ds? = 0, temos que:

gt = L | =M@
c Joo

dl, (105)

aonde g;; = h(x")d;; e dI* = §;;dx’dx?. Para um observador tipo-tempo estaciondrio, isto
é, U'U, = —c* e U' = 0 (na assinatura considerada no capitulo 2), temos que o tempo
préprio T esté relacionado com o tempo coordenado ¢ via uma constante, j& que y/—ggo(z?)
é constante pois x'(7) = constante. Desta forma, podemos fazer a reparametrizacio z*(t)
para o observador, tal que este sera seu novo relégio. Neste caso, considerando-se o tempo
de emissao t = 0 sem perda de generalidade, temos que o tempo de chegada de uma curva
nula é dado a partir de (105) e definido como [183]:

_1 | 2hEr)
t= o\ st oo

tal que v, é a projecdo espacial de uma curva nula, descrita por z¢(\), em que A\ é um
parametro afim. Por conseguinte, neste caso, o teorema de Fermat relativistico se reduz
ao principio de Fermat usual da éptica geométrica, isto é, 0t = 0. A ideia central aqui é
notar que o elemento de linha euclidiano éptico dl = |d¥| estd sendo alterado devido a um
indice de refragao efetivo n que depende da posicao espacial, consequéncia da presenca de
um corpo material estatico, que modifica entdo o caminho 6ptico euclidiano. Logo, pelo

principio de Fermat, de (106) temos que:
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dzx

= 1
=0, (107)

5/%ndl:5/%n[f(>\)]

aonde n = (/—h/gy é o indice de refragdo do nosso espago-tempo estatico e tal que

02 (Ain) = 02" (Aous) = 0 sendo A, € Aoy 08 pontos final e inicial da curva espacial ~,.
Logo, de (107) podemos considerar L(Z, Z, \) = n|Z| como a nossa lagrangiana, em

que & = d7/d) [188]. Utilizando-se as equacdes de Euler-Lagrange 0L /97 = d(9L/dx)/d\

é facil obter entao que:

L . dne)
Vn)|Z| = 108
()it = <7, (108)
em que € = 7 / |f |. Se tomarmos d\ = dl sem perda de generalidade, temos naturalmente

que |f| = 1, neste caso, podemos escrever de (108) que Vn = (ﬁn -e€)e+ né, tal que:
e=Vi.lnn e Vin=Vn—(Vn-éé (109)

Portanto, com relagao ao lenteamento, a ideia essencial é notar que o angulo de deflexao
da luz é a diferenca entre a direcao inicial e final da geodésica nula, isto é, & = €in — Cout
[183, 188], que dado o resultado em (109), ja que ¢ = d#/dl, resulta consequentemente

(G200

= :m V. Innd\, (110)
out

aonde d\ = dl. Porém, (110) requer uma integragdo em toda a projecao espacial da curva
nula, o que é em geral observacionalmente invidvel. Afortunadamente, no caso de galaxias
elipticas, podemos usar as consideracoes apresentadas no comego deste capitulo, i.e. cap.
3. Ou seja, por estarmos no regime de campo fraco, podemos tomar a aproximacao
de pequenos angulos tal que \(37\ < 1, mas, além disso, dado o diametro da lente e
as distancias envolvidas, podemos utilizar a aproximagao de lente fina, assim, podemos
fazer a integracao somente ao longo do caminho nao perturbado (aproximagao de Born)
[183, 188]. Neste caso, considerando as coordenadas adaptadas ao Plano das Lentes

apresentado na secao 3.1, temos que:

&) == [T Vemn(E 2) de. (111)

—00

Qp

em que £ é também chamado de parametro de impacto, 65 é o ja visto gradiente no

Plano das Lentes e tal que os limites de integragdo sao (zy;, = —00,Zpt = 00) POIS
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estamos considerando um espaco-tempo assintoticamente plano'. Portanto, sob todas
estas consideragoes, (111) é o que chamamos de angulo de deflexdo para o caso de uma

métrica estatica.

3.2.2 O Lenteamento Forte em Teorias DHOST Ia

A principal razao para utilizarmos o lenteamento gravitacional forte junto com a
dispersao de velocidades das estrelas de galaxias-lente early-type é que essa combinacao
permite avaliar a diferenca entre a massa gravitacional ativa e a massa inercial da lente,
que coincidem na Relatividade Geral [175], mas que no nosso caso sao diferentes gragas
ao vazamento de energia escura para escalas astrofisicas (veja a segdo 1.2). Na parte
do lenteamento gravitacional, é possivel encontrar uma relagao entre o raio angular de
Einstein 0z (veja o Apéndice E) de um sistema e a massa de lenteamento dentro deste
raio, de modo que os dados de 0 sdao entao usados para sondar essa massa [99, 100, 196],
que no caso considerado neste trabalho possui uma dependéncia nos parametros EFTDE
ay e (1. Para encontrar esta relacdo no caso das DHOST Ia, adotamos as consideracoes
das se¢oes 3.2.1 e 3.1, no fundo, o regime de campo fraco e a aproximacao de lente fina,
de modo que a lente é projetada no plano perpendicular a linha de visada do observador.

Na subse¢ao 2.1.2 consideramos uma métrica de campo fraco estatica no calibre
newtoniano, tal que go, = —(1 4 2®/c?) e g;; = (1 — 2¥/c?)d,;; em unidades do Sistema
Internacional. Como consequéncia, da subsecao 3.2.1 temos que o indice de refracao
efetivo dessa métrica é dado por n = \/(1 —2U/c2)/(142®/c?) ~ 1 — (& + U)/c? até

primeira ordem nos potenciais. J4 que em campo fraco temos ®/c* < 1 e ¥/c? < 1,

podemos entao truncar até essa ordem. De mesma forma, expandindo em série de Taylor
o logaritmo natural dessa expressdo temos que Inn ~ —(® + ¥)/c% Logo, da expressio

(111) obtemos que:

Qp

L1 oo
€= [ Vi@ +w)dz, (112)
C —0o0

em que os potenciais métricos no caso de uma distribuicao esférica dependem somente da
variavel radial, que é decomposta como r = /&2 + 22, aonde z é o eixo da linha de visada
e E = Do 10 como definimos na subsecao 3.1.1.

Os sistemas utilizados neste trabalho consistem de galaxias early-type (i.e. elipticas
ou S0) massivas atuando como lentes para galdxias de fundo. Para cada lente, é entao

razoavel assumirmos uma distribuicao esférica de matéria (barions mais matéria escura)

14 No caso de métricas que ndo sejam assintoticamente planas veja [189, 190, 191, 192, 193], e para campos
fortes veja, por exemplo, [194, 195].
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dada por [197, 198, 99, 199, 200]"°:

p(r) = po (T)_a : (113)

To

o que também é condizente com a modelagem de formacao de estruturas em larga escala
[203, 204], pois no caso das DHOST se considera também matéria escura [57, 58|. Neste

caso, a massa newtoniana é simplesmente dada por [199]:

Arpors 5
m(r) = Goa) _00?)7“3 : (114)

que ao utilizarmos nas expressoes (47) e (48) obtemos que os potenciais DHOST Ia sao

dados por:
B) = @) ), (115)
U(r) = (Q(iNa) 1+ %03 — ) +75(3 — a)(2 - a)]mir), (116)

tal que a integracgdo foi feita fixando-se ®(ry) = (2—a) 1 +7(3—a)(2—a)]|Gym(ro) /7o
e U(rg) = (2—a) [1+7%(3—a)+73(3—a)(2—a)]Gym(re)/re (a > 0). Note, contudo,
que a forma dos potenciais (115) e (116) estd mal definida para o < 2 [199], pois, por
exemplo, nestes casos nao terfamos ®(r — oo) = V(r — oo) = 0 (para mais detalhes
veja [199]). Apesar disso, o angulo de deflexdo, que é o essencial para nés, é bem definido
nestes casos. Para o = 2 temos o caso importante da esfera isotérmica singular, veja E.2.

Por conseguinte, utilizando-se os potenciais (115) e (116) na expressao (112),

obtém-se o angulo de deflexdo modificado:

s 4GM ens g
§ - oste (117

Qp

aonde & = ||&]|, e tal que a massa projetada de lenteamento M;.,s(£), que é proporcional
a soma da massa gravitacional ativa e da massa inercial, isto é, Mie,s = (Myran + M) /2
[175, 133, 130], é definida como:

M) = G125 %0+ 2 - ) 2 arce) (119

onde:

15 Veja também [201, 202, 203, 204]
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_ 2132 pore M)
3—«

M(¢) 3 (119)
¢ a massa newtoniana projetada no Plano das Lentes, com Aa) = I'(%5+)/I'(%). No
caso dos parametros 7; definidos em (52), (53) e (54) serem nulos, além de M? = 1/k,
obtemos o caso da Relatividade Geral explorado nas subsegoes 3.1.3 e 3.1.5, ou seja,
Miens = Mgrqy = M = M;. Por fim, para obtermos a relacdo desejada comentada
no inicio desta segdo, i.e. secao (3.2), basta considerarmos o dngulo DHOST (117) na

equagdo da lente (56) e considerarmos ((Az) = 0. O resultado é entao:

GMlens,E o SQDOS
195) 4 Dis

05, (120)

em que {g = Dorlp € Miens g = Miens(r). Note que este resultado e o angulo de deflexao
das DHOST Ia para uma distribuigdo de matéria esférica e estdtica, (120) e (117) com
(118), sao resultados tedricos originais desta dissertagao. Ja no caso do segundo par de
solugoes (55), temos simplesmente que Me,s = (Go + Gw)M(§)/2G.
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4 DINAMICA GALACTICA

"Nao hd talvez, na natureza, nada mais
) )
antigo do que o movimento [...]."

Galileo Galilei

No capitulo anterior, a partir do fendmeno de lenteamento gravitacional forte,
construimos um modelo que permite sondar a massa de lenteamento associada as teo-
rias DHOST Ia por meio do raio angular de Einstein medido a partir da modelagem de
imagens lenteadas. J& neste capitulo, para podermos avaliar a quebra do Principio da
Equivaléncia Forte causada pela quebra do mecanismo de Vainshtein por teorias DHOST,
é necessario considerarmos informacoes dindmicas que nos permitam avaliar somente a
massa gravitacional. No entanto, para galaxias elipticas esse processo envolve ainda diver-
sas consideracoes para que o nosso modelo final se adeque ao que de fato é propriamente

medido.

4.1 Dispersao de Velocidades

No caso de galdxias espirais, as estrelas ou gas (HI) que compoem o disco servem
como tracadores relativamente simples da massa gravitacional dessas galaxias [199]. J&
para galaxias early-type, nao ¢ possivel medir a velocidade orbital individual de cada
componente da galdxia de forma adequada [199], o que é agravado com o viés associado
a projecao particular com que vemos essas galaxias na esfera celeste. Para resolver este
problema recorremos ao espaco de fase no qual a probabilidade, por unidade de volume,

de encontrarmos uma estrela na posigdo  é dada por [199]:

V(7) = /f(:?;’, 7) d&°3, (121)

onde f (¥, ) é a fungdo de distribui¢ao normalizada do sistema e aonde integra-se em todo
o espaco de possibilidades de velocidade v da estrela. Note que estamos considerando
todas as estrelas idénticas sem perda de generalidade [199]. Galéxias early-type possuem
pouco gas, o que faz com que a maior parte da radiagdao eletromagnética emitida seja
oriunda das estrelas [199]. Assim, a densidade de luminosidade dessas galdxias difere de
(121) apenas por uma constante multiplicativa que contém informacao da luminosidade
da populagao estelar [199].

A partir deste formalismo estatistico é entao natural descrevermos a dindmica das
componentes da galaxia por meio de uma velocidade média e um desvio com relacao a esta

média. Neste sentido, temos que a velocidade média das estrelas numa galédxia early-type
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¢é definida como:

5(F)) = — 7, 0 T
(0@ = 5 [ 1@ D (122)

tal que o tensor de dispersao de velocidades em cada ponto é dado por:

o5 (Z) = (viv;) — (vi)(v;) =

5 [ D@D — e (129

V(@

Por outro lado, considerando que as estrelas da galaxia nao colidem, podemos enxergar as
coordenadas do espago de fase como coordenadas canonicas associadas a uma hamiltoni-
ana H via as equagoes de Hamilton. Como a evolugao temporal pode ser vista como uma
transformacao candnica gerada por H, pelo teorema de Liouville temos que a evolugao
dindmica conserva o volume de qualquer regiao do espaco de fase. Desta forma, temos
que df /dt = 0, o que leva a 0,f = {H, f}, aonde {H, f} é o parénteses de Poisson (veja
mais em [186, 199]). Assim, considerando uma hamiltoniana H = ||¥/]|?/2 + ®(%,t) para
cada estrela, obtemos a famosa equagao de Boltzmann [199]:

%:wﬁf—%-‘;é:o, (124)
tal que se considerarmos um sistema esférico, aonde podemos ignorar a maior parte das
derivadas com relacao as coordenadas angulares, e estacionario, ou seja, 0,f = 9,9 = 0,
obtemos a famosa equagao de Jeans [199]:

dv(r)o?m) | 28 oy dD
AL+ L)) = —win) (125)

aonde a equacao (124) com as consideragdes acima foi multiplicada pelo momentum cané-
nico na direcao radial, integrado no espaco dos momenta e tal que o teorema da divergéncia
fora utilizado para eliminar as derivadas com relagdo aos momenta (veja [199] para mais
detalhes). Note também que para um sistema estacionario temos que (U) = 0, por isso a
equacao de Jeans estd escrita com relacao as dispersoes de velocidades em coordenadas
esféricas o7, = 0} 0i5 (00 = 07,05 ou 03), ji que de (123) temos (v]) = o{;) [199, 205].
A relagao (125) é justamente o que conecta a teoria com as observagoes de dindmica
estelar de galaxias early-type, na préxima secao veremos mais sobre isso. O parametro 3
é o que faz com que a equagdo de Jeans nao seja fechada [199], chamado de pardmetro
de anisotropia e definido como 3 = 1 — ¢2/0?, este coeficiente quantifica a diferenga
entre as dispersoes de velocidades tangencial e radial. Por exemplo, se f = 0 temos um
sistema isotrépico, se B = 1 temos drbitas perfeitamente radiais ja que g = 04 = 0 e se

[ = —oo temos Orbitas circulares ja que o, = 0 [199]. Note que 0y = 04 = 0y na simetria
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esférica [199]. Este pardmetro traz diversos problemas para esse tipo de anélise, ja que
nao pode ser medido de forma direta (veja mais detalhes em [199, 205, 206]). Assim,
esse é um dos motivos para o considerarmos como sendo constante [100], o que é razodvel
assumir de acordo com as anélises de [198, 206]. Além disso, como assumimos uma relagao
espacialmente constante entre a densidade numérica estelar e a densidade de luminosidade
[101], tomaremos agora v(r) como a densidade de luminosidade das galaxias da amostra,

tal que escolhemos v(r) como sendo uma lei de poténcia [100]:

T

-5

V(r) = v () . (126)
To

Portanto, com a equagao (125) construida, sé nos resta agora uma forma de rela-

cionar a massa gravitacional com o modelo de lenteamento do capitulo anterior. Natural-

mente, para descrever a dindmica das estrelas de uma galaxia-lente, temos a equacgao de

Poisson:

V20 = 471G pyran., (127)

que quando combinada com o potencial (115) nos leva a seguinte densidade de matéria

gravitacional:

Pyran. = G[L+7(3 — a)(2 — a)]porgr— /. (128)

Como feito em (60), ao integrarmos essa expressao ao longo de todo o eixo z, levando em
consideracao que r? = &2 + 22, obtém-se a densidade projetada. A massa gravitacional
projetada [130, 133] dentro do raio de Einstein g resulta entao da integracao da densidade
projetada sobre um circulo de raio £z no Plano das Lentes (como feito em (92)). Esta

quantidade é entao dada por:
Mgmv.,E = GN[l + ’}/1(3 — Oé)(? — O./)]ME/G, (129)

tal que Mg = M(&g) em (119). Por fim, usando (129) na relagao (120) é facil encontrar

a relagdo desejada que combina dinamica com a informacao de lenteamento, dada por:

GMchw.,E o 2 62 DOS
p 1+n4 Drg

aonde o pardmetro de slip n = ¥/® deste caso é:

L+ (3 —a)[y: +73(2 — )
1+mB—-a)2—a)

n= (131)

Por conseguinte, utilizando-se (47), (113) e (126), obtém-se que a solucao de (125) é dada
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por:

o= | et e (@) (152)

tal que ¢ = 0+a—2 e aonde (130) faz a conexao com os dados de lenteamento, permitindo

a sondagem do slip.

4.2 Efeitos Observacionais e Modelo Final

Para descrever adequadamente as dispersoes de velocidades medidas a partir dos
espectros tomados pelos grandes telescopios terrestres é também necessario considerar os
efeitos observacionais. A medida de dispersao de velocidades de uma galdxia se baseia
no alargamento das linhas de absorcao do espectro destes objetos. Assim, é essencial
primeiro integrar (132) ao longo do eixo da linha de visada e pondera-lo pela densidade
de luminosidade (126), de modo que [100]:

0o 2

Jﬁ = I(lﬁ) /_OO v(r) (1 — 5r2> o2(r)dz, (133)
aonde I(§) = [%_ v(r)dz. Desta forma, (133) corresponde a projecdo da dispersao de
velocidades que é de fato observada. Em seguida, precisamos também considerar os efeitos
da abertura 6,, do espectrometro e do seeing astronémico medido o4y, [116, 100]. O seeing
é essencialmente a variacao espacial e temporal do indice de refracao entre o telescopio
e 0 objeto observado. Neste trabalho, no entanto, consideramos a abordagem utilizada
em [113, 102, 103], aonde metade do raio angular efetivo de uma galdxia lente, isto é,
.r¢/2, € usada no lugar de 6,, (no préximo capitulo explicamos melhor esta escolha).

Esses efeitos sao implementados através de [100]:

o2 1 _ I SOTETHEE de
I [ w(© ()€ dE

, (134)

aonde a funcdo de ponderacio de abertura efetiva é dada por w(€) ~ e €/2PoL%dm,
com 62, ~ 02,11+ (1/4)(Ocrr/200m)* + (1/40)(Bcrr/20am)*] [100]. Note que w(§) é
a convolugao de uma PSF (Point Spread Function) gaussiana, para o seeing, com uma
abertura de fibra circular. Neste caso, contudo, podemos aproximar essa funcao por uma
gaussiana (para mais detalhes veja [100]).

Portanto, considerando a relacao entre a massa gravitacional e o raio angular de

Einstein em (130), a expressao (134) leva a:
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<2>:[2 CZDOS@] 2 (ﬂc}atm)“w&)—BA<E+2>F(‘°"4)

Tll.» 14+74 Dps © V(¢ —28) Or Ma)A(9) FC’%&) |

em que A(z) = T'(%51)/T(%). O modelo (135) relaciona entdo a dispersdo de velocidades
observada com os coeficientes EFTDE ay e (1 via (52), (53) e (54) no parametro de
slip (131). Se, no entanto, as solugoes em (55) forem usadas, a tinica mudanga serd no

parametro de slip, que neste caso é dado por:

que, ao contrario de (131), ndo depende do expoente da lei de poténcia da densidade de
matéria da galaxia. Além disso, devido & aproximagao usada para w(§), o modelo (135) é
véalido enquanto ¢ /2044 S 1.5 [100], aonde o raio angular efetivo é o raio de meia-luz da
lente (half-light radius) [113]. Note que o modelo (135) no caso das duas solugoes DHOST
Ia é um resultado original deste trabalho, ja no caso particular de beyond-Horndeski, este
tipo de modelo foi obtido anteriormente em [207], mas sem uma conexao direta com os

parametros de energia escura.
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5 AMOSTRA COMBINADA LASTBERU

"0 telescdpio, que sabe muito, mais precioso
do que qualquer cetro."
Johannes Kepler

Conforme mencionado brevemente na Introdugdo, grande parte dos dados consi-
derados neste trabalho sdo provenientes do Last Stand Before Rubin (LaStBeRu) [116],
uma compilacao de 31.569 sistemas candidatos a lentes gravitacionais fortes encontrados
na literatura e cujos dados foram cruzados e incrementados com os de miltiplos levanta-
mentos fotométricos e espectroscépicos (veja [116] para maiores detalhes). Em particular,
utilizamos o conjunto de dados LASTBERU__COSMO__GROUND, que possui 206 sistemas.
Esta subamostra contém apenas galdxias-lente early-type isoladas, cujas imagens obtidas
por telescopios terrestres de campo amplo (e.g. DES, HSC, KiDS, CFHTLens, RCSLens
e CS82)' foram inspecionadas visualmente para a confirmacao de sinais claros caracte-
risticos do lenteamento gravitacional forte, como a presenca de arcos e anéis (veja, por
exemplo, os sistemas na Figura 2). Além desses, consideramos também 74 sistemas com
dados extraidos de [110, 113]'7, formando entdo uma amostra combinada de 280 sistemas

18 Na Figura 3 podemos ver a intersecdo entre as trés

de lenteamento galaxia-galaxia
subamostras, ¢ possivel ver que 50 sistemas sao compartilhados entre os trés conjuntos e
que 103 sao exclusivamente pertencentes ao LASTBERU__COSMO__GROUND.

Todos os sistemas da amostra combinada possuem por construcao medidas de
dispersao de velocidades ogpgg obtidas a partir de dados espectroscépicos do Sloan Digital
Sky Survey (SDSS), também dispoem de dados do raio angular de Einstein g, obtidos
via modelagem das imagens lenteadas de cada sistema [116], e redshifts da lente (z;) e da
fonte (z;) [116]. Além disso, cada imagem tem seu seeing observacional g, dos dados
espectroscépicos determinado a partir de dados do SDSS [116]. O mesmo vale para 6.y,
que é escolhido como o raio de Petrosian, pois é obtido de forma mais consistente a partir
dos dados [116].

Com relagao as medi¢oes de dispersao de velocidades, estas medidas sao determi-

nadas apenas pela quantidade de luz da galaxia-lente captada pela fibra espectroscépica,

16 Veja a subsecdo D.5.

17 Alguns destes sistemas nio estdo presentes na subamostra LASTBERU COSMO__GROUND devido &
auséncia de sinais claros de lenteamento nas imagens disponiveis obtidas em solo [116], contudo, incluem
ao invés imagens de alta resolugdo feitas pelo Telescopio Espacial Hubble (HST). Veja mais detalhes
em [116].

18 Note que o LaStBeRu é uma compilacio de dados de lenteamento forte para ciéncia imediata mas
também é uma preparacdo para a enorme quantidade de dados que vird do LSST Rubin, por isso o
foco em surveys terrestres [116].
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Figura 2 - Mosaico de cutouts de sistemas de lenteamento forte do LaStBeRu

Legenda: Exemplos de sistemas presentes no LaStBeRu. Note que as lentes sdo galaxias early-type, por
isso sdo mais avermelhadas/amareladas, j4 que possuem estrelas mais velhas. J4 as imagens
lenteadas, os arcos e anéis azulados, sdo em sua maioria galdxias espirais. A maioria destas
imagens foram obtidas pelo Hyper Suprime-Cam (HSC), em bandas fotométricas individuais
R, G e B (vermelho, verde e azul).

Fonte: Produzido pelo primeiro autor de [116] via o software Trilogy.

Figura 3 - Diagrama de Venn das subamostras de sistemas de lenteamento gravitacional forte.

LaStBeRu cosmo ground

Cao et al. (2015)

Legenda: Diagrama de Venn comparando as subamostras LASTBERU__COSMO__GROUND, de [110] e de

[113]. No total, a amostra combinada contém 280 sistemas tinicos. Para mais detalhes veja
[116].

Fonte: Produzido pelo primeiro autor de [116].
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como resultado, existe um viés devido ao tamanho fixo da abertura das fibras épticas
do espectrégrafo do SDSS, uma vez que cada galdxia tem um tamanho angular distinto
quando visto da Terra [116]. Para corrigir esse problema, utiliza-se ao invés o tamanho
efetivo da abertura, .77/2, pois seu valor tipico é préximo ao do raio angular de Einstein
[113]. Juntamente com o efeito de seeing, isso ja estd implementado no modelo (135).
Como consequéncia dessa consideracao, os dados ogpgs precisam ser normalizados para

os novos tamanhos de abertura fisica de acordo com [116]:

00 = 0SDSS [Qeﬂ/ (2‘9ap>]ﬁ s (137)

em que o raio da fibra do SDSS é 0,, = 1.5” e o expoente é dado por 77 = —0.066 £ 0.033

[208]. Ja as incertezas correspondentes sao obtidas propagando-se os erros:

2 2 [ 00%pss 2 Ocir \ 5 i
doy = 054 —5 > +0.03"+ | In | ¢, (138)

O5pss 20,

em que a parte de 3% da incerteza modela os efeitos das distribui¢oes de matéria ao longo
da linha de visada [209].

No que concerne aos dados em si, no grafico da Figura 4 sdo mostradas as dispersoes
de velocidades normalizadas, com suas respectivas barras de erro, com relacao aos redshifts
das lentes, que variam de z; = 0.062 a 1.004. Note que a maioria dos sistemas possui
200 km/s < oo < 300 km/s, indicando que a maioria das lentes consideradas aqui sdo
galdxias massivas mas na escala intermedidria destes objetos [101]. Quanto as fontes,
como podemos ver no primeiro grafico da Figura 5, seus redshifts variam de z, = 0.196 a
zs = 3.595. Além disso, no grafico da segunda coluna da Figura 5 é possivel observar que
o valor tipico do raio de Einstein para cada sistema da amostra combinada é em torno de
fr = 17. Consequentemente, considerando um fundo plano ACDM, é possivel obter que
as escalas fisicas analisadas neste trabalho estdo no intervalo {x € (0.88,32.12) kpc, tal
que a média dos raios de Einstein dos sistemas ¢ de cerca de 6 kpc. Logo, estas sao as

escalas em que estamos sondando o vazamento de energia escura DHOST Ia.
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Figura 4 - Dados de 00 4 dog por z; dos 280 sistemas da amostra combinada.
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Legenda: As dispersoes de velocidades medidas e normalizadas plotadas com relacdo ao redshift de cada
galdxia-lente da amostra combinada [116].

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se o Python.

Figura 5 - Dados de zs e 0 por z; dos 280 sistemas da amostra combinada.
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Legenda: Gréficos dos redshifts das fontes e dos raios angulares de Einstein plotados com relagao ao
redshift de cada galdxia-lente da amostra combinada [116].

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se o Python.
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6 ANALISES BAYESIANAS E RESULTADOS

"A teoria das probabilidades €, no fundo,
apenas o bom senso reduzido ao cdlculo; ela
permite avaliar com exatidao aquilo que os
espiritos justos percebem por uma espécie de
instinto, sem que muitas vezes consigam Se
dar conta disso."

Pierre-Simon Laplace

Neste capitulo, utilizamos uma abordagem bayesiana para obtermos as distribui-
¢oes de probabilidade posteriores dos parametros efetivos de energia escura das teorias
DHOST Ia na escala de kiloparsecs. Utilizamos os modelos construidos nos capitulos 3 e
4 para descrever os 280 sistemas lente-fonte da amostra combinada LaStBeRu (capitulo
5). Consideramos as duas solugoes das DHOST Ia comentadas na subsegao 2.1.2; assim
como o subcaso associado as teorias GLPV. Avaliamos também os resultados em diferen-
tes fundos cosmolégicos planos. Ja no final deste capitulo, comparamos nossos resultados
com diversas outras estimativas obtidas a partir da literatura, com diferentes observaveis

e escalas consideradas.

6.1 Analise Estatistica para a Primeira Solucao

Para obtermos, nas escalas de interesse, uma restricao nos valores dos parametros
EFTDE sendo investigados nesta dissertacao, ¢ necessario compararmos o modelo de
dispersao de velocidades (135) com os dados observacionais normalizados oy de cada
galaxia-lente da amostra combinada LaStBeRu. Dessa forma, é essencial que cada sistema

galdxia-galaxia possua dados sobre alguns dos parametros do modelo de acordo com:

<Uﬁ,*> = 0.(08, 21, %5, Octf, Oatm, 0, B, 0; g, B1), (139)

tal que os redshifts da lente e da fonte sao utilizados para calcular as distancias de didme-
tro angular que aparecem em (135). No entanto, para os pardmetros de massa, anisotropia
da dispersao de velocidades e de luminosidade, isto é, a,, S e d, ndo ha ainda dados indi-
viduais na amostra combinada, sendo necessario, portanto, considerarmos priors globais
no modelo estatistico final a fim de fixar esses pardmetros de nuisance (veja [100]). J&
os parametros restantes em (139), como vimos no capitulo 5, todos os 280 sistemas pos-
suem dados destas grandezas, restando somente oy e 51 a serem determinados via uma

distribuicao de probabilidade a posteriori apropriada.
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Nas andlises estatisticas, portanto, é considerada uma abordagem bayesiana [210]
na qual a distribuicao de densidade de probabilidade posterior de ay e (1, dado as
dispersoes de velocidades normalizadas {og;} de todas as 280 galaxias-lente early-type, é

definida a partir de:

280

Plan Bil{oo:}) < [ T] Plonile.) Plan) P(3)P(@) P(3)P(0) dadBds,  (140)

aonde marginalizamos sobre os pardmetros de estrutura a, S e §; assumindo que ay e
f1 sdo constantes no intervalo de redshift das lentes da amostra combinada. Seguindo
a abordagem de [100], em (140), a likelihood (fungao de verossimilhanga) para um tnico

sistema ¢é escolhida como uma distribuicao Gaussiana dada por:

_ 1 (00 — U*)j
P(0p,i|0s) = ——=exp l—’ , 141
() = e oo (141)

em que a incerteza 0oy ; para cada sistema é obtida a partir da férmula (138). As incertezas
estatisticas dos raios de Einstein e dos redshifts nao sao consideradas nesta abordagem, ja
que sao subdominantes com relagao as incertezas das dispersoes de velocidades [100]. Note
também que ndo nos referimos a evidéncia bayesiana em (140), j4 que na nossa andlise
esta quantidade funciona somente como uma normalizagdo da posterior [210, 100].

A abordagem bayesiana encapsula a esséncia do empirismo cientifico junto com a
inerente liberdade fisico-matematica, e interpretativa, de modelos fisicos. Fundamental-
mente, ela nos fornece uma regra na qual uma hipdtese qualquer se torna mais ou menos
confiavel a medida que atualizamos essa hipotese a priori numa a posteriori por meio de
novos dados observacionais, isto é, P(modelo|dados) o« P(dados|modelo) P(modelo) [210].
E a ideia de um método cientifico posta em linguagem estatistica, levando-se em conta a
persistente incerteza classica entre observador e medidas.

No nosso caso, consideramos razoavel distinguir as escalas fisicas em que as medidas
sao feitas. Sendo assim, apesar de existirem estimativas do parametro ay em diferentes
escalas, este trabalho é o tnico até entao a sondar os parametros EFTDE nas escalas de
kpc, desta forma, escolhemos priors uniformes para os parametros de energia escura. O
parametro ay pode ter qualquer valor real, mas assume-se que (; esteja limitado entre
—10 e 10. Permitir que (; tenha qualquer valor gera problemas numéricos na analise
final devido a forma de (131), entao consideramos que este coeficiente nao ultrapassa uma
ordem de grandeza, pois nao se espera que supere esse limite, uma vez que aparece apenas
a nivel perturbativo.

Ja com relagao as priors dos parametros de nuisance, todas sao consideradas dis-

tribuigbes Gaussianas com médias e dispersdes amplamente utilizadas na literatura (veja
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[99, 107, 100, 101]) e que sao dadas por:

a = 200 e o, =0.08,
B = 0.18 e o5=0.13,
§ = 240 e 05 =0.11. (142)

O valor médio a é consistente com a analise independente de modelo realizada por [198],
aonde utilizam a amostra do Sloan Lens ACS (SLACS). Quanto & sua dispersiao, bem
como para 3 e o, sio considerados os valores obtidos por [211] através de uma amostra
de galaxias elipticas nao tao distantes de nés. Ja para o parametro de luminosidade,
assume-se a média e a dispersao obtidas por [100] a partir de parte do conjunto de dados do
SLACS. Note que o valor de & também é consistente com [201, 202, 203, 204], que envolvem
também simulagoes de N-corpos. Em particular, baseado nas referéncias [203, 204], é
razoavel considerar a constante quando z; < 1 [205].

Para construir a amostragem associada a distribuicao de probabilidade posterior
(140), utilizamos o pacote emcee [212] de MCMC (Markov Chain Monte Carlo) em Python
para gerar as cadeias de Markov. Para as distancias de didmetro angular, consideramos
principalmente um fundo cosmolégico ACDM plano a partir dos dados do Planck 2018
[115] via o pacote Astropy [213]. As posteriores marginalizadas resultantes para ag e [
sao apresentadas no corner plot da Figura 6, juntamente com o grafico 2D da distribuigao
conjunta dos parametros EFTDE, que mostra uma anti-correlacao entre estes dois coefici-
entes, dado as priors utilizadas. Como se pode observar, a distribuicdo para o parametro
de desvio de Horndeski ¢ aproximadamente Gaussiana com uma mediana e dispersoes de
ag = 0,037f8:8§}1, enquanto para ; obtemos de volta uma distribuicao de densidade de
probabilidade uniforme. Note que um kernel density estimator (KDE) foi utilizado para
obter as distribui¢oes da Figura 6 a partir das amostragens geradas por meio do emcee.
E vélido mencionar também que um periodo de burn-in apropriado para a convergéncia
das correntes de Markov foi considerado, assim como um processo de thinning adequado
para evitar problemas de autocorrelacao nas amostras.

E importante notar, na extensdo do trabalho feito aqui, que ndo ha por ora um
limite tedrico ou observacional em [; somente. Ha limites observacionais conjuntos em
ap e B1, mas em escalas da astrofisica estelar como em [63]. No entanto, como mencio-
nado, optamos por nao utilizar esses limites como priors na nossa analise, pois estamos
diferenciando as escalas de distancia dos observaveis utilizados. O intervalo da flat prior
de (5, é apenas uma hipotese de trabalho, ja que para um intervalo infinito ou que nao
contenha o zero, as cadeias de Markov nao convergem. Por essa razao, efetuamos uma
analise empirica das consequéncias de se variar o intervalo da prior em [, nas posteriores

de ay. Consideramos, intervalos maiores e também assimétricos: [—400, 150], [—10, 10],
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Figura 6 - Distribuigdo posterior para a primeira solu¢do DHOST Ia

ag = 0.037-0:931
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Legenda: Distribuigcoes de densidade de probabilidade posterior marginalizadas dos parametros ayg e 51
obtidas por meio da combinagdo de informagoes dindmicas e de lenteamento dos 280 sistemas
galdxia-galdxia da amostra combinada LaStBeRu. O grafico inferior a esquerda mostra as
regides de credibilidade de 68,3% e 95,5% da posterior conjunta.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se a biblioteca emcee do Python.

[—0.6,27], [-1, 1], [-200,200], [-100, 100}, [0,10], [-75,1]. Veja, como exemplo, os gré-
ficos 7, 8 e 9. Descobrimos que intervalos assimétricos e relativamente grandes (maiores
que 10) causam uma assimetria na distribui¢do de ay (veja Figura 7). O que também
se reflete nas distribui¢oes conjuntas de ay com (i, e também com a. Note que ha um
estreitamento das distribuig¢oes nos valores a = 2 e 5; = 0 como no caso da Figura 8, indi-
cando um favorecimento desses valores pela amostragem. Essencialmente, quanto maior
o intervalo da flat prior de (1, maior é a dispersao em ag. Mas no geral, a mediana em
ay se mantém na mesma escala de ordem de grandeza: 0.01 ~ 0.1. Perceba entao que
medidas em ay sdo bastante dependentes das priors em [;.

Usando, ao invés, fundos wCDM e wyw,CDM planos via os valores de melhor

ajuste da andalise de supernovas do DES de 5 anos [22], encontramos apenas uma leve
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Figura 7 - Corner plot da primeira solugdo DHOST Ia com flat prior [—0.6,27] em /31
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Legenda: Distribuigoes de densidade de probabilidade posterior dos parametros ay, 51, «, § e 3. Note
que os parametros «, 0 e 8 sao de nuisance, nao podendo ser interpretados no sentido
bayesiano de atualizagdo de credibilidade devido as priors fiduciais utilizadas. Flat prior com
intervalo [—0.6,27] em f;.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se a biblioteca emcee do Python.
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Figura 8 - Corner plot da primeira solugdo DHOST Ia com flat prior [—100,100] em /3
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Legenda: Distribuigoes de densidade de probabilidade posterior dos parametros ay, 51, «, § e 3. Note
que os parametros «, 0 e 8 sao de nuisance, nao podendo ser interpretados no sentido
bayesiano de atualizagdo de credibilidade devido as priors fiduciais utilizadas. Flat prior com
intervalo [—100,100] em f;.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se a biblioteca emcee do Python.

100
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Figura 9 - Corner plot da primeira solugdo DHOST Ia com flat prior [—1,1] em /34
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Legenda: Distribuigoes de densidade de probabilidade posterior dos parametros ay, 51, «, § e 3. Note

que os parametros «, 0 e 8 sao de nuisance, nao podendo ser interpretados no sentido

bayesiano de atualizagdo de credibilidade devido as priors fiduciais utilizadas. Flat prior com

intervalo [—1,1] em ;.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se a biblioteca emcee do Python.
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diferenca nos valores das medianas das posteriores de agy, que sdo compativeis a dois

sigma com o valor apresentado na Figura 6. No caso em que €2, = 0.495, wy = —0.36 e
w, = —8.8, obtivemos que ay = 0,056f8:8§}1, ja no caso €2, = 0.264, wyg = —0.8 e w, = 0,

que ay = 0,039f8:8§i. Esses resultados sao esperados devido a razao de distancias de
didmetro angular presente em (130), o que leva a (135) possuir uma dependéncia fraca
nessas quantidades. Isso também é consistente com [102], aonde é mostrado que usar um
método independente de modelo para as distancias cosmoldgicas tem pouco impacto na
inferéncia do pardmetro pés-newtoniano vppy em comparacao com um fundo ACDM.
Além disso, conforme mencionado na subsecao 2.1.2, ao definirmos S; = 0 no
modelo (135), é possivel investigarmos apenas a subclasse de teorias beyond-Horndeski.
Nesse caso, os fatores 7; se reduzem para: v = —ap /2, 2 = ag e y3 = 0. Ajustando uma
Gaussiana ao resultado da amostragem da posterior deste caso, obtém-se a distribuigao
mostrada na Figura 10. Nesse caso, hd uma diminuicao na dispersao da distribuicao
quando comparada com a posterior marginalizada de oy da Figura 6, uma vez que agora
temos ag = 0,03540,025 a um sigma. Similar ao cenario completo DHOST Ia, considerar
outros fundos cosmoldgicos nesta analise também produz resultados compativeis a dois
sigma. No caso em que €2, = 0.495, wyg = —0.36 e w, = —8.8, obtivemos que ayg =
0,054 £+ 0,025, ja no caso 2, = 0.264, wy = —0.8 e w, = 0, que ayg = 0,037 £+ 0,025.

6.2 Analise Estatistica para a Segunda Solucgao

Quanto ao segundo par de solugoes DHOST em (55), embora quase certamente
estejam excluidas nas escalas do sistema solar; ja que ® # ¥ até mesmo fora de distri-
buigoes de matéria, este caso é explorado uma vez que este trabalho investiga escalas de
kiloparsec. Para os potenciais obtidos de (55), o pardmetro de slip é dado pela (136), de
modo que a analise bayesiana para este caso leva a uma distribuicao semelhante a da Fi-
gura 10, mas com uma média ligeiramente diferente para a Gaussiana, pois agora ¢ obtido
que ag = 0,036 £0,025. Além disso, como esperado, alterar o fundo cosmoldgico também
leva a valores compativeis a dois sigma com o cenario ACDM plano. Por exemplo, no caso
em que 2, = 0.495, wyg = —0.36 e w, = —8.8, temos que ayg = 0,053 + 0,025, e quando
Q,, = 0.264, wg = —0.8 e w, = 0, que ay = 0,039 &+ 0,025.

Ademais, é essencial observar que o motivo para as trés analises estatisticas feitas
até agora produzirem resultados semelhantes para a posterior de ay é a mesma que faz
com que [; devolva uma distribui¢do uniforme no primeiro caso (Figura 6). Tudo se
resume a conspiracao bojo-halo, na qual a combinacao do halo de matéria escura e da
matéria baridnica em galaxias early-type leva a um perfil aproximadamente isotérmico
[214, 200]. O fato de que a prior para a em (142) esté centrada no valor para um perfil

isotérmico torna (135) insensivel a [, j4 que para esse valor especifico, o pardmetro de
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Figura 10 - Distribuicdo posterior para a primeira solu¢do no subcaso GLPV

an = 0.035
Tay=0.025
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Legenda: Ajuste Gaussiano da distribui¢do posterior para o parametro de desvio de Horndeski na
subclasse de teorias GLPV. A linha vertical tracejada representa o valor compativel com a
Relatividade Geral em escalas astrofisicas.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se a biblioteca emcee do Python.

slip (131) se reduz a (136). Portanto, para restringir adequadamente (; é necessaria uma
analise de lenteamento com objetos mais massivos, como grupos e aglomerados, de modo
que perfis isotérmicos sejam evitados. Outra possibilidade é abandonar a hipdétese de

matéria escura, similar ao que é feito nas referéncias [93, 94, 95].

6.3 Comparacao com a Literatura

Mudando para uma abordagem mais frequentista, os resultados acima podem ser
vistos como estimativas do parametro de desvio de Horndeski em escalas de kiloparsec
para teorias DHOST Ia e a subclasse GLPV, dadas as suposi¢oes apresentadas ao longo
deste trabalho. Como as distribui¢oes encontradas para ay sdo Gaussianas, ou aproxi-
madamente Gaussianas, temos que os valores das medianas coincidem com os valores que
maximizam a posterior (MAP), assim, os valores da MAP sdo as nossas estimativas, jun-

tamente com os respectivos desvios padrdes obtidos de cada distribuicdo. E importante
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notar também, que devido a imposicao relacionada a velocidade de ondas gravitacionais
mencionada na subsecao 2.1.2, isto é, ay = ag, esses resultados estao simultaneamente
restringindo o pardmetro ay . Além disso, como observado em [63], para casos particulares
como () = fay = B1 = 0, o pardmetro de trancamento ap também ¢é restringido, uma vez
que de (37) obtém-se que ap = 2y neste caso.

Um passo importante da nossa analise é entao comparar as estimativas obtidas de
ay com os valores existentes na literatura, em escalas similares e distintas. A principal
razao para essa comparacao ¢ avaliar se had uma dependéncia de escala no regime de campo
fraco e, assim, verificar a compatibilidade com a teoria de Einstein. Por outro lado, esse
tipo de andlise também é uma forma de comparar a consisténcia de nossos resultados com
o resto da literatura sobre este tépico. Na Figura 11, por exemplo, tal comparacao ¢ feita
para o caso de beyond-Horndeski apresentado na Figura 10. E possivel observar que o
resultado desta dissertacao para este cenédrio é compativel em dois sigma com restri¢oes
em escalas do sistema solar e também via aglomerados de galdxias. Na escala de lentes
por uma unica galaxia, pelo nosso conhecimento da literatura atual, a estimativa de ag
obtida neste trabalho é a tinica até entao.

Conforme mencionado na Introducao, a maioria dos trabalhos apenas investiga os
parametros efetivos de energia escura de forma indireta, de modo que na Figura 11, alguns
dos valores de apy considerados sao estimativas representativas, ja que sao resultados
indiretos nossos obtidos a partir da literatura. Como exemplo, para o primeiro valor na
Figura 11, de cima para baixo, fizemos uma simples propagacao de erros da medida de
T, = 4+, em [91] para encontrar uma estimativa para ay, que verificamos ser compativel
com a estimativa obtida via o resultado de [91] para Ty = —472/5. Para o segundo
valor na escala de aglomerados, o mesmo procedimento é realizado via a restricao em
Yo = —47,/5 do aglomerado MACS 1206 de [92]. Quanto as referéncias [90] e [79)],
a estimativa ¢ simplesmente obtida das restricoes de 7,. Para os limites restantes, é
utilizado o resultado direto de [63] e, para o outro, o limite inferior é derivado da restrigao
de [78] e o superior de [76].

Na Figura 11 mostramos também uma linha vertical pontilhada que representa
o valor de limite superior do parametro de desvio de Horndeski para o qual estrelas es-
fericamente simétricas e estaticas possam existir dentro das teorias GLPV. Esse limite
foi obtido em [76] para Y considerando-se corregoes relativisticas. Como pode-se obser-
var, o resultado deste trabalho nao excede esse limite teérico. Ademais, embora a nossa
estimativa a um sigma indique uma gravidade levemente mais forte em escalas de kilo-
parsec dadas as suposigoes utilizadas, isto é, ay > 0 [63], nosso resultado em dois sigma
é compativel com a Relatividade Geral.

Ja para o caso DHOST completo associado ao slip (131), nao é possivel investigar
a compatibilidade com a teoria de Einstein, pois ; nao fora propriamente restringido.

Entretanto, para as solugoes em (55) isso é uma tarefa simples, ja que o slip (136) depende
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Figura 11 - Comparacéo entre o resultado de ay da primeira solugdo no caso GLPV com estimativas

indiretas obtidas da literatura.
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Legenda: Comparacdo a dois sigma entre a restricado GLPV de apy e varias estimativas representativas
derivadas de medicoes indiretas da literatura. Trés diferentes escalas fisicas sdo consideradas
com base nos observaveis utilizados: roxo para aglomerados de galaxias, preto para o
resultado deste trabalho e verde para fisica estelar. No eixo y sdo mostradas as referéncias
para cada estimativa indireta junto com os observaveis utilizados. De cima para baixo: [91],
[92], [90], [63], [76], [78] e [79]. As siglas WL, SL e SZ referem-se, respectivamente, a lentes
fracas, lentes fortes e ao efeito Sunyaev—Zeldovich. A linha pontilhada vertical representa o
limite tedrico de 2/9 para ay, com base no resultado de [76].

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se o Python.

apenas de ay. Essa independéncia do parametro de slip com relacao ao coeficiente «
da distribuicao de matéria, junto com a suposicao de que apy ¢ constante nas escalas
investigadas, permite estimativas para esse parametro apenas utilizando-se restri¢oes do
pardmetro pés-Newtoniano yppy jd presentes na literatura (veja [215] para a relagdo
entre o slip e o parametro p6s-Newtoniano). Devido a esse fato, na Figura 12 mostramos
uma variedade de estimativas de ay obtidas através de medi¢oes pds-Newtonianas da
literatura. A maioria dessas medidas foram feitas por meio do mesmo procedimento deste
trabalho. Os valores graficados como losangos foram obtidos em andlises mais complexas
envolvendo somente um sistema lente-fonte. Adicionamos também diversos testes classicos

da Relatividade Geral para comparagao, como o lenteamento de estrelas de fundo pelo Sol
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observadas no eclipse de 2017, medidas de time-delay via a Voyager 2 e a sonda Cassini
etc. Assim, pode-se ver que a estimativa deste caso também é compativel em dois sigma
com a Relatividade Geral, sendo a mais precisa entre os resultados mostrados nas escalas
de lentes fortes early-type. Por fim, note que estes resultados serdo em breve submetidos
a revista Physical Review D [216].
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Figura 12 - Comparacao entre o resultado de ay da segunda solugdio DHOST Ia com estimativas

indiretas obtidas da literatura.
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Legenda: Comparagdo a dois sigma entre a restrigio DHOST Ia de auy para as solugdes com slip (136) e

varias estimativas indiretas derivadas de medigoes pés-Newtonianas da literatura. Duas

escalas sdo consideradas: azul para estimativas de lentes fortes galaxia-galaxia e verde para

testes da Relatividade Geral no sistema solar. O resultado deste trabalho é mostrado em

preto. No eixo y sdo mostradas as referéncias para cada estimativa pés-Newtoniana junto com
os observaveis utilizados. De cima para baixo: [99], [100], [101], [217], [102], [103], [218], [104],
[105], [219], [220], [221], [152], [222], [223] e [224]. A estimativa de [223] foi obtida através do

resultado do dngulo de deflexdo da lente. O simbolo de diamante refere-se a anélises que

utilizam apenas uma galdxia-lente. As siglas SL, LLR e VLBI referem-se, respectivamente, a

Strong Lensing, Lunar Laser Ranging e Very-long-baseline interferometry. Resultados de

escalas de aglomerados de galdxias, como em [225], ndo sdo mostrados aqui devido as barras

de erro excessivamente grandes.

Fonte: Feito pelo autor deste trabalho utilizando-se o Python.
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CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

"Erques em perfeicio no horizonte do céu,
Aton vivo, que deu inicio a vida. Sempre que
surges mo horizonte a leste, preenches todas
as terras com sua perfeigio. [...] Embora
longinquo, teus raios estao sobre a Terra;"
Akhenaton, Hino ao Sol

Por meio da combinacao de galaxias-lentes gravitacionais fortes e suas informagoes
dindmicas, construimos um modelo tedérico para sondar o efeito de vazamento de energia
escura em escalas de kiloparsec usando dados da amostra combinada LaStBeRu [116].
Composta por 280 sistemas com galaxias-lente elipticas ou S0, esse conjunto de dados
permitiu a avaliacdo do parametro de desvio de Horndeski com boa precisao em escalas
nas quais ainda nao havia sido investigado. O modelo possui consideragoes observacionais,
como o efeito de seeing e uma correcdo de abertura. Os parametros EFTDE entram
nas analises por meio do pardmetro de slip. Ao todo, foram considerados trés casos
conhecidos: duas solugoes distintas para os potenciais métricos de campo fraco da classe
quadratica DHOST Ia, uma das quais o slip ndo depende da distribuicao de matéria, e
outra decorrente da subclasse beyond-Horndeski.

Consideramos que ondas gravitacionais propagam-se a velocidade da luz no vacuo,
para o qual os unicos parametros EFTDE relevantes no limite quase-estatico sao ay e 1
[63]. Assumindo que esses pardmetros sao constantes no intervalo de redshift das lentes
da amostra, encontramos que ay = O,O37f8:8§}1 para o caso DHOST com slip dependente
da matéria, para o segundo cenario DHOST obteve-se ay = 0,036 £ 0,025 e para o caso
de beyond-Horndeski que ay = 0,035 £ 0,025. A razao para esses trés resultados serem
semelhantes é a mesma que causou uma distribuicao posterior uniforme para (i, isto é, a
prior global para o parametro a da lei de poténcia da densidade de matéria newtoniana
das lentes estd centrado em um perfil isotérmico, o que conspira para que o slip desses
trés casos coincidam no mesmo valor. Note que para o = 2, os trés slips coincidem para
14+ apy, sendo entao nao dependentes de 31 neste contexto de uma distribuicao de matéria
de lei de poténcia. Para restringir adequadamente [3; neste tipo de analise, concluimos que
é necessario um conjunto de dados com lentes mais massivas que escapem da conspiracao
bojo-halo (e.g. grupos ou aglomerados). Ou, como mencionado anteriormente, seguir o
procedimento de [93, 94, 95], que ndo consideram matéria escura.

Mostramos que a analise e resultados do primeiro caso sao dependentes da prior
em [, de tal forma que nao é possivel medir simultaneamente 3; e agy. Em esséncia, uma
medida razoavel de ay dentro deste modelo requer uma prior fisica e mais informativa

em (1. Por outro lado, aumentar ou diminuir o intervalo da prior de i leva a poucas
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mudancas no valor da mediana da posterior de ay, o que nos mostra que nossos resultados
sao sempre compativeis com ay = 0, apesar da prior uniforme em ;. Observe que isso
também é um resultado de « estar centrado em um perfil isotérmico, o que ocasiona no
parametro de slip mencionado no paragrafo anterior (~ 1+ ap).

Para a densidade de luminosidade, bem como para a distribuicdo de matéria, assu-
mimos perfis de lei de poténcia cujas inclinagoes sao definidas a partir de priors fiduciais
globais baseadas em resultados anteriores da literatura. O mesmo procedimento é aplicado
ao parametro de anisotropia, que é assumido como constante. E importante notar, como
mostrado em [100], que as maiores fontes de erros sisteméaticos sdo esses trés parametros,
ou seja, «a, 6 e B. Para melhorar a precisao dos resultados, é importante considerar pri-
ors individuais, o que geralmente é uma tarefa complicada, pois exige dados de imagem
de alta qualidade para cada sistema. Em trabalhos futuros, pretendemos utilizar priors
individuais para a e 9, que estdao sendo obtidos diretamente pelo nosso grupo de lentes a
partir das imagens do LaStBeRu. Os erros sistematicos de (5, no entanto, sdo muito mais
complicados de serem tratados, uma vez que sao necessarios dados de Unidades de Campo
Integral (IFU) para identificar adequadamente a variagao espacial desse pardmetro [205].

Foi avaliada a compatibilidade estatistica da restri¢cao no caso de beyond-Horndeski
com varios resultados da literatura. Essa comparagdo mostrou que a medida deste traba-
lho é compativel a dois sigma com multiplas estimativas representativas de ay obtidas a
partir de referéncias que investigam diferentes escalas. Também foi demonstrado que esta
medida é compativel com a Relatividade Geral em dois sigma e que nao ultrapassa o limite
para o qual estrelas podem existir nesse contexto. O mesmo procedimento foi feito para o
caso DHOST cujo slip nao depende da distribuicao de matéria. Nesse cenario, restrigoes
pos-Newtonianas podem ser usadas para estabelecer limites em apy. Assumindo que ag
é constante nos diferentes redshifts investigados, verificou-se entao que a estimativa para
este cenario é compativel a dois sigma com varios resultados em escalas de kiloparsec e
com testes classicos da teoria de Einstein no sistema solar.

Ademais, também foi observado que os resultados de oy restringem o parametro
ay no cenario considerado. Essencialmente, neste caso em que ay é constante e ap = 0,
das relagoes (37) temos que o parametro de desvio de Horndeski na verdade caracteriza a
dependéncia da func¢ao de acoplamento f, com relacao ao termo cinético X. Essa funcao
é justamente o que acopla a curvatura espago-temporal com a energia escura, isto €, f,
estd acoplada ao escalar de Ricci na lagrangiana das DHOST Ia (9). Por conseguinte,
se ay = 0 obtemos que o acoplamento nao-minimo da energia escura com a curvatura é
no minimo da forma de Brans-Dicke, i.e. fo(¢, X) = fo(¢). Note entdo, como esperado,
que mesmo que recuperemos as formas dos potenciais newtonianos nas escalas estudadas,
isso significa que em distancias cosmoldgicas ainda pode haver uma teoria da classe de
Horndeski atuando, tal que a blindagem de Vainshtein nao é quebrada. Por isso temos no

minimo algo a la Brans-Dicke em escalas maiores, sendo fundamental entao um ntmero
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maior de observagoes em escalas distintas. Além disso, é importante perceber que a nossa
analise s6 € sensivel ao parametro de slip, fazendo com que a constante gravitacional
efetiva Gy fique indeterminada. De fato, se ag = 0 s6 podemos afirmar que os potenciais
métricos no regime quase-estatico sao da forma da Relatividade Geral, de modo que
Gy = G para a teoria de Einstein e Gy = G (2;) para teorias mais gerais d la Horndeski.

Portanto, os resultados desta dissertacao indicam exatamente esse fato, isto é, nas
escalas ~ 1 — 10 kpc temos que fox = 0 a dois sigma e, portanto, fo = fa(¢). Como
vimos, esse resultado também é consistente com outras andlises em diferentes escalas.

Contudo, ha ainda diversas questoes a serem melhor estudadas no que concerne os
sistematicos. Da parte tedrica, por exemplo, temos que o mecanismo de Vainshtein s6 é
bem definido e estudado para distribui¢coes de matéria esféricas, o que pode resultar em
estimativas bem distintas caso consideremos distribui¢oes com simetrias axiais diferentes
[226]. Outra consideracao que fizemos foi a de que os parametros EFTDE nao dependem
do redshift da lente para z; < 1 (Note que isso é uma hipdtese de trabalho, ja que o
formalismo EFTDE permite uma dependéncia temporal desses pardmetros). Supomos
também galdxias-lente descritas por métricas de campo fraco com efeitos de rotacao ne-
gligenciaveis e consideramos por simplicidade a equacao de Jeans esfericamente simétrica
(veja mais em [199]). Utilizamos também fundos cosmolégicos limitados aos casos planos
do ACDM, wCDM e wyw,CDM, mas que apesar disso, como esperado, pouco alteram o
resultado final.

Desta forma, diversas suposicoes foram feitas, cada qual com seu grau de confiabi-
lidade e nivel de relevancia nas estimativas finais. A maioria das suposi¢oes mencionadas
acima, no entanto, possuem efeitos sistematicos subdominantes quando comparadas as
proprias incertezas das dispersoes de velocidades, que como vimos no capitulo 5, ndo sdo
nada pequenas [100]. Como mencionamos também, os sisteméticos nos pardmetros de
nuisance da estrutura das lentes sdo de fato o que domina, como evidenciado pelas refe-
réncias [100, 101]. Por exemplo, como demonstrado em [205], o pardmetro de anisotropia /3
¢ altamente correlacionado com o parametro pés-newtoniano e os resultados podem variar
bastante se considerarmos uma dependéncia radial [205], e isso, naturalmente, também
se reflete na nossa analise para o caso das DHOST.

Em suma, como o natural de qualquer ciéncia empirica, nossos resultados sao
bastante dependentes das hipoteses e priors utilizadas para os parametros de estrutura das
galaxias-lente. Uma melhora nesse sentido sera considerar, em trabalhos futuros, priors
individuais para esses parametros a fim de mitigar esses problemas. Além disso, também
estamos interessados em investigar diferentes parametrizagoes das fungoes EFTDE que
dependem do redshift da lente e queremos utilizar o atraso temporal de imagens lenteadas
para também impor limites nos parametros EFTDE. As estimativas deste trabalho sao
as mais precisas nas escalas consideradas e sao consistentes com outros trabalhos da

literatura. Contudo, essa precisao crescerd ainda mais com o aumento no ntmero de
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sistemas de lenteamento galaxia-galaxia, em até duas ordens de grandeza, devido ao
LSST do Observatério Rubin [116].' Esta nova leva de dados representarad uma grande
oportunidade para investigar a quebra parcial do mecanismo de Vainshtein por teorias

DHOST no regime de campo fraco e até mesmo o teste de outras teorias modificadas.

190 aumento da precisdo é essencial para sondar o slip, j4 que um valor de 1 préximo a 1 mas nio
exatamente igual pode tanto indicar gravitagdo modificada como também a Relatividade Geral com
matéria com pressao anisotropica.
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APENDICE A - Gravitacio

A.1 Relatividade Geral

Desde o inicio das civilizagoes humanas, nds nos questionamos sobre a origem de
tudo aquilo que percebemos com nossos sentidos. Durante nossos poucos milénios de exis-
téncia, sempre buscamos agregar diferentes fendémenos da natureza ao atribuimo-los a uma
causa Unica (monismo), seja esta devido a entes nao visiveis criados a nossa semelhanga,
ou a teses metafisicas originarias dos physikds helénicos [227]. Correlacionar fend6menos
aparentemente distintos sob um mesmo conjunto de explicagoes, isto é, o unificacionismo,
¢ uma caracteristica humana, que por meio da logica, tenta descrever o cosmos?.

Nos séculos VII ao V a. C., o unificacionismo tomou outro rumo e ganhou forca
com os filésofos pré-socraticos (ou physikds), conceitos como kdsmos, aonde o nosso mundo
é um todo ordenado e passivel de ser compreendido por meio da razao, e como o arché,
o elemento que funciona como principio primeiro da pluralidade da natureza, dominaram
o campo das ideias. Para Tales de Mileto, este elemento basico gerador era a agua, para
Heréclito de Efeso, o fogo, para Anaximandro de Mileto, o &peiron, para Pitdgoras de
Samos, o nimero, para Demdcrito, o a&tomo e para Platdo, a geometria [228].

O mais surpreendente, é que estes conceitos permaneceram ao longo da histéria no
modo de pensar de diversos grupos humanos. Em especial, o unificacionismo e a geome-
trizacao dos fendomenos naturais se tornaram fortes novamente com as ideias de Copérnico
e Kepler [228], e se imbricaram plenamente na ciéncia com a teoria da Relatividade Geral
de Albert Einstein em 1915 [229, 230, 231, 232, 233], processo conhecido como a Ter-
ceira Geometrizacao da Fisica [228]. Assim, ao longo das eras, teses metafisicas como a
unificacdo e geometrizacao da natureza permearam o pensamento humano e guiaram o
desenvolvimento cientifico por meio dos ideais e concepgoes pessoais de cada pesquisador.

No mundo ocidental, o unificacionismo sobrenatural deu lugar em parte ao pensa-
mento helénico, que por conseguinte tornou-se o unificismo cientifico por volta do século
XVII ao atual XXI. O uso deste termo se deve ao fato de que esta ideia se manteve pre-
sente ao longo do desenvolvimento da ciéncia moderna, e nao que o conceito de unificagao
seja propriamente "cientifico", de fato esta idealiza¢cdo nada mais é do que uma ideia me-
tafisica, que se provou frutifera ao longo da histéria. Por exemplo, Maxwell e Faraday ao
unificarem a eletricidade e o magnetismo possibilitaram uma nova visao destes fenéme-

nos naturais através do eletromagnetismo, Newton conseguiu descrever o movimento dos

20 Neste trabalho, me dou a liberdade de definir cosmos como sendo o universo observavel tal como o
percebemos ao longo das eras e kdsmos como o todo ideal ordenado aonde o universo observavel pode
estar contido. O primeiro se refere ao que observamos e o segundo ao que idealizamos.
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objetos celestes e dos corpos terrestres com as mesmas leis e Glashow, Salam e Weinberg
conseguiram unificar o eletromagnetismo com a interagao fraca.

O leitor pode ainda questionar se o uso destas ideias é benéfico ou maléfico a cién-
cia, em particular, os exemplos que citei foram extremamente vantajosos, pois permitiram
uma evolucao cientifica tanto na producgao tecnoldgica como também nas diferentes con-
cepgoes de mundo criadas. No entanto, também ha maleficios, na busca cega por uma
grande teoria unificadora, podemos ficar muitas vezes negligentes a outros conceitos, o
que de fato parece acontecer atualmente dada a busca até agora inalcancada por uma lei
matematica tnica capaz de descrever toda a natureza. Seja o que for, a realidade é que
o unificacionismo cientifico é um principio norteador da pesquisa.

Essa concepcgao unificadora da natureza teve um de seus apices em Einstein, pois
o fisico-filésofo alcangou o sonho platénico supremo com a sua teoria da Relatividade
Geral, ao interpretar a gravitagdo como uma generalizacao da lei da inércia de Newton
[234] em geometrias espago-temporais curvas, unificando assim os conceitos de inércia e
gravidade. Além de unificar o espaco e o tempo como um ente s, esta teoria foi capaz
de mudar a nossa concepc¢ao acerca da realidade por meio de suas equagoes de campo,
pois, como veremos nesta secao, a matéria em si modifica os conceitos Newtonianos de
espaco e tempo. Einstein foi entdo capaz de unificar inércia e gravidade por meio da
geometrizagio do espago-tempo [228], a peca que faltava & completude da Mecanica
Classica e da visao mecanicista da natureza.

Por fim, é importante notar que neste trabalho recorremos ao conceito de realismo
ontolégico [235], isto é, para nossos fins, o espago-tempo é um ente real independente da
nossa existéncia e que de fato é curvado perante a localizacdo de matéria-energia, aonde
tal efeito é reconhecido pelos nossos sentidos como gravidade. Desta forma, pretendo
expor nesta secao as bases tedricas conceituais e matematicas desta teoria unificadora.

Note que esta primeira se¢ao deste capitulo é uma adaptacao do trabalho autoral [176].

A.1.1 Variedades

Quando aprendemos um idioma novo, por exemplo, o francés, precisamos aprender
3 coisas: os simbolos usados e o que representam (no caso, o alfabeto latino e seus fone-
mas), a estrutura e relagdo entre os simbolos (a gramética) e como essas duas coisas sao
usadas na pratica (a escrita e a fala). Com a Relatividade Geral, acontece algo similar:
os simbolos sao dados por caracteres dos alfabetos latino e grego e pelos algarismos indo-
ardbicos, e representam as variedades (ou manifolds) e tensores, esses por conseguinte
se relacionam através da estrutura logica da geometria diferencial e se transformam na
teoria da Relatividade Geral quando aplicamos esta nova "linguagem'na Fisica. Assim,

para "falar'esta teoria, precisamos primeiro aprender seus constituintes basicos, isto é, as
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variedades diferenciaveis e os tensores.

Na Matemaética, uma variedade (manifold) diferencidvel de n dimensoes é um con-
junto que localmente possui a estrutura diferencial de um espaco euclidiano, mas que nao
necessariamente possui suas propriedades globais (topologia). Na Relatividade Geral,
queremos representar o espaco-tempo por um continuum quadridimensional, assim como
¢ na Relatividade Especial, aonde um evento é caracterizado por 4 coordenadas, porém,
nao queremos assumir uma geometria global a priori e teremos que admitir que qualquer
espago-tempo nesta nova teoria seja localmente plano, isto é, localmente um espago-tempo
de Minkowski, para ficar de acordo com o principio da equivaléncia de Einstein [136], ve-
rificado observacionalmente. Naturalmente, dado essas duas condigoes, uma boa opg¢ao
seria representar o espago-tempo como uma variedade.

Deste modo, diferentemente da ultima teoria mencionada, aonde todos os eventos
do espacgo-tempo podem ser colocados em uma correspondéncia direta e continua com
pontos do espaco-tempo de Minkowski, na teoria da Relatividade Geral o espago-tempo
é representado por uma variedade de 4 dimensoes localmente (localmente aqui possui o
sentido matematico, fisicamente pode-se dizer localmente-instantaneamente) equivalente
a um espago-tempo de Minkowski e cuja natureza topologica por defini¢do nao é definida
a priori. Assim, nesta teoria, nas proximidades de um evento qualquer num espago-tempo
aleatério os fendmenos fisicos obedecem as regras da Relatividade Especial.

Genericamente, temos as variedades Riemannianas e as pseudo-Riemannianas, no
nosso caso, trabalhamos somente com as variedades Lorentzianas que sao um caso parti-
cular das pseudo-Riemannianas. Estritamente e usando-se como base a referéncia [236],
temos que uma variedade Lorentziana é um conjunto formado por subconjuntos abertos
de R™ 1! (unido de bolas abertas em Minkowski n-dimensional) que se unem suavemente.
Assim, uma variedade real M, de n dimensoes e diferenciavel C*>° é um conjunto de pontos,

juntamente com a colegao de subconjuntos {O,}, que satisfaz:

« Cada ponto p € M estd em pelo menos uma bola aberta O, os {O,} cobrem M;

« Para cada «, existe um mapa injetor que cobre todo o contradominio (sobrejetor),

U, : O, — U, (bijetor), em que U, é um subconjunto aberto de R 1

 Se dois conjuntos O, e Og se sobrepoem (O, N Op # 0) podemos considerar o
mapa Wgo Wt (ou Ws[¥, ') que leva os pontos de ¥,[0, NOg] C U, C R" 1 aos
pontos em W3[0, N Og] C Us C R* 1. Estes subconjuntos de R™ ™! precisam ser

abertos e o mapa Wz o W ! : R* b1 — R*1! diferencidvel C*;

e M possui um tensor métrico nao degenerado, simétrico, suave e definido em todo
o conjunto, que pode possuir assinatura métrica (+, —, —, —,...) ou (—, +, +, +, ...),
o que define o produto interno e a classificagdo de vetores em tipo-tempo, tipo-luz

(nulos) ou tipo-espago (como veremos nas proximas subsegoes).
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Figura 13 - Variedade e suas cartas.

n-1,1
Lo R
e S
s Y I/;‘
u =
Voo &
\
AN v’
Sa__-"

Legenda: Esquema ilustrativo das propriedades que uma variedade diferencidvel tem que possuir.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape com base num desenho similar de [236].

Dois aspectos importantes emergem desta definicdo, a primeira é o fato de que
com este formalismo nao hé a necessidade do espaco-tempo estar contido num outro
espaco hiperdimensional, ha a possibilidade, porém com a Relatividade Geral nao ha a
necessidade de dimensoes espaciais e temporais maiores do que as que percebemos. A
outra questao, é que um WV, é chamado de carta e nada mais é do que um sistema de
coordenadas sobre o conjunto aberto O,, e o conjunto de todas as cartas que formam a
variedade (UO, = M) e que sdo unidas suavemente (Vg0 U1 : ¥, [0, N Oy C U, C
R 11— U5(0, N O] C Uz € R sdo mapas C°) é um atlas.

Desta maneira, por exemplo, uma esfera (variedade §?) embutida no espago tridi-
mensional euclidiano, s6 pode ser descrita através de um atlas com duas cartas abertas ou
mais (por exemplo, a projegao estereografica), tal como ¥y e Wy, cuja lei de transformagao
entre as duas é U, o U7, Caso queiramos usar um tnico sistema de coordenadas para
toda a esfera, um dos polos desta sempre ficara de fora, por isso, é necessario no minimo
duas cartas.

Consequentemente, na Relatividade Geral, nao ha uma correspondéncia direta e

continua com pontos do espaco-tempo de Minkowski, pois por defini¢do a nossa variedade
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pode possuir qualquer topologia. No entanto, dada essa mesma definicdo, possuimos
agora uma regra de como relacionar uma variedade e um espago-tempo de Minkowski
n-dimensional localmente a partir dos conjuntos abertos e cartas, logo, podemos analisar

qualquer fun¢ao na variedade através dessa nova correspondéncia.

A.1.2 Vetores Tangentes

Na teoria da Relatividade Especial, os elementos e operagoes do espago-tempo
de Minkowski satisfazem os axiomas de um espaco vetorial. Dessa forma, em todo o
espaco-tempo podemos definir os conhecidos quadrivetores que se transformam de acordo
com as transformacoes de Lorentz. No entanto, na Relatividade Geral isso ndo mais
acontece, pois 0 Nosso espaco-tempo nao necessariamente possui uma geometria global
Minkowskiana. Apesar disso, no limite de deslocamentos infinitesimais sobre um ponto é
possivel recuperar o conceito de espago vetorial, pois, como definimos, a nossa variedade
é localmente plana.

Isto significa que podemos usar o conceito de vetor tangente, a ideia de desloca-
mento infinitesimal, a apenas um ponto na variedade. Em outras palavras, cada ponto
da nossa variedade possui seu proprio espaco vetorial com seus proprios vetores tangentes
definidos. E nessa ideia simples que o cdlculo em variedades se baseia. Novamente com
base na referéncia [236], seja F a colegao de fungoes do tipo f : O C M — R que sao
diferenciaveis C*°, definimos o vetor tangente ' no ponto p € M como o mapa v : F — R

tal que:
o d(af +bg) =at(f)+bi(g),Vf,g € F eVa,b € R;
« U(fg) = f(p)v(g) + 0(f)g(p).

A partir dessa defini¢do, chamamos de espago vetorial V,, a colegdo de vetores

tangentes ao ponto p que obedecem a:

o (T +1)(f) =0(f)+0a(f);
o (a0)(f) = av(f).

Por consequinte, este espago vetorial possui n dimensoes, isto é, existem n linearmente
independentes vetores tangentes cujas combinagoes lineares formam V). Assim, natural-
mente, como as derivadas parciais obedecem a condicao de linearidade e a regra de Leibniz,
isto é, sdo tangentes a partir da nossa definicdo, e seja a carta U : O — U C R* 5! iden-
tificada pelas coordenadas {z#} num ponto p € O, f € F e levando em consideragao que

por definicdo fo W1 : U — R é C*™, temos que os n linearmente independentes vetores:
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O(f oWt

143
oxt lw(p) (143)

gu(f ) =

formam uma base do espago vetorial V.
Logo, como os {¢,} formam uma base de coordenadas do espago vetorial tangente

para qualquer ponto p € M, temos que qualquer vetor neste espaco pode ser escrito da

forma:

u(f) = v"&u(f), (144)

em que usamos aqui a convenc¢ao de soma de Einstein, aonde ha um somatoério implicito
no lado da relagdo com os dois indices iguais 1 que variam de 0 até n — 1.

Poderiamos também, ao invés de escolher esta carta, escolher uma denominada ¥’
de coordenadas {z"*}, cuja base {¢/,} seria diferente. Se fizermos a regra da cadeia em &,

encontramos a relagao entre as duas bases:

v
_ 0¥,
Ooxk >

€ (145)

Tal que a derivada nesta expressao é avaliada em ¥(p) e aonde ™ é uma componente do
mapa ¥’ o U1, Como podemos escrever um mesmo vetor em duas bases de coordenadas
diferentes, mas este continua sendo o mesmo vetor, as componentes também precisam
mudar de acordo com a base usada, assim, igualando-se o mesmo vetor escrito em ba-
ses diferentes e utilizando-se a relacdo (145), obtemos a lei de transformacgao entre as

componentes:

a:E/V

v
=—
oxH

v " (146)

E importante notar que a base de um vetor se transforma de uma maneira mas
as componentes deste mesmo vetor nesta base se transformam de outro modo. Podemos
perceber isto ao fazermos a transformacao inversa das relagoes (145) e (146):

oz oxH

51// = 5# € ,U# = 8.%”’

axlzl

v, (147)

De maneira pratica, isto significa que as componentes de um vetor tangente se transfor-
mam de acordo com uma matriz Jacobiana e a sua base de acordo com a matriz Jacobiana
inversa. Uma forma simples de memorizar essas leis de transformacao, é pensar que in-
dices iguais do mesmo lado da igualdade ficam separados em diagonal e indices iguais
separados dos dois lados da igualdade ficam na mesma altura.

Com este formalismo, podemos ir além e definir vetores tangentes com relagao a
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curvas. Com base no livro [236], uma curva suave C' em M, é um mapa C' : R — M que
é C*. A cada ponto da curva C' podemos associar um vetor tangente 7' do espago vetorial
V,. Uma questao importante, é que cada ponto dessa curva possui seu proprio espaco
vetorial, estes sendo diferentes entre si fazem com que a nogao de vetor tangente em cada
ponto seja distinta. Por exemplo, ndo podemos definir se um vetor tangente num ponto
p € 0 mesmo que um vetor tangente num outro ponto q.

Portanto, nao h& como compararmos os espacos vetoriais V), e V, s6 com a estrutura
da nossa variedade, pois, como veremos nas proximas subsegoes, precisamos de um objeto
chamado conexao equipado em M para que possamos ter a nogao de transporte paralelo
de vetores entre p e ¢ ao longo de uma curva C. Assim, na Relatividade Geral, como
estamos em geometrias nao-planas, a comparagao entre dois espagos vetoriais V), e V,
sera dependente da escolha da curva. No caso plano esta identificacao é independente da
curva, e portanto, todos os espagos vetoriais sao equivalentes entre si.

Apesar desse problema, podemos nesta subsecao definir o que é um vetor tangente
a uma curva C' parametrizada por uma variavel A\ € R qualquer, sem a necessidade de
mencionar as conexoes. Em vista disso, para f € F qualquer e seja fo(C : R — R,

podemos fazer no ponto p:

d(foC)

T(H) =2

: (148)
Desse modo, o vetor de base §, da carta W ¢ tangente a curva na variedade obtidas
ao manter todas as coordenadas constantes, a nao ser por z*. Logo, obtemos o mapa
z*(A) 1 C — RLL

Podemos perceber isto melhor se expandirmos a relacao (148) na base {¢,} utili-

zando a regra da cadeia:

d(foC) d[(fo¥)o(¥oCl)] d(WoC)'o(fo¥™") da*

X d\ d\ or d\

& (149)

Portanto, em qualquer base, j4 que agora conhecemos as leis de transformagoes destas,
as componentes do vetor tangente a curva C' parametrizada por A num ponto p qualquer,

sao dadas a partir da relagao:

B dxt

T = —.
dA

(150)
Vale notar também que a nossa base nada mais é do que um conjunto de derivadas
direcionais, isto é, a derivada direcional ao longo da curva definida por z# (com as outras
coordenadas constantes) é a derivada parcial com relagdo a x* e parametrizada por este.

Podemos também definir o que é um campo vetorial na variedade M, basta apli-
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carmos um vetor ¥ € V), em cada ponto da variedade. Afirmo novamente, que essas duas
subsecoes iniciais deste apéndice, assim como as préximas duas, estao fortemente basea-
das na referéncia [236], a maioria das defini¢oes utilizadas foram retiradas deste livro, se

o leitor quiser se aprofundar mais no assunto, por favor, veja também a referéncia [170].

A.1.3 Tensores

Quando representamos uma quantidade fisica por um vetor, queremos dizer que
esta possui uma dependéncia linear com o deslocamento, isto ¢, esta grandeza varia de
acordo com a direcao e o sentido deste vetor. Se considerarmos um deslocamento espacial
em 3 dimensoes, basta fazermos medidas em 3 dire¢des linearmentes independentes (a
base), que a partir de uma combinacao linear podemos obter o valor da nossa quantidade
fisica na direcao desse vetor. Mais precisamente, a nossa grandeza fisica é um vetor dual,
isto é, um mapa linear de vetores em niimeros, pois, neste caso, obtemos uma cole¢ao de
3 nimeros associados a uma base qualquer de vetores de deslocamento espacial.

No entanto, existem certas quantidades na fisica que possuem uma dependéncia
multilinear em deslocamentos, isto é, dado uma colecao de vetores, estas grandezas depen-
dem linearmente de cada um destes. Por exemplo, supondo um corpo material, podemos
imaginar um plano qualquer dentro deste, equipado com um vetor normal 77 num ponto p,
cuja matéria num dos lados do plano causa uma pressao no outro lado em p. Assim, neste
ponto, podemos medir a pressao P numa dada direcao l_; e por consequinte, P dependera
linearmente tanto de [ como de 1. Apesar das infinitas possibilidades de escolhas destes
vetores, o valor da pressao pode ser calculado unicamente por 3 x 3 = 9 ntimeros, que sao
os valores de P quando esses vetores sao projetados numa base.

Estes novos objetos matematicos sao generalizacoes dos vetores e sao chamados de
tensores, mais especificamente, os tensores sao mapas multilineares que levam vetores e
vetores duais em nimeros. Com base em [236] podemos definir o que s@o esses vetores
duais, assim, seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre os niimeros reais e V* a
cole¢do de mapas lineares do tipo f : V — R com a adicao e multiplicacao por escalares
definidas, chamamos V* de espago vetorial dual de V' e os seus elementos de vetores duais.

Se os elementos {,} sdo uma base do espaco vetorial e {{#} do seu espago dual, e
considerando que 0, é o delta de Kronecker (6#, = 0se pu # v e 8% = 0%, = 6% = 6% = 1),

podemos definir a acao dos funcionais £&# : V' — R na base {£,} como:

(&) =", (151)

Esta correspondéncia entre as bases gera um isomorfismo entre o espago vetorial e o seu

dual, isto é, existe um mapa linear e bijetor entre os dois. Porém, esta relagao é dependente
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da base utilizada e assim nao ha uma maneira natural de comparar os dois espacos, a nao
ser que exista uma outra estrutura definida em V' como, por exemplo, uma métrica.
Poderiamos ter feito também o caminho contrario, isto é, definir o espaco vetorial
dual duplo V** como um mapa de vetores duais em nimeros e ter identificado natural-
mente V** como sendo o espaco vetorial V. Com estas conceituacoes, podemos definir

um tensor T do tipo (k,l) como o mapa:
T:V*x..xV'xVx..xV =R, (152)

que leva k vetores duais e [ vetores normais em niimeros. Dessa maneira, um tensor (0, 1)
¢ um vetor dual e um (1,0) um vetor dual duplo que pode ser identificado como um vetor
ordinério. Assim, dado as regras de multiplicagdo e soma por escalar, a colecao T (k,1)
de todos os tensores (k,l) é um espaco vetorial de dimensiao n**.

Além disso, podemos enxergar os tensores de outra maneira, se fixarmos o vetor
pertencente a V' num tensor (1,1), isto é,irde T': V* x V — R para T": V* — R, vemos
que dado este vetor em V', T gera um vetor dual duplo que pode ser identificado como
um vetor ordindrio. Desta maneira, um tensor (1, 1) pode ser visualizado como um mapa
linear de V em V/, ou, se tivéssemos fixado o vetor dual em 7', um mapa de V* em V*.

Da mesma forma que um vetor pode ser escrito em termos de uma base qualquer,
um tensor também pode. Porém, devido a propriedade de multilinearidade, se {¢,} é
base de V e {€”} base de V*, temos que os n**! tensores {{,, ® ...® ¢, @' ®@ ... Q "}
formam uma base de T (k, ). Portanto, na nota¢do de soma de Einstein, um tensor pode

ser escrito como:

T=T0 @ ®E, 8"®..8", (153)

tal que TH1-#k

necessario a definicdo de duas operagoes em tensores:

,..iy, 880 as componentes deste tensor. Para compreender esta relacao, é

» Contragao: Mapa K : T (k,l) = T(k—1,1 —1) tal que:

(,CT)MI.“M(kil)ul‘..l/(l,l) — THL-O (154)

Vl...U...Vl;
» Produto tensorial: O produto tensorial (ou externo) entre um tensor 7" do tipo (k, ()
e um outro 7" do tipo (k’,1") nos d& um novo tensor S = T'®T" do tipo (k+k',[+1)

com componentes definidas por:

HL e otk — THL- TH (k1) H (et k)
S VIeVgpry — T 1/1...1/1T V(41) - Ya+r) (155)

Assim, por exemplo, a contra¢ao de um tensor (1, 1) através da notacao de compo-
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nentes em um espago de n = 4 dimensoes ¢ dada por T, — T* =T +T +T% +T%,
que é o trago de uma matriz de componentes iguais a do tensor, ou seja, a contracao de
um tensor (1,1) é apenas uma constante. E interessante notar também, que a partir da
defini¢ao de produto externo podemos construir um tensor apenas ao tomar este produto
entre vetores e vetores duais.

Até este momento definimos os tensores e suas operagoes de uma forma bem geral,
no entanto, no caso de uma variedade Lorentziana, como vimos, o simbolo V, designa o
espagco vetorial tangente no ponto p. Por consequinte, da mesma forma que definimos este
espaco, podemos definir um outro espago vetorial que é cotangente a este ponto, acontece
que este novo espaco vetorial nada mais ¢ do que o dual V;*. Assim, os elementos de V'
sao chamados de vetores cotangentes e os de V,, de vetores tangentes.

Como vimos na subsec¢do anterior, dado um sistema de coordenadas {z*} em p,
podemos definir a base de V), como sendo {0, }, aonde nesta nova notacdo denotamos
0/0x* por 0,. Posto isto, a partir da nossa relagao (151), podemos agora definir a base
do nosso espago cotangente V' como {dx*}, que é meramente um simbolo para o mapa
linear dx*(0,) = §*,. Portanto, em Relatividade Geral, estas sdo as bases dos vetores
tangentes e cotangentes.

No entanto, ha ainda mais um tipo de defini¢do, seja v* as componentes de um
vetor de V,, numa base e v"* as componentes deste mesmo vetor numa outra base, a lei
de transformacao entre essas componentes, como ja demonstrado na subsegao anterior, é

dada por:
V= 0¥, (156)

e seja wy, as componentes de um vetor dual de V' numa base e W', as componentes deste
mesmo vetor dual numa outra base, temos que:
ox¥
W'y = P (157)
Assim, como em (156) as componentes se transformam de uma forma e em (157) a lei de
transformacao é invertida, dizemos que os elementos de V), sao vetores contravariantes e
os de V" sdo vetores covariantes.

De uma maneira mais simples, dizemos que tensores com indices puramente so-
brescritos sdo contravariantes, tipos (k,0), e com indices puramente subscritos, tipos
(0,1), de tensores covariantes. Portanto, levando em consideracao as relagoes (156) e
(157) e a notacgao de soma de Einstein novamente, temos que a lei de transformacao das
componentes de um tensor misto de uma base de coordenadas {z*} a uma outra {z'"} é

dada por:
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7 "
e 00 0a 0ah 0aP ooy (158)
V1Y Orar " Grak OVt O B1-.-Bi

No geral, nas referéncias voltadas para os estudantes de fisica, a lei de transfor-
magao (158) é usada para definir o que é um tensor. Vale notar que a defini¢gdo de um
campo tensorial numa variedade lorentziana é bastante similar a de um campo vetorial

da subsecdo anterior. Para um aprofundamento maior, basta se guiar pelas referéncias

[236] e [170].

A.1.4 Tensor Métrico

Agora iremos definir o que é a métrica, mencionada diversas vezes nas subsegoes
anteriores. Em suma, numa variedade lorentziana, a métrica G é uma familia de produtos
internos definida em cada ponto de uma variedade. A estrutura métrica contém toda a in-
formacao geométrica e causal do espago-tempo em variedades metricamente compativeis.
Este ente é utilizado para definir a distancia espago-temporal infinitesimal ao quadrado,
ds?, associada a um deslocamento infinitesimal. Como ds? depende quadraticamente de
deslocamentos infinitesimais, ou seja, de vetores tangentes, temos que G : V, x V, — R.
Assim, a métrica é um tensor covariante (0, 2), com a condigao adicional de ser simétrica,
isto €, suas componentes satisfazem g,, = g,,, e de ser nao degenerada, ou seja, em
notagdo matricial, o determinante g é diferente de zero.

Portanto, como a métrica é um tensor covariante, ao assumirmos uma base qual-

quer de coordenadas, podemos expandir G em termos de suas componentes g, como:
G =g, da" ®dz", (159)

aonde utilizamos novamente a convencao de soma de Einstein. Por conseguinte, a quan-

tidade ds? é naturalmente definida como:
ds® = g,,dx"dz". (160)

Em relacao as duas propriedades mencionadas, temos que o caso da simetria da
métrica é meramente uma escolha inicial, tanto que héa diversos estudos de teorias cujas
métricas sio compostas por partes simétricas e antissimétricas (g, = —g,,,), até mesmo
Einstein e muitos outros tentaram sem sucesso unificar a gravidade com o eletromagne-
tismo a partir dessa antissimetrizagdo da métrica [237, 238]. No entanto, o fato da nossa
métrica ser ndo degenerada tem um objetivo mais direto, com base nisto ha a possibi-

lidade da construcao de uma métrica inversa da mesma maneira como fazemos com as
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matrizes, isto é, a métrica inversa g"” é tal que:

guagal/ = 5“1/' (161)

A questao principal, é que gracas a esta métrica inversa possuimos agora uma
maneira de estabelecer uma correspondéncia injetiva entre vetores e vetores duais. Por
isso, em geral, a introducao de vetores duais nao é feita numa sala de aula ou em certas
referéncias, mas como estamos tratando da Relatividade Geral e ndo sabemos de comeco
a forma da métrica, é fundamental a distin¢cao entre vetores e vetores duais. A forma
simbolica de observar isso, é através da "propriedade de abaixamento e levantamento de

indices"da métrica:
V=gV, e V, =g, V", (162)

em que, se substituirmos V,, na primeira relacao do lado esquerdo e utilizarmos a expressao
(162), obtemos que V# = gtvg, V¥ = g V¥ = §* V¥ = V. Por consequinte, o mesmo
acontece com os tensores.

Devido a essas propriedades, a métrica satisfaz todas as caracteristicas de um
produto interno sobre o espaco tangente de cada ponto da variedade. Portanto, como
estamos numa variedade lorentziana, isto é, h& sinais negativos e positivos ocorrendo na

métrica?!, o produto interno entre dois vetores constantes quaisquer V* e U” é dado por:
9, V'U" =V,U" =k, (163)

cuja constante k pode ser tanto negativa quanto positiva, ou até mesmo nula.

A.1.5 Geometria Diferencial

Até agora construimos uma variedade lorentziana em que cada ponto possui seus
proprios espagos vetoriais V), correlacionados com os V' através da métrica, ou seja, temos
uma variedade equipada com tensores e com uma métrica qualquer. A métrica basica-
mente nos diz como medir distancias espago-temporais localmente, nos da uma nocgao de
causalidade, é como se fosse uma régua especial que nos permitisse definir o conceito de
distancia e intervalo temporal na vizinhanga de qualquer ponto (evento do espago-tempo)

da nossa variedade, assim, de certa forma, a métrica tem um carater "global".

21 Chamamos de assinatura métrica a quantidade de sinais negativos e positivos que aparecem nos auto-
valores de uma métrica diagonalizada.
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No entanto, ainda nao sabemos como conectar dois pontos distintos na variedade,
isto é, ndo podemos no momento correlacionar espacos vetoriais de pontos diferentes.
Como veremos nesta subsecao, precisamos construir um novo objeto na variedade que nos
permita associar espacos vetoriais diferentes através da nocao de transporte paralelo. A
partir deste novo elemento chamado de conexao, poderemos finalmente definir o conceito
de nao planicidade de uma variedade em geometria diferencial. Em outras palavras,
iremos definir o significado fisico-matematico de curvatura espago-temporal.

Curiosamente, a forma mais natural de conectar dois pontos diferentes é através
da diferenciacao, pois o ato de derivar implica na divisao da diferenca de uma funcao
qualquer avaliada em pontos distintos pela "distancia'entre estes dois pontos levada a
zero. Assim, a escolha mais direta para a conexao seria um objeto matematico relacionado
com o operador derivada parcial. No entanto, queremos construir primeiro um operador
derivada que seja independente do sistema de coordenadas utilizado, porque no caso de
derivadas parciais a lei de transformacao (158) nao é obedecida, pois, por exemplo:
oz 0 (02 .\ 0« 0x" 0*x Ox”

OV = ox'* 0z \ Ox® = 9z Ogn + 0x*0xY Ox't

Ve, (164)

Dessa forma, a derivada parcial de qualquer tensor nao é necessariamente um
tensor. A melhor maneira de enxergar tal fato é através de (158), pois caso as componentes
de um tensor sejam nulas em um dado sistema de coordenadas, entao também serao nulas
em qualquer outro sistema de coordenadas. Porém, no caso da relagdo (164) o termo
com a derivada de segunda ordem nao necessariamente é nulo e portanto o tensor 9,V"
pode ser diferente de zero num outro sistema de coordenadas. Assim, por simplicidade
e praticidade, ha a necessidade da construcdo de um novo operador derivada que se
transforme como um tensor.

Ao criarmos um novo operador derivada, nada nos garante que um objeto adicional
que conecta espacos vetoriais surgird. No geral, hé trés formas candnicas de diferencia-
¢ao de tensores em variedades: A derivada de Lie que envolve a comutacdo de campos
tensoriais e nos diz como um tensor muda ao longo das curvas integrais definidas pela
congruéncia de curvas de um campo vetorial qualquer, a derivada exterior que ¢ uma de-
rivada parcial antissimetrizada que atua em campos p-formas (tensor covariante de ordem
p antissimétrico) e as derivadas covariantes que sdo um mapa geral de um tensor (k,[) a
um tensor (k,l + 1) que necessitam de uma estrutura geométrica adicional na variedade.

Portanto, h4 uma miriade de maneiras de derivar um tensor numa variedade da
forma que buscamos. O fato principal é que a derivada exterior e a de Lie nao atuam
como conexoes, esse papel cabe a estrutura adicional criada no caso particular em que
as derivadas covariantes se reduzem localmente (espago plano com coordenadas inerciais)
as derivadas parciais. Assim, essa derivada covariante é uma generalizacao da derivada

parcial em variedades arbitrarias e possui a estrutura geométrica que queremos. Para
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mais discussoes sobre o assunto, veja [239, 240, 241].

Podemos construir a nossa derivada covariante da seguinte forma, seja p um ponto
na nossa variedade com coordenadas {z*}, ¢ um ponto infinitesimalmente préximo com
coordenadas {x* +d0x*} e X*(x) um campo contravariante em p. Pelo teorema de Taylor,

temos que este campo em ¢ é dado até primeira ordem por:
XHM(x + dz) = X*(x) + 6270, X" (), (165)

tal que a diferenca X" (z) = X*(x + dx) — X*(z) = 0270, X*(x), por estar avaliada em
2 pontos diferentes, nao é tensorial.

Queremos introduzir uma derivada tensorial, para isso basta definirmos um vetor
X*(x) 4+ 0X*(z) no ponto ¢ que seja paralelo a X*(z) em p. Como estes dois pontos
estao bem proximos, o nosso vetor paralelo difere de X* apenas pela pequena quantidade
60X k(x). Pelo mesmo argumento anterior, este novo objeto nao é tensorial, no entanto,
iremos construi-lo de tal maneira que a diferenga entre o vetor X*(x + dz) e 0 nosso vetor

paralelo seja tensorial. Para uma melhor compreensao, basta vermos a figura 14.

Figura 14 - Derivada Covariante.

Legenda: Esquema ilustrativo do processo de construcao da derivada covariante.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape com base num desenho similar de [239].

Podemos construir § X#(z) como um objeto matemético linear em X*(z) e dz*,
pois, por exemplo, caso uma dessas duas ultimas quantidades seja nula, ¢ natural pensar

que 6 X*(z) também vai a zero. Desse modo, existe um fator multiplicativo T'* , tal que:
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SXH(x) = —T" (2)X"(x)0z?, (166)

em que o sinal negativo serve para concordar com a nossa convencao. Logo, definindo
a derivada covariante, simbolizada por V,, de um vetor contravariante como a razao da
diferenca entre X* avaliado em g e X* transportado paralelamente de p a ¢ pela distancia

entre estes pontos levada a zero, temos que:

Vo XH = 5lim051{X"<$ +0x) — [XH(2) + 0 X (2)]} =
xz*—0 0
1 _
_ . 12 _ y —
= 6%11150 s {(5X (l‘) 0X (l’)} = (167)
. 1 v
= Jim {0 X" + T, 5 X pox’,

e assim, considerando que §z° /dz® = 6°_, obtemos o resultado:
Vo Xt =0, X" +1T", X" (168)

Com esta definicdo obtemos 3 propriedades interessantes, isto é, a derivada cova-
riante de um vetor satisfaz as propriedades de linearidade, de multiplicacao de Leibniz e

caso esteja atuando em um escalar (tensor de ordem zero) recuperamos a derivada parcial:
o Vo(XHF+YY)=V  XF+V, Y
o Vo(XHYY) = XH(V YY)+ (Vo XYY,
e Voo = 0,9.

A partir dessas propriedades, podemos definir como este novo operador atua em veto-
res duais, pois supondo que Vow, = 0w, + Q”,,wy e considerando que Va(w,vt) =
(Oawp )" + (2% w00 )" + Wi (Oa") + wu (T, 0") = Oa(w,vt), obtemos que 0¥, w, vt =
—I'v_ w,vt. Por conseguinte, descobrimos que:

apuv

Vaw, = Ogw, — I, ,w (169)

ap*v

0 que nos permite generalizar a derivada covariante para atuar em qualquer tensor:

Ve, =0, +1" 17, +.. =17, T —... (170)

V.

O mais interessante é que ao estabelecermos que a derivada covariante de um tensor

¢ um tensor e pelo fato de que uma derivada parcial nao é tensorial, o objeto I'*  necessa-
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riamente nao pode ser um tensor. Deste modo, se impormos a condi¢ao de transformacao

tensorial na relacao (168) obtemos quase de imediato a lei de transformagao:

- Ox'™ Oz Oz 5 PPa'M JaP Ox) ’ (171)
0xB dx'e dx'> 77 QxvOxP Jx'” D'
que ao considerarmos a relagao:
oo d [0x"™ Oxf O2x'™™ OxP Ox" 0?zP O™
_ —0 _— . (172)
ox'*  OJx'* \ OzP Ox'° Ox"0xP Ox'® Ox'™ ox'7 0x'™ Jxr
obtemos que:
. dx'* OxP Ox" g *xf 8x’“' (173)
Oz Ox'e dx'* P7 - Qa'e 9z’ Dxr

Dessa forma, caso a derivada de segunda ordem em (173) nao seja nula, este objeto nao
serd um tensor, e assim, qualquer quantidade que mude de acordo com esta nova lei de
transformacao é denominada de conexao afim ou simplesmente de conexao.

Apesar desse carater nao tensorial, a diferenca entre duas conexoes se transforma
como um tensor. Portanto, por exemplo, a quantidade:

K _TH

vo rvo av?

(174)

¢ um tensor. Este objeto ¢ chamado de tensor torsao e nada mais é do que a parte
antissimétrica da conexao. Na Relatividade Geral, 7, = 0 e assim a conexao é simétrica
nos dois indices inferiores, a razao para isso, como veremos, é para que geodésicas afim (i.e.
curvas autoparalelas) definidas pela conexao sejam equivalentes as geodésicas métricas
dadas a partir da extremizagao do intervalo espaco-temporal.

O fato da torsao ser nula é apenas uma suposicao da teoria, assim como as diversas
outras suposicoes feitas. O importante é quando estas suposigoes sao postas a prova diante
da natureza, isto é, no fim sdo os experimentos e dados observacionais que encerram a
questao. Na realidade, o problema é mais complexo, o que foi agora discorrido é apenas um
engodo, que infelizmente faz parte do "credo do fisico inocente'[242]. A questdo principal
que devemos nos perguntar é se uma teoria fisica é apenas um modelo matematico ajustado
a uma colecdo de dados ou vai além e busca uma interpretacdo causal de fenémenos
naturais, em outras palavras, a ciéncia se resume a estatistica ou busca alcangar uma
cosmovisao objetiva baseada em pressupostos metafisicos, fisicos, constructos matematicos
e, principalmente, no empirismo?

A razao pela qual eu entrei nessa discussao epistemoldgica, é justamente o fato

de que a nulidade da torsao é uma suposicao simples mas que é afetada pela maneira
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como definimos o papel da ciéncia. O aspecto importante envolvido nesta discussao se
resume a duas perguntas, isto é, entre duas teorias com os mesmos resultados fenome-
nologicos mas com interpretagoes fisicas diferentes qual devemos escolher? E entre uma
teoria particular e sua generalizagao cujas previsoes nao puderam ainda serem verificadas
experimentalmente por motivos de insuficiéncia tecnologica pratico-experimental, qual
devemos escolher? No fundo, a canonicidade de uma teoria fisica se deve a um consenso
cientifico que parte de pressupostos epistemologicos simples e praticos.

Nesse sentido, muitas possibilidades surgem quando consideramos que a torsao nao
é nula. Por exemplo, Albert Einstein por volta de 1928 tentou novamente, sem sucesso,
unificar a gravitacao com o eletromagnetismo a partir de um formalismo que atualmente
¢ conhecido como teoria Teleparalela da gravitagao [243]. Nesta teoria, a curvatura é tida
como globalmente nula e a torsao é assumida como arbitraria, dessa forma, obtemos as
mesmas equagoes de movimento da Relatividade Geral mas a interpretacao da gravidade
é feita a partir de forgas no sentido classico.

Se a ciéncia se resume somente ao ajuste de dados e como estas duas teorias
preveem os mesmos fenomenos, podemos ignorar essa disparidade de interpretacoes e
considerar as duas teorias como candnicas, ou podemos simplesmente jogar uma para
"debaixo do tapete'e utilizar somente a mais simples (Navalha de Ockham). Contudo,
o surgimento de multiplas interpretagoes, caso consideremos a ciéncia como um corpo
complexo que busca compreender e interpretar a natureza, é extremamente benéfico e
curioso, pois, neste caso, nao s6 podemos enxergar a gravidade de diversas formas como
também refletir se essa disparidade ¢é fruto de alguma estrutura mais fundamental da
realidade. A interpretacao fisica é o motor que move a ciéncia, as diferentes teorias com
suas interpretacoes particulares nos ajudam a questionar a visao realista ingénua da Fisica,
nos forgando a assumir outros tipos de realismo (e.g. realismo platdnico, relacional etc)
ou até mesmo uma postura antirrealista [244].

Ha ainda a teoria de Einstein-Cartan-Kibble-Sciama, que nada mais é do que uma
generalizacao da teoria da Relatividade Geral com torsdo nao nula. Nesta teoria, a densi-
dade de energia é acoplada a métrica e o spin ao tensor de torsao, assim, o momento angu-
lar intrinseco (spin) da matéria influencia na estrutura geométrica do espago-tempo [245].
Portanto, diferente da Relatividade Geral aonde a métrica caracteriza o espacgo-tempo de
forma tnica, nesta nova teoria a torsao se faz necessaria para a descricao completa.

O unico problema é de carater experimental, pois as diferencas entre as duas teorias
so surgem em densidades extremas, como por exemplo no interior de um buraco negro ou
no comeco do Universo. Como consequéncia, certos autores afirmam que nessas regioes
superdensas o acoplamento entre o spin da matéria e a torsao do espago-tempo gera uma
interagao gravitacional repulsiva capaz de evitar a formagao de singularidades [245].

Assim, seja a ciéncia vista como um conjunto de modelos matematicos ajustados a

dados empiricos ou como uma formadora de cosmovisoes baseada em dados experimentais,
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o consenso cientifico é a escolha da teoria estruturalmente mais simples e que explique os
dados obtidos (Navalha de Ockham), isto é, a Relatividade Geral. No entanto, a diferenga
sttil é que ao optarmos pela primeira opgao (ciéncia ~ estatistica), a teoria de Einstein e
Cartan estd fadada ao esquecimento, justamente por nao possuir valor pratico e utilitario
no momento, ja no segundo caso (ciéncia = cosmovisdo complexa), esta nova teoria é
um presente a reflexao, pois este tipo de interpretacao generalizadora pode trazer frutos
interessantes, como por exemplo a possibilidade do desaparecimento de singularidades.

A partir de uma visao histérica da ciéncia, é possivel perceber que a Fisica é uma
formadora de cosmovisdes e possui como objetivo descrever e compreender a realidade,
e para tal, é necessario a interpretacao das teorias fisicas. Portanto, pego desculpas ao
leitor por esse grande desvio do assunto principal, mas é importante salientar a relacao
dos pormenores de uma teoria com a forma que fazemos ciéncia. Poderiamos ter passado
por essa questao da torsao sem nos preocuparmos, porém toda esta discussao traz muita
informagao acerca da construcao da teoria da Relatividade Geral, e também de qualquer
outra teoria fisica. No fim, a canonicidade de uma teoria ndo depende completamente de
uma "decisdo"da natureza, mas sim de uma consensualidade cientifica [246].

De volta ao assunto principal, vamos falar agora sobre geodésicas afim e aprender
um pouco mais sobre o transporte paralelo de tensores ao longo de curvas, feito isto,
poderemos entao definir a chamada planicidade afim e finalmente chegar nas estruturas
matematicas essenciais da Relatividade Geral, isto é, a planicidade métrica e as geodésicas
métricas. No fundo, queremos descrever a curvatura do espago-tempo e a trajetéria de
particulas (no sentido cldssico) através da linguagem matematica, para tal, utilizamos
a auséncia da primeira (planicidade) para defini-la e as geodésicas para representar as
trajetorias classicas.

Antes de tudo, precisamos elucidar primeiro como uma conexao afim de fato co-
necta espagos vetoriais diferentes. A derivada covariante dada por (170), da forma como
construimos, nada mais ¢ do que uma medida da taxa de variacao instantanea de um
campo tensorial em relacao ao que o tensor seria se sofresse um transporte paralelo. Por-
tanto, como vimos na demonstracao de (168), o papel da conexdo é determinar uma
maneira de manter um tensor constante ao longo de um caminho em particular, assim,
podemos comparar tensores em pontos proximos.

No caso de vetores no espacgo plano, isso ¢é feito de forma natural ao manter as
componentes de um vetor constante, dessa maneira a conexao fica implicita. No entanto,
a nocao de propagar um vetor de maneira constante ao longo de um caminho num espaco
curvo, isto é, o transporte paralelo, requer a adigdo de uma conexao na variedade. O mais
interessante de tudo, é que o transporte paralelo de um tensor num espago nao plano
depende do caminho tomado. Assim, por exemplo, caso um vetor num ponto p numa
esfera seja transportado paralelamente a um outro ponto ¢ através de dois caminhos

diferentes, no final, os dois vetores resultantes em ¢ serao diferentes. Podemos ver isto
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melhor a partir dos dois caminhos da (seta azul e vermelha) Figura 15.

Figura 15 - Transporte Paralelo.

Legenda: Esquema ilustrativo do processo de transporte paralelo de um vetor.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape com base num desenho similar de [170].

E valido salientar, diferentemente das subsecdes anteriores aonde utilizamos quase
que exclusivamente a referéncia [236], esta subsecao esta fortemente baseada nas referén-
cias [170, 239]. Como acabamos de ver, numa variedade arbitraria e suave, os tensores
s6 podem ser comparados naturalmente se pertencerem ao mesmo espaco vetorial. Ao
interpretarmos fisicamente esta ideia, como em [170], temos que duas particulas numa
mesma vizinhanga de um espago-tempo curvo possuem uma noc¢ao bem definida de ve-
locidade relativa, que nao pode ser maior do que a da luz. No entanto, se as particulas
estiverem em pontos diferentes e distantes, o conceito de velocidade relativa nao possui
mais sentido.

Por exemplo, sabemos que o espectro de luz de galaxias distantes possui um desvio
para o vermelho (redshift) em comparagao ao espectro de fontes estacionérias, assim, com
base no efeito Doppler, somos tentados a dizer que estas galaxias estao se afastando de
noés com uma certa velocidade. Porém, esta "velocidade'muitas vezes é maior do que
a da luz, o que aparentemente evidencia uma contradicao com a Relatividade Restrita.
Na realidade nao héa contradicao, a nocao de velocidade relativa entre nés e as galaxias
¢ que nao é bem definida, o Universo estd em expansao acelerada, assim, o que estd
mudando é a métrica, a no¢ao de distdncia, entre a Terra e as galdxias distantes [170].

Desta maneira, a nossa constru¢ao matematica tem profundas consequéncias fisicas e até
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mesmo observacionais.

Discutimos bastante sobre a ideia e implica¢oes do transporte paralelo de tensores
e sua relagao com os espagos vetoriais tangentes numa variedade, vamos ver agora como
isso é feito na pratica. Como visto, uma curva qualquer parametrizada por A possui um
vetor tangente dado por (150), no entanto, podemos dizer também que um campo vetorial
contravariante determina uma congruéncia local de curvas x* = x#(\), isto é, apenas uma
curva passa por cada ponto da variedade, em que o campo tangente é dado por (150).

Se definirmos a derivada absoluta de um tensor arbitrario ao longo de uma curva

C da congruéncia como:

DT*-,

- Yo TH-- 1
DX VoIt (175)

tal que X* = dx®/d\ é o campo vetorial tangente da congruéncia, dizemos que o tensor

TH-, & transportado paralelamente ao longo de C' se:
DT#H-
— "7 =0 176
DX (176)

Dessa maneira, esta equagao diferencial ordinaria de primeira ordem determina um tensor

na curva que ¢ "paralelo'a 7", em qualquer ponto de C.

Dado este formalismo matematico, uma curva autoparalela é definida como uma
curva cujo vetor tangente é propagado paralelamente a si mesmo. Podemos generalizar
a equagao (176), para o caso em que o vetor transportado paralelamente num ponto
da curva nao seja somente equivalente, mas sim proporcional ao vetor tangente naquele
ponto. Desta forma, temos que:

D [(dxt dxt
— | =] =7\ —— — XV X! =nX" 177
Abrindo esta equagao em termos da derivada parcial e da conexao e utilizando-se a regra
da cadeia, obtemos de imediato que:
d?xH dx® dx” dxt

" =2
o2 e ay - Tan

(178)

Podemos fazer uso também do formalismo usado para construir (168), se p e ¢
forem pontos préximos de C' com coordenadas z#(X) e z#(A 4+ d\) respectivamente, temos
pelo teorema de Taylor que dz# = (dz#/d)\)oA. Como vimos, e utilizando-se a expres-
sdo anterior, X* + 6 X* = (da*/d\) — T*  (dz¥ /d\)(dz®/dN\)SA é o vetor em ¢ paralelo
ao vetor em p. Assim, por Taylor novamente, se o vetor avaliado em ¢ é dado por
(dz"/dN)(X + 6N) = (dzt/dN) + (d*x*/dN*)6 A, de acordo com a definigao de curva auto-

paralela, estes dois ultimos vetores devem ser paralelos de tal maneira, que se 0\ — 0,
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o vetor tangente original em p deve ser obtido, portanto, devemos considerar estes dois
vetores como proporcionais pela quantidade (1 + n(A)dA), assim, ao fazermos o limite
mencionado, obtemos (178).

E possivel ainda simplificar a equacio (178), pois caso a curva C' seja parame-
trizada de tal maneira que o vetor tangente seja propagado em si mesmo, isto é, os

"comprimentos'dos dois vetores sao iguais, temos que n = 0 e assim obtemos que:

d?aH dz® dz”
H —_—
i + 1 i de 0l. (179)

Esta expressao é chamada de equacao da geodésica afim, e a variavel ( denominada
de pardmetro afim. Reciprocamente, basta utilizarmos a definicdo (176) para chegar
nesta expressao. Além disso, dizemos que ¢ é um parametro afim caso a transformacgao
¢ — ¢’ = al + b para a e b reais, mantenha a forma de (179) invariante.

Com estas estruturas definidas, podemos finalmente falar sobre a curvatura da
nossa variedade, e para tal, usarei como base a bela discussao em [170] e o formalismo
matematico de [239]. Como fora mencionado na primeira subsegéo, o nosso espago-tempo
representado por uma variedade lorentziana nao necessariamente esta embutido em um
outro espaco hiperdimensional, pois, a priori, s6 conhecemos 1 dimensao temporal e 3
espaciais. Sendo assim, buscamos uma nocao intrinseca de curvatura, algo fora do senso
comum, pois tendemos a pensar em curvatura como uma caracteristica de objetos espaciais
de 2 dimensbes embutidos em 3 dimensdes.

E sempre interessante obter multiplas percep¢des sobre um mesmo conceito, no
caso da geometria diferencial podemos obter essa nocao intrinseca de curvatura de duas
maneiras, que, claro, estao correlacionadas. Para a primeira conceituagao, precisamos
voltar para a antiga Alexandria do Egito por volta do ano 300 a. C., aonde Euclides
escreveu o seu tratado matematico "Os Elementos". Particularmente, estamos interessados

no quinto postulado de Euclides, mais conhecido como "Postulado das Paralelas", que diz:

o "E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.- [247].

O nome "Postulado das Paralelas’, tem a ver com o fato de que esta definicdo

também caracteriza o que é o paralelismo, isto é, caso o + 8 = 7, as duas retas serdo
) ) )

paralelas. Na verdade, o significado de paralelismo euclidiano aparece antes mesmo do

quinto postulado, na definicao 23 do livro I de "Os Elementos"temos que:

o "Paralelas sao retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas ilimitada-

mente em cada um dos lados, em nenhum se encontram.- [247].



137

Figura 16 - Postulado das Paralelas de Euclides.

atp<T

Legenda: Esquema ilustrativo do quinto postulado de "Os Elementos".

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape.

O que eu nao mencionei ainda, é o fato de que uma geodésica é a generalizacao de
uma reta no caso de espagos curvos. Desta forma, uma curva cuja tangente é transportada
paralelamente ao longo de si mesma, como mostraremos, ¢ a curva mais curta possivel
entre dois pontos numa variedade sem torsao e metricamente compativel. Para vermos
isto, basta considerarmos a conexdo como sendo nula em (179), assim, obtemos uma
equagao diferencial cuja solugao é uma reta em coordenadas cartesianas. Caso I'*,, =0
seja globalmente verdadadeiro, uma reta sera a curva mais curta em toda a variedade. Por
conseguinte, se isto é verdade, entao segue que o quinto postulado de Euclides também ¢é
globalmente verdadeiro e assim dizemos que a nossa geometria é plana.

A questao importante que devemos notar, é que a generalizacdo do quinto postu-
lado de "Os Elementos'para o caso de geodésicas em variedades arbitrarias ndo é mais
verdadeiro. Pois, por exemplo, geodésicas proximas e inicialmente paralelas, poderao se
encontrar ou se separar em um outro lugar da variedade, ou, da mesma maneira, geo-
désicas que inicialmente se cruzam ou estao separadas poderao no futuro se tornarem
paralelas. Nesse sentido, dizemos que uma variedade é curva caso o quinto postulado
de Euclides falhe, isto é, geodésicas inicialmente paralelas nao permanecerao paralelas ao
longo da variedade. De fato, esta ideia foi a fagulha que deu inicio a criacao das geometrias
nao-Euclidianas por Gauss, Bolyai, Lobachevsky e Riemann [248, 249].

Como discutimos bastante, o transporte paralelo de tensores sobre uma variedade
arbitraria depende do caminho tomado. Se transportarmos paralelamente um vetor de
um ponto p ao longo de um caminho fechado (loop) num plano, o vetor que retornard a p

sera o mesmo que saiu deste antes do loop. No entanto, se fizermos este mesmo processo
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Figura 17 - Geodésicas numa variedade curva.

Legenda: Esquema ilustrativo da falha do Postulado das Paralelas para geodésicas em variedades curvas.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape.

numa esfera, por exemplo no loop da Figura 15, o vetor propagado paralelamente através
do loop, quando retornar ao ponto p, estara rotacionado em relacdo ao vetor inicial. Em
suma, a nog¢ao de transporte paralelo sob um caminho fechado nos permite caracterizar
a curvatura de uma variedade, isto é, a geometria sera plana se o tensor final propagado
através do loop for igual ao inicial, caso contrario, sera curva.

Como o transporte paralelo esta intimamente relacionado com as conexoes, e estas
relacionadas com as derivadas covariantes, é mais conveniente trabalhar s6 com as deriva-
das covariantes. Desta maneira, como mesmo diz o autor de [236], a falha de um vetor em
retornar ao seu valor original quando transportado paralelamente num loop se traduz na
falta de comutatividade das derivadas covariantes. Portanto, podemos definir curvatura
com base na nao comutatividade de sucessivas diferenciagoes de vetores.

O comutador de uma derivada covariante atuando num campo vetorial qualquer é

dado pela expressao:
V., Vo] X! =V, V X! =V, V, X" (180)

Se abrirmos a derivada covariante sucessiva no campo vetorial X* em termos das conexoes

e derivadas parciais, obtemos a relacao:
V Vo Xt = 0,(0, X"+ T, XY)+T", (0. X" +1",X*)-T", (0, X" +T",, X7), (181)

que ao substituirmos em (180), e apés uma manipula¢do de indices mudos, obtemos

finalmente que:
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[V, Vo] X* = R, XV + 7%, V, X", (182)

v 2 < s 4 _
aonde 7%, € o tensor torsao e R¥, , é dado por:

Rt =0 ", — 0", +T¢, 7, —T" T", . (183)

No entanto, como ja mencionamos, estamos interessados no caso em que a torsao

é nula, se considerarmos isto e ao levarmos em conta que um tensor antissimétrico pode

i

ser escrito como Y o

| = (Y, —Y%, )/2, é possivel obter que:
2 1 " v
Vi, Vg X = §R vraX - (184)

Como o lado esquerdo da expressao acima é um tensor, o lado direito também sera,

portanto, R¥,  se transforma como um tensor (1,3). Este objeto é chamado de tensor

(0%
de Riemann, e caso seja nulo, automaticamente o comutador também vai a zero.

Da forma como definimos uma variedade lorentziana, isto é, como sendo localmente
plana, é possivel encontrar um sistema de coordendas especial em cada ponto p, de tal
maneira que I'*, (p) = 0 nestas coordenadas. No entanto, caso exista um sistema de
coordenadas em que a conexao seja nula em qualquer ponto da variedade, dizemos entao
que esta variedade é plana afim.

Uma condigao necessaria e suficiente para que uma variedade seja plana afim, isto
é, I'* . = 0 globalmente, ¢ o fato de que a conexao tem de ser simétrica e integravel, ou
seja, o tensor torsao deve ser nulo e o transporte paralelo de tensores deve ser independente
do caminho tomado. Desta maneira, como o comutador (184) expressa justamente o fato
de que o transporte paralelo depende do caminho, temos que uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que uma conexao seja integravel é o fato de que o tensor de Riemann tem
de ser zero, ou seja, as derivadas covariantes de um campo vetorial comutam.

Por conseguinte, e como ja estavamos assumindo torsao nula, uma condic¢ao sufici-
ente e necessdria para que uma variedade seja plana afim ¢ que R*,, , = 0. Portanto, note
que a partir de agora o fato de uma variedade ser curva se resume ao caso em que o tensor
de Riemann nao zera globalmente, em outras palavras, uma variedade curva é aquela
que nao ¢ plana afim. Optei neste texto por uma definicao mais intuitiva do conceito de
curvatura, para uma demonstracao mais completa veja a referéncia [239], aonde o autor
faz uma demonstracao usando um loop infinitesimal para encontrar o tensor de Riemann.

No entanto, ainda é necessario mais um passo conceitual para representar o nosso
espaco-tempo. Precisamos encontrar uma conexao particular, aonde a noc¢ao intrinseca
de curvatura seja tnica. Para a nossa sorte, a métrica é capaz de gerar uma nocao tnica
de transporte paralelo em que o produto interno de todos os pares de vetores se preserva.

Isto é feito por meio do tensor de nao-metricidade:
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QCY/.LV = _vagp,y7 (185)

que relaciona as estruturas métrica e afim da variedade. Desta maneira, como veremos,
podemos obter a chamada conexao métrica (conexao de Levi-Civita), que, como con-
sequéncia, nos permite descrever o nosso espago-tempo (M, g,,) apenas pela métrica.
Primeiro, precisamos construir as geodésicas métricas a partir do formalismo do
Calculo Variacional. Assim, seja C' uma curva tipo-tempo com equacao paramétrica z# =
z#(u) e ds o intervalo espago-temporal entre dois eventos infinitesimalmente préximos

dado por (160), temos que o intervalo s entre dois eventos p; e p, em C' é dado por:

D2 D2 (s D2 dx* dxv
_ d:/ L :/ Ja. 28 . 186
° /pl N D1 du “ p1 Tuw du du N ( )

Utilizando-se a referéncia [186], podemos extremizar o funcional s a partir do Principio
Variacional s = 0. Considerando que #* = dz*/du e que f é o integrando de (186), ao

fazermos ds = 0 obtemos as equagdes de Euler-Lagrange:

af d (of\ _
w‘m(aw)‘o' (187)

Deste modo, ao abrirmos as contas em (187), descobrimos a equagao diferencial:

oy | [y \dotde” _ s (ds\T da? (168)
du? v | du du  du® \du du
em que:
Yl _1
{MV} - agﬂ/ (aﬂgua + al/ga,u - 8ag;u/) ) (189)

sao os famosos simbolos de Christoffel do segundo tipo. Porém, podemos simplificar a

equagao (188), pois caso u = as + b, para qualquer a e b reais, obtemos que:

Lo da d”
x+{7}xx ~ 0. (190)

ds? uv | ds ds

Portanto, as geodésicas afim definidas a partir de (179) serdo geodésicas métricas se e

somente se a conexao for simétrica, para que entdo (189) coincida com a conexao:

I, = { 7 } (191)

Como ja fora explicado, a razdo para que a conexao seja simétrica, ou seja, torsao
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nula, tem a ver com o fato de que a equagao (179) envolve somente a parte simétrica
da conexao. Pois, a parte antissimétrica, caso exista, automaticamente se anula ao ser
contraida com a quantidade simétrica (dx®/d()(dz"/d(). Desta forma, para que a conexao
seja completamente equivalente aos simbolos de Christoffel do segundo tipo é necesséario
que a conexao seja simétrica nos dois indices inferiores.

De fato, poderiamos ter chegado na conexao métrica sem a ajuda do Principio
Variacional, bastaria utilizarmos a suposicao de compatibilidade métrica. Porém, é in-
teressante evidenciar que a consequéncia deste formalismo é justamente mostrar que as
geodésicas métricas sdo as curvas mais curtas* em (M, 9,,). Portanto, seria suficiente
considerarmos a conexao simétrica, pois de acordo com o formalismo de Palatini [239], ob-

temos de imediato a chamada compatibilidade métrica, isto é, ), ,, = 0. Dessa maneira,

apy

se fizermos —Q,,,,, + Q0 T @ya, = 0 segue de imediato que:

1 «
FZLV = 59"/ (aﬂgya _'_ 8V.go¢p/ - aag;u/) . (192)

Para concluir, antes de mencionarmos algumas propriedades interessantes do tensor
de Riemann, dizemos que uma métrica é plana se existe um sistema de coordenadas em
toda a variedade tal que a métrica se reduz a uma matriz diagonal com elementos +1.
Caso isso seja verdade, segue que a conexao métrica (192) se anula globalmente, e por
conguinte, segue que o tensor de Riemann (183) é zero globalmente. Portanto, uma
condigao necessaria e suficiente para que (M, gW) seja plano, é que o tensor de Riemann
seja nulo em toda a variedade.

Por fim, se considerarmos o tensor de Riemann equipado com a conexao métrica,

e abaixarmos o seu indice contravariante com a métrica g,,,, obtemos as propriedades:

R R =—-R

pray — ~ Flprya vpay —

+R = 0.

poyv

R

arypus

R +R

prary pyve

E possivel ainda provar as famosas identidades de Bianchi:

VBR,u,ua'y + V’YR,u,z/ﬁoz + vOéR,uu’yB = O’ (193)
tal que se definirmos os tensores:
R,=9"R, .=k, ¢ R=¢"R, =R, (194)

chamados de tensor de Ricci e escalar de Ricci, respectivamente, podemos definir também

22 Mais especificamente, dizemos que s é estacionario sobre pequenas variacdes que se anulam nos extre-
mos p; e po. Assim, este intervalo pode ser um minimo, maximo ou o chamado ponto de sela.
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o chamado tensor de Einstein:
1
Gl“’ = R,LW - iRg‘WH (195)

que consequentemente, apds contracdes com a métrica e mudancas de indices mudos, iréd

satisfazer as chamadas identidades de Bianchi contraidas:

V,.G*, = 0. (196)

Portanto, através das referéncias [236, 170, 239], vimos que podemos representar o
espaco-tempo por uma variedade lorentziana arbitraria equipada com uma métrica, mas
para associar os diferentes espagos vetoriais, literalmente conectar pontos, é necessario a
adi¢ao de uma nova estrutura chamada de conexao. A partir da métrica, descobrimos que
existe uma maneira tnica e intrinseca de definir curvatura através do transporte paralelo
de tensores em caminhos fechados produzido pela conexao métrica. Assim, neste caso, e
como a torsao ¢ nula, a métrica descreve o espago-tempo de maneira univoca.

Em vista disso, simbolizamos o nosso espago-tempo por (M, gW) e representamos
sua curvatura através do objeto R',, . Porém, dada as nossas discussoes anteriores,
podemos representar o espago-tempo apenas por g,, € asua curvatura somente pelo tensor
simétrico R, e pelo escalar R. Nao somente isto, descobrimos também que o nosso espago-
tempo possui trajetorias especiais chamadas de geodésicas métricas, definidas a partir de

(190), que nada mais sao do que generalizagoes de retas em variedades curvas.

A.1.6 Relatividade Restrita e a Métrica de Minkowski

Até o momento vimos que certos conceitos da teoria da Relatividade Geral estao
profundamente relacionados com a estrutura da Relatividade Especial, iremos nesta sub-
secao apresentar finalmente esta teoria fisica revolucionaria que modificou para sempre a
nossa concepcao da realidade. Vale notar também, como veremos, que devido ao fato de
que esta teoria envolve a priori somente referenciais inerciais, ¢ comum a chamarmos de
teoria da Relatividade Restrita.

A teoria da Relatividade Especial foi apresentada ao mundo no ano de 1905, no
chamado annus mirabilis de Einstein, quando 4 artigos que modificaram profundamente a
Fisica foram publicados [250, 251, 252, 253]. Formalmente, sabe-se que foi Albert Einstein
que escreveu o artigo [252] apresentando a Relatividade Restrita, no entanto, através de
evidéncias histéricas, é possivel que sua esposa Mileva Mari¢ [254] e seu amigo Michele
Besso [255] tenham tido um papel bem fundamental na construcao da teoria.

Historicamente, a premissa principal de Einstein para chegar na teoria da Rela-

tividade Restrita foi através de uma aparente contradi¢ao entre o eletromagnetismo de



143

Maxwell e a mecanica de Newton, chamada de problema do ima e do condutor. Muitos
outros pesquisadores como Poincaré e Lorentz chegaram perto de obter a teoria da Re-
latividade Especial, no entanto, foi Einstein que percebeu as implica¢oes mais profundas
ao notar que a assimetria gerada ao aplicar a eletrodinamica em corpos em movimento
nao necessariamente era inerente ao fenémeno.

Neste sentido, o problema ¢é posto da seguinte maneira, se um ima estd em movi-
mento e um condutor em repouso, de acordo com a Lei de Faraday um campo elétrico
surgird nas cercanias do sistema e assim uma corrente elétrica sera induzida no condutor,
inversamente, caso o ima esteja em repouso e o condutor se movendo, uma corrente elé-
trica sera gerada a partir da forca magnética que o campo do ima produzird nas cargas
elétricas do condutor. Assim, ha uma aparente discordancia de interpretacao fisica, pois,
experimentalmente, a corrente no condutor sera a mesma nos dois casos, desta forma,
no primeiro exemplo temos um campo elétrico gerando uma corrente e no segundo caso
temos um campo magnético gerando a mesma corrente.

A primeira vista, o fato de um referencial observar o surgimento de um campo
elétrico e o outro apenas a acdo de um campo magnético, pode significar que o eletro-
magnetismo nao é invariante sob a mudanga de um referencial inercial a outro, isto é, as
equagoes de Maxwell mudam quando trocamos de um observador a outro cuja velocidade
relativa é constante ou nula. De fato, se aplicarmos as transformacoes de Galileu nas
equagoes de Maxwell, ou seja, as transformagoes de um referencial inercial a outro na me-
canica classica cuja consequéncia principal é manter as Leis de Newton invariantes, vemos
que estas nao permanecem as mesmas. Desta forma, dizemos que o eletromagnetismo é
incompativel com a mecanica newtoniana.

A partir desta inconsisténcia, podemos pensar em trés possiveis explicagoes, isto é,
o eletromagnetismo maxwelliano esta errado e uma teoria invariante sob transformacoes
de Galileu é a mais apropriada, a Relatividade Galileana s6 se aplicaria a mecéanica classica
e assim o eletromagnetismo deve possuir um referencial privilegiado ou as transformacoes
de Galileu estao erradas, e, portanto, a mecéanica classica tem de ser reformulada a partir
de novas transformagoes que deixem as equagoes de Maxwell invariantes.

A primeira e terceira op¢ao sao muito radicais do ponto de vista historico, pois
no final do século XIX tanto a mecanica classica como o eletromagnetismo de Maxwell
j& estavam muito bem consolidadas no meio académico. Por conseguinte, a solucao mais
apropriada era a da segunda explicacao, mais especificamente, a do chamado éter lumini-
fero, um meio material elastico hipotético com o papel de ser um referencial estacionéario
unico, com respeito ao qual todas as velocidades no eletromagnetismo seriam medidas.

O éter luminifero é uma hipétese bem simples e tem suas raizes histéricas no
surgimento do eletromagnetismo, particularmente, no problema da propagacao das ondas
eletromagnéticas. No fundo, o éter é como se fosse uma contrapartida histérica da atual

matéria escura, isto €, se ha algum problema numa teoria fisica, basta adicionar um meio



144

material invisivel que mude as equagoes ou a interpretacao fisica do fenémeno.

No entanto, como a historia nos ensina, raramente estas suposi¢oes estao corretas,
pois, podemos mencionar ainda, a hipotese da presenca do planeta Vulcano no sistema
solar para tentar explicar a discrepancia de 43"(segundos de arco) por século de precessao
do periélio de Mercurio, numa tentativa de salvar a gravitacdo de Newton. No fim,
foi a Relatividade Geral, uma teoria fisica com uma base conceitual simples mas bem
mais complexa, que explicou esta inconsisténcia e mostrou que Vulcano era apenas mais
uma hipétese de corpo ou meio material "invisivel'cujo objetivo é remendar uma teoria
datada.?

Assim, com base no que eu mencionei, no século XIX descobriu-se que as equacoes
de Maxwell preveem o surgimento de ondas a partir dos campos elétrico e magnético com
velocidade igual a da luz, isto é, ¢ = 1/,/lggo. Posto isto, a luz passou a ser interpretada
como uma onda eletromagnética, numa espécie de unificagao do eletromagnetismo com
a Optica. No entanto, restavam problemas, pois até onde se sabia uma onda precisava
de um meio para se propagar, dessa maneira, surgiu um meio invisivel chamado de éter
luminifero, com respeito ao qual a luz se propagaria com velocidade c.

Portanto, a hipotese consensual nessa época era a desse meio que permeava todo
o cosmos, logo, s6 podia haver um referencial correto, no caso, aquele do éter. Para
os simpatizantes dessa ideia, s6 poderia haver uma interpretagao fisica, ou era o campo
elétrico que atuava ou era o magnético. O ponto principal, é que o fato da corrente ser a
mesma para os dois referenciais era apenas uma coincidéncia para os defensores do éter,
mas para Einstein era muito mais, era uma dica forte de que o eletromagnetismo obedecia
ao Principio da Relatividade de alguma forma, assim, de certa maneira, a explicagdo que
ele escolheu e que de fato resolveu todos os problemas aparentes foi a terceira.

Com base em todas essas questoes discutidas, e em outras presentes em [256, 257,
258], Einstein erigiu sua teoria da Relatividade Especial sobre dois postulados simples

mas que modificaram o planeta Terra completamente:

o Principio da Relatividade no sentido restrito: "Se K’ é um sistema de coordenadas

que efetua um movimento uniforme e sem rotagdo em relagao a K, os fenomenos da
natureza que se desenrolam em relagao a K’ obedecem exatamente as mesmas leis

que em relagao a K- [256];

o Principio da Invariancia da velocidade da luz no vacuo: A velocidade da luz no va-

cuo, isto é, ¢ = 1/,/lp€p, ¢ a mesma em todos os sistemas inerciais.

O primeiro postulado é apenas uma generalizacao do principio da Relatividade de

23 Por outro lado, temos os casos de Netuno e Plutdo, que fortalecem o argumento contréario.
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Galileu, isto é, o que antes era apenas um simples fato observado da natureza da mecénica
passou a ser um postulado véalido para toda a Fisica. Podemos ver isto melhor, através da

comparagao deste novo postulado com o corolario V do livro I dos Principia de Newton:

e 'O movimento de corpos encerrados em um dado espaco sdo os mesmos entre si,
esteja esse espaco em repouso, ou se movendo uniformemente em uma linha reta

sem qualquer movimento circular.- [234].

Para compreender melhor estes postulados, precisamos definir com mais rigor o que
é um referencial inercial. Basicamente, um referencial é chamado de inercial se e somente

se a primeira Lei de Newton ¢é valida neste sistema, ou seja, num referencial destes:

e "Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em uma
linha reta, a menos que ele seja forcado a mudar aquele estado por forcas imprimidas
sobre ele.- [234].

Desta forma, num referencial inercial, na auséncia de forgcas, um corpo se movimen-
tando com velocidade constante permanecera com velocidade constante e um corpo em
repouso permanecerd em repouso. No entanto, isso nao sera mais verdade caso o referen-
cial seja acelerado, pois, por exemplo, se estivermos num carro com velocidade constante
segurando uma pequena mesa com uma bolinha de gude em repouso no centro, a bolinha
ird continuar em repouso, porém, caso o carro faca uma curva, isto é, acelere, veremos
que a bolinha se movimentara mesmo na auséncia de for¢as imprimidas diretamente nela.

Usualmente, dizemos que um referencial K’ é inercial se este estd em repouso ou
em velocidade constante com relagdo a um outro referencial inercial K. Se olharmos com
cuidado o primeiro postulado de Einstein, vemos que este nos diz que as leis da Fisica sao
as mesmas para qualquer referencial inercial, desta maneira, hd uma equivaléncia entre
estes referenciais e assim é impossivel distinguir um referencial em repouso de um com
velocidade constante. Em outras palavras, se efetuarmos experimentos fisicos numa caixa
completamente vedada do mundo exterior e observarmos que a primeira Lei de Newton
é valida, é impossivel dizer se estamos num referencial em repouso ou com velocidade
constante, justamente pelo fato desta defini¢ao ser relativa.

Ja o segundo postulado é completamente novo, e de fato é o que trouxe mudancas
profundas. Essencialmente, se estivermos no vacuo num referencial K observando um
outro referencial K’ com velocidade constante v em relacao a nds, e caso K’ esteja equi-
pado com uma fonte de luz, de acordo com as transformagoes de Galileu veremos que a
velocidade da luz no referencial K é dada por ¢+ v, no entanto, de acordo com o segundo
postulado, a velocidade da luz medida em K na verdade serd a mesma que em K’, isto
é, serd c. Este resultado simples produz consequéncias profundas, pois, para o segundo
postulado ser valido, é necessario que o espaco e o tempo nao sejam mais absolutos e

rigidos, isto é, o espaco pode ser contraido e o tempo dilatado.
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O primeiro resultado fisico importante notado por Einstein foi a chamada rela-
tividade da simultaneidade, em que eventos simultdneos para um referencial nao neces-
sariamente serao para um outro. Neste sentido, podemos perceber isto melhor através
do famoso Gedankenexperiment (experimento mental) do trem e dos raios de Einstein.
Assim, supondo um observador B num trem de velocidade constante indo do ponto 5 ao
« e um observador A em repouso fora dos trilhos e equidistante destes dois pontos, caso
dois raios caiam em « e [ simultaneamente de acordo com A, devido a constancia da luz
em relacao aos referenciais inerciais, o B vera que o raio em [ caiu depois do raio em «,
ou seja, a nogao de tempo ¢é diferente nos dois referenciais.

Portanto, com base nos dois postulados, se considerarmos um referencial inercial
K’ de coordenadas (ct’, 2',y/, 2') que emita pulsos de luz e se movimente com velocidade
constante v na direcdo 2’ em relagdo a um outro referencial simbolizado por K e com
coordenadas (ct,z,y,z), além de levarmos em conta que em ¢t = t' = 0 os referenciais

coincidam os eixos x e ', é possivel demonstrar que as transformacoes de Lorentz:

t'=v(t— 42)
' = (x—vt)
) (197)
v =y
2=z
sao satisfeitas, em que v é o famoso fator de Lorentz, dado por:
1
(198)

vz—ng-

Nesta demonstracao utilizamos os dois postulados de Einstein para obter as trans-
formagoes de Lorentz, no entanto, certos autores afirmam que nao ha a necessidade do
segundo postulado. Pois, como fora provado, ao considerar somente o primeiro postu-
lado, juntamente com a isotropia e homogeneidade do espago-tempo, é possivel chegar
em transformagoes tipo Lorentz com um parametro livre k, cujo valor no caso particular
da Relatividade Especial é 1/c?, ou seja, poeg [259]. Poderia este fato indicar entdo uma
possivel relacao entre o eletromagnetismo e as simetrias espacgo-temporais, nos levando a
uma unificagao do eletromagnetismo com a teoria de Einstein?

Talvez sim, no entanto, o fato importante a se considerar aqui é a relacao fisica-
observador. Se considerarmos somente o primeiro postulado mais as simetrias menci-
onadas, obtemos as transformacgoes de Lorentz com o parametro k, porém, isso é so
matematica, este novo objeto é vazio de significado fisico. O papel do segundo postulado
é justamente dar valor fisico a teoria, isto é, a luz é o veiculo que transmite informagao

de um referencial inercial a outro sempre com velocidade constante ¢, sem esta sequer
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poderiamos fazer Fisica. Desta maneira, o segundo postulado nao é meramente um fato

experimental a ser medido, mas sim o cerne que liga a Fisica aos observadores [259].
Podemos ainda generalizar as transformagoes (197), basta considerarmos uma

transformagao z# — a'* = A¥ x¥ com velocidade v = /vZ +v2 +v2, em que os indi-

ces se dao através de (z° = ct, 2! = x,2? = y, 23 = 2), que obtemos a matriz [260]:

i —Ya/c —vy/c —yv,/c
—yfe 1+ (-DE  (-DE (- )up
e (-DRE 1+(G-DE (-1
Syfe (-DEE (=D 1+ - D3

[A%] = (199)

Desta maneira, se aplicarmos estas transformagoes aos campos elétrico e magnético
¢ possivel mostrar que as equagoes de Maxwell sao invariantes sob (199). Einstein fez isso
na segunda parte de seu artigo [252], aonde demonstrou que os campos elétrico e magnético
estavam imbricados linearmente através destas transformacoes. Como consequéncia, ficou
provado que o que pode ser um campo magnético num certo referencial inercial, pode ser
observado como um campo elétrico mais um magnético num outro (e.g. E = —U X B
e B = yé) Portanto, o eletromagnetismo esteve correto o tempo todo, e gracas aos
experimentos, percebeu-se que a mecanica classica precisava ser reformulada de acordo
com a Relatividade Restrita.

Apesar disso, para baixas velocidades ainda é possivel obter essa mesma interpreta-
¢ao do problema do ima e do condutor somente com transformacoes galileanas. A questao
central da motivacao do Einstein acerca desse problema ¢é a forma como era interpretado
em sua época, isto é, as velocidades eram com relacao ao suposto éter, ao invés de se
considerar a velocidade relativa do sistema em si [261].

Como eu havia mencionado, a implicagdo mais importante da Relatividade Restrita
na mecanica ¢ o fato de que o tempo e o espago nao sao mais absolutos e rigidos. Pois,
por exemplo, supondo os mesmos sistemas K e K’ da demonstragao de (197), caso uma
régua de tamanho Az’ esteja em repouso com relacao a K’, pelas transformacoes de
Lorentz teremos que Az = v !Ax’, e, assim, K verd a régua com tamanho contraido
Ax < Ax', pois v~! serd menor que 1 para corpos materiais, visto que neste caso, v < c.
De maneira similar, um relégio em repouso no referencial K’, de acordo com o K tera o
tempo dilatado, isto é, At > At’ pois At = yAt'. Em outras palavras, o tempo em K’
passa mais devagar do que em K e o espago em K’ é visto de K como sendo "menor".

O préximo grande passo na sistematizagao da Relatividade Especial, foi na verdade
uma geometrizagao. Poincaré primeiro, mas principalmente Minkowski [261, 262], perce-
beu que ¢ possivel introduzir um continuum quadridimensional chamado de espago-tempo

cuja distancia ao quadrado entre dois eventos infinitesimalmente préximos dada por:
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ds® = dt* — da® — dy* — d2?, (200)

é invariante sob transformacoes de Lorentz. Desta forma, foi Minkowski que unificou o
espaco e o tempo num ente matematico s6 na Relatividade Restrita, de tal maneira que o
objeto (200), conhecido como métrica de Minkowski?*, nada mais é do que a representacio
da variedade Lorentziana globalmente plana de que tanto falamos na subsegao anterior.
Com a base da Relatividade Especial definida, podemos partir agora para algumas
defini¢cdes que vao nos ajudar a construir a Relatividade Geral. Se escrevermos a métrica

de Minkowski como ds? = 7, dz*dx”, tal que:

1 0 0 0
0 -1 0 0

7] = , (201)
0 0 -1 0
00 0 -1

temos que a norma de um vetor é definida como X? = 7, X*X” = X*X,, em que se
X2 > 0 o vetor é tipo-tempo, se X2 < 0 o vetor é tipo-espaco e se X2 = 0 o vetor é dito
nulo ou tipo-luz.

Dizemos assim, que um vetor nulo é ortogonal a si mesmo. Nao sé isso, mas o
conjunto de todos os vetores nulos num ponto p formam um cone chamado de cone de
luz ou cone nulo, para tal, basta vermos que 7,, X*X"” = 0 da origem a equacao de um
hipercone (X%)? — (X1)2 — (X?)?—(X?)? = 0. Este cone possui a propriedade interessante
de definir a causalidade na Relatividade Restrita, isto €, todo efeito tem uma causa que
exige que a causa anteceda o efeito, dessa maneira o cone de luz, ou cone causal, define
uma estrutura espago-temporal para que isso ocorra.

Posto isto, se considerarmos um vetor V* = (1,0,0,0) tipo-tempo em coordenadas
de Minkowski, dizemos que um vetor X* nulo ou tipo-tempo aponta para o futuro se
NuwXHV?Y > 0 ou aponta para o passado se 7, X*V"” < 0. No entanto, podemos ir
além e definir o cone com base em geodésicas, dessa forma, seja uma geodésica nula uma
geodésica cujos vetores tangentes sao todos tipo-luz, dizemos que o cone de luz em p é o
objeto formado por todas as geodésicas nulas que passam por este ponto.

Assim, seja uma linha de universo tipo-tempo definida como uma curva cujo vetor
tangente é tipo-tempo em qualquer ponto e cujo objetivo é representar as trajetorias de
corpos materiais no espago-tempo de Minkowski, como por exemplo, geodésicas. Devido

ao fato de que particulas materiais nunca podem ultrapassar a velocidade da luz no vacuo,

24 E possivel também, sem nenhum problema, escrever essa métrica como ds? = —c?dt? 4+ dx? + dy? +dz>.
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temos que o vetor tangente a uma curva tipo-tempo em p sempre estarda dentro do cone
causal de p (figura 18). Portanto, as trajetérias de objetos fisicos sempre estarao confina-

das no interior do cone nulo, ou seja, obedecem a estrutura temporal da causalidade.

Figura 18 - Cone de Luz.

ct

tipo-espaco 7 Nun

Legenda: Esquema ilustrativo do cone de luz em 2 dimensoes espaciais e 1 temporal.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape.

Ao definir esta estrutura temporal, como mostra a figura 18, o cone causal divide o
espago-tempo em passado (regido azul), presente (ponto p), futuro (regiao vermelha) e no
que eu chamo de Nun (regiao pirpura), que é a regiao onde a causalidade nao é definida
em relagdo a p. Por fim, como os vetores da figura 18 mostram e dada a nossa defini¢ao de
geodésica, temos que geodésicas tipo-tempo sempre passam por dentro do cone de luz em
p, geodésicas nulas atravessam apenas a borda do cone e geodésicas tipo-espago passam
somente por fora do cone nulo.

Um outro conceito muito importante, é o do chamado tempo préprio 7 definido
através da relacio ds® = c2dr?. No mundo da matemadtica, o tempo préprio de um
observador ¢ um parametro afim definido ao longo de uma geodésica tipo-tempo, ja no
mundo dos nossos sentidos dizemos que ¢é o tempo medido por um relégio rente ao préprio
observador. Assim, por exemplo, caso estejamos num laboratorio observando o voo de
uma mosca de uma posigao (z1,y1, z1) N0 tempo t; para um outro ponto (s, ya, 22) em to,
de acordo com o referencial préprio da mosca, isto é, o seu "relégio interno", sua posicao

espacial se manteve constante e nula neste referencial, mas seu voo foi do tempo 7 ao 7.
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A importancia do tempo proprio aparece quando consideramos uma terceira hipo-
tese na Relatividade Especial, a fim de descrever a trajetoria de observadores acelerados.
Pois, como ja vimos, esta teoria nao trata inicialmente de referenciais acelerados, assim, é
necessario a introducao da chamada hipotese do reldégio. Basicamente, esta hipdtese nos
diz que um relégio nao é afetado pela aceleracdo instantanea, mas somente pela veloci-
dade relativa instantanea, dessa forma, ha uma equivaléncia local entre um observador
acelerado e um observador inercial instantaneamente comovel.

Deste modo, um observador acelerado arbitrario pode ser descrito ao se considerar
um referencial inercial instantaneo diferente em cada ponto da trajetoria deste observador,
pois, desta maneira, a velocidade e a nogao de tempo da trajetoria acelerada terao uma
correspondéncia local e direta com os referenciais inerciais, por isso, cada ponto da curva
da figura 18 possui um cone de luz diferente. Podemos expressar esta ideia através do 7,

dessa forma, seja U = ¥(t) a velocidade de um observador acelerado, temos que:

ds? 1 S [(dat 2 dt
2 _ 2 —2 742 _

assim, o tempo proprio de um observador acelerado é localmente equivalente ao tempo
t de um referencial inercial dividido pela fungao (). Por fim, podemos integrar essa

expressao e obter qualquer curva na Relatividade Restrita através de:

t

(203)

to

Posto isto, com base na referéncia [239] podemos geometrizar por completo a teoria
da Relatividade Restrita por meio de dois axiomas simples, aonde o primeiro define a

geometria e o segundo define a Fisica. Desta maneira, temos que:

e O espaco-tempo é representado por uma variedade lorentziana quadridimensional
dotada de uma conexdo simétrica e um tensor métrico que satisfazem: g, tem

. 7 . z. B (63 R .
assinatura (4, —, —, —) e é invertivel, Vagu =0e R, = 0;

« Existem curvas privilegiadas tal que: relégios ideais medem o parametro 7 ao longo
de curvas tipo-tempo arbitrarias, corpos materiais livres de forcas viajam em geo-

désicas tipo-tempo e ondas eletromagnéticas viajam em geodésicas nulas.

O primeiro axioma nos diz basicamente que a conexao utilizada é a conexao mé-
trica, e que a nossa variedade ¢ globalmente plana. J& o segundo axioma, antecipa o que
iremos fazer para a Relatividade Geral, isto é, como a primeira Lei de Newton diz que

na auséncia de forcas, um objeto se movera em linha reta ou ficard em repouso, e como
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as geodésicas sao generalizagoes de retas, podemos representar a trajetoria de particulas
materiais livres de forcas por geodésicas, mais especificamente, por geodésicas tipo-tempo,
pois, como vimos, estas obedecem a estrutura da causalidade.

Por outro lado, representamos a trajetéria dos raios de luz por geodésicas nu-
las. Pois, se considerarmos que k* = dz*/d), temos que a equagdo de uma geodésica
nula em coordenadas de Minkowski é dada por dk*/d\ = 0 em que 7,,k"k” = 0, desta
forma, seja v\ = dz'/dt = c(k'/k") as componentes espaciais da velocidade ao longo
da geodésica nula, pois, (dz'/dx®)(dx/d\) = (dz?/dt)(k°/c) = k', ao considerarmos que
v? = [c?/(K2)?)[(k')?+ (K?)*+(k*)?] e abrirmos 1, k*k” = (k°)?—[(k*)*+ (k*)?+(k°)?] = 0,
¢ de imediato que v? = . Portanto, geodésicas nulas possuem naturalmente a veloci-
dade ¢ e sdao invariantes sob transformacoes de Lorentz, assim, é natural dizermos que a
trajetoria da luz é dada por uma geodésica nula.

Por fim, seja ¢ a velocidade de uma particula, @ = dv//dt sua aceleracao, m = ymq
sua "massa relativistica'em funcao de sua massa de repouso mg, p= mv seu momentum
e F = dp/dt a forga imprimida sobre ela, podemos definir objetos chamados de qua-
drivetores que se transformam de acordo com as transformacoes de Lorentz da seguinte

maneira:

dzt ~
Quadrivelocidade: U* = % — U =(c,7);

AU . i-da .T-d
Quadriaceleragao: A" = o - A= (741}&,74@6@17 + 72d'>;

- E
Quadrimomentum: P* = moU* — P = <,ﬁ)§

[ ]
<y

d K — _F_: . —
Quadriforca: F" = art - F=y ( ,F).
- dr c

Desta forma, a mecanica classica teve de ser reformulada a partir destas novas
quantidades, assim, esta nova teoria ficou conhecida como mecénica relativistica. Nao
somente isso, mas por meio dos invariantes de Lorentz UrU,, = ¢* e P*P, = (E?/c*) — p?,
e considerando que P*P, = UFU,m3 = m3c?, é possivel encontrar a equagio mais famosa

do planeta, isto é:

E = \/mdc* + p2c2 = mc\ /vy 2 +v2/c2 — E =mc. (204)

A equagao (204) relaciona a "massa relativistica'de uma particula com a energia
armazenada por esta. Assim, por exemplo, uma particula qualquer de massa nao nula
nunca pode alcancgar a velocidade da luz, pois, para tal, seria necessario uma energia

infinita, j4 que o fator de Lorentz v vai ao infinito quando v — c¢. Portanto, Einstein
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descobriu que existe um limite cosmico de velocidade para a matéria. E por este motivo
também que descrevemos a trajetéria de corpos materiais livres de forgas por geodésicas

tipo-tempo, pois, a velocidade deste tipo de curva é sempre menor do que c.

A.1.7 Ideias de Einstein

Iremos comentar nesta subsecdo sobre o conjunto de ideias filoséficas e fisicas que
guiaram Einstein, de maneira explicita e implicita, rumo a construcao de sua teoria. Tudo
o que sera exposto nesta parte do trabalho estda profundamente baseado numa mesma
discussao presente na referéncia [239]. Os principios que vamos mencionar aqui sao uma
visao parcialmente anacronica dos fatos historicos, portanto encare o que vem a seguir
mais como um guia moderno de ideias filosoficas que vai nos ajudar a erigir a Relatividade
Geral do que como uma lista histérica de condic¢oes fixas a serem satisfeitas pela teoria
de Einstein. Para uma visdo histérica mais completa e acurada veja a referéncia [126].

Sao cinco os principios que iremos expor, primeiro veremos o principio de Mach,
que no fundo se trata da visao de Einstein sobre certas ideias do positivista Ernst Mach,
e em seguida veremos o(s) principio(s) da equivaléncia, que é provavelmente a ideia mais
importante de Einstein; o conceito mais fundamental da Gravitagao. Por fim, veremos trés
ideias fisico-matematicas que vao nos ajudar a construir as equagodes de Einstein, isto é,
os principios da covariancia, do acoplamento gravitacional minimo e da correspondéncia.

A premissa das ideias machianas comeca numa tentativa de interpretar fisicamente
as chamadas forcas inerciais, e se resume ao experimento mental do balde com dgua. Como
vimos, as Leis de Newton s0 sao validas em referenciais inerciais, isto é, aqueles referenciais
em que um corpo permanece com velocidade constante na auséncia de forcas aparentes.
Ja nos referenciais acelerados ha o surgimento de novos termos na segunda Lei de Newton
que curiosamente possuem a massa como constante de proporcionalidade, por exemplo,
em referenciais girantes ha a ocorréncia das famosas forcas centrifuga e de Coriolis. A
estes tipos de forcas que surgem em referenciais acelerados e que nao possuem uma causa
fisica aparente, damos o nome de forcas inerciais.

A teoria de Newton enxergava essas forgas apenas como uma curiosidade que surgia
do movimento acelerado de um referencial em relacio ao espaco absoluto?®, dessa forma,
se suspendéssemos um balde com agua através de uma corda, quando torcéssemos esta
corda veriamos que a agua iria se curvar por meio de efeitos centrifugos devido a rotacao
desta em relagao ao referencial absoluto. Por conseguinte, de acordo com Newton, esta

concavidade nao estaria a principio associada diretamente a rotagdo do balde, pois no

25 "Espaco absoluto, em sua prépria natureza, sem relacio com qualquer coisa externa, se mantém sempre
igual e imével.- [234]
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momento inicial o balde gira mas a agua nao e no fim o inverso acontece, isto é, o balde
alcancga o repouso mas a superficie d’agua continua num formato concavo.

Portanto, para diferenciar um referencial acelerado de um inercial com relacao
ao espago absoluto [126], bastaria carregar um balde com &gua, pois, num sistema em
rotacao absoluta a superficie da agua teria uma forma concava, num sistema acelerado
linearmente a agua teria um angulo obliquo e num referencial inercial a superficie seria
plana horizontal (gravidade implicita). Em contraposigao, o filésofo Ernst Mach propds
em 1893, com base em ideias similares de Berkeley e Leibniz, que somente o conceito de
movimento relativo fazia sentido [263]. Assim, para Mach, um corpo material num kdsmos
vazio, ja que nao existiria nenhum ponto de referéncia fisico, ndo possuiria o conceito de
movimento definido [263, 264, 265].

A partir desta ideia, Mach foi além e afirmou que a origem fisica dos efeitos inerciais
em referenciais acelerados se deve a interacdao, nao necessariamente e unicamente a da
gravidade, que ocorre entre toda a matéria presente no cosmos [264]. Para este autor, um
referencial inercial local s6 poderia ser determinado com relagao as chamadas estrelas fixas,
pois esta extensao de matéria no cosmos, com suas massas, movimentos e distribuicoes
basicamente definiria o que sao esses efeitos inerciais. E importante notar novamente, que
muito dos fatos historicos presentes aqui sao anacronicos, isto €, sdo uma visao atual do
que realmente aconteceu, tanto que é complexo compreender por qual motivo se adotava
um referencial absoluto quando a prépria mecanica implicava na relatividade galileana.
Para uma andlise histérica mais detalhada veja [263, 249, 266, 161].

Com relacao ao experimento do balde, o ponto de vista newtoniano nao dava
nenhuma explicacdo para o fato da superficie da agua se curvar quando esta estivesse
girando em relacao ao espaco absoluto. No entanto, de acordo com Mach, a curvatura
surge da rotagao relativa da agua com as estrelas fixas. Para ver a diferenca entre os dois
modos de pensar podemos utilizar o gedankenexperiment de [239], pois, caso girdssemos
o Universo e o balde estivesse fixo, de acordo com a relatividade do movimento de Mach,
verfamos a dgua se curvar, enquanto que para Newton ndo veriamos efeito algum [126].
Em vista disso, para Mach, o que teria maior efeito na curvatura da agua seria justamente
a interacao provocada pelo movimento relativo desta com as outras massas do cosmos.

Em outras palavras, na visdo machiana a inércia teria sua origem num tipo de
interacdo entre todos os corpos materiais do Universo. E importante tomar cuidado com
esta afirmacao, pois dizer que a inércia tem essa origem fisica é na verdade uma visao de
Einstein das ideias de Mach, podemos ver isso melhor através de uma carta de Einstein
para o autor positivista: "... inércia se origina num tipo de interacao entre corpos, muito
no sentido de suas consideragoes do experimento do balde de Newton.- [267, 263, 249].

Na visao Einsteiniana-Machiana, os efeitos inerciais ndo variam muito localmente,
ja que é a interagao entre a agua do balde e a matéria dos corpos distantes e numerosos

do Universo que predomina. Pois, como mencionamos anteriormente, as forcas inerciais
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dependem da massa do corpo que as experienciam, assim é natural impor que os efeitos
inerciais também dependam das massas das estrelas fixas, no entanto, ¢ observado que
massas proximas como o Sol e a Terra nao interferem nestes efeitos, portanto é plausivel
supor que é a interacao com as diversas massas distantes que realmente importa.

Desta forma, com base em tudo que foi exposto e segundo a visdo Machiana, sem
matéria no Universo nao teriamos efeitos inerciais na dgua do balde. Nao somente isto,
mas se introduzissemos uma outra particula de pequena massa neste hipotético universo
quase vazio, observariamos que a agua do balde reganharia suas propriedades inerciais com
uma magnitude inferior ao caso de um universo cheio de matéria. De maneira similar, num
kosmos nao isotropico, isto €, com uma sobredensidade de matéria numa determinada
diregdo, veriamos que os efeitos inerciais seriam dependentes da direcao. Portanto, os
efeitos inerciais teriam de variar de acordo com a massa do Universo e sua distribuigao.

Assim, numa teoria dita Machiana, a inércia de um corpo material tem de ser defi-
nida a partir de toda a matéria do Universo. Esse efeito de inducao inercial foi explorado
por Einstein em [268], e no contexto da Relatividade Geral em [122]. No entanto, apesar
da inspiracao em Mach, o resultado de Einstein para esse efeito ¢ apenas resultado de um
efeito de coordenada [127, 161], uma das razoes da teoria da Relatividade Geral nao ser
Machiana, ha, porém, teorias alternativas da gravitagdo que sao parcialmente Machianas,
por exemplo, a teoria de Brans-Dicke nos diz que a grandeza G na verdade é um campo
escalar que varia de acordo com a época e local do nosso cosmos. Essencialmente, as
criticas de Mach a mecanica Newtoniana motivaram Einstein na busca por uma teoria
que ndo tratasse referenciais inercias de maneira privilegiada [126].

Posto estas reflexoes filoséficas e historicas das ideias de Mach e lembrando que
neste trabalho a palavra kdsmos se refere a uma idealizacdo humana do Universo e da
realidade, caso pensemos na geometria do Universo como sendo as curvas privilegiadas em
que particulas materiais e ondas eletromagnéticas se movimentam, de acordo com [239],

podemos axiomatizar a visao de Einstein das ideias machianas da seguinte maneira:

e A geometria do kdsmos é determinada pela distribuicao de matéria;
e Se nao ha matéria, ndo havera geometria do kdsmos;

e Um corpo material num kdésmos vazio nao possui propriedades inerciais.

Em relacao ao principio da equivaléncia, se considerarmos a proposta da referéncia
[136], a visdo moderna e mais acurada seria de que na verdade existem cinco tipos deste
principio. No entanto, por motivos de praticidade e com base nas referéncias [239, 249],
iremos comentar neste trabalho somente quatro versoes desta ideia fisica. Em vista disso,
veremos que essencialmente a primeira versao esta relacionada com a definicdo de massa

na mecanica classica e com o famoso experimento da torre de Pisa de Galileu, a segunda



155

formulacao baseada na relacao massa-energia da Relatividade Restrita e as duas ultimas
versoes fundamentadas no experimento mental do elevador de Einstein.

Se olharmos com cuidado para a mecanica de Newton veremos que hé trés definigoes
diferentes de massa, a principal delas é a massa inercial baseada na segunda Lei de Newton,
que nos informa a quantidade de inércia de um corpo, ou seja, a medida da resisténcia
que um corpo material tem a uma mudanc¢a de movimento. Ja& as outras duas defini¢oes
sao obtidas a partir da Lei da gravitacao de Newton, uma ¢ a massa gravitacional passiva
que mede a reagao de um corpo a gravidade e a outra é a massa gravitacional ativa que
mede a capacidade de um corpo em gerar um campo gravitacional.

Na mecanica classica essas trés definigoes sao consideradas iguais de maneira im-
plicita, pois como fora verificado por Galileu na torre de Pisa?® e séculos depois por meio
do experimento de Eo6tvos, e também com um martelo e uma pena na Lua pela Apollo
15, corpos num campo gravitacional constante e na auséncia de ar caem da mesma ma-
neira independente de suas composi¢oes e massas inerciais. Assim, a consequéncia disto
é que a massa inercial de um corpo é idéntica a sua massa gravitacional passiva, e dada a
reciprocidade da gravitagao, ¢ de imediato que a massa inercial também ¢é igual a massa
gravitacional ativa no caso de uma particula material.

Este fato importante, que é considerado somente uma curiosidade na gravitacao
newtoniana, ¢ uma hipdtese fundamental da Relatividade Geral e pode ser posto da

seguinte maneira:

e Principio da Equivaléncia Fraco?”: O movimento de uma particula material®® num

campo gravitacional ndao depende de sua massa e nem de sua composicao fisica.

Além disso, queremos elevar ao nivel de principio o fato de que a matéria é afetada
pela gravidade mas também ¢é geradora desta, s6 que como a Relatividade Especial nos

diz que a matéria possui uma relacao matematica com a energia, podemos postular que:

e Principio da Universalidade da Gravitacao: Tudo que existe é afetado pela gravi-

dade e pode gerar um campo gravitacional®.

Para compreender melhor as duas tltimas versoes do principio da equivaléncia,

teremos que entender primeiro o que Einstein disse ser o pensamento mais feliz de sua

26 Na, verdade, nao se sabe realmente se o experimento de Galileu foi verdade ou se foi apenas um conto
de sua biografia escrita pelo seu aluno Vincenzo Viviani. Nao somente isto, mas muitos autores antes
mesmo de Galileu nascer ja verificaram este fato em contraposigdo a visdo aristotélica de que objetos
caem proporcionalmente a seus pesos.

27 Também chamado de Principio da Equivaléncia de Galileu ou de Universalidade da Queda Livre.

28 Mais especificamente, esta particula ndo pode perturbar este campo gravitacional com a sua auto-
gravidade, somente ser afetada por este campo externo. E uma particula eletricamente neutra com
momento angular negligivel e suficientemente pequena [249].

29 Como diria o fisico Mario Novello do CBPF: "Caio, logo existo."
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vida e assim nos imaginar dentro de um elevador vedado de qualquer estimulo do mundo
exterior [126]. Supondo que este elevador esteja em queda livre, tudo o que estiver dentro
dele também estara, dessa maneira, sentirfamos uma espécie de "gravidade zero"em relagao
as paredes do elevador, isto é, estariamos flutuando. Equivalentemente, se de alguma
forma colocassemos esse elevador no espaco distante e longe de corpos massivos, de tal
maneira que este possuisse uma velocidade constante com relagao a algum referencial
inercial, sentiriamos a mesma sensacao de "gravidade zero".

Portanto, para um observador dentro do elevador seria impossivel distinguir entre
estes dois casos, pois o resultado pratico seria o mesmo, isto é, seu corpo estaria flutuando
em relacao as paredes do elevador. Dessa forma, essa igualdade entre os dois casos nos

permite postular o primeiro principio:

« Principio da Equivaléncia de Einstein 1: E impossivel distinguir localmente uma

queda livre sem rotacoes em um campo gravitacional de um movimento retilineo

uniforme no espaco na auséncia da gravidade.

Este principio é tao importante, que até mesmo os astronautas da ISS (Estacao
Espacial Internacional) tém que lidar com ele. Como a ISS se encontra a apenas 418~422
quilometros de distancia da superficie da Terra, a aceleracao da gravidade terrestre la
ainda ¢ sentida com 89% de seu valor aqui (¢ = 9,8 m/s?), s6 que como a estagio estd
em queda livre ao redor da Terra, ou seja, em 6rbita, o que eles sentem na verdade é o
mesmo que iriam perceber se estivessem num referencial inercial qualquer longe de campos
gravitacionais. E por esta razao que vemos astronautas flutuarem na ISS, e é gragas ao
principio da equivaléncia que dizemos que estas pessoas se encontram em "gravidade zero".

A imposi¢ao de localidade que fizemos no principio acima é tao importante quanto,
pois, no caso do experimento mental mencionado, significa que o nosso elevador é sufici-
entemente pequeno para que nao ocorra os efeitos de maré devido a variagoes do campo
gravitacional de um ponto a outro, desta forma o campo gravitacional dentro do elevador
¢ altamente uniforme. Assim, num caso mais geral, se escolhermos um referencial nao
girante e em queda livre com uma particula material qualquer, reganhamos um referen-
cial inercial localmente. Por essa razao, isto é, por podermos retirar efeitos gravitacionais
localmente de referenciais arbitrarios e assim retornar a Relatividade Especial, é que con-
sideramos uma variedade lorentziana como sendo localmente um espaco de Minkowski.

De maneira similar, caso este elevador especial esteja em repouso com relagao ao
planeta Terra, sentiriamos o nosso peso em relacao ao chao do elevador. Equivalentemente,
se de algum jeito pudéssemos acelerar este elevador com o exato valor de g = 9,8 m/s?
numa porc¢ao do espago longe de corpos massivos, sentiriamos uma forga inercial com a
mesma magnitude do evento anterior no sentido contrario do vetor aceleracao. Desta
forma, se largassemos um objeto dentro do elevador, diferentemente do primeiro principio

aonde este flutuaria, veriamos que este corpo cairia em direcao ao chao do elevador de
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forma igual nestes dois novos casos.

Sendo assim, para um observador de dentro do elevador os dois casos seriam in-
distinguiveis, o seu peso seria 0 mesmo nos dois eventos e um objeto abandonado dentro
do elevador cairia de maneira idéntica. Portanto, mesmo que de fora nods consigamos
distinguir a origem fisica do fenémeno, isto é, no primeiro caso ha a forca peso e no se-
gundo temos uma forca inercial empurrando constantemente o observador, é impossivel
para quem esta dentro do elevador diferenciar os dois casos, pois, fenomenologicamente,
os dois podem ser interpretados como sendo a forga peso ou como uma forga inercial.

Posto isto, essa igualdade fenomenologica local entre estes dois eventos de diferentes
origens fisicas nos permite postular a forma mais importante do principio da equivaléncia

pensado por Albert Einstein:

« Principio da Equivaléncia de Einstein 2: E impossivel distinguir localmente um re-

ferencial em repouso num campo gravitacional de um referencial linearmente acele-

rado relativamente a um referencial inercial numa porcao do espaco sem gravidade.3°

Essencialmente, estes dois principios nos dao uma correspondéncia local entre referenci-
ais em um campo gravitacional e referenciais na auséncia de gravidade, podemos entao
unificé-los como [249, 136]:

o Principio da Equivaléncia de Einstein: Qualquer fenémeno fisico de origem néao-

gravitacional (dindmica relativistica no sentido restrito, eletromagnetismo, termo-

dindmica etc) nao é afetado localmente pela presenga de um campo gravitacional.

Como consequéncia deste principio, e ao notar que tanto as forgas inerciais como
a forca gravitacional sao proporcionais a massa do corpo as experienciando, Einstein deu
o passo essencial e afirmou que a gravitacao pode ser entendida como um efeito inercial
de espacos-tempos curvos. Neste sentido, se considerarmos um referencial inercial com
coordenadas de Minkowski, temos que a equacao de movimento de uma particula material
livre é dada por d*z#/dr* = 0, mas se considerarmos um referencial acelerado, a equagio

correta serd a (179) com I'*_, sendo a conexao métrica e ( = 7 o tempo préprio [239];

v
por exemplo, o movimento de uma particula com relacdo a um observador de Rindler.
Deste modo, a métrica neste caso, apesar de ainda ser plana, sera diferente e
por conseguinte estes novos termos nao nulos que surgem envolvendo a conexao métrica
serao naturalmente interpretados como os efeitos inerciais sentidos pela particula neste

referencial acelerado. Mas como pelo principio da equivaléncia os efeitos inerciais sao

30 F interessante notar que antes mesmo de Galileu e da mecénica cléssica, da Vinci j tentava relacionar
gravidade e aceleragdo no que chamou de Equatione di Moti, uma espécie de "principio da equivalén-
cia"primitivo (mas distante das ideias de Einstein), como evidenciado no Codex Arundel (1480-1518)
[269].
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equivalentes aos efeitos gravitacionais, temos que de alguma forma o objeto I'*,, também
deve representar a gravidade, s6 que como a métrica ainda é plana no primeiro caso e
como a origem fisica dos dois fené6menos é bem diferente, a op¢ao mais natural é dizer
que os efeitos da gravidade num corpo sao dados a partir da conexao métrica com uma
métrica nao plana, pois assim é possivel distinguir conceitualmente esses dois fenémenos.

Historicamente, no entanto, a passagem conceitual para uma geometria nao-Eucli-
diana como descri¢ao da gravidade tem seu cerne num referencial acelerado girante K’
[270, 233, 126]. De acordo com Einstein, um circulo num referencial girante tem a razao
entre sua circunferéncia e didmetro maior que m, ja que ao considerar o sistema num
tempo fixo com relagdo a um referencial inercial K alinhado com o eixo de rotagao, a
partir da Relatividade Especial obtém-se uma contracao de Lorentz de réguas padrao na
periferia do circulo, fazendo com que faltem réguas para medir a circunferéncia, isto €, o
perimetro do circulo é maior do que 27r [233, 122].

Desta forma, no referencial girante, a geometria seria nao-Euclidiana. A conclusao

de Einstein, em seu livro [122], foi entdao: "... de acordo com o principio da equivaléncia,
K’ pode também ser considerado como um sistema em repouso, com relacdo ao qual ha
um campo gravitacional (campo de forga centrifuga, e forga de Coriolis). Chegamos entao
no resultado: o campo gravitacional influencia e até mesmo determina as leis métricas do
continuum espago-temporal. Se as leis de configuracao de corpos rigidos ideais devem ser
expressas geometricamente, entao na presenca de um campo gravitacional a geometria
nao é Euclidiana.". Lidar com referenciais girantes nao é tao simples, alguns autores
afirmam que a circunferéncia seria contraida, e outros que a geometria ¢ Euclidiana, para
informagoes detalhadas sobre o assunto veja as referéncias [271, 270, 272].

Assim, a gravidade nao é mais entendida como uma forga no sentido classico, mas
sim como uma manifestacdo de espagos-tempos curvos, representada matematicamente
por ['* , de uma métrica ndo plana. Uma interpretacgao fisica que tem entdo suas bases
no principio da equivaléncia; como o préprio Einstein diz em [122]: "De fato, por meio
dessa concepcao nés chegamos na unidade da natureza da inércia e gravitagao.". O campo
fisico na Relatividade Geral serd entao o proprio espaco-tempo, desta forma a métrica g,
pode ser interpretada como o potencial desse campo. Portanto, como a equacao de campo
de Poisson da gravitagdo newtoniana é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem

no potencial:
V20 = 47Gp, (205)

aonde p é a densidade de matéria, é de se esperar que a nova equagao de campo da
gravitacao seja também de segunda ordem na métrica.
Podemos dizer entao, com base em tudo o que foi discutido, que a Relatividade

Geral interpreta os efeitos gravitacionais como consequéncias da curvatura do espaco-
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tempo causada pela localizagdo de matéria-energia e sua representacao matematica se da
através da conexao métrica de uma métrica curva, que sera definida a partir de equacoes
de campo envolvendo termos de até segunda ordem nas derivadas parciais de g, .

No entanto, ainda faltam certas ideias para nos ajudar a construir as equacgoes
de campo desta nova teoria. Para Einstein, um conceito muito importante era o de
generalizar o principio da relatividade no sentido restrito, isto é, fazer com que as leis
da Fisica sejam aplicadas para qualquer tipo de observador, inercial ou nao, de maneira
nao privilegiada. No seu artigo de 1916 [233] isso fica evidente, os principios de Mach
e da equivaléncia servem como motivadores para generalizar o postulado da relatividade
especial, sendo uma teoria da gravitacdo uma consequéncia natural devido ao principio

da equivaléncia. Dessa forma, ele criou o seguinte principio:

« Principio da Relatividade Geral: "Todos os sistemas de coordenadas gaussianos sao

essencialmente equivalentes para a formulagao das leis gerais da natureza- [256],

-

em que coordenadas gaussianas significa que estamos tratando de geometrias curvas. E
importante notar, como ja fora mencionado, que a Relatividade Especial é capaz de tratar
de referenciais nao-inerciais de maneira simples ao postular que a aceleragao instantanea
nao afeta reldgios. Desta maneira, essa teoria ja resolvia o problema da descricdo fisica
via observadores acelerados, sendo a gravitagdo a pega fundamental faltante [126].
Matematicamente, este principio nos diz que uma teoria fisica tem que ser inva-
riante sob uma transformagao de coordenadas. Por exemplo, isso seria satisfeito se uma
equacao tensorial descrevesse uma teoria qualquer, pois as componentes de um lado pos-
suiriam uma transformacao de coordenadas bem definida e as do outro lado teriam essa
mesma transformacao, assim, a parte fenomenoldgica pode mudar de um referencial a
outro, mas a equagao tensorial descrevendo estes fendmenos seria a mesma para qualquer

observador. Neste sentido, podemos reescrever o principio acima como:

o Principio da Covaridncia Geral: Uma teoria da Fisica deve ser descrita por meio de
31

equacoes tensoriais

Por fim, os dois ultimos principios também vao nos ajudar a construir as equagoes
de campo, o primeiro se chama principio do acoplamento gravitacional minimo e nos diz
que a transicao entre a Relatividade Especial e Geral deve ser a mais simples possivel,
tal que o tensor de curvatura de Riemann nao deve aparecer explicitamente em certas
generalizacoes. Por exemplo, a generalizacao mais apropriada para a derivada parcial

seria somente a derivada covariante (170). J4 o segundo principio, o da correspondéncia,

31 Atualmente muitos autores criticam este principio, pois no fundo qualquer teoria pode ser posta na
forma tensorial. No entanto, como esta ideia foi essencial para Einstein, é valido menciona-la.
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nos diz que a Relatividade Geral no limite de campos gravitacionais fracos e de baixas
velocidades deve ser matematicamente idéntica a gravitagdo newtoniana (ignorando a
dilatagdo temporal), da mesma forma, na auséncia de gravidade esta nova teoria devera

ser reduzida a Relatividade Especial.

A.1.8 Equacoes de Campo

Para encontrar as equagoes de campo completas da teoria de Einstein, utilizaremos
o procedimento heuristico de [239], aonde precisamos primeiro encontrar essas equagoes no
vacuo. Dito isso, como os efeitos gravitacionais e os inerciais sdo localmente equivalentes,
a unica maneira de detectar a presenca de um campo gravitacional sem ambivaléncia é
através de seus efeitos nao locais, isto é, através da sua variacdo manifestada nos famosos
efeitos de maré. Dessa forma, se estivéssemos no elevador especial do experimento mental
do Einstein e largassemos duas esferas materiais, caso este elevador estivesse em repouso
com relacao a Terra, veriamos as duas bolas cairem e convergirem em dire¢do ao centro
desta. Portanto, supondo que as bolas sejam largadas de uma distancia grande o suficiente,
verfamos estas duas cairem e se aproximarem.

Ja se este elevador estivesse em queda livre, veriamos as duas esferas se aproxima-
rem numa espécie de atracao mutua, pois todos os corpos neste caso cairiam em linhas
que também convergem no centro do nosso planeta. Por outro lado, se o elevador estivesse
acelerando ou em velocidade constante num local sem campos gravitacionais, veriamos
as duas bolas cairem paralelamente no primeiro caso e no segundo as veriamos flutuarem
com uma distancia constante. Desse modo, num determinado limite de distancia surgem
os efeitos de maré e o principio da equivaléncia nao segue mais sendo verdade.

Ao transcrevermos este fendmeno para a linguagem da Matematica, percebemos
que este resultado emerge do fato de que geodésicas convergem ou divergem num espago-
tempo curvo e trajetorias classicas curvam num potencial gravitacional. No caso de um
potencial classico chamamos isto de desvio newtoniano e no caso de um espago-tempo

curvo de desvio geodésico®?.

O importante aqui, se considerarmos a referéncia [239], é
que a equacao do desvio newtoniano nos retorna a equacao de campo da gravitagdo no
vécuo, isto é, V2® = 0, se o objeto k', = 9'9;® for nulo.

Com base nisso e considerando uma correspondéncia newtoniana, se calcularmos

a equacgao do desvio geodésico somente nas trés dimensoes espaciais, descobrimos que o

32 £ interessante notar, ja que localmente sempre podemos eliminar efeitos gravitacionais via uma trans-
formagao de coordenadas (exemplos: coordenadas de Fermi, Riemann), a gravidade de fato nao estd
codificada na equacdo geodésica mas sim na equagdo de desvio de congruéncias [187, 267, 273]. Visdo
que esta de acordo com as ideias de Mach, ji que se compara o movimento de uma particula com
relagdo a outra, descricdo puramente relacional.
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objeto k', possui uma relagio matematica com o tensor de Ricci, portanto, de acordo com
o principio da correspondéncia, é de imediato supormos que as equagoes de campo da
Relatividade Geral no vacuo sdo dadas a partir da nulidade do tensor de Ricci, ou seja,
R, = 0 se nao hd matéria no espago-tempo em questao. Além disso, ¢ interessante notar
também que o tensor de Ricci é a tinica contracao nao nula do tensor de Riemann e que
o tensor de Einstein G, s6 serd zero se e somente se o tensor de Ricci for nulo.

No fim, levando em consideracao tudo o que foi visto nas subsecoes anteriores,
temos que a teoria da Relatividade Geral é construida com base na geometria diferencial,
na teoria da Relatividade Especial, na mecanica newtoniana e nos cinco principios fisico-
filosoficos de Einstein. Dessa forma, de acordo com o principio da equivaléncia podemos
tratar a gravitagdo como um fenémeno inercial de espagos-tempos curvos e reganhar a
Relatividade Especial localmente no caso de corpos em queda livre, a partir da geometria
diferencial podemos representar o espacgo-tempo por uma métrica de uma variedade lo-
rentziana nao plana e por meio do principio de Mach e da Relatividade Restrita podemos
dizer que tanto matéria como energia interferem na métrica.

Temos ainda, de acordo com a Relatividade Restrita e com o principio da equi-
valéncia, que as trajetorias de particulas materiais livres e de raios de luz sao dadas,
respectivamente, por geodésicas tipo-tempo e geodésicas nulas, tal que os efeitos gravi-
tacionais surgem da conexao métrica da métrica nao plana do espaco-tempo do ponto
de vista do desvio geodésico. A partir do principio da correspondéncia com a mecanica
newtoniana e de acordo com o principio da covariancia geral, também temos que a mé-
trica é interpretada como o potencial gravitacional da teoria e que as equagoes diferenciais
da Relatividade Geral devem ser tensoriais de segunda ordem nas derivadas parciais do
tensor métrico.

Além do mais, segundo o desvio geodésico, os efeitos nao locais da gravidade se
manifestam por meio da convergéncia ou divergéncia de geodésicas num espago-tempo
curvo, logo o que descreve estes fenomenos é o tensor de Riemann. Sendo assim, ao
levarmos em consideracdo o desvio newtoniano, temos que as equagoes de campo no
vacuo sao dadas a partir de R, = 0, o que nos diz, portanto, que as equagoes completas
da teoria muito provavelmente devem envolver termos com o tensor de Ricci.

Porém, até o momento vimos somente as representacoes tensoriais dos objetos
geométricos que podem ser definidos numa variedade curva, falta ainda, no entanto, saber
como representar a matéria de uma maneira tensorial. Para isto, langamos mao novamente
da Relatividade Restrita, pois, nesta teoria hd o chamado tensor momento-energia 7,
que se conserva de acordo com a relacao 0, 7" = (0. Para transpormos este fato para
um espaco-tempo curvo da nova teoria, basta utilizarmos o principio do acoplamento
gravitacional minimo, pois, assim, na teoria da Relatividade Geral teremos o tensor 7,
cuja relacao de conservacao serd a generalizagao dada por V, T = 0.

No entanto, esta tultima expressao ¢ um pouco enganadora, pois, na verdade, a
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energia total na Relatividade Geral nao necessariamente se conserva, visto que, se o
espago-tempo se modifica de alguma forma, a energia alterar-se-4 de acordo [274]. Cor-
relatamente, Einstein na génese de sua teoria considerou que V,T" = 0,(T* + t"),
aonde t*” representa a energia do espaco-tempo, contudo, este objeto ndao é um tensor, e,
portanto, traz problemas nao locais na definicdo da energia gravitacional. Este problema
ficou conhecido como nao localizabilidade da energia gravitacional [275], e curiosamente
foi a faisca que levou Emmy Noether a criar um dos teoremas mais profundos e belos da
Fisica, isto é, o seu teorema que relaciona simetrias e leis de conservagao [186, 276].

De volta a parte geométrica, é interessante perceber que o tensor de Einstein,
relagdo (195), satisfaz todas as propriedades matemaéticas impostas a partir do principio da,
correspondéncia e do desvio geodésico e newtoniano. Mas além disso, ele também satisfaz
as identidades de Bianchi contraidas, isto é, a equagao (196). Porém, o tensor momento-
energia também satisfaz esta mesma relacao, dessa forma, com base em tudo o que vimos,
é de imediato impormos uma relacao de equivaléncia entre estes dois tensores através de
uma constante de acoplamento . Nao somente isto, podemos ir além e generaliza-la, pois
a relacdo (196) continuard sendo vélida se adicionarmos um termo Ag,, em (195), desta
maneira, podemos escrever que G, — Ag,,, = xT,,, [170].

Esta ultima equacao é apenas uma estrutura puramente matematica, é como se
fosse um golem inane, que s6 emergera do vazio a vida através de um sopro divino, em
outras palavras, a nossa equagao sé tera significado fisico quando a atribuirmos constantes
fisico-experimentais apropriadas. Neste sentido, se aplicarmos o principio da correspon-
déncia com a gravitacdo newtoniana, em que consideramos particulas com velocidades
bem menores do que a da luz e levamos em conta o limite de campo fraco estatico por
meio de uma métrica de Minkowski levemente perturbada, isto ¢é, g, = 1,, + hW(mi),

obtemos as famosas equagoes de campo da teoria da Relatividade Geral [170]:

G

1
RMV — §ng/ — Agwj = 7TNV . (206)

Naturalmente, considerando campos de matéria W podemos obter (206) a partir
de um principio variacional cujo funcional da parte gravitacional é dado pela acdo de
Einstein-Hilbert e a de matéria por uma acao S,, definida via uma densidade lagrangiana
qualquer [236, 239]:

11
S ,\pa:ff/ R+ 2A) V=g d'z + Solg.. U], 207
9 V1 = 50 Jo (B2 Vg dia + Silg,, . ¥ (207)
Considerando variagdes arbitrarias da métrica que se anulam no bordo 02 € M, ja
que mantém a agao estacionaria de acordo com o principio da acdo estaciondria (65 =

S19 + 69,,] — Slg,,] = 0), obtém-se entdo as equagdes de Einstein notando-se que
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5Rﬂua,6 = Va(érlljﬁ) - Vﬂ(6F5Q)7 5guu = _guaguﬁdgaﬁ7 5\/ 9=V _ggw/égwj/27 5FZLV =
%gm(vu(égya) +Vu(09a,) —Valdg,,)) e T, = —295m /. /=4 [170]. Além disso, por meio

dgHv

do teorema de Stokes, deve-se notar que os termos de superficie sao eliminados a partir de
contratermos apropriados [236, 277, 187]. J4 a conservagao do tensor momento-energia
e as identidades de Bianchi contraidas podem ser obtidas de (207) via invaridncia por
difeomorfismo [236]. Por outro lado, num caso sem torsao, considerando a conexao como
um campo independente da métrica, também é possivel encontrar as equagoes de Einstein
ao se variar a acdo com respeito a esses dois campos [239].

Em suma, esta teoria da gravitacao definida por (207), também chamada de geo-
metrodindmica [267], é uma unificagdo da inércia com a gravidade. De maneira simples,
a Relatividade Geral nos diz que matéria e energia curvam o espago-tempo e que a gra-
vidade é apenas inércia nesses espagos-tempos nao planos, matematicamente, seus efeitos
emergem da conexao métrica a partir da descri¢ao relacional do desvio de congruéncias.
As equagoes de campo desta teoria relacionam a densidade de energia e matéria com
a estrutura geométrica do espago-tempo, desta maneira, basta colocar uma distribuicao
de matéria qualquer no lado direito de (206), que obtemos uma métrica g, correspon-
dente dado suposig¢oes geométricas iniciais deste objeto, que, por conseguinte, nos permite
descobrir univocamente os efeitos da gravidade a partir da conexao métrica (192).

No total, levando-se em conta que todos os tensores nas equagoes de campo sao
simétricos e que estamos tratando das quatro dimensoes perceptiveis, isto €, indices va-
riando de zero a trés, temos dez equagoes nao lineares em (206). Além disso, para dar
mais significado fisico a teoria, podemos definir, a titulo de exemplo, alguns tipos gerais

de campos de matéria-energia:
o Poeira: T" = pold"U", matéria incoerente de densidade propria pg que nao interage;

e Fluido Perfeito: TH = (,00 + p2> UUY — pg"”, campo de matéria com pressao p e
c

densidade propria po;

e Fluido Imperfeito: T* = (pg + pQ) UUY — pg™ + 2¢MUY) + TI" | campo de maté-
c

ria com pressao p, densidade propria po, fluxo de calor ¢, e I1,, = 1Ih,,, +7

sendo
3

po

IT a viscosidade, h —U,U,/c* o projetor e T,, & Pressao anisotrépica;®

% = guy

1 1
o Campo Eletromagnético: TH" = % {FWFU” + Zg“”FO‘BFaﬂ , campo em que F) , ¢
o tensor eletromagnético.

O caminho historico até se chegar nas equagoes corretas da Relatividade Geral foi

sinuoso e durou de 1907 ao final de 1915, quando a relagao R, = —ro(T,, — 9,,7/2)

33 Qualquer fluido pode ser escrito desta forma via decomposicéo irredutivel, quando projeta-se o tensor
momento-energia de acordo com um observador [187].
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foi apresentada ao mundo®!. Cronologicamente, Einstein e seu amigo Marcel Grossmann
desenvolveram a chamada teoria Entwurf da gravitagdo entre 1912 e 1914, ja em 4 de

novembro de 1915 esta teoria foi substituida por uma outra cujas equagoes 9,I'",, —

FQMBFBW = —roT), sdo invariantes sob transformagdes unimodulares (determinante da
métrica é +1 ou —1) [229], em 11 de novembro esta outra teoria foi alterada para equagoes
R,, = —koT,, covariantes gerais [230], e, finalmente, em 25 de novembro de 1915 as

equagoes corretas da Relatividade Geral foram publicadas em [232].

Curiosamente, de acordo com a referéncia [278], Einstein poderia ter chegado nas
equagoes do artigo de 4 de novembro de 1915 antes mesmo de ter construido a sua teoria
Entwurf, pois, hd uma frase numa das paginas do seu famoso caderno de Zurique, dizendo
que metade do tensor de Ricci provavelmente seria o tensor da gravitacao. Dessa forma,
a teoria da Relatividade Geral talvez poderia ter sido construida logo em 1913 [126].

Além disso, como é geralmente propagado no meio cientifico, David Hilbert foi o
primeiro a submeter um artigo em 20 de novembro de 1915, mas que sé foi publicado em
31 de marco de 1916, apresentando as equagoes da Relatividade Geral antes mesmo de
Einstein. No entanto, de acordo com a [278], nos anos noventa descobriu-se através de
documentos historicos, que o artigo original submetido no dia 20 nao possuia as equacoes
corretas da teoria, somente a lagrangiana desta estava certa. Desta maneira, o artigo
publicado em marco foi modificado depois das descobertas de Einstein, portanto, foi o
fisico-filésofo a publicar primeiro as equagoes corretas da nova teoria da gravitagao [126].

Com relagdo ao termo Ag,,, das equagoes de campo completas, como ja deu para
notar, este ndo se encontra presente no artigo original de 25 de novembro de 1915. Na
verdade, este termo s6 apareceu em 1917 no famoso artigo de Einstein que trata de
consideragoes cosmoldgicas [279], de tal maneira que o simbolo A ficou conhecido posteri-
ormente como constante cosmoldgica. Einstein adicionou este novo termo numa tentativa
de tornar a sua teoria mais machiana, pois as suas equagodes no vacuo, ja que possuem o
espaco-tempo de Minkowski como solugao, admitem efeitos inerciais mesmo nao existindo
matéria para produzir inércia®.

Podemos perceber isto melhor através de uma frase em seu artigo [279]: "Numa
teoria da relatividade consistente nao pode haver inércia relativamente ao "espago", mas
somente uma inércia de massas relativamente umas as outras. Se, portanto, eu tenho uma
massa numa distancia suficiente de todas as outras massas no universo, sua inércia devera
cair a zero.". No fundo, Einstein utilizou a Cosmologia primitiva da época como condigao

de contorno para provar seu ponto, particularmente, ele usou um modelo cosmologico

34 Para chegar neste resultado, basta considerar A = 0 em (206), fazer k = —kg e contrair os indices
de (206) para obter que R = koT, assim, basta substituir este resultado em (206) para encontrar o
resultado original de Einstein.

35 O conceito de inércia aqui é aquele proposto pelas ideias de Mach e Einstein, portanto, tome a palavra
inércia como "inércia machiana’.
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estatico, finito e homogéneo. Porém, no fim, a solu¢do se mostrou instavel, com o universo
se tornando dinamico, e a adi¢ao da constante cosmoldgica s6 evidenciou o carater nao
machiano da teoria, pois, mesmo G, — Ag,, = 0 possui solugdo de vicuo [239].

Atualmente, apesar de Einstein ter dito que a adicdo de A foi o maior erro que
ja cometeu, a constante cosmoldgica é uma hipotese ad hoc essencial para o modelo
cosmolégico contemporaneo. Uma vez que, como comentado na Introdugao, em escalas
de distancias cosmolodgicas, a expansao acelerada do nosso Universo ¢ causada por um
ente que se manifesta matematicamente de forma similar a da constante cosmoldgica.

A teoria da Relatividade Geral provavelmente é um dos corpos de conhecimentos
cientificos mais testados experimentalmente de maneira continua ao longo da histéria,
tanto que em 2015 fora detectado pela primeira vez ondas gravitacionais [280] e em 2019
foi publicado a primeira foto de um buraco negro [281]. Durante todo o século XX
esta teoria foi verificada centenas de vezes, e em especial, descobriu-se que esta funciona
extremamente bem na escala de um sistema solar, porém falha em escalas galacticas
e cosmologicas. Para a teoria de Einstein descrever corretamente o comportamento de
galaxias e do Universo em larga escala sao necessarias hipdteses ad hoc, isto é, a matéria
escura e a energia escura.

Curiosamente, a primeira verificagdo experimental desta teoria foi feita por Eins-
tein em seu artigo [231] de 18 de novembro de 1915, antes mesmo desta teoria estar
totalmente completa. Basicamente, o fisico-filésofo encontrou a quantidade exata que fal-
tava para explicar por completo a precessao do periélio de Mercirio. Além disso, o redshift

16 ¢ 0 atraso no tempo de viagem da luz num campo gravitacional (atraso

gravitaciona
de Shapiro) foram extensivamente verificados por satélites e sondas espaciais [239]. Mas
mais importante ainda, pelo menos no nosso caso, é o fato de que o lenteamento gravitaci-
onal é uma das principais consequéncias observadas da teoria de Einstein e atualmente é
um dos observaveis fundamentais da Cosmologia, e cada vez mais tornar-se-4 uma sonda

fundamental de modificagoes da Relatividade Geral.

A.1.9 Métrica de Schwarzschild e o Limite de Campo Fraco

Pouco depois de Albert Einstein ter publicado suas equagoes em 1915, o fisico
Karl Schwarzschild encontrou a primeira solu¢ao nao trivial exata da Relatividade Geral.
Sua solugao é a de um espaco-tempo estatico em torno de um corpo material de simetria
esférica, e a sua métrica ¢é utilizada para modelar estrelas com baixas velocidades de rota-

¢ao. Esta solucao foi encontrada na mesma época de maneira independente por Johannes

36 Na verdade, este fenémeno pode ser encontrado somente considerando-se o principio da equivaléncia.
Por essa razao, este principio é o mais fundamental da Gravitagao.
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Droste e uma de suas consequéncias mais importantes é a previsao da existéncia dos exo6-
ticos buracos negros. Curiosamente, Schwarzschild morreu logo depois de publicar seu
artigo com sua métrica homoénima em 1916, apos ter desenvolvido uma doenca autoimune
num fronte de batalha da primeira guerra mundial.

Para construir esta métrica devemos considerar uma estrela, tal que dentro desta te-
mos uma métrica e fora temos uma outra diferente. Como nao estamos em escalas cosmo-
logicas, para o espago-tempo interno da estrela consideramos a relagao G, = 87GT,,, /ct
e para a métrica de Schwarzschild externa utilizamos as equagoes no vacuo G, = 0. O
primeiro passo é considerar uma métrica estatica, isto é, que nao muda com o passar do
tempo, e cuja estrutura geométrica é esférica. Matematicamente, uma métrica estatica é
estaciondria, isto é, dg,,, /0t = 0 num determinado sistema de coordenadas, e ndo possui

termos cruzados como dxdt. Dessa maneira, levando-se em conta tudo isso, temos que:
ds® = e’Pdt* — erdr?* — r?(d6? + sen® 0d¢?), (208)

¢ a métrica estatica e com simetria esférica mais geral possivel [239, 236].
O segundo passo é o trabalho drduo de calcular todas as componentes da conexao
métrica a partir de (208), feito isso, para encontrar quem sao as fungdes ¢ e A, basta

substituir as componentes da conexao em G, = 0 para obter as equagoes diferenciais:

e [ON 1 1
_|_

S \or )t

e oy 1) 1 . (209)
S aﬁr>‘r2—0

O\

E—O

Portanto, apds certos célculos como em [239] e considerando —2¢ como a constante de
integracdo, obtemos que e* = (1 —2¢/r)"tee¥ = (1 —2¢/r).

No entanto, para dar valor fisico a esta nova constante precisamos ver como as
equagoes de Einstein se comportam dentro da nossa estrela hipotética. Para tal, basta
considerarmos uma esfera de raio R e densidade p(r), cujo tensor momento-energia é
dado pela expressao do fluido perfeito da subsecao anterior. Assim, se considerarmos

2

o referencial em que U* = (L{O,ﬁ) e levarmos em conta que U*U, = c*, obtemos que

T,% = pc*. Dessa forma, se fizermos G,° = 87GT,°/c*, obtemos a equagdo diferencial:

d 1y| &G

Deste modo, se integrarmos os dois lados da equacao acima na variavel radial de

0 a7 < R, obtemos que e* = (1 — 2Gm(r)/c*)~! na métrica interna, aonde m(r) é a
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massa na gravitagao newtoniana dada por:

T

m(r) = 47T/0 p(r')rdr’. (211)

Em vista disso, ao considerarmos r > R é logico supormos que a massa que vai estar
distorcendo o espago-tempo externo é a massa total da estrela, isto é, M = m(R). Por-
tanto, considerando-se isso e a relacio (208), a constante ¢ vai ser simplesmente GM/c?,

e, assim, a métrica de Schwarzschild externa a uma estrela vai ser dada por [236, 170]:

2GM 2GM\
ds® = <1 — G; )cgdt2 — (1 — G; > dr? — r2(d92 + sen? 0d¢2). (212)

cer cer

E importante salientar que um referencial e um sistema de coordenadas sdo concei-
tos diferentes, o primeiro esta atrelado a um observador qualquer numa linha de Universo
tipo-tempo que carrega consigo réguas e reldgios padroes, enquanto o ultimo é apenas um
construto matematico arbitrario utilizado para se posicionar eventos espago-temporais, e
que nao necessariamente estd adaptado a um observador. E essencial entdo compreender
a relacao entre os dois, ja que o primeiro contém a Fisica mas o segundo ¢ a linguagem na
qual a métrica esta escrita. Em outras palavras, o elemento de linha em si, que ¢ invari-
ante por difeomorfismo, contém a informacao fisica, mas dt? ou dr? sozinhos a priori nao
nos dizem nada sobre distancias espago-temporais reais medidas por observadores fisicos.

No caso da métrica (212), por ser estdtica, podemos considerar um observador
tipo-tempo, isto é, U*U,, = ¢*, e estdtico com relagio as coordenadas tipo-espago (1,6, @),
ou seja, U* = (U°,0,0,0) em alguma posigao espacial r > 2GM/c* [169, 187]. Desta
forma, temos que g, UU" = ¢, o que leva a U = ¢/\/1 — 2GM/c?r, que nos diz que
o tempo préprio do observador estatico esta relacionado com o tempo coordenado por
meio de cdr = /1 —2GM/c*r dt. Como no limite r — oo sabemos que (212) se reduz a
métrica de Minkowski, podemos entao interpretar o tempo coordenado ¢ como o tempo
medido por um observador inercial no infinito [267, 187]. Além disso, como c*dr? > 0 e j4
que c?dr? = ds® pois o elemento de linha é invariante, sabemos entdo que a coordenada
t é tipo-tempo por meio da relacao entre este tempo e 7, assim, necessariamente, as
coordenadas restantes sao tipo-espago.

Diferentemente de um observador estatico num espaco plano com coordenadas de
Minkowski, um observador estético em Schwarzschild (212) é acelerado, como esperado
pelo principio da equivaléncia. Isto ¢, sua aceleracdo prépria é dada por ,/—A*A, =
(1 —2GM/r)V2GM /7%, ja que A* = UV U = (0,GM/r?,0,0) [169]. Por outro
lado, se considerarmos dois eventos simultaneos de acordo com o tempo coordenado e nas

posicoes coordenadas (r, 0, ¢) e (r+dr,0, ¢), temos que dl = /—ds? = dr/\/1 —2GM/c?*r
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é a distancia prépria do intervalo tipo-espacgo dr. Podemos interpretar dl como a distancia
'real'medida por réguas padroes entre os dois pontos coordenados no instante t. Se
fixarmos dt = dr = 0 obtemos o elemento de linha de uma superficie esférica em r, o que
nos permite calcular a drea prépria deste objeto como A = 47r? [267], assim, a coordenada
r pode ser entendida como uma espécie de distancia de luminosidade.?” Apesar desses
resultados simples, a interpretacao de uma métrica e a sua relagdo com observadores nem
sempre é trivial, para mais sobre o assunto veja [187, 267, 169, 282, 283, 284, 285|.

E importante notar também que na teoria da Relatividade Geral o acoplamento
entre a matéria e o espago-tempo nao ¢é linear, fisicamente isto significa que a matéria
curva o espago-tempo de tal maneira, que a propria curvatura deste ente também gera
mais gravidade. Podemos perceber isto parcialmente através da chamada massa propria,
pois acontece que a definicio de massa na teoria de Einstein é um pouco problematica.
O elemento de volume na Relatividade Geral é dado por uma n-forma diferencial, mais
especificamente por \/Ed”x, em que g é o determinante da métrica, dessa forma, como
lg| # 1 no caso de Schwarzschild, a massa deste objeto na verdade possuird o termo
(1 —2Gm(r)/c*r)~1/? dentro da integral de (211).

Portanto, dizemos que a massa propria de um corpo neste caso ¢ dada por m,,
aonde a equacao deste ente serd dada pela parte do lado direito da expressao (211), em
que o termo mencionado acima estard dentro desta integral. Se fizermos a diferenca
entre a massa newtoniana e a massa propria, podemos interpretar o resultado como uma
"energia gravitacional de acoplamento", assim, m, —m(r) = E,,/c* pode ser vista como a
energia extra que o acoplamento entre a matéria e o espago-tempo gera provocando mais
gravidade do que Newton previa. Para mais informagoes, basta ver a referéncia [236].

Além disso, como temos que T, ! = —p, através das equacoes de Einstein obtemos
parte da famosa equagdo de Tolman-Oppenheimer-Volkoff do equilibrio hidrostatico da
astrofisica estelar. Se considerarmos o caso r > R, p = 0 e que a nossa variedade é assin-
toticamente plana no infinito, obtemos que 1 = In(1 — 2GM/c?r), e se considerarmos o
limite newtoniano r®p < m(r) (baixas velocidades) e 2GM (R) < rc?, obtemos a equagio
da gravitagao newtoniana no caso esférico. Note entdo que o potencial de Schwarzschild
¢ dado por @ = ¢*In(1 — 2GM/c*r) /2.

Se, contudo, expandirmos este potencial em série de Taylor no caso de 2GM/c*r <
1, descobrimos que ® = —GM/r + O[(GM/r)?], ou seja, em baixas ordens obtemos
o potencial classico newtoniano. Esta aproximacao é conhecida como aproximacao de
campo fraco, e neste caso o acoplamento entre matéria-energia e o espago-tempo ¢é linear,

tal que o potencial deste campo deve satisfazer a relagdo ®/c* < 1 e obedecer a equagao

37 Um resultado interessante disso é que o didmetro préprio 21 = [ /=gy, (r')dr’ (calculado a partir de
outro sistema de coordenadas apropriado) pode ser maior que o comprimento 277 da circunferéncia
correspondente.
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(205).

Nos ja vimos na subsecao anterior o limite de campo fraco no momento de encontrar
a constante de acoplamento das equagoes de Einstein, acontece que neste caso podemos
construir uma métrica genérica para um potencial ® arbitrario. Como vimos, podemos
fazer que g, = n,, + h,,, s6 que depois de muitos cédlculos podemos descobrir que
hog = 2®/c? € hyy = hyy = hyy = —2®/c?. Portanto, temos que a métrica de campo fraco

¢ dada por [286]:

20 20
ds? = (1 + CQ> cdt* — (1 - 02) (da:2 +dy* + dzg) : (213)
em que se considerarmos ® = —GM /r, obtemos a métrica de Schwarzschild no limite de

campo fraco, que pode ser interpretada como o espago-tempo de uma massa pontual M.
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APENDICE B - Cosmologia

"Quando no alto, os céus ndo eram nomea-
dos, que em baixo a terra nao portava nome,
¢ Apsu que era o primeiro, seu ancestral, a
criadora era Tiamat, sua mae de todos. FEles
tinham misturado suas dguas, [...]"

Enuma Elish, mito de criagcao babilonico

Uns podem afirmar que a Astronomia é a mais antiga das ciéncias, pois vou além e
afirmo que esse papel cabe a Cosmologia. Pois antes mesmo dos Homo sapiens se tornarem
a espécie humana predominante na Terra e inventarem a escrita, os povos de nosso planeta
projetavam seus medos, angustias e esperancas em mitos de criacao e destruicao de seus
cosmos. Com o passar dos milénios e das diversas migracoes humanas, as chamadas
cosmogonias foram se tornando cada vez mais complexas, refletindo a necessidade inerente
ao ser humano de descobrir sua origem, seu destino e seu lugar na natureza.

Antes mesmo da ciéncia atual se estabelecer, o ser humano sempre procurou ex-
plicacoes a respeito da criagao, estrutura e possivel destruicao de seu universo conhecido.
No entanto, nas tultimas centenas de anos aconteceu uma quebra de paradigma por meio
da instauracao da fisica. A passagem das cosmogonias para a Cosmologia atual, baseada
em modelos fisico-matematicos e em evidéncias observacionais, se deu em 4 etapas. Nos
séculos XVI ao XVIII, houve um grande desenvolvimento tedrico a partir de Copérnico,
Kepler e Newton por meio da descri¢ao de érbitas élipticas feitas pelos planetas em torno
do Sol. Associado a isto, Galileu aperfeicoando o telescépio, olhou para o céu noturno e
aumentou o tamanho de nosso cosmos ao descobrir as luas de Jupiter, além de permitir
que outros como Cassini, Huygens e os Herschel fizessem muitas descobertas. Pode-se
mencionar também, eventos importantes como a disputa ocidental entre a visao geocén-
trica e heliocéntrica, que comegou com Aristarco de Samos e culminou em Copérnico, ou
até mesmo a epifania presciente de Giordano Bruno em relacdo aos exoplanetas e a nao
existéncia de um centro no cosmos [287].

Centenas de anos depois, no comeco do século XX, aconteceu algo parecido, de
um lado houve o desenvolvimento tedrico da Relatividade Geral que possibilitou uma
melhor descricdo da mecanica celeste, e observacionalmente, gracas a Hubble e ao método
de medigao de distancias das variaveis Cefeidas de Henrietta Leavitt, descobriu-se que
as "nebulosas espirais'nao estavam contidas na nossa Via Lactea, e que portanto seriam
outras galdxias similares a nossa, isto é, os "Universos Ilha"pontuados por Kant [288].
Dessa forma, nasceu a Cosmologia cientifica, marcada principalmente pelo artigo [279] de
1917 do Einstein, pelos trabalhos de Friedmann, Lemaitre e Gamow e pela descoberta de

Hubble, Slipher, Wirtz, Humason e de Sitter de que nosso Universo estd em expansao. Um
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marco dessa origem, no caso da interpretacao fisica e na ideia de um Universo primordial,
se deve principalmente a Lemaitre, j4 que este de certa forma "previu'tanto a CMBR
(rayons du feu d’artifice primitif) e a formagao de estruturas a partir do seu protétipo
de big bang, isto é, ’hypothese de l'atome primitif, que seria entdo a origem de toda a
multiplicidade do cosmos [289]. Por outro lado, foi também Lemaitre que interpretou os
resultados de Hubble como consequéncia da expansao do Universo [289].

Apesar do distanciamento da Cosmologia contemporanea com as cosmogonias an-
tigas, ainda existem semelhancgas, conceitos como a estaticidade, ciclicidade, infinitude ou
finitude espacial e temporal do Universo sao muito presentes tanto nos mitos antigos de
criacao como nas teorias modernas cosmoldgicas. Nao s6 isso, mas a hipotese do Big Bang
e até mesmo a do plasma primordial de particulas que gerou toda a estrutura atual do
Universo, guarda similaridades com os conceitos de vazio ou mar primordial das culturas
arcaicas, como o Apsu e Tiamat, Nun, Hundun, Ginnungagap e o kaos.

Assim, ao longo das eras, gracas aos telescopios e a criatividade da mente humana,
0 nosso cosmos foi crescendo de tamanho e 0 nosso kdsmos se tornando mais complexo, e
0 que antes era apenas uma porcao de terra com mar ou rios, se tornou um planeta, um
sistema solar, uma galaxia, um aglomerado de galaxias, um filamento de galdxias e por
fim o também sempre crescente universo observavel atual [290]. Posto isto, a Cosmologia
busca entao estudar a estrutura de nosso Universo e sua possivel origem e fim.

Por permear este trabalho, ja que o lenteamento gravitacional forte envolve distan-
cias cosmologicas e o formalismo efetivo de energia escura envolve um background FLRW,
é fundamental compreender o Modelo Padrao da Cosmologia atual, o ACDM, por isso,
nesta secao, proponho elucidar o basico deste modelo simples que descreve muito bem o

Universo. Note que este apéndice é uma adaptagao de um trabalho autoral anterior [176].

B.1 O Universo Observavel e a Métrica de FLRW

O modelo cosmolégico padrao ACDM tem sua base tedrica na Relatividade Geral
e no modelo padrao da Fisica de Particulas. Em esséncia, seu sucesso se deve a uma
descricao simples da evolugao do Universo e de sua geometria em grandes escalas, de sua
histéria térmica e da formacao de estruturas que é compativel com os dados observacionais
de diversas fontes [171, 291, 173]. Contudo, o seu préprio nome evidencia alguns de seus
problemas, ja que para uma descri¢ao adequada é necessario considerar matéria escura fria
(CDM) e energia escura (A), assim como a inflagdo césmica em tempos iniciais. Um de

seus conceitos fundamentais é a ideia de um Big Bang, uma origem super densa e quente
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de nosso Universo®®. Atualmente, sabemos que houve de fato esse comeco denso por meio
de observagoes da Radiacao Césmica de Fundo de Microondas (CMBR), da expansao de
nosso cosmos e seu efeito nas estruturas, da quantidade de Hélio e Hidrogénio presentes
no Universo, da idade das estrelas mais velhas e de outros observaveis [171, 291, 173].

E importante saber diferenciar a hipétese de que o nosso Universo comegou como
uma singularidade césmica da nocao de Big Bang, a primeira nao pode ser verificada
atualmente por experimentagdo direta e a segunda fora verificada observacionalmente
uma miriade de vezes. Dessa forma, podemos dizer com muita precisao que o nosso
Universo teve um comego quente e denso, mas nao podemos afirmar com muita certeza
que 0 nosso cosmos comegou em um tempo t = 0 como uma singularidade césmica inicial,
apesar de ser exatamente o previsto pela Relatividade Geral por meio de uma analise de
incompletude geodésica via equacao de Raychaudhuri.

Com relagao aos outros conceitos mencionados, temos que a CDM, A e a inflagdo
sao hipoteses ad hoc na parte de matéria-energia da teoria da Relatividade Geral, ou
seja, nao podemos por ora afirmar nada sobre o realismo material destes entes [292],
j& que até entao nao existem observagoes diretas destes. Estes conceitos sao construtos
matematicos que satisfazem os dados, a significagao e origem fisica verdadeira ainda sao
desconhecidas. Por outro lado, pode-se tomar um passo mais complexo e atribuir tais
fenomenos a modificagoes da gravitacao, cuja abstracao possui significado fisico um pouco
mais concreto, pois nao ha a necessidade de postular a existéncia de um ente material
nao observado. Por exemplo, a inflagdo pode ser descrita por uma teoria f(R). Assim,
como mencionado em 1, sdo por essas razoes, além dos problemas de Hy e og [171, 173],
que teorias alternativas sao consideradas em escalas cosmoldgicas. De modo resumido,
no ACDM, a inflagdo corrige os famosos problemas do horizonte, da planicidade e dos
monopolos magnéticos, a matéria escura garante a formacgado de estruturas, ja que pela
teoria de Einstein a matéria luminosa existente nao é suficiente para formar aglomerados,
galaxias, estrelas etc, e a constante cosmologica A descreve o fato de que o nosso Universo
atual estd em expansao acelerada e é praticamente plano [171, 173, 291].

Naturalmente, a Cosmologia trata também do contetido mais tangivel do Universo,
isto ¢, a matéria luminosa (que interage com a luz) formada por hadrons (barions e mésons)
e léptons, os neutrinos e a radiagao eletromagnética (fotons) [173]. Com base nos dados
mais recentes do satélite Planck [293], sabemos que esta matéria e radiacio visiveis sdo
s6 5% do contetido de energia total do nosso Universo atual. Por outro lado, o conteido
que nao conhecemos verdadeiramente, isto é, a matéria e energia escuras, sao 95% de
NOSSO COSMOS.

A maior parte da descrigao fisico-matematica sobre o nosso cosmos vem das equa-

38 O termo "Universo"designa o nosso cosmos atual, isto é, tudo o que observamos com nossos telescépios.

39 Considero que Qp, 4+ Q2 + 2, = 0,0493 + 0,0000538 + 0,0012 = 0,0505538 [294]
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¢oes de campo da Relatividade Geral associadas a uma consideragao fundamental, isto é,
o Principio Cosmolégico. Esta hipétese supoe que o universo observavel em larga escala
(2 370 Mpc) é homogéneo (invariante por translagoes espaciais) e isotrépico (invariante
por rotagoes espaciais), ou seja, suas propriedades fisicas sdo, respectivamente, iguais em
todos os lugares e em todas as diregoes [171]. Esta consideragao é uma forma de facilitar
os calculos de maneira expressiva, porém, com o aumento dos dados observacionais, mui-
tos autores afirmam que a expansao de nosso Universo pode ter um grau de anisotropia
[295, 296].

Matematicamente, o Principio Cosmolégico implica numa decomposicao da mé-
trica em uma parte temporal e noutra puramente espacial cujas hipersuperficies a cada
tempo t sao maximalmente simétricas, o que resulta numa curvatura espacial constante,
parametrizada por k, em cada subespago espacial [145, 171]. Para descrever entao a ex-
pansao do Universo, de acordo com o Principio Cosmolégico, as componentes métricas
tipo-espago sao fungoes de uma unica funcao temporal, i.e. o fator de escala a(t). Levando

em consideracao todos estes fatores podemos escrever que:
ds* = cdt* — a*(t) [dx2 + SZ(x)(d6* + sen® 9d¢2)} , (214)

¢ a métrica geral, conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW), do nosso kdsmos em larga escala. Note que a coordenada comédvel y se re-
laciona com a esférica r via dx? = dr?/(1 — Kr?) com K = k/R%, aonde R, ¢ uma escala
de curvatura que pode ser absorvida pelas coordenadas. Se k = 0 temos uma geometria
plana e Sy = x, se k = +1 temos uma geometria esférica tal que S;; = Rgsen (x/Ry) e
se k = —1 temos uma geometria hiperbdlica, com S_; = Ry senh (x/Ro) [291].

Se considerarmos esta métrica e utilizarmos o exato procedimento que fizemos
para encontrar a métrica de Schwarzschild em A.1.9, isto é, considerar o tensor momento-
energia de um fluido perfeito em um referencial comével com este fluido, componentes
T, = pc* e Tij = —pé{, ao aplicarmos estas consideragoes em (206) obtemos as famosas

equacgoes de Friedmann. No caso dos indices 00, obtemos que:

N\ 2 2 9
(a) G Ke Ac (215)

a2+3’

que nos diz como o conteudo material afeta a expansdo do Universo. Ja no caso dos

indices espaciais, descobrimos que:

a 4G 3p Ac?
@ _ i 21
» 3(”&)*3’ (216)

que nos informa como a matéria ordinaria (p > Oep > 0) de um lado tenta desacelerar a

expansao do universo observavel e do outro a constante cosmologica tenta acelerar esta
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expansao [291, 171]. Se ainda derivarmos a equacao (215) e utilizarmos nela a equagao

(216), obtemos a equagao de conservagao de energia do sistema:
a
p+35(p+ L) =0 (217)
a c

Estas equagoes e a métrica de FLRW sao a base do nosso compreendimento do
universo observavel? em larga escala e formam a estrutura conceitual fisico-matemaética
de nosso kosmos. No entanto, como mencionado anteriormente, o importante é como
isso afeta a estrutra do Universo em menores escalas, ja que é o que de fato observamos.
Neste caso, o Principio Cosmologico necessariamente tem que ser quebrado para que haja
a formacao de estruturas. Isto é feito por meio de perturbac¢oes na métrica de FLRW, tal
que as equacoes perturbadas de Einstein-Boltzmann descrevem como essas perturbacoes
na métrica se relacionam com as flutuagoes de densidade e temperatura da matéria e
radiacao ao longo do tempo coésmico, descrevendo, portanto, como pequenas flutuacoes
iniciais cresceram em galaxias e aglomerados devido ao colapso gravitacional e a expansao

do Universo. Para uma revisao completa sobre o assunto veja [171, 173, 297].

400 termo "universo observavel'se refere a regiio do espaco em que a luz de objetos distantes conse-
guiu chegar até nods, esta regido, devido a expansdo do Universo, é uma esfera de raio préprio de
aproximadamente 46,3 bilhdes de anos-luz.
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APENDICE C - Distancia de Didmetro Angular

Assim como fizemos em A.1.9, a distdncia prépria, no caso de (214), entre dois
eventos tipo espago (t, x, 0, ¢) e (t, x+dx, 0, ¢) é dada por dl = a(t)dy. Assim, a expansao
do Universo implica no aumento da distancia prépria de objetos ao longo do tempo, ja
que D, = a(t)x. Se derivarmos essa relagdo obtemos a taxa de variacdo de D, entre
hipersuperficies, isto é, v = H(t)D, para objetos que se movem somente pelo Hubble
flow (sem velocidade peculiar), tal que H(t) = a/a é o famoso pardmetro de Hubble e a
representa a derivada de a(t) com relacio ao tempo [145, 171, 291]. E importante notar
que v é uma variavel nao local e por isso pode ultrapassar em muitas vezes a velocidade
da luz no vacuo se as distancias envolvidas forem muito grandes. Ja que se baseia na
distancia prépria, ndo se trata de uma velocidade fisica, pois nada pode ser medido de
forma simultanea. Para objetos proximos, em primeira ordem, temos a lei de Hubble-
Lemaitre dada por v ~ HyD,, aonde Hy = H(t;) é o parametro de Hubble no tempo
presente . Neste caso, se fixarmos a(ty) = 1 (vélido para k = 0), D, o = X.

Como o nosso Universo estd em expansao, as galaxias distantes possuem um desvio
no espectro em direcao ao vermelho. Este fendmeno é similar ao efeito Doppler usual de
dois objetos trocando informacdo em forma de ondas sonoras ou eletromagnéticas com
velocidade relativa v, mas neste caso é o espago entre nés e as galaxias que se expande.

Para caracterizar este fato, utiliza-se o chamado redshift cosmoldgico z, definido como:

AN 1+v/c
= = -1 21
: Ae \N1—-v/c 7 (218)

em que A\ = \,— )\, tal que A\, é o comprimento de onda da luz emitida pela galaxia, A\, é o

comprimento de onda observado e v é a velocidade de recessao da galaxia. Para velocidades
baixas, isto é, distancias proximas e portanto t = ty, temos entao que z ~ HyD, o/c, que
torna possivel estimativas de Hy como fora feito por Hubble [291, 173].

O resultado acima é uma consequéncia direta da energia de um féton decair
proporcionalmente ao fator de escala, facilmente visto via geodésicas nulas [145, 291].
Desta forma, o comprimento de onda de um f6ton deve aumentar o a(t), assim, como
14z = Ao/ Ae, podemos escrever que 1+ z = a(t,)/a(te), em que a(t,) é o fator de escala
no momento que observamos esta luz e a(t.) é o fator de escala no momento de emis-
sao. Considerando o momento de observa¢ao como o presente t, = ty, e fazendo t. = t,
obtemos entao que [171, 291, 173]:

a(t) = (1+2)"" (219)



176

A partir de (217) é possivel descobrir que para um universo s6 de matéria nao
relativistica (poeira) p = po/a®(t). Para um késmos sé de radiacdo p = po/a*(t) e para
um universo s6 de energia escura p = po/a*TW(t) = py, tal que w ~ —1 atualmente
(constante cosmolégica). Utilizando-se (219), podemos entao reescrever a equagao (215)
como H? = 87Gp/3, tal que p = pm + pr + pa + pr = pe(to)(pm/pe(to) + pr/pe(to) +
pa/pe(to) + pi/pe(to)) = pe(to)[Qmo(1+2)3 4+ Qo1+ 2) + QO + Qro(1+ 2)?] e finalmente
escrever [171, 291, 173]:

H(z) = HO\/QT,O(l +2) 4 Quo(1+ 2)3 4+ Qo1+ 2)% + Qa, (220)

em que p.(tg) = 3HZ/87G, pro = —3Kc*/87Ga* e py = Ac*/87G. Atualmente, de
acordo com os dados de 2018 do satélite Planck e desconsiderando-se os neutrinos, temos
como valores médios que Q,,, o = 0,315, 2, = 0,0000538, Qo = 0,0007 e Q4 = 0,685 [20].
Note que Q.0 + Qmo + Qo + Q4 =1 [291, 173, 171].

A medida de distancias em Cosmologia nao é algo trivial, o fato da velocidade
de propagagao da luz (ou ondas gravitacionais) ser finita num Universo em continua
expansao é a causa disso, ja que qualquer distdncia de fato medida se referird a objetos
em um tempo t anterior a tg. A distdncia prépria como mencionamos nao pode ser de fato
medida, entao ha a necessidade de definicbes que sejam observaveis e que se relacionem
com esta distancia "real", mas que além disso nos permitam testar a propria expansao do
Universo. As principais defini¢oes que permitem isso sao a distancia de luminosidade e
a distancia de diametro angular, a primeira tem como base a medida de luminosidade e
fluxo de objetos e a segunda no tamanho angular de objetos na esfera celeste.

Todas as defini¢oes de distancia naturalmente devem se referir ao redshift cosmo-
logico z, ja que é de fato o que é medido, e que por si s6 ja nos fornece uma nocao de
distancia e tempo coésmico. Todas essas defini¢goes de distancia, assim como no caso da
distancia prépria, no limite de pequenos redshifts se igualam a distdncia comoével y. A
partir de geodésicas nulas ds* = 0 na métrica de FLRW (214) e fazendo df = d¢ = 0,

podemos obter que:

r dr tr dt
D, = :/ 7:c/ —, 221
X Te V 1 - K?’2 te a(t) ( )
em que t. e r, correspondem ao momento e distancia em que a luz é emitida pelo objeto, e
t, =ty er, =0 ao tempo e local em que a onda eletromagnética é recebida. Levando em
consideragao que dt = da/Ha e da = —dz/(1 + 2)? (a partir de (219)) podemos escrever
entao de forma mais apropriada que:
ze dz

De=c | L (222)
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aonde z, = 0 e tal que a distancia prépria hoje é dada por D, = a(t,)D. = D./(1 + z,).

J& com relacao a distancia de didametro angular D 4, se, por exemplo, uma galaxia
possui um tamanho angular § quando observada por um telescopio e um tamanho fisico d,
por geometria bésica, a distancia entre o telescopio e esta galaxia é d/send, porém, como
os objetos astronomicos distantes possuem pequenos tamanhos angulares, da ordem de
um segundo de arco, podemos fazer sen d ~ § e definir D4 = d/§ [291]. Assim, a distancia
de diametro angular ¢ uma espécie de medida do tamanho aparente de um objeto cosmico.
O mais importante de tudo, é o fato de que esta defini¢ao é a distancia padrao utilizada
nos calculos de lenteamento gravitacional [183].

A partir da métrica de FLRW (214), podemos ver que um objeto de tamanho
proprio transversal dl a uma distancia comével y da origem (de nés) e num tempo ¢, com
¢ fixo resulta em dl = a(t.)Sk(x)df. Sendo df seu tamanho angular no céu, temos entao
que a distancia de didmetro angular a este objeto é de dl/df = a(t.)Sk(x) [291, 171]. No
caso de um Universo espacialmente plano, como vimos, Sy = y, desta forma, de (222)

temos:

c /Ze dz
Ho(1+2e) Jor [y 0(1+ 2)* + Qo1+ 2)% + Q-

Dy = (223)

J& a distancia de luminosidade se relaciona com (223) por meio de Dy, = (1 + 2.)?D4
[291, 171]. E facil ver entdo que para objetos préximos z, ~ 0 que Dy ~ D4 ~ D, ~ x. E
também importante notar que no caso plano xy = r. Ha também o chamado look-back time
distance que conta de forma cumulativa a expansao do Universo com base em geodésicas
nulas, nesse caso cdt = —dz/H(z)(1+ z) = a(t)dx [171].
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APENDICE D - Histéria do Lenteamento Gravitacional

Nao existe um tnico método cientifico. Ha, porém, inimeras formas de se fazer
ciéncia, e através da Histéria podemos compreender melhor todas essas maneiras de se
trabalhar, e, com isso, podemos ir além e aprender a sempre melhorar e aperfeicoar a
forma como fazemos ciéncia. Isto também se aplica a Fisica, pois este corpo de saberes
necessita da criatividade humana tanto do ponto de vista experimental como do teorico.

Neste sentido, ¢ essencial aprendermos a histéria do lenteamento gravitacional, pois
esta nos conta sobre a evolugdo de um dos pilares observacionais centrais da Relatividade
Geral e da Cosmologia. Como veremos, a histéria do lenteamento é fantastica, entre
revolugoes e guerras o ser humano conseguiu olhar para o céu e descobrir uma conexao
quase magica entre gravidade, inércia e luz. Todas as informacoes presentes nesta se¢ao
foram retiradas diretamente das referéncias [181, 182, 298, 299, 178, 300]. Note que esta

segao estd baseada num mesmo texto de [176].

D.1 Epoca da Gravitacio Newtoniana

Naturalmente, até onde se sabe, a primeira pessoa a questionar se as trajetérias
de raios de luz podem ser curvadas pela acao de um campo gravitacional gerado por um
conjunto de corpos foi Isaac Newton (1643-1727). Em sua famosa obra Opticks de 1704,
particularmente, ele indaga na questao 1 do livro III se "Os corpos nao agem sobre a luz
a uma distancia, e pela a¢do destes curvam seus raios, e nio é esta acao (coeteris paribus)

?"4l T incrivel perceber como um simples questionamento

mais forte na menor distancia
tem implicagoes profundas no meio cientifico.

J& em 1772, o polimata e clérigo John Michell*? (1724-1793), adotando o modelo
corpuscular da luz, supds que as particulas de luz eram afetadas pela gravidade e comegou
a trabalhar no calculo da mudanca da velocidade de raios de luz ao passarem perto de
corpos massivos. No ano de 1784 é publicado uma carta de Michell ao famoso fisico e qui-
mico Henry Cavendish (1731-1810), aonde o clérigo deduz o retardamento da velocidade
da luz por meio de um sistema bindrio de estrelas.

Curiosamente, Jean-Paul Marat (1743-1793), sim, aquele jacobino da Revolucao

Francesa que teve um grande papel no expurgo dos girondinos e foi assassinado numa

410 termo em latim coeteris paribus é equivalente a "mantidas inalteradas todas as outras coisas’".

42 O filésofo John Michell foi um dos primeiros a supor a existéncia dos buracos negros, na época chamados
de "estrelas escuras”, pois toda luz emitida por estes objetos era forcada a retornar pela gravidade, ja
que a velocidade de escape destes corpos seria maior do que a velocidade da luz.
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banheira em 13 de julho de 1793, também conjecturava que a luz era atraida por corpos.
No seu livro Découvertes de M. Marat sur la lumiere de 1780, podemos encontrar "Como
todos os corpos atraem a luz..."e também que "Ela [a forca atrativa] varia com a densidade
dos corpos, elas variam também com sua natureza; porque se isto é uma lei constante que
a forca atrativa se da proporcionalmente a massa..."e ainda que "Como a energia da forca
atrativa se d4 sempre na razao inversa do quadrado da distancia..."*3.

No seu livro Notions élémentaires d’optique de 1784, ele também diz que "Nao ha
duvida, que os raios de luz sempre mudam de direcdo em um mesmo meio, quando eles
passam a uma certa distancia de um corpo. Se encontram eles nesta esfera de atracao?
eles se curvam até certo ponto nesta circunferéncia, e se prolongam em seguida em linha
reta.", pagina 16 de [302]. No entanto, é provavel que essas frases possam ser apenas uma
escolha de palavras curiosas, ja que em nenhum momento ha mencgao a gravidade.

Apesar de todo este desenvolvimento conceitual, o primeiro calculo do angulo de
desvio que um raio de luz sofre ao passar perto de um corpo massivo de acordo com
a mecanica newtoniana sé foi encontrado em 1801 pelo autodidata Johann Georg von
Soldner (1776-1833). Em seu artigo "Sobre o desvio de um raio luminoso de seu movimento
retilineo, devido a atragdo de um corpo celestial que passa préximo'[303], o autor chega
a um resultado muito interessante e ja esperado pela mecanica celeste: "Se assim um raio
de luz passa por um corpo celestial, entao sera forcado pela atracao do corpo a descrever
uma hipérbole cujo lado concavo é direcionado diretamente ao corpo atraente...".

Mas além disso, ele obteve o importante resultado de desvio angular de 0,84” para
a diferenca entre a posicao aparente de uma estrela cujo raio de luz passa préximo da
superficie do Sol e o caso em que a luz desta estrela passa sem ser atraida pela gravidade
do Sol. No entanto, Soldner também apontara o fato de que este angulo era infimo
e imperceptivel para a instrumentacao da época. Este seu artigo, apesar de possuir
implicagoes profundas, ficou esquecido até o comecgo do século XX, e até chegou a ser
reimpresso e usado por Lenard como propaganda antissemita contra Einstein (1879-1955).

Porém, o resultado de Soldner possuia consideracoes erradas da teoria newtoniana,
este considerava a velocidade da luz como ¢ num ponto préximo da superficie da estrela,
enquanto a consideracao correta é considerar ¢ como a velocidade da luz que esta vindo do
infinito. Assim, por volta de 1802, provavelmente inspirado pela carta de Michell de 1784 e
talvez até por Soldner, Henry Cavendish calculou o desvio angular correto para um raio de
luz passando perto de um corpo massivo. Apesar de consideracoes diferentes, até primeira
ordem os resultados eram os mesmos, entao a originalidade de ter calculado primeiro este
desvio é de Soldner. Curiosamente, o resultado de Cavendish nao fora publicado e s6 foi

encontrado através da compilagdo de seus papéis por Frank Dyson (1868-1939) [298].

43 Traducdo livre do autor, a partir da referéncia [301]. A primeira frase se encontra na pagina 13, a
segunda na 22 e a terceira na 24. Veja mais em [300]
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O chamado resultado newtoniano pode ser obtido de uma maneira simplificada,
primeiro devemos considerar a luz como um conjunto de corpusculos e considera-las vindo
do infinito a uma velocidade c. Estes raios de luz, ao passarem por um corpo massivo M
sofrem um desvio angular & em relacao a trajetéria que percorreriam caso nao houvesse
esta massa. De acordo com a gravitacao de Newton, a luz é acelerada por uma quantidade
g = GM/r? em que r é aproximadamente a distincia da superficie de M ao seu centro.

Desta maneira, podemos separar a velocidade da luz em duas componentes no
momento em que esta é desviada, na direcdo em que a luz continuaria em movimento
retilineo caso nao existisse M a velocidade é v; = ¢ e na dire¢do de r a velocidade
é v, = gt = gd/c, em que d = 2r é o didmetro do corpo massivo. Podemos fazer
um triangulo retangulo cujos catetos sao v; e v,, e o angulo entre a hipotenusa, pelo
teorema de Pitdgoras v = (/v? + v2, e ¢ é Ay. Assim, para angulos pequenos, temos que

tgdy = v./c >~ ay e portanto:

2GM

ay =
tal que na superficide do Sol, pelos valores atuais, temos que Gy = 0,875”, bem préximo

ao valor obtido por Soldner em 1801.

D.2 Epoca pés-Relatividade Especial e pré-Relatividade Geral

Albert Einstein publicou sua teoria da Relatividade Especial no ano de 1905 [252],
e logo em 1907 comecou a questionar se era possivel descrever a gravidade através da sua
teoria focada em referenciais inerciais. Neste mesmo ano, o fisico-filésofo concebeu o seu
simples e genial principio da equivaléncia entre referenciais acelerados e campos gravitaci-
onais através de um simples gedankenexperiment e deduziu o efeito Doppler gravitacional
a partir desta ideia em seu artigo Uber das Relativititsprinzip und die aus demselben ge-
zogenen Folgerungen [304]. Neste artigo, encontramos a relagdo ty = t;(1 + ®3/c?) entre
o tempo medido t; em um referencial com potencial gravitacional ®; = 0 e o tempo t,
medido em um referencial de potencial ®5 no caso de campo fraco.

Neste mesmo artigo, ele assume que a velocidade da luz pode mudar ao passar por
um campo gravitacional e chega ao resultado v = ¢(1+®/c?) para esta variagdo. Portanto,
de maneira similar as dedugdes newtonianas, ele diz que "A partir disto segue que aqueles
raios de luz que nao se propagam ao longo do eixo £ sdo curvados pelo campo gravitacional,
pode ser facilmente visto que a mudanga de diregao é proporcional a (®/£c¢?) sen ¢ por cm
de trajetoria da luz, aonde ¢ denota o angulo entre a dire¢do da gravidade e aquela do
raio de luz."[304]. Assim, o ano de 1907 marca a data em que Einstein comegou a teorizar

sobre o fenomeno de lenteamento gravitacional.
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Ja no ano de 1911, Albert Einstein publica um artigo intitulado Uber den EinfluS
der Schwerkraft auf die Ausbreitung des Lichtes [305] numa tentativa de obter o dngulo
de desvio que um raio de luz sofre ao passar proximo de um corpo massivo e motivado
pela descoberta de que é possivel inferir este desvio experimentalmente, ja que em 1907,
assim como Soldner, ele nao tinha esperancas para tal acontecimento. Assim, utilizando-
se a expressao para o retardamento da velocidade da luz num potencial ® obtida pelo
principio da equivaléncia e considerando-se frentes de ondas e o Principio de Huygens,
Einstein encontrou como angulo de desvio da luz o valor newtoniano dado por (224).

A partir dai, o fisico-filésofo pediu o apoio da comunidade astronémica a fim de
observar este efeito. Para tal, era necessario esperar um eclipse para que fosse possivel
enxergar as estrelas no limbo do Sol e comparar as imagens obtidas com as imagens
feitas das mesmas estrelas sem a presenca do Sol, se houvesse uma distancia entre as
mesmas estrelas nas duas imagens, entao a gravidade de fato afetava a trajetéria da luz.
Em hipdtese isto é algo simples, mas devido ao equipamento da época, aos locais de
dificil acesso e a presenga de nuvens, o maior inimigo dos astronomos, estes tipos de
observagoes eram extremamente complicadas e, assim, aconteceram diversas expedicoes
a fim de observar a luz de estrelas distantes na borda de um eclipse.

Logo em 1912 aconteceu a primeira tentativa de observar um eclipse para inferir o
desvio da trajetéria de luz causado pelo Sol, apds ser contactado pelo astronomo Erwin
Finlay-Freundlich (1885-1964) do Observatério de Berlim, o diretor do Observatério de
Cérdoba na Argentina, Charles Dillon Perrine (1867-1951), comandou a expedigao para
observar o eclipse na cidade de Cristina em Minas Gerais. Paralelamente, o astronomo
Arthur Stanley Eddington (1882-1944) participou de uma expedigao inglesa a este mesmo
eclipse. Infelizmente, chuva e nuvens impediram que as observagoes fossem efetuadas.

No dia 21 de agosto de 1914, uma expedi¢do alema comandada por Freundlich,
uma norte americana supervisionada por William Wallace Campbell (1862-1938) e uma,
argentina por Perrine rumaram a regiao da Crimeia para observar um outro eclipse. No
entanto, com o surgimento da Primeira Guerra Mundial, Erwin Freundlich e os astrono-
mos alemaes foram presos pelo império russo e tiveram seus equipamentos apreendidos.
Apesar deste contratempo, as expedigdes norte americana e argentina conseguiram efetuar
observagoes, mas, infelizmente, o céu nublado nao permitiu bons resultados.

Pode parecer que estas duas expedigoes foram um completo fracasso, porém, o
resultado de Einstein para o desvio angular da trajetoria de um raio de luz sob efeito da
gravidade do ano de 1911 estava errado. A consideragao que a velocidade da luz sofre
retardamento ao passar por um campo gravitacional é correta como artificio matematico,
no entanto, estava errado do ponto de vista fisico e da forma como fora usado por ele.
A expressao correta para este dngulo s6 surgiu com a construcado completa da teoria da
Relatividade Geral, dessa forma, para a sorte da imagem ptblica de Albert Einstein, o

céu nas expedi¢oes mencionadas ficara coberto de nuvens.
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D.3 Epoca da Relatividade Geral e as Observacoes de Sobral e Principe

Como mencionado, o resultado correto para o desvio angular da luz ao passar perto
de um corpo massivo s6 ocorreu com a criagao da Relatividade Geral por Albert Einstein
no final de 1915. Mais especificamente, este resultado foi publicado primeiramente no final
de seu artigo Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie [233] de 1916, no caso,
esta relacao é a equagao de nimero 74 deste trabalho. Utilizando o aparato matematico
de 1911, isto é, o Principio de Huygens, mas considerando o limite newtoniano de sua nova
teoria e aplicando aproximacoes de primeira ordem, o fisico-filésofo conseguiu descobrir o
angulo de desvio correto em seu artigo.

No entanto, para descobrirmos este resultado nesta monografia, irei utilizar a mé-
trica de Schwarzschild, pois este espago-tempo parece ser o mais fisicamente apropriado,
j& que queremos calcular o desvio do caminho da luz por uma estrela. Consideremos
entao as equagoes presentes em A.l, a partir da métrica de Schwarzschild (212) podemos
descobrir as componentes da conexao métrica (192) e, assim, encontrar as componentes
da equagao geodésica dessa métrica, dada por (141). Seja A um pardmetro afim qualquer,
se tomarmos 1 = 2 (corresponde a varidvel 6) em (141), obtemos uma equagao que nos diz
que um movimento plano é possivel nesta métrica, assim, podemos escolher que § = /2.

Se, além disso, fizermos p = 0 (corresponde a variavel ct) na equagdo geodésica e,

depois, fizermos p = 3 (corresponde a varidvel ¢), obtemos as duas equagoes a seguir:

dt -

da 2GM

d\ cr ’ (225)
dp h

dx 2

em que k e h sao constantes de integragdo. Como estamos interessados na trajetéria de
um raio de luz, devemos considerar uma geodésica nula e fazer ds* = 0 na relacio (212),
se ainda "dividirmos'esta relagdo por d\, levarmos em considera¢do o movimento planar

e substituir as relagoes de (225) neste novo resultado, obtemos que:

dr\’ 2GM \ h?

Podemos reescrever esta equagao de uma forma mais agradavel, da mesma forma
como fazemos com a equacao de Binet das orbitas da mecanica classica, ou seja, fazer
u = 1/r, tal que dr/d\ = —hdu/d¢ por (225), na equagao (226) e derivar este resultado
com relagao a ¢. Dessa forma, obtemos que:

d*u 3GM
aZ§+u: = u?. (227)
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Feito isso, para resolver esta equacao, podemos considerar que a trajetéria do raio de
luz é uma perturbagdo do caminho retilineo percorrido no espago de Minkowski, ou seja,
devemos considerar o limite de campo fraco GM/rc®* << 1. Portanto, u = uy + u,,
aonde 1y = £ sen ¢ é solugao de (227) com M = 0, em que & é o chamado pardmetro
de impacto, isto é, a distancia de maxima aproximacao a origem de nosso sistema de
coordenadas.

Para a solugao nao homogénea, isto é, (227) com M # 0, podemos fazer o ansatz
u, = 3GMuy /c*, aonde descobrimos por meio de (227) que u; = (1+ 3 cos ¢+ cos? ¢) /3&2.
Logo, vemos que:

seng  GM (1+ Bcosd+ cos? p)

u=20, O : , (228)

em que [ é mais uma constante de integracao. Portanto, com base nisso, para podermos
encontrar o angulo de deflexdo da trajetéria da luz de uma estrela distante ao passar, por
exemplo, pelo Sol, temos que considerar o esquema geométrico ilustrado na figura 19.
Dessa forma, levando em consideracao a figura 19, temos que o angulo de deflexao
da luz serd & = w; + wy. Para encontrarmos wy, basta fazermos ¢ = —wy, v = 0 (r
tendendo ao infinito) e considerarmos w; < 1, pois, assim, senw; ~ w; e cosw; ~ 1. Para
encontrarmos wy, basta fazermos o mesmo processo anterior em (228), mas considerando
que ¢ = T +wy. Feito isso, obtemos que w; = GM (2+ 3)/éc% e que wy = GM (2 — 3) /&2

Portanto, somando estes dois resultados, obtemos finalmente que:

AGM
{ |

o =

(229)

aonde, caso ¢ seja igual ao raio do Sol, obtemos um valor de 1,757, ou seja, o dobro do
valor newtoniano obtido por Soldner em 1801 e por Einstein em 1911.

O valor obtido do desvio da luz pela Relatividade Geral é o dobro do valor obtido
através da gravitacao newtoniana, da Relatividade Restrita e do Principio da Equivaléncia
de 1911, pois o espago-tempo ¢é descrito corretamente somente por meio de uma teoria
métrica. A primeira deducao feita por Einstein s6 considerava esta mudanca na parte
temporal da métrica, é por essa razao que ele obteve somente metade do valor real.

Ele mesmo chega a notar isso em seu livro A Teoria da Relatividade Especial e Geral
[256], pois 14 ele diz que "Devemos acrescentar que metade deste desvio, segundo a teoria,
deve-se ao campo de atragao (newtoniano) do Sol e metade & modifica¢do geométrica do
espacgo ("curvatura') provocada pelo Sol". Neste sentido, teorias métricas de gravidade
modificada nao necessariamente possuem este mesmo valor de desvio angular, ja que
estas teorias nao possuem uma igualdade do potencial gravitacional na parte temporal da

métrica de campo fraco em comparacao com o setor espacial desta devido a quebra do
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Figura 19 - Tlustracao da trajetéria de um raio de luz na presenca do Sol.

(.02 wl
Sol

FEstrela Terra
Legenda: Esquema do lenteamento gravitacional da luz de uma estrela distante pelo Sol.

Fonte: Criado pelo autor no software Inkscape com base na referéncia [239].

Principio de Equivaléncia Forte.

Além deste fato, alguns afirmam que é possivel obter o d&ngulo de desvio correto da
trajetéria da luz num campo gravitacional fraco somente através do Principio da Equiva-
léncia, como mostra a referéncia [306]. Ja outros autores, como os da referéncia [307], sdo
mais cautelosos e fazem uma disting¢ao clara entre o lenteamento "gravitacional'local que
se obtém pela equivaléncia com um observador acelerado e o lenteamento gravitacional
global que envolve a curvatura do espago de um corpo massivo.

Portanto, havia trés possibilidades a partir de 1916, ou a gravitagdo newtoniana
estava correta e o desvio era dado por &y, ou Einstein estava correto e o angulo era
& = 24y ou a luz nao era afetada pela gravidade e & = 0. Assim, em 1918 foi feito
uma observagdo de um eclipse pelo Observatorio de Lick, mas infelizmente o céu ficou
nublado. No dia 29 de maio de 1919 ocorreu um outro eclipse numa regiao do céu rica em
estrelas, o aglomerado das Hiades na constelagao de Touro, aonde uma expedicao inglesa
supervisionada por Eddington e Edwin Cottingham (1869-1940) foi enviada para observar
este eclipse na ilha de Principe, no Golfo da Guiné, e uma outra comandada por Charles
Davidson (1875-1970) e Andrew Crommelin (1865-1939) enviada a Sobral, no Ceara.

Estas duas expedigbes foram organizadas pelo astronomo Frank Dyson (1868-1939).
A expedicgao enviada a Sobral era do Observatorio de Greenwich e a enviada a Principe do
Observatorio de Cambridge. Junto aos ingleses, foi enviado uma comissao norte americana
e uma brasileira do Observatério Nacional, no Rio de Janeiro. Dos brasileiros, temos
pessoas como Henrique Morize (1860-1930) e Lélio Gama (1892-1981). O maior desafio
dessas expedicoes foi o clima quente, que poderia destruir as placas fotograficas, e os
locais de dificil acesso, pois carregar as lunetas até estes locais sem prejudicé-las era uma
tarefa ardua. Além destes equipamentos, também eram utilizados celostatos para manter

a posicao das lunetas fixas no chao e acompanhar o movimento de rotacao da Terra.
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Em janeiro de 1919 foram efetuadas observagoes na Inglaterra das Hiades com
o mesmo telescépio de Principe, mas sem a presenca do Sol, ja que era necessario essa
comparagao para verificar experimentalmente o angulo de desvio. Ja a comissao de Sobral,
ficou ainda mais dois meses no Brasil para efetuas observagoes de mesmo tipo. A manha
do dia do eclipse na ilha de Principe foi de chuva forte e céu nublado, somente perto da
totalidade do eclipse o céu ficou limpo. Ao todo, sete placas conseguiram captar a luz das
estrelas, mas somente duas estavam em boa qualidade de analise.

J& em Sobral o céu também comecou nublado, mas durante o eclipse estava pra-
ticamente limpo. No total, 7 placas mostraram as 12 estrelas esperadas. As placas de
Principe estavam em melhor estado do que as de Sobral, mas devido ao céu nublado, as
do Ceara tinham muito mais dados. No fim, o desvio angular da trajetéria da luz medido
pela expedicao de Sobral foi de 1,987 +0,12” e o inferido pela de Principe de 1,61” 4+0,30”
[308]. Assim, os dados de Sobral é que foram decisivos para a "valida¢ao'do lenteamento
gravitacional previsto pela teoria de Einstein, pois, além de possuirem um erro menor, o
valor de Principe sozinho nao seria capaz de confirmar este fato estatisticamente.

Podemos perceber isto claramente por meio de uma frase de Eddington sobre as
placas de Sobral em seu livro Weighting Light, 14 ele diz que "Desde o comego ninguém
teve duvida de que a decisao final se basearia nelas, ja que as imagens eram quase ideais
e estavam em escala maior que as outras fotografias.". Se ainda ha duvidas, o proprio
Einstein em 1925 disse a um jornal que "A questao que minha mente formulou foi res-
pondida pelo céu ensolarado do Brasil.". Curiosamente, gracas aos jornais da época, foi
a partir dos dados das expedigoes de 1919 que a imagem publica de Einstein cresceu
espantosamente. A forma atual como a populagdo conhece este fisico, surge exatamente
deste momento histérico, quando Einstein se tornou um fendémeno mundial [308].

Apesar do protagonismo brasileiro, através da cidade de Sobral, na verificacao
experimental da relagao (229) e apesar das informagoes presentes aqui estarem disponiveis
facilmente na Internet, a cidade de Sobral é sempre esquecida quando contam a historia
da Relatividade Geral e de Einstein. Por exemplo, e infelizmente, na série Genius - A
Vida De Finstein e no filme FEinstein and Eddington somente Principe é lembrada, até
mesmo a pagina oficial do prémio Nobel na rede social Facebook esqueceu de mencionar
Sobral numa publicacao sobre o eclipse de 1919, varias pessoas solicitaram que isso fosse
corrigido, inclusive este autor, e prontamente o erro foi reparado.

Além disso, houve e ainda hd uma desconfianca quanto a acuracia e precisao dos
dados de 1919 por certos autores e pesquisadores, alguns afirmam que Eddington tinha
um viés para as ideias de Einstein e por isso desconsiderou as placas em que pareciam
confirmar um desvio newtoniano. No entanto, houve inimeras outras expedi¢oes depois de
1919 que confirmaram o desvio calculado por Einstein em 1916, em 1922 houve expedigoes
para a Australia, em 1929 para a ilha de Sumatra, em 1936 para a Unidao Soviética e

Japao, em 1947 para Minas Gerais e em 1952 para o Sudao [309]. H& ainda mais, em
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1979 mediram novamente os desvios nas placas de Sobral com novos equipamentos e

confirmaram os valores obtidos na expedigao de 1919 [308].

D.4 Epoca Contemporanea e as Observagdes pés-Sobral

A histéria do lenteamento gravitacional logo apds Sobral é uma evidéncia de como
a ciéncia estd fortemente relacionada a falibilidade humana, isto é, nao sabemos tudo
e nunca saberemos, e as vezes podemos cometer erros. Diversos autores dessa época,
assim como o préprio Einstein, consideravam este efeito meramente uma curiosidade da
teoria que nunca poderia ser observada ou ser utilizada para outros fins. Na minha visao,
isso pode ter acontecido pois neste momento mal se sabia da escala real do universo
observavel e as galaxias nem sequer eram consideradas "ilhas universo'. Apesar disso,
gracas a certas pessoas, que muitas vezes eram ignoradas, o lenteamento gravitacional se
tornou o fenémeno importante que é atualmente.

De acordo com a histéria candnica do lenteamento gravitacional, Eddington logo
em 1920 considerou ser possivel que o lenteamento produzisse imagens duplas de um
mesmo objeto distante em seu livro Space, Time and Gravitation, no entanto, ele tam-
bém afirmava ser impossivel detectar tal fato [310]. J& no ano de 1924 foi publicado o
pequeno artigo Uber eine mdagliche Form fiktiver Doppelsterne por Chwolson (1852-1934),
considerado o primeiro artigo de lentes gravitacionais, aonde o autor afirma que é pos-
sivel o surgimento de uma imagem em forma de anel caso haja alinhamento entre nés e
duas estrelas (a lente e a fonte) [311]. Atualmente, este fenémeno é chamado de Anel de
Einstein-Chwolson ou somente de Anel de Einstein.

No ano de 1936, convencido pelo cientista amador Rudi W. Mandl, Einstein pu-
blica um artigo intitulado Lens-Like Action of a Star by the Deviation of Light in the
Gravitational Field [312] em que apresenta equagdes basicas do lenteamento gravitacio-
nal, isto é, o dngulo de deflexdo quando acontece um Anel de Einstein e a magnificacao
das imagens formadas (as imagens lenteadas podem sofrer um aumento de area, por isso
podem aparecer mais brilhantes do que a fonte original). Neste artigo, Einstein apresenta,
os mesmos resultados de Chwolson mas diz que nao héa esperancas de observar este feno-
meno, ele é completamente pessimista em relagao a este efeito e ainda diz que é apenas
um efeito curioso e, em uma carta, diz que esta publicacao era de pequeno valor.

No entanto, sabe-se atualmente que em 1912, antes mesmo de Einstein obter o
angulo de deflexao correto, o fisico obteve a equacao da lente, a equagdo quadratica que
nos diz que pode haver duas imagens e a magnificacdo dessas imagens [313]. Muito
provavelmente, por nao acreditar na observabilidade deste fenomeno, Einstein deixou
essas anotagoes de lado e nao publicou nada até Mandl o convencé-lo em 1936. Um ano

depois, em 1937, inspirado pelo artigo de Einstein, o famoso astrénomo Fritz Zwicky



187

(1898-1974), aquele que descobriu a matéria escura a partir do teorema do virial aplicado
ao aglomerado de Coma, sugeriu utilizar o efeito de lenteamento gravitacional produzido
pelas "nebulosas extragaldcticas', em seu artigo Nebulae as Gravitational Lenses [314].

Nebulosas extragalacticas é somente a nomenclatura antiga das galaxias e, neste
mesmo artigo, Zwicky também afirma que o efeito das lentes gravitacionais pode servir
como um telescopio cosmico natural para observar galdxias distantes, ja que as imagens
destas sdo magnificadas por este fenomeno. Ele vai além e afirma que com este efeito
poderia ser possivel medir a massa das galaxias e eliminar a discrepancia que ele obteve
com o aglomerado de Coma, isto ¢, uma massa gravitacional 400 vezes maior do que o
esperado. Infelizmente, essa discrepancia ainda existe e é chamada de matéria escura,
mas ¢é interessante saber como a origem do lenteamento gravitacional esta associada a da
matéria escura. Apesar disso tudo, este artigo foi ignorado pelo meio académico da época.

Em 1961, Jean M. Barnothy sugeriu utilizar quasares (quasi-stellar radios sources)
para estudar o lenteamento. No ano de 1964, o noruegués Sjur Refsdal (1935-2009)
publica dois artigos aonde deduz a equacgao da lente, calcula o tempo de atraso da luz de
duas imagens num fenémeno de lentes gravitacionais [315] e afirma ser possivel calcular o
parametro de Hubble e a massa das galdxias a partir deste fenomeno [316]. Em 1965 ele vai
além, e demonstra como é possivel testar modelos cosmologicos com lentes gravitacionais
[317]. J& em 1979, é descoberto o primeiro efeito de lente gravitacional extragaldctico por
Walsh, Carswell e Weymann, uma imagem dupla, de mesmo redshift z = 1,41, do quasar
QSO 09574561 lenteado por uma galdxia em z = 0,36 [318].

Com a criagdo da CCD (Charge Coupled Device) nessa época e 0 seu uso em gran-
des telescépios, houve uma revolucao na Astronomia. Por causa dessa tecnologia, Lynds
e Petrosian anunciaram em 1986 a descoberta de estruturas gigantes em forma de arcos
azuis no aglomerado galdctico Abell 370 em 2z = 0,374 [319], em 1987 Paczynski sugeriu
que estes arcos eram imagens lenteadas gravitacionalmente [320] por este aglomerado e
num artigo de 1988 por Soucail, Mellier, Fort, Mathez e Cailloux praticamente confirmou-
se essa hipotese a partir de uma andlise espectroscopica em que descobriu-se que o arco
era uma galaxia em z = 0,724 [321].

Logo em 1988, Hewitt, Turner, Schneider, Burke e Langston descobriram o pri-
meiro Anel de Einstein (MG113140456) incompleto por meio de observagoes na faixa do
radio [322]. No entanto, somente em 1998 foi descoberto o primeiro Anel de Einstein-
Chwolson totalmente completo (B1938-+666) por um grupo de dez pesquisadores que
utilizaram imagens do telescépio espacial Hubble [323]. Na astrofisica moderna, ha um
abuso do termo Anel de Einstein, pois qualquer arco formado na escala galactica ou na
de aglomerados é chamado desta maneira pela maioria dos autores.

E valido mencionar também a descoberta dos belos arcos gravitacionais pelo teles-
copio Hubble gerado pelo lenteamento gravitacional dos aglomerados Abell 2218 e Abell

1689, no final dos anos 90 e comeco dos anos 2000. H4 ainda mais descobertas, por exem-
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Figura 20 - Primeiros sistemas gravitacionais lente-fonte extragalacticos descobertos.

Legenda: Da esquerda para a direita temos: imagem dupla do quasar QSO 09574561, arcos azuis do
aglomerado A370, Anel de Einstein incompleto MG1131+0456 e o anel completo B1938+4666.
Fonte: Imagens retiradas respectivamente das referéncias [324, 325, 326, 327].

plo, por volta de 1991, Paczynsky sugeriu usar o lenteamento, mais especificamente, o
microlenteamento, para encontrar exoplanetas na nossa galaxia. Em 2022 ja descobrimos
5021 exoplanetas, em que 130 [328] deles foram descobertos através do efeito de lentea-
mento. Ha, inclusive, planetas tipo Tatooine, isto é, que orbitam duas estrelas. Para mais

sobre a histéria inicial do lenteamento gravitacional veja a referéncia [300].

D.5 Epoca dos Grandes Telescépios e dos Grandes Levantamentos de Dados

Para esta subsegdo estarei utilizando como base a referéncia [181], que compilou
mais de 42 referéncias sobre os levantamentos de dados (surveys) de galdxias e de sistemas
de arcos gravitacionais e anéis (lenteamento forte) existentes. Sendo assim, de acordo com
a Master Lens Database [329] hé atualmente em torno de 11629 candidatos a sistemas
lente-fonte na escala de galaxias e aglomerados de galdxias. No entanto, de acordo com
um artigo que sera publicado ainda este ano pelo nosso grupo de lentes do CBPF, este
nimero pode ser bem maior (veja [116]). Dessa maneira, esta quantidade de possiveis
sistemas s6 existe gragas aos levantamentos de dados feitos pelos grandes telescopios
terrestres e espaciais desde o comeco dos anos 1990, pois, até entdo, sistemas lente-fonte
eram considerados bem raros.

H&, em geral, trés tipos de levantamentos de dados que podem encontrar sistemas
de lentes gravitacionais, as de grande area, que buscam numa &area do céu na ordem de
100, 1000 ou até 10000 graus quadrados (degz). Essencialmente, qualquer levantamento de
grande area com resolucao angular melhor (menor) que um segundo de arco vai conseguir
encontrar estes sistemas. Ha também buscas especificas, pois, por exemplo, sabemos
que aglomerados de galaxias sdo objetos césmicos massivos e, portanto, ao apontarmos o
telescopio para estas estruturas é bem provavel encontrarmos arcos gravitacionais. Estes

objetos podem ser identificados na faixa do raio-X e do éptico, e até mesmo através de
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distor¢oes na radiacao césmica de fundo (CMB).

Por fim, temos também buscas espectroscépicas, em que o espectro de uma gala-
xia fica misturado a linhas de emissao de uma outra galaxia de redshift mais alto. Neste
caso, sao duas galaxias aproximadamente alinhadas, tal que a mais distante estd sendo
magnificada pela outra, de tal maneira que essas linhas de emissao podem ser identifica-
das. Este método é muito utilizado quando temos espectro de muitos objetos, como nos
levantamentos espectroscépicos atuais. Encontrando-se esse tipo de sistema, obtém-se
posteriormente imagens de alta resolugdo para comprovar o lenteamento.

Dos levantamentos de dados terrestres e fotométricos de grande area, temos a Red
Cluster Sequence Lensing Survey (RCSLenS [330]) de 700 deg?, a Deep Lens Survey (DLS
[331]) de 20 deg®, a Canada-France Hawaii Telescope Lensing Survey (CFHTLenS [332])
de 154 deg® e o Canada-France Hawaii Telescope Stripe 82 Survey (CS82 [333]) de 184
deg?, que possui forte participacdo brasileira a partir do grupo de lentes gravitacionais
do CBPF. Dos levantamentos fotométricos terrestres de maiores areas, temos as famosas
Sloan Digital Sky Survey (SDSS [334]) de 14555 deg?, Dark Energy Survey (DES [335])
de 5000 deg?, Kilo-Degree Survey (KiDS [336]) de 1350 deg® e Hyper Suprime-Cam (HSC
[337]) Subaru Strategic Survey de 1400 deg®.

Temos também as belas imagens de arcos gravitacionais captadas pelo Hubble
Space Telescope (HST) (Telescépio Espacial Hubble) através de seus levantamentos de
dados como o Hubble Deep Field (HDF [338]), o HST Medium Deep Survey [339], o
Great Observatories Origins Deep Survey (GOODS [340]), o Extended Groth Strip (EGS
[341]) e 0 HST Cosmic Evolution Survey (COSMOS [342]). De forma rigorosa, os eventos
de lenteamento forte sdo raros, pois o alinhamento entre galdxia-galdxia ou aglomerado-
galaxia nao sao tao comuns devido a vastiddao do universo observavel, mas como existem
muitas galaxias e surveys diferentes, ¢ bem mais facil encontrar diversos destes objetos.

Ja para as proximas décadas, ¢ esperado que o nimero de candidatos a sistemas
de arcos gravitacionais descobertos aumente de 10 para a ordem de 10° destas estruturas
[343, 116]. Para tal acontecimento, sera lancado a grande survey Legacy Survey of Space
and Time (LSST [344, 345, 346]) do futuro Vera C. Rubin Observatory no Cerro Pachén
(Chile) com um telescépio com espelho de 8,4 metros, e os incriveis telescpios espaciais
Nancy Grace Roman Space Telescope (antigo WFIRST [343]) da NASA*, que terd uma
drea de observacio 100 vezes maior do que a do HST, e o Euclid [347] da ESA* com uma

4rea de observacao de 15000 deg?®. O Euclid j4 foi lancado, o telescépio Roman por volta

44 Administracio Nacional da Aerondutica e Espaco dos Estados Unidos

45 Agéncia Espacial Europeia
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de 2026 e o LSST deve comecar a operar em 2025.46

D.6 Regimes e Aplicagoes do Lenteamento Gravitacional

O fenomeno de lenteamento gravitacional possui diversas manifestacoes na natu-
reza e as aplicagOes possiveis na ciéncia sao iniimeras, para ajudar a diferenciar os variados
casos, este efeito é subdividido em duas categorias. A primeira categoria diz respeito a
intensidade do fendmeno, se é fraco ou forte, e a segunda categoria, uma subcategoria do
efeito forte, separa os sistemas lente-fonte com base na escala angular em segundos de
arco que observamos estes eventos no nosso céu, assim, temos o macrolenteamento, mi-
lilenteamento, microlenteamento e até o femtolenteamento. No nosso trabalho, estamos
interessados somente na escala de macrolenteamento do efeito forte das lentes gravitacio-

nais. Todas as informagoes desta se¢ao foram retiradas das referéncias [181, 182, 178, 188|.

D.6.1 Lenteamento Forte: Macro, Mili e Micro

O efeito forte do lenteamento gravitacional na escala de macrolenteamento, ou
seja, tamanhos angulares da ordem de um segundo de arco (17), é a manifestagdo mais
bela deste fendmeno. Este efeito da natureza, também chamado de lenteamento forte, é
capaz de produzir multiplas imagens altamente distorcidas e magnificadas em forma de
arcos e anéis de uma galdxia distante (fonte) e ainda pode produzir um atraso temporal
entre estas. Portanto, o macrolenteamento gravitacional forte gera varias imagens de um
mesmo objeto, pode magnificar bastante a fonte, distorce o formato original da galédxia e
em alguns casos produz um atraso temporal entre as imagens formadas.

Como o efeito de lentes gravitacionais conserva o brilho superficial da fonte, ao
ser magnificada, isto ¢, ao ter sua area aumentada, o tamanho angular das imagens serd
maior do que o da fonte e, portanto, serao mais brilhantes para nés, ou seja, chegam
mais fotons ao observador, “canalizados” pelo efeito de lente gravitacional. Devido a este
efeito, o macrolenteamento funciona como uma espécie de telescopio césmico natural para
observar galdxias primordiais e pouco brilhantes [349, 350].

Tao importante quanto, é o fato de que as distor¢oes e as posi¢gdes das imagens

multiplas dependem do potencial gravitacional da lente, desta forma, o macrolenteamento

46 O LSST tera uma area de observacdo de 18000 deg? e uma resolucio angular em torno de 0,77, j4 os
espaciais Fuclid e Nancy Grace Roman Space Telescope tem/terdao uma resolu¢io em torno de 0,17
[343, 348]. Cada telescopio tem suas particularidades, por exemplo, bandas fotométricas utilizadas ou
a presenca de um espectrégrafo, o importante serd a sinergia entre esses instrumentos.
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serve como um meio de mapear a distribuicao de matéria em aglomerados e galaxias que
atuam como lente [351, 352, 353, 354]. Por conseguinte, este fendmeno pode ser utilizado
para mapear a distribuicio de matéria escura nas lentes gravitacionais [355, 356, 357] e
testar modelos de gravidade modificada [358, 359, 360, 215, 361, 216].

Além disso, o macrolenteamento forte nos permite calcular certos parametros cos-
mologicos devido ao atraso temporal entre as imagens formadas. Como os raios de luz
percorrem diferentes caminhos no campo gravitacional de uma lente, acontece o chamado
atraso de Shapiro, aonde as imagens formadas chegam a nossos telescépios com uma de-
fasagem temporal [362]. Por exemplo, utilizando-se o atraso temporal das imagens de
uma mesma supernova lenteada por um quasar, é possivel inferir o valor do pardmetro de
Hubble atual [316, 362, 363, 364]. Por fim, como ja deu para perceber, o efeito forte na
escala de macrolenteamento s6 acontece quando a fonte é uma galaxia e a lente também
¢ uma galdxia ou um aglomerado destes objetos césmicos.

Ja o mililenteamento gravitacional é um termo pouco usado pelos trabalhos de
lentes atuais, pois, em geral, considera-se somente as escalas macro e micro. Um provavel
motivo para isto é o raro sistema lente-fonte deste caso, pois a fonte no mililenteamento
é um quasar e a lente sdo estrelas em outra galaxia. Neste efeito, hd o aparecimento
de multiplas imagens com separacao angular da ordem de 0,001”. Este fendmeno pode
ser utilizado para o estudo da populacao de estrelas na galaxia-lente, para estudar discos
de acrecao em quasares e até mesmo para estudar a distribuicao de matéria escura ou
barionica nas lentes. Além disso, estes eventos possuem uma variabilidade de meses.

No entanto, o microlenteamento forte vem a cada ano ganhando mais forca no
meio cientifico, por exemplo, o nosso grupo de lentes do CBPF trabalha com o micro-
lenteamento e femtolenteamento de buracos negros de pequena massa a fim de impor
limites a possibilidade destes objetos serem a matéria escura. Este efeito é observado
principalmente quando a lente ¢ um sistema estelar ou um planeta errante no bojo da
nossa galaxia, ou na Pequena e Grande Nuvem de Magalhaes, e quando a fonte é uma
outra estrela. As imagens formadas possuem uma separacao de 107%” e por isso nido po-
dem ser resolvidas pelos telescopios atuais, estes eventos s6 sao identificados através da
variabilidade do brilho das estrelas-fonte durante um periodo de segundos, dias ou anos.

Dessa forma, se tivermos uma estrela bem distante cujo movimento observado é
infimo e um sistema estelar préximo passa entre nos e essa estrela, caso este sistema possua
um exoplaneta (ou um buraco negro, ou uma estrela mais fraca etc), devido a magnificagao
que o sistema-lente causa, veriamos uma curva de luz caracteristica com dois picos, um
maximo de brilho quando nds, o sistema e a estrela estivéssemos alinhados e do lado desse
maximo o outro pico referente a presenca do exoplaneta. Portanto, diferente dos outros
métodos de deteccao, com o microlenteamento é possivel encontrar exoplanetas distantes
no bojo de nossa galdxia ou até mesmo em outras galaxias. Atualmente ha centenas

exoplanetas confirmados por este método.
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Este método de deteccao foi proposto por Paczynsky em 1991, em 1993 ocorreu
as primeiras descobertas do microlenteamento entre estrelas no bojo da Via Lactea e na
Grande Nuvem de Magalhaes, pois para serem observados é necessario uma grande den-
sidade estelar, e em 2004 foi descoberto o primeiro exoplaneta por este método. Este
efeito pode ser utilizado também para medir a massa dos mais variados objetos da As-
trofisica Estelar, por exemplo, em 2022, foi descoberto o primeiro buraco negro isolado
com 7,1 £+ 1,3 massas solares na dire¢do do bojo através do microlenteamento [365]. No
entanto, muitos autores afirmam também que pode ser uma estrela de néutrons. H&
ainda o femtolemteamento, aonde as imagens sofrem interferéncia e, portanto, a optica

ondulatéria tem que ser levada em consideracao.

D.6.2 Lenteamento Fraco

O efeito fraco do lenteamento gravitacional merece grande destaque, pois é um
dos principais meios de se obter informagoes da estrutura em larga escala do universo
observavel, a partir dele é possivel obter o pardmetro cosmolédgico €2, e o pardmetro
de Hubble atual Hy. E gracas aos dados da CMBR do satélite Planck e & anélise de
lenteamento gravitacional fraco dos dados dos levantamentos de grande area como o DES
[335], KiDS e HSC que sabemos tanto sobre o nosso universo observavel.

A caracteristica principal deste efeito é que as distor¢oes nas imagens das fontes
sao inferidas por meio da estatistica, portanto, é necessario uma grande quantidade de
dados observacionais. O lenteamento fraco se da quando a lente é a estrutura em larga
escala do Universo (teia césmica) e as fontes sao as galdxias distantes, dessa forma o
que acontece é uma pequena distor¢ao, chamada de cisalhamento, na forma eliptica das
galaxias de fundo, por isso é necessario muitas galaxias para se medir este efeito.

Com este fendmeno é possivel estudar os halos de matéria escura em galaxias e seus
aglomerados, é possivel literalmente fazer mapas da distribuicao de matéria entre nés e as
galaxias de fundo, testar teorias de gravidade modificada e modelos cosmolégicos, avaliar a
'aglutinacao'dos aglomerados na teia cosmica através do parametro og, estudar a energia
escura e estudar a nao gaussianidade da teia césmica em pequenas escalas. Como nesta
dissertacao estamos interessados somente no efeito forte, peco desculpas ao leitor pelas

poucas palavras sobre o assunto, para mais informacgoes veja a referéncia [366].
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APENDICE E — Modelos de Lentes

E.1 Lente Pontual

O modelo mais basico, e o primeiro a ser estudado na histéria da ciéncia, sem
duvida alguma é o da Lente Pontual, também chamado de Lente de Schwarzschild. Neste
modelo se busca representar o espaco-tempo fora de uma estrela 'mormal'de pequena
rotagao atuando como lente e cujo angulo de deflexao previsto pela teoria da Relatividade
Geral é dado pela famosa relagao (229). Mas além disso, este modelo também serve para
representar o lenteamento feito por um buraco negro ao levar-se em conta que os raios de
luz da fonte nao passem préximos do horizonte de eventos deste objeto.

Devido as distancias galdcticas ou cosmoldgicas envolvidas nestes tipos de sistemas,
a nossa lente é observada do planeta Terra como se fosse um ponto de massa M, por isso
é dado o nome de Lente Pontual a este modelo fisico. Assim, substituindo o angulo de
deflexdo (229) em (59) e aplicando este novo resultado na equagao da lente adimensional

(58), obtemos que:

. 4AGM DorDrs
y=7-—3 $2€§Dosx’ (230)
que ao escolhermos &y como:
A4GM DorDps
= 231
. \/ 2 Dos ' (231)

descobrimos que a equacao da lente adimensional para a lente pontual é dada por:
— 1 —
Y= <1 — )x (232)

Se considerarmos a decomposi¢ao cartesiana do tipo ¥ = (v, v) nos vetores da
equacao (232) e tomarmos somente as componentes y; e x; desta equagao, descobrimos a
relagdo quadratica y; = 1 —1/x;. Se ainda resolvermos esta expressdo para a variavel xy,

ou seja, se utilizarmos a chamada (no Brasil) férmula de Bhaskara, obtemos de imediato:

+ /4 +y?
L _NEVITO (233)

Ty 2 3

que nos diz que para cada posicao y; da fonte, ha duas imagens sendo formadas pela Lente
Pontual em z] e x7. Devido a simetria radial do sistema, a equagdo (233) é valida para

qualquer eixo cartesiano rotacionado, ou seja, para certas posi¢oes da fonte no plano seréd
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formada duas imagens diametralmente opostas em relacao a posicao da fonte.

No entanto, caso a fonte e a lente estejam alinhadas, isto é, y; = 0, uma imagem em
forma de anel serd formada na posicdo z; = 1. Em coordenadas dimensionais, o raio deste
anel serd dado por §y = Dor0g, expressao (231), e o raio angular serd consequentemente

definido como:

1GM  Dys
o — 234
o \/ ¢ DorDos’ (234)

que nada mais é do que o raio angular do chamado Anel de Einstein-Chwolson.
Como @(Z) = &/x neste caso, basta substituirmos esta expressao na relagao (75)
e aplicarmos o resultado em (74) para obtermos a magnificacdo que a Lente Pontual

provoca. Logo, fazendo este passo a passo, é possivel descobrir que:

_ (1 - x14> N (235)

aonde vemos que a magnificacdo tende ao infinito no caso do Anel de Einstein, isto é,

x = 1. Além disso, se considerarmos p = 2, obtemos que:

1\ 1\
M1=<1—xQ> e M2=<1+xQ> ; (236)

aonde é possivel perceber que p; tende ao infinito e gy = 1/2 quando z = 1. A quantidade
(1 pode ser relacionada a uma magnificacao tangencial e py a uma magnificacao radial, é
por essa razao que um ponto é mapeado em um anel no caso de alinhamento fonte-lente,
pois o ponto é distorcido infinitamente na dire¢ao tangencial quando y = 0 [181].
Considerando-se o angulo de deflexdo da Lente Pontual e as relacoes (70), (77) e

(79), é facil descobrir que a convergéncia e o cisalhamento deste modelo sdo dados por:
KR=70(Z) e y=— (237)

em que (%) é a famosa delta de Dirac. Por fim, considerando (232), a relagdo para o raio

angular de Einstein (234), as equagoes (58) e (59), é possivel escrever que:

A~ 4GM

a(e) N CQDOLﬁ

-7 . 02\ -

z ﬂ/eE N G = ( - 9’;7> gl. (238)
y=//0g
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E.2 Esfera Isotérmica Singular (SIS)

No modelo da Esfera Isotérmica Singular (Singular Isothermal Sphere, SIS), as
componentes de massa desta lente se comportam como particulas autogravitantes de um
gas ideal isotérmico em equilibrio hidrostatico, entretanto, apesar de ser construido sob
estas consideracoes simples e de muitas vezes ser chamado de toy model, o perfil radial
de densidade do modelo da SIS é bastante préximo do perfil de densidade interno de
galaxias-lente massivas dos tipos elipticas e lenticulares da classe SO [367, 200], como fora
verificado pelas referéncias [368, 369, 370, 371]. O mais curioso é o fato da composicao de
matéria baridnica com o halo de matéria escura destas galaxias se assemelhar a um modelo
isotérmico tao simples, este fato empirico notavel ficou conhecido como conspiracao bojo-
halo [372, 200].

E possivel mostrar que o perfil radial de densidade deste modelo fisico, em que

p(r — 0) — oo e por isso o nome "singular'na sua designacao, é dado pela expressao:

0.2

i) =55 (239)

em que o, é a dispersao de velocidades unidimensional das particulas, G a constante
de Newton da gravitacdo e r = /€2 + 22 a posicdo radial. O o, é uma das medidas
espectroscopicas mais importantes e complicadas da Astronomia, tanto do ponto de vista
teérico como do experimental, esta quantidade é uma medida estatistica da dispersao
de velocidades das componentes luminosas de uma galaxia early-type com relagao a sua
velocidade média.

Se considerarmos a distribuigdo superficial de massa dada pela relagao (60) e o

perfil radial de densidade da SIS dado pela expressao (239), descobrimos que:

dz o2

oy [ _ o
26or) = 5906 /_oo (§0z)? + 222Gz’ (240)

que ao escolhermos &, = af /GEerir, em que Y. é dado pela expressao (64) e aonde o

raio angular de Einstein do modelo da SIS sera consequentemente definido por:

2
Oy DLS
Op =47 — | — 241
E 71—<C> l)os7 ( )

podemos reescrever a distribuicdo superficial de massa da esfera isotérmica singular como:

(€o) = 22‘3;“. (242)

Dessa forma, com base na expressao (240) para a distribuigao superficial de massa

da SIS, obtemos que a massa deste modelo projetado no Plano das Lentes é dado por:
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‘737?50

G

M (&z) = 2#53/ Y (& )a'dx' = x, (243)

X
0
0 que nos permite, por meio da relacdo (94), encontrar que a massa adimensional do
modelo é dada por m(z) = z. Assim, utilizando-se a relagao (95), é facil ver que a

equagao da lente adimensional do modelo da SIS é dada por:

7= (z—1)4, (244)

aonde podemos descobrir, a partir das equagoes (93), (100), (101) e (102), que o dngulo

de deflexdo adimensional, a convergéncia e o cisalhamento da SIS sdao dados por:
AX)=12 e k(z)=7(z)=—. (245)

Se aplicarmos o resultado da convergéncia e do cisalhamento da relagdo (245) nos

autovalores da matriz Jacobiana dada por (81), obtemos que:
1
)\1:1——e>\2:1, (246)
x
0 que nos permite encontrar a magnificagao total do modelo da esfera isotérmica singular:

—1
1 1
= =(1=-Z= . 24
== (1 1) (247)

Dessa forma, como o autovalor A\; esta associado a uma magnificacdo tangencial e o \; a

uma magnificagao radial, as imagens formadas pela SIS sofrem apenas uma magnificagdao
tangencial, ja que a magnificagdo radial é us = 1. Neste caso, o Jacobiano sé sera zero
caso x = 1, de modo que a SIS s6 terd uma curva critica tangencial neste raio. Ja no
Plano das Fontes, a curva critica serd mapeada num ponto em y = 0 chamado de caustica
tangencial e no raio y = 1 hé a chamada pseudocaustica radial, tal que se a fonte estiver
dentro deste raio aparecem duas imagens e fora desta regiao apenas uma surge [181].
Por fim, se levarmos em consideracao o raio angular de Einstein deste modelo, isto é, a

expressao (241), e utilizarmos as relagoes (245), (57), (58) e (59) ¢é de imediato que:

Qp

- 4%05 g - 0\ -
(0) = 2 3 = B—<1—0>6. (248)
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