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Resumo

Esta tese € um estudo sobre o Modelo Padrio de Lee-Wick. O Capitulo 1 (introdug¢do) menciona
brevemente sobre as origens dessa teoria e apresenta o Problema da Hierarquia resultante de
correcOes radiativas a massa do Higgs. O Capitulo 2 € uma breve revisiao sobre o Modelo Padrao
da fisica de Particulas, focada nos aspectos relevantes para a idéia geral apresentada aqui. O capi-
tulo 3 € a apresentacdo do Modelo Padrao de Lee-Wick, focada na demonstrac¢ao da resolucao do
problema da hierarquia associada as correcdes de massa do Higgs. O capitulo 4 é uma pequena
revisdo da fenomenologia do Modelo Padrdo de Lee-Wick. O capitulo 5 € a conclusdo.

Palavras-chave: Problema da Hierarquia, Renormalizacao, Modelo Padrdo, Eletrodinamica

Quantica Finita, Teorias de Lee-Wick.






Abstract

This thesis is a study about the Lee-Wick Standard Model. Chapter 1 mentions briefly about the
origins of such theory and presents the Hierarchy Problem associated with the Higgs Field mass’
radiative corrections. Chapter 2 is a brief review about the Standard Model, focused mainly
on the relevant aspects for the idea presented here. Chapter 3 is the review on the Lee-Wick
Standard Model and focuses on how it solves the Higgs mass’ Hierarchy Problems. Chapter 4 is
a brief phenomenological review about Lee-Wick theories. Chapter 5 is the conclusion.

Keywords: Hierarchy Problem, Renormalization, Standard Model, Finite Quantum Electrodyna-

mics, Lee-Wick Theories
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1 Capitulo 1 - Introducao

1.1  Uma Teoria Quantica de Campos finita

O Modelo Padrao de Lee-Wick é uma generalizacdo do Modelo Padrdo da Fisica de Parti-
culas que introduz termos de derivadas de ordem superior na Lagrangiana dos campos quanticos
que resultam em novas excitagdes massivas de campo tipo fantasma (estados de norma negativa).
A principal vantagem da presenca de derivadas de ordens superiores € a melhora do cardter das
divergéncias ultravioleta de loops, tornando-as no maximo logaritmicas. Originalmente, Lee e
Wick propuseram essa alteracao em busca de uma Eletrodindmica Quantica finita que apresenta
o Regulador de Pauli-Villars como um grau de liberdade fisico do Campo Eletromagnético [Lee
e Wick 1970]. Dessa forma os termos de derivadas superiores necessariamente introduzem a
massa das novas excitagdes, conhecidas como modos de Lee-Wick, como inputs ao modelo.

Daqui em diante, todas as divergéncias mencionadas nesta tese sao de natureza ultravioleta.

Veremos mais adiante que a unitariedade da Matriz S dessa teoria pode ser preservada
ao demonstrar-se que as novas excitagdes introduzidas sejam instdveis, isto serd constatado ao
final deste capitulo e demonstrado no capitulo 3. A equivaléncia entre tornarmos o regulador de
Pauli Villars como um campo dindmico oriundo de uma teoria de ordem superior vem da prépria

forma deste propagador modificado no calibre de Feynman da QED, dado por:

|1 1 ‘ —A? , 1
—igw | = — 55— | =95 = —igu———
Il 2~ 2= A2 In 2 (® — A2) G (1 — %)

iDpp, = (1.1.1)

Este propagador apresenta comportamento assintético de momentum da ordem de ¢~*, de forma
a melhorar as divergéncias de momenta de loop. No caso da QED, ele efetivamente elimina as
divergéncias de loop. No capitulo 3, veremos que a introdugdo deste tipo de propagador para
todos os campos fisicos € capaz de tornar todas as divergéncias de loop do Modelo Padrao em

divergéncias logaritmicas, essa conclusdo consta no artigo [Grinstein, O’Connell e Wise 2008].

A agdo de qualquer Teoria Quantica de Campos possui dimensdo de massa nula. Isto
significa que se incluirmos termos de derivadas de ordem superior na Lagrangiana, cada derivada
contribui com uma dimensdo de massa, isto é [fm = M. Logo, a introducdo de termos com
derivadas de ordem superior na lagrangiana requer que estes termos venham acompanhados de
coeficientes com dimensdo de massa para compensar a dimensao de massa introduzida pelas
derivadas. Estes pardmetros de massa serdo equivalentes a escala de energia A introduzida pelo
Regularizador de Pauli-Villars. Além disso, do préprio comportamento da Regularizacdo de
Pauli Villars, percebe-se que podemos decompor o propagador do campo em dois, onde a nova

excitacdo introduzida possui propagador de sinal invertido, isto €, € um fantasma massivo de



mesmo spin e ndmeros quanticos do campo original. Estas teorias de ordem superior se chamam
Teorias de Lee-Wick.

As divergéncias logaritmicas, por sua vez, dependem sempre de uma escala de renor-
malizagdo iy € sdo tratdveis pelo Grupo de Renormalizagdo. Tipicamente, na Regularizagao

Dimensional (Vide Apéndice B), os logaritmos resultam da expansao:

pe=e"r =1+clnp+..(1)

(I) = m% = i —y+In(dr)+O0(E) |(I1+elnp+...) = (1.1.2)

2
== —y+In(dr) +Inp?® + O(e)
€

Onde v = 0,57221... é a constante de Euler. Em geral fazemos a integral d dimensonal de
loop com € = 4 — d e ;4 € um parametro de massa introduzido na Regularizacdo Dimensional
para compensar a mudanga na dimensao de massa da constante de acoplamento para diferentes
valores de d, de forma que [guf] = M°, Vd. Na Regulariza¢io Dimensional, 1 e € sempre se

combinam dessa maneira.

Entretanto, para ter significado fisico, o argumento do log precisa ser adimensional,
. . . 2 . , ~
portanto precisamos formar um logaritmo do tipo In Z—z. Este logaritmo resultard da expansdo do

denominador D resultante da parametrizacdo de Feynman da mesma forma como expandimos

3

T
D*=14alnD+ .. (1.1.3)
O denominador D € uma fun¢do dos momenta de loop e massa bare das particulas no loop. Dessa

forma serd possivel obtermos o logaritmo que queremos, de forma que obtemos termos do tipo.

2 2
clZ+mE 4. (1.1.4)
€ p
A amplitude correspondente a qualquer diagrama com loops apresentard fatores multiplicativos
globais devido a presenca de interacdes, na equagdo anterior C' € este fator global, e naturalmente
€ um coeficiente dependente da constante de acoplamento visto que ela € um nimero que pode

ser fatorado na amplitude.

Podemos entdo separar a Lagrangiana numa parte que contenha valores finitos e fisicos
e em outra parte que contenha a divergéncia 1/¢ e o logaritmo In Z—j que contém o objeto
matemaético nao observével y. Para lidar com a parte ndo fisica, podemos introduzir contratermos
ndo fisicos de mesma natureza, definidos numa escala de energia acessivel experimentalmente p?
que servird como nosso ponto de renormalizagio. Na Renormaliza¢do on-shell, temos p2 = m?%

que € a massa de pdlo das particulas. Assim podemos definir o contratermo:

0 =C| ———In— (1.1.5)



Onde C' € uma constante e x é algum parametro renormalizdvel da teoria. Partindo do principio
que a diferenca entre contratermos resultantes de diferentes renormalizacdes seja sempre finita,
podemos tomar a diferenga d, — d,» onde &, pode ser o contratermo obtido pela mesma renor-
malizac@o a uma escala de energia pj, # py. Assim podemos eliminar a influéncia do parametro

de Regularizagdo p para obter o seguinte valor finito com significado fisico:

2 /2
bp—0w=Cl —mE [ —mE )] = —cm (1.1.6)
Do Do Do

1.2 O Problema da Hierarquia

Um outro problema resolvido por essa extensao do Modelo Padrao é o problema da
Hierarquia, que consiste em corre¢des radiativas de parametros da teoria (via renormalizagdo)
que ndo sdo pequenas quando comparadas ao seu valor "bare"(como massa, carga e acoplamento),
e que sdo sensiveis a corre¢des no ultravioleta, violando assim a chamada Naturalidade Técnica
("Technical Naturalness") da teoria, que serd definida adiante usando a correcdo radiativa de
massa do Higgs, que € o exemplo central desta dissertacdo. Neste caso, a massa do Higgs
apresenta uma correcao quadratica apds renormalizagdo, 1sso significa que a correcao € sensivel
ao ultravioleta. Essa sensibilidade pode significar nova fisica a altas energias/curtas distancias
uma vez que considera-se que as corre¢des de renormalizacdo em ordens superiores devem
ser cada vez menores enquanto a teoria de perturbacdo for vélida, exceto se houver algum

cancelamento delicado, também conhecido como "fine-tuning", das corre¢des radiativas.

Se essa nova fisica for capaz de tornar as corre¢des radiativas de massa em logaritmicas,
as massas renormalizadas da teoria perdem a sensibilidade ao ultravioleta, de forma que a

renormalizacdo deixa de sugerir nova fisica a maiores energias.

Vamos seguir o raciocinio em [Schwartz 2013]. O Higgs possui uma interagdo tipo
Yukawa com os férmions massivos (exceto neutrinos) do modelo padrdo. Assim podemos
considerar uma lagrangiana "Toy Model"cujo termo de interacdo simule a interagdo do Higgs

com os férmions:

L= —;d)(D +m?)p + ApPrp + (i) — M)ip (1.2.1)

Onde os férmions de Dirac possuem massa M. A Regra de Feynman da interacdo de Yukawa é

entdo diretamente obtida como (vide Apéndice A):

/\ — i) (1.2.2)



A corre¢do de loop em primeira ordem do campo escalar € portanto:

(1.2.3)

_— dk Te[(p+E+ MK+ M)

B (2m)4 [(p+ k)2 — M? + i€][k2 — M? + ie]
_(M)Z/ dk Te[(pk+pM + § + M + M2
- 2m)4 [(p + k)2 — M2 + ie][k2 — M2 + ic]

Onde Tr [pM } = Tr[fM] = 0 dado que as matrizes gamma possuem trago nulo. Além disso,
em d dimensdes, M? = M?I,; onde I, é a matriz identidade em d dimensdes. Em d dimensdes,
também temos Tr [pk} = (pukv) Tr[y"+"] = (p - k)d. Vamos usar essas identidades para aplicar

a Regularizacdo Dimensional, de forma que obtemos o loop como:

dk d(k? -k + M?
(iX)? / (& +p k+ M) : (1.2.4)
C2m)4[(p+ k)2 — M? + ie][k? — M? + i€]
Na Parametrizacdo de Feynman (vide Apéndice B), temos
1 JR—
M2 ; 2 _ M2 y
[(p+ k)2 +ie] [k +ie] 12.5)

1
_/ z((p+ k)2 — M? +ie) + (1 — x) (k% — M? +ie))?
Vamos completar quadrados no denominador para a obtencdo do integrando esfericamente
simétrico:
z((p+k)* — M? +ie) + (1 — x)(k* — M?* +ie) =

2 2,.2 2 2 2 (1.2.6)
= (k+px)* —p°x°+px — M*+ie=(k+pxr) — A

Com A = M? — p?z(1 — x) + ie. Definimos entdo a nova varidvel de integragdo I* = k" + plz.

Assim a integral de loop assume a forma:

. 2\ _ (s\)\2,,6 ddl ! l2 A
iXa(p) = (IA)"p / (27T)d/0 dr [(12 AR T (oA

Usando os resultados do apéndice C, integramos primeiro sobre [ e obtemos:
1 dr(—d2) 1\ "
o) = (0 [ del _
iXa(p”) = (1A)"du 0 x{ (4m)422  T(n) A
 \re—doe) (1)
Z J—
A — = 1.2.8
() () ) Y

1-d/2
R 1 1 d
iN2d /0 dz <(47T>d/2) (A) {2r<1 _d/2)—T(2— d/2)}

(1.2.7)




O objeto I'(1 — d/2) é um indicativo de divergéncia quadrdtica para d = 4. A integral no limite

1—d/2
1 p 1

e —0é€:

1
de(M? — p*x(1 — x) + ie)¥/?1

0

1

2 2 01 - \1—2/2
; dx(M?* — p“z(1 — x) + ie) (1.2.9)

1
dx(M? — p*z(1 — x) + i€)

o

1— %hﬂ(]\/l2 —p?x(l —2) + iE) + 0(52)]

Plugando este resultado na nossa expressao para o loop e nela substituindo d — 4 — ¢, obtemos:

iSs(p*) = (232 ((4592) <2P< - Z) - (Z)) /o1 A= =) (12.10)

1- %111(]\42 —p*r(l—z)+ ie) + O(£?)

Usando a seguinte formula da Fun¢do Gamma (para n inteiro):

—-1)"|2
F(—n—l—;) | n!) e +1)+0() (1.2.11)
Com (1) = —ye(z+1) = (2) + 1/z, temos:
, A2 € 2 1 2
X (p?) = (ZZLWZ ((47/:)5/2) (— 2(5 -7+ 3 + 0(8)) - (5 -7+ O(€>))
X 01 de(M? — p*x(1 — x) + ie)175/% =
NE
— (ZT)Q (1+g(1nu+1nJE))<— S —3y-1 —|—(’)(5))
(MQ—p 93 1—$)+Z€)1 e/ = (1.2'12)
47?2 ( S — \1/—3111(674#;12)) /01 dr(M?* — p*x(1 — x) + ie)' />
()
2
=— W { - p+M2—p6+3/01d:c(M2—p2x(1—x))
M? — p*x(1 — x)) + i€
X 1n< 477.“26—7 )}

Veremos em breve que o termo resultante de (*) contribuird na sensibilidade de massa do Higgs
ao ultravioleta. H4 divergéncias quadraticas tanto em M? quanto em p?, além disso, existem
mais dois termos quadraticos em p? e em M?, sdo esses dois Ultimos que serdo responsaveis

pelo Problema da Hierarquia da massa do Higgs. Diferentemente, os dois primeiros podem



ser cancelados por contratermos de renormalizacdo. Neste caso, o Problema da Hierarquia
decorre do fato que a subtracio entre diferentes esquemas de renormalizacdo possui valor finito
e significado fisico. Isso confere significado fisico a estes termos enquanto correcdes de massa.

Os contratermos sao obtidos da renormaliza¢do do campo e da massa do escalar:

—30(04 m?)¢ — 3604(0 + 6,,m?)¢
PP (14684) 0% me—~= (1404 + 0p)mp
—_———

Zy

L= —;qﬁ(D +m?)ep (1.2.13)

Onde ¢, € d,,, s@o os contratermos presentes na renormalizagdo dos objetos ¢ e m que vao
cancelar as divergéncias obtidas da renormalizagdo. Os objetos Z, = 1+ d4,€ Z,, = 1 + 0y,
sdo, respectivamente, a constante de renormalizacdo do campo escalar e sua constante de

renormalizacdo de massa, mp € a massa renormalizada.

O propagador vestido (renormalizado) predominantemente possui corre¢des radiativas

dos loops de menor ordem, que no caso sao Xs:

iGPE(p) = ! =
(») p? —my + X(p?)

(1.2.14)

i
=55+ (termos regulares em p® = m?)
P mp

Onde a 1 loop, o denominador também vai apresentar as correcoes de momenta e massa oriundos

do termo quadratico nos campos da lagrangiana:
S(p?) = Sa(p?) + 0" — (0m + Gg)mp (1.2.15)

O objeto Xy(p?) € a corregio de diagramas de Feynman irredutiveis 2 uma particula em ordem
A%. A massa do pélo mp é dada pela condigdo p* — m3, + X(p)|,2—p2, = 0. No esquema de
renormalizacdo on-shell, fixamos mr = mp de forma que as condi¢des de contorno tornam-se:
d(p?)

dp*  lp2=m2,

Y(m%) =0, =0 (1.2.16)

Neste esquema de renormalizagio, a autoenergia ¥ (p?) ¢ absorvida na massa renorma-

| p*=mp
lizada do campo que coincide com a massa fisica mp medida experimentalmente. Essa massa
fisica, por sua vez, é o pélo de residuo igual a 1 para o propagador vestido. Assim temos que a

corregdo total de massa X(p?) na massa de pélo é:

0= X(mp) = Xa(mp) + dgmp — (9 + 0o )mp = Xa(mp) — dgmi,

1 2
= 0 = @22(%) (1.2.17)
a3 (p? A%, (p? A% (p?
0 1=%) _ d¥s(p?) N N 2(p?)
dp? p*=m% dp? p?=m% dp? p*=m%

Incorporamos as constantes —y + In(47) em pu sob a redefini¢do i? = 4rpue~7. Assim a

corre¢ao de massa do Campo Escalar usando uma renormalizacdo on-shell €, para M >> mp,



fazemos a aproximagio em Série de Taylor em torno de M?/[i?:

o0

In(z) = Z ) 17@ — )"

n

— Z
1.2.18
1 M? — p*x(1 — x)) + i€ pxl—x 0 pt ( )
- Arple= * M4
Logo
A2 (/6M2 N1 /1 3M2\, M2 M? 1 md
= (o )2t (37 ) 3 oz T3 w03
A P P P (1.2.19)
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Neste caso, temos:

A2 ((p? —m2)? mb
S(0%) = So(p?) 1 6u0% — (6. 2 _ { P (P)} 1221
() = Z2(p”) + 060" = (Om + 09)m = 5\ "5~ T 9\ ( )
Se aplicamos diretamente o esquema de renormalizacdo M S no lugar da renormalizacdo
on-shell sobre a equagdo obtida no inicio, obtemos

2 2
O = —A(GM — 1)1 (1.2.22)

472\ m3 €

A correcdo de massa do Higgs a altas energias corresponde a diferenca entre sua massa
fisica mp e sua massa renormalizada em outro esquema de renormalizacdo. Essa diferenca €
sempre € finita, calculando esta diferenca com respeito 2 massa renormalizada no esquema M S
na escala de energia da massa do pdlo mp, a correcdo de massa € a aplicacdo de um esquema de

renormalizacdo sobre a condi¢do do pdlo do propagador fisico:

p?—m® — E2(192)|p2 =05 mp — mR — X R(mp)’p =0 (1.2.23)
= Yo p(m3p) = mp —m%
Escolhendo o esquema de renormalizagdo R = M S, temos:
2 2 N 2 2
mp — mips(p) = 5 (6M7 —mp)
32 1 A M? —mia(l —x) (1.2.24)
—m/o dx[MQ—m?gx(l—x)}ln( :2 )

Essa diferenca, embora finita (isto €, ao fixarmos o ponto de renormalizacao ), € quadratica
em M para M >> mp. Isso significa que para uma particula como o Higgs, sua correcdo de
massa € sensivel ao ultravioleta através da massa de férmions massivos que interagem com o

Higgs através de uma interacao tipo Yukawa. Como a massa de cada férmion acoplado ao Higgs



é proporcional ao acoplamento de Yukawa entre ambos (que estd demonstrado no Capitulo 2),
isso significa que ndo ha desacoplamento a altas energias, muito pelo contrério, reforcando mais

ainda a sensibilidade da massa do Higgs ao ultravioleta.

A massa my;g foi obtida da equag@o anterior com o uso do programa Wolfram Mathe-
matica. Para A = 0,93 (acoplamento de Yukawa do quark top), M = 163GeV (quark top) e
mp = 125GeV, obtemos myg = 124, 32GeV: a corre¢do de massa pelo quark top € menor que
1%. Logo, apesar da sensibilidade de massa do Higgs ao ultravioleta, o quark conhecido mais

pesado apresenta uma contribui¢do prequena a correcdo de massa do Higgs.

Além disso, sabe que ha uma escala de energia fundamental além escala de energia da
simetria Eletrofraca, que € a escala de Planck, onde efeitos quanticos gravitacionais tornam-
se relevantes e a Relatividade Geral, enquanto Teoria Efetiva, deixa de ser apropriada para
descrever fendmenos fisicos nessa escala. Experimentalmente, a massa do Higgs foi medida
em mp =~ 125GeV . Se considerarmos uma teoria finita de cutoff fisico finito, como no caso
da Teoria de Cordas, o cutoff ;2 passa a ter significado fisico e ndo pode ser eliminado por
contratermos, além disso, ele dominaria a correcdo de massa do Higgs conforme calculada.
Considerando o cutoff como a massa de Planck (isto € a maior escala fundamental de energia
conhecida) p? = M3, = 103GeV?, temos m ~ M3, +m% = (1 + 10734 M3,.

Para que esta suposi¢do seja verossimil aos resultados experimentais, as correcoes
radiativas de massa do Higgs por férmions muito massivos (de massa acima do quark top), devem
cancelar a corre¢do de massa sensivel ao ultravioleta do Higgs devido a escala de Planck, este
equilibrio extremamente sensivel ao espectro de massa dos férmions corresponde a um ajuste

fino: uma sensibilidade de observaveis fisicos a variagdo de parametros da teoria.

Uma correcdo quantica de um parametro fisico tdo discrepante de seu valor bare ndo
¢ intuitiva, pois espera-se que teorias efetivas de baixas energias (como o Modelo Padrao em
relacdo a gravitagdo quantica) independam de graus de liberdade na escala da teoria mais
fundamental. No caso da correcdo de massa do Higgs, o que ocorre é exatamente o contrario: o
Higgs tem uma massa extremamente leve e ainda sensivel a uma escala de energia que ndo pode

ser considerada efetiva.

E claro que uma resolucio "preguicosa"deste problema consiste em afirmar que nio
ha férmions mais massivos que o top quark que se acoplem ao Higgs. Todavia, tal tipo de
pensamento € cientificamente infrutifero por basear-se numa conveniéncia do acaso resultante de
uma teoria que sabemos ndo ser completa, visto que ndo é capaz de descrever fendmenos fisicos,

em especial de natureza gravitacional, na escala de Planck.

A grande diferenca entre a escala de Planck (ou outra escala de energia maior) e a massa
do Higgs € o chamado Problema da Hierarquia, que consiste na violacdo do conceito de
naturalidade (em ingl€s, "naturalness"). A naturalidade (hoje em dia, dita naturalidade absoluta)

¢ uma ideia originada por Dirac, que consiste na suposicao de que os parametros adimensionais



de uma teoria sdo da ordem de 1. Numa teoria de Campos Efetiva com cutoff ; € um operador O
de dimensao de massa A, com coeficiente de acoplamento adimensional ¢y na Lagrangiana, a

adimensionalidade candnica de massa da a¢do da teoria demanda que

M° = /dd:vﬁ = /ddas [00]@
= [co] = O(1)M=2 ~ O(1)pd=2

(1.2.25)

Onde ~ simboliza que x tenha a dimensdo de massa e que num contexto puramente de analise

dimensional, podemos trocar M por .

O conceito de naturalness é compativel por exemplo, com a renormalizacdo de massa dos
férmions, que é proporcional a suas respectivas massas, como no caso do eletron. O motivo disso
€ que a massa dessas particulas € protegida por uma simetria custodial. A simetria custodial
consiste numa simetria residual apds uma quebra espontinea de uma simetria mais abrangente.
No caso dos férmions, a massa quebra a simetria quiral na lagrangiana. A simetria quiral ocorre
em teorias que nao misturam diferentes quiralidades, a quiralidade, por sua vez, é o equivalente
de helicidade para particulas sem massa, entretanto a quiralidade € invariante sob mudanca de
referencial. Os projetores Pr e P, projetam uma representacdo de Lorentz, respectivamente, nas

quiralidades dextrégira e levogira e sao definidos por:

1 1—
Pp=—8 p =20 (1.2.26)
2 2
Na Representacdo de Weyl, a aplicacdo destes projetores € dada por:
0 0 0
Ppib = L) _ (1.2.27)
0 [2><2 ¢R wR
I 0
PLw _ 2x2 wL _ I/JL (1.2.28)
0 0/ \¥r 0

Onde I,y € a matriz identidade em duas dimensdes. Uma transformacao quiral € a transformacgao
cujo gerador é v° e que portanto distingue diferentes quiralidades, aplicando uma transformaco
quiral global sobre os férmions direito ¢z e esquerdo 1, definida por:
Y €9 = ahp = e—ian)r, YR eiap
VP = e—iandylyo ey = DIy (1.2.29)
Mt = mape* e # map

O termo cinético de calibre € mantido invariante sob a transformacao quiral, diferentemente do

termo de massa.

H4 duas maneiras de recuperar-se a simetria quiral quebrada pela massa ndo-nula na

Lagrangiana: ou fazemos o bilinear fermionico ser nulo, 11) — 0 (o que trivializaria a teoria),



ou fazemos a massa bare ir a zero, m — 0. A correcdo radiativa de massa portanto deve ser tal

que, em qualquer escala de energia:

m — 0= 0,, - 0 (Em todas as ordens de perturbacdo) (1.2.30)

O conceito de Simetria Custodial esta relacionado ao conceito de Naturalidade Técnica.

Por definicdao, um parametro satisfaz Naturalidade Técnica se, em alguma escala de
energia, este parametro seja muito menor que 1, este termo foi cunhado por t’Hooft [Hooft
1980] e é uma no¢do mais abrangente do que a naturalidade absoluta de Dirac. Baixos valores
para o parametro em questao sao possiveis indicios de uma "quase simetria"que se torna exata
quando o valor do parametro € anulado. Se este parametro for a massa, isso significa que entre
os contratermos divergentes possiveis em 0,,, 0 Unico tipo que satisfaz esse critério sdo os que
apresentam divergéncias logaritmicas. Logo, um Modelo Padrdo cujas Unicas divergéncias sao

logaritmicas possui massas renormalizadas tecnicamente naturais.

E intuitivo que as correcdes radiativas no limite m — 0 ndo irdo gerar nenhuma corre¢io
0., devido a simetria exata recuperada na Lagrangiana, visto que qualquer gera¢do de massa
quebraria tal simetria. Se o parametro protegido por simetria custodial satisfazer co << 1 no
cutoff y, este acoplamento se mantém pequeno em todas as escalas de menor energia, assim o

parametro pode ser tratado como uma perturbacdo em todas as escalas de interesse.

Se o parametro co ndo satisfaz Naturalidade Técnica, seu valor em alguma escala de
energia mais alta sob o grupo de Renormaliza¢do pode aumentar o seu valor até ser de ordem
igual ou maior que 1, neste caso a interac@o presente na Lagrangiana de coeficiente co ndo pode
ser tratada como perturbagdo nas escalas de energia até o cutoff y e isso pode ser indicativo de
nova fisica a partir dessa escala de energia. E dessa maneira que o fine-tuning de uma teoria
sugere nova fisica (UV-completion) do Modelo Padrao, sendo o dltimo portanto, uma teoria
efetiva de baixas energias.

Alguns exemplos de Naturalidade Técnica incluem as correcdes de massa do elétron e
dos bdésons Z e W no Modelo Padrdao. No caso dos bosons Z e W, a simetria quebrada € a quebra
da invariancia de gauge da lagrangiana sob a simetria SU(2) x Uy (1). Em todos esses casos a
simetria € recuperada na anulagdo dessas massas. No capitulo 2 € elucidado que os bésons de

gauge sdo invariantes de gauge enquanto forem nao-massivos.

Nota-se que a quebra de Simetria Custodial altera o nimero de graus de liberdade dos
campos envolvidos. A presenca de massa torna férmions quirais, com 2 graus de liberdade,
em férmions de Dirac, com 4 graus de liberdade, enquanto também torna bsons vetoriais ndao
massivos, de apenas 2 graus de liberdade (transversos), em bdsons vetoriais massivos, com 3
graus de liberdade (a massa gera um grau de liberdade de polarizacdo longitudinal). Assim a
simetria Custodial associada a massa estd relacionada a representagdo do Campo no Grupo de

Lorentz.



Em oposi¢do, a massa de um campo escalar neutro como o valor esperado de vacuo do
Higgs ndo possui Simetria Custodial associada visto que o Campo Escalar € invariante de Lorentz,
sendo portanto uma representacdo trivial do Grupo de Lorentz: um campo escalar massivo € um
ndo massivo possuem o mesmo nimero de graus de liberdade. Dessa maneira, o Higgs admite
sensibilidade ultravioleta as suas correcdes de massa inclusive através de parametros de outros
campos, como a massa dos férmions envolvidos na interacdo de Yukawa. Conforme visto, o
Problema da Hierarquia torna-se entdo um indicativo de nova fisica pelo menos na escala de
energia da massa de Planck. No Capitulo 3, veremos que o Modelo Padrao de Lee-Wick é capaz
de corrigir o Problema da Hierarquia, sendo portanto uma possivel "UV-completion"(uma teoria

completa no ultravioleta) do Modelo Padrio.

No Modelo Padrdao também existem outros Problemas de Hierarquia: um deles € a
hierarquia de massa resultante do acoplamento de Yukawa do Higgs com os férmions, dado que
o elétron possui em torno de 10~ vezes a massa do quark top, outro é a hierarquia de escala de

energia entre a interacdo fraca e a interacao gravitacional [Burdman 2007].

1.3 Solugbes Alternativas para o Problema da Hierarquia

O Modelo Padrao de Lee-Wick ndo € a inica solugdo possivel ao Problema da Hierarquia,
outras propostas concentram-se em geracdo de massa através de quebra de simetria ou através da
introducdo de dimensdes microscépicas adicionais e sdo mencionadas em [Dine 2015] e [Koren

2020], algumas delas sdo:

1.3.1 Supersimetria

A introdu¢@o de uma nova simetria quebrada pela massa do Higgs corresponderia numa
Simetria Custodial que a protegeria de corre¢des grandes no ultravioleta. A Supersimetria é
um candidato de resolugdo para isso. Como a massa do Higgs naturalmente gera uma quebra
espontianea de simetria em seu potencial de auto-interacao, neste caso a Supersimetria deve
ser espontaneamente quebrada pela massa do Higgs. A Supersimetria prevé a existéncia de
parceiros supersimétricos massivos aos campos ja presentes no Modelo Padrdao. Baseado nos
dados experimentais atuais (até 2024), nenhum parceiro supersimétrico foi descoberto. Dentro
deste cendrio, a diferenca de massa entre o Higgs e o Higgsino (seu parceiro supersimétrico)

pela quebra da supersimetria poderia tornar a massa do Higgs tecnicamente natural.

1.3.2 Dimensodes Extras

Um outro mecanismo de gera¢do de massa € a introduc@o de Dimensdes Extras micros-
copicas compactas. Um exemplo classico € a Teoria de Kaluza-Klein, inicialmente concebida

como uma tentativa de unificacdo do Eletromagnetismo com a Gravitacdo. A introdugdo de



dimensdes extras necessariamente vai alterar a quantizacao dos campos. Se o espaco total for
um produto cartesiano do espaco-tempo com dimensdes extras compactas, a periodicidade delas
resultard numa quantiza¢do de momenta multiplo de um valor dependente do comprimento de
cada dimensao extra. O modo-zero (fundamental) de uma dimensao extra ird corresponder a uma

massa que serd maior quanto menor o raio da dimensao extra.

1.3.3 Higgs Composto - Goldstone Higgs

Uma outra alternativa consiste nos chamados "Little Higgs Models", em que o Higgs é
considerado um pseudo-bdson de Goldstone de uma interagdo mais fundamental que as interacdes
do Modelo Padrao. Neste caso, ocorreria uma quebra espontanea de simetria em escalas de
energia acima do Modelo Padrio e que, dentre os bésons de Goldstone gerados, um deles seria o
Higgs. A natureza do Higgs como pseudo-béson de Goldstone explicaria o porque de sua massa
ser pequena quando comparada a escalas de energia de teorias mais fundamentais que o Modelo

Padrao.



2 Capitulo 2 - O Modelo Padrao

O Modelo Padrdo da Fisica de Particulas € a melhor teoria que temos atualmente para
descrever e prever resultados experimentais feitos em aceleradores de particulas. Ele busca
descrever a fisica em sua forma mais fundamental, onde todas as entidades fisicas presentes
sd30 0s campos quanticos e o espaco-tempo. Neste modelo, todas as interagdes conhecidas da
fisica, exceto a interacdo gravitacional sdo mediadas por campos quanticos de natureza bosOnica,
como os fétons, glions e bésons W+ e Z. A quantizacdo dos campos originam correcdes
radiativas, que sdo responsdveis por novos fendmenos como polarizacao do vicuo, momento
magnético andmalo de particulas, correcdes de massa conforme a escala de energia, largura de
decaimento das particulas dentre outras correcdes. Ainda existem muitos problemas em aberto
no Modelo Padrdo, como os ja mencionados problemas de Hierarquia, a natureza dos neutrinos e
a origem de suas massas, a quantiza¢ao do campo gravitacional em si (denominada gravitacdo
quantica), a natureza da matéria e energia escuras, dentre outros. Neste capitulo iremos estudar
os principios basicos estabelecidos no Modelo Padrao. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014] e em [Schwartz 2013].

2.1 Eletrodinamica
Esta se¢do baseia-se em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014]. Vamos comecar pela

Lagrangiana Eletromagnética livre:

1
»Ce.m. free — _*-F;WF“V =
4 (2.1.1)

F,=0,A,-0A,

A lagrangiana pode ser integrada por partes de forma que

1
Ee.m. free — _Z(_AVDAV + Al,(?#a”A“ + A“d,a“A"
—A,0A" + deriv. totais) = (2.1.2)

1
= S A0 — 90",

Onde "deriv. totais"refere-se a termos de superficie e que portanto ndo irdo influenciar na variagao

da acdo. Nessa nova forma, obtemos a equacdo de campo diretamente da lagrangiana como

(@™ — 9*9")A, = O" A, =0 (2.1.3)



Entretanto, o operador O* nao possui inversa definida por ter autovalor nulo (é um

projetor), com efeito, se o aplicarmos a um vetor arbitrario 0,&:
Oo*o,¢ = (Ot — 010")0,& = (Oo* — '), =0 (2.1.4)

Isto significa que ndo ha funcdo de Green bem definida para as equagdes de campo livre. Esse
problema é resolvido pela introdu¢@o de um termo a lagrangiana chamado "gauge-fixing"(fixa¢ao
de calibre). No calibre de Lorentz, temos 0, A* = 0, portanto um termo invariante de Lorentz

dependente desta condi¢@o pode ser adicionado a Lagrangiana, obtendo entio

Oy — (1 - 1) o1
o

Dessa forma, o operador O’"*" modificado pela fixa¢do de calibre possui inversa definida

1 1
Ee.m. free — _7F,u,uFlw - T&

1 A, (2.1.5)

1
(0, 4" = - A,

pela fun¢do de Green G, (= — y), satisfazendo

6/‘]}5(‘9 (1} — y) = OIMV(GF)OW(:B - y)

) 3 2.1.6
= / (;Zﬂ-]{)ll ( B kQT]/‘O‘ + (1 - 1) k’u,ka) eik'("ﬂ*y)GaU(k) ( )

&o
4
5w@”*”:/kiiw%%mWﬁ) (2.1.7)

(—me+(1—;J>éwug:55 (2.1.8)

Como 7, = 1" e (k*k”)~! o kok,, usamos o Ansatz:

Mas

Logo

Geow(k) = Ang, + Bkok, (2.1.9)
Substituindo na equagdo anterior, encontramos a Func¢do de Green no espaco de momenta como:

~ 1 kok,
Gau(k> - _p (now - (]- - 50) L2 ) (2110)

Na definicao do Propagador de Feynman, o contorno de integracdo para a funcido de
Green equivale a somar um shift infinitesimal imagindrio i€ aos pdlos. Assim o propagador de

Feynman pode ser obtido como

- 1 Kok,
(Gﬂw@ﬁ:—HLFkaﬁﬂl—&hﬁ+k) (2.1.11)

Para haver interacdo, o campo eletromagnético deve-se acoplar a alguma corrente j*

de forma a gerar um termo a mais na Lagrangiana L;,; = —ej*A,, de forma a reproduzir as



equacgoes de Maxwell na presenca de fontes/cargas. No caso da corrente ser gerada por campos

de Dirac, temos:

j* = eyth = 0, F"" = j*(eq. de mov. de A,,) (2.1.12)

Assim, a lagrangiana da Eletrodindmica quéntica € obtida como

EQED = ‘Ce.m. free 1 £Dirac + Eint =

1 1 _ .

= = PP = 7&](0uA“)2 + Y(i7"0, — m)Y — ey YA, = (2.1.13)
_ 1 v 1 2 DT —

- 4 ;,LI/FM 250 (auAu) + ¢(Z¢ mO),lvD

Onde definimos D,, = 0,, + ieA,, como a derivada covariante de calibre.

A derivada covariante de calibre D, = 0, + ieA,, pode ser definida dessa forma pelo
fato do campo eletromagnético comutar com os férmions, neste caso, nota-se que o campo
eletromagnético desempenha o papel de uma conexdo no espaco interno dos férmions. Nota-se

que a Lagrangiana quantica da eletrodinamica

iFWFW - i(aMAM)Q + (i) — mo)tp (2.1.14)

£qep = - 26

E invariante sob a transformacio de calibre (local) de simetria U(1) definida como

Y(x) = e y(x)

(2.1.15)
Au(x) = Au(z) + e '0,a(x)

Esta mesma simetria € valida para quaisquer valores de carga e dos férmions. Férmions com

esta carga irdo transformar-se como ¢’ () — e~ 2@y’ ()

As regras de Feynman da QED sdo obtidas pela metodologia presente no Apéndice A:

1
= —ieo(Vu)as (2.1.16)
6 (0%
p .
B o = —Z(p“';())aﬁ 2.1.17)

p? —mg +ie

3 o =L (—g“”+(1—£o) " ) (2.1.18)



2.1.1 Polarizag&o do vacuo e Funcgao Beta

Podemos aplicar todo o raciocinio de corre¢des radiativas desenvolvido na Introdugdo
para a interacao de Yukawa na interacdo da QED. A QED possui apenas um tnico vértice € a

correcdo radiativa para o propagador do f6ton é denominada polarizagdo do vacuo I1#¥(q):

k+q
q q q LSRN

VO = 1 V“”QW# + .. =" (q) (2.1.19)

"

k
Cuja corregado a 1 loop é:
k+q
9, 2 N4
v e =

‘\k/ (2.1.20)

dk 1 7
N 2 € o “w v
( leO)M/(Zﬂ')dTr[’y%—m+i€7k+g—m+i€

Dado que os tnicos tensores envolvidos na matriz S correspondente sejam n*” e p*, o tensor de
polariza¢do de vdcuo possui uma estrutura tensorial da forma 115" (¢) = (¢*n" — ¢"¢")1L(q¢?).

Da série geométrica do propagador vestido resultante, temos:

v p =D, =iD,, +iD,,(il5")iDg, + ... =

. . a q9“q 2 2 4772/ ,,2 _
= 1D, + 1D, (5 v ) (—eplla(q”) + oIz (") +...) = (2.1.21)

1 Qulv Qulv
- v — +
1+ ella(g) (m ¢’ ) “p

O fator 1+e+ﬂ(q) vai introduzir uma corregdo radiativa efetiva na carga elétrica. Essa mudanca
0

consiste na polarizacdo do vacuo: a produgdo de elétrons virtuais fornece uma blindagem

—1

_q2

dependente da energia de interag@o entre os campos. Assim a carga elétrica efetiva e? 7 f(q2) é

definida como: )
€0

1+ e3M(q?)

Onde ~ indica a expansdo em Série de Taylor truncada em primeira ordem para II,(¢%) << 1,

e2s(q%) ~ eg(1 — egll(g?)) (2.1.22)

isto €, enquanto o regime perturbativo permanecer valido. Podemos primeiramente inverter a

relacdo entre a carga efetiva e a carga nua perturbativa e iterativamente:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
€y = Copp +Ceppeolle = epp +ecpplecsy + ecppeplla)lly

o : (2.1.23)
= oy + €epflla + Olecsy)



Conforme visto na introdugo, a diferenga I1(¢*) — I1(¢2) possui significado fisico por ndo conter
divergéncias. Assim vamos definir a polarizacio relativa I1(¢2) = I1(¢?) — II(m?2). Podemos

substituir ej em termos de eZ;;(m?) em €2 ,(q*) = ef(1 + efllx(¢*)) para obter:
cerp(@®) = € — eglla(¢?) = €2y (m?) — egpp(m?)(I2(g%) — Ma(m?)) + ... (2.1.24)

Vamos calcular o escalar de polarizagio de vacuo I1,(¢?) a partir da metodologia usada
no capitulo 1 para a interacdo de Yukawa e das identidades das matrizes gammaemd =4 — ¢

dimensdes, mostrada no apéndice B. Assim obtemos:

I(¢%) 1{1 _ Ty ln(\/ﬂ) — 3/01 dxz(l —x)In <m2 — q%g(l — x)) + O(g)}

T 6m2)le 2 U

(2.1.25)

Logo, no limite de altas energias (¢*> >> m?), a carga elétrica efetiva torna-se (para % =

e2;p(m?):

2 2 2 6?2 —q¢°
~ 1 In{ — 2.1.26
e€ff(q ) ep|l+ 1272 Il< m?2 ) + ( )
Neste caso, a carga elétrica efetiva assume a forma:
2 2 6%2
eerr(a) = PRNINE (2.1.27)
1 - 12§2 ln(%)

Isto €, ao tomarmos um ponto de subtragcdo, a carga nua pode ser substituida por uma carga

renormalizada no ponto e a polarizagado 11 pode ser substituida por I1. Observa-se que a carga

elétrica efetiva aumenta a curtas distancias até divergir para 1;%2 ln(fl—f) = 1. A partir desta
escala de energia, as correcdes radiativas dominam sobre a dinamica a tree-level e a teoria de
perturbacdo deixa de ser valida. A energia para o qual isso ocorre € denominada pdlo de Landau
e no caso da QED, ocorre para ¢ ~ 10?%6eV/. O comportamento da eletrodinimica quantica em
escalas de energia acima disso é um mistério. A dependéncia da carga elétrica efetiva com a
escala de energia € denominada um "running coupling"(corrida de acoplamento). Podemos obté-
la ap6s algumas manipulacdes algébricas sobre a equagdo anterior considerando que ndo existe

ponto de subtragido privilegiado da renormalizagdo, assim fazendo m +— jig, e — ecrr(iR):

1 1 lq|? 1 . d <
5 — 5 In| = | = 35—, | aplicando —— na equag@o (2.1.28)
eopp(pr) 12w Hr eerr(@?) dpr
_ — =0= = = 2.1.29
elpr(piy) dur 1272 g Parp(e) = pr dpup 127 ( )

Onde Borp(e) é a fungdo beta a 1 loop da QED dado que consideramos apenas as corre¢des de
1 loop na série geométrica. Ela codifica a variacdo da constante de acoplamento efetiva com a

escala de energia.



2.2 Cromodindmica

Inspirados na Relatividade Geral, Yang e Mills propuseram uma Lagrangiana com
simetria local, posteriormente conhecida como "Gauge Symmetry"(port.: simetria de calibre).
Teorias de Yang-Mills sdo as teorias resultantes de simetrias de calibre ndo-abelianas (ex.: SU(2)
e SU(3)). A flexibilizacao das simetrias de uma lagrangiana de globais para locais permite a
manutencdo da simetria de Lorentz sob transformacdes de calibre ndo-abelianas. Os graus de
liberdade locais/internos estdo associados a espagos matematicos ortogonais ao espaco-tempo e

sdo formalizados por objetos mateméticos conhecidos como fibrados.

Como o quark e antiquark s3o representacdes fundamentais de SU(3) (Vide Apéndice D),

vamos primeiramente considerar uma acao global do grupo sobre eles [Pascual e Tarrach 1984]

W YT (R=3,j=1,2,3)

B e (2.2.1)
Pl — e YN (R=3%j=1,2,3)

Onde A—Qa sdo as matrizes de Gell-Mann. Os indices j indexam estado de cor, os indices n =
1,2, ..., Ny indexam estado de sabor. O quark livre, enquanto férmion massivo, naturalmente

satisfaz a equagdo de Dirac

W (i — m"l =0 (2.2.2)

Por simplicidade, vamos omitir o indice de sabor uma vez que estados de diferentes sabores

sentem igualmente a interacao forte.

Entretanto, nota-se que essa lagrangiana ndo possui simetria de calibre SU(3), pois sob

transformacao temos:

(e g0 — m) (e o)

= ¢;(if — m) (e_waéewa ) 1by # 1 (i) — m)y,
—_—

#1 (em geral)

(2.2.3)

Onde o produto destacado do grupo sé é igual a 1 se \} = A,.

Podemos remediar o problema introduzindo um campo vetorial auxiliar A, acoplado aos

quarks analogamente ao caso eletromagnético. Definindo portanto uma derivada modificada:

Ou = Dy =0y +igA, (9 €R)

B B 2.2.4)
Ui (i@ — m); = (i) — m)ip

De tal forma que a derivada modificada, denominada derivada covariante de calibre, mantenha



a covariancia dos quarks sob transformagio de calibre, isto é: ¢’ AT( D) = D (1) :
Di = 00 +ig Ay = 0,(e" 5 ) + ig AL (@ F ) =
. a)\a 1/ a a 4 Aa i a a
= (0,0 ?) TEY e 2( Outy) +ig A, (e )

——
£0&00=00 ()

Z““<ww=1““mwn+wA<W“¢>
(1) = ig (e ) + (10,600 s, = ig Ay (e

(2.2.5)
0922

2 4;)
= A, (x) =A,(x) + g((‘?ﬁ“(x))é“ (caso infinitesimal)

= A, () = 9@ (A, (z) + 1(‘BM) ~99(®) " (caso finito)
g

Dessa forma, se quisermos manter a covariincia de A,, temos que A, é uma repre-
sentagdo de su(3) do mesmo tipo que o termo - (8 0°(x))%e. Assim identificamos, no caso de
transformacoes infinitesimais (com indice livre a).

L0 (0) = i d)ualB) S Hd)ualB) = (0o 226)
Isto €, no caso geral (transformacdes locais) A, é um elemento da representacdo adjunta de
su(3) (vide Apéndice D) para que a derivada seja covariante sob SU(3). Analogamente, para o

antiquark, a covariancia de calibre exige que:

D ; ! 7 (Lﬁ . a a
D;Ld}; (D) W) = ;ﬂpy ZQAL/%' =0y(e 63 ;) — ngL’( i 21))) (2.2.7)
Agora seja a transformagao infinitesimal para um béson de calibre massivo:

m?A,(x) A" (z) = m? Al () A% (z) =

9 1 a )\a n Qb )\b =
—m (AM(ng(aﬂe (@)2) (A () + (a 0" (2)) 2) _

2.2.8
DA (@) + Aufa) (000 N HCAE DA (@) 2+ (2.28)

:m2

1

a m )\a )\b
fwe<»w¢@»22]

ga,9b=0

Temos entdo que a massa do bdson de calibre € invariante sob transformacdes de Lorentz

e sob transformacdes de calibre se

A1 Ao
2

A2 (00(2)) 5 + £ (0,6 (@) A"(x)

2 Ak () (0° () 2 (2.2.9)

<@mwmwm@»§§]

1
s

ga,0b=0



O que em geral nao é verdade. Logo exigimos que a massa do béson de calibre seja nula para

manter sua covariancia de calibre.
No caso do eletromagnetismo, o tensor de for¢as de campo pode ser escrito como
Fr=0rAY — 0" A* = [DH, D¥];
Dt = 9t — e A*

(2.2.10)

Isto €, o tensor de for¢as pode ser pensado como uma curvatura num espago interno cuja conexao
€ o préprio campo A*. Podemos generalizar isso para um campo de calibre qualquer, inclusive o
campo de gluons A# = A“%a. Neste caso, o subindice a refere-se ao grau de liberdade interno

do campo, no caso de simetria SU(3), corresponde a sua cor.

Assim construimos o Tensor de For¢ca de Gluons como:

. e
D, =0,— ngM?

Y N
[D,,D,] = (8u — ZgA“Z) (GV — ngI;2> _

A Aa
(a,—mAgg)(@,—mAZQ)::a%a_-@ag+
0 (2.2.11)

. )\b a /\a a )\a /\b
_ﬂ%<@£2—@4%>+6%2@—£2@)+

OuAv—0v Ay termo de superficie (=0)

—m{@AA}Eqm@jamzmm—@%+mmﬁa
——

ifabe AGAL 2

Finalmente construimos a Lagrangiana da Cromodinamica "classica".

1 Neo_
Lep = —EGZ,,GZ”' + > V(D — m") 0l =
n=1
1
= | (@A — 0,45) (07 — 0 AL) —g e AL AL (" AL — 7 AL)
cinético (22 1 2)
— (0, AL = 0, AL) g [ AL AL + g fane f*7 AL A AL AY | +
o (s n mpa (Aa)j’f n
Z @Dj (W“au —m" )0y — 9%’ AMT@%
n=1

Onde j e k indexam estados de cor dos quarks e 7 e a indexam, respectivamente, estados de

sabor dos quarks e cor dos glions. O nimero Ny € a quantidade de sabores existentes.

Dessa forma, a Lagrangiana Cromodinamica, pela sua natureza ndo abeliana, apresenta

termos a mais das seguintes formas quando comparada com teorias abelianas (a0 deixarmos os



tensores envolvidos em forma explicita). Os termos de interacdo envolvidos sdo:

(1) gfare AL AL AL,

(2) g fape S % AL AG AL AY (2.2.13)
(Aa)jk

(3) gy Ay ==

Os 2 primeiros termos respectivamente irdo gerar vértices a tree-level de 3 glions e 4 glions no
regime perturbativo quantico. Nota-se que o operador AZ% nao pode ser fatorado pra fora

dos quarks por conectar seus estados de cor.

A lagrangiana da Cromodinamica Quantica é:
Locp = Lep + Lar + Lghost =

1 Ny . 1 a
— GGG+ Do iy =m0 — 5 (0" A7)’ (2.2.14)
n=1

4K

j2

o l(éaljca o gfabcEaAc (a,ucb))
g

Onde « € o pardmetro de calibre. Os campos c e ¢ sdo fantasmas de Fadeev-Popov que originam-
se da integracdo de caminho presente no Funcional de véacuo sobre o campo A,. Eles estdo
associados ao Jacobiano da integral de caminho sobre o grupo apds fatorarmos a integracao sobre
A, em uma integrag¢do sobre o grupo vezes uma integracdo sobre um representante de Orbita.
Nota-se que a Lagrangiana da QCD ¢é sempre efetiva pela necessidade de fixacdo de calibre.
Escolhemos o calibre de Lorentz para manter a invariancia de Lorentz da teoria. O calibre de
Feynman € obtido para o = 1, a partir de diante trabalharemos com ele. No caso da Lagrangiana

da QCD h4 3 propagadores livres

1
gluons: — 1(—AZI:IAZ + A}0,0" Al + A7.0,0" A,
—ALOAL + deriv. totais) = (2.2.15)
1 14 a
= iAZcSab(Dn“” — O"o") AL
Assim para os glions, a equagdo de campo livre € idéntica a do féton a menos da delta de cor

dap (Ot — 019" ) A% = 0. Incluindo o termo de calibre fixing e a prescri¢éo do propagador de

Feynman do shift de massa —i¢, temos o propagador do glion no espaco de momenta, onde

Oy — —iky:
. ab _ 10ap kK, B
ZDW(IC) = —71{:2 e (UW - (1 — a) k:2#—|— z'e) = b \mf\%z, W, @ (2.2.16)

O propagador do quark vem do termo &?(zﬁj r — m7;1,)1). Por simplicidade, faremos

para um tnico sabor livre: 1;(i@ — m)d;x1x. Sejam « e 3 indices spinoriais do operador



(i@ — m) jx, o propagador livre resultante sera:

5+ )
quarks: zS]O‘,f(p) - 5MM

= k——a,j
2 omtie - DR T (2.2.17)

p

O propagador livre do fantasma vem direto de invertermos o d’ Alembertiano, que é o tnico

operador bilinear livre atuando sobre ele, assim temos, com a prescricao de Feynman:

iAab( )_ 00 = b a
p T Rtie > (2.2.18)

As deltas de cor que aparecem em todos os propagadores livres podem ser interpretadas como a

conservagao de carga das correntes.

2.2.1 Regras de Feynman da QCD

O vértice triplo de glions € dado por [Pascual e Tarrach 1984]

T/ = —gfael™(r = p) + 0" (p — )+ 1" Ng — 1) (2.2.19)

O vértice de 4 glions é:

p,d
b v,c = g fopeSaaem*n — g™ )+
(2.2.20)
X, €
ngqBqudb(nxuan — n*n)
- 92fqbchde (77XV77W - UX#UPV)
O vértice de quark glion é dado por:
s a
Aa)j
= —ig(v")n 2)9’“ (2.2.21)

Ak P, J



O vértice glion-fantasma € dado por:

> E = gfer, (2.2.22)

2.2.2 Liberdade Assintotica

Nesta secdo, vamos mostrar que o acoplamento efetivo da QCD em leading order diminui
conforme a escala de energia aumenta. Neste caso, em altas energias, os quarks deixam de
exibir confinamento, este fendmeno é conhecido como Liberdade Assintética. a constante de
acoplamento renormalizada gz como o acoplamento efetivo em um diagrama de n-pontos

corrigido pela renormaliza¢do dos campos e vértices:

(2.2.23)

Isto €, absorvemos as constantes de renormalizagdo dos campos e vértice na constante de

acoplamento renormalizada:

gr = Zi = gZ 2 7,237 (2.2.24)

Q

Vamos comecar obtendo Z3. A polarizacdao do viacuo da QCD ¢ qualitativamente diferente do
caso da QED. Podemos aplicar o mesmo raciocinio feito na se¢do anterior as corregdes radiativas

do glion a 1 loop. Entretanto haverdo mais diagramas contribuindo, dado que a cromodindmica



quantica apresenta mais interagdes. Os diagramas sao:
p
LSRN
B,b m@i&m a,a = il (q)|quan (2.2.25)
N
B,b a,a = id185() gtuon (2.2.26)

(R

—

B,b\mf::‘ \m?g, a,a = il1%(q)| ghost (2.2.27)

k—q

Além disso, a QCD ¢ invariante por sabor de quarks, logo o primeiro diagrama deve ser multi-
plicado por Ny, que € o numero de sabores de quarks presentes no universo. O resultado para
cada um desses diagramas pode ser encontrado em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014].
Existe ainda um quarto diagrama de correcdo a 1 loop do glion, mas este resulta numa integral
"scaleless"(sem escala). Essas integrais sdo da ordem de [ % = (O parad = 4 — . A polarizacio

do véacuo resultante, em leading order é:

iN85(0) = 250 lguars + 155(0) |gtuon + T155(0) [ ghost =
= 0% (gaqs — esd®) - | L | | 2L 0o (1,0) — 205(1,1)| = + ...
? (q q/B 77 ,Bq >87T2 _q2 2 2( ? ) 3 2( Y ) € +

Nota-se que o sinal da polarizacdo do vacuo em leading order depende explicitamente da
quantidade de sabores de quarks no universo. Assim como no caso eletrodinamico, identificamos
o projetor 0°°(q.qs — 1a3q>) como o projetor sobre estados de massa nula, assim consideramos

o escalar de polarizagdo do vacuo I1(q):

1125 (q) = 6°°(gags — Napq®)1(q)

2 [ 2\ (2.2.29)
g I Ny ) 1
= Il(qg) = — | — —C%(1,0) — =Co(1,1) | — + ...
(q) 32 (—q2) 5 >(1,0) 3 5(1,1) €+
Com o coeficiente do pélo em ¢ identificado, podemos renormalizar em ¢*> = —p% pelo Minimal

Subtraction Scheme (estamos subtraindo apenas termos dependentes de ¢):

2 £
Zi—1_ 9~
872 \ g

Onde O(g?) sdo as corregdes de loops em ordens superiores.

5

N 1
7f02(1, 0) = 3Ca(L )| < + O(g") (2.2.30)




Para a correcdo do vértice quark-glion, existem dois diagramas que contribuem a 1 loop:

§ P E
k] (2.231)
"

A soma desses dois diagramas em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014] é:

(T (o1, p2) lvotar = {(Fg’(l))ij (p1, P2)|gtuon + (Fg’(l))ij<plap2)|quark} =
2 2

_ ()\;)ﬂfy,,[Cg(l 0) + Co(1,1)] 89 . (“)i +

(2.2.32)

Dessa forma, a Minimal Subtraction Scheme Renormalization de vértice de quark-glion para

p? = —p% alloop é:

Zip=1-— (FZ’(I))z‘j<p1,p2)|total -

X g (i1 -
)\a 92 i €]
—1- (2 . 1 1.1 -
(2>J2’7 [CQ( 0)+O2( )]8 2<MR) c +

Agora faremos a renormalizacdo do quark. A corre¢do de 1 loop correspondente vem do dia-

grama:
p—k
P D (2.2.34)
l, (6% n,w
—_—
k
Novamente, em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014], a renormalizacdo do quark Z5 no
esquema Minimal Subtraction para p* = —pu%:
2 £ 1
Zy =1 - Co(1,0)L < u ) Sy (2.2.35)
8m2\ur/ €

Agora podemos obter a constante de acoplamento renormalizada.
1/2
9r = 921 Z2Z3/ =

= (1 — [C5(1,0) + Cao(1, 1)]52(“)51 + ...>_1><

UR/ €
(1 Ca(1,0) 22 (Mﬁ;)i + )x (2.2.36)
<1 B []?02(1, 0) — 502(1, 1)] 5;(}2); N ”‘)1/29



Usando a expansdo de McLaurin, temos (1 — z)* ~ 1 — az. Vamos aplicar essa expansao
sobre as constantes de renormalizacdo no calculo da constante de acoplamento renormali-

zada/running gp.

gn =~ <1+[02(1 0) + Cy(1, 1)]89() L ..)x

(-cao (L)L)

(1 . ;[NfC’Q(l 0) — 702(1 1)}8 2(“)

:
g+{—02(1 0)"‘ C2<1 1) }871'2< >

Para dois loops, haverdo mais dois vértices, de forma que a contribuicdo da constante de

(2.2.37)

+...)g:

acoplamento bare torna-se da ordem O(g®).

A partir de gr, obtemos a fungdo beta da QCD, Socp definida por:

0 N 3
Bacn = g™ = —[5C(1,1) - ZL3(1,0)] 25 + 0(g") =
UR 3

1672

2Nf 93 5

— (1
( 3 )16 ; +0(9")

Onde estd implicito que tomamos o limite € — 0. Nota-se que para um universo com menos

(2.2.38)

de 17 sabores, a contribuicdo em leading order da funcio beta € negativa. Isso significa que
para baixas energias, a constante de acoplamento é maior. Dessa forma, contrariamente ao
caso eletromagnético, a blindagem resultante dos gldons virtuais € maior no infravermelho,
atualmente suspeita-se que isso relaciona-se com o confinamento. Da mesma forma, a altas

energias a Cromodinamica Quéntica exibe Liberdade Assintotica.

2.3 Interacao fraca

Esta se¢do baseia-se no curso disponibilzado na playlist [Helayél-Neto].

2.3.1 A Simetria SUL(Q) X Uy(l)

Vamos comegar pelo Setor de 1éptons {I~,1F, !, 7'}. Onde [ =, 1", 1!, 7' denotam, res-
pectivamente, um Iépton, seu antilépton, o neutrino e o antineutrino do 1épton. Os 1éptons [~ [

possuem, respectivamente, carga elétrica —e e +e, onde e € a carga fundamental. O dubleto de

(1)
L= 2.3.1)
l L

Onde o subindice L denota quiralidade levégira. A Lagrangiana dos campos de matéria leptonica
sob SUL(2) é

SUL(2) é portanto:

Loat. = Lin" D, L = Lin"9,L — g/imﬂBgaaL (2.3.2)



Onde o, sdo as matrizes de Pauli:

0 1 0 —i 1 0
o1 = (1 0) s O9 = (Z 0) s 03 = (0 _1) (233)

E o dubleto leptonico tranforma-se como representacdo fundamental:

= §,L; = (&MY, L

]

0o 0] . O (2.3.4)
[27 2] - 26abc?
O termo de interacgdo é:
- 3 1_ 2 l
;Zg@l [L),yu B, B, —iB\ (vL _
2 Vit B! +iB? —B3 It
(2.3.5)

- 2@9{ Pyt B3V + iyt (BL — iB2)ly + [y (B + i B2, — ZLwa;zL}

Como as correntes /5 y*1;, e I, y"1/} possuem, respectivamente, carga elétrica -1 e +1, a conserva-
cdo de carga nos vértices implica que os campos B}L — Z'Bi e B}L + iBi possuem, respectivamente,
carga +1 e -1 e que também sdo, respectivamente, os bosons le e W, . O campo Bz ¢ eletrica-
mente neutro. Dada a carga elétrica e o isospin fraco (o autovalor dos léptons pelo operador %})
de alguns dos bdsons e 1éptons envolvidos, torna-se necessdria a introdugio de uma simetria U(1)
na teoria, equivalente a simetria do eletromagnetismo. Existe uma relacdo entre esses autovalores

chamada relacdo de Gell-Mann-Nishijima:

Q=1+ }2/ (2.3.6)

Onde Y € a hipercarga fraca que atua como carga da simetria Uy (1). Entretanto agora os 1éptons

direitos participam dessa interacdo. A derivada covariante de calibre dos 1éptons envolvidos é:

L Uy (1) L = ei(y:—l)aL — e—iaL
_— ' ' 2.3.7)
lR Y—> l;% — ez(y:72)alR — 672zalR

Introduzindo a Lagrangiana dos Campos de calibre da maneira usual: através dos tensores de
forca de campo, dados pela curvatura da derivada covariante de calibre, a lagrangiana do setor

leptonico torna-se:

L= 'Cmat +‘CYM =
= 2@g {VL’y“BS’VL + ﬂlLfy“(B}L — Bl + l_L’y“(B}L + iBZ)I/lL — Z_L'y“Bf’LlL}
2.3.
+9—/z?l “Yl+g—li mY L 4 DAt o vk 4+ 1 O+ 239
9 LV vy B LY Ypulp T~V Ouly T 0L OptL

- - 1 1
+ lR"y’uaulR +g’lp;y“YulR EFSVFZW — EY LY



Com F),, e B, sendo, respectivamente, os campos de calibre da simetria SU,(2) e Uy (1), dados

por:

F,, =0,B, —0,B, +ig(B,, B,]
= F, =0,B% — 0,B} — g B’ B; (2.3.9)

72

Y, =0y, —-0Y,

Entretanto sabemos que os léptons em geral possuem massa, com uma possivel excecao de
um unico neutrino, dado que existe oscilagdo de neutrinos. A massa ndo estd presente nessa

Lagrangiana, a seguir veremos uma maneira de gerd-la dinamicamente.

2.4 Campo de Higgs

Sabemos que os elétrons sao campos de Dirac e que possuem massa de natureza escalar.
Podemos introduzir um campo escalar ® que realizard o seguinte acoplamento tipo Yukawa,

resultando numa massa m; ao 1épton [:
y® Lig = my(lplp + lrlL) (2.4.1)
~~
=my

O neutrino em L ndo € considerado visto que nunca se detectou neutrinos dextrogiros. Para que
este termo de interagdo (e portanto a lagrangiana correspondente) seja invariante sob SUp(2) x
Uy (1), o produto dos campos envolvidos terd que se comportar como singleto sob a a¢io da

simetria de calibre. Isso somente ¢ possivel se o Higgs for representacao fundamental de SU(2):

1
d = 2.4.2
) 242

Se observarmos a a carga eletromagnética () do termo de Yukawa:

_ B gb B _
EYukawa = ylLchD - ( i lL) lR ( ! =U VilR ¢1 + Ll lLlR ¢2 (243)
2 N——" S~~~
Q=-1 Q=0
Aplicando a conservagdo de carga aos vértices, temos Q(¢1) = +1 e Q(p2) = 0. Assim

renomeamos as componentes do campo de Higgs:
(+)
6 b — 6 [©
¢1_¢ 7¢2_¢ 7¢_(¢(0))
ylElR(I) = ylﬂilRQﬁ(Jr) + yll_LlR<b(O) +h.c. =
= i lrd ™ + plplrd® + ylrrvyd™* + ylgl e

(2.4.4)

Apenas o campo ¢(*) pode acoplar quiralidades opostas de cargas opostas, mas de mesma

magnitude, do 1épton [. Como sabemos que elétrons e pdsitrons possuem a mesma massa, porém



cargas opostas, apenas o campo ¢(*) ird contribuir na geragiio de massa aos 1éptons. Além disso,
a invariancia de Lorentz do Campo de Higgs enquanto campo escalar o permite admitir valor

esperado de vacuo ndo nulo. Com efeito:
(0|®(t, ©)|0) = (0]e*®(0,0)e"*|0) = (0|®(0,0)|0) = constante (2.4.5)

Onde impomos a condi¢do (0]|¢(*)|0) = 0 para que se satisfaca a conservagio de carga. O
valor esperado de vdcuo pode ser Introduzido através de um potencial de autointeragdo V' (®) na

Lagrangiana do Higgs, dada por:
Ly = (D,®) (D"®) — V() = (9,8)(9"D) + %(auqﬂ)aachﬁ

i—g,(a dHpy™ Y &t (0" D) B gjqﬂ dB B
9 m - 9 Ua( ) M+ A 040 M +

/ > ! /
Holo, 0By — Lol(0,0)y" + ZLalo, 0By "+

2 1 by
(gﬁjqﬂcbyuw —§M2<1>T<1> — Z(<1>*<1>)2

(2.4.6)

V()
Cuja derivada covariante de calibre € obtida a partir da representacdo do Higgs em cada simetria
envolvida.
. ao-a -/ y
D,®=0,0+igB,—®+igY, =P =
w2 2
o ig' (2.4.7)
#?Cb + 71@@
Na Lagrangiana do Higgs, nota-se termos bilineares nos campos de calibre que gerardo massa,

= 0,9 +1gB

inclusive um deles mistura os campos de calibre, resultando numa matriz de massa nao diagonal.

Estes termos sao:

g9’ 9> i1 g
L dlo,0,® B°B"* = &' _ {05, 0} PBB"’ = Z_ 0T BB
4 NI N 4 "

B BHe Oapl

"2 248
(g ) ‘(I)|2YHYM ( )
4

/
%CIDTJC@BZY“ (termo misto)

A estabilidade do valor esperado de vacuo do Higgs requer minimos globais no potencial

de autointeragfo, que € possivel para y?> < 0 e A > 0, resultando no grafico abaixo.

Apenas um dentre os infinitos minimos possiveis o valor esperado de vacuo pode ocupar,
resultando numa quebra espontanea de simetria. Da conservacio de carga, sabemos que, no
vacuo, o Higgs € eletricamente neutro. Além disso, nunca se detectou neutrinos dextrégiros, logo
ndo podemos atribuir no momento, uma massa resultante de uma interagdo tipo Yukawa para

eles, logo podemos escolher o estado do Higgs no vacuo sem perda de generalidade como:

Ol s — 0 1 ({0 \_1 (o 2.49)
e (b(o)‘vécuo N \/§ \/ 7TM2 N \/§ (Y o



Onde v = \/_T“Q € o valor de ® no minimo de potencial para ® € R. O fator de normalizacio
% foi aqui introduzido para reproduzir o fator usual % no termo cinético da Lagrangiana dum
campo escalar como o Higgs. da conservacao de carga elétrica, o Higgs sé pode misturar os

modos Bﬁ e Y}, dos campos de calibre, logo a massa dos modos neutros torna-se a matriz:

—gg'v? 4 (g'v)? (90)° s s
Y Y BB =

_Uz(Bg Y,) 9> —gd\ (B 2.4.10)
8 Vo W\ —gg (¢)*) \Y*

Podemos diagonalizé-la por uma rota¢do de SO(2) por um angulo fy para obter os autoestados

de massa e que portanto serdo os estados fisicos (observaveis) dos modos neutros.

cos By — sin Oy [T cosfy sinfy\ [g*+g” 0 2.4.11)
sinfy,  cos Oy —g9 (¢)?) \—sinfy cosby B 0 0 o
Os autoestados de massa (fisicos) resultantes sdo:

Z, = cos Oy B> — sin Oy Y,
8 W v (2.4.12)
A, =sin GWBi +cos Oy Y,
Onde a massa do campo Z, é M7 = %(92 + (¢')?), o campo A,, possui massa nula. Os quantas
dos dois campos sdo, respectivamente, o boson Z e o foton. Da diagonalizagdo das massas
obtemos o valor de fy,, também conhecido como weak angle ou angulo de Weinberg:

/

tan(fy) = - (2.4.13)
g
Experimentalmente, mede-se sin?(fy) ~ 0, 23. Da Lagrangiana do Higgs, também podemos

obter as massas dos bdsons eletricamente carregados:
1 4 _ x
ngi) — W(B/i == zBﬁ), ng )= (W) (2.4.14)

A massa M3, desses modos é dada por:

2 2 2
(g;}) (B;Bf + BZBg) — (gZ)WM(Jr)VVIE—) = MI%V _ (QZ) (2.4.15)
O angulo de Weinberg também pode entdo ser obtido pelas massas dos campos Z e W:
M,
W = cos (2.4.16)

My



Ao realizarmos a mudanga de base na Lagrangiana para os campos fisicos (autoestados de massa),

obtemos a Lagrangiana dos bésons Lyssens COMO

1 v(— v —
Lissons = —i(DMWV(” — DWW (D W) — D)) 4

1, 1 1 1
- WSWHE) L 272 L N2 gk ZF?
2 W R e 2.4.17)
— i(gsin Oy ) WHOWYOE,, —i(g cos b ) WHHW*H 7,

1 ey 1 e _
i §g2mw(+)mfl§+)mw( W) . GWHOW OO )

Onde Z,, = 0,2, — 0,2, ¢ F,,, = 0, A, — 0, A, isto &, o dltimo € o tensor de Faraday. Assim
identificamos a carga eletromagnética fundamental como e = gsin 0y, = ¢’ cos Oy a partir do
acoplamento entre os bésons W com o campo eletromagnético. Podemos também identificar um

acoplamento fraco gy = g cos Oy .

2.5 Quarks

Ha 3 familias de quarks, cada uma formando uma representacio da simetria Eletrofraca,

denotaremos os dubletos levégiros da seguinte forma:

() () () =) =

levégiros, dubletos de SU, (2)

Enquanto que denotaremos os singletos levogiros correspondentes como pg € ng. As letras wu,
¢, t, d, s e b referem-se, respectivamente, aos quarks up, charm, top, down, strange e bottom.
Sabe-se que a carga eletromagnética dos quarks p é Q(p) = 2/3, enquanto que Q(n) = —1/3.

Usando a féormula de Gell-Mann-Nishijima, obtemos entdo as hipercargas dos quarks como:
y(pr) = 4/3 (2.5.2)

Entretanto essa defini¢do dos quarks apresenta um problema na geragdo de suas massas
que ndo ocorria no caso dos Iéptons: a massa dos quarks de isospin fraco +1/2 torna-se nula ao

usarmos a configuracdo do Higgs no calibre unitdrio, com efeito:

1 0
q b= —(p; n =0 253
qLPR /2 (pL nL) (v N H) PR ( )

Entretanto sabemos que as massas dos quarks up, charm e top ndo sao nulas. No caso dos 1éptons,
a componente de isospin fraco +1/2 era o neutrino, cuja massa ndo é gerada pelo mecanismo de

Higgs, o que naquele caso evita esse problema.



A corregdo para a massa dos quarks de isospin +1/2 vem da representacdo complexo
conjugada do campo de Higgs no calibre unitario. Seja R uma representacdo que transforma-se
por geradores G:

P =G p PP R (2.5.4)
A transformacdo complexo conjugada R* € definida por:

P = e W P* P € R (2.5.5)

Dizemos que R é representagio unitdria se G = G, < G = (G,)T. A representagdo complexo
conjugada satisfaz a mesma dlgebra de Lie que a representacdo original. Além disso, existe a
possibilidade de uma representacdo ser auto-conjugada (também conhecida como representacao
real), onde R* = R (por exemplo, toda representacdo adjunta satisfaz esse caso), € inclusive
por isso que todas as componentes Af de um campo de calibre sdo nimeros reais. Mesmo que
os campos W e W~ sejam carregados, e portanto sdo campos complexos, eles sdo diferentes
componentes de um tnico gerador de simetria, e sdo as componentes do gerador que absorvem a

parte imagindria desses campos, de forma que a carga é codificada no gerador do grupo em si.
Na representagdo auto-conjugada, temos entio
R* = R = ¢ "% = ¢&"0a o _GTsatisfaz a mesma 4lgebra (2.5.6)

Como as matrizes de Pauli sdo hermitianas/autoadjuntas e sdo geradores das respresentagcdes
em questdo, entdo as dltimas sdo auto-adjuntas. Isso significa que ®* e ¢ sdo equivalentes
sob alguma transformacdo de calibre de SU(2). Precisamos descobrir qual transformacéo de

similaridade S mapeia os geradores da primeira na segunda, isto é:

359* ¢ R= S(—0)S ' =0, = Sol = —0,9
W S(=GIST gt — G (=Ga) §-1 9P — G (—Ga) P (2.5.7)
Como of = 0y e 02 = 03, S anticomuta com esses geradores. Em contrapartida S comuta com
09 = S x 03. Outra maneira de pensarmos isso vem do fato de oo = —02T , assim satisfazendo a

condi¢do de um gerador de uma 4lgebra auto-conjugada.

Para manter o vicuo de Higgs eletricamente neutro (para que se satisfaga conservacao de
cargas) em sua representacdo complexo-conjugada, S é uma matriz de entradas reais, além disso,
exigimos que S seja unitdria para preservar a norma dos campos, assim obtemos S = ioy = C

(operador de conjugacdo de carga) e portanto:

1 [v*
109D |yieno = —= €ER (2.5.8)
v2 1o
. . . 1 [vTF H
No calibre unitério, temos analogamente ®* = 7 0
Em geral, temos
(+) (0)* (0)*
o = ¢ = SP* = ¢ = ¢ NS (2.5.9)
¢(0) _¢(+)* _¢( )



Onde ¢ € o Higgs conjugado de carga.

Portanto no calibre unitario no vacuo, os quarks adquirem massa via o0 mecanismo de

Higgs da forma:

. 1 ijo—
(Yn)?qrPnp,; = ﬁ(:yn) Jonging;
- 1 - (2.5.10)
(Yp)” qr, Ppr; = ﬁ(yp)”UPL,sz,j

Onde 1,j=1,2,3 indexam as geragdes de quarks.

2.5.1 Matriz CKM e Violacédo de CP

As matrizes de acoplamento y,, e ¥, ndo sdo necessariamente diagonais. De fato, experi-
mentalmente constata-se a ndo conservagio de estranheza nas interagdes eletrofracas entre os
quarks de isospin fraco down. Para resolver isso, Cabibbo propds um mixing entre os quarks d e
s [Cabibbo 1963], de forma que os quarks fisicos, que por defini¢ao sdo autoestados de massa,
ndo sdo autoestados de calibre (como ocorre analogamente entre os campos be e Y, com os

campos Z, e A,).

Cabibbo introduziu uma rotag¢ao por um angulo 6., denominado angulo de Cabibbo, onde

u u U
—> =
(d) (d cosf. + ssin . (df)
Vs ¢ — (€ 2.5.11)
S scosf, — dsiné. 5f
dp\ [ cos 0. sinf, d
5f | —sin 0. cosé. S

Onde dy e sy sdo os quarks down e strange fisicos. Como o quark strange ¢ bem mais pesado que

o quark down, para que haja supressdo de estranheza, o angulo . € pequeno, experimentalmente

obtém-se 6, ~ 13, 02°. Os quarks fisicos diagonalizam os acoplamentos ¥, € ¥,.

Interagdes como a Higgs-quarks misturam diferentes quiralidades, diferentemente de
interacdes tipo calibre-férmions. Portanto existem correntes resultantes de termos na Lagrangiana
do tipo pr ;v*nr ;W,. Entretanto aqui, py,; € nr,; sdo autoestados de calibre e ndo quarks fisicos.

Assim nos € de interesse escrever esta interacao em termos dos quarks fisicos.

Vamos usar o Teorema das Transformacdes biunitdrias para diagonalizar as matrizes y, e

Un, onde:

Yp = Pp(yp)diang
n — Pn<yn)diaan

Onde (yp)diag € (Yn)diag SA0 matrizes diagonais reais e P,, P,,, (), (J,, sdo matrizes unitdrias.

(2.5.12)



Da equagdo anterior, obtemos a base de autoestados de y, como:

Qupr = Prf Qnng=ngy (2.5.13)
Plp,=pry Plnp=np; (2.5.14)

Novamente o subindice f denota os autoestados fisicos (de massa). As mudancas de base nos
setores left e right sdo independentes entre si. Portanto temos, novamente, para ¢, 7 como indices

de geracdo de quark:

priY'nr ;W = Do " (Pan)z’j nrj Wy (2.5.15)
—_——

(Korn)ij

Onde K¢k € a Matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa também conhecida como Matriz
CKM [Kobayashi e Maskawa 1973]. Ela é uma matriz unitaria por ser o produto de duas
matrizes unitdrias. Para uma quantidade m de sabores, a matriz gira os autoestados de calibre

nos autoestados fisicos.

A Matriz CKM generaliza a matriz de rotagdo introduzida por Cabibbo para uma quan-
tidade arbitraria de sabores e portanto atua também sobre pelo menos uma terceira geracao
de quarks. A necessidade de sua introducgdo resulta da violacdo de CP na interagdo fraca. A
violacao de CP nas interacoes fracas foi descoberta através de observagdes de decaimento de

kaons neutros, feita por Cronin e Fitch [Christenson et al. 1964].

Para que uma interacdo viole CP, ela precisa apresentar a0 menos um acoplamento
complexo. A matriz CKM, enquanto matriz unitdria m x m possui dlgebra de Lie hermitiana,
os geradores podem ser decompostos em geradores reais simétricos e geradores imaginarios
antissimétricos. Os geradores reais podem ser entdo diagonalizados e os parametros associados
podem ser interpretados como fases, que podem ou ndo ser incorporadas nos quarks através
de uma redefini¢do (como veremos adiante). Os geradores imagindrios sdao elementos de uma
algebra de rotagdes SO(m) e portanto seus parimetros reais podem ser interpretados como

angulos.
De maneira geral hd portanto m(m + 1)/2 fases reais e m(m — 1)/2 angulos reais.

Usando os indices anteriormente usados para nos referir aos sabores de quarks dos

autoestados de calibre, identificamos os elementos de K g s como:

Kud Kus Kub
Kok = | Koy Kes Ko (2.5.16)
Ky Kis Ky

Onde, em boa aproximacio, K, ~ sin?f, ~ 0,22, isto é, o acoplamento entre quark up e
bottom em algumas situacdes pode ser considrado desprezivel (porém ndo € nulo). Os elementos
K;; s@o basicamente o mixing entre os autoestados fisicos relativos aos autoestados de sabor.

Por exemplo, o dubleto up-down de calibre ¢ mapeado no dubleto fisico da forma:



U Kowu, b (2.5.17)
d Kogd + K5 + Ky

Para m = 2, ha 3 fases e 1 pardmetro angular, as 3 fases podem ser incorporadas pelos

quarks redefinindo-os como, por exemplo,via a refasagem:

0P
PrLit> €7pL;

. (2.5.18)
nr; — ' nri
Essa absor¢do vai mapear um elemento da matriz CKM como:
(Kcrm)ij — (KCKM)ijei(ef_ey) (2.5.19)

Para Ny = 2m sabores de quark, hd, naturalmente 2m refasagens possiveis, entretanto como
uma refasagem global na matriz CKM néo altera sua fisica, a refasagem € capaz de absorver
até 2m — 1 fases. Para m = 3 geracgdes de quarks, ha 6 fases, das quais 5 podem ser absorvidas

restando uma fase. Portanto m > 3 € a condicao para violacdo de CP.

Existem diferentes representacdes da matriz CKM, uma delas é a representagcdo de

Kobayashi-Maskawa, que consiste numa composicao de 3 rotacdes Eulerianas com uma matriz

de fase:
1 0 0 cosf, —sinf, 0O
Kegmy =10 cosf; —sinb, sinfly  cosfy, 0] X
0 sinf#; cosb, 0 0 1
(2.5.20)

0 0 1 0 0

1 0 0 cosf; sinfs

0 —e9) \0 —sinf; cosbs

No limite #; = 63 = 0, a matriz CKM reduz-se a matriz de Cabibbo, misturando apenas os

quarks das duas primeira geracdes (up, down, strange e charm).

Agora vimos o suficiente sobre 0 Modelo Padrao para abordarmos o tema principal desta
dissertacdo: a Extensao do Modelo Padrdo de Lee-Wick (que por conveniéncia aqui serd chamado
de "Modelo Padrdao de Lee-Wick"). Conforme mencionado na introducdo, cada campo do Modelo
Padrdo apresentard uma lagrangiana de ordem superior. Essa lagrangiana serd equivalente a
uma teoria de derivadas de ordem "normal", entretanto apresentando uma excitacdo fantasma
massiva conforme apresentado na introducdo. Comecaremos com o modelo mais simples e
depois apresentaremos modelos mais proximos do Modelo Padrao para finalmente apresentar o

Modelo Padrdo estendido. Nesta tese serdo abordadas lagrangianas de ordem até 4 nas derivadas.






3 Capitulo 3 - O Modelo Padrao de Lee-
Wick

3.1 Modelo de Brinquedo

3.1.1  Campo Escalar

Seja ¢ campo escalar ndo carregado, de Lagrangiana de ordem superior L, 4. dada por:

~ 1 ~ 1 -
(O¢)* — §m2¢2 — dif?’ (3.1.1)

1 ~ A
— [
L. = 50000°0 = 33

Onde M ¢ a massa do modo de Lee-Wick. Vamos obter as equagdes de movimento:

~ 1 -
Yo _ o L5
[ol0) 2
(3.1.2)
(D) = 9, (04— 159#608) = 06 — 15047
"\0(0,0) g M? M?
Assim a equacdo de movimento é:
—m?$ - 28— 04+ —=(0)2 = 0 (3.13)
5 e 1.

Portanto obtemos o propagador livre da teoria como

1
D(p) (3.1.4)

P2 — /M2 — m?
Para M >> m os pélos encontram-se em torno de p* ~ m? e p*> ~ M?. Assim o propagador
apresenta mais um grau de liberdade.

E possivel decompor o campo (ﬁ nos dois modos (o ordindrio e o de Lee-Wick) pela

introducao de um campo auxiliar ba partir da seguinte lagrangiana:
1AA~A12A212~21A3

Seja ¢ = qg + ¢, vamos agora demonstrar que essa lagrangiana é equivalente a Ly, 4.

Primeiramente vamos obter as equacdes de movimento para ¢:

oL -
o = D0+

(55) 0= Mié=08

(3.1.6)




Logo faremos as seguinte substitui¢des em L:

*MZQNSQ _ ng 2
2 2¥JA) (3.1.7)
¢D¢=:ﬁﬁ(ﬂ¢f
~ ~ 1 =«
L= fa 00" S — f<D<z>) —5m' 0" + 53 5(00)" = 5199° = Lo (3.1.8)

Agora definimos ¢ = q§ +de, 1ntegrand0 por partes, temos:

£= 50060"0 — 20,000 — (0 — OF + JMPF — g0 — 3 (3.19)

A Lagrangiana resultante entdo apresenta dois modos, um escalar ordindrio ¢ e um de Lee-Wick
0. A parte quadratica do modo de Lee-Wick possui sinal negativo, sendo portanto um fantasma,
se desprezamos m, o propagador livre resultante é o propagador de ¢, que é:

~ —1

D(p) = PR VD (3.1.10)
Para M > 2m, um modo de Lee-Wick decai espontaneamente em dois modos ordinarios
nessa teoria, sendo assim consistente com o requerimento de unitariedade a Matriz S, feito
por Lee e Wick. A seguir, mostraremos que essa condicao serd automaticamente satisfeita ao
diagonalizarmos as massas dado que ocorre uma mistura de massas. Essa mistura € o bilinear

simétrico:

1 m?  —m? ¢
§M2¢ -5 (Cb ¢) -5 (925 ¢)( m2 m2 _MQ) (ng) G110

Os autovalores sdo A\ = %[2m2 — M? £ /4m* + M4]. A transformagio que ira diagonalizar a

matriz de massa sem misturar as derivadas na lagrangiana € uma rotagdo hiperbdlica.

coshf sinh6 m? —m? coshf sinhf) [A_ 0 (3.1.12)
sinhf coshf/) \—m? m?— M?) \sinhf coshf 0 A o
O que ocorre para

—2m?/ M?

h20 = ————
tanh 20 = 2m2/ i

(3.1.13)

Usando

11 1 (M2 — 4m?
mawm@ZQm(*”), |ﬂ<1:e:2m<m> (3.1.14)
s

1— M?
Logo, a solugdo de 6 existe para M > 2m, provando assim o decaimento da particula Lee-Wick

desde que ela interaja com a particula ordindria, a mesma légica também se aplica ao oscilador

de Pais-Uhlenbeck mencionado na introdugdo. A Lagrangiana diagonalizada torna-se:

L_; u¢/aﬂ¢/_* Mb/auqb /2¢ + M/2¢/2

- ;‘ (cosh § — sinh 0)g(¢" — Qﬁ) ©-1.15)

=g’




Essa lagrangiana é mais intuitiva e mais conveniente para célculos. Os quantas ¢’ sdo os modos
ordindrios do campo original enquanto que os modos ¢ sdo os modos de Lee-Wick. Sem perda
de generalidade, podemos remover as linhas dos campos e demais parametros diagonalizados da

teoria e trabalhar na base de autoestados de massa.

Desprezando a massa m, vamos calcular a corre¢io de loops do propagador do modo de

Lee-Wick para obtencao de sua largura de decaimento:

—i —i
VR I VIR (o)

- —1 —1

D(p) = 2 + 2P (—i22(p2))

(3.1.16)

Isto é, no caso de particulas fantasma, como o modo de Lee-Wick, o sinal dos termos da série
geométrica sdo alternados, e isso resulta na contribuicdo de massa da autoenergia ser com o
sinal contrario (para particulas ordindrias terfamos —Y(p?) no resultado da série). Isso significa
que a parte imagindria da massa de uma ressonancia tipo Lee-Wick tem o sinal oposto ao das

particulas usuais.
Do Teorema Otico, a parte imagindria de Y(p) estard relacionada a largura de decaimento
I do modo de Lee-Wick através de:

—1
=—71m Y2 (M?) (3.1.17)

O sinal do tempo de decaimento € o oposto do que para particulas ordindrias pelo fato da
contribui¢do da autoenergia do modo de Lee-Wick a sua massa ter o sinal contrério. Isso significa
que a instabilidade do modo de Lee-Wick requer que ele siga uma seta de causalidade contraria
a de particulas ordindrias, essa causalidade é melhor discutida no apéndice E. Caso contrério, o
modo de Lee-Wick teria um "tempo de decaimento negativo", que acarretaria numa produgdo

assintéticamente infinita dessas particulas.

Vamos agora obter as regras de Feynman. As Regras de Feynman das funcdes de vértice
a tree-level da interag@o cibica podem ser obtidas diretamente da a¢ao usando-se (vide apéndice
A):

53 53 53 53
r® :z’TS —i—zS’ +i 5 405 (3.1.18)
FPole=0  BPla=o  52¢dplsa=0 6P ls.d=0
Cada uma dessas derivadas funcionais serd uma fungao de vértice.
535 :
% = = —ig (3.1.19)
8BS .
537&; = ........... =19 (3120)
53
I N —ig (3.121)



3
5~S = = —1ig (3.1.22)
02gop -

A partir disso, podemos calcular a taxa de decaimento da particula LW (Lee-Wick), do

Teorema Otico, haverd apenas contribui¢do de loop: o loop do campo ordindrio (X2(p) |ordinario):

— i50(D)|ordinario = oo Q __________ —

k (3.1.23)
_ (ig)* 1 d'k i i
2 /(%)4 (k—p)? —m? +ick? —m? +ie
| 1 m? — p?z(1 — x)
()2 (ig) (8 — v+ In(4r) — /0 dxIn ( e ) + O(e))

O fator 1/2 aparece devido a simetria de permutacdo entre as particulas do loop.

A autoenergia a 1 loop entdo sera:

E2 (p) |ordina7"io =
2

g /1 1/1
= — - — Indr — = [ d
16772(5 v+ ndm 2 Jo o

. <m2 _ pj;(l _ x)ﬂ N (9(5)> (3.1.24)

Isto é, identificamos a renormalizacdo no Minimal Subtraction Scheme () .S) como:

g 1

7(MS) _ 1 _ -
1672 ¢

(3.1.25)

Apenas o logaritmo na expressdo encontrada para Yo (p)|ordinarie podera contribuir com uma
parte imaginaria se m? — p?z(1 — z) < 0. Como x(1 — z) < 1/4, entdo havera parte imaginaria
para p® > 4m?.

Aplicando o Teorema Otico, a largura de decaimento I' da particula LW é:

~1
I'= - Im(Sy(M)) (3.1.26)

Para M > 2m, temos 1 > % e usando In(—A — ie) = In A — irO(A), temos

Im(/oldxln <m2 —pjj;(l —$)>

) = 7r/01 dzO(M?*x(1 — z) — m?)

p2=M2

5 (3.1.27)
/ dm
Onde O € a funcdo degrau de Heaviside. Assim obtemos a largura como:
2 4Am?
U i (3.1.28)

C32rM Y\ M2



Préximo de p? = M?, o pélo da particula LW domina a amplitude de espalhamento, e

temos, para o forward scattering de ¢¢:

1 ~1 ~1
I = (19)*— — —
mM = (ig)"5, <p2—m2+iMF p2—m2—iMF)
. MT
g (p? — M?)2 + M2I®

O sinal do propagador compensa o sinal da largura de decaimento na Distribuicdo de Breit-

(3.1.29)

Wigner, de forma que a parte imagindria da amplitude seja positiva. Do Teorema Otico aplicado

ao Forward Scattering [Schwartz 2013], temos:
Im(M (k1ks — k1ks)) = 2pcar Ec oo (k1ks — qualquer coisa) > 0 (3.1.30)

Onde M (kiky — kik)) é a amplitude invariante de Lorentz do Forward Scattering, de 2
particulas com momenta k; e ks, poas € Ecoys sdo, respectivamente 0 momenta e energia no
centro de massa das particulas envolvidas e oy,; € a secdo de choque total do espalhamento.
Como o Teorema Otico resulta da unitariedade da Matriz S, tal propriedade é satisfeita apenas se

Im M > 0, portanto essa teoria possui unitariedade a um loop.

3.2 O Modelo Padrao de Lee-Wick

Neste secdo, apresentamos e discutiremos o Modelo apresentado em [Grinstein, O’ Connell

e Wise 2008], que € o artigo central desta dissertacao.

3.2.1 Campos de Calibre

A Lagrangiana de derivadas superiores dos campos de calibre € definida como:
1 A A 1 A A
_ _ = 174 - “w A v
Lha =~ e (Fp F) + i Tr((D"Ep)(DMEY) (3.2.1)

Onde F,, = 9,A, — 8,A, —ig[A,, A)e D,A, =,A, —ig[A,, A,]. O trago é tomado sobre
os indices dos geradores do grupo de calibre, isto €, Tr(A,A*) = Af AL, com A, = A}T,, onde
T, € o gerador do grupo de calibre. Cada bdoson é descrito pela Lagrangiana intermedidria:

L= —; T £, B — M3 Tr(A, A") + 2Te(F,,, D" A”) (3.2.2)

Primeiramente, vamos provar a equivaléncia das duas lagrangianas a menos de termos de
superficie, isto €, que:
1

e Te((D*F,) (DM FY)) = —M3 Tu(A,A") + 2o (£, D" AY) (3.2.3)
Como a derivada covariante de calibre satisfaz a Regra de Leibniz temos por partes:
£, DrAY = D*(F,, A”) —(D"E,,) A (3.2.4)



Logo

A

— M3 Tr(A,A") + 2 Te(F, D*AY) ~ — M3 Tr(A,A") — 2Te (D) AY)

i N (3.2.5)
= Tr((—M3 Aty — 2DV F,) AY)
OLna _ Tr(—2Ma AP — 2D, F¥*), 0L _
9A, 9(0,A,)
or (3.2.6)
hd = A £
= 0= o, = Tr(—2Ma AP — 2D, F**)

Como A, = A4T,, onde T, ¢ gerador da representacdo fundamental, temos Tr(A,) =
Tr(AST,) = A% Ta(T,) = 0, VA% Enquanto que Tr([A, B]) = 0,VA, B devido a ciclicidade
do trago. Logo trivialmente temos 0 = Tr(—QM AAP — 2f)uf7”p>. Entretanto a solucdo alternati-

vamente ndo trivial é quando o argumento do traco € nulo, isto é, quando:

0= —2M7A? — 2D, F¥*

~ -1 ~ -
= AP - WD#F'MP

A
N — M2 Tr (A‘f&u)i i Tr((lA)uFi“”)A (ﬁ”:}”)) (3.2.7)
—2Tr((D,F)A”) = Mi%Tr(( W) (DVEY,))
i T B (D F)) = M3 Te(4,47) + 2 Te (£ D)

Como querfamos demonstrar.

Portanto provamos que uma lagrangiana de calibre com derivadas de ordem superior €

equivalente a uma lagrangiana intermediaria com um campo auxiliar dada por (reescrevendo):

L= —; Tr £, B — M3 Tr(A,A) + 2Tx(F, D" AY) (3.2.8)

O dltimo termo de £ € um termo cinético ndo diagonalizado (€ andlogo ao termo $0¢ do caso

anterior). Vamos diagonaliza-lo introduzindo o shift nos campos:

A,=A,+A, (3.2.9)

Neste caso, temos

B = Fu + DA, — D,A, —ig[A,, A (3.2.10)



E o termo cinético torna-se:

1 A A A ~
— 5 Te{Fu(F* —4DMA")}y =

1 - . _ . ~
—5 T {FWFW + (D, A, — D,A,)(D"AY — D"A*) + F,, (D" A — D" A*)

+(D,A, — D,A,)F"™ —ig[A,, A )F" —igF,,[A,, A)

e ' : ) m e (3.2.11)
—ig[A,, A,)(D"A” — D" A") — ig(D,A, — D,A,)[A,, A

N

— 1A, M)A, A = 4(FuD" A + (DuA, — D,A,) D A

- ild AP 1 A )|

Da ciclicidade do trago, temos Tr (FW [A,, fly]) = Tr([flﬂ, A,,]FW). Além disso, temos

(A, AJDMAY = [A,, A \DMAY = —[A,, A]D" A (3.2.12)
reindex.

Onde reindex. significa a reindexacdo de indices mudos. Logo, a lagrangiana resulta em

L= Tr{ —~ ; P ;(DMA,, — D,A,)(D"A” — D A*) —ig[A,,, A, | F"
3, xa s o o (3.2.13)
— §g2 [A,, A[A", A"] — 4ig[A,, A, ) DI A" — ME‘AHA“}

Para um bdson de calibre de simetria U(1), todos os comutadores sdo nulos devido
ao caréter abeliano do grupo e aparece um fator multiplicativo global de 1/2 necessario para
reproduzir a Lagrangiana de Maxwell-Proca. Para bésons de calibre ndo abelianos, surge um
fator adicional através do trago dos geradores normalizados, por exemplo para SU(3) as matrizes
de Gell-Mann T, = ), satsifazem

Tr(AaAp) = 20ap (3.2.14)
Normalizando a Forma de Killing, temos:
Aa Ab 1
Tr(1.1) = Tr| —— | = =da 3.2.15
K11 = o) = 5o G215

Assim, o fator global usual surge naturalmente da ortonormalizacdo dos geradores de simetria.

. - . 2 .
Introduzindo a fixacdo de calibre i Tr(0,A")” em L, os propagadores podem ser obtidos
< . ~ 828
através dos operadores inversos da fungao de 2 pontos, dada por A 05 An) | 4,—0. Observa-se
que como os comutadores sdo quadraticos nos campos, seus termos de interacao sdo ctibicos ou
qudrticos, enquanto que

Tr {;(D,Ay — D,A)(DFA” — D" Ar) — MjAMA“} _

. {;(a,/xy — 8,4, —iglA,, A, +iglA,, A])x (3.2.16)

(@A — AP —ig[A,, A] +ig[A,, A,]) - MﬁA#A“}



Novamente, os termos com comutadores serdo ctibicos nos campos, 0s termos relevantes para a
funcdo de vértice I'? = D;j‘VB (p) sdo apenas os termos de um campo de Proca usual com o sinal
invertido. Os mesmos argumentos com os comutadores podem ser realizados para a particula
ordindria
Portanto, os propagadores sdo, usando a fixa¢ao de calibre para o campo sem massa:
i PP
AB(,\ _ _ 5AB pPv

DAPw) = =375 (e — (1 - 725

PAB() _ sAB__ ! ( - p,m,,)
uv (p) pQ . MZ‘ ym M%

(3.2.17)

O propagador D,fVB (p) descreve a propagacdo do campo de calibre de Lee-Wick, pelo seu sinal
fica evidente que € um campo fantasma. Concluimos entdo que teorias de calibre de derivadas de

ordem superior sao equivalentes a teorias de calibre com fantasmas de Lee-Wick massivos.

E demonstrado em [Grinstein, O’Connell e Wise 2008] que amplitudes de espalhamento
envolvendo bdsons vetoriais massivos nido abelianos satisfazem unitariedade se a teoria for

equivalente a uma de operadores de dimensao 4 ou menor.

3.2.2 Matéria Escalar

A Lagrangiana de um campo escalar tipo Higgs gg de ordem superior € dada por:
Lha = (D) (D"¢) — —5 (D, D"$)(D,D"$) — V() (3.2.18)

Introduzindo o Campo LW ¢ com termos cinéticos mistos com o campo ¢, temos:

~ A A

L= (D) (D") + M2 ) + (D) (D"d) + (D) (D"d) — V(¢) (3.2.19)

Cuja derivada covariante € D, = 0, + igA,T,. Para mostrar que as duas lagrangianas sdo

equivalentes a menos de termos de superficie, precisamos provar que

—]\%(ﬁuﬁ%ﬁ(ﬁuﬁ”@ = M26'¢ + (D) (D) + (D,¢)'(D"P) (3.2.20)

Podemos integrar por partes a lagrangiana usando a relagao

0u(8'0) = (D) o + o' (Duop), Vo, D, (3.2.21)

Onde D, € uma derivada covariante de calibre qualquer. Logo, por partes, temos:

M26'é + (D,d)'(D") + (D,9)! (D) ~ (3222
~ M24'¢ — (D, D"$)'¢ — ¢'(D, D)) = L'



Logo, das equacdes de movimento de ¢ e ¢', temos
oL oL

90,5)  00,9) 022
0= 2 _ M26" — (D, D"¢)t = ¢t = %(ﬁuﬁ“(ﬁﬂ (3.2.24)
o M3
oL 27 A Aua 1 Loaias
0= aw =Mjo— D, D'p= ¢ = MQ%D”D 0] (3.2.25)
Substituindo os valores obtidos de ¢ e ¢f em L', temos
M36'6 — (D,D*6)'6 — ¢ (D, Do) =
1 AA | N O PPN
MQ( D ¢) ( ¢) W<DMDM¢>T(DVDV¢> (3226)
1 A A a A A A 1 A A A A A~
- W(DMD%)*(DVD%) = —M(Z%(DMD“«»T (D,D"9)

O que prova que L e L4 descrevem fisicamente 0 mesmo campo.

Introduzindo o shift 45 = ¢ — ¢, vamos diagonalizar a parte cinética de £ para obter os
propagadores dos campos. Para esta finalidade podemos, por simplicidade, ignorar o potencial
V(ngS) no shift pois analogamente ao primeiro caso, o potencial V' (¢, gg) em termos dos novos

campos ird simplesmente absorver a diagonalizacdo em seus parametros de acoplamento.

Como nos campos de calibre definimos A p=A M—i—fl .u» Substituimos a derivada covariante
D,=D, + z'g/lZTa, pois os campos de calibre foram definidos tais que A, = A, + A,,. Assim,

a lagragiana assume a forma:
£= [Duto 9+ igdstilo — 8)] [D4(0 - ) + i AT 0~ )]+
o~ T ~ - ~
MEG'6+ D6 = 8) +igAiTi(6 = 6)| | D6+ ig A T3]
+ [0+ ig s3] [Duto — 8) +ig AT 0 - 9)] = (3.227)
= (D) (D") — (Du9) (D"6) + M36'é +ig(D,e) 44T
+ T ST, ALT ¢ — igpt AST, D" — ig(D,d)T ALT G + igdt ALT, D" ¢
~ PO AT AT
Nota-se que os termos de interacdo entre o escalar LW sdo idénticos aos de intera¢do do escalar

ordindrio, porém com o sinal trocado.

3.2.3 Férmions

Sem perda de generalidade, vamos considerar o dubleto de quark Q 1. A Lagrangiana

cinética de ordem superior €:

- A 1 = A
Lia=05iD0; + W@m'if‘ch (3.2.28)
Q



Vamos agora introduzir os quarks de Lee-Wick Q) e Q’R Conforme visto anteriormente, as
massas das particulas Lee-Wick originam-se diretamente do novo pardmetro massivo presente na
teoria de ordem superior. Dessa forma, as massas dos quarks LW nao originam-se (pelo menos
ndo completamente) através da interacdo de Yukawa com o Higgs, portanto por simplicidade,
vamos assumir que os quarks LW formam uma representacao real do grupo de calibre, para que
seja mantida a invariancia de calibre antes da quebra de simetria. A lagrangiana a ser introduzida

7z

c:

L=01iD0; + Mo(Gr0%+ OrOr) + QribOy, + 01ibG, —OihOy  (3.2.29)
e

Onde () sdo termos cinéticos ndo diagonalizados e a derivada covariante de calibre é dada por:
D, =D, +igAT, +igW.iT, +ig B,Y = D, + A, (3.2.30)

Onde leTa, W;}Ta e B’M sdo, respectivamente, os parceiros LW dos gluons, os bésons W e o
bdson B (antes da quebra de simetria devido ao Higgs), enquanto que D,, contém seus respectivos

modos ordindrios.
Como os campos de calibre pertencem a representacdo adjunta, suas componentes sao
reais, isto é: A/‘j = AZ*, W/‘j = W/‘j* B, = B;, idem para os campos de calibre ordindrios, de

forma que, por partes:

(DQL)QL + QDO = H(QLQL) = (DQL)QL = _@@QL (3.2.31)

oL =~ 7= oL =i
90, = MoQ — i(DQy), 78(@@0 =0= Q% = Mg DQ;
oL S A oL -, —iD ,
E = MqQR + Z(ijQL)a m =0= Q= Mo QL () (3.2.32)
oL . ) oL - D . D .
= = MyQ; —i(DOD), ——=— =0 = 0, = —
oq, e TP gy T T T Mg g

= 2 A .
Analogamente, temos () = ﬁ(ﬁ ()r). Substituindo os valores dos campos de Lee-
Q

Wick em termos do campo original (), encontrados, temos:

£ =00, + A%((ﬁ@)(—mm) +i(DQr)(—iD Q1))+
A;g)[uﬁ@m(m@m +Qu(=iD’ Q1) — (DQL)(—iD Q)] = (3.2.33)

=~ . A 1 =~ . 3 A
= QLibQ, + W@m/ﬁ QL= L
Q



Onde da pentltima a dltima linha integramos cada termo por partes de forma que as derivada
covariante sejam aplicadas sobre (), provando que uma teoria de férmions com derivadas de

ordem superior equivale a uma teoria com férmions de Lee-Wick.

Agora vamos diagonalizar os termos cinéticos de £ definindo Q L =QL — Q ., de forma

que
L=QuibQ, - QLibQ, + MQ(@Q% + @/QL) - Tﬂﬁélg =
= QLildQr, — QLiPQy + Mo(QrQ + Qr Q1) — Orild Q% (3.2.34)
— QU1 A" QL + QA" Qly + QryAMQY,

Os férmions ()7, e (Jr se combinam num férmion LW de Dirac da maneira usual:

b= @ (3.2.35)
Qr
De forma que a Lagrangiana livre de um férmion LW € L¢,.. = —@/N)(u? — MQ)@/; Assim o
propagador de um férmion LW:
~ 1(p+ Mg)a
iS5 = 4, P+ M)y (3.2.36)

”p2—Mc)22+ie

Onde aqui colocamos explicitos indices de sabor ¢, 5 e indices de spin «, (3. O propagador obtido

€ basicamente o mesmo de um férmion ordindrio porém com o sinal e massa modificados.

3.2.4 Contagem de poténcias

Uma analise de "power counting"(contagem de poténcias) de momenta dos propagadores
nos permite estimar o comportamento das divergéncias da Teoria de Lee-Wick no ultravioleta.

Vamos usar a lagrangiana L, do campo de calibre. Introduzindo a fixacdo de calibre, temos

Lpa = —; TT(FWFW) + % Tr((f)“ﬁ’m,)(fﬁﬁ’f)) _ 1

VAV
i ¢ O A”) (3.2.37)

Onde por simplicidade, estamos omitindo indices de gerador de calibre. Para obten¢do do
propagador, basta considerar apenas os termos quadraticos nos campos desta Lagrangiana, para

o termo de derivada superior, temos

DME,, = 010, A, — 0"9,A, —ig[A*,0,A,] — ¢*[A*,[A,, A,]]

*

(3.2.38)

Apenas os termos marcados em * irdo contribuir a parte quadratica nos campos da lagrangiana,
os comutadores aparecem nos termos de interacdo, logo nio nos sdo de interesse para a presente
finalidade.



Assim, a parte quadrética do termo de ordem superior é

Te{(8"0,A, — 90, A,) (A" — 20" Ay}

1
T oM2

2M3
(3.2.39)

Tr{(0A,)? — (OA,) (0" A,) — (8*0” A,)(DAY) + (0"9,A,)*}

Da ciclicidade do trago, temos Tr([]fll,) (0r9¥A,) = Tr (8“8”14“) (OA¥). Vamos integrar por
partes para extrair a forma quadratica dos argumentos do trago, os termos de superficie serao

indicados por super f. e ndo contribuirdo a acdo, logo vamos despreza-los.

(OA,)? = (0°9,A,)(0"9,A") = 8°(0,A,0"9,A") —8,A,(8°9"9,A")

. o et (3.2.40)
= —0,(A,0°0"9,A") +A,0,000"0,A” = A, [0*A”
superf.
Analogamente, temos
(OA,)(0"0"A,) = A,(D0"9"A,) (3.2.41)

(0"9,4,)* = 9"((8,A,)(8,0" A7) =(8,A,,)90,0" A?
super f.
—3,(A,0"09,0" AP) +A,0,010,0" AP = A, 000" A,

super f.

(3.2.42)

Portanto, a menos de termos de superficie, a parte quadratica nos campos da lagrangiana de

ordem superior é

1 . . .
= Te{A,O%A" — A,00"0"A,} = - To{A, (O — 00"9")A,} (3.2.43)

2M3 M3 4
O argumento do traco € idéntico a forma quadratica da lagrangiana de Maxwell multiplicada por
-0
M7124 .

Assim a parte quadratica da Lagrangiana fica

1 . O 1 i
_ = . uv o Qv o — A AV
Lh.a|quad. 2Tr{Au (( Oy 4 00 )<1 MA> 0" )AN} (3.2.44)

Onv

O propagador Deb (x — y), sendo o inverso da forma quadratica na lagrangiana, satisfaz:

pv

55w — y) = O Db (v — y) =

d4k 2 pv n1.v k2 1 Iy A4 ab —ik-(z—y) (3245)
- &y ((k;n —kk)(l—MA)—gkk)DW(k)e 2.
6(117

d*k —ik-(x— y)

Onde usamos a representacdo integral da delta: §*(z — y) = [ Gmi€




Usando Ansatz para o propagador:

Db (k) = 6° (A, + Bk,k,) (3.2.46)

Dy (K)

Temos

N1
5 — OMD,, (k) = ((l{;zn‘“’ R (1 ) _ k“k”) (A + Blky)

M3 ¢
2 k4
—on (k2— E A
( Mﬁ) +
—_——
A:ﬁ( (3.2.47)
ME‘
2 A K2\ BR?
Kk, (- (1-—)A— = + (BK* — BK? (1-)-)
+ (( MZ,) g+ W =az)

0

Substituindo o valor de A encontrado na porcao nula, obtemos

1 1 ¢
B=—(=(6-1)+-> 3.2.48
kz—]@%(/#(g )+M§) (3:2.48)
Finalmente obtemos entdo o propagador como
rab __ sab —1 k,u,kl/ kp,ky
Dy (k) = 0% o I (W —(1=9-5 ¢ A2 (3.2.49)

Os fantasmas de Fadeev-Popov acoplam-se normalmente aos bésons de calibre. Trabalhando no
calibre de Landau, temos £ = 0 e o propagador é da ordem de k£~ 4 altas energias. Analogamente,

o propagador para o campo escalar a altas energias €

D (p) = 5@17% (3.2.50)

Para analisar a ordem de momenta assintdtico dos vértices bosonicos na teoria de derivada
de ordem superior, vamos abrir os termos de intera¢do da lagrangiana de Lee-Wick em L, para

a obtencao direta destes através dos termos de ordem maior que 2 na lagrangiana:



Lo m(bep,) 12Tr((DA J(OAY) — 2(01A,)0,0” A

M3 M3

— 2ig(0A,)0,[A*, A¥] — 2ig(0A,)[A,, D A"] + 2ig(TA,)[A,, 9" A

— 29°(0A,)[Ay, [AY, A7) + (8“8 A,)(050" AY) + 2ig(0"0, A, ) O\ A, AY]
+2ig(0"0,A,)[Ay, 0 AY] — 2ig(0"0,A,)[Ay, 0" AN

+26%(0"0,A,)[ Ay, [AY, A — g (0[A,, A (A%, AY])

o N (3.2.51)
Ay, P AY] + 2¢2(0"[A,, A)) Ay, 0 AY]

[ Y [AA,A H - [A“ 0,4, ][Ay, 07 AY]

Se contarmos a poténcia dos momenta que aparecem nesses vértices, percebemos que a
tree-level um vértice de n bosons vetoriais € da ordem p®~". No caso da Lagrangiana de matéria

escalar, o termo de ordem superior equivale, a menos de um termo de superficie, a

:(D#D NH(D,D"$) ~ A%éf)% ~ NP +0-A+ A0+ A% (3.2.52)
O teorema binomial aplicado a &ZA)% elucida uma "competicdo de poténcias"entre a ordem das
derivadas e as poténcias de campos vetoriais presentes em cada termo de interacao, de forma
que a tree-level um vértice de 2 escalares com n vetores € da ordem de p*~",0 mesmo raciocinio
pode ser aplicado as interagdes do campo de calibre. Se trabalhamos no calibre de Lorentz, temos
0- A = 0 e os termos de interagdo com maiores poténcias de momenta serdo os mais divergentes,
que sdo ¢TA - 00%¢p e pT9?A - D¢ onde ¢ aparece como linha interna no diagrama. Entretanto,
através de integracao por partes, podemos fazer uma dessas derivadas atuar no campo externo
¢!, de forma a reduzir a divergencia. A um loop, isso pode ser feito duas vezes no diagrama, de

forma a reduzir seu grau superficial de divergéncia em 2 unidades.

Os fantasmas de Fadeev-Popov comportam-se identicamente ao modelo padrao usual,

assim os vértices de 2 fantasmas com 1 campo de calibre sdo da ordem de p.

Faremos agora uma anélise do grau superficial de divergéncia (vide Apéndice B) dos
diagramas de Feynman possiveis nessa teoria. Seja um diagrama com L loops, /4 linhas internas
vetoriais, I linhas internas escalares, I, linhas internas de ghost, entdo o grau superficial de

divergéncia d é
d=4L -4l — AL, —21,+ > V/(6 —n +ZV —n)+V, (3.2.53)

O primeiro termo € a contribui¢do dos momenta de loop independentes (cada um contribui com

4 poténcias de momenta), os seguintes 3 termos sao devido as poténcias de momenta assintoticos



nos propagadores dos campos, enquanto que os 3 ultimos sdo as contribui¢des de poténcia
de momentum dos vértices, respectivamente, de n bosons vetoriais, n bosons escalares e 0s
vetores de boson-fantasma. O niimero de loops depende das linhas e vértices através da relacao
topoldgica conhecida (vide apéndice B):

L=L+ T+, - (VI 4+ V) =V, +1 (3.2.54)

n

Vamos somar as relagdes entre vértices, pernas externas e pernas internas no diagrama para obter
as seguintes relacdes:

S (V! 4 (n+2)V,) + 3V, = 2(Le + Ia + 1) + E. + Ea + E, (3.2.55)

n

Onde E denota o niimero de linhas externas para os campos dos correspondentes subindices ja

explicados. Usando as trés ultimas equagdes, obtemos o grau superficial de divergéncia como:
d=6—-2L—-E,—E,—2E, (3.2.56)

No caso da renormalizacdo de um campo escalar temos, £y = E, = 0 e E, = 2. Logo
d = 4 — 2L de forma que a tnica divergéncia de grau superior a logaritmica é quadratica possivel
ocorre a 1 loop. Entretanto a anélise feita anteriormente sobre o termo ngSTD‘lgE nos permite reduzir
o grau de divergéncia em 2 unidades através de integracdes por partes e da validade do calibre
de Lorentz. Nessas condig¢des, temos d = 2 — 2L, < ( e a teoria se torna no maximo divergente

logaritmicamente.

Vamos agora fazer separadamente o power counting do setor fermionico, visto que nao
d4 para inclui-lo na andlise anterior preservando a dependéncia do grau superficial de divergéncia
apenas para com a quantidade de momenta de loops e pernas externas dos diagramas. O vértice

fermidnico de 2 pontos da teoria de ordem superior € (vide apéndice A):

Y =i —m+ " (3.2.57)
Q
Logo o propagador no espaco de momenta é:
) i[(1+ 25 )p +m]
S(p) = = e ~ p~? assintoticamente (3.2.58)

il e - m (L )P - m?

Enquanto que, usando o comportamento do teorema binomial analogamente ao que foi usado

para os novos vértices do campo escalar, temos:
DD ~ (@ +id)) = D@D+ i A+ iAd +iDAD + ) (3.2.59)

Assim cada vértice V,, novo de n vetores com 2 férmions possui poténcia de momenta p3~". O

grau superficial de divergéncia do setor fermions-bdsons de calibre (no calibre de Landau) é:

d=4L — 414 —31,+ 3 (3—n)V, (3.2.60)



O ndmero de momenta independentes do diagrama € dado pela relacao topoldgica:
L=Is+1,-> V,+1

=d=4Ia+ 1y =Y Vo +1)—4l4 =31, + > _(3—n)V,

E, (3.2.61)
:4+I¢—Z(n+1)vn=4+ZVn—7—Z(n+1)vn
:4—ZnVn—E2w

Onde usamos 21, + Ey = 23, V;,. O primeiro termo em L existe para qualquer diagrama
com loops. Logo o maior grau superficial de divergéncia dos férmions ocorre em diagramas de
autoenergia a 1 loop andlogos ao do Modelo Padrdo usual, isto € ,nV,, =2, Fy, =2 = d = 1.
Analogamente ao caso do campo escalar, podemos integrar por partes para isolar uma derivada

na perna externa 1& usando:

A3, A a2 = a2,

VI b = (PY) D Y — 0,(Vin D o) (3.2.62)
Resta entdo uma divergéncia quadratica para o diagrama com 2 bdsons vetoriais e 1 loop
fermionico. Entretanto, na formulacdo de modos desacoplados (de ordem normal nas derivadas),
os vértices entre os fermions com vetor ordindrio ou vetor Lee-Wick sdo idénticos exceto por
um sinal trocado, de forma que a polarizacao de vacuo de ambos 0s casos se comporte como
um tensor de polarizacdo de vacuo usual, que contém divergéncias logaritmicas. Isso acontece
devido a estrutura tensorial do tensor de polarizag@o de vacuo I1%} (p?) = dap(p*n*™ —pLupy ) IL(P?),

enquanto que p* € o momentum das pernas externas do diagrama, reduzindo o grau superficial

de divergéncia em 2 unidades.

3.3 Regras de Feynman do Campo Escalar

Para a renormalizagcdo dos campos escalares, vamos usar os propagadores dos bésons
vetoriais ordindrio e LW desacoplados e a Regularizagao Dimensional com dimensao n. Abrindo

a Lagrangiana do campo de matéria escalar com os termos cinéticos desacoplados, temos:
L = (Do) (D"6) — (Du0) (D"0) + M3d'6 + ig(D,) ALT
+¢* ' AT AT — igd' AT, D" +ig(D,ud) ALT ) + igd ALT, D"
~ PO AT AT
= 0u0'0"6 — igd' A, T,0"6 +ig(0,0 ) ALT ¢ + g* ' AL TLALT' ¢
= 0u0'0" )+ igdT ALT,0") — ig(0,0") AL Tud — g* AT AT )
+ MZO') +ig(0" 0N AL Tuo + P ST AT AT ) + g* 6T AL T, AL T
—igd! AT, + g* 6" AT AT ¢ — 90,0 A TG — g0 AT AL T,6
+igd' AL T.0"6 — ST LT AT — * 0T AT AT

(3.3.1)



Notando que D, ¢; = 0,¢; + igAZ(T w)ij®;. Vamos tornar explicitos os indices de calibre i, j

dos campos escalares na derivacdo das Regras de Feynman.

As Regras de Feynman sdo entio obtidas usando-se a férmula obtida no Apéndice A

para Regras de Feynman a tree-level para Func¢des de Vértice:

1, a
—igp' ALT, 0" + ig(0,0") ALT ¢ = P/« E = —ig(Ta)i; (0" — ¢") (3.3.2)
N
it
Iy @ v, b
(3.3.3)
GFOTAT, AT G = %ﬁf i =i {1 T}y
1, a
—igpt A8 T,0"¢ + ig(0,0") ALT ¢ = P/ % = —ig(Ta)i; (p" — ¢") (3.3.4)
/4/ \‘\
NN
j i
1, a v,b
- - (3.3.5)
92¢TAZTaAgTb¢ = J *E\j—frl:f 7 iQQTIHV{Taa Tb}ij
M, a v, b
(3.3.6)

FOAT AT ¢ + g AT, AT = M _i =i’ { T, T}

Como a Lagrangiana dos campos LW escalar € idéntica a dos campos ordindrios porém com sinal
trocado, as Regras de Feynman sdo idénticas, exceto pela troca de sinal. Observa-se também que

a 1 loop, o ultimo vértice apresentado ndo ird contribuir a renormalizacdo de campo escalar.

3.4 CorrecOes radiativas de massa do campo escalar com
vetorial de calibre

Aqui vamos mostrar que na formulacdo da teoria de Lee-Wick com as massas diagona-
lizadas, o campo de matéria escalar ndo apresenta correcdes de ordem acima da logaritmica,
que € um requisito que vimos para que se solucione o problema da hierarquia associado as suas

correcdes de massa.



3.4.1 Campo Escalar Ordinario

A autoenergia do Campo Escalar possui as seguintes contribuicdes dos campos de calibre

a 1 loop:
p p p
77777777777777 _77>7777>77+
i,;:? Zi? Hg?swq% L g L (34.1)
RGN G - S G S N G
p— k
(a) (b) (c) (d)

Vamos usar Regularizagdo Dimensional em d dimensdes para resolver as integrais de loop. A
lagrangiana do campo escalar ordindrio em questdo ndo possui autointeragdo, logo fazemos
p? = 0 como condi¢io on-shell, e vamos analisar o comportamento das divergéncias da integral

de loop. Assim temos, a para o loop (a):

-- »ii%> - = D(pQ)(—iEa)(DQQZ)

—_— —>

p P
1 dik 1 (3.4.2)
_’Za:fQE/ T, T, =
i 291 @ )dkﬂ“{ ;=
2C2(N)
% d
= PN [
9" Co(N)p 2n)i 2

Onde usamos que em d dimensdes, 7y = d e C5(N) € a representagio fundamental do grupo de
simetria, onde assumimos que ¢ seja representacdo fundamental (como € o caso do Higgs para
com a simetria de sabor). O fator de simetria 1/2 do loop evita a contagem dupla de contribui¢oes

equivalentes a0 mesmo diagrama. A regra para obtencao do fator de simetria consta no apéndice

A.
- »Z;»l7> - = D(pQ)(—iZb)D(p2)

_— —>

L (3.43)
1 dk i koM
P S T.. T, 6/ u Ky
124 229 { ) }/“L (27T)d ]{52 _ fo (77“ M/% )

Usando

(sz—M2)M2:M2( Aﬁ_ :M2+M2(ﬁ_ ):M2+k2—M2 (3.4.4)

A A 4 M3 A Az A A

Temos

. A% [ d-1 1
—i%y = —g*Co(N)p / 2n) ( oAl Mi) (3.4.5)



p P
?$ﬁ%.*=D@m4x@me>

p—k
d?k 1
_-262:_~25/ T)? — ' AV
iXe(p”) = (—ig)"n (%)d( ) (p_k)Q(p + (p— k)") (3.4.6)
C2(N)
—Z’f] v v v
X kgﬂ ((p_k) +p):
dk 1
:—CN€/ 4p? —dp -k + k2
gCs(N)p (27T)dk‘2(p—k‘)2( p"—dp-k+ k%)
Para p? = 0, temos:
5.(0) = —gCs(N) / % 1 (3.4.7)
12 = —gL»2 2 (27T>dk2 <.
Para o proximo propagador, temos:
ng
e T = D) (—iZa(p?) D(p?)
p—k
dk i
_2 2:_.28/7Ta27M _k,u
Xa(p”) = (—ig)°pw" (27r)d( ) (p—k)2<p +(p— k)"
i AV } (3.4.8)
X k2—M§(77“”_ ]l\}i)(p +p—k)") =
dek 1
Sacnny|
7N | Gryi = kpe 1)
1
X l4p2—4p-/€—|—/€2—2(2p‘k—k2)2]
M3
Para p? = 0, temos:
—i24(0) = —g2Cy(N) E/ddkl (3.4.9)
d = —g U2 M (QW)dMi T

As divergéncias quadraticas e qudrticas se anulam ao somarmos as contribui¢des dos diagramas
obtidos. Dessa maneira, o Campo de Higgs ordinédrio enquanto campo de matéria escalar que
se acopla aos bésons vetoriais e Lee-Wick da simetria eletrofraca nao apresenta divergéncias

quadraticas devido a sua interacdo com esses campos.

3.4.2 Campo Escalar LW

No caso do Campo Escalar de LW, usaremos os mesmos diagramas porém serdao deno-
tados um ’ (linha) para indicar que os campos escalares envolvidos sdo tipo LW. Como visto
antes, as Funcdes de vértice envolvendo o escalar LW sdo idénticas porém com sinal trocado

das fun¢des de vértice do campo escalar ordindrio. Pelo fato dos loops (a) e (b) ndo envolverem



propagador do escalar, a corre¢cao de massa destes loops para o campo escalar LW € idéntica

porém de sinal oposto:

B (3.4.10)

v , _f d% d
=% = (1% = G [ G

o (3.4.11)

-/ ; c -l 1
—i%y = —(=i%) = g*Co(N)u / (2m)d (k2 -M; Mi)

p p
e A

D(p*)(—i%L(p*))D(p?)

p—k
2 . N\2 e dk 2 —1
) = @9Pn [ i T (3.4.12)
X (0 + (p— b)) 2 (p — ) 4 ) =

k2
Ak 1

= O [ G k)

On shell, temos p> = M j, logo:

Ak 1
N 2y _ 2 € 2 . 2y _
iS,(M3) = g*Co(N)p / i EE —2p B) (AM; —4p - k + k?)

(3.4.13)
- 9202(]\7)“5/ Th L AM,—dp K
(2m)d\ k2 —2p-k  k%2(k*>—2p-k)




p?k;
i) = (—igfCaN [k (= k)
a ’ (2m)d (p — k)? — M3
; kK, o (3.4.14)
X kZ—Mi(UW_ A‘}%)((p—k) +p ):
d?k 1
2 €
=S | G =
1
X [4p2—4p-k—|-k:2—2(k2—2p-k)2}
MA
On-shell, temos p?> = M j e entdo
d?k 1
Y (M2) = —g?Cy(N /
alMe) =~ | omyi G =2y B0 - 3
X (3.4.15)
A
Onde
1 k2 —2p- k)2 1 K2—2p-k
( p-k) - p (3.4.16)

M3 (K —2p- k)(K2 — M3) M3 (K2 — M3)

Onde o segundo termo no numerador resultante é fmpar e, ao ser integrado em d?k resulta em 0,
assim podemos substituir no integrando:

1 (k* —2p - k)? k2 1 1 1

MR —2p k(-3 MERE M3 MR-

E os dltimos dois termos em colchetes do integrando, junto com o denominador, tornam-se:

(3.4.17)

1 { 1 2
k?— —(k* —2p- k:)z} =
2 _ . 2 _ 2 2 2 _ . 2 _ 2
1 R S 2 - k
Mo R*-M; MR (R*—2p-k)(k - M3)
Substituindo na expressio obtida para —i3;(M), obtemos:
dk | 1 AM? —2p -k
~imy(ME) = PCa(N )t [ - ¢ 3.4.19

Analogamente ao Campo de matéria escalar ordindrio, ao somarmos todas essas contribui¢des

de autoenergia sobre o escalar LW, as divergéncias quadratica e qudrtica se cancelam.

As divergéncias quadréticas e quarticas para contribui¢des de massa se cancelam para
ambos escalar ordindrio e escalar Lee-Wick. Portanto o campo de matéria escalar numa teoria de

Lee-Wick so apresenta divergéncias logaritmicas.



3.5 A Lagrangiana do Modelo Padrao de Lee-Wick

3.5.1 O Setor de Higgs
3.5.1.1 Setor Higgs-calibre

A Lagrangiana do Higgs de ordem superior € definida como:

1

Lha = (ﬁuﬁ)T(ﬁ“ﬁ) - Mi}g}(

D,D*H)'(D,D"H) — V (H) (3.5.1)
A derivada covariante do Modelo Padrao de Lee-Wick €:
D, =0, +igA"T, + igsW T, +ig: B,Y =
= D, +1igA’T, +igW!T, + i B,Y
zz'X_; (3.5.2)
D, =0, +igA; T, +igoWiT, +19:B.Y
—— ——

N———
SU(3) SUL(2) Uy (1)

Entretanto nota-se que como o Higgs ndo se acopla aos glions, temos

D.H =0, +igW T, +ig:B,Y (353
D, H = 9,0 +igWeT,H +ig,B,YH o
e o potencial € dado por:
R N/ as o~ 'l)2 2
V(H) = 1 (HTH - 2) (3.5.4)

O desacoplamento entre Higgs ordinario e Higgs LW € praticamente idéntico ao feito
com o campo escalar de matéria, porém com potencial e campos de calibre diferentes. Logo,
definimos H = H — H para diagonalizar os termos cinéticos da Lagrangiana. Em seguida,
Podemos usar a nossa resolu¢do do campo de matéria escalar como proxy para a Lagrangiana

desacoplada de Lee-Wick do Higgs a0 mapearmos:

b H, ¢— H

- (3.5.5)
ig AT, — 1A,
L= (D) (D) — (Dud) (D*) + M76' 6+ ig(Dyg) ALT ¢
+ P QT AT, ALT ¢ — igpt ALT, D" — ig(D,d) AT ¢ + igdt ALT, D"¢
— T AYT, AT ) — (3.5.6)

Litigys = (D, H)(D"H) — (D, H)'D"H + My H'H — V(H, H) +i(D,H) A" H
— iH'A,D*H + H'A A*H — i(D,H)A*H + iH'A,D*H — H'A A*H

—

Notando que aqui,fl“ ndo inclui os glions pelo fato do Higgs ndo se acoplar, a nivel de arvore, a

eles. Incluimos o potencial de Higgs pela sua relevancia na geracdo de massa aos férmions do



Modelo Padrao. O potencial de Higgs desacoplado € dado por:

) ~ ~ )\ .‘_ UQ 2 )\ .|_ 'UQ ~.i.~
VU = VH ) = V(H = 0) =5 (HH =)+ 5 (o= )i

2 ~ ~
_2 (HTH _ “2) (H'H + HTH) + i

: (Y + (HH)? + (1 H)? (357

v o(HTH(HTH) — 2(H H)(HH) — z(ﬁTH)(ziﬁﬁz)]

No calibre unitdrio, o dubleto de Higgs ordindrio H assume sua forma padrao, dife-
rentemente, o dubleto LW de Higgs possui maior liberdade de defini¢do, podendo incluir uma

excitagcdo carregada LW, ht, e uma excitacdo pseudoescalar LW, P:

0 . ht
H= ] =4 (3.58)
V2 V2

Vamos assumir que o valor esperado de viacuo de H € nulo. Os termos quadréticos no potencial

de autointeracdo que vao contribuir a massa do Higgs sdo:

Lmass,H - _T (HTH + .E[T.E[> + M]%IHTH =
(3.5.9)
Av? ~ M3 -~ -~
- —%(h — )+ L (hh+ PP 420" h7)
Para os campos de Lee-Wick da Simetria SUL(2) x Uy (1), o com o valor esperado de
vacuo do Higgs vai induzir um mixing de massa entre Wg’ e Bw que diferentemente dos campos

ordindrios, também apresentam, cada um, uma massa de Lee-Wick (input do nosso modelo).

2,2 2 2,2 M2 .
‘Cmass,LW = %U/VSW(;L) - 91920 WSBM + glirUBMBM — JBMBH
MSQ 4 8 2 (3.5.10)
2 117a11
Ty e

Nota-se que consideramos que o LW-Higgs possui valor esperado de vacuo nulo e que ndo
quebra espontaneamente nenhuma simetria do modelo padrdo. Os autoestados de massa sao

obtidos diagonalizando-se a matriz de massa resultante:

(W3> - ( cos ¢ Siw) (U) (3.5.11)
B —sing cos¢/ \V

O angulo de mixing é entdo obtido diagonalizando-se a matriz de massa de maneira andloga ao

que foi feito na se¢ao sobre o Campo de Higgs:

-1
2 2
tan 2¢ = 91922” (Mf — M2+ (g2 - g%)i) (3.5.12)



Dos resultados obtidos até hoje no LHC, M; e M5 sdo de, no minimo, da ordem de TeV.

Também hd um mixing entre os campos ordindrios e os campos de LW em L4y
oriundos dos termos:
i(D,H)IA"H — iH'A,D"H (3.5.13)

O mixing resultante é:
Lonizing = My, (W, W™ + WIW ™) + M7 Z,(cos Oy W™ — sin 6y B") (3.5.14)

Onde 6y € o angulo de Weinberg e My, e M, sdo, respectivamente, as massas do Modelo
Padrao dos bosons W e Z.

3.5.1.2 Setor Higgs-Quarks

Sejam QAZL quark levogiro de i-ésima geracao e L7 o dubleto de sabor leptonico de j-ésima

geracdo, temos

Ai UIL_INLZL
— LT 35.15
Q; ( i dz) (3.5.15)
Jj s
A (3.5.16)
v

os singletos dextrgiros de sabor up e down sdo, respectivamente 0%, = u’y — ' € db = dip — d,

o singleto dextrégiro de sabor leptdnico € é%, = e’y — él,.

Vamos construir a Lagrangiana de Yukawa usando o Minimal Flavor Violation (MFV)
na teoria de ordem superior. O Minimal Flavor Violation afirma que a quebra da simetria de
sabor SUg, (3) x SU,,(3) x SUq,(3) envolvendo diferentes geracdes de quarks levogiros @), e
quarks dextrégiros up ug € down dy ocorre exclusivamente através do acoplamento de Yukawa,
de forma que qualquer quebra dessa simetria ocorre através de acoplamentos que se transformam
da mesma forma que o acoplamento de Yukawa gff 4> onde ¢ e j sdo indices de geragdo de quarks.

Feitas essas defini¢des, a Lagrangiana de Yukawa assume a forma:
Ly ukawa = gff@ﬁe@i — gﬁlj@]ﬁ[@‘i - gzjgﬁﬁi + h.c. (3.5.17)

Onde h.c. significa o hermitiano conjugado da soma dos termos anteriores. O objeto € = 705 onde
09 € matriz de Pauli indica a interagdo de Yukawa da Representacdo Complexo conjugada do
Higgs com os singletos 1z, elucidada no Capitulo 2. Decompondo os campos da teoria de ordem
superior nos modos ordindrio e Lee-Wick usando os métodos ja explicitados, a Lagrangiana de

Yukawa torna-se:

Ly = g9 (uly — @) (H — H)e(Q}, — Q) — g (dfy — di)(H — H)(Q}, — Q3)

B T (3.5.18)
— 9 (g — €R)(H — H)(Ly, — L1) + h.c.



Assim, haverdo novas interacdes do Higgs com os férmions Lee-Wick além de um mixing de
massa entre os férmions LW e os férmions ordinarios. Os vértices das interacoes de Yukawa sdo

os mais simples, usando como exemplo os quarks ug, temos:

H H
/\ =g, /\ = —ig)/ (3.5.19)
@ Uy @ U
H H
/\ = —ig, /\ =g (3.5.20)
@ I o) i

As interagdes dos férmions LW com o Higgs irdo cancelar a divergéncia quadratica de
massa do Higgs ao somarmos todos os diagramas envolvidos para a correcdo de massa do Higgs.
Vamos demonstrar agora como isso acontece considerando os loops, por simplicidade, faremos a

conta apenas envolvendo os quarks u':

p+k p+k
T L
Q1 01
—iYa(p) = H ---- - H ,—iSy,(p)= H ---- g
UR iR
-~ -~
k k
(3.5.21)
ptk p+k
™= .
Qr 01
_Z220<p)— H ---- ”’H,—Z’ZZd( ): H ---- --- H
l:LRY\_/ ﬁRv
k k
(3.5.22)

Denotando por m¢ a massa dos férmions ordindrios e por Mg a massa dos férmions Lee-Wick,

temos:

| e R Tr[(p+  + ma) (K +mq))]
i¥2.4(p) = (ig;))(ig, )/W(Sﬂéim [(p+ k)2 — mé +i€][k? — mQQ + ie]

Ak Te[(p+E+mo)(k +ma)]
(2m)* [(p + k)% — mg +ie][k? — mg, + ie]

(3.5.23)

— (ig)(iguss) |



A integral estd resolvida no capitulo 1, o resultado dela aqui € simplesmente a substituicao de
M (a massa presente no capitulo 1) por mq. Vamos deixar o resultado obtido da Regularizacdo
dimensional em d = 4 — ¢ numa forma conveniente:

DA _ 1
i%9.4(p) = (19 (9i5) (56 — 1+ 31n(4w267)) /0 dz\, (1 — gln Aa) (3.5.24)

A2
Com A, = mg — p*z(1 — x). A parte sensivel as massas dos férmions na escala de massa acima
do quark top é:
_ (19 (i9ui5) / drA, (3.5.25)

472

Analogamente, para o loop (d), temos:

Ak Tr|(p+ K+ M) (k+ M)
(2m)* [(p + k)2 — M2 + ie][k* — M3 + ie]

_ (1g)(igus) [ —6 2 ! €
=2 |z 1 —|—3ln(47ru e”) /0 deAg[ 1 — ilnAd

Com Ay = M@ — p*x(1 — z). A parte sensivel as massas dos férmions na escala de massa acima

Sa.a(p) = (i95)(igus) |
(3.5.26)

do quark top oriunda da amplitude do loop (d), em d = 4 — ¢ dimensdes, estd contida no termo:

Z.gu Zgu Gy J\Yu,ij)
= / dly (3.5.27)

Os loops (b) e (c), pelo fato de possuirem apenas 1 particula Lee-Wick, contém um fator global

-1 a mais na integral que nao € compensado por uma segunda particula Lee-Wick:

Ak Te[(p+k+ Mo)(F+mg)]

35 (p) = (—1)(—ig)(—igus; / (3.5.28)
Ealp) = (D9 0ms) | Gyt [ ke = A3 T ik —md + id
Aplicando a Regularizacdo Dimensional, temos:
. ddl{? d(k2 + (p . ]{7) + mQMQ)
To(p) = (~1)(~ig¥) (~igui)t” [ , . (3.5.29
alp) = D)0 | Gt he — M il —md vid O
Na Parametrizacdo de Feynman (vide Apéndice B), temos
1 p—
+ k)2 — M2 + ie][k2 — m2 + ie
[(p ) Q Il Q 1] (3.5.30)
=/ d
/o x[:p((p + k)% — M3 +i€) + (1 — x)(k* — m, + ie)]?
Vamos completar quadrados no denominador:
z((p+k)? — ME +ie) + (1 — 2)(k* — mg, + ie) =
(0 +K)? = MG +i0) + (1= )(k* =y + i) 5530

= (k+px)? — p’a® + p’x —mQ — x(M§ —mg)) +ie = 1> — A,
Com [ = k¥ 4 prz e Ay = mg) + x(M§ — mg)) — p*z(1 — x). O numerador ento é:

K+ k-p+moMg =1+ Ay +mg(Mg — 1) — x(m, — M3) (3.5.32)



Logo

il 12 A,
» i / /
iSo(p) = — (19, ) (iguj)dp® | dx [ A +(52_ AE
(3.5.33)

+

mo(Mg — 1) — o(M3 — mé)]
(12 — Ab)2

J4 sabemos a resolugdo dos primeiros dois termos em d = 4 — ¢ dimensdes, que sdo andlogos
aos casos anteriores a menos de um sinal global e uma outra defini¢do para A, a contribui¢do de
massa sensivel ao ultravioleta é:

(19:7)(19u.5) / dzA, (3.5.34)
472

O caso (c) é idéntico ao caso (b) apés a troca mq «» Mg, logo A, = M@ + z(mg — M) —

p?z(1 — ). Assim podemos somar as contribui¢des sensiveis ao ultravioleta desses quatro loops:

TN (ia . 1
W/O da (D + Ac — Ay — Ag) =0 (3.5.35)
0

Essa contribui¢do que € anulada na soma € a tinica que envolve o loop contendo exclusivamente
correntes de quarks ordindrios. E justamente dessa maneira que a Extensdo do Modelo Padrio
de Lee-Wick resolve o problema da hierarquia do Modelo Padrdao. O termo restante em 2.,
e 12, resulta do mixing entre quarks LW e quarks ordinérios, que pode ser desprezada se
consideramos esse mixing como uma perturbagdo, além disso, estes termos restantes resultam em
divergéncias logaritmicas a altas energias. As interagdes entre os férmions Lee-Wick e férmions
ordindrios naturalmente resulta no decaimento dos primeiros nos segundos, de forma que a

energia indetectada nos experimentos em aceleradores seja atribuida aos neutrinos, como usual.






4 Capitulo 4 - A fenomenologia do Mo-
delo Padrao de Lee-Wick

Neste capitulo, apresentaremos um pouco da fenomenologia da teoria estudada. Come-
caremos falando um pouco sobre a viabilidade da teoria, estabelecendo limites minimos para
a massa de algumas particulas Lee-Wick, para depois analisarmos se a escala de energia atual
dos maiores colisores, como o LHC, é compativel ao modelo. Em seguida, apresentamos alguns

resultados mais recentes que apresentam possibilidades inusitadas para nova fisica.

4.0.1 Paréametro Eletrofraco p

O mixing de massa entre os bésons Z, e W, ordindrios com os bésons LW VV# e Bu
resulta numa corre¢do do parametro eletrofraco p, definido por
.M
M2 cos? Oy
O mixing de massa pode ser escrito em forma matricial, como:

Loz = MI%/(W:VNV_“ + W:W‘“) + M2 (cos By W3 — sin 6y, B*)

(g, m)[ M Mpsme) (7 40.2)
ST T — M% sin Oy — M} B

Os autovalores sio:

P (4.0.1)

1
e = 2( — M2+ M2+ (ME + M2)2 + AM3 sin? 9W> (4.03)
Usando .
(a+ x)l/2|m0 ~+a+ ia_l/Qx + .. (4.0.4)
E identifcando A\, como a massa corrigida do béson Z, temos:
M} sin® 0 M} sin® 0
2 ~ N2 z W a2 z W
AT = T A A
MP?2cos? 0y, M2 M2 sin? Oy,
= =1 — Z et Z — 1 Zi 4.0.5
p e 2 + Vg (4.0.5)
M2 sin? 0
M} >> M7 = % <<1
i

Substituindo os valores das massas M3, e M2 no Modelo Padriio usual (cujos valores encontram-
se no capitulo 2), obtemos p = 1. O mixing entdo vai introduzir uma correcio a tree-level dada

por
sin2 QW M %

M¢
Atualmente o vinculo para este parametro é |Ap| < 10~* [Workman et al. 2022], resultando em
M, > 1TeV.

Ap=p—1=— (4.0.6)



4.0.2 Flavor Changing Neutral Currents e Flavor Changing Charged
Currents

Aqui apresentamos a fenomenologia investigada em [Dulaney e Wise 2008].

"Flavor Changing Neutral Currents"(FCNC, correntes neutras que mudam de sabor) sdo
processos hipotéticos de natureza eletrofraca previstos pelo modelo padrao além do tree-level
que ainda ndo foram observados experimentalmente e violam conservacdo de sabor. Um exemplo

€ o diagrama:

4.0.7)
ue corresponde a um decaimento 7 — e~ . Outros exemplos sdo
Q pond decai 0] plos s
sin O¢ Ww-
_ S —»— —— M_
KY Yu W Vi a
J —— o (4.0.8)
cos O
cos O W-
_ S —»— —— Iu_
K° YC W Vi A
g —— — 4.0.9)
—sin ¢

Onde 6 € o angulo de Cabibbo, os senos e cossenos sinalizam as proje¢des entre os autoestados
de sabor sobre os autoeestados de massa (fisicos) nos vértices. Nota-se que se a massa dos quarks
up e charm fossem idénticas, as duas amplitudes se anulariam. Ainda sim, ocorre a supressao
do processo K° — pp~ devido a soma dessas amplitudes. Esta supressio é denominada um
mecanismo GIM [Glashow, Iliopoulos e Maiani 1970] e ela é maior quanto menor o angulo de

mixing entre os autoestados de sabor resultante nos autoestados de massa.

Os termos de derivadas de ordem superior da Lagrangiana de Lee-Wick no setor eletro-
fraco irdo introduzir novos acoplamentos Flavor Changing entre os quarks ordinédrios mediados
pelos bésons Z (FCNC) e pelos bésons W, estes tltimos originando "Flavor Changing Charged
Currents"(FCCC, correntes carregadas que mudam de sabor) [Dulaney e Wise 2008]. Neste
artigo, o termo de ordem superior € tratado como uma perturbacao onde os férmions LW sdo
integrados no funcional gerador para dar origem a uma teoria efetiva a baixas energias. Através
disso, podemos investigar novos processos fisicos possiveis resultantes além do Modelo Padrao

resultantes de uma Teoria de Lee-Wick em escalas de energia acessiveis.



A Lagrangiana cinética de ordem superior no setor de sabor € introduzida como:
3 _ A L— ~3 —_ A~ e ~3
(kin) AL LA A A A R T ~

Ehd = QleszL + TQQZLZlﬁ QJL + LZLZ.ZDLZL + TL LZLZlD L]L
— A c— A3 A = N ST IS

+ WigiDuip + Tfjule]D Wr+ digiDdig + rzdeRle d'r (4.0.10)
A A3

+ éigilDein + rieipil) eip

Os indices 7 e j sdo indices de geracdo de férmions e suas repeti¢des aos pares indicam soma. As

matrizes rq, 'y, Ty, Tq € e $a0 matrizes hermitianas de massa dos férmions LW e podem misturar

geracdes diferentes. Elas sdo definidas como

ry = (MY'(MZY, X=Q,L,UD,E (4.0.11)

e X
Onde @, L, U, D, E refere-se, respectivamente, ao quark levégiro, ao lépton levogiro, ao quark
dextrégiro de isospin fraco up, ao quark dextrégiro de isospin fraco down, e ao 1épton levogiro.

A diagonalizagdo dos autoestados de massa LW ¢ dada por:
Xpp Y(Xpp)X
. e 5 L) Xan (4.0.12)
Y(Xp)'MgY(XR) = MGV
Onde Y sdo transformacdes unitérias, logo temos My = Y (X L)M)dzmg Y (Xg)!, o que implica
em:
. 2
re =Y(Xp) (Mdg) Y (Xg)f (4.0.13)
e
Assim, a lagrangiana de Yukawa nos autoestados de massa é dada por:
Ly = g (up — aY ()" (H — H)e(Qf - Y(Q1)E1)
— g (dip — diY (d)")(H — H)(Q1, - Y (Q1)Q1) (4.0.14)
— g (e, — FY (&) (H — H)(L}, — Y (E4)E}) + he.
Na presenca de MFV, as matrizes Y(f( ) sdo proporcionais a matriz identidade, logo todos os
quarks envolvidos quebram a simetria de sabor SUg, (3) x SU,,(3) x SUy,(3) da mesma
maneira, dada exculsivamente pela transformacdo dos acoplamentos de Yukawa. Podemos entao,
num regime a baixas energias, calcular a Lagrangiana efetiva do Modelo pela integracdo dos
férmions LW no funcional gerador a baixas energias.

A Lagrangiana Efetiva foi obtida ao integrar-se os diagramas:

H H H H H H
W Qoo W Qp W Ly oo
d% d% U% u% 6% e%
(4.0.15)
H H H H

QL 7 Q7
dR Up UR dR



Os trés diagramas superiores numa Teoria efetiva irdo resultar em FCNCs envolvendo
o bdéson Z, enquanto que os dois diagramas inferiores irdo resultar em FCCCs envolvendo os
bdsons W. Podemos visualizar isso pois, numa Teoria de baixas energias, o tempo de vida das
particulas Lee-Wick € curto demais para que sejam detectdveis, de tal forma que podemos reduzir,

diagramaticamente, seus propagadores a um vértice efetivo de interacdo, por exemplo:

m ~ (4.0.16)

A Lagrangiana efetiva obtida é:

LD = up(gurogh ) H  eilp(eH ug) — dr(garogy) H ilp(Hdg)
— ep(gerpg ) HYiID(Heg) + [Qr] (gl rug.)ilD[H eQy]

— [QLH)(graga)iDIH QL) — [LLH)(gerege) i [H L)

— {dr(garqgu) H'iD[eH ug] + h.c.}

(4.0.17)

Onde os colchetes [ ] indicam a contrac@o de indices de SU(2) dos dubletos e a contragio de
indices de geracdo de férmions estd subentendida em todos os termos. No valor esperado de

vacuo do Higgs, as massas dos férmions sdao
My = g20/V2, x=u,d e (4.0.18)
As massas sdo diagonalizadas por transformagdes unitdrias U (x, L/ R):

x> Uz, L)z, xp—U(x,R)xR
U(x, R)'mU(z, L) = m® (4.0.19)
U(z, R)'g.U(x, L) = g\ = g\

Trabalhando no valor esperado do Higgs e nas massas diagonalizadas, temos, por exemplo:

ur(gurogl)H  ei (e H ug)
— ap(U(u, R) gD U(u, R)yroU (u, R)' ¢“DU (u, R))H  eilp(e H*up)

roU (u, RYU(u,R) T =rq (4.0.20)
= (U (u, R)'rqU(u, R)) H g eilp(e gV H* up)
N—— ——
m7(ld) mgtd)

Trabalhando nos autoestados de massa, a Lagrangiana efetiva resulta em novos acoplamentos



entre os bosons Z e W com os fermions além do Modelo Padrao, dados por ALz e ALy :

ALz = /g7 + G32Z,Jurm® U u, L) rgU (o, L))m Py ur
+ dpm$P(U(d, L) o (d, L))ym$ " dg
+ermi® (U (e, L)TriU (e, L))m{Py"er 4.0.21)
+am{P (U, R)'r U (u, R))m{Py uy

+dym(U(d, L) rad(d, L)
DU R)

)
)m
+éLmed)(Ll e, )Tre (e, R))m}

]

A matriz de acoplamento em AL, é uma rotagdo unitdria sobre os acoplamentos de derivada
de ordem superior 7“3? H4 também uma FCNC que viola conservacao de familia de 1éptons,

podendo resultar num vértice u*t — Ze™.

No modelo Padrao, o mion decai predominantemente no processo
I'(u — ever,). Considerando a massa dos léptons LW da ordem de TeV/, temos r, ~ 1TeV 2,

Assim podemos estimar a ordem da branching fraction:

2
Dlp=3e) [ memu ) qp= (4.0.22)
I'(p — ever,) ( 2

Na presen¢a de Minimal Flavor Violation as matrizes rx sdo proporcionais a matriz identidade,

logo a matriz de acoplamento de geragdes pode ser escrita como:
MFV = (U(X,L/R)'rxU(X,L/R)) = rxU(X,L/R)UX,L/R) = rx (4.0.23)

Neste caso, ndo ha FCNC envolvendo béson Z.

ALy = %W drm®(U(d, L)’ roU (u, L))ym@D~tup

+ (1/2)dL K germ U u, R) rd (u, R))m(P v ur

(4.0.24)
+ (1/2)dym U(d, R) rad (d, R))m " K yeppur+

(1/2)erm!? (U(e, R)Trqa (e, R))m! D~y

Onde K¢y = U(u, L)1U(d, L) é a matriz CKM usual do Modelo Padrdo. As novas
interacdes dos quarks left com os bésons W portanto introduzem uma mudanga efetiva na Matriz
CKM, regulada pela massa dos férmions LW implicita em r, e r4. Como visto anteriormente, na
presenca de MFV, as matrizes de sabor envolvidas ¢ diagonalizada e nao ocorre o acoplamento

efetivo entre quarks dextrogiros com os bosons W e também ndo hé violacio de familia leptonica.



Por exemplo, se M ¢ ~ 1TeV, a mudanga efetiva sobre o elemento de matriz (Ko g pr)cbs

por exemplo, é da ordem de:

e (K gern)am@ U (u, R)'rU(u, R))m{"#b,,
memy (4.0.25)

= A(Kvg’l(M)cb = A(KCKM)bc ~ W ~ 1074

4.0.3 Fantasmas tipo-axion

No artigo [Carone 2020], propde-se a possibilidade de estudar a existéncia de particulas
tipo 4xion' no Modelo Padrio de Lee-Wick através de um experimento tipo "Light Shining
Through Wall"(luz brilhando através da parede). Este tipo de experimento propde uma particula
que se acopla somente ao féton. Colocando duas fontes de fétons em dois lados de uma parede
na presenga de campo magnético, € possivel que o féton, na iminencia de incidir sobre a pa-
rede, produza um dxion sob interagc@o, o 4xion por sua vez, por nao interagir com os férmions
constituintes da parede, pode atravessa-la e entdo produzir fétons do outro lado, de maneira
que "o foton incidente de um lado da parede poderia atravessa-la", a este fendOmeno chama-se
"regeneracao do féton". A presenca de um dxion Lee-Wick implicaria numa corre¢ao na probabi-
lidade de regeneracdo do féton apds atravessar uma parede. A particula axidnica considerada no
artigo pode ser tanto de natureza escalar quanto pseudoescalar. O dxion pseudoescalar ordinario

acopla-se ao campo eletromagnético da seguinte forma:

1 1 1 1 .
L= —EFW,F'LW + 5(%@8“@ - §m2a2 + Zga'y'yaF/JuF'uV (4026)

Onde a € o axion pseudoescalar e F),, = "B F,5 é o dual do campo eletromagnético. Numa

teoria de derivada de ordem superior, a lagrangiana do axion é:

1 1
g @ = oo ala (4.0.27)

Eh.d.,amion - —§&|:|CL -

Podemos usar o truque do campo auxiliar de Lee-Wick definindo @ = a — a, onde a € o dxion
ordindrio e a o dxion Lee-Wick. Usando o dxion Lee-Wick como campo auxiliar, obtemos,

analogamente ao caso do campo escalar no inicio do capitulo 3, a Lagrangiana equivalente:

1 1 1 1
Livion = —500a+ 5ala - §m2(a —a)*+ 5M?a? + Lint(a — @) (4.0.28)

Diagonalizamos as massas da mesma maneira (através de uma rotagdo simplética) e obtemos:

1 1 1 1
L= —§a0|:]a/() + 5&0[’&0 — §m0a(2) —+ 5 g&g + Eint(e_e(a/o . ELO)) (4029)

Assim a interagcao dos dxions de massas diagonalizadas com o campo eletromagnético torna-se
_1 -6 S\ F
£int - Zga'y'ye ((lo - aO)F;U/FMV-

1

O éxion é uma particula hipotética proposta para resolver o problema CP forte da interacdo forte através do
mecanismo de Peccei-Quinn. Para mais informagdes, vide [Peccei e Quinn 1977]. Além disso, também sdo
candidatos a matéria escura.



Vamos considerar uma parede em z = L/2 e duas regides de potenciais classicos
distintos V' (x), para —L/2 < © < L/2 e V(x)g para L/2 < x < 3L/2, onde a primeira
fica a esquerda da parede enquanto a segunda fica a direita da parede (a parede € considerada
fina e localizada). Considerando um éxion como o estado intermedidrio que atravessa a parede
descrito pelo experimento em questdo, este interage com o campo eletromagnético imediatamente
antes de incidir sobre a parede e imediatamente depois de emergir dela. Considerando um dos
tensores de Faraday envolvidos na interagdo como a fonte cldssica e para uma primeira conta,
desconsideraremos a presenca do dxion LW, neste caso podemos descrever a amplitude de

regeneracao do féton como:

dq 7
(2m)4 ¢ — md + ie

[iFy(q —p)L)[iFe (0 — q)g]
(4.0.30)

Onde ¢ é o momentum do axion, e p e p’ sdo, respectivamente, 0 momentum do féton incidente e

iM= g‘%eﬂ”af”e’”“”eu(p)EZ(p’)pupé /

do féton emergente. Os campos Fglﬁ sdo os campos aqui considerados cldssicos. As polarizagdes

*

P
pseudotensores de Levi-Civita e os momenta p,p) vem da fungdo de vértice obtida apds a

o . ~ . ,
do féton incidente e do féton emergente sdo, respectivamente €,(p) e )e;(p’). A presenga dos
consideracao de um do campos como campo cldssico (sobre o qual ndo se toma a derivada
funcional na derivacao do vértice), o fator combinatério resulta das 4 possibilidades de escolha
do campo eletromagnético para ser o campo cldssico considerando os dois vértices envolvidos
no espalhamento. No referencial de laboratério, vamos assumir a fonte classica como um campo

magnético B = B,Z com

0 0 0 w 0
0 0 —-B. 0 w 0

P — , — , et — (4.0.31)
0 B, 0 0 Pu 0 0
0 0 0 0 1

Substituindo esses valores na amplitude resultante, temos:

M? = gaww2(pi)2 — )|, p)?
oty p) = [ L0 Besa =P Bty ~a) 4032)
o (2m)4 q% — m3 + i€

Para campo magnético de valor constante B, = Bj e assumindo que o féton incidente tenha
pacote de onda sufcientemente localizada no plano yz, podemos trabalhar com as componentes
de Fourier do campo magnético na dire¢do x (vamos tomar a transformada de Fourier apenas na

direcdo x):
L/2 _» sin(q1 L/2)
dzB, ‘Nt = By L————+ = ByLF
/ 2B (x)e 0 0nL/2 oLF(q1)
3L/2 , L/2 , ,
/ dxB, g(z)e """ = / dzB, p(x — L)e L) = B Le' L F(qy)

L2 —LJ2

(4.0.33)



Desenvolvendo as contas nessas condi¢des, podemos chegar a probabilidade de regeneragdo do

foton para quaisquer estados assintdticos de fotons incidente e emergente como:

1 4 414, 2 2
P = g, BiLH | 1(w) (4.0.34)
Onde a integral /(w) é dada por:
dq F(gi)*e'nt
lw)= | — 4.0.35
=] o a0 — (= md) —ie (305
=k2

2
1 w
P = 1—69§WB§L4 () F(qu)? (4.0.36)

A conta com o dxion LW € idéntica porém com a nova integral I’(w) resultante da interacdo com

os modos ordindrio e LW desacoplados obtidos no comeco que resultard em:

d F 2 iqlL d~ F ~\2 i[le
]’/(w) — ﬂ (ql) 62 5 . _ ﬂ - <QI) g 5 . (4.0'37)
27 (1 + w)? — (w® — mg) —ie 21 (1 + w)? — (w* — M§) —ie
\—,2_./ \_\{2_./
=k2 =k

Observando o fator global e? da interagiio dos campos desacoplados devido & diagonalizagio

das massas, temos:

P BiL'e " G(w, mg, My, L)

_ 4
- Tﬁga'w

2 2
w w .
(ka) F(Ql*)4 + (k'a) F(QI*>4 (4.0.38)

- (l:;) (;;a) F(q1)*F(q14)? cos[(q1x — G1) L]

G(W, mo, M07 L) =

A seguir apresentamos dois graficos obtidos no artigo [Carone 2020]. Em ambos os graficos,
G = 1 corresponde 2 auséncia do d4xion LW. O fator ¢ =4’ ¢ da ordem O(1) e também contribui
na variagdo ndo desprezivel observada a regeneracio do f6ton. Nota-se que a probabilidade de

regeneracao do féton demonstra-se sensivel a razdo das massas do axion e o axion LW.
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Figura 1 — Graficos obtidos no artigo para G, o grafico a esquerda possui as curvas rotuladas pela
energia do f6ton incidente, o grafico a direita possui as curvas rotuladas pela massa
do axion LW e a escala de w é dada em eV'.

4.0.4 Potencial de Cornell emergente de Eletrodinamica Lee-Wick

No artigo [Smailagic e Spallucci 2020], demonstra-se uma modificagcdo proposta na
Eletrodinamica de Lee-Wick que reproduz um potencial confinante cldssico. O Potencial de
Cornell ¢ um modelo fenomenoldgico de potencial usado para descrever o confinamento dos

quarks. Ele possui um comportamento linear a grandes distancias, dado por:

4a5+
———+4or
3r

gsVe(r) = (4.0.39)

Onde a, = g?/4m é a constante de estrutura fina da interagfo forte, e g, é a constante de
acoplamento da mesma interagdo e o € denominado tensao do tubo de fluxo?. A curtas distancias,
ele exibe um cardter coulombiano enquanto que a longas distancias, o comportamento linear
domina, o que impede cargas livres no infinito e seria responsédvel pelo confimanento neste
modelo fenomenoldgico. Atualmente suspeita-se que o cardter ndo-abeliano da cromodindmica
quantica € responsavel pelo confinamento, entretanto este artigo mostra que € possivel reproduzir
confinamento a partir de uma teoria abeliana. A Lagrangiana da eletrodinamica modificada
proposta é:
1 —0?

L=—gbw| g

Fr —ejhA, (4.0.40)

4"

O modelo fenomenolégico de tubo de fluxo consiste na descri¢do do confinamento dos quarks num nicleon onde
a configuracdo de glions como "cordas eldsticas"que conectam os quarks [Bulava et al. 2019], ao aumentarmos
a energia dos quarks, esses tubos podem romper-se, mas a energia para isso torna energeticamente favoravel a
producdo de mais quarks, preservando o confinamento. Entretanto h4 objecdes a este modelo [Krein], pois nele,
a massa fisica do pion exibe um rompimento dos tubos 2 menos de 1 fermi de distancia, sendo uma distincia
menor que o raio do nucleon, isso impossibilitaria a coesdo do niicleo atdmico através dessas cordas.



Onde 9? € o laplaciano (tridimensional). Aqui o potencial de Cornell é uma modificacdo do
potencial eletrostatico, portanto consideraremos apenas o laplaciano na derivacdo. Usando
F,,F" = =2(E? — B?), com E; = 0yA; — 0;Ag e B; = 1¢;;6(87 A* — 0F A7), temos:

ﬁ_lEi _782 E lBi _782 B A kA (4.0.41)
2 —24+m2) " 2 —024+m2)] " P T E) o

O momentum € dado por

oL —0? , —9? A ,
= | = s | =T 4.0.42

Assim a hamiltoniana obtida é (desconsiderando a componente I1°):

% _82 P
oA

1 [ -0 1 [ -0
_ g% g _‘p|_—9 \g (4.0.43)
o F (_ 2+m2)E1 5B (_82+m2)31

—0? ) ‘
— A() (6p — (M) @El) — ejkAk

Onde na passagem a dltima linha usou-se uma integracdo por partes sobre 0;A4,. Usando a

conservacdo de momentum, obtemos uma Lei de Gauss modificada:

a2 2
O (a_;m )p (4.0.44)

Onde explicitamos a constante dielétrica do vicuo. A dependencia com a energia através de
0? dessa nova Lei de Gauss permite uma reinterpretacio de uma constante dielétrica do meio

devido a polarizacio do viacuo. Agora vamos obter o potencial ¢ resultante.

92 2
' =-V¢=0F =—0¢=—— (M) p (4.0.45)

€0 —82

Vamos admitir uma distribui¢@o de carga gaussiana de largura finita [, diagonalizando a equag@o

do potencial em termos das compoentes de fourier:

o) = [ e ol

(4.0.46)

Temos:

4.0.47
e dgk i ( m2> e,i]g_,:‘e,k‘zlg ( )



Se a distribuicdo de carga fosse puntiforme, o primeiro termo resultaria num potencial cou-
lombiano padrdo. Vamos chamar a integral resultante do primeiro termo de ¢(r,lp;m = 0) e a
integral resultante do segundo de ¢(r, lp; m). Usando a parametrizagdo de Schwinger, a integral
gaussiana em n dimensdes e as propriedades das funcdes Gamma incompletas (Vide Apéndice),
temos:

e 1 1 (1 2
lnm=0)= ————  “~| = — 4.0.48
¢(T7 0, M ) €0 471_\/%7_7(2? 4[%) ( )

Onde v (;, ’”) ¢ a Funcdo Gamma Incompleta inferior. O comportamento assintético de

e

_47r60r7 r—= o0,
o(rloym=0)~q | - (4.0.49)
“aaem (LT ) T <<l
Analogamente para a parte massiva, obteve-se:
e m? [ dr I 4
. = el o —r* /4T _
Olrloim) =~ = o /l . (1 T)e Cor=—s+1 (4.0.50)

Onde s € o pardmetro da parametrizagdo de Schwinger. Denominando ¢(r,ly = 0, m) a integra-

¢do sobre o primeiro termo, obtém-se:

2 2

C M 122y ~ L s> 4.0.51)
8meg

Hrbo=0m) == S

Que reproduz o comportamento assintético do potencial de Cornell. Performando a integral para

o termo dependente em [, obtém-se:

2

C (1= mER)y(1/2; 72 J42) + mzr%(—uz; r2/42)| (4.0.52)

4Am3/2¢yr

(b(’f’, lOa m) =

Em torno da origem, o comportamento assintético do potencial resultante é:

e

272
~ g (1= ) (4.0.53)

¢(r=0) =
A distribuicdo de carga regular torna o potencial finito na origem. A seguir, temos o grafico
obtido no artigo [Smailagic e Spallucci 2020] para ¢(r, lp; m) em fungdo de r, com dois valores
diferentes para m = ml,. O gréfico ilustra a comparag@o do potencial de Cornell com o potencial

coulombiano, ambos regularizados pela ditribuicao de carga, resultantes da teoria.



3t Cornell potential

D

Figura 2 — Potencial de Cornell para m = mly. A curva pontilhada é o potencial de Coulomb
regularizado pela distribui¢do ndo puntiforme de carga.



5 Capitulo 5 - Conclusao

Apresentamos uma Extensdo do Modelo Padrdao de Lee-Wick com derivadas de até
quarta ordem e provamos que ela resolve o problema da Hierarquia associado a correcao
radiativa de massa do Higgs ao considerarmos os diagramas envolvendo os quarks LW enquanto
consideramos a corre¢do resultante do "mixing"(mistura) dos quarks como uma perturbacao.
Dessa forma, o Modelo Padrao de Lee-Wick apresenta-se como uma resolucao que nao requer a
implementa¢do de uma nova simetria que tornaria a massa do Higgs em tecnicamente natural.
Através de power counting e andlise do grau superficial de divergéncia, a formulaciao de ordem
superior da teoria exibe apenas divergéncias logaritmicas, uma caracteristica desejavel que evita
Problemas de Hierarquia, conforme explicado na introdugdo. A formulacdo de ordem superior
da teoria € equivalente a uma formulacdo que reproduz campos quanticos ordindrios acoplados
a campos fantasmas massivos, que decaem nos primeiros quando hd interacdo entre eles e
desde que os segundos possuam um limite minimo de massa. Ao final da introdu¢ao vimos o
carater acausal de uma Teoria de Lee-Wick, como um exemplo de teoria com instabilidades
de Ostrogradsky cuja existéncia pode ser conciliada pelas possibilidades de quantizagdo dos
campos. Esse cardter acausal € discutido em mais detalhes em [COLEMAN 1970] e pode ser
desejdvel para novas teorias da fisica, como gravitacdo quantica. Vimos no capitulo 3, através da
aplicagdo do Teorema 6tico para a obtencao da largura de decaimento, que a causalidade distinta
dos fantasmas massivos nao viola a unitariedade desde que as particulas LW nao aparecam no

espectro assintético da teoria.

Mostramos também alguns resultados fenomenolégicos que estabelecem um limite
minimo de massa das particulas Lee-Wick na escala de T'eV. Entretanto, esta € a escala de
energia do atual "Run 3"do LHC [CERN 2022] ("Large Hadron Collider", Grande Colisor de
Hédrons) e a auséncia de particulas Lee-Wick sendo experimentalmente detectadas nesta escala
de energia faz com que esse limite inferior seja empiricamente descartado. Entretanto, um artigo
mais recente [Abu-Ajamieh e Chattopadhyay 2024] apresenta "lower bounds"(limites inferiores)
maiores na massa dos férmions Lee-Wick a partir de correcdes sobre os fatores de forma do
vértice usual da QED devido a presenca das particulas Lee-Wick, no caso dos neutrinos serem
férmions de Dirac, este limite inferior é da ordem de 10*TeV, o que é mais favordvel a este
modelo. Apresentamos nesta dissertacdo uma fenomenologia baseada em teorias tipo Lee-Wick
capazes de reproduzir potenciais confinantes, o que pode enriquecer a exploragao e o debate
sobre o que deve ser responsdvel pelo confinamento na QCD. De fato, uma teoria com derivadas
de ordem superior possui mais possibilidades e flexibilidade do que uma de ordem "normal",
sendo portanto um bom "framework"(estrutura) para investigar fendmenos ainda ndo explicados
matematicamente no modelo padrdo, como foi no caso do confinamento. Outro resultado recente

modela possibilidades de fisica para o dxion através de experimentos de mesa.



5.0.1 Perspectivas Futuras

Embora os resultados aqui apresentados usem em sua maioria a prescricdo de Feynman
para propagadores a tree-level, o cardter acausal de uma teoria de Lee-Wick (vide Apéndice E)
abre uma discussao para novas prescri¢des de contorno de integragcdo para os propagadores dos
campos envolvidos. Em [COLEMAN 1970] e [Lee e Wick 1970] mostra-se que num espago
de Hilbert/Fock de norma indefinida, os autoestados de energia aparecem em pares complexo-

conjugados.

Pelo fato destes polos ndo serem reais € um deles encontrar-se na folha de Riemann
fisica, a Rotagao de Wick ndo € bem definida nestas teorias, necessitando de uma deformacao
no contorno de integracdo dos propagadores. Entretanto ainda ndo ha um consenso de qual
prescricdo seria a correta neste caso. Algumas das prescri¢des de contorno mais conhecidas sdo
a prescricao de Lee-Wick [Lee e Wick 1970], que mantém pdlos de frequencia positiva abaixo
da curva e pdélos de frequencia negativa acima da curva, e a prescricdo CLOP [Cutkosky et al.
1969], que € uma prescri¢ao proposta para cédlculos de 1 loop que perserva o comportamento
causal de cada pélo individualmente independente da energia de centro de massa, impedindo-os
de cruzarem o contorno de integracdo, dado que o comportamento causal de cada pdlo esta
associado a fun¢do degrau associada ao sinal de sua frequencia nos propagadores, que por sua
vez estd associada ao fecho do contorno de integracio pelo hemisfério superior ou inferior do
plano complexo. Mais recentemente discutiu-se também o papel da Distribuicao Espectral de
Kihllen-Lehmann, que é deformada numa teoria de Lee-Wick e discutida em [COLEMAN 1970]
e [Donoghue e Menezes 2020]. Uma possibilidade seria investigar que diferencas diferentes

prescri¢des de contorno causariam no Modelo Padrao de Lee-Wick.

Uma outra possibilidade muito interessante, e talvez a mais famosa, de aplicagdo de
teorias de Lee-Wick € a investigacdo de Gravidade Quadréatica [Donoghue e Menezes 2021], dado
que € uma teoria de gravitacdo renormalizdvel. Ela consiste na generalizacao da Lagrangiana de
Einstein-Hilbert para uma Lagrangiana com termos quadraticos no tensor de Ricci e no escalar
de curvatura, consistindo portanto em termos com derivadas de ordem superior na métrica e que

portanto se aplicam as perturbacdes da métrica, que por sua vez consistem nos gravitons.



Apéndice

Apéndice A - FunglOes de Vértice e Transformada de Legen-
dre

Nesta se¢ao, vamos seguir o desenvolvimento apresentado por [Greiner e Reinhardt
1996].

.0.2 Funcdes de Vértice e Transformada de Legendre

De maneira geral, uma Funcio de Green G (z, ..., z,,) de n-pontos relaciona-se com
o funcional do vdcuo Z[j] através de sua derivada funcional pelas fontes externas: j(x;), i =

1,...,n:

0" Z[j]

) ) 05 (0.1)

G (xy, ..., 2,) =

J=0

O funcional de vacuo livre ¢ Zy[j] = exp(5 [ da'dzj(z’)Ap(z — 2')j(z)). O Funcional do

vacuo em geral é:
21j] = 0 = Nexp (i [ det( i) ) A0 (0.2)
0j(x)

Onde N € a constante de normalizagdo dos campos, que € igual a 1 para vicuos estaveis. O
objeto W]j] é o gerador funcional de todos os campos envolvidos na teoria considerada. O
objeto L;,; é a lagrangiana de interacdo da teoria. Em geral, W] inclui lagrangianas de campos
fantasmas gauge fixing, potenciais de interacdo e o acoplamento linear j¢; entre corrente e
campo. Aqui usamos ¢; como campos escalares, mas sem perda de generalidade, podemos
considerar contragdes escalares de produtos de campos de quaisquer natureza, como j,A*. Por

simplicidade, aqui as demonstragdes serdo feitas para campos escalares.
Portanto podemos reescrever a fungao de n-pontos em termos do Funcional Gerador:

8" Zj]

G(")(xl, ey X)) = (_Z>n6]($1)5j(xn) j:() =

— ()" g"el] — (W] "W (sl _

= () ey i e~ Y 55 (a0) 07 (@) limo (0-3)
o W]

= A 83 ) o

Onde Z[j]|;—0 = (0]0) € a amplitude de persisténcia do vdcuo, ou equivalentemente, a amplitude

de bolhas de vacuo. Assim identificamos a Func¢do de Green como o produto de duas amplitudes



de probabilidade. As funcdes de Green conexas G (zy, ...x,,) sdo identificadas como o fator

que sobra:

M (g )= (-t O W] _ (=) o Zj]
O ) = S i e~ 2 S o b Y

As funcdes de Green conexas sdo aquelas cujos diagramas de Feynman correspondentes

sdo grafos conexos. Para um funcional de acdo, sem perda de generalidade, de apenas um campo
S[¢). temos W] = S[g] + [ joda.

Agora vamos introduzir a nova varidvel de campo ¢,, definida por:

Wl i 6zl
) = 550 ~ 2016w

[ Doe™gp(z)  (0]¢(2)]0)
~ [Dge™ll - {0]0)

(.0.5)

J
Logo ¢.(x) revela-se como valor médio do campo ¢ na presenca de uma fonte externa j, e
portanto ¢.(z) é denominado mean field ou campo cldssico. Podemos também estabelecer a

correspondéncia entre ¢, e a derivada funcional:

Pe() ¢ —i 5ij) (.0.6)
No caso de campo livre, temos W [j] = W[j] com:
Wlj) = - [ dedyi(e) Are — )i(9)
(.0.7)
= buale) = 5 = = [ drele = )iC)

Que € a solucdo do campo classico onde A € o propagador de Feynman.

Podemos inverter a relagdo entre ¢. e 7 de forma a tornar o primeiro como funcional

independente através de uma Transformada de Legendre:

Clod = Wil = [ i(@)ec(a)ds (08)
No caso livre, temos
Tolo.] = / deda’j(x) Ap(x — 2')j(a') (0.9)

No caso de ¢, sendo campo escalar, j( ) é a fonte da equgdo de Klein-Gordon ((J+m?)¢.(z) =

j(x). Podemos usé-la para substituir j(x) na equag@o anterior:

Loloe] = /dxdxj r)Ap(x —2")j(2') = -1 /d:cd:c’qﬁc T E +mH)Ap(x — 2 ) (O +m?)g.(2)
-5 /dxdx be(x) (O +m2)Ap(z — 2) (O + m?)p(a’ /dxc/)c )(O+m?)ee(z) =
—(z—a’)

- 5/ d2(90c(2)0" dc(x) — m* @2 (x)) = So[ec]
(.0.10)



Onde da primeira a segunda linha e da segunda a terceira linha usamos integragcdes por partes.
Em geral, I'[¢.] ndo coincide com a agdo cldssica para campos interagentes devido a corre¢des
quanticas de loop, que irdo tornar o funcional resultante em nao local, diferentemente da acao
classica S[¢.]. Além disso, a correspondéncia estabelecida entre ¢.(z) e a derivada funcional

pela corrente nos permite reescrever o Funcional do vacuo como

Z[j] = N exp (i/d4az£int(—i5j(x)

))Zals] = Zlod = Nexp (i [ d'aLin(@n(a)) ) 0o
(.0.11)
O funcional I'[¢.] é denominado acdo efetiva. Dessa forma, a tree-level, podemos

considerar I'[¢.] = S|¢.], e veremos que isso serd ttil para obten¢do das regras de Feynman para

0s vértices.

Como definimos I'[¢.] como funcional de ¢., ndo ha dependéncia funcional explicita

entre o primeiro e j, de forma que 0I'/d.J = 0. Além disso, temos, usando a Regra da Cadeia

Funcional:
T[] _ oWj] 0j(y) o 0%e(y)
= — d qbc — =
5.0~ 5ot~ W S I 5570
ey (0.12)
Wil djly) — 0j(y) : :
— d - —_ c _ [
/ y{ 550) 56ua) ~ Goua)” W)| =i =-i)
——
¢c(y)
Portanto temos gg[‘f;]) = —j(z). Podemos entdo obter I'[¢.] via expansdo em Série de
Volterra (o andlogo funcional da Série de Taylor) do campo ¢.(z) como:
1
o] = ;/dml.../dxan(")(xl, s T (X)) (.0.13)
Logo, cada Kernel integral I'"" (x4, ..., z,,) satisfaz:
6"T[¢.]
Tz, ..,z = (.0.14)
(@ )= S6uan)00u(n) oo

Estes Kerneis sdo chamados Fungoes de Vértice. Vamos agora derivar as Regras de Feynman

para fungdes de vértice a tree-level. Apds a transformacdo de Legendre, temos:

exp <i/dy£im ( — Zéj(s(y))) > exp(z'/dyﬁmt(¢c(y))> (.0.15)

Para uma funcao de vértice de n-pontos a tree-level resultante de uma tnica intera¢io entre
campos (com n > 2), a exponencial de interagdo é reduzida ao seu primeiro termo na expansao

de Taylor:

tree-level: exp(i / dyﬁmt(@(y))) i [ dyLn(6u(y)) = iSimlod (0.16)



0 Unico termo que ird sobreviver depois de tomarmos os campos ¢, nulos apds a derivada
funcional serd o resultado da derivada funcional sobre a ac@o de intera¢do L;,:(¢.(y)). Dessa
forma, para n > 2, as Regras de Feynman das Funcoes de Vértice de interacao a tree-level

de uma Teoria de Campos qualquer sao dadas por

0"L'[@c]
0¢e(1)...00(xy,)

- 5nsznt[¢c]
0¢e(1)..00(xy,)

¢e:0 ¢c:0

T (2, . 2,) = (.0.17)

Geralmente € mais ttil calcularmos a Fun¢do de Vértice no Espaco de Momenta, que da

Transformada de Fourier, temos:

5£int
5¢0(p1)"-5¢6(pn)

Onde aqui consideramos todos os momenta entrando no vértice. Se incluirmos um momenta g

(.0.18)

T (py, .. pp) = z'/dxdxl...dxneimmﬁ“*p"m"]

saindo do vértice, temos

6£int
0¢¢(p1)---00c(pn)0de(q)

Isto é, para momenta saindo do vértice, sua contribui¢c@o a exponencial no integrando possui o

T (D, ey Doy q) =i / dvdzy...dz,dye' P t-tpnen—ay] (.0.19)

sinal trocado, o que ird reproudzir a delta de conservacao de momenta. Exatamente a mesma
deducido pode ser feita para campos spinoriais, vetoriais e tensoriais sem perda de generalidade,

apenas ao trocarmos os campos ¢, pelas demais representacdes do Grupo de Lorentz.

E possivel mostrar que a funcdo de vértice de n-pontos € o operador inverso da funcdo de

Green de n-pontos. No caso de 2 pontos, temos, por exemplo:

) Soe( Soular) 0j(a)
0o — ) = 5¢6x2 / d J 6¢c<x2>‘

(.0.20)

_/ 5°r
J(z4 5] x2) 0 (1) (2)

Onde usamos os resultados anteriores j(z) = e p.(r) = 5?/) Tomando este resultado

5¢p
em j = ¢. = 0, temos:

6T

a0, Wiy
(5 (SL’l ) |J -0 — /dI J]l 6](3;2)

0 (0.21)
= —/dx iGP (21, 2)T P (2, 25) = 64 (21 — 2)

Portanto temos I'® (21, 25) = (iG® (21, 5))~". Logo, para um campo livre, ") assume

a forma simples no espaco de momenta:

I (p) = p* — m? (.0.22)



Analogamente podemos obter a relagdo entre a funcdo de vértice de 3-pontos com a func¢do de

3-pontos introduzindo uma derivacdo funcional a mais:

0 4] 82W 4] 5T
—(0(r1 —x3)) =0 = —— dr— : =
53t O =) = 0= 5505 | ey en S
FBW ] 6T
= - + .0.23
/ 5o wz)éj(l’s)wc( )0¢e(12) (029
5T S (h)
+ [ dx} | dz .
/ 1/ 3(5] (21 (5] xl) 0¢e(x))0pe(2h)0pc(2h) dj(x3)
Multiplicando a equacdo anterior por % e identificando 6;;?(%%) =5 (‘;3) < 5?(2/;, )),
e finalmente, integrando sobre x’2 temos:
/ , 62T W
dr / dz, - =
J(zs 5] 931)5]( ) 0¢c()dpe(15) 7 (23)87 (22)
—d(z—x2)
m (.0.24)
82w U
= [ dx} [ dx}y [ dx X
/ 1/ 2/ 257 (x4 5] (1) 0 (25)05(w2) 0 (25)d5(x3)
5¢C<x1)5¢0<$2)5¢c<x3)
Isto é, para 7 = ¢. = 0 (vdcuo), temos
GES)(Z'DI‘Q,(I)?,) -
(.0.25)

= [zt [ dsh [ dwiGlar, ) (iGlaz, 2)) (G (s, 24))T (a4, 2, a5

De forma que I'® é precisamente o conjunto de todos os processos virtuais possiveis para
quaisquer pontos intermedidrios x|, 5, e % do processo virtual subjacente. Diagramaticamente,

a equacdo anterior equivale a:

Z(3)

Gy, 9, 23) = @ (.0.26)
(5 @

X1 T2

Podemos inverter essa equagao para isolar I'(z), =, 2%) através do operador inverso de
G(z,2):

F($1,$2,$3
/dxl/d:vQ/d:vg Yoy, o)) G (2, 1) G (3, 25) Go(h, 2y, ) (.0.27)

/dac1 /d%/dmg (w1, )T (g, 25T (23, 25)Go(x], 2, x5)



Para fun¢des de n-pontos com n > 3, hd uma diferenca qualitativa: contribui¢des correspondentes
a concatenacdes de 2 ou mais diagramas de menor ordem, de forma que estes diagramas possam
apresentar mais de um vértice. Para demonstrar isso, vamos diferenciar mais uma vez com

respeito a corrente externa j(x):

e

0j(w4)67(z3)

_ / dz S T,
J(24)05(23)05(21)07 () 0pe()0¢c(25)

§3W 5T d¢e())
d d
/ xl/ O (210 (21)3) (@) 0@ e )00 3j(za)

W 82w
/d%/dx?’{éj (21)07 ()0 (x4) 5j(x5)5j($3)+ (:0:28)

W 5T
O e o) )50 2356

62w
/dwl/d%/d%é] (1)07( :vl)éj(xg)é](xg)x
0¢c(2})

5¢c(374)5<l5c(5"1)5@@3)5%(372) 0¢c(24)

(0(z1 —32)) =0 =

+

Usando 0(x — x2) = — [ day55- x‘izg CALT (f)g(m)’ podemos multiplicar a equagiio anterior por
c ey 2
2w

ESICAR: integrar sobre dx/, para isolar a fungdo de Green de 4-pontos:
2

W _
5]($1)5j($2)5j(953>5j($4) N

/ / / 53W 53F
= [zt [ ar | d“{aj (23)0j (11)8j (1) 66e(x1)d6.(x ’>5¢c<xi> ’

W
07 ()07 (zy) 07 (h 5] Tg) /da:l/dxz/dxg dj(z1) (5] xl)d](m)x

W N W W o (.0.29)
0j(x3)05(xs)  0j(x1)d7 (1) 5](553)5](%)5](564) 5J($2)5J(932)

53F 52W
+ dz’ | dxt, | daf | dx!
dde(x))0pe(2s) 0 ( x2 / 1/ 2/ 3/ 45] (21 (5] (x}) 07 (x2)07(xh)
W

" 5 (wa)dj(h) 5]@4)5](1‘4) 5¢>c(931)5¢c($2)5¢c($3)5¢c($4)

— ! ! ! !
=) (z) b @h,@))

Podemos identificar a equacdo anterior como uma soma de diagramas de Feynman.
Denotando G como uma Fungio de Green conexa de n-pontos e I'™ como uma fungio de

vértice de n-pontos, temos diagramaticamente:



Zs3 Xy

& (5
G£4)(x17x27‘r37x4) - @ s @ +
(S B

x X2

Xy x3 Zyg

+

QO
)
() (.0.30)
o)

B @

€ X2

x X2

Portanto nota-se que para n > 3, as funcdes de n-pontos tornam-se somas de diagramas
de Feynman. O objeto I'® é denominado Funcio de vértice de 4 pontos irredutivel 2 uma
particula (1PI). Um diagrama de Feynman € dito 1PI se todas as suas linhas internas possuem
algum momentum de loop. Essa irredutibilidade significa que o diagrama em questao nao
¢ uma concatenagdo de diagramas com intera¢des de vértice de ordens inferiores (como os
demais diagramas, que apresentam I'®)), Em geral, uma funcdo de Green conexa G'™ pode
ser construida a partir de fungdes de vértice irredutiveis I'™ com a contribuicio em todas as
ordens 3 < m < n. Algumas teorias ndo irdo apresentar fungdes de vértice 1PI como a teoria
¢*, que ndo apresenta vértices I'®). Neste caso, a tnica contribui¢io a G* seria a de I'™. A
aplicagdo iterativa da derivada funcional reproduz as Regras de Feynman para quaisquer funcoes
de n-pontos: cada diagrama que ird contribuir consiste no produto de suas fun¢des de vértice

com as pernas correspondentes a funcdes de 2 pontos, sejam internas ou externas.

.0.3 Derivacdes dos vértices de Lee-Wick

Vamos obter alguns padroes tteis usando um caso simples porém bastante completo em
termos de procedimentos para a derivacdo da funcdo de vértice. Veremos que considerar vértices

onde todos os momenta fluem para dentro ou para fora torna mais simples a derivacdo da fungdo



de vértice correspondente, considerando todos os momenta entrando no vértice, temos:
W, a
—igd' ALT.0" ) +ig(0,0") AT 6 = P . E =
/4/ \\‘\
g N
Jj )
= i/d4xd4x1d4w2d4y1e_i(p'xﬁ”ﬁq'yl)
53
X i
60 (w1)0 A% (29)60; (y1)
= i/d4xd4x1d4x2d4y1e_i(p'x1+r'w2+q'yl)[—ig5554(x — y1)525554(x — xg)(Tb)lma”é%ﬁ‘L(x — 1)

[—ige] () AL () (Ty)im®” () +ig(,8] (2)) AY (&) (T* i ()] =

+ ig((?,,éf(54(3: — yl))éban“”54(x — x2)(Tb)lm(5Zn(54(x —1)] =
- i/d4xd4371d4$2d4y1€_i(p'$1+r'x2+q'y1)[_i954($ — )0t (z — xQ)(Ta)ij@”64($ — 1)
+ig(0"0* (x — 11))0* (z — 22)(T,)i50" (x — 11)] =

. d4 / i
= Z’/d4xd4x1d4x2d4ylefl(p'x1+r-:p2+fI'y1)[_Z’géél(x _ y1)54(x . «T2)<Ta)ij8# / (2]))46117 (z—21)
™

d4 / ‘/
+ig (8"/ i '<””‘y”)64<w — ) (L) (& — 1)
. d4 / .,
= Z‘/d4xd4x1d4y16—Z(p~x1+r~a:2+Q'y1)[_Z'g(54(x . yl)(Ta)z‘j / (273_9)4(_Z~p/u)6—zp (z—z1)
. d4q/ -y —ig-(z—y1) 4
+1ig /(27T)4(zq Je (1%)ij6" (x — 1))
(.0.31)
Usando
4,1
/d4xd4x1d4$2d4y1e_i(P1‘$1+p2~m2+q1~y1) / (25)14 (—ip’lﬂ)e_ipﬁ'(l—$1)54(x — ZL’2)54(1’ - y1) =
4, . —i(p2+q1)T d4p,1 S 4 —i(py—p1)z1 ,—ipyT
d*xe 2 )4(—2p1 ) [ dixe”tP e~ PIT —
T
(2m)264(p} —p1)
(i) [ dtre= v = (iph) 2m)*5(p + 2 + )
(.0.32)
Temos:
w,a
p/4 E = (277)45(]9 + 74 q)(—ig)(Ta) (" — ¢") (.0.33)

< \\
g

Assim, a derivacdo da Funcdo de vértice naturalmente produz uma delta de conservagdo de

momenta. Essa delta, por definicdo, ndo € incluida na Regra de Feynman corespondente a



Funcao de vértice, esta dltima € o coeficiente que acompanha a delta de conservacdo do diagrama.
Identificamos entdo um padrdo ttil que surge da presenga da derivada parcial na lagrangiana na
obtencdo de uma fungdo de vértice: podemos mapear uma derivada 0" — —ip#, onde a indexa a

perna do diagrama cujo momentum p# flui para dentro do vértice.

O vértice de 1 vetor LW com 2 campos de matéria escalar € idéntico ao caso anterior,

porém com o sinal trocado, visto que a lagrangiana é a mesma porém de sinal trocado.

O préximo vértice € o de 2 vetores ordindrios de calibre com o campo de matéria escalar,
como ele ndo envolve derivadas, podemos derivar ja de cara os campos escalares (que nao
aparecem repetidos), € vamos notar a Regra de Leibniz da derivada funcional influenciando a

func¢do de vértice para produtos de campos repetidos:

s a v, b

52
2T AT, AT ; =g’ A ()T A (x)T?) =
g ¢ pnratth ¢ = ¥ w 2 tg 514;(%1)5142(1_1)( p(x) c d(w) )

dAS(x Mz
~ ig (M;J((@))As(m) + A;(@%) (T T3), =

dAL(x) N GAS(w
0A%(zy)  dA%(z

(.0.34)

= ig? (5;5554@ — T9) §77p”5bd54($ — xQ)) (T.14)i5 =

=6 — 29)0*(x — a:l)igz((SZ(Sgn“p(Sad + 6501 0pa) (TeTa) s
= 0 (r — )6 (x — 21)ig* " { T, Ty}
Onde as deltas de Dirac ndo sao incorporadas a defini¢ao da Funciao de vértice, elas surgem devido

aos propagadores conectados entre si no vértice. Assim a Regra de Feynman correspondente é:
s a v, b
POAT AT G = w ~i =i {To, T}y (.0.35)

Os demais vértices entre campo escalar e os campos vetoriais podem ser obtidos de maneira
andloga. Inclusive, todos os vértices de qualquer teoria quantica de campos podem ser obtidos
de maneira andloga, observando-se sempre a presenca de derivadas, a convenc¢ao de fluxo de

momentum usada e a Regra de Leibniz da derivada funcional.

.0.4 Fator de Simetria para Diagramas de Feynman

O fator de simetria de um diagrama de Feynman consiste nos seguintes passos [Hooft e
Veltman 1974]:

1. desenhe os elementos (propagadores e vértices) de um diagrama separadamente

2. conte de quantas combinacdes possiveis os propagadores podem se conectar aos vértices
ou se os vértices podem conectar entre si (no caso de loops) de maneira a gerar a topologia

do diagrama em questao



3. divida pelo produto dos fatores de permutacio de cada vértice (por exemplo, um vértice de
3 bosons vetoriais idénticos tem fator de permutacao 3!, um de 4 bdsons idéntcos possui
fator de permutacdo 4!, um de dois bésons identicos com um outro bdson possui fator de

permutacao 2)

4. divida o resultado pelo nimero de permutagdes de posicionamento de vértice que resultem

no mesmo diagrama

5. se constar loops fermidnicos no diagrama, multiplique o diagrama por -1 para cada loop

fermidnico

Apéndice B

.0.5 Parametrizacdo de Feynman

A Paramterizacdo de Feynman € uma técnica usada para tornar o fator comum de uma
integral de loop (o produto dos propagadores) em uma funcao esfericamente simétrica em d

dimensdes dada por:

n—1 m—1
1 I'(n +m) /01 [x (1—=) (.0.36)

abm — T(m)D(m) Jo “az +b(1 — )]

.0.6 Regularizacao dimensional e dimensao canbnica de massa

A regularizacdo dimensional consiste na substituicdo da medida de integracio num

hipervolume d-dimensional:

dp [ d%
/ ot / (2m)1 (037

Onde i € um parametro de massa que mantém a ac¢ao resultante da teoria como adimensional,
uma vez que o parametro de acoplamento de uma teoria ganha dimensao de massa em dimensdes
diferentes de 4. No procedimento, o parametro . eventualmente € lidado de forma a nao
influenciar observaveis fisicos. Numa Teoria Quantica de Campos em d dimensdes, o funcional

gerador de interagdo € dado por

71j] = ji/ /D¢ei5[¢]+ifddxj(:v)¢(x) . S[¢] = /ddxﬁ (.0.38)

A acdo contribui como uma fase ao gerador funcional e portanto precisa ser adimensional:
[S] = M°. Como [f d%x] = M~9, temos [£] = M<.



Podemos obter a dimensdo dos campos em d dimensdes a partir de seus termos de energia

cinética, considerando [0,| = [0"] = M. Portanto

[férmions] : [Y1*, 1] = [8,] = M?
=[] = M = [P] =[] = M7
[bésons] : [0,A,0"A"] = M* = [A,A"] = M2 (.0.39)

=[A,]=[A"]=M7~

lgUv A = (MM = M= [g) = M7 = M
Assim definimos [guf] = M Vd. O parAmetro de massa aparecerd em todas as contribuigdes de
vértice.

Como usaremos a parametrizacdo de Feynman para calcular a integral de loop, usaremos

coordenadas hiperesféricas d dimensionais. O Jacobiano resultante é

d—1
d’p = p*! ( [ (sin ¢j)d1jd¢j) dp (.0.40)
j=1
Onde em paréntese € o elemento de hipersuperficie de dngulo sélido. Podemos usar a relacio
| (sin)“as Vi) (0.41)
sin =/ 0.
0 L(%?)

Onde apenas um dos dngulos é azimutal (€ [0, 27]) enquanto todos os demais sdo polares

(€ (0,7)). Dessa forma o dngulo hipersélido total & Q2 = (2) (%/(zl;;
2

Portanto, a funcdo Gamma absorve a dependéncia da integral pela dimensao continua.
Além disso, a Gamma também admite extensdo analitica. A regularizagdo dimensional consiste
entdo em absorver as divergéncias na funcdo gamma e tomar o limite da extensdo analitica

resultante para d = 4. Isso se da pela seguinte expansao em série de Laurent da funcdo Gamma:

d £ 2

.0.7 Grau Superficial de Divergéncia

O grau superficial de divergéncia D € definido como a poténcia de momenta total de
loops envolvidos num diagrama de Feynman. Nas regras de Feynman, todo momenta de loop €
integrado sobre d*k por estar atrelado apenas 2 particulas virtuais. Toda integracdo sobre d*k
contribui com uma quarta poténcia de momenta devido a dimensao da medida de integragdo. Os
propagadores no loop naturalmente irdo contribuir com uma poténcia negativa no momenta de
loop, por exemplo:

d'k ’ i L1
/(27T)4(k'—p)2—m2+iek2—m2+ie ”/dkﬁg;‘DZO (.0.43)




O grau superficial de divergéncia € a soma das poténcias de momenta de loop no diagrama em
questdo. A contagem do grau superficial de divergéncia considera apenas o limite ultravioleta dos
propagadores de loop, isso se deve ao fato que o dominio de integracdo de momenta € infinito e
particulas virtuais podem assumir qualquer valor de momenta, logo, a equivaléncia de contagem
das poténcias no limite ultravioleta simbolizada por ~ na equacdo anterior portanto € justificada
para a finalidade usada. A convergéncia da integral requer que a dependéncia do resultado com a
poténcia de momenta total seja negativa, em outras palavras, requer que D < 0. Para D = 0,

temos por exemplo:
d*k dk o0
i

Neste caso dizemos que a integral de loop diverge logaritmicamente. No primeiro caso apresen-

(.0.44)
0

tado, cada propagador de campo escalar contribui com k=2, por possuir D = —2 poténcias de
momenta. Analogamente, propagadores fermidnicos contribuem com k™! poténcias de momenta,
ou equivalentemente D = —1 ao grau superficial de divergéncia. Os vértices também contri-
buem ao grau superficial de divergéncia, a presenca de derivadas nas lagrangianas de interagao

correspondentes irdo contribuir, cada uma, com uma poténcia de momenta ao loop.

Portanto € possivel calcular o grau superficial de divergéncia de um diagrama de Feynman

a partir de sua topologia e da lagrangiana dos campos envolvidos. Seja:
L(z) = Lo(x) + > gili(x) (.0.45)

Onde Ly(x) é a lagrangiana livre dos campos e £;(x) é um termo de interagdo da lagrangiana
com constante de acoplamento g;. Topologicamente, em qualquer teoria, todo propagador interno
conecta-se a dois vértices de interagdo, logo se um diagrama possui V' = 3, n; vértices, b. (b;)

linhas bosdnicas externas (internas), f. (f;) linhas fermionicas externas (internas), temos:
2b; + b, = an 2fi + fo = an (.0.46)
Além disso, outra relacao topoldgica conhecida e util é:
L=fi+f—V-1) (.0.47)

Onde L € o numero de momenta de loops independentes € V' — 1 € o nimero de funcdes delta de

conservacdo de momenta do diagrama em questao.

Podemos tratar vetores e escalares equivalentemente por apresentarem o mesmo com-
portamento assintotico de momenta em seus propagadores. Considerando também que existem
>-; n;0; derivadas de vértice no diagrama, o grau superficial de divergéncia do diagrama é obtido

como [Pascual e Tarrach 1984]:

D =4(fi +b;) =4V —1) = (fi + 2b;) + an@ (.0.48)



O primeiro termo corresponde a quantidade de momenta de loop integrados, o segundo termo
resulta da conservacido de momenta no diagrama, onde apenas um vértice ird conter a conservagao
de momenta total do diagrama (isso pode ser visualizado ao pensarmos na fun¢ao de vértice
1PI do diagrama, vide apéndice A). o terceiro termo conta as contribui¢cdes de poténcia dos
propagadores internos, enquanto que o dltimo conta a contribui¢io de poténcias das derivadas
presentes nos vértices de interagdo. A quantidade de linhas internas f;, b; e derivadas de interacio
0; relacionam-se com a constante de acoplamento g; da interagdo correspondente partindo de
(vide sec¢do anterior):

l9:] = M dy = 21‘1— + b+ 0, (.0.49)

Podemos usar isso para obter o grau superficial de divergéncia de maneira independente do

ndmero de linhas internas, como:
3
D:—Zni(él—di)—(ife—i—be—él) (.0.50)

Logo o grau superficial de divergéncia independe do nimero de linhas internas do diagrama
através da natureza de suas constantes de acoplamento, justificando assim o "superficial"'no

nome.

.0.8 Matrizes Gamma em d dimensodes

m, =d
V> Vv = Qnuuld (.0.51)
V" = dlg

Apéndice C - Férmulas Uteis

.0.9 Integrais de 1 Loop

Vamos usar as seguintes formulas para calcular integrais de 1 loop [Donoghue, Golowich
e Holstein 2014]:

/ dp 1 _
2m)? [(p — q)* — mi + ie][p? — m3 + ie]

_(_1)ymtne i T(ny+ne—dJ2) [t ; Fm1(1 = g)mel (.0.52)

= (_ ) (471')6[/2 F(n1>r(n2) /0 Dritna—d2
[

@) [(p = )% = mi +iclp? —m3 +ie] (0.53)

N (_1)n1+n2 " 7 F(nl + no — d/2) /1 1‘”1(1 — [L')ng—l
0

(47T)d/2 F(nl)f‘(ng) Dritnz—d/2
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/ d’p p'p _
2m) [(p — q)2 — m3 +ic][p? — m2 + ie]  (4m)d/2

(_1)n1+n2 y 1 $n1+1(1 _ x)nz—l

% m q“q F(nl T ne = d/2)/0 dz Dn1+n27d/2 (054)
nuy 1 xnl—l(l _ I)n2_1

_ TF(TM +ng—1-— d/Q)/O dx Dritna—d2

Onde D = m3z +m3(1 — z) — ¢*x(1 — z) — ie.

Alternativamente, as seguintes integrais podem ser usadas no espaco apds a parametriza-

¢ao de Feynman [Schwartz 2013]:

/ d’l 1L _(=priln—9) (1) _ (.0.55)

@m)d (22— A (4m)¥2 T(n) \A
P B (Cptiatm-doy (1)
/(277)01 (12— A)n - (47T)d/2 9 I'(n) (A) (.0.56)
a v (g g1 (1)
/ (2m)d (12 — A)n - (47T)d/2 9 T'(n) (A) (.0.57)
dER (—l)ridd+)Tm -t (1)
/ (27T>d <l2 — A)n o (47T)d/2 4 F(n) (A) (.0.58)
/ @ e (—)niTm-f-2) (1 nog2
Crfi(E—AF ~ (m7 T \B 05)
X i(n”“npa + Py + nlwnuﬂ)

.0.10 Mais formulas uteis

As féormulas usadas para a se¢ao sobre o potencial de Cornell encontram-se em [Smailagic

e Spallucci 2020] e s@o apresentadas aqui:

Parametrizacdo de Schwinger:

1 _ 1 OO a—1_—sk2
== T /0 dss* e (.0.60)
Integral Gaussiana n dimensional:
n/2
d" —%zA:s Bz _ 1BA-1B m 061
/ vere = det(A) (0.61)

Onde A e B sio, e geral, matrizes.

Fun¢dao Gamma:
() = / dttot et (.0.62)
0



Funcdo Gamma incompleta superior:
DN 2) = / det* e, (Re(a) > 0)
Func¢do Gamma incompleta superior:

Y(a;2) = / dtt* et
0
Logo, naturalmente temos:
(a;2) + T(a; 2) = ()
O comportamento para y(c; z) para z pequeno é:

1
To32) ~ =

[0}

Propriedades da Fun¢do Gamma:
al'(a) =T(a+1)

D(1/2) = V7

As seguintes formulas encontram-se em [Donoghue, Golowich e Holstein 2014]:

- +(n+1)4+ O(e)

€ (- |2
F(—n+2) Tl

Y

n—o0

1 1
P(l) = —y = — lim (1+2+...+n—lnn) ~ —0,5772

Apéndice D - Teoria de Grupos

.0.11  Teoria de Grupos

=L(@)¢(a),  Yla+1)=1v(a)+1/a

(.0.63)

(.0.64)

(.0.65)

(.0.66)

(.0.67)

(.0.68)

(.0.69)

(.0.70)

(.0.71)

Um Grupo é um par (G, -) que consiste num conjunto G e um produto bindrio fechado

- no conjunto. Por abuso de linguagem usaremos a notagdo g - h = gh Vg,h € G. O produto

satisfaz as propriedades:
1. Associatividade: Vg, h, k € G, ghk = (gh)k = g(hk)
2. dee GVg e G,eg=ge=g

3.Vge G, g7 eGlggt =g lg=c¢



Uma das utilidades de um grupo € o estudo de simetrias agindo em espagos vetoriais. Podemos
associar transformacdes de simetria num espaco aos elementos de um grupo, isso vem do fato das
propriedades (2) e (3) garantirem que todas essas transformacdes sdo invertiveis e que sempre

poderemos compor uma transformacdo que leve o espago ao seu estado original.

De maneira geral, todo grupo finito (que possui um nimero finito de elementos em ()
pode ser univocamente especificado a partir de uma tabela de multiplicacio de seus elementos.
Grupos com tabelas multiplicativas simétricas implicam Vg, h € G, gh = hg e sdo denominados
abelianos. Caso contrdrio sao denominados nao abelianos. Além disso, existem grupos infinitos
continuos, cujas transformacdes agem sobre espacos a partir de parametros continuos. Estes
grupos sao chamados Grupos de Lie, exemplos sdo rotagdes SO(p,q), o grupo U(1) e o grupo

SU(3) que veremos adiante.

Embora ndo dé para codificar um grupo de Lie em sua tabela multiplicativa pela infinitude
de elementos contidos, podemos obter um andlogo através de sua lineariza¢do em torno da
Identidade. Esta tltima € dita uma Algebra de Lie. Um identificador tinico equivalente de tabela
multiplicativa para dlgebras de Lie sdo as relacdes de comutagdo entre seus elementos, que

portanto as definem univocamente.

.0.12 Grupo SU(3)

O grupo SU(3) € o grupo especial (S) unitdrio (U). Unitédrio implica que Vg € SU(3), g'g =

gg' = Id. Especial implica que det g = 1 = det g~! = det g' = (det g)!

= 1 e que todas as
suas representacdes sao continuamente conexas a identidade. Assim um elemento arbitrério de

SU(3) agindo em sua representacdo fundamental (de dimensao 3) pode ser escrito da forma:

vinculo:(g'g)i; = (Id)i; = (9")%d"; = (999" = 6, (0.72)

gk1*gk1 gk1*gk2 gk1*gk3
[dZQTQZ 9k2*gk1 gk2*9k2 ng*gks

9k3*9k1 gks*gkz gk?,*gk:ﬂ

(.0.73)

o O =
S = O
_ o O

Uma matriz complexa 3x3 possui em geral 18 parametros reais. Entretanto ao restringirmos
essa parametrizacao ao grupo SU(3), haverd 1 vinculo associado ao determinante da matriz e
9 vinculos associados 2 simetria g'g = Id, dentre os quais 3 parAmetros reais sio oriundos
da parte imaginaria de g, que € assimétrica, e 6 da parte real simétrica de g. Portanto temos
6+3-+1 = 10 vinculos atuando sobre uma matriz que em geral tem 18 parametros reais. Portanto
temos 18 — 10 = 8 parametros reais independentes que descrevem um elemento genérico de
SU@).



.0.13 Algebra su(3)

Sejam 6%, (a = 1, ..., 8), temos a parametrizagdo de um elemento genérico de SU(3) na

representacdo fundamental como:
Vg€ G,g=g(0",0%..,0° (.0.74)
Um elemento da algebra de Lie de SU(3) simbolizada como su(3) é definido como:
Dg(0',6%,....0°%)

I, = 0.75
560 ( )
(01,62,...,6%)=(0,0,...,0)

Onde, por questdao de simplicidade algébrica, definimos ¢(0,0,...,0) = Id, isto é, a
algebra € uma linearizacdo do grupo em torno da identidade. No grupo SO(n) por exemplo, os
parametros 6 sdo angulos de rotacdo. A defini¢do do slide anterior para o gerador /, possui a
forma de um coeficiente de série de Taylor. Seja X € su(3), como a dlgebra é uma lineariza¢do
do grupo, podemos formar um espaco vetorial com ela, isto € X = 61,: os geradores comportam-

se como vetores de base. Um elemento infinitesimal em torno do grupo entao é da forma, para

e — O
Id+eX € SU(3) (.0.76)
Podemos iterar poténcias desse elemento para nos deslocarmos ao longo do grupo, isto €:
k
im (1d+21x) =3 X — ¥ esu@ 0.77
Entretanto
[e%9) \n
g=e :>9—Z =e = e " =2X'=-X (.0.78)
n=0 n! g*:\;l

Isto €, a principio, o elemento do grupo € antihermitiano. Mas pelos principios da mecanica
quantica, os observéaveis fisicos possuem autovalor real e agem num espaco vetorial de corpo com-
plexo e produto sesqui-linear. Portanto queremos uma dlgebra hermitiana. E possivel remediar
isso redefinindo:

g=e¢X 5 g =% = ¢ =eX (.0.79)

A partir de diante usaremos a defini¢io g = e**. Note que a exponenciacdo da 4lgebra torna uma

combinacao linear da dlgebra em um produto do grupo:

(3 CLX1+bX2)

e i(aX14+bX2)t

—e — ieX[HXD) v pe R (.0.80)

Vamos agora descobrir os elementos da dlgebra, pois a partir deles, podemos, via expo-

nenciacdo, obter os elementos do grupo: Sejam \; autovalores do grupo, temos

det g = H)‘z _ eln(Hi )\i) _ ezi InX; _ Tring (.0.81)



Onde assumimos que g seja sempre diagonalizdvel por transformagdes unitarias, de forma a
assegurar >_;In \; = TrIn g. Agora det X = ¢7"(X) = 1 = Tr(X) = 0. Assim, em conjunto

com X = XT, obtemos

o vy —iX §—io
X esu(3) = |y +i\ I6] & —iw (.0.82)
d+ioc E+iw a—pf

Conforme previsto, ha 8 parametros reais.

Reescr.:
Q@ Yy —1i\A 0 —io 10 0
X esu(3) = |y+i) I5; E—iw|=al0 0 0|+
d+ioc E+iw —a—p 00 -1
00 O 010 0 —2 0
B0 1 0|+l 0 0|+A|i 0 0O+
0 0 —1 000 0 0 0
(.0.83)
0 01 0 0 —1i 000
00 0 Ol +0|0 O O|+&(0 0 1|+
1 00 i 0 0 010
00 0
w0 0 —i| =aly+Blg+~Ty+ N+ 0ls+0l, + &l +wl,
0 ¢« 0

As letras gregas nas entradas de X correspondem, cada uma, a um dos parametros 6,
enquanto que as matrizes restantes portanto sao uma algebra de SU(3). Uma mudanca de base
nessas matrizes corresponde a uma nova base da algebra de SU(3), a mais notdvel dentre as

bases possiveis é o conjunto das Matrizes de Gell-Mann [, = A\, (a =1,2,...,8):

0 1 0] 0 —i 0] 1 0 0
M=1[10 0 X=]i Xs=10 =1 0
0 0 0 0 _ 0 0 0
0 0 1] 0 0 —i 0 0 0
AM=10 00 As=10 0 =10 0 1 (.0.84)
10 0] i 0 0 010
0 0 0 10 0
M=10 0 —i] =101 0
0 i 0 0 —2

Nota-se que as matrizes de Gell-Mann comportam-se como matrizes de pauli agindo

sobre subespacos bidimensionais da representacdo fundamental. Em especial, As matrizes



Ai, (i = 1,2,3) formam uma representacdo de SU(2) C SU(3). As matrizes de Gell-Mann

satisfazem as relacoes:
P\aa )\b] = 2ifabc)\c

4
{)\aa )\b} = géab + 2dabc)\c

| | /4 (0.85)
Tr(ah) = 5 Tr({A M} = 5 Tr (35ab> + dupe Tr(A) =

1

4
= 5 TI' (3(Sab) = 2(5ab

Onde f . sdo nimeros reais sob indexagao totalmente antissimétrica conhecidos como constantes

de estrutura da élgebra e d,p. sd0 nimeros reais sob indexac¢do totalmente simétrica.

As constantes de estrutura da dlgebra identificam univocamente a algebra. Isso se
da pois o mapa exponencial de quaisquer elementos da dlgebra depende apenas no comutador
entre eles. Com efeito, seja um caminho no grupo parametrizado por ¢ finito, a conjugacao de

A

um elemento da édlgebra A, com um elemento do grupo g = e'*» resulta num deslocamento

infinitesimal sobre o grupo em torno de g:

e \ee ™ € SU(3)

d
" (emp )\ke—t)\p>

T (.0.86)
— et)\p)\pAkeft)\p + et)\p)\k(_)\I))e*t)\P o — [)\p7 )\k] c 5u(3)
Em su(3), [A\p, M| = 20 fpreAe. foke s30 as constantes de estrutura.
Analogamente j—; (e”‘? )\ke_Mp) T [Aps [Ap, Ak]]. Iterativamente, temos:
e Ao = o7
A" [, - A" (.0.87)
_ P\ t>\p> = [\ .”)\Zizi
dtn (6 ke =0 Py 1" = Zmele=o
Logo
(A A
zZ=3 P, A (.0.88)
n=0 n'

Onde o caminho parametrizado no grupo por ¢ dependente de quaisquer geradores \,, \;, da
algebra, torna a depedencia da parametriza¢io do grupo através do mapa exponencial dependente

das relacdes de comutacgdo da élgebra.

Uma representacao, por abuso de linguagem, € o termo usado para se referir tanto
a realizac@o matricial da acdo de um grupo/dlgebra quanto da realizacdo matricial do espaco
vetorial sobre o qual o grupo/algebra agem. Esse abuso ndo € grave uma vez que um contém a

informacao para identificar o outro e vice-versa.

Usamos o fato de que um grupo qualquer pode ser univocamente identificado pela tabela

multiplicativa entre seus elementos, assim como grupos de Lie podem ser identificados através



de exponenciagdes de suas dlgebras, sendo as dlgebras identificadas unicamente através de suas

relacdes de comutagdo.

Isso significa que um mesmo grupo/dlgebra podem agir sobre espacos vetoriais de

dimensdes diferentes. Cada um desses espacos serd uma representagdo diferente.

Vimos, por exemplo, que SU(2) C SU(3), logo existe uma representacdo em 3 dimensdes

de SU(2). De maneira geral, uma dlgebra de Lie possui as representagdes fundamental, adjunta e

as tensoriais, sendo que todas sdo formadas a partir de produtos tensoriais das fundamentais. O
grupo SU(3) possui duas representacdes fundamentais: a 3 e a 3* onde

= o 5] o e 059

A representacdo 3* € dita complexo conjugado da representacao 3. Toda relacdo de comutagao

de coeficientes puramente imagindrios (Re(if,,c = 0)) admite uma complexo conjugada. A

representacdo fundamental € a representacio irredutivel de menor dimensao de uma édlgebra.

Uma representacdo irredutivel por defini¢do € o espago vetorial transformado infinitesimalmente

pela dlgebra que ndo admite subespagos invariantes.

= [A\p, k] € su(3). A partir desse objeto,

Conforme visto antes % <et’\f' /\ke”P>
. ~ . =50,
extrairemos uma nova representacao da algebra. Seja:

A

:_a Aa )\a . . .
R=¢"72 ~1+ ie“? infinitesimal(€ su(3))

A A\ A A
R;R1::G+4&;);(1-&#;):1—ub

uf ., Ae . . Ae e e
=1- zeb<zfab62) —1+zeb(—zfa502) =1+410 o>
—_——

infinitesimal (€ su(3))

(.0.90)

Assim definimos uma nova representacdo da dlgebra denominada representacio adjunta.
Como queremos manter a indexacdo unicamente em a, redefinimos:

Aa e . , Ae _ . Ac
R?R 1\:’_/1 + Z€b<_2fabc>? =1 + 7f€b(db)ac(R>? (091)

e—0

O objeto contraido com o pardmetro e define a dlgebra. Dessa forma o elemento da representa-
¢io adjunta é identificado como (dy)..(R) = —i fape-

(dp)(R) = —ifups = [No/2, %] (.0.92)

Podemos entender essa representacdo como a acao linear do comutador sobre os geradores da
representacdo fundamental. Assim, torna-se natural associarmos os quarks a representagdo 3, os

antiquarks as representagdes 3* e os gluons as representagdes adjuntas. Assim garante-se a acao



dos glions sobre os quarks(antiquarks) seja efetivamente de mudar suas cores sem mudar sua

natureza enquanto quark(antiquark).

Nota-se (dp)(R) = —ifuws = [\o/2, %], a dimensdo da representacdo adjunta é o nimero

de geradores da dlgebra (hd 8 valores possiveis para b)

Todas as representagdes de su(3) sdo obtidas através de produtos tensoriais formados
entre as representacoes fundamentais através dos Young Tableaux. Essas representagdes sao

caracterizadas por um par de niimeros (p, ¢), onde:

R(p,q) = (é)i%) ® (éi’)) (.0.93)

Os Tableaux produzem um algoritmo para a avaliagdo da dimensao d(p, ¢) de cada uma des-
sas representagdes, assim como para a reducao dessas representacdes em somas diretas de

representagdes irredutiveis. De maneira geral, temos, para su(3):

dp,q) =(p+q+2)(p+1)(g+2)/2 (.0.94)

Analogamente temos d(2,0) = 6, d(0,2) = 6%, d(3,0) = 10, etc. A partir de diante, faremos
o abuso de linguagem R = d(p,q) com d(p,q) # d(q,p) se p # q para nos referirmos a

representacio K.

Repara-se que na base das matrizes de Gell-Mann, existem duas diagonais, € que portanto
vao comutar com todos os demais elementos da dlgebra. Dessa forma qualquer base na dlgebra
su(3) apresentard 2 elementos que comutardo com os demais, que formardo a subalgebra de
Cartan. Chamamos o rank da algebra a dimensao da subélgebra de Cartan. Do Teorema de

Racah, isso significa que hd 2 invariantes de Casimir da dlgebra.

Um invariante de Casimir € um elemento da algebra que € um muiltiplo da identidade e é

dependente de representacgao.

Cada representacdo também pode ser unicamente identificada pelos seus 2 invariantes de

Casimir: o de segunda ordem C5(p, ¢)Lagp.q) € C3(p, ¢)Lagp,q) dados por:

8
Co(R)1g=> I2(R) = (3p+3¢+p*+pg+q°)/3
a=1

C5(R)1g = 282 dopelo(R) I, (R)I(R) = (.0.95)

a,b,c=1

=(p—q)(2p+q+3)(2¢ +p+3)/18

Exemplos de invariantes de Casimir na fisica sdo massa e spin.

As seguintes relacoes sdo uteis no calculo de correcdes radiativas devido aos tragos de



loop tomados sobre as representacdes de gluon e quark(antiquark):

facaSoed = C2(8)dap = 3dap

1 ) .
fabc)\b)\c = §fabc[)\b> )\c] = Zfabcfbcd)\d = ZC(2(8)>\a

1 (.0.96)
NAN = 2 (Abw, NT = A% NN 4+ AAPAT - /\“/\”)\”) =

= 4L BN + i fue N, X = 4(Co(3) — SCa(®)N

Apéndice E - Causalidade

.1 O Problema de Ostrogradsky

Embora uma Teoria de Lee-Wick seja capaz de resolver o Problema da Hierarquia
associado a massa do Higgs, uma pergunta natural que se pode fazer é: porque nao é comum
considerar teorias fundamentais de ordem superior a 2 em suas derivadas, serd que existe um
problema nessas teorias? A resposta é sim! A desconsideragdo de teorias de campo cléssicas
com derivadas de ordem superior deve-se ao Teorema de Ostrogradsky sobre instabilidades no
hamiltoniano manifestas na auséncia de lower bound. Logo, ao quantizarmos tais teorias, estas
ndo possuem um vacuo estdvel e inevitavelmente irdo apresentar fantasmas que possuem energia
negativa, ou equivalentemente, estados de norma negativa. Como a definicao de vacuo estavel é
fundamental e imprescindivel as teorias Quanticas de Campos usuais, essa situagao urge-nos a
abandonar alguma das premissas basicas que postulamos ser satisfeitas pelas teorias quanticas de
Campos, como causalidade, unitariedade ou invariancia de Lorentz. Mais adiante veremos que ha
evidéncias matemadticas para flexibilizarmos o conceito de causalidade sem grandes problemas

para adaptar a teoria de campos a presenca destes fantasmas.

Primeiramente vamos provar o Teorema de Ostrogradski sobre instabilidades no hamil-
toniano seguindo a referéncia [Woodard 2015]. Vamos considerar uma Lagrangiana de ordem
superior L(z, &, %). A condi¢do de ndo degenerescéncia desta lagrangiana é ?927% # 0. Essa
condi¢do determina a unicidade da equacdo de movimento z(¢) a partir de um conjunto de
condicdes iniciais. A equagdo de Ostrogradski generaliza a equacdo de Euler-Lagrange para

teorias de ordem superior e é dada por:

oL dOL 9L

or dior Taeor 0 1.1y

A equacdo de movimento resultante € do tipo:

= F(x, i, %, &) = x(t) = Z(t, xo, &0, &0, 0) (.1.2)



A existéncia de 4 condig¢des iniciais pra fixar o movimento implica na existéncia de 4 coordenadas

canonicas. A escolha de Ostrogradski para elas sdo

Xl—l'

OL d oL
Ph=— - —
XQZI

oL
P=—

> i

A nao degenerescéncia significa que o mapa entre a equacdo de movimento e as coordenadas
generalizadas do lagrangiano € invertivel e portanto possui solu¢do unica. Ainda sim, essa
solugdo requer que determinemos uma aceleragdo © = A enquanto as 4 equagdes anteriores

forem satisfeitas. Nota-se também que

oL :
P=—-P 1.4
=oax, b (.1.4)
De forma que o momentum P; pode ser descrito em termos das demais coordenadas, o que nos

permite tomar A = A(X, Xo, P)

Vamos definir as coordenadas generalizadas do hamiltoniano como z") = i e 2(? =
& = A(Xy, Xs, P), assim o hamiltoniano é obtido através da transformada de Legendre sobre
essas duas coordenadas:

H(X17X27 P17 PQ) - P1X2 + PQA(X17X27 PQ) - L(X17X27A(X1)X27P2>) (15)

Agora veremos que a escolha de Ostrogradski reproduz as equacdes candnicas de Hamilton:

OH
aPl_XQ\(g'Xl
oH 0 oL 0A 0A 0L 0A
op, ~ ap, AKX, P)) = aras = AKX, Xo, P) + Pgp = oo s =
OA 0L OA
6 A<X17X27P2) +P28P2 al’ aP2 A(X17X27P2) X
OH 04 L 0L A 0L _ _ddL #OL
0xX, 70X, 00X, 940X, 0X1 >~ dtoi ' dPdi !
P2
OH _p  p0A 9L 0L 0A
0X, 1+ 20X, 0X, 0AOX,
oL . .
\(?)'/Pl_axopl (P1+P2>:—P2

(.1.6)

Onde (!) significa que usamos a defini¢do: A = & para X; = x, Xy = 1, 690 = P,. Nas passagens,
O. simboliza o uso da equacdo de Ostrogradski. Dessa forma, as escolhas de coordenadas de

Ostrogradski reproduzem as equagdes candnicas de Hamilton.



Um fato notdvel do hamiltoniano de Ostrogradsky é a linearidade em P;. E justamente
essa linearidade que torna o hamiltoniano unbounded below, visto que na definicao do hamiltoni-
ano, diferentemente das demais coordenadas, o Lagrangiano ndo possui dependéncia explicita
de P; ao fixarmos a coordenada A(Xy, Xs, P,), que por sua vez, fixa a equagio de movimento
através da condi¢@o de ndo degenerescéncia. Portanto, um sistema quantico descrito por este tipo

de hamiltoniano nao teria vacuo estavel.

Podemos exemplificar isso com o oscilador harmonico dado por:
em .o M., MW 4

Onde € € um parametro adimensional. Vamos obter a equacao de Ostrogradski:
OL 9 oL d OL
e T P (.1.8)
oL em , d* 0L em
T - =y 1.9
0% ket dt? 0% o2 L (.19
Assim a equacgdo de Ostrogradski €:
oz_mle2 F 4 i+ Wi (.1.10)
w

Podemos resolver facilmente a equacao diferencial através de uma transformada de Fourier, que

ird resultar numa equacao algébrica dos autovalores do kernel:

dk _,; dk ,
x(t) = / —e M) = 0V (t) = / — (—ik)"e "tz (k) (.1.11)
27 2m
Substituindo na equacdo de Ostrogradski, obtemos:
dk [ € .4 N2 2| ikt €4 32, 2
=/ o | == - ' — k" — = 1.12
0 /27r(w2( ik)* + (—ik) —I—w)e :U(k:):>w2k: E+rw?=0 ( )

Definindo k? = y, usamos a solucdo da equacio quadritica resultante para obter

y:wZ(li ”21_46) = ky = +/7 = tw 1EVIizde ”21_46 (.1.13)
Isto €, ha duas solugdes possiveis para a equacdo quadritica nas frequéncias. A transformada de
Fourier inversa dessa equacdo descreve um oscilador harmonico. Portanto, podemos expressar a
solucdo da equacdo de movimento original como combinacgdo linear de 2 osciladores harmonicos:
um de frequencia k. e outro de frequencia k_ (nota-se que o segundo oscilador possui frequéncia
negativa):

x(t) = Cy cos(kyt) + Sy sin(kit) + C_sin(k_t) + S_sin(k_t) (.1.14)

As constantes C',, S, ,C'_ e S_ podem ser obtidas através das condi¢des iniciais:

ro=2x(t=0)=Cy +C_

o= @(t=0)= S ky +S_k_

T = @ ) + R+ (1.15)
Go=i(t=0) = —(Crk: + C_k2)

io= i(t=0)=—(Sck% +S_k*)



Matricialmente, temos

Zo 1 1 C+
= d.1
() (—ki —k%) (0) e

Podemos inverter a equacdo invertendo a transformagao linear, que nos dara os valores C'y e C"_

em termos das condicdes iniciais:

k2xo+ &g kixo+ do

Cy = 1.17
R R ) (1.17)
Analogamente, para S_ e S, , encontramos
k2 ig+ @ k2 io + i
S, =—F—0, S =" " 1.18
T k(B2 — K2 k(K2 — k2) (1.18)
Os momenta de Ostrogradski portanto sdao
2P — mw?X
Pi=mi— e = ST
« E?P (.1.19)
P=—Thoi=A= -2
w em

Novamente as coordenadas candnicas sdo X; = x e X, = &. O hamiltoniano na prescri¢ao de

Ostrogradski assume a forma:

2 mw2

w m
2
= %’Zm— %:‘é%r%:‘c%r m; 22 = (.1.20)

- %\/71 Ak (C? + S2) — %\/71 Ik (C2 + S2)

Nota-se que o hamiltoniano descrito em termos de C',, C_, S, e S_ possui uma interpretacao
mais direta: o hamiltoniano possui modos (+) de energia positiva e modos (-) de energia negativa.

Este hamiltoniano € unbounded e ndo possui estado fundamental bem definido classicamente.

Ainda sim, ndo necessariamente usaremos a prescri¢ao do hamiltoniano de Ostrogradsky.
A conclusdo importante € simplesmente o fato de que teorias com lagrangianas de ordem superior
apresentam instabilidades cldssicas. Veremos agora um exemplo de como quantizar teorias com

tais instabilidades.

.1.1  Oscilador de Pais-Uhlenbeck e Causalidade

A acdo do oscilador em questdo é dada por [Pais e Uhlenbeck 1950], [Pavsi¢ 2016],
[Salvio e Strumia 2016]:

(e N\ (e
SPU:/dt 51 ﬁﬂLWl @4'002 q—V(q)

(1.21)




Na auséncia de potencial (V' = 0), os osciladores estdo desacoplados e temos:

c ——1 d4+( I+ 2)d—2+( ) (.1.22)
PU,free — dth w1 Wo dt2 W12 q oL

Que nos leva a um propagador livre no espacgo de frequéncias do tipo:

1 1
= .1.23
= (P D)t @) (=) (R — wd) (.1.23)

Como visto na primeira equacgdo desta tese, € possivel expressarmos um propagador de ordem
quartica como uma soma de propagadores de ordem quadratica, onde um € ordindrio e outro

fantasma, portanto seja

1 1 1
= — 1.24
(W? — w})(w? — wi) “ [oﬂ —w? w?— w%] ( )
Onde
1 1 —w? 2 —1
2 27 o2 _ 2| T (2 =ik 0= 2 (.1.25)
w? —wi  w?—wi (W? — wi)(w? — w3) wi — w3
Logo o propagador é desacoplado em:
1 I 1
(W? —w)(W? —wd)  wi—wi|w?—w? Ww?—wi
B 1 i 1 1 (.1.26)
S Wi —wi | w?— Wi w?—w?
_h/_/
(2 1

Onde (1) e (2) sdo associados aos propagadores de novas coordenadas respectivamente denomi-

nadas ¢; € go. Isso nos permite reescrever a acdo como:

1 [ d 1 (& /
SPU:/dt[—Q2 (dtQ )QQ+ q1(dt2 f)ql—V(qz—ql)] (.1.27)

Para que isso aconteca, identificamos:

o P
W= i e )

1 d?
©= (- e )

O oscilador ¢; manifesta-se como fantasma e equivalentemente a instabilidade de Ostrogradski.

(.1.28)

O Funcional de vdcuo em termos dos osciladores pode ser descrito como:

Z = / DgeSldl = / Dy DayeSan ] (.1.29)



No caso ndo interagente (V' = 0), os osciladores se desacoplam e podemos fatorizar o funcional

de vacuo como:
7 — / Dol / DigpeSle2 (.1.30)

Com
S; = 1/dtq —2 +w? |q =1,2 (.1.31)
‘ 2 “\ dt? v ! ’ o

E notével a diferenca entre o sinal dos expoentes presentes nos integrandos do funcional
da vacuo do caso desacoplado. Para tornar cada uma das integrais convergentes, precisamos
adicionar um fator infinitesimal real ao expoente de +¢ [ dtq? cujo sinal depende do sinal do

expoente. Essa adi¢do equivale ao shift nas a¢des de w? — w? + i€ e w3 — w3 — ie.

7 7 = [ Dyt Slnl-ie [ ) [ pgyitsialic [ i) (.1.32)

Considerando os shifts nos p6los de massa, os propagadores das particulas 1 e 2 sdo,

respectivamente, dados por:

)
iGLF t o t / fzw (t—t")
M o C w? — wd + ie
dw . ’ —1
efzw(tft )

iG_F(t—t) = / -

T w2 — w? — e

(.1.33)

Nota-se a diferenca de sinal acompanhando os fatores de ¢ do propagador do fantasma em
sua representacdo de frequéncia. O shift diferente nos pdlos indica que o fantasma segue
uma causalidade diferente das particulas ordindrias. Isso deu origem ao conceito de seta de
causalidade [Donoghue e Menezes 2020]. No capitulo 3, vimos que a causalidade diferente do
fantasma se manifesta num tempo de decaimento negativo para os modos de Lee-Wick quando
estes estiverem sob interacao com as particulas ordindrias de maneira a restaurar a unitariedade
da teoria contanto que a massa das particulas Lee-Wick seja suficientemente grande para que

decaia em particulas ordindrias.
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