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Resumo

Nas solugoes perturbativas de Teorias Quanticas de Campos estao presentes integrais
de Feynman divergentes que contaminam as amplitudes fisicas perturbativas com in-
definicoes matematicas. Como as amplitudes devem nos fornecer informacoes sobre a
dinamica de um determinado sistema de particulas interagentes torna-se necessario um
adequado tratamento para o problema das divergéncias a fim de que predigoes da teoria
possam ser apreciadas. Isto é, os resultados obtidos para as amplitudes nao podem tornar-
se dependentes das arbitrariedades envolvidas na construcao destas a partir das regras
de Feynman bem como daquelas possivelmente associadas ao propio processo de calculo.
Como tal, quando reescrevemos uma amplitude divergente como uma soma de termos
com diferentes graus de divergéncia, a cada separacao promovida pode estar envolvida
uma arbitrariedade parametrizavel com a introdugao de um parametro indefinido. Este
parametro, que possui dimensao de massa, ¢ denominado de parametro de escala e a cor-
respondente dependéncia de ambiguidade de escala. Por outro lado, para que possamos
construir predigoes a partir de uma teoria, é necessario que as amplitudes independam
de parametros arbitrarios. Logo, torna-se crucial o desenvolvimento de técnicas consis-
tentes e gerais para o tratamento das divergéncias. Este é precisamente o contexto do
presente trabalho. Como em teorias fundamentais a lagrangiana é um invariante de es-
cala, o objetivo desta investigacao reside na construcao de um tratamento consistente
para as amplitudes fisicas de modo que os resultados finais destas possam exibir também
independancia de escala. Apds serem calculadas todas as amplitudes relevantes, observa-

se que todos os termos potencialmente violadores de simetria apresentam ambigiiidade
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de escala, exceto os termos anomalos. Além disso, observa-se que é possivel eliminar
consistentemente todos os termos potencialmente ambiguos de escala e dependentes de
combinagoes nao-fisicas dos momentos externos desde que um conjunto de condicoes seja

satisfeito.
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Abstract

In the perturbative solutions of Quantum Field Theories are presented divergent Feyn-
man’s Integrals that contaminate the perturbative physical amplitudes with mathematical
indefinitions. As the amplitudes must provide us information about the dynamics of one
determined interacting particles system so that predictions of the theory can be appre-
ciated, one adequate treatment for the divergences becomes necessary. That is, the final
results for the amplitudes cannot depend on the involved arbitraries in their construc-
tions from the Feynman’s Rules as well as of those associated to the proper process of
calculation. In this context, when we rewrite a divergent amplitude as an addition of
terms with different degrees of divergence, to each promoted separation it can be in-
volved a parametrized arbitrary with the introduction of an indefinite parameter. This
parameter, that possesses mass dimension, is called scale parameter and the correspond-
ing dependence scale ambiguity. Soon, the development of consistent techniques for the
treatment of this type of ambiguity will become crucial. This is necessarily the context
of the present work. As in basic theories the lagrangian is a scale invariant, the objective
of this inquiry is the construction of a consistent treatment for the amplitudes in such a
way that their final results can also show scale independence. After the calculations of all
the relevant amplitudes we observe that all the potentially violating terms of symmetry
present scale ambiguity, except the anomalous terms. Moreover, it is observed that it is
possible to eliminate consistently all the potentially scale ambiguous terms and dependent

of non-physical combinations of the external momenta since a set of conditions is satisfied.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Por volta de 1880, era possivel acreditar que a Fisica tinha alcancado um grau de
desenvolvimento tao alto que parecia nao apenas dificil, mas até mesmo desnecessario su-
peré-lo, tal a evolucao que significou o progresso alcancado. Os trabalhos de Maxwell so-
bre eletrodinamica, unificando a ética, a eletricidade e o magnetismo, propostos em 1873,
pareciam completar um conjunto de idéias adquiridas desde o surgimento da Mecanica
Newtoniana no século XVII. Ambos reunidos pareciam ser capazes de explicar pratica-
mente todos os fendmenos fisicos observados até entao. Sobraria aos fisicos, assim, tarefas
secundarias tais como determinar com maior precisao o valor das constantes fisicas fun-
damentais e encontrar aplicacoes para tanto conhecimento acumulado.

Fora isso, restavam ainda para ser estudados dois aspectos aparentemente sem grande
importancia:

i) Algumas incompatibilidades entre o Eletromagnetismo de Maxwell e a Mecanica
Newtoniana

e

ii) Alguns poucos fendmenos nao satisfatoriamente equacionados.

Entretanto, parecia ser necessario apenas a construcao de interpretagoes mais ade-
quadas para tais teorias, o que era visto como uma questao de tempo. Porém, na busca

destas respostas, muitas revolugoes conceituais estavam por vir.



As incompatibilidades, acima referidas, residiam no fato de nao existir uma trans-
formacao entre referenciais inerciais que deixassem invariante tanto o Eletromagnetismo
(EL) quanto a Mecanica Clédssica (MC). A MC permanecia invariante frente as trans-
formacoes de Galileu e o EL, por sua vez, assim o fazia frente as transformacoes de
Lorentz.

Para a remocao desta incompatibilidade existiam dois caminhos possiveis a serem
seguidos: preservar-se a MC, abandonando-se o promissor EL, ou manter-se este ltimo
formalismo preservado, abandonando-se aquele correspondente a MC, a qual tinha a seu
favor trés séculos de predigoes solidamente confirmadas pelos experimentos.

Além disto contava ainda o fato de as transformagoes de Galileu possuirem forte apelo
intuitivo ao passo que para as transformagoes de Lorentz ainda nao se havia dado uma
interpretacao fisica adequada.

A controvérsia acima relatada perdurou até o aparecimento da Teoria da Relativi-
dade Especial (RE) no trabalho de Einstein [1]. Nele as transformagoes de Lorentz sao
adequadamente interpretadas como alteragoes do espaco e do tempo em funcao da ex-
isténcia de velocidade relativa entre dois referenciais inerciais. A interpretacao permitiu
assumir-se o EL como sendo a teoria possuindo as corretas propriedades de invariancia e,
com isso, foi necessario reconhecer que a MC Newtoniana possuia limitacoes. Feitas as
modificagbes necessdrias, para que uma mecanica invariante frente as transformacoes de
Lorentz emergisse, a MC de Newton passou a ser vista com sendo um caso especial de
uma teoria mais geral, a Mecanica Relativistica.

De modo parcialmente concomitante com a discussao a respeito da controvérsia envol-
vendo a invariancia das leis fisicas frente a troca de referenciais inerciais, os fenémenos nao
satisfatoriamente explicados, item ii) acima apontado, também tiveram sua compreensao
evoluida. Entre estes figuravam a radiacao de cavidade, os espectros de raias e o efeito
fotoelétrico. Apods as importantes contribui¢coes de Planck, Bohr, de Broglie e Einstein
entre outros, na tentativa de explicar tais fenomenos surge pouco a pouco outra revolucao

conceitual, a Fisica Quantica, que culmina na proposta da equagao de onda de Schrodinger



em 1926 permitindo a constru¢ao da Mecéanica Quantica (MQ).

Apéds os avangos acima mencionados o quadro conceitual da Fisica mudou apreci-
avelmente proporcionando o surgimento da Fisica Contemporanea, tendo como pilares a
Teoria da Relatividade e a Fisica Quantica. Entretanto as questoes relacionadas a in-
variancia das leis fisicas frente a mudanca de sistema de referéncia, que envolveram o EL
e a Mecanica Newtoniana, aliadas aos novos aspectos conceituais recém surgidos, colo-
cavam estas duas teorias em um certo desacordo. De um lado MQ nao incorporava os
postulados da RE e de outro a RE nao estava de acordo com conceitos basicos da MQ. A
saber, a equacao de Schrodinger aplica-se somente a particulas que se movem com baixas

velocidades se comparadas com a velocidade da luz (particulas nao relativisticas) e nao é
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uma equagcao invariante frente a transformacoes de Lorentz, do mesmo modo que a RE
uma teoria deterministica, diferentemente da MQ que é probabilistica.

Com o intuito de resolver esta nova controvérsia, o caminho escolhido foi inicialmente
o de buscar construir, seguindo a bem sucedida prescricao de Schrodinger, equacgoes de
onda relativisticas, o que proporcionou o surgimento de uma nova teoria, a Mecanica
Quantica Relativistica.

Neste contexto foi proposta a equacao de onda de Klein-Gordon. Embora a equagao
de Schrodinger pudesse ser obtida a partir da equacao de Klein-Gordon, através de uma
aproximacao nao relativistica, o que seria desejavel, a equacao proposta nao se mostrou
satisfatéria na descricao de fendmenos como, por exemplo, o espectro de energia do atomo
de hidrogeénio. Além disso, haviam problemas na definicao da densidade de probabilidade,
a qual desempenha papel crucial na interpretagao da M(@Q de Schrodinger. Verificou-se
nao ser possivel definir tal quantidade de modo a ser positiva definida, como necessario
para permitir uma construcao analoga ao caso nao relativistico. Esta dificuldade esta
relacionada ao fato de a equagao de Klein-Gordon ser uma equagao diferencial de segunda
ordem no espago e no tempo.

Para contornar estes problemas Dirac propos uma equacao de onda relativistica de

primeira ordem no tempo e, por motivo de covariancia, de primeira ordem também nas



derivadas espaciais. Ficou demonstrado que esta equagao de onda, denominada de equagao
de Dirac, fornece uma descricao adequada, e altamente precisa, para a dinamica das
particulas de spin 1/2. Apds o sucesso da equagdo de Dirac as mesmas idéias foram
estendidas para a construcao de equagoes de onda relativisticas para particulas com out-
ros spins e a equacao de Klein-Gordon passou a ser vista como adequada para descrever
apenas as particulas de spin nulo. Este progresso permitiu a compreensao da dinamica
relativistica e quantica das particulas livres. O proximo passo seria, naturalmente, con-
siderar a descrigao, neste contexto, de particulas interagentes.

A visao classica mais frutifera a respeito disto, concebia as interacoes entre particulas
como sendo intermediadas por campos. Como tal, na teoria classica da gravitacao, para a
descricao da interacao entre portadores de massa, este papel é desempenhado pelo campo
gravitacional, ao passo que para a descri¢ao da interagao entre dois portadores de cargas
elétricas, na teoria eletromagnética de Maxwell, este papel cabe aos campos elétrico e
magnético (o campo eletromagnético). Seria natural entao a adogao do conceito de campo
mediador também para as interacoes entre particulas relativisticas. A insercao deste
conceito no contexto das idéias da Fisica Quantica exigiria, evidentemente, adequagoes.
Isto foi percebido de modo brilhante por Dirac em 1927 [2]. Num esforgo para explicar a
absor¢ao e emissao de fétons em transigoes energéticas que ocorrem entre niveis (discretos)
em sistemas nucleares, Dirac notou que seria necessario que o campo eletromagnético
sofresse algum tipo de quantizacao.

Esta quantizacao foi realizada com a utilizagao de métodos andlogos aqueles aplicados
na quantizacao do oscilador harmonico. O resultado deste processo foi o aparecimento dos
fotons, os quanta de energia do campo eletromagnético desempenhando papel analogo,
como era de se esperar, aos fonons do oscilador harmonico quantizado.

Com a quantizagao do campo eletromagnético surge entao a Eletrodinamica Quantica
(EDQ). As previsoes provenientes desta teoria apresentaram uma fantéstica concordancia
com os dados experimentais [3] associados a fenomenos pertinentes as interagoes eletro-

magnéticas. Este sucesso gerou de imediato a idéia de quantizar os campos das demais



interagoes de acordo com o formalismo construido na EDQ, o que causa o surgimento
da Teoria Quantica de Campos (TQC), o formalismo tedrico destinado a descrever as
particulas elementares e suas interacgoes [4].

Pode-se dizer que as idéias utilizadas para a concepcao da TQC tem suas raizes naque-
las brotadas na construcao da MQ. Ao passo que na MQ sao quantizadas as grandezas
fisicas associadas a dinamica das particulas (primeira quantizagao), na TQC os préprios
campos associados as particulas sdo quantizados (segunda quantizagao). Deste modo,
no contexto da TQC tanto os constituintes fundamentais da matéria (quarks e léptons)
quanto os mediadores das interagoes entre estes (bdsons intermedidrios) sao considerados
como excitagoes de um campo fundamental.

Para a caracterizacao de uma TQC constréi-se um funcional dos campos, associados
as particulas as quais terao a dinamica descrita, e de suas derivadas espacgo-temporais,
a lagrangiana da teoria. A estrutura dos termos do funcional é determinada pelas pro-
priedades de invariancia requeridas, ou seja pelas simetrias as quais se deseja implementar
na construcao da teoria. Estas simetrias podem representar as hipdteses que se deseja
testar ou podem representar o conhecimento experimental prévio que se tem a respeito da
fenomenologia das particulas interagentes que se deseja incorporar a construcao da teoria.

Construida a teoria, aplica-se entao o principio variacional sobre a lagrangiana e entao
quantiza-se os campos. Com isto é obtido um conjunto de equacoes diferenciais, uma
para cada campo presente no funcional. De posse das equacgoes diferenciais bastaria entao
soluciona-las para se ter uma descricao completa da dinamica das particulas, vista como
conseqiiéncia das simetrias implementadas.

Precisamente no momento da busca por solucoes das equagoes de movimento obtidas
surge o principal problema deste tipo de formalismo. Devido & presenca dos termos de
interacao as equacoes de movimento obtidas formam um conjunto de equagoes diferenciais
acopladas e nao-lineares, sendo que para tais equacoes raramente consegue-se solugoes
exatas. A saida passa a ser a utilizacao de métodos perturbativos para a solucao destas

equacoes. Neste contexto para cada processo fisico pertinente a TQC considerada constroéi-



se a amplitude associada ao processo, numa ordem perturbativa escolhida, no espaco dos
momentos, com o uso adequado das regras de Feynman. O problema, entretanto, é que as
contribuigoes perturbativas para as amplitudes fisicas nao envolvem somente estruturas
matematicas definidas e finitas, ou seja, surgem integrais de Feynman divergentes.

O aparecimento destas divergéncias é um problema intrinseco ao modo como é con-
struido o formalismo, pois os termos de interacao na lagrangiana sao produtos locais dos
campos que representam as particulas associadas a teoria. Tais campos sao distribuigoes.
Logo os termos de interacao sao produtos de distribuicoes tomadas em um mesmo ponto
e este produto nao pode ser matematicamente bem definido como o é o produto analogo
envolvendo fungoes. Apesar disto, ao invés de simplesmente abandonar este formalismo,
deve-se buscar adequadas interpretagoes para as solugoes perturbativas a fim de que as
implicacgoes fisicas possam ser estabelecidas, no mesmo sentido que se buscou interpre-
tar as solugoes gerais da equagao de Schrodinger com vistas a evitar as implicagoes das
singularidades essenciais para a funcao de onda. Procedimentos analogos, a rigor, estao
presentes em solucoes de problemas na gravitacao e eletromagnetismo classicos.

Logo para que possam ser apreciadas as predi¢coes de uma TQC é necessario, como
um primeiro passo, que se tenha a disposicao um método consistente para manipular as
estruturas divergentes intrinsecas ao cédlculo perturbativo.

Surge com isso uma nova etapa no estudo de uma TQC: a regularizacao. Este problema
ocupou e ainda ocupa uma parte significativa dos esforcos dispendidos para o estabeleci-
mento do poder preditivo das TQCs. Ao longo do tempo varios procedimentos e técnicas
de regularizacao foram propostas.

Em geral, estes métodos se baseiam em efetuar mudangas nas amplitudes ao nivel do
integrando das integrais de Feynman probleméticas de modo a tornéa-las finitas e, assim,
manipulaveis. Estas mudancas deveriam ser, em principio, removiveis. Ou seja, num
passo posterior devia ser possivel tomar algum limite, sobre a modificacao introduzida,
de modo que a amplitude original seria reobitida.

Porém, devido as indeterminacoes matematicas contidas nas amplitudes, esta operagao,



em geral, nao é bem controlada de modo que as amplitudes podem emergir deste processo
de regularizacao dependente ou contaminada por parametros associados aos procedimen-
tos intermediarios de regularizagao. Isto invariavelmente implica em ambigiiidades.

As implicagoes destas observacoes sao Obvias: os resultados para as amplitudes cal-
culadas que se tornam dependentes do método especifico de regularizagao escolhido e
destroem o poder de predi¢ao da teoria pois sao intrinsecamente ambiguos. As ampli-
tudes assim obtidas passam a depender de parametros (arbitrdrios) estranhos aqueles
utilizados na construcao da teoria para os quais o significado fisico é bem estabelecido.

Assim, para que um método de regularizacao, ou filosofia equivalente, seja considerado
razoavel é necessario que todos os procedimentos adotados nao comprometam as ampli-
tudes com escolhas especificas adotadas em passos intermediarios, de modo que a técnica
utilizada nos forneca ao final do processo, amplitudes fisicas que permitam uma inter-
pretagao adequada que as torne livres de ambigiiidades. Estas ambigiiidades por outro
lado, estao invariavelmente associadas a violacoes de relagoes de simetria, essenciais para
que se possa associar as predicoes da teoria com o seu conteido fundamental.

Atualmente, o método de regularizacao mais popular é a Regularizagao Dimensional
(RD) [5]. Onde a RD pode ser aplicada, é possivel evitar consistentemente ambigiiidades
e violacoes de simetria. Porém este método nao é de carater geral pois possui limitagoes
de aplicabilidade intrinsecas ao seu principal ingrediente: a continuagao analitica na di-
mensao espago-temporal [6].

No contexto da RD considera-se inicialmente a extensao 2w-dimensional da teoria (w
continuo e complexo). Posteriormente, depois que todos as manipulagoes envolvendo as
integrais de Feynman, que seriam divergentes numa dimensao espago temporal especifica,
sao efetuadas, expande-se a teoria ao redor da dimensao pretendida. Entretanto, algumas
quantidades matematicas nao podem ser generalizadas para 2w dimensoes. O exemplo
mais notével da nao generalidade deste método ocorre (em todas as dimensoes pares)
no tratamento de pseudo-amplitudes. Tendo em vistas que em tais amplitudes se fazem

presente a matriz de Dirac 72,11, torna-se necessario a criagao de regras especificas para



cada dimensao ja que tal quantidade matematica nao existe fora de dimensoes espaco-
temporais pares, [7].

Problemas semelhantes ocorrem em situagoes onde as simetrias as quais se deseja
implementar na construcao de uma teoria tém sua realizacao explicitamente dependente
da dimensao espago-temporal, como sao os casos da simetria quiral, da supersimetria e
da simetria conforme [8].

Além da RD existem muitos outros presentes a literatura deste problema. De modo
geral estes métodos, que operam numa dimensao espago-temporal previamente escolhida,
baseiam-se na modificacao das amplitudes provenientes das regras de Feynman pela in-
troducao de uma distribuicao regularizadora. Existem, invariavelmente associados a uti-
lizacao de tais métodos uma larga sorte de problemas tais como, ambigiiidades associadas
as escolhas para os rétulos dos momentos das linhas internas dos diagramas contendo
loops, violagoes de relagoes de simetria, violagoes de unitariedade e causalidade, entre
outros.

Devido a este quadro e ao carater crucial das manipulagoes e calculos envolvendo as di-
vergencias do calculo perturbativo em TQC, permanece a necessidade do desenvolvimento
de adequadas técnicas para este fim.

Com esta motivagao foi recentemente proposta e desenvolvida uma nova estratégia
para manipulagoes e cdlculos envolvendo amplitudes divergentes do célculo perturbativo
com o intuito de satisfazer as exigéncias necessdrias a consisténcia por construcao [9].

No contexto desta filosofia a presenca de uma distribuicao regularizadora é assumida
apenas de modo implicito, para dar suporte aos passos necessarios para separar a parte
divergente da parte finita de uma integral de Feynman. Apenas propriedades muito
gerais sao admitidas nestas operagoes. A parte divergente obtida é escrita em termos
de um ndmero pequeno de objetos bésicos (irredutiveis) e de outros objetos que sao
essencialmente diferengas entre integrais puramente divergentes com o mesmo grau de
divergéncia porém com estrutura tensorial diferente. Os valores destes 1ltimos objetos sao

na verdade propriedades destas integrais a serem fixadas pelo proprio calculo perturbativo



através da analise da consisténcia dos resultados com a independéncia destes em relagao as
escolhas para os rétulos dos momentos das linhas internas dos loops e com a manutengao
de relacoes de simetrias. Os valores para os citados objetos funcionarao como restrigoes
para regularizacoes que tém a pretensao de ser consistentes. Quanto aos objetos basicos
divergentes estes sao mantidos sem modificagoes. Eles serao absorvidos completamente no
processo de renormalizagao, quando for o caso, e a verificacao das relacoes de simetria sao
efetuadas considerando-se apenas propriedades gerais destes. Deste modo, no contexto
da referida estratégia integrais divergentes nao sao realmente calculadas fazendo com
que o uso de um método de regularizacao especifico, como no contexto usual, possa ser
totalmente evitado. Ainda, a referida estratégia permite uma descricao limpa e livre de
ambigtiidades das anomalias em 2D [10] e em 4D [11] assim como aquelas em dimensoes
(pares) maiores dentro de tratamento universal [12].

No presente trabalho iremos utilizar o método acima mencionado na caracterizagao e
estudo do papel desempenhado pelas denominadas ambigiiidades de escala [13].

A ambigiiidade de escala é uma questao que surge naturalmente quando escreve-
mos uma amplitude divergente como uma soma de estruturas com diferentes graus de
divergéncia. Dependendo do grau de divergéncia envolvido, tal tipo de operacgao en-
volve arbitrariedades, tal que a cada separacao promovida pode estar envolvida uma
arbitrariedade, esta parametrizavel com a introducao de um parametro arbitrario. Este
parametro, que possui dimensao de massa, é denominado de parametro de escala e a
possivel dependéncia dos resultados com esse parametro arbitrario é a mencionada am-
bigiiidade de escala.

Mostraremos que a independéncia de escala é uma propriedade essencial para ser
preservada nas manipulacoes e cédlculos envolvendo amplitudes contendo divergeéncias,
tendo um papel crucial na interpretacao consistente das amplitudes perturbativas.

Através deste estudo iremos caracterizar quais exigéncias precisam ser impostas nos
calculos perturbativos para evitar a presenca de termos, nas amplitudes fisicas, que im-

pliquem em ambigiiidades de escala. Com isso poderemos estabelecer condigbes que um



método de regularizacao explicito deva satisfazer para que seja consistente.

Os aspectos relacionados a preservagao das propriedades de escala em calculos pertur-
bativos estao presentes em quaisquer destes calculos, porém sao de especial relevancia no
tratamento de teorias e modelos onde estao presentes uma variedade de campos aos quais
estao associadas massas diferentes.

A investigacao das conseqiiéncias fisicas de uma teoria destas em diferentes regimes
de energias, onde é necessario um cuidadoso tratamento das amplitudes, pode ser imple-
mentado de um modo muito transparente com a utilizagao do ponto de vista conceitual
da independéncia de escala.

Através de nossa investigagao, nés poderemos estabelecer uma limpa e definitiva con-
clusao: todos os termos potencialmente violadores de simetria sao quantidades ambiguas,
exceto aqueles associadas ao fendomeno das anomalias.

Para realizarmos este estudo iremos, no capitulo 2, considerar o modelo de diferentes
férmions livres de spin 1/2 possuindo massas m,;. A lagrangiana para este modelo serd
a mais geral possivel, onde estarao presentes densidades fermionicas escalares, pseudo-
escalares, vetoriais e axiais. Ap0s isto, nds identificaremos as fungoes de Green que es-
tariam presentes nas amplitudes fisicas perturbativas ao nivel 1-loop associadas aos pro-
cessos pertinentes ao modelo, que surgiriam quando utilizdssemos as regras de Feynman.
Usando a algebra e as propriedades das matrizes de Dirac iremos colocar estas amplitudes
como combinacoes de integrais de Feynman e por fim determinaremos as relacoes entre
fungoes de Green relevantes.

No capitulo 3 iremos estabelecer uma sistematizagao para a parte finita da solucao das
integrais de Feynman. Nessa sistematizacao definiremos um pequeno conjunto de fungoes,
em termos das quais, poderemos escrever a parte finita das integrais que aparecerao na
analise das amplitudes do capitulo 2, bem como estabeleceremos relagoes entre estas
fungoes a fim de que seja possivel a verificacao de relagoes entre funcoes de Green e de
identidades de Ward.

De mao desta sistematizacao passaremos, no capitulo 4, a solucao explicita das in-
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tegrais de Feynman. Neste capitulo abordaremos os problemas existentes nos métodos
usuais de regularizacao e iremos detalhar o método com o qual trataremos as integrais di-
vergentes. Também definiremos o conjunto de objetos divergentes basicos em termos dos
quais toda a parte divergente de qualquer amplitude fisica perturbativa ao nivel 1-loop
pode ser escrita. Abordaremos a ambigiiidade de escala e mostraremos como ela pode ser
usada para o estudo da consisténcia de um método de regularizagao explicito.

Com a solucao das integrais de Feynman poderemos, no capitulo 5, substituir estes
resultados nas amplitudes fisicas de nosso interesse. Com isso obteremos o resultado
explicito das amplitudes fisicas perturbativas em termos das fungoes estudadas no capitulo
3 e dos objetos divergentes definidos no capitulo 4 e estaremos aptos a verificar explici-
tamente as relacoes entre funcoes de Green estabelecidas, o que realizaremos no capitulo
6.

No capitulo 7 nos deteremos na investigacao das Identidades de Ward e na anélise
das ambigiiidades presentes na solucao final das amplitudes. Através desta andlise encon-
traremos um conjunto de imposicoes a serem feitas sobre os objetos divergentes béasicos
quando avaliados por um método de regularizacao explicito. Estas imposi¢oes formam o
que denominamos de Relagcoes de Consisténcia e nos fornecerao o modo com o qual iremos
eliminar todos os termos que sao potencialmente ambiguos nas amplitudes fisicas pertur-
bativas. Nestes passos iremos observar importantes conclusoes acerca da ambigiiidade de
escala.

Finalmente no capitulo 8 iremos ressaltar as conclusoes obtidas nos capitulos 4, 5, 6 e
7 bem como realizar nossos comentarios finais e estabelecer perspectivas futuras em torno

do assunto apresentado neste trabalho.
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Capitulo 2

Modelo, Amplitudes e Relacoes

entre Funcoes de Green

2.1 Introducao

Para construirmos uma TQC devemos inicialmente especificar as particulas intera-
gentes presentes no modelo, as quais terdao a sua dinamica de interacgoes descrita pela TQC
formulada. A estas particulas sao associados campos e com estes campos construimos um
funcional, que é funcao dos campos e de suas derivadas espacgos-temporais, ao qual de-
nominamos de lagrangiana. A lagrangiana é composta por duas partes: a parte livre e a

parte de interacao. Esquematicamente escrevemos:
L (i, 0u0i) = LT (¢4, 0u5) + LT (¢4, 0u1) , (2.1)

onde ¢; sao os campos associados as particulas.

A parte livre da lagrangiana (2.1), £ (¢;,0,¢;), nos fornecerd as equagdes de onda
relativisticas para as particulas, que no caso de particulas de spin 1/2, irdo obedecer a
equagao de Dirac. J4 a parte de interagao, L' (¢;, 9,¢;), é escrita como combinagoes dos
campos determinadas pelo grupo total de simetrias que consideramos relevantes para a
teoria formulada. Ou seja, construimos os termos de interacao de tal forma que estes

sejam invariantes (escalares) do grupo de simetria assumido.
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Especificada a lagrangiana definimos a ac¢ao, por:

Com esta definigao é possivel encontrar as equagoes de movimento impondo a extrem-
izacao da agao, ou seja:

58 =0, (2.3)

o que nos leva as equacoes de Euler-Lagrange:

(o, () 50 ) = 24

As equacoes de Euler-Lagrange irao gerar um nimero de equacgoes diferenciais igual
ao numero de campos presentes na teoria. Apds a quantizacao dos campos iremos
obter equagoes diferenciais que, devido aos termos de interacao, se apresentam acopladas
e, freqiilentemente, nao-lineares. Se pudéssemos determinar solugoes exatas para estas
equagoes terfamos uma descricao completa da fenomenologia envolvendo as particulas
pertinentes a teoria. Tais solugoes exatas sao raramente obtidas, como no caso de algu-
mas teorias formuladas em dimensao espago-temporal D=2. Nesta categoria de modelos
temos, por exemplo, o modelo de Gross-Neveu [14]. Na quase totalidade dos casos de
interesse somos obrigados a fazer uso de métodos perturbativos.

Nao iremos considerar o desenvolvimento dos passos que ligam a situacao acima ex-
posta as amplitudes fisicas perturbativas. Admitiremos, no entanto, que é possivel con-
struir uma adequada interpretacao das séries perturbativas em termos das conhecidas
regras de Feynman. Com o uso dos diagramas de Feynman poderemos, entao, construir
todos os termos da série perturbativa e assim obter as amplitudes fisicas que ligam os
estados iniciais aos estados finais de um determinado processo, na ordem perturbativa
desejada.

Neste capitulo definiremos o modelo a partir do qual extrairemos um conjunto de
amplitudes adequadas para a investigacao que pretendemos desenvolver. Este conjunto

sera composto por fungoes de Green puramente fermionicas de um, dois e trés pontos.
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Assumiremos férmions massivos de modo a termos apenas divergéncias ultravioletas pre-
sentes nas amplitudes.

Ainda neste capitulo, estabeleceremos que as fungoes de Green escolhidas podem ser
escritas como combinagao de um pequeno conjunto de integrais de Feynman, algumas de
carater divergente. Além disto, a partir da representacao das amplitudes ao nivel um
loop, estabeleceremos relagoes entre tais quantidades a partir de identidades envolvendo
as formas nao integradas destas. Estas relacoes desempenharao o papel de vinculos que
devem ser obedecidos pelas expressoes manipuladas e integradas das amplitudes. Ou
seja, avaliaremos a consisténcia de um conjunto de operagoes matematicas efetuadas nas
integrais de Feynman envolvidas, através da verificacao das tais relagoes entre funcoes de
Green apés estas terem sido calculadas no contexto da prescricao que adotaremos para

lidar com este tipo de problema.

2.2 Modelo

No presente trabalho consideraremos um modelo contendo diferentes espécies de
férmions, massivos, livres e de spin 1/2. Para a lagrangiana deste modelo assumire-
mos a forma mais geral possivel, contendo densidades fermionicas escalar, pseudo-escalar,
vetorial e axial. Tais densidades sao precisamente aquelas que se acoplam a bdsons es-
calares, pseudo-escalares, vetoriais e axiais, de acordo com a simetria de Lorentz, em
teorias fundamentais.

Deste modo aos férmions iremos associar campos fermionicos massivos, que obedecem

a equagao de Dirac, e com os quais podemos construir correntes j; (x) definidas por:

ji(x) = ()T (a), (2.5)

onde I'; sdo operadores matriciais, I'; = (1,73, V4, 7475), caracterizando as densidades
fermionicas:

e Escalar



e Pseudo-escalar

P(x) = ¢ (x)y9(). (2.7)
o Vetorial
V(@) = (@) 7.(2). (2.8)
o Axial
Au(@) = ()59 (@). (2.9)

Estas sao as correntes que, na forma explicita da lagrangiana de uma teoria funda-
mental, apareceriam acopladas aos respectivos campos bosonicos de modo que cada termo
seja invariante de Lorentz.

Como mencionado na introducao deste capitulo, o préximo passo, apds a construcao
da lagrangiana do modelo, é a determinacao das equagoes de movimento com a utilizacao
das equacoes de Euler-Lagrange e a posterior quantizacao dos campos. Apos estes pro-
cedimentos obteremos um numero de equagoes diferenciais igual ao niimero de campos
presentes na teoria. A adocao de métodos perturbativos para solucionar estas equagoes se
torna um dos melhores caminhos. Neste contexto, percebeu-se que apds a quantizacao dos
campos e a expansao perturbativa, um certo conjunto de elementos pode ser identificado,
sendo que, com tal conjunto os termos da série perturbativa poderiam ser construidos
diretamente. Este conjunto é formado pelos propagadores, os vértices e os fatores de sime-
tria, aos quais estao associados estruturas matematicas. A combinacao destes elementos,
a fim de se construir a expressao matematica da série perturbativa para um determinado
processo fisico, é ditada pelas regras de Feynman. Com isso poderemos identificar as
amplitudes fisicas perturbativas correspondentes a quaisquer processos fisicos, na ordem
perturbativa escolhida, sem a necessidade da construgao da expansao perturbativa [4].

A etapa seguinte seria determinar estas amplitudes fisicas perturbativas a fim de in-
vestigar as conseqiiéncias fenomenolégicas das simetrias implementadas na construcao da
lagrangiana. Para isso, no presente caso, é necessario calcularmos funcoes de Green de

n— pontos
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T / (27T)4Tr Fl</€+ ) = mlrj(ﬁ—F ) —mQ"'Fl(/er 7o) —mn | (2.10)

A contagem de poténcias do momento de integracao, momento do loop k, revela que as
fungoes de Green acima definidas podem conter divergéncias ultravioletas (para grandes
valores de momento). Notemos no entanto, que esta contagem revela que as fungdes de
quatro pontos apresentam um grau de divergéncia superficial logaritmico. Ja as funcoes
cinco ou mais pontos sao finitas. Devido a isso, para os propésitos deste trabalho, o
calculo das fungoes com quatro ou mais pontos nao serao considerados, pois para estas
nao haverd o surgimento de ambigiiidades nas suas solugoes. Assim nos ocuparemos daqui

por diante somente com as funcoes de um, dois e trés pontos definidas por

T%’:/%Tr {Pi<ﬁ+ kll)_ml}, (2.11)

i [ 4k o[ 1 | 1

’ _/@ﬂﬂ7%%k+hwﬂmnw%kﬁ—mﬁ’ (2.12)
e+,
I;

Figura 2.1: Representacao diagramatica para para a funcao de 1 ponto

e:

- d*k 1 1 1
T”k:/—TT{Fi I r } 2.13
ey \ O k) —ma G )= G R —ma ) 1)
onde I'; = (15795, Vs 7u Y5 0) = (S; P; Vi A;T) e ky, ke, ks sdo rotulagoes arbitrarias
para o momento das linhas internas dos diagramas de Feynman. Estas funcoes de Green

estao associadas respectivamente aos seguintes diagramas:
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k+k;

Figura 2.2: Representacao diagramatica para para a funcao de 2 pontos

I;
k-,
I & ktk
etk
¥

Figura 2.3: Representacao diagramatica para para a funcao de 3 pontos

Notemos que as diferencas entre os momentos (arbitrdrios) (k; — k;) corresponde a
quantidades fisicas, um momento externo ao loop. Por sua vez combinacoes do tipo
(ki + k;) s@o quantidades indefinidas. Assim, a presencga de combinagoes do tipo soma de
momentos internos nas formas finais das amplitudes implicard em ambigiiidades.

A adocao desta rotulagao arbitraria para os momentos internos é importante para que
as nossas analises das amplitudes fisicas perturbativas sejam as mais gerais possiveis.

Por fim nos restringimos neste trabalho apenas as fun¢oes de Green construidas com

um nuimero par de matrizes s.

2.3 Funcoes de Green

Uma vez que a contagem de poténcias do momento de integracao revela a possi-
bilidade de divergéncias, devemos adotar alguma prescricao a fim de que seja possivel

extrair a fenomenologia pertinente a TQC formulada, a qual estao associados resulta-
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dos finitos. Iniciamos a construcao desta prescricao mostrando que todas as funcoes de
Green definidas acima podem ser escritas como uma combinac¢ao de um pequeno nimero
de integrais de Feynman. Algumas destas integrais serao divergentes, aspecto que nos
ocuparemos nos proximos capitulos.

Nosso objetivo nesta secao é mostrar os procedimentos necessarios para que as funcoes
de Green de n—pontos possam ser escritas como uma combinacgao de integrais de Feynman.
Realizaremos isto de modo explicito para as amplitudes de um ponto, dois e trés pontos.

A generalizacao para fungoes de n—pontos segue o mesmo raciocinio.

2.3.1 Funcoes de Green de um ponto

Consideremos primeiramente as fungoes de Green de um ponto. Segundo (2.11), estas

funcgoes sao definidas por

Ti:/%Tr {Fi(}€+ ﬁll)_ml}. (2.14)

A expressao acima pode ser colocada numa forma mais conveniente, com a utilizagao da

identidade

1 (Ft F)+mi - (k+ K +mi (2.15)

(k+ ki) —mi (k4 ki) +mi [(k+ k) —m2]

Assim, ficaremos com
, d*k k+ k)
T%:/—4Tr pEt k) Jatm L (2.16)
(2m) [(k+ k1)" — m?]

Agora, utilizando as propriedades do traco poderemos reescrever a expressao acima na

forma

d*k 1
2m)* [(k + k1)* —m?]

k(4 k)
2m)* [(k + k1) — m3]

T" =Tr [Ti,) / +mTr [Ty / (2.17)

Observamos que com os procedimentos acima mostrados qualquer fungao de Green de
um ponto podera ser escrita em termos das integrais de Feynman com um propagador

definidas por

o1 [k Lk
(1) (1), —/(%)4 (T (2.18)
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sendo necessério para isso apenas escolhermos I'; = (I, 75, Yu, 7475) para obtermos re-
spectivamente as amplitudes T, T, T;Y e T;:‘.

As duas integrais, em termos das quais as funcgoes serao escritas, sao divergentes.
Através da contagem das poténcias de k vemos que estas divergéncias sao de grau ctbico

ou quadratico. A solucao destas integrais sera considerada nos proximos capitulos.

2.3.2 Funcgoes de Green de dois pontos

Passamos agora para a andlise das fungoes de Green de dois pontos. Igualmente como
mostrado acima queremos escrevé-las como uma combinacao de integrais de Feynman. As

fungoes de dois pontos, segundo (2.12), sdo definidas por

TY / Ak T {r ! r ! } (2.19)
(2m)* (Kt F1) —ma 7 (ke ko) —my
Utilizando a identidade (2.15) para cada um dos propagadores, teremos
4 a B
s :/ d k:4T Fi(k+k1) Q%‘erle (k + ko) ;}/g—l-mQ . (2.20)

Operando com o traco sobre as matrizes e usando as suas propriedades ficaremos com

Ak (k4 k) (k + ko)”
27'(')4 D12

d*k (k+ k)
+moTr [Fi’yal—‘j]/ (27?)4( D121)

Ak (k+ ky)?
+mTr [FiFJ’Yﬁ]/ (2m) D122

TV = TrTyaljvsl / (

d'k 1
Onde adotamos a seguinte notacao
Dy = [(k+k)” —m?] ... [(k+k)> —m}]. (2.22)

Com estes procedimentos se torna possivel escrever as amplitudes de dois pontos em
termos de integrais contendo dois propagadores

(1) (D), 3 (B),,] = / (ZW]; [1;%15“”]. (2.23)
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2.3.3 Funcoes de Green de trés pontos

Finalmente passamos para a andlise das fungoes de Green de trés pontos. Estas

fungoes sao definidas, segundo (2.13), por

Y LN P N — !
g ‘/<2w>4T N F) =y T et Jo) = At ) — o

} . (2.29)

Utilizando a identidade (2.15) em cada um dos propagadores e com as propriedades

do traco de Dirac poderemos colocar a expressao acima na forma

Bk (k+ k) (k+ k)? (k + ks)°
(2m)* D123
Ak (k+ k)’ (k + k)’
(2m) D3
Ak (k+ k) (k + ks)”
(2m)* D13
'k (k4 k) (k + ko)°
(27 Diss
d*k (k4 ks)®
27)" Digs
Ak (k4 k)
(2m)* Digs
d*k (k4 k)"
(2m)*  Dig
Ak 1
(27)% Digy’

T9 = +Tr [Tl 75007 /

+my Tr [Ty 1y] /

—|—m2T7’ [FﬂaFjFWB] /

+msTr [Ty l'jvs00] /

+m1m2Tr [FZF]FZ’)/ﬁ] /

+mymsTr [T 7517 /

+m2m3TT [Fmafjl“l] /

+m1m2m3T7“ [FZFjFl}/ (225)

Na forma acima podemos constatar que foi possivel colocar as amplitudes de treés
pontos em termos de um novo conjunto de integrais de Feynman, aquelas possuindo trés

propagadores. Estas integrais sao definidas por

(£3)5 (L3),,5 (13) 3 <I3)w~\} = / (;17:;4 E k“’;;f; k’“’)‘]. (2.26)

As integrais presentes nos trés conjuntos definidos nesta e nas se¢oes precedentes serao

as com que nos ocuparemos no capitulo 4.
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2.4 Relacoes entre funcoes de Green

Na secao anterior mostramos os mecanismos que possibilitam que as funcoes de Green
sejam escritas em termos de um conjunto de integrais de Feynman. As integrais de
Feynman que formam este conjunto podem ser desde cubicamente divergentes até integrais
finitas. O aparecimento de integrais de Feynman finitas nao gera maiores problemas, uma
vez que as mesmas podem ser solucionadas através dos métodos usuais de integragao.
Porém o tratamento das integrais de Feynman divergentes requer um pouco mais de
cuidado. Para dar algum significado fisico as amplitudes que envolvem divergéncias faz-se
necessaria uma adequada interpretacao destas estruturas matematicas indefinidas.

A fim de testarmos se os resultados finais das fun¢oes de Green, obtidos apds a adogao
de um método para o tratamento das divergéncias, sao consistentes podemos consultar
dois conjuntos de relacoes que estas funcoes devem satisfazer independente da técnica
utilizada. Estas sao as relagoes entre funcoes de Green e as relagoes de simetria ou
Identidades de Ward.

As relagoes entre fungoes de Green sao identidades estabelecidas ao nivel do integrando
e que apods as operagoes de trago e integragao no momento do loop geram relacoes entre as
fungoes com diferentes ntimeros de pontos, e consequentemente, com diferentes graus de
divergéncia. Relagoes entre as fungoes de Green com diferentes graus de divergéncia sao
ideais para testarmos a consisténcia do método que usamos na solucao das amplitudes,
uma vez que estas relacoes devem ser igualmente validas apds calcularmos as integrais
divergentes, ou seja, os resultados finais destas fungoes devem também satisfazer estas
relacoes independentemente de escolhas arbitrarias, tais como as rotulagoes dos momen-
tos internos e escolha do parametro de escala comum as partes divergente e finita. Se
os resultados finais das amplitudes nao satisfizerem estas relacoes sem que sejam feitas
escolhas especificas para as arbitrariedades presentes, isto ira implicar diretamente que o
método utilizado no tratamento das divergéncias nao se mostra consistente.

O outro conjunto de relagoes é fornecido pelas simetrias que consideramos na con-
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strugao da lagrangiana e por relagoes vindas de teoremas baseados em argumentos bas-
tantes gerais. Estas simetrias deverao estar contidas, de algum modo, nos resultados finais
das amplitudes fisicas perturbativas. No nosso caso exigimos apenas que a lagrangiana
seja invariante de Lorentz e que os campos 9 (x) e ¢ (x) satisfacam & equacdo de Dirac.
Podemos também utilizar as implicagdes do teorema de Furry [15] para as fungoes de
Green com um numero impar de pontos.

Passamos entao para a identificacao das relagoes entre fungoes de Green. Para isto é
necessario apenas a algebra das matrizes de Dirac e operagoes algébricas, como mostraremos

adiante. Inicialmente, consideramos a seguinte expressao:

) 1 i 1
(k1 = ko) {”‘w Fo) Gt o) mz}' (2.27)

Fazendo a contracao do momento externo e usando a seguinte identidade:

(/k /kl) (/f+ Ki — mz) - (/f‘f‘ K — ml) + m; — my. (2.28)
Obteremos
1 B 1
(ft+ k2) —ma  (k+ fu) —
1 1

+ (m1 — mg)

(Ft o) — s (et o) — (2.29)

Tomando o traco e integrando a expressao acima no momento k ficamos com

/ <§Z§4TT{<A+ s —mz} -/ <;l:§4ﬂ{</c+ oy —ml}

d*k 1 . 1
+(m1—m2)/(2 ) Tr{ ot Jon) = 2](/{+ /kl)_ml}. (2.30)

Notamos que segundo (2.11) e (2.12) poderemos identificar os termos na expressao

acima com duas funcgoes de um ponto escalares e uma funcao de dois pontos escalar-

escalar. Ou seja, identificamos os termos acima com
TS (mg, ]{32) — TS (ml, k?l) + (m1 - mg) TSS. (231)
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Deste modo teremos a seguinte relacao entre fungoes de Green:
(kl — kg)u T‘L‘L/S = TS (mQ, ]{72) - TS (ml, k1> + (m1 — mg) TSS. (232)

Esta relagao implica o seguinte: apds calcularmos explicitamente a funcao T /y S e
contrairmos com o momento externo (k1 — ko)" deveremos obter exatamente a diferenca
entre as formas explicitas das funcoes de um ponto escalares T (ky;my) e T (ky;my)
mais a forma explicita da funcdo de dois pontos 7°° multiplicada pela diferenca entre as
massas dos férmions (m; — my). Esta relacdo como dissemos, deve se confirmar apés os
calculos das funcoes envolvidas sem que sejam feitas quaisquer escolhas em torno das ar-
bitrariedades presentes na solugao final das funcoes de Green, qualquer que seja o método
utilizado para tal.

De modo completamente andlogo pode-se partir das expressoes

., 1 1
(k1 = ko) {””w ) = e ) — s } (2.83)

) 1 1
(k1 = ko) {”’%m )~ e ) — s } (254

e obter-se as seguintes relagoes:

(b — k)" Ty =T (maska) — Ty, (my; k) + (my — ma) T,)° (2.35)

(kl — kg)uTlYVV = le (]{?2; mg) — T;Y (kl; ml) + (m1 — mg) T;YS (236)

Para os casos onde a matriz 75 estd presente usamos uma relagdo andloga a (2.28),

que é dada por:

(Ki— ) vs = =5 (k+ ki —mi) — (k+ o —my) s — (mi +my) 7. (2.37)

Utilizando esta identidade podemos partir de:

. 1 1
(k1 — ko) {W%%Jr e /CQ)_mQ}, (2.38)
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e obter a seguinte relagao entre fungoes de Green:
(]{71 — k’g)u T:‘P = —TS (m27 ]{32) — TS (ml, ]{?1) — (m1 + mg) TPP. (239)
De modo analogo podemos estabelecer as relagoes

(k’l — k’g)y Tlﬁ/A = T;Y (mg, k‘z) — T/Y (ml, k’l) + (ml + mg) Tfp (240)

(k‘l — k‘Q)“ TSJA = _Tz}/ (ml, /ﬁ) + sz (mg, k’z) + (m1 + ’ITLQ) TVAP (241)

Para as funcoes de Green com trés pontos seguimos o mesmo raciocinio. Partimos,

por exemplo, da expressao:

A 1 A 1 . 1
(s = ka) {’”(m Fo) s (Rt o)~ G ) mz}’ (2:42)

que, apés a contracao e o uso da propriedade (2.28), toma a forma:

1 - 1 1 - 1

it J) — it it Joa) —mma (ot o) — (et s) — s
1 A 1 1

(k+ f1) —mlj(/er K2) —mzl(/ﬁL K3) —ms’

A

+ (m3 — ma) (2.43)

Tomando o traco e integrando no momento k poderemos identificar a seguinte relagao:

(ks — kig)/\TAVSS = T (my, k1;ma, ko) — T (my, ky;mas, k)

+ (m3 — my) T%5. (2.44)
De modo completamente andlogo podemos encontrar as relagoes

(ks — /fz)/\TAVPP = TP (my, ki;ms, k3) — TFF (my, kyyma, k)

+ (my —mg) T, (2.45)

(ks — k)" T4 = T5% (my, ks ma, ko) + T7F (ma, ka; ma, ks)

+ (mg 4 my) TPPS (2.46)
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(k1 — ko) T4 = TPP (my, kyymg, k) + T (my, ky;ms, k)

+ (my +my) TP, (2.47)

Para determinarmos uma relacao envolvendo amplitudes que possuem dois indices de

Lorentz seguimos o mesmo procedimento. Partimos, por exemplo, da expressao

A - 1 1 1
(s = ko) {I(ﬁ+ ) —ms "o fr) —mn (et Jea) — m2} ' (2:48)

Utilizando a identidade (2.28), tomando o traco e integrando obtemos

(ks — k)" TS = T3V (ma, kisma, ko) — TV (mg, ks;ma, ka)

+ (m3 —my) TS5V, (2.49)

De modo analogo podemos ainda determinar:

(k1 — k)" T35 = T35V (mo, ky;ma, ks) — Ty (my, kyyms, ks)
+ (my —ma) TPV (2.50)
(ks — k1)" T,ffA = TUPA (M1, kisma, ke) — TJW (M2, k2;m3, ks)
+ (mg 4+ my) T3FA (2.51)
e
(k1 — ko)" TffA = T,fv (Mg, k23 ma, k3) + T,fA (M1, ki;ms, ks)
+ (mg +my) T4 (2.52)
Para a funcao T )f;‘,fv, com trés indices de Lorentz, podemos construir as seguintes
relacoes:

(ks — ko) TVYYV = TVV (kyiky) = TV (kys kes)
H M

Ay

+(ms —ma) T3, (2.53)
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(k1 — ko) TV YV = T,KLV (ki ko) — TXLV (k33 k1)

Apv
+ (my —ma) Ty,® (2.54)
e
(ks — k)" TNV = T, (kiska) — Ty, (ks ko)
+ (mg —my) TY.0V (2.55)
Ja para a funcao TX;‘V‘A temos as relagoes
(k1 — kQ)V ,{jﬁA = TA‘LV (M, ka;ma, ks) — TXLA (ma, kiyms, ks)
+ (my 4+ ma) TY, Y, (2.56)
(ks — k)" Ty = Tl (my, kyyma, ka) — T3, (o, ka; ma, ks)
+ (m3 —f- ml) T)‘\/VPA (257)
e
(ks — ko) TX[;‘A = T,ﬁ,A (ma, k1;ma, k) — T,f,‘,A (ma, k1;ms, k3)
+ (m3 — ma) THM. (2.58)

Como ja dissemos, todas as relagoes entre funcoes de Green deverao ser satisfeitas pelas
formas calculadas destas funcoes, que é um dos assuntos do capitulo 6. Para verificarmos
isto ¢é necessario que determinemos o resultado das integrais de Feynman em termos das
quais escrevemos as fungoes de Green, o que realizaremos nos capitulos 4 e 5.

As relacgoes acima identificadas podem ser obtidas com a utilizacao dos métodos da
algebra de correntes [17]. Os ingredientes principais sao as quadridivergéncias da correntes

vetorial e axial
o,V (x) = (m; —m;)S (), (2.59)

trivialmente verificadas usando-se a equacao de Dirac. Voltaremos a este ponto no capitulo

7.
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Capitulo 3

Sistematizacao para a parte finita

das Integrais de Feynman

3.1 Introducao

No contexto de TQC, as amplitudes fisicas obtidas através de solugoes perturbativas,
construidas com a utilizacao das regras de Feynman correspondentes, sao a nossa fonte
de informagoes para a descricao de um determinado processo fisico. Estas amplitudes
podem sempre ser escritas como combinagoes de um certo conjunto de integrais de Feyn-
man, como mostrado no capitulo anterior. Deste modo, para que possamos apreciar as
implicagoes fenomenologicas do modelo definido naquele capitulo, serd necesséario primeiro
solucionar as integrais de Feynman, em termos das quais as amplitudes foram escritas,
para, num passo posterior, obtermos as expressoes correspondentes a tais amplitudes. As
integrais de Feynman recém mencionadas, por sua vez, dividem-se em dois tipos distintos.
Uma parte do conjunto é formado por integrais finitas e outra por integrais divergentes.
O calculo daquelas que sao finitas pode ser feito diretamente ao passo que para o trata-
mento daquelas divergentes sera necessario a adocao de uma estratégia adequada para
o manuseio das indefinicoes matematicas envolvidas, o que sera considerado no capitulo

seguinte. La mostraremos que, através da utilizacao de um procedimento muito geral, sera
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possivel escrever as integrais divergentes como uma soma de outras envolvendo diferentes
graus de divergéncia e finitas. A parte divergente desta reorganizacao sera escrita como
combinacao de somente cinco formas padronizadas de estruturas divergentes. Quanto a
parte finita de tal reorganizacao perceberemos que serd possivel adotar uma sistematizagao
para as expressoes obtidas em termos de dois conjuntos de fungoes. Em termos destes
dois conjuntos de fungoes também sera possivel expressar os resultados para as integrais
de Feynman finitas. Posteriormente, ao verificarmos as relagoes entre funcoes de Green e
relagoes de simetria (Identidades de Ward) perceberemos que as operagoes serao consider-
avelmente simplificadas se fizermos uso de certas propriedades especificas que relacionam
os membros destes dois conjuntos de funcoes assim como as que relacionam os membros
de cada conjunto entre si. Além disto, perceberemos que ao sistematizarmos a parte finita
das amplitudes em termos dos referidos conjuntos de fungoes, simplificaremos a analise
de aspectos gerais da TQC em solucao perturbativa como, por exemplo, a unitariedade,
uma vez que isto podera ser efetuado em termos de propriedades das funcoes definidas
para a sistematizacao dos resultados, de modo simples.

O presente capitulo é subsidiario aos seguintes de tal forma que o leitor nao tera prej-

udicada a compreensao dos aspectos principais do trabalho se adiar a leitura do mesmo.

3.2 Funcoes basicas para funcoes de Green de dois
pontos

Consideremos inicialmente, para a construgao da sistematizacao pretendida, a defini¢ao
do conjunto de fungoes que surgem naturalmente na solucao de integrais que aparecem
em amplitudes associadas a fungoes de dois pontos, que sao as amplitudes contendo dois
propagadores fermionicos internos. Isto ocorre, no procedimento que adotaremos, apds
a adocao de uma distribuicao regularizadora de modo implicito seguido da utilizacao de
identidades ao nivel do integrando de modo a obteremos um conjunto de integrais finitas

além daquelas esperadas estruturas divergentes. Para escrevermos a parte finita destas
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integrais em uma forma simples é conveniente definirmos as funcoes Z (m?; m3, ¢*; \?).

Estas sao definidas por

Zy, (m¥;m3, ¢% ) = /01 dz[2]" In {%;Z)] , (3.1)

onde

Q(q2,z) =¢(1—2)z+ (mf —mg)z—m%. (3.2)

Na definicao acima g é o momento carregado pelas linhas externas ao loop, m; e my sao
as massas carregadas pelos propagadores e A é um parametro arbitrario com dimensao de
massa que realiza o papel de escala para as quantidades envolvidas no polinomio Q (¢, z).
Por fim, z é um parametro de Feynman utilizado na parametrizacao da forma inicial da

integral no momento do loop.

3.2.1 Solucgao da funcao % (m%; m3, ¢*; )\2)

Podemos colocar as funcoes Z, (m?; m2, ¢%; A\?), apresentadas acima na representagio
integral, em uma forma explicita procedendo a integracao no parametro de Feynman z.
A fim de ilustrar este procedimento, tomamos a funcao Z de mais baixa ordem, a funcao
Zy (m%;m3, ¢*; \?). Notamos entdao que o polinomio quadratico @ (¢2, z) pode ser escrito

em termos de suas raizes como

Q(¢*2) = ¢’ (2 —a) (z = B). (3.3)

As raizes o e (3 satisfazem entao as relacoes

(¢ +mi —m3)

a+ = 2 : (3.4)
2 2 22 A4a?m?2 1/2
(¢* +mf —mj3) q-my
e
mi
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Apés a integragao escrevemos a funcao Zo (m?; m2, ¢*; A?) na forma

2
Zoy (m;m3,¢%;\°) = In {@}

a—1 6—1
—al —Bln|[—— ] —2. )
« n< - ) 16 n( 3 ) (3.7)
Com auxilio da identidade

aln(aa ) ﬁln(ﬁﬁl) = &;ﬂln{aczlﬁgl]

a—p a—1
1 .
+——In [ P 1] , (3.8)
e com o uso das relagoes (3.4), (3.5) e (3.6) obteremos
)2 (@+m2—m2)  [m]
Zo (m3m3,¢%50?) = —2—1n {m%} - 2;2 2 In {m—ﬂ
h(miym3, ¢*)
- 3.9

Onde definimos a funcao h (m?;m3, ¢*) em termos da qual escrevemos os trés ramos
de Zy (m?%;m3,q* \?). Teremos ento:
. 2
o i) < (mp—my)™:

h (m%a mg, q2) = 2 [(m1 + m2)2 - qz] i [(ml - m2)2 - q2] s

X
2 271/2 2 9711/2
xIn [[(ml . m2)2 — }1/2 - [(ml — m2)2 — }1/2] . (310)
[(m1 +my)” — @] 7" = [(m1 — my)” — ¢?]

o i) (my —my)® < ¢ < (my +my)*:

h(mm2 ?) = —4[(m1+m)® — 2" [¢ = (my — mo)?]"? x

2 2711/2
X arctan{ g = (1 —m2)'] } . (3.11)

[(ml + m2)2 — C]ﬂ 2

o i) g2 > (my +my)

h(m3imd g?) = =2[¢ = (mi+ma)?]" [q2 — (m1 — mz)Q} Y2
2 2 1/2
x In [[q — (ma + mQ)j o + [ }1/2]
(4 — (m1 = ma)’] [q—m1+m2 ]
—2mi [¢° — (m1 +my) }1/ (> = (m1 — my) }1/ . (3.12)
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3.2.2 Solugoes para as fungoes Z; (m};m3, ¢* A\?) e Zy (mi; m3, ¢*; \?)

Para os propdsitos do presente trabalho além da fungiao Zy(m?2;m3,¢%; A\?) neces-
sitaremos conhecer as funcoes Z; (m?; m3, ¢%; A\?) e Zo (m2; m2, ¢*; A\?) pois ao calcularmos
fungoes de Green de dois pontos irao surgir integrais de Feynman com dois propagadores
com grau de divergéncia quadratico. Estas funcoes, obtidas da definicao adotada acima
tomando os valores respectivos para k, podem ser explicitadas com a utilizacao do mesmo
procedimento adotado na explicitacao de Zy (m2: m2, ¢2; A2). E possivel, entretanto, obter
tais formas explicitas construindo relagoes entre estas e a funcao Z, (m?; m3, ¢*; \?). Es-
tas relagoes, além de facilitarem a determinagiao das solugoes de Z; (m?;m3, ¢% \?) e
Zy (m2;m3, ¢* \?), serao muito tteis na verificagao explicita das relagoes entre fungoes
de Green e das Identidades de Ward envolvendo fungoes de dois e trés pontos, o que con-
sideraremos em capitulos posteriores. Tecnicamente as operacoes envolvidas sao apenas
integragoes por partes e algum rearranjo conveniente.

Comegamos buscando uma relagao entre Z; (m?;m3, ¢*; \?) e Zy (m?; m2, ¢*; \?). Par-
timos da defini¢do de Z; (m3;m3, ¢ \?):
Zy (mi;m3, ¢% X)) = /1 dz[z]In [%;Z)} : (3.13)
o _

que pode ser escrita como

I 2
Z (m%;mg,f; )\2) = —2—(12 ; dz [—26]22 + ¢+ (mf — mg)] In [—Q (_q/\zz)}
1 2
b [ [+ (2~ m3)] 1 {%Aj)} . (3.14)
a Jo -

Identificando, na primeira integral, a derivada da fungao Q (¢?, z), podemos escrever a

expressao acima na forma

1 [t 0
2wt ) = sy [ QW [Q (¢,2)])
a- Jo <
Lo aQ(d%2) | 1 o [, 0Q (¢ 2)
[° + (m? —m3)] [1 [Q(d*2)
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ou ainda

1 m2 m2
Atotni) = ottt [3] i 3]
[¢* + (mi —m3)] 1 [Q(d*2)
+ 2% ) vtk (3.16)

Podemos entdo identificar a funcio Zy (m3;m3,¢%; \?) definida em (3.1). Deste modo

teremos para a relacao pretendida

A2 A2
2.,,2 2,2 _ 2 2 2 2
Zl<m17m27Q7>\) - 2—q2{m1—m2—|—m11n[;%]—m21n[@]}
[ + (m] —m3

2 ) Zy (mi;m3, 4% A7), (3.17)

a qual nos referiremos como relagao de reducao de Z; (m?; m3, ¢*; \?) para Zy (m3; m3, ¢*; \?).
De modo andlogo podemos obter uma relagdao entre a fungao Z, (m?;m3,¢*; \?) e as

funcoes Z; (m?; m3, ¢* N\?) e Zy (m?; m3, ¢* N\?). Para este caso teremos

2 2
3 (it ) = F (52)

2 2¢2 \ A2
m2 — m2
+Z, (m%m%a(f; )\2) + <1q—22>Zl (m%m%a(ﬁ )\2)
2 2 2
my 2.2 242 1 (mf —m3)
_2_q220 (m3;m3, ¢% A?) _E+4—q2’ (3.18)

a qual iremos nos referir como relacao de redugao de Z, (m?; m3, ¢*; A\?) para Z; (m?%; m3, ¢*; \?)
e Zo (m%;m3, % \?).

Através das relagoes de reducao das fungoes Z’s podemos observar que toda a parte
finita das integrais de Feynman com dois propagadores poderao ser escritas em termos
de somente uma funcao, a funcao Zy (m3;m3,¢*; A\?). Assim, para obtermos as formas
explicitas das outras funcoes basta utilizarmos as relagoes de reducao e a forma explicita
obtida para a fungao Zy (m?;m3, ¢*; \?) determinada na secao anterior. Com isso encon-

traremos para a funcao Z; (m3; m3, ¢*; \?)

ZQ,zz,Az_L 2 2 21)‘_2_21/\_2
1(m1,m2,q, ) = 20 mi — my + mjln my in 5

mj mj
[+ (mi =mp)] [ [A*] L, (@ mi—my), Tmy
2¢? ; 24 mi
2 2,02
_ 4" + (7214 m3)] h (mi m2, q2) (3.19)
q



Por sua vez para a funcao Z, (m?; m2, ¢*; A\?) teremos

2 + (m2 _ m2)] )\2 )\2
7 2.m2 2.)2) — lq 1 2 2 2 2] —m2In |
2 (ml,mQ,q ; ) 3((]2)2 mj — my +mjln _m% my 1 m2
L (4 mi—md)\* m A2
—5 ( q2 — q2 X ln m_% + 2

L@ 7;1?2— m3) | {ﬂ%} | Dmim3, ¢?) }
q 1

1 (mi-m3) m3. (m3
_ o mimmy) My (M) 3.20
8T 62 32" (3.20)

3.3 Funcoes basicas para a parte finita de funcoes de
Green de trés pontos

Quando considerarmos o célculo de funcoes de Green de trés pontos tornar-se-a
necessario o calculo de integrais de Feynman com trés propagadores. Nessa ocasiao perce-
beremos o surgimento natural de um novo conjunto de fung¢oes nas expressoes obtidas,
tanto para as partes finitas das integrais de Feynman divergentes quanto para aquelas in-
tegrais de Feynman finitas. A fim de sistematizar as operagoes necessarias é interessante

e conveniente definirmos os conjuntos de fungoes

Eam (M33m3, % m3, p /dz/ 3.91
(1 2 3 ZyPQ) ( )

1 l_z Z? ) 27 2
Do (m%;mg,q2;m§,p2; /\2) = / dz/ dy [z"y™] In {Q(?_J—)\ZZQ)} , (3.22)
0 0

onde
Q(zy.p.¢") = p2(1-2)+ "y (1 —y) +2(p.q) 2y
+ (mf —m3) z+ (m{ —m3) y — mi. (3.23)
Nas expressoes acima p e ¢ sao os momentos carregados pelas linhas externas ao loop

ao passo que os parametros m; sao as massas carregadas pelos propagadores internos.

Os dois conjuntos acima podem ser relacionados entre si mas é conveniente mantermos
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os dois conjuntos para uma maior compactacao dos resultados. Quando conveniente
consideraremos tais relacoes de conversao.

Diferentemente das funcoes consideradas na secao anterior, formas explicitas destes
dois conjuntos nao podem ser obtidas pois na integracao do segundo parametro de Feyn-
man encontraremos funcoes transcendentais. Sendo assim, é conveniente manter a rep-
resentacao integral nas operagoes que necessitaremos ao longo das nossas investigagoes.
Entre estas operacoes estarao propriedades especiais ou relagoes de redugao extremamente
uteis na verificacao de relagoes de simetria. Consideremos entao o estabelecimento de tais
propriedades.

Antes de comecarmos, notemos que &,,, € 7, terao sempre os mesmos argumentos

2.2 2.2 2002 2.2

(m2;m2, ¢* m3, p?) e (m3; m3, ¢*; m3, p*; \?) respectivamente. Assim adotaremos no que

se segue uma notacao onde os argumentos de tais funcoes sao omitidas.

3.3.1 Propriedades uteis das Funcoes ¢,
Consideramos inicialmente a fungao & que, segundo (3.21), é definida por

Esta funcao pode ser reduzida para a funcao &y mais fungoes do tipo Z;. Podemos obter

tal relacao se notarmos que a expressao acima pode ser reescrita na forma

! ld Hd (—=2¢%y + ¢* + 2 (p.q) z + (m? — m32))
S = - © Y Q (z,v,0%, ¢%)
1 1—=z 2 2 2
[ +2(p.q) z + (m] —m3)]
¢ /0 o Y Q (2,9, 0% ¢?) (3.25)

Identificando, na primeira integral, a derivada do polindmio z 2 ¢%) em relacdo ao
) b ) ) b
parametro de Feynman y, podemos colocar a expressao acima na forma

= g [ dy—ln[mzypq)}

+[q+m1 m2 /dz/
Q(z,y,0%¢%)

P el vamm oo
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A relacao acima nao possui nenhuma utilidade para nossos propdsitos pois relaciona &y
com &g (além de outras fungoes). Para produzirmos uma relagao til efetuamos operagoes
semelhantes as efetivadas acima para eliminar &;o. Teremos entao

1

= g [ [ dy—ln[@(zypq)}

+[q +ml mQ/dz/
Q (2,9, 0% ¢)
[—2 . 2 _ ;2
_2(__2)/612/ dy p2+p+pq2y1;m1 ]
Q(zyp,Q)

Bl wEmg e

Identificando agora na terceira integral a derivada do polinomio @ (z, ¥, p?, ¢*) em relacao

ao parametro de Feynman z ficamos com

fo1 = / / dy—ln (2,9, 0% q)}
+q+m1 mQ/dz/lz
Q(2,9,0% ¢)
1—2z

o9 2 2
2pq dy ln (z,y,p,q)}

+(pq)p +m1 m3/dz/lz
2pq Q(z,9,0% ¢

3.28
Q.07 ¢%) (328)
Reorganizando e identificando as funcoes &y e &y ficaremos com
2.2 2
%&n = ——/ dz{ln zl—zp q)} ln[Q(Z O,p2,q2)”
+m3 +m?
+{[q 1= ]+(pQ)[2 P }500
g
d — ln 2,9, 0%, q 3.29
2p p y5; 0 (@ (2,07 6%)] (3.29)
Agora, notando que
Q(z1—2p"¢) = P+ +2(pqg)]z(1-=2)
—I—(mg—mg)z—mg
= Q(m3imi, (p+0)°5)), (3.30)
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Q(Z707p27q2) - p2Z [1_Z]+ (ﬂﬁ—mg)z—m%

= Q (m%;mg,pQ; )\2) , (3.31)

seré possivel identificar na expressao (3.29) a fungao 7, (mg; m3, (p+ q)2 ; /\2) e também

a fungao Zy (m?;m2, p*; \?) de modo a obtermos

2 2 2
pqg —\pq 1
p2q(2 <l §on = o2 [ZO (m3; m3, (p+ q)° i\ = Zo (m3;m3, p% A% ]
lq +ml_mQ] (p-q) [p* +m7 —mj]
+ D) 500
p2q?

2pq/ / dy—ln (z0,0%¢%)] . (3.32)

Porém o integrando da tltima integral nao é uma diferencial total, logo a sua solucao
requer um pouco mais de esforco algébrico, porém nenhum aspecto novo ou relevante
surge durante este procedimento, motivo pelo qual apenas apresentamos a solucao da

integral:

/dZ/ dy—ln (Q (2,9.0%,6%)] = —Zo (m3;m3, 4% N2) + Zo (m&m3, (p+ @) \?) .

(3.33)
Substituindo este resultado na equagao (3.32) obtemos, finalmente
2 2
rq 1 2
§o = {—} {—Zo (m¥;m3, p* A?)
p*¢® — (p.q)* ) 1 2¢°
2p il ZO (mlv m27 q )‘2)
2
( 2q = ) Zy (m3;m3, (p+q)7; \?)
+mi—m3)  pq@*+mi—-mj
(3.34
{ 2¢2 - 2p%¢? oo g -(3:84)

Seguindo o mesmo procedimento descrito acima poderemos encontrar uma expressao
semelhante para a funcao &g, ou seja, podemos reduzi-la para £y. A expressao correspon-

dente fica
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1 (p-q) 2., 2 2.2
- |:2_pg + 2q2p2 Zo (m27m37 (p+ Q) 7)‘ )

2 2 .2 2 2,2
. {(p +72n;2 m3)  (p4) (g 2;;;1 mz)] 500}' (3.35)

Os resultados (3.34) e (3.35) obtidos acima representam as redugoes das fungdes &y1 e &1
em termos da funcao &y,. Aparecem ainda nestas reducoes as fungoes Zj, ja estudada
em segoOes anteriores. Estes sao casos particulares de propriedades gerais das funcoes
&.m- Todas as fungoes correspondentes a um certo valor de n 4+ m podem, com o auxilio
das operacoes detalhadas acima, ser reduzidas a funcoes &'s correspondentes a n + m
decrescido de uma unidade, mais fungoes do tipo Z;. Deste modo todas as funcoes £'s
podem ser reduzidas a apenas &y e fungoes Z; ja que todas as fungoes Z;, podem ser
reduzidas a funcoes Z,. As propriedades de reducao envolvendo valores positivos de n, m
e k serao suficientes para nossos propdsitos no presente trabalho. Entretanto é possivel
construir relacoes envolvendo valores negativos destes indices. Como exemplo, a fungao

&0 na situacao cinemdtica p? = ¢? = 0 torna-se

Z_1 (m“ mj, S)
S ’

onde S = —2(p.q).
A estrutura obtida para as redugoes das funcoes &,,, mostra claramente que estas

fungoes possuem partes imaginarias com limiares correspondentes as condi¢oes cineméticas

¢ = (m+my),

pro= (m+ms)’,

(p+a)* = (ma +ms)”.
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Tais propriedades sao exigidas pela unitariedade, pois as amplitudes devem desenvolver
uma parte imaginaria nas situagoes cinematicas onde ambas as particulas internas conec-
tadas a um vértice estejam na camada de massa.

Outro aspecto importante a ser observado é que as funcgoes &,,, e &, estao rela-
cionadas. De fato, observando as relagoes (3.34) e (3.35) identificamos que existe uma
simetria entre as duas fungoes, que é a troca simultanea p < ¢ e mg < mo.

Retornando as expressoes (3.34) e (3.35) para as redugoes das fungoes £p; e &19 pode-
mos estabelecer importantes propriedades para estas fungoes, de extrema utilidade na

verificacao de relacoes entre funcoes de Green, que sao as relacoes

1
&1 — (p-q) &0 = 5 {—Zo (m%; m3, (p + Q)2 ; )\2) + Zy (mf; m3, p; )\2)

+ [qQ +mi — m%] 500} ) (3.36)
(§]
1
Po—p0n = 5{=Z (mimi, (0 +0)": X°) + Zo (mi;m3, ¢* \?)
+ [p* +mi —m3] o} - (3.37)

De modo totalmente andlogo podemos obter relagoes de reducao para quaisquer funcgoes
&um € posteriormente combina-las em relagoes semelhantes as duas imediatamente acima.
Nos limitaremos a escrever apenas aquelas que faremos uso no decorrer do presente tra-

balho. Sao elas

1
P60 —pagn] = S{=Z (m3imi, (0 +a)*; \) + oo
+(p* + mi —m3) &}, (3.38)
1
(€02 — p-génn] = B {Z, (m3;m3, (p+ q)°; A?)

~Zy (m&m3, (p+ ) \?)

+ (¢ +mi —m3) o1 + 00} (3.39)
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1
[q2£11 — p-Qﬁzo] = 3 {_Zl (mg; m3, (p+ Q)2 ; )\2)

+7y (mi;m3, p*; \?)

+ (C]2 +mi — m%) 510} ; (3.40)
1
P60 —pgln] = 5 {=2Z2 (miym3, (0 + 0)*; A%) + 2mo
+(p +mi —m3) &} (3.41)
1
[P*612 — p.gbos] = 3 {=Zo (m3;m3, (p+ q)*; \*)

+27y (md;m3, (p+ @) N?) — Zy (m&m3, (p+ q)*; \?)

+Zs (mi;m3, % N) + (p* +mi —m3) o} (3.42)

1
[P2521 - p-Qflz] = 3 {Z2 (m%; m3, (p+ Q)2 ; )\2)
—Zy (m3;m3, (p+ q)*; \?)

+101 + (p* +mi —m3) &}, (3.43)

1
[quzl - p-q'fso] = 3 {—Zz (mi; m3, (p + Q)2 ; )\2)
+Z5 (m3;m3, (p+ )" \?)

1

[q2503 — p.q£12] = 3 {—Zo (mé; m3, (p + C])2 ; )\2)
+22y (m3;m3, (p+q)*5 A%)
—Zy (m3;m3, (p+ q)*; \?)

+2n01 + (¢* +m} —m3) &} (3.45)

1
(%€ —pagn] = 5{Z (m3im3, (p+ q)%;\%)
—Zy (m3;m3, (p+ q)*; \?)
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Nas relagoes acima, mais precisamente naquelas entre as funcgoes &'s para m+n >
2, aparecem naturalmente as fungoes 7,,, definidas em (3.22). Estas fun¢oes podem ser
reduzidas a combinacoes de funcoes 's e Z’s. Inicialmente consideremos este tipo de

relacao para a funcao 7o, definida por

7700—/ dz/ dyIn { Z;”;; q)] (3.47)

Apoés algumas manipulacoes algébricas poderemos escrever a expressao acima na forma

1
Mo = §Z0 (m3;m3, (p+ q)*; \?)

1
T m%foo
1 1
—|—§ (P> + (m] —m3)] &0 + 3 (¢° +mi —m3) &, (3.48)

a qual nos referiremos como reducao de 79 para as funcoes Z’s e £’s. De modo semelhante

para as funcgoes 79 e 1719, teremos

n = —Za (m3;m3, (p+ @)% \) + Zy (m3;m3, (p+9)*5 \?)
2 [p*Ear — p-géas]

— (p* +mi —m3) &, (3.49)

mo = —Zs(m3im3, (p+q)* ;X% + Zy (m3;m3, (p+q)° 5 A?)
2 [¢* €15 — pg&an]
— (¢ +mi —m3) & (3.50)
Com isso podemos estabelecer propriedades bastante titeis na verificacao de relagoes

entre fungoes de Green de trés pontos com trés indices vetoriais de Lorentz, que sao as

relacoes
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(@101 — (0-a) mo] = % {2025 (mifs m3, p* V)
— [p* +mi —m3] Zy (m};m3, p*; A?)
~2(p+q)* Z (m3im3, (p+ q)* 1 A%)
+ (0 +9)" —m3 —mi] Zy (m3;m3, (p+9)*; X?)

+[¢° +mi —m3] neo} (3.51)

[P°mo — (p-@) nox] = % {2¢°Z; (m¥;m3, ¢*; \°)
= [ b = ) 24 (s )
—2(p+q)° Zs (m3;m3, (p+ q)*; \?)
+[(p+q)® —m3 —mi] Zi (mEm, (p+q)*; M\?)
+ [p2 +m3; — m;ﬂ 7]00} . (3.52)
Com isso completamos o conjunto minimo de ingredientes necessarios para nossos

futuros propodsitos de calculo de amplitudes e verificagao de relagoes de simetria.
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Capitulo 4

Solucao para as Integrais de

Feynman

4.1 Introducao

No capitulo 2 selecionamos um conjunto de amplitudes, potencialmente divergentes
no regime ultravioleta, em termos das quais estabelecemos nossa pretendida investigacao.
Mostramos que estas amplitudes, assim como quaisquer outras no contexto do calculo
perturbativo, podem ser escritas como combinagoes de um certo conjunto de integrais de
Feynman. Para mostrar isso foi necessario somente a utilizacao de algumas manipulacoes
algébricas muito gerais. Através da contagem de poténcias do momento de integracao,
observamos que estas integrais podiam apresentar divergéncias ultravioletas com grau
variando desde ctbico até logaritmico. Além disto percebemos que algumas das integrais
que aparecem nas combinacoes que geram todas as amplitudes sao finitas.

No capitulo 3 apresentamos uma sistematizacao geral para uma organizacao eficiente
das operagoes e dos resultados envolvidos nos cédlculos propriamente ditos das integrais
de Feynman identificadas no capitulo no capitulo 2. A fim de dar prosseguimento a nossa
investigacao o proximo passo deve ser a solucao destas integrais. Este é o ponto crucial

da nossa discussao pois serd na solucao das integrais de Feynman que encontraremos a
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possibilidade de ambigiiidades em cujo contexto figurara o problema da ambigiiidade de
escala.

Como as integrais de Feynman que devemos solucionar podem possuir divergéncias,
a adocao de uma estratégia consistente para a manipulagao destas estruturas matemati-
camente indefinidas torna-se necessaria. A escolha de um tal método de regularizacao
ou filosofia equivalente, a ser utilizada nos passos intermedidrios, é completamente ar-
bitraria e espera-se que os resultados finais sejam independentes dos aspectos particulares
envolvidos nesta escolha.

Nosso objetivo neste capitulo sera o de obter solucoes para as integrais de Feynman
que nos permitam a construgao da forma integrada das fungoes de Green, de onde seriam
retiradas as implicagoes fenomenoldgicas da teoria ou modelo associado a tais amplitudes.
Para alcancar nosso objetivo adotaremos uma estratégia alternativa aos métodos usuais
de regularizagao proposta e desenvolvida por O. A. Battistel [9]. No contexto desta es-
tratégia nao fazemos uso de uma forma especifica de distribuicao regularizadora e sim
de propriedades de uma tal distribuicao. Com este raciocinio, nos utilizamos do proprio
calculo perturbativo e de seus teoremas gerais para estabelecer as propriedades que uma
regularizacao deve satisfazer a fim de produzir resultados consistentes para as ampli-
tudes perturbativas a despeito de apresentarem indefinicoes matematicas associadas as
divergéncias tipicas do cédlculo perturbativo.

No decorrer dos calculos faremos uso da sistematizacao adotada para a parte finita
das integrais de Feynman introduzida no capitulo anterior assim como definiremos um
pequeno conjunto de estruturas em termos das quais a parte divergente de qualquer
amplitude considerada na presente investigagao poderd ser escrita.

Iniciaremos considerando questoes relacionadas a regularizacao de integrais de Feyn-
man divergentes. Apos estabelecermos a estratégia adotada para tal na presente inves-
tigacao, mostraremos como surge naturalmente o problema da ambigiliidade de escala
quando procedemos a separacao das partes finita e divergente das integrais consideradas.

O material apresentado neste capitulo ¢ baseado na referéncia [13].
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4.2 Regularizacoes

Quando nos deparamos com integrais de Feynman divergentes no contexto de calculos
perturbativos em TQC, somos for¢ados a adotar alguma estratégia que nos permita extrair
o conteudo fisico das amplitudes consideradas a despeito da presenca de tais indefinigoes
matematicas. Tradicionalmente isto é efetuado com a adocao de um método ou técnica
de regularizagao.

De uma forma geral os métodos de regularizacao tradicionais se baseiam em mudancas
efetuadas ao nivel do integrando de modo a tornar as integrais finitas. Isto é materializado
pela introducao de uma distribuicao regularizadora no integrando capaz de modificar o
comportamento incomodo do integrando no regime ultravioleta do momento de integracao
e converter a integral em uma quantidade definida.

O método mais popular de regularizacao, entretanto, é a RD. Neste esquema a modi-
ficacao efetuada ocorre, na pratica, na dimensao de integracao das integrais de Feynman.
A idéia fundamental é admitir que as amplitudes sao funcoes analiticas da varidavel w,
continua e complexa, sendo 2w a dimensao espago-temporal. Neste contexto, teorias ou
modelos sao concebidos em dimensao 2w onde todos os calculos intermediario sao efetu-
ados. Posteriormente, as implicacoes para uma dimensao espago-temporal especifica sao
obtidas expandindo-se o resultado obtido ao redor do valor desejado de 2w seguido da
tomada de um limite para o valor de 2w desejado.

Podemos representar tais procedimentos conforme o esquema abaixo.

(/(i:%f%)—i/(ijmf%){é§;6hi@;Aﬂ}::[hg;%f(m, (1)

para regularizagoes formuladas em 4D, e

/é%<wﬂ/%ﬁ£%ﬁ%%ﬁ=Lg%ﬁm, (1.2

para o caso da RD.

As primeiras integrais nas expressoes (4.1) e (4.2) representam as amplitudes originais,

ou seja, as amplitudes como surgem a partir da utilizacao das regras de Feynman. As
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ultimas integrais do esquema acima, por sua vez, representam as amplitudes em sua versao
regularizada. A amplitude fisica divergente foi modificada pela presenca da distribuicao
regularizadora G (k, A?), que é caracterizada pelos parametros A}s, ou pela mudanca da
dimensao espago-temporal no caso da RD. Uma vez que as integrais se tornaram finitas
podemos calcula-las seguindo os métodos usuais de integracao. Esperamos que apds a
integracao ser realizada, a verdadeira amplitude possa ser reobtida com a tomada do
limite onde a distribuicao regularizadora tende para a unidade ou w — 2. O passo critico

envolvido nestes processos é a troca dos limites

Jim Ga, (kA7) =1 (4.3)
e:
li_Igf (k,2w) = f(k), (4.4)

chamados de limites de conexao, com a operacao de integracao no momento do loop indi-
cada nos esquemas acima. Sabe-se que estas trocas sao operagoes wvdlidas sem restrigoes
para 0s casos em que o integrando original € finito, nao sendo o caso de interesse do
calculo perturbativo em TQC’s. O queremos dizer é que nem sempre o limite de conexao
pode ser trocado com a operacao de integragao. Isto implica que as regularizagoes usuais
nao sao operacoes matematicas totalmente confiaveis e, consequentemente, as amplitudes
podem emergir do processo de regularizacao dependentes de quantidades arbitrarias que
podem diferir de método para método.

Devido aos problemas acima citados adotaremos para o tratamento das divergéncias
um método alternativo [9] aos usuais métodos de regularizagao, como ja mencionamos. No
contexto de tal estratégia, é possivel uma adequada reorganizacao das integrais de Feyn-
man divergentes, para os propositos do calculo perturbativo em TQC, sem fazer o uso de
uma distribuicao regularizadora especifica em passos intermedidrios. Deste modo pode-se
preservar todas as escolhas até o resultado final o que é feito adotando-se as escolhas mais
gerais possiveis para a rotulacao dos momentos internos do loop, mantendo-se arbitraria

a escolha para a escala comum as partes finita e divergente e nao comprometendo os
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resultados com uma forma especifica de regularizacao.
A seguir vamos considerar os principais aspectos da estratégia que adotaremos, restrita

ao caso de massas iguais para em seguida discutir o caso envolvendo massas diferentes.

4.3 Estratégia para manipulagoes e calculos envol-
vendo amplitudes divergentes

Nas operacoes intermediarias da reorganizacao promovida, fazemos uso de uma dis-
tribuicao regularizadora genérica de modo implicito sobre a qual faremos somente duas
exigéncias que nao diminuem a sua generalidade, ja que sao exigéncias universais para
quaisquer regularizacoes. A primeira exigéncia é ditada pela preservacao da invariancia
de Lorentz. Exigiremos que a distribuigao Gy, (k, A?) seja par no momento de integragao
k

G, (k, A2) = Gy, (K2, A2). (4.5)

A segunda exigéncia é que a distribuicao regularizadora possua o limite (4.3) bem definido.
Isto garante que as partes finitas das integrais nao serao modificadas.

Assumindo a presenca da distribuicao regularizadora torna-se possivel manipular o
integrando com a utilizacao de identidades convenientes que permitam escrevermos uma
integral de Feynman divergente com uma soma de termos separados de acordo com o grau
decrescente de divergéncia até que termos finitos sejam obtidos.

A idéia principal do método é poder evitar o passo critico envolvido no processo de
regularizacao: a troca do limite de conexdo com a operacao de integracao. Isto implica
ser possivel completar o cdlculo das partes finitas, aquelas que contém as implicagoes
fenomenolégicas, sem completar o cédlculo das integrais divergentes obtidas na reorga-
nizagado promovida.

Para podermos alcangar estes objetivos usamos uma relagao puramente algébrica, com

a qual poderemos separar a parte divergente da parte finita de uma amplitude pertur-
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bativa, sendo que a parte divergente podera ser posta em termos de cinco estruturas
divergentes béasicas que nao apresentam dependéncia com o momento arbitrario interno
dos loops, ficando esta dependéncia somente nos termos finitos.

A reorganizacao pretendida pode ser alcancada com a utilizacao da identidade

TR o V4 (et ) O o VR U 7 A
R = N ) L e ey s s M

J

onde k; é (em principio) um rétulo arbitrario adotado para um momento de uma linha
interna de um loop. Na expressao acima o valor de N ¢é escolhido tal que o ultimo termo
da expansao acima esteja associado a uma integral finita. Qualquer valor de N maior que
este ¢é igualmente aceitavel mas apenas gerard esforco algébrico desnecessario.

Apoés a utilizacao desta identidade, tantas vezes quanto conveniente, as integrais di-
vergentes nao mais dependerao dos momentos internos. Noés entao utilizamos as duas
propriedades que assumimos para a distribuicao regularizadora. Nos termos finitos, onde
residem as dependéncias com a rotulagao dos momentos internos, aplicamos o limite de
conexao a fim de remover a regularizacao. Ja com os termos divergentes apenas uti-
lizamos o carater par da distribuicao regularizadora para eliminar aqueles que possuem
poténcias impares do momento de integracao k. As estruturas divergentes remanescentes

sao reorganizadas em termos de combinagoes dos seguintes objetos:

d*k 24k .k, k.k d*k 4k k,
Daﬂltl/ (m2) - / 4 2“ 2 ZIIB - go‘ﬂ/ 4 2 : 2\3
A (2m)" (k2 — m?) A (2m)° (k% —m?)
d*k 4kgk d*k 4kgk,
_gau/ 4 9 g “2 3 _gau/ 1 5 p N3’ (47)
A (2m)" (k2 —m?) A (2m)" (K2 —m?)
4 4 4
Ay (m?) :/ ’ k4 b 3 _/ : k4 e (4.8)
A (2m)" (k2 — m?) A (2m)" (k2 —m?)
d*k 2k, k d*k g
V,,m2:/ pv —/ r___ 4.9
22 ( ) A (27_[_)4 <k2 . m2)2 A (2'/T)4 (kZ _ m2> ( )
mais os objetos basicos irredutiveis
d*k 1
Loe (M?) = / , 4.10
log (m ) A (27T)4 (kQ . m2)2 ( )
d*k 1
2\ _
fna () = | G Ty )
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Toda a parte divergente das amplitudes perturbativas ao nivel 1-loop, em teorias
fundamentais, pode ser escrita em termos destas estruturas. No caso de considerarmos
ordens perturbativas mais altas, outras estruturas surgirao.

As vantagens deste método frente aos usuais sao evidentes. Primeiro convém lembrar
que este método é bastante geral, nao possuindo limitagoes de aplicabilidade, sendo apli-
cado do mesmo modo em qualquer dimensao estudada, assim como nas amplitudes onde
se fazem presentes densidades pseudo-escalares e axiais. Outro ponto importante reside
no fato de que nao foram realizadas mudancas nos termos divergentes o que torna possivel
fazer um mapeamento dos resultados naqueles correspondentes a uma regularizacao es-
pecifica, inclusive naqueles obtidos com a RD, onde ela se aplica.

Nosso proximo passo na descricao do método utilizado seria especificar o modo como
tratariamos os objetos divergentes acima citados, pois até o momento nao fizemos mais do
que separa-los da parte finita. A estes objetos divergentes associamos valores definidos,
sendo que estes valores sao os mesmos em quaisquer amplitudes fisicas nas quais estes obje-
tos aparecam e independentemente da teoria estudada. Estes valores sao atribuidos basea-
dos em relagoes bem gerais, chamadas de relagoes de consisténcia, que surgem quando
impomos que um conjunto de relagoes de simetria deva ser satisfeito pelas amplitudes
fisicas bem como para eliminar as ambigiiidades nelas presentes.

Se seguirmos a filosofia acima descrita, nao se fara necessario o calculo explicito de
alguma integral divergente, logo podemos concluir que o uso de uma regularizacao, como
no contexto usual, pode ser completamente descartada.

Porém, podemos estar interessados em aplicar a filosofia acima descrita em uma teoria
na qual estejam presentes diferentes férmions. Isto ird implicar que as integrais de Feyn-
man apresentarao propagadores com massas diferentes, cada um destes relacionado a um
dos férmions presentes na teoria estudada. Com isto pode surgir a seguinte duvida: qual
massa contida na teoria deve ser usada na construgao dos objetos divergentes béasicos ap-
resentados acima? Ao buscarmos a resposta para esta pergunta encontraremos um novo

aspecto do calculo perturbativo, a ambigiiidade de escala.
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4.4 Ambigiidade de Escala

O primeiro passo para a construcao de uma TQC é a definicao dos campos par-
ticipantes. Em seguida a especificacao do grupo total de simetrias que consideramos
relevantes para a dinamica de interacao de tais campos. Com isso podemos construir a
lagrangiana da teoria exigindo que esta seja invariante frente a transformacoes efetuadas
pelos geradores do grupo de simetrias adotado. E entdo esperado, que o resultado final
obtido para uma amplitude fisica, associada a um processo pertinente a TQC consid-
erada, também carregue estas simetrias. Em teorias fundamentais (renormalizaveis) a
lagrangiana é ainda invariante de escala. Por isso devemos esperar que as solucoes obti-
das para as amplitudes fisicas, mesmo que perturbativas, preservem todas as simetrias
fundamentais da teoria e simultaneamente a invariancia de escala.

As sentencas imediatamente acima seriam absolutamente ébvias se nao fosse a pre-
senca das divergéncias nas solugoes perturbativas. Neste contexto, para apreciarmos as
amplitudes é necessario antes definir uma estratégia consistente para as manipulagoes e
calculos necessarios. Porém uma estratégia consistente é justamente aquela que preserva
as simetrias fundamentais presentes na lagrangiana da teoria. Isto torna o problema auto-
consistente. A construcao da estratégia que adotamos para manusear este problema leva
em consideracao esta autoconsisténcia pois em passos intermediarios nao nos comprome-
temos com aspectos especificos de uma regularizacao. As arbitrariedades sao preservadas
até a expressao final onde entao é possivel identificar as propriedades relevantes das in-
tegrais de Feynman divergentes que devem ser preservadas a fim de que as amplitudes
perturbativas preservem as simetrias fundamentais assumidas na construgao da teoria.
Estas propriedades podem ser vistas como exigéncias que devem ser impostas sobre uma
eventual regularizagao para que esta possa ser consistente. A seguir discutiremos como
incluir entre as arbitrariedades preservadas nas operacoes intermediarias também a es-
colha da escala comum as partes finita e divergente nas operacoes de separacao das partes

finita e divergente. Este aspecto se mostrard de importancia crucial para a consisténcia
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dos célculos perturbativos.

Para entendermos como esta importante propriedade se manifesta nas amplitudes,
primeiro lembramos que, independentemente do método de regularizagao utilizado, a
expressao final de uma amplitude perturbativa é escrita como uma soma de termos com
diferentes graus de divergéncia e termos finitos. Para que a amplitude seja escrita nessa
forma é aplicado algum tipo de expansao ou limite. Isto implica que os resultados nao
sao unicos. Em particular, a parte finita é definida a menos de uma constante.

Por outro, lado nés sabemos das equacoes do grupo de renormalizacao que o com-
portamento da teoria para altas energias estd intimamente ligado ao de baixa (pequenos
e grandes valores de momentos). Isto significa que existem propriedades que vinculam
as partes finitas e divergentes das amplitudes fisicas de modo tnico. Do ponto de vista
matematico este argumento implica que, em cada separacao realizada em uma amplitude
divergente, escrevendo-a como uma soma de dois termos possuindo diferentes graus de
divergéncia, deve permanecer, de algum modo, uma certa meméria para ambos os termos
que deve manteé-los vinculados. Uma vez que esta separacao divide dois regimes extremos
de energia, esta memoéria deve estar relacionada com as propriedades de escala das ampli-
tudes fisicas perturbativas. Consequentemente, a invariancia de escala deve estabelecer
o modo consistente de separacao de termos em uma amplitude fisica perturbativa. A
invariancia de escala deve ser uma propriedade da amplitude toda que é materializada
pela contribuicao de ambas as partes, finitas e divergentes, obrigando que elas estejam
relacionadas de um modo bem definido. Precisamente por estas razoes, as condigoes de
consisténcia a serem impostas nas técnicas de regularizacao sao as mais gerais. Vamos
agora investigar estes aspectos do cédlculo perturbativo que é precisamente a proposta
deste trabalho.

Noés comecamos nossa discussao notando que em qualquer amplitude perturbativa,
apos serem calculados os tracos das matrizes de Dirac e apds algumas reorganizagoes
algébricas, é possivel escreve-la em uma forma onde as partes fintas e divergentes aparecem

separadas. Nesta separagao estamos interessados em fazer com que a parte divergente da
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amplitude nao apresente dependéncia com a rotulagao arbitraria dos momentos internos
dos loops. Notando que nas amplitudes perturbativas existem propagadores e que estes
carregam dependéncia com os momentos internos, uma identidade relevante para o nosso
propésito pode ser:

. 1 (Rt2kk 4 N —md)
[(k+ ki)® — m?) (2= (k2 =22 [(k + k) — m?] : (4.12)

O parametro A? introduzido na separagao feita é arbitrario e realiza uma ligagao entre os
dois termos, como citado anteriormente, ou seja, é o parametro de escala. A identidade
acima escrita nada mais é que uma generalizacao de (4.6) para N = 1. Logo teremos
o primeiro termo do lado direito possuindo uma contagem de poténcias (poténcias no
numerador menos poténcias do denominador) de k igual a contagem no propagador do lado
esquerdo, mas o segundo termo do lado direito possuindo uma contagem menor em uma
unidade. Porém pode ser que o segundo termo ainda esteja em uma integral divergente.
Isso nao gera maiores problemas, pois podemos utilizar uma identidade andloga a (4.12),

€ escrever

1 1 (k2 + 2k;.k + 2} —m?)
[(k + k:)? — m?] (k2= (B2 =) (B2 =\
(k2 + 2k k + A} — m?) (k7 + 2k;.k + A3 — m?)
(k2 = 22) (2 = \3) [k + ki) — m?]

o (4.13)

que é a generalizagdo de (4.6) para N = 2. Agora o ultimo termo possui uma contagem
de poténcias de k£ que é menor em duas unidades que a contagem no propagador inicial
e também existem dois parametros de escala, A\? e A\3. Mas, se mesmo assim, o ultimo
termo permanecer em uma integral divergente podemos aplicar mais vezes este modo de
separacao, aumentando a contagem de poténcias no denominador e introduzindo mais
parametros de escala.
Seguindo esta estratégia, serao introduzidos na amplitude fisica, um nimero de parametros

arbitrarios igual ao nimero de vezes que utilizamos a estratégia para separar a parte finita
da parte divergente. Obviamente que quando a integracao no momento k do loop é re-

alizada é esperado que todas as dependéncias artificiais em )\'s sejam automaticamente
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removidas. E trivial verificar esta afirmacao para as integrais finitas, mas isto nao ¢
necessariamente verdade para os casos onde estao presentes integrais divergentes. Para
que possamos analisar as integrais divergentes é necessaria a adocao de algum método de
manipulacao das divergéncias, e como vimos, eles, na sua maioria, modificam as integrais
originais. Se o resultado final de uma integral divergente, apés a adogao de um método
de regularizacao, ainda apresentar alguma dependéncia no parametro arbitrario de escala
entao esta arbitrariedade torna-se uma ambigiiidade e, consequentemente, a invariancia
de escala foi quebrada em passos intermediarios dos calculos. Isto implica que os resul-
tados obtidos nao servem para a descricao de uma fenomenologia desconhecida, uma vez
que os mesmos dependem de parametros que sao escolhas de quem manipula as integrais,
ou seja, sao arbitrarios.

Neste caso a estratégia usada para a manipulacao das estruturas divergentes nao seria
consistente. Precisamente por esta razao a imposicao da manutencao da invariancia de
escala como uma exigéncia para a consisténcia da manipulagao das integrais de Feynman
divergentes pode ser o mais poderoso guia para a consisténcia de tais tipos de manipulagoes
e calculos. A importancia destes aspectos sao particularmente cruciais para as teorias onde
campos possuindo diferentes massas estao envolvidos.

Tendo em mente estas importantes observacoes, vamos agora realizar um passo adi-
cional em nossa investigacao. Até este ponto nao foi considerada a questao relativa ao
numero de parametros relevantes \'s. De fato, o nimero de parametros arbitrarios é,
em principio, igual ao ntimero de separagoes feitas. Porém, identidades podem ser us-
adas para converter a dependéncia nos parametros de escala dos objetos divergentes para
a dependéncia de somente um destes parametros. Como um exemplo consideramos a

identidade

11 (A —))) (A2 - )2)
T T A e vy e e

Apoés a introdugao do sinal de integracao, a suposicao da presenca da distribuicao regu-

larizadora em ambos os lados e a integracao dos termos finitos, o resultado pode ser posto
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na seguinte forma:

Tog(A2) = Loy (A2) — ((4"7)2)1 (iz) (4.15)

De modo similar nés temos

L 1 (AT =A%) (A —28)°
= + + , 4.16
(=X (B =A3) (=23 (B2 = \3)* (k2 — AD) (410

que integrando de ambos os lados, no contexto da estratégia adotada, nos leva ao resultado

Iquad()‘%) = Iquad()‘g) + ()‘% - )‘g) Ilog(/\g)

(s} e

As relacgoes acima sao exemplos de propriedades que podem ser usadas nos objetos
divergentes basicos a fim de converter um destes objetos divergentes, que depende de um
dado parametro de escala, em outro que dependa de um parametro mais conveniente. Por
esse motivo denominamos as relagoes (4.15) e (4.17) de propriedades de escala dos objetos
divergentes basicos. Assim podemos concluir que mesmo sendo inserido um nimero ar-
bitrario de parametros de escala, um para cada separacao efetuada, ¢é suficiente considerar
apenas um parametro arbitrario para incluir as arbitrariedades associadas a escolha da
escala comum no célculo das amplitudes fisicas perturbativas, ja que podemos converter
outros parametros neste escolhido usando para isso relagoes do tipo (4.15) e (4.17). Este
parametro comum serd identificado por A\?. Um estudo detalhado do problema associado
ao nimero de parametros arbitrario serd apresentado em [16].

Com a discussao acima podemos generalizar a expressao (4.6), adotando a forma

1
[(l{? + ]CZ>2 — mz

k2+2k kN2 —m2)
)\2)J+1

ZM

( 1)N+1 (k2 + 2k k + A2 —m2)" !
(k2 = A"k + ky)* — my]

Com isso os objetos bésicos divergentes divergentes (4.7) - (4.11), ficardo escritos em

_|_

(4.18)

termos do parametro de escala arbitrario A\?. Teremos entao
0 ()\2) B / d*k 24k, k,koks B / d*k  4k,k,
afuv - 4 9 o4 af 1779 3
A (2m)" (K2 = )\2) A (2m)7 (K2 — A2)

d*k  4kgk d*k  4kgk,
_gow/ 4779 g l; 3 _gau/ 4779 o N3’ (419)
s (2m)" (K2 — \2) s (2m)" (K2 = \2)
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o [ Ak Ak, [ AR g
A (V) = /A 2 = ) /A 2n) (2 - 20 (4.20)

N dk  2k,k, B d*k Juv
Vo (/\ ) = /A (27?)4 (k2 — )\2)2 /A (2704 (k2 — A2)’ (4.21)

o[ A%k 1
Ilog ()\ ) - /A (27T)4 (k;2 _ )\2)2 (4.22)

Twad (A2) = /A (;Z:):“ Wiv). (4.23)

Apoés os comentarios anteriores, vamos colocar os argumentos em termos praticos: a
cada separacao realizada em uma integral divergente, escrevendo-a como uma soma de
termos com diferentes graus de divergéncia, pode ser introduzido um parametro arbitrario
com dimensao de massa. Apds o método de separacao ser utilizado o nimero de vezes
suficiente, o parametro de escala estara presente tanto nos termos finitos como nos termos
divergentes. Uma vez que a integral original manipulada nao apresenta dependéncia com
nenhum parametro arbitrario, deve-se exigir que o resultado final da integral também nao
apresente tal tipo de dependéncia. Isto significa exigir que o resultado final de qualquer

integral de Feynman I, satisfaca
oI
~~_ _0. 4.24
5z =0 (4.24)

Que deve implicar em propriedades gerais a serem satisfeitas por um método de regular-

izacao para que este possa ser consistente.

4.5 Solucao das Integrais de Feynman

Estamos agora aptos a solucionar as integrais de Feynman que apareceram no capitulo
2, e juntamente com a solugao das integrais poderemos realizar uma anélise em torno da
ambigiiidade de escala.
Na solucao das funcoes de um ponto surgiram as integrais

[M(h)J 2/(;?;4 (11;)]{;“), (4.25)
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onde lembramos a definigao utilizada na compactacao da notagao do capitulo (3)
Dija = [(k+k)?—mi] .. [(k+k)>—m]].

J& na analise das funcoes de dois pontos encontramos as integrais

[12;(12)u;(12)w] _ / (;i:;‘*u;kgfky)’ (4.26)

Nestas integrais escolhemos os momentos internos tal que a combinacao ¢ = ki — ko

corresponda ao momento externo (fisico), ao passo que a combinagao @ = ki + ko é
ambigua (sem significado fisico).

Para o cédlculo das fungoes de trés pontos encontramos as integrais

d*k (15 ky; kukys Kk k)
o) D23

13 (1), ()5 (19,00 = [ ( . (4.27)

Nestas integrais as diferengas entre os momentos internos (arbitrarios) correspondem aos
momentos externos dos vértices tal que p = (k3 — k1), ¢ = (k1 — ko) e p+ q = (k3 — k2).
As combinagoes correspondentes as somas dos momentos internos serao, portanto, quan-
tidades indefinidas ou ambiguas.

As integrais acima apresentam grau de divergéncia variando desde o cubico, para

o caso da integral (I),, até integrais finitas, como é o caso das integrais (I3) e (I3),,.

'u’
Quanto maior o grau de divergéncia maior a relevancia da independéncia de escala para
a consisténcia dos calculos perturbativos. Por outro lado, para as integrais finitas a
discussao em torno da possibilidade de ambigiliidade de escala se torna completamente
irrelevante pois, mesmo que as integrais venham a ser separadas por alguma identidade
que permita a introducao de um parametro arbitrario esta dependéncia serd naturalmente
removida quando forem completadas as operagoes de integracao.

Por conveniéncia, iniciaremos por solucionar a integral (I3) definida em (4.26). O

carater logaritmicamente divergente nos leva a utilizar a identidade (4.18) tomando N = 0

nas expressoes para ambos os propagadores. Com isso obteremos
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d*k 1
Iy = / 1 2
A (2m)° (K2 =A%)
'k (k24 2kyk + A2 —md)
_/ 2m)" (k2 = X2 [(k + ko)? — m3)]
d*k (K24 2k k + A2 —m?)
_/ (2m)* (k2 — X2)* [(k+ ky)® — m?)
d*k (k2 4 2ky.k + X2 —m?) (k2 + 2ky.k + A2 — m2)
/ (2m)" (k2 =A%) [(k + k1)* = mi] [(k + ks)* — m3]

(4.28)

Nas integrais finitas o subscrito A foi omitido pois, seguindo a prescricao que adotamos,
tomamos o limite de conexao sobre a distribuicao regularizadora. Isto nao foi feito na
integral divergente onde o subscrito A permanece na integral representando a presenca
implicita da regularizacao. As integrais finitas podem ser solucionadas usando métodos

usuais de integracao, mostrados nos apéndices B e C. Assim procedendo obteremos

I = Loy (V) — ((4;)2) Zo (mi;m3, % N?) . (4.29)

onde utilizamos a definigao (3.1) para as fungoes Zj. A expressao acima reflete claramente
a ligagao entre as partes finita e divergente (comportamento para altas e baixas energias)
de acordo com a discussao da secao anterior. A parte finita foi escrita em termos da

funcao

1 2 1— 2 2 _ 2
Zk (m%) m§7 q27 >\2) — /0 deZ 111 |:q Z( Z) _I—((_Tr;lz) m2) ° ml ) (430)

onde torna-se claro que o parametro A\? realmente desempenha o papel de escala para
todas quantidades fisicas presentes nas partes finitas bem como para a parte divergente
da integral. Para verificarmos a independéncia do resultado obtido com o parametro
arbitrario A? deverfamos, em principio, providenciar a solucao explicita da integral diver-
gente. Para isto terifamos que assumir uma forma explicita de distribuicao regularizadora.
Ao invés disto utilizamos a independéncia do resultado com o parametro de escala para

deduzir um vinculo a ser satisfeito por uma eventual regularizacao consistente. Impondo
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a independéncia com a escala na expressao (4.29), temos

0(I) Ol (\?)
N2 ON2

et () () .

O resultado acima representa a primeira consequéncia importante associada as pro-

ou seja,

priedades de escala como instrumento para avaliarmos a consisténcia de um determinado
método de regularizagao. Para obtermos o resultado acima somente diferenciamos a parte
finita. A relagao obtida implica que se nds realmente calcularmos o objeto divergente,
adotando alguma distribuigao regularizadora explicita, o resultado entao obtido deve obe-

decer a equagao (4.32). Isto significa esquematicamente que

d*k 1 dAk 1 n .
/A @m) (2 =27 / 2n) (k2 = oM (k, A7) = f (3, A7) (4.33)

- ((;;A?) - ((4;)2) (_%> | .

Se a regularizagao adotada nao cumprir esta exigeéncia ela pode levar a violagoes das

propriedades de escala das amplitudes fisicas, e, como veremos futuramente, concomitan-
temente a violagoes de relacoes de simetria. A condicao acima deve ser vista como uma
condicao necessaria para que uma regularizacao tenha a chance de ser consistente.
Seguindo uma seqiiéncia conveniente para nossos propositos, consideremos agora o
tratamento da integral [; definida em (4.25). A contagem das poténcias de k no nu-
merador e no denominador revela que esta integral apresenta um grau de divergéncia
quadrético. Utilizando a identidade (4.18) para N = 2 na expressao do propagador tere-

mos inicialmente
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d*k 1
ho= / (2n) (2 — %)

_/ Ak (k2 + 2k1.k + N2 — m?)
A (

om)? (k2 — A2)?
/ d*k (K2 + 2k k + N2 — m2)?
A (2m)* (k2 — N2)°

4 2 2 23
_/ d*k (k:1+2k1.k—|—/\ ml) (4.35)

@2m)" (k2 = 22)° [(k + k1)® —m3]
Reorganizando esta expressao, retirando termos impares, devido ao carater par da dis-
tribuicao regularizadora implicita, e o subscrito A nas integrais finitas, podemos escreve-la

na forma

&k 1 . o [ A% 1
() = /A (27‘(‘)4 (k2 — \2) - ()\ — ml) /A (27‘(‘)4 (k2 — )\2)2

b d*k Jap B d*k  Ak.kg
P 4 (1.2 22 4 (1.2 2)3
A (2m)" (k2 — A?) A (2m)" (k2 — \?)

Ak (K2 + 22 —m?)?
/ 2m)t (k2 —\2)°
'k (k2 4 2ky .k + A2 —m2)?
- / @2m)* (k2 = 22)° [(k + k1) —m3]

(4.36)

Nos entao integramos os dois ultimos termos, usando os métodos usuais de integragao, e

identificamos as estruturas divergentes (4.20), (4.22) e (4.23) para obtermos

(L) = Tquaa (\*) = (A = m7) Tiog (X) + Kk B (V)

N TER ) R

Destacamos aqui que, como prometido, as integrais divergentes novamente nao foram

modificadas, sendo possivel um mapeamento do resultado acima para a integral I, assim
como em quaisquer integrais consideradas, naqueles obtidos com a utilizacao de algum
método de regularizacao usual. O procedimento necessario para tal, é a avaliagdo dos
objetos divergentes a luz do método com o qual se deseja construir o mapeamento.

Um aspecto interessante do resultado acima é a expressao correspondente a k1 = 0. O
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lado esquerdo fica

Ak 1 )
(]1)k1:0 = / ( 2] = Iquad (ml) . (438)

Por sua vez para o lado direito teremos
Tpuaa (m7) = Tguad (X°) = (X =m]) Tiog (X°)

N {(4;)2] {mg ~ X 4 m2In m—;} } . (4.39)

Esta expressao nada mais é do que uma relagao de conversao de escala, equagao (4.17),

como deveria ser. Esta relacao nos fornece a oportunidade adequada para investigar
as consequiéncias da imposicao da independéncia do resultado em relacao ao parametro
arbitrario de escala. Novamente ressaltamos que, a rigor esta verificacao necessitaria da
avaliagao explicita das integrais divergentes envolvidas. Nés entretanto, podemos utilizar
tal exigéncia para obter mais um vinculo a ser imposto sobre as regulariza¢oes com vistas
a consisténcia. Para tal, derivamos ambos os lados da expressao imediatamente acima em
relacao ao parametro arbitrario \%:

a[quad (m%) 8Iquad ()\2) 8

)2 - V)Y {(A* =mi) hog (V) }
N B SRR T [V } }
+ —sm;—A"+miln|— 4.40
i) o {2 A
e obtemos
O yuaa (N?) O og (N?)
an = g (V) + (X" —mi) #
1 1
+ [(4@2} (A2 —m7) e (4.41)
Usando a condigao (4.32) obteremos
O uaq (N2
qa—;,f) = Liog (A?) . (4.42)

Notamos novamente que nao foram diferenciadas integrais divergentes para se obter a
expressao acima, mas somente os termos finitos. O resultado estabelece implicacoes sobre

as regularizacoes, que podemos representar esquematicamente como

d*k 1 d*k 1 . L
/A @m)' (k2 =) / (2m)* (k2 — Az)QGAi (k. A7) = g (W, A7) (4.43)
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dg (A\*, A7)
ON2

= [ (N, A7), (4.44)
onde f (A% A?) deve ser a mesma fungao que aparece em (4.33) - (4.34). Esta relagio
representa, como dissemos, uma condigao adicional aquela (4.34) que deve ser imposta a
uma eventual regularizacao com vistas a consisténcia.

Uma tultima observacao nesta secao é interessante. No contexto do procedimento que
adotamos, as técnicas de regularizacao nao tém implicagoes diretas na determinagao das
amplitudes perturbativas. Estes métodos seriam somente necessarios se quiséssemos obter
formas explicitas para os objetos divergentes, que nada mais seriam do que parametrizacoes
destes objetos em termos do conjunto de parametros A? caracteristicos de alguma dis-
tribuicao regularizadora. Tais parametrizagoes, porém, podem ser fortemente restringidas
pela exigencia da independéncia de escala, pois estas, como vimos, devem satisfazer as

condigoes (4.32) e (4.42). A satisfacao destas condi¢oes nos conduzem a formas gerais

para tais parametrizacoes consistentes que sao

Lo (N, A?) = {MZT)Q] {m (;\—z) + ﬁo}, (4.45)

Tyuad (N2, A?) = [@} {—A2 + 22— A2In @—Z) + BoN? + (50} . (4.46)

Deste modo a liberdade disponivel para os métodos de regularizacao reside apenas
nas constantes 3y e dp (ambas independentes de A% e A? ). Dito de outro modo, se uma
regularizacao nao produzir as formas gerais acima para os objetos bésicos divergentes, ela
deve ser descartada pois levara a violacao das propriedades de escala das amplitudes e, é
claro, a violagoes de relagoes de simetria.

As integrais (), (I2), e (12),, sdo resolvidas do mesmo modo como solucionamos as
integrais I e I,. Ou seja, utilizamos a propriedade (4.18) adequadamente e em seguida,
apos eliminarmos os termos impares, solucionamos as integrais finitas. Por fim escrevemos
a parte divergente em termos das cincos estruturas divergentes bésicas (4.19) - (4.23).

Com isso encontraremos as seguintes expressoes
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(), = —ku {fquad (%) = (V= mi) fog (V) — ((427)2) [)‘2 i <%)} }

1
=k [Vou (A)] = KRR (Do (A7)

2 1
_gk;fk; (A ()] - gkluk’f/{lf (A (V)]
+ (K + X —mi) kY [Aua (V)] (4.47)

1

(L), = 2@ [Aun (00)] — 2Quhe ()

i Zo (m2;m2; g% N2
il et - St

(4.48)

G i /\2 )\2
_% <(47r)2> {mf — m% + m% In (E%) — mg In (m_%

B 2
+QV4QM ]log ()\2) i [QVQM 129w/q ]Ilog ()\2)
2 2 2 2
L KQ LA m%) + (M + A — m%)} Ay (N%)
4 4 4
1
+5 30°Q° — Q“¢" + ¢*Q" + ¢*¢"] { [Bapu (\*) + gapl (V)]

+ gD (%) + gapBsu (N*) }

+ [(4;)2] {qilqy (221 (¢%;miym3; A) — Zo (g5 mim; A7)

B 2
_ (—q“q” Jpd ) [2Z5 (m3;m3; 4% X)) — Zy (mi; m3; ¢%5 A7) ]

2
+ (—q"Q” Z q”Q“) (221 (miym; 4% X*) — Zo (miym3; ¢% A?)]
y 1
= e g (s %) = L (0 = 3) 21 (00 o
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Para completar o conjunto de integrais de Feynman que necessitamos solucionar, resta-
nos ainda considerar as integrais de Feynman que contém trés propagadores. Neste caso,
duas das integrais sao finitas e podem ser resolvidas diretamente sem qualquer manip-
ulagao. Os resultados podem ser escritos em termos das fungoes &'s e n's definidas no

capitulo anterior. Primeiramente, para a integral I3 teremos

I3 = (MZT)Q) 00- (4.50)

Por sua vez para a integral (I3),

(I3), = (I)3" + ki, (4.51)
onde definimos
(IB)EH = {@ZT)Q] {@.601 — Pu&io} - (4.52)

Agora consideramos o desenvolvimento da integral logaritmicamente divergente (I3) v

Seguindo a estratégia que adotamos primeiro reescrevemos a integral como

1 1
([3),w = ZAMV + G liog (>‘2)

4
/ A kuky, (k2 + 2ks.k + A2 — m2)
(2m)* (k2 — X\2)® Dy
d*k kuk, (K2 4 2ky.k + X2 — m2)
/ (2m)* (k2 — X\2)? Dyg
_/ A% Kk, (K2 + 2k k + A2 — m?) (453)
(27r)4 (k? — A?) D13 ' '

Solucionando as integrais finitas e usando a sistematizacao do capitulo 3 obteremos

1 1
(IS)W = ZA/W ()‘2) + ZgMVIIOg ()‘2) + (13)55

—k1y (I3)3" = Koy (I3))™ + Feaybors I, (4.54)

onde definimos

(13)55 = ((42)2) {—%guuﬁoo

+Q,uqy§02 + p,upu§20
- (Q,upu + p,uQV) 511} . (455)
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De modo analogo encontramos

(Br =~ (K5 K+ 55) D (V)
. 75 (k1 + Kz + ka), w (A?)
_% (hy + oo+ k), A (A2)
_% (k4 ka4 kg), Ay (A2)

s 4 ), g ()

1
__2 (kl + k2 + k?’)lt g)\l/llog (>\2)

1
12 (k1 4 k2 + k3), 9xpdiog ()\2)

(13)p,l/)\
—ky (I3)in = K (I)ox = K (Is),,)
+Ei ki (13)§H + kiuki (fg)fH + kiukix (13)5H

_kl,uklukl)\ <I3)SH ) (456)

onde introduzimos a defini¢ao

1
(13)55\ = (W) {quun]A§03 — PuPvPAE30

— Pu@ @y + Puquar + PAGuG) &1z

+ [@upupr + GwPuPA + PPy En
1
_5 [
1

+§ [pugu)\ + pugp)\ + p)\guu] 7710} . (457)

Quvr + QY + DG M1

Com estes resultados poderemos explicitar a solucao para as funcoes de um, dois e

trés pontos estabelecidas no capitulo 2 que é o que faremos no proximo capitulo.

63



Capitulo 5

Forma explicita das Funcoes de

Green

5.1 Introducao

Uma vez que escrevemos as funcoes de Green de um, dois e trés pontos em termos de
um pequeno conjunto de integrais de Feynman, solucionamos as integrais deste conjunto
bem como abordamos toda a classe de problemas existentes na solucao das mesmas,
estamos agora aptos a determinar a forma final destas fungoes de Green. As formas
finais destas fungoes serao escritas em termos de um pequeno numero de estruturas. A
parte finita serd escrita em termos das fungoes Z’s, {'s e n's, que por sua vez podem
ser reduzidas para as funcoes Zy e &y. Ja a parte divergente aparecerd em termos dos
cinco objetos divergentes bdsicos (4.19) - (4.23). Tanto a sistematizacao da parte finita
como a organizacao da parte divergente das integrais de Feynman serao fundamentais
para que a investigacao das possiveis ambigiiidades bem como a identificacao de termos
potencialmente violadores de simetria seja a mais clara possivel.

O objetivo deste capitulo estda em, finalmente, determinar as solucoes da amplitudes
fisicas de interesse. A verificacao das relagoes entre funcoes de Green bem como das

relacoes de simetria e das ambigiliidades serd realizada nos proximos capitulos.
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5.2 Funcoes de Green de um ponto

Afim de determinarmos a solugao explicita da funcao de um ponto escalar tomamos

I; = I na expressdo (2.17) e obtemos
TS (ml, ]{31) = 4m1 (]1) .

Substituindo a integral de Feynman (1;) pelo resultado dado pela expressao (4.37) encon-

traremos

TS (ml, kl) = 4my { Iquad ()\2> - <>\2 - m%) [10g ()\2)

lampl [t i (G

+dmy [kfkaaﬂ (A2)} . (5.1)
J& para a funcao de um ponto vetorial fazemos I'; = v, em (2.17) e teremos
TX (ml,k‘l) :4('[1)“—’_4]{:1” (]1) (52)

Substituindo o resultado das integrais (11), e (/1) dados pelas expressoes (4.47) e (4.37)

obtemos

T) (my, k) = 4 {—%k?kfk’fmaﬁw (A?) = kY Vau (X?) + %k%k’l’AW (A?)

+ gkmkf/@myﬁ (A + (N = m]) kf AL, ()\2)} . (5.3)

J4 para as amplitudes de um ponto T e Tf subsituimos respectivamente I'; = 5
e I = 7,75 na expressao (2.17). Ao susbtituirmos os resultados dos tracos envolvidos
vemos que estas amplitudes sao identicamente nulas.

Notemos que nas duas amplitudes de um ponto nao nulas estao presentes termos
cujos coeficientes sao ambiguos com relagao a rotulacao do momento interno do loop.

Voltaremos a este ponto nos préximos capitulos.
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5.3 Funcoes de Green de dois pontos

Vamos agora determinar a solugao explicita das funcoes de Green de dois pontos.
Iniciamos com a funcio 7% para a qual devemos fazer I'; = T'; = I na expressio (2.21).

Apés substituirmos o valor dos tracos, a funcdo 7°° toma a forma

T (my, kiyma, ko) = 21 (my, ky) + 214 (mo, ks)

+2 [(m1 + m2)2 - 612} Iy (my, ky;ma, ko) . (5.4)
Substituindo os resultados (4.37) e (4.29) encontraremos

T = (¢"0"+Q"Q") Aay (V)
+2 {]quad (A?) = (A = m]) Doy (V) + <(4;)2) {m% — A +miln (;—;)} }
2 {zquad (02) = (A2 = m2) Ty (A2) + ( ( 4;)2) [mg EPCI I (%)} }

2 [(my + ma)? — ¢ {zlog (32) — ( (4;)2) Zo (mm2, % )\2)} | (5.5)

Na expressao acima omitimos o argumento da funcao de dois pontos por simplici-
dade, o que faremos também naquelas consideradas a seguir. Também, para simplificar a
notagao, omitiremos a partir deste ponto os argumentos das fungoes 7 enquanto estiver-
mos considerando apenas funcoes de dois pontos. Lembramos ainda que nas funcoes de
dois pontos definimos ¢ = ky — ko e Q = k1 + ko.

Por sua vez, para a funcio 777 fazemos I'; = I'; = 75 em (2.21) e apds a substituicao

do valor dos tracos encontraremos

TPP = =21 (mz, k2) — 26 (mlv kl)

=2 [(my — my)? — ¢’] L. (5.6)

Em seguida, substituindo os resultados para as integrais envolvidas, teremos
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T = —(¢"¢" + Q°Q") Aus (V)
)0 )+ ] i et ()]
2 (0°) = O ) o () | 5| [ i ()]}
—2 [(my —my)® — ¢*] {flog (A?) — [(4;)2} ZO} : (5.7)

Prosseguindo, consideramos agora as fungoes com um indice vetorial de Lorentz. Prin-

cipiamos pela a fungao T’ :‘P , para qual, apés fazermos I'; = 7,75 e I'; = 5, encontramos

T/‘?P = 4(m1—m2)([2)u

—4 (mgklu — mlk’gu) IQ, (58)

logo

TAP = —2(m; —my) (ﬁ) 0 271 — Z)

—2(my —ma) Q*Ay, ()\2)

—2(my +my) q, {Ilog (\%) — ((42)2) Zo} . (5.9)

Para a funcao T,Y S encontramos primeiro a expressao

T;YS == 4(m2 -+ ml) (IQ)N

+4 (mgk}lu + mlkzu) (IQ),“ (510)
e assim
Vs _ i
TN = =2 (m2 + ml) (W) qﬂ [221 — ZQ]

-2 (m2 + ml) QaAau ()\2)

+2 (my — my) g, {Ilog (A?) - (ﬁ) ZO} : (5.11)

Por fim passamos a considerar aquelas com dois indices vetoriais de Lorentz. Nestes

casos a decomposicao tensorial destas fungoes permite a identificacao de subestrutruras
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proporcionais ao tensor métrico g,,. Estas subestruturas nada mais sao do que funcoes
de Green de dois pontos escalares.

A fungao T/YVV pode ser colocada na forma
Ty =T+ guT"". (5.12)
Onde o tensor T}, é definido como

THV = 38 (‘[2>p,y

v

+4 (k2 + k1), (I2),, + 4 (k1 + k2), (I2)

+4 (k1 ko + k1okay) L. (5.13)

Substituindo os resultados das integrais envolvidas, previamente tratadas, podemos colo-

car o tensor T}, na forma

4

T;w = g [gMVQQ - qu,u] ]Iog (/\2)
1
—4 [quu - g,uVQQ} (W) [QZQ - Zl]

1
o i)
1 22 A2
() i) o () 2
1
+4q.q9, | —= | £
QMq ((471’)2) 1

1
_g;u/TPP + A,uu (>\2> ) (514)

onde definimos a quantidade puramente divergente

A,uu ()\2) = 4vl“’ ()\2)
+% 3Q°Q° + ¢°¢”] { Dapr (X°) + gapByw (3?)

+ gorDpy (/\2) + Ganlpy ()‘2)}
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2 (@7~ Q) { D (V) + g0 (V)

+ GarBan (32) + gl (V) }
—(Q°Q° + ¢°¢") g lap (V)
—2[(\ = m3) + (N —mi)] A (V)
Qa5 (V) = 50 (1)

—2Q,Q A (X%) = 2Q,Q Ay (A?) . (5.15)

Deste modo a fungao de Green bi-vetorial tem como solugao

4
T/X/V = g [g,ul/q2 - QVQ;L} [log ()\2)

—4 (4,0 — 9w d’] <(427)2> 275 — Z4]
+4¢,49v (ﬁ) Z

: 2 2 2 N 2 N 2
—29, (4n)? mi —ms +mjln m3) " ms In 3 +q 2
_ _ 2 — \z

+ A, (V). (5.16)

s . o7 . ~ ~ AA o .
A mesma estratégia pode ser utilizada para a determinagao da fungao T7;”. Inicial-

mente identificamos a reorganizacao

Tt =T — guT. (5.17)
Entao ficaremos com
TAA é[ 2 }] ()\2)
pv - 3 Juwq Qvqu| Llog

1
~4 [quay — gud’] (W) 22, — 7]
1
i (a5 2
) A2 A2
—29u ((47T)2) {m% — mg + m% In (@) — mg In (ﬁ%) + quO}
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20, (M1 +my)” {Ilog (\?) — ((427)2> ZO}
~4gu ((417)2) (mi —m3) Z,
+Au. (5.18)

E interessante chamar a atencao que em todas as funcoes de Green de dois pontos
acima os objetos Uyap (A?) € Ay, (A?) aparecem multiplicados por combinagoes ambiguas
das rotulacoes arbitrarias dos momentos internos e que na parte finita das funcoes estas

combinagoes nao se fazem presentes. Retornaremos a este ponto em breve.

5.4 Funcoes de Green de trés pontos

Apés determinarmos a solucao explicita das fungoes de um e dois pontos passamos
a considerar as funcoes de Green de trés pontos. Primeiramente registramos que a mul-
tiplicidade de objetos para este caso é bastante grande. Isto torna proibitivo considerar
explicitamente todos os elementos. Devido a isto escolhemos um conjunto menor, porém
significativo, para explicitar aquelas que serao mais uteis para nossos propositos futuros.

Comecamos por explicitar as funcoes escalares. Para a funcao 7°%% encontramos

T = 42 (my +msg) Iy (my, ky; ma, ks)
+2 (my + ma) Iy (my, k13 ma, k2)
+2 (m3 + my) Iy (my, ko; ms, k3)
2 st — (s — k] [l maf? (1~ k]

+ [(ma1 + ms)? — (ks — k1)2] ms} I, (5.19)

onde apenas fizemos I'; =I'; = 1", = I na expressao (2.25), calculamos os tragos de Dirac

envolvidos e reorganizamos a expressao correspondente com o auxilio da identidade

(k- k) = m?) ¢ [k 4 B = m?) = 2 (ks — k)? = m? —m?]

(k+ k) - (k+ k) = 5 :

N —

(5.20)
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Podemos entao explicitar 7%%° substituindo as expressdes para as integrais de Feyn-
man em termos das quais a amplitude foi escrita e que foram devidamente tratadas no

capitulo anterior. Teremos entao

; -
TSSS = +2(m1+m3 {Ilog /\2 (471‘)2 Z()(]_,S)}
- ; .
- ; Z
2ms + ) {[M ) = lame) % (2’3)}

+2{[m2+m3)2—(P+Q)}m1+_[(m —my)® — %] my

+ [(m1 +ms)* = p*] ma} { }&Jo- (5.21)

Na expressao acima adotamos a seguinte notagao:

Zy(1,2) = Zy (mi;m3, ¢*; N°) (5.22)
Zo(1,3) = Zy (m3;m3,p*; \?) | (5.23)
Zo(2,3) = Zy (m3;m3, (p+ @)% \?) . (5.24)

Com a utilizagao dos mesmos ingredientes obtemos o seguinte resultado:

TP = +2(my —ms) {Jlog (A) — :(4;)2: Zy(1,3 }
Zo (1,2 }

)
+2 (my — ma) {]103; <)‘2) - -(4;)2 ,2)
—2 (m3 + my) {Ilog () — _(4;)2_ Zy (2, 3)}

+2 { [(m2 + m3)2 —(p+ Q)z} my — [(m1 + m2)2 - 612} m

— [(m1 —m3)* = p”] 2}{ ]500 (5.25)

Agora consideremos aquelas com um indice de Lorentz. Primeiramente a funcao de

Green TY % que pode ser escrita como
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VSsS
T)\

2

= +2(l2), (M2, ka; ms, ks)
+ (ks + k2) (I2) (ma, ka; ms, ks)
+pa (1) (my, k1;mas, k3)
—qx (I2) (Mo, kyyma, ka)
+ {(ma +m1)* + (my +ms3)? — (my —my)* — p?

— @+ (p+)°} L)Y

+{[(ma+m1)® = oy — [(m1 +ma)” =] n} (L) . (5.26)
Substituindo os resultados para as integrais envolvidas teremos

TYVSS = —2(ky + ks)® Aax (A%)

+2(D\ {_Ilog (/\2) + |:(4:ZT>2:| [Z(] (1, 2) + 221 (2, 3) — Z() (2, 3)

- [qz — (ma + ml)Z} o1 + [(P + Q)2 — (mg — m3)2} Sot
+ [p* = (m1 + m3)2} (00 — &01)] }
+2p)\ {]log (/\2) + |:(4;)2

+ [PQ — (mq + msﬂ §10 — [(p + Q)Q — (mg — ms)Q] §10

} =20 (1,3) + 22, (2,3) — Z0 (2,3)]

= [¢* = (m2 + mlﬂ (&0 — &10)] } - (5.27)
Agora explicitamos a fungao TY TP, que em termos de integrais de Feynman fica
TVPP
A2 = —2 (—72),\ (ma, ko;ms, k3)

— (ks + k2), (L2) (ma, ko;mg, k3)
—pa (I2) (ma, k1;ms, ks) + qx (I2) (ma, ki;me, ks)
+{(ma —m3)® — 0+ q)° = (m1 —mz)® +p* — (ma —m1)> + ¢} (I)3"

+ { [(ml - m3)2 - pﬂ qx — [(m2 - m1)2 - QQ} px} (-’3)SH . (5-28)
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Substituindo os resultados necessarios encontramos

TYPP = 42 (ks + k3)™ Aax (V)
—2]9)\ {]log + < 47r ) [ Z() (]_ 3) + 2Zl (2 3) ZO (2 3)
—[(P‘FQ)Q ( )}510+[ — (my — )]510

- [qz — (mg —my) } (00 — 510]]}
+2q {[log (3) + {(427)2} [—Zo (1,2) — 27, (2,3) + Zy (2,3)
- [(p + Q)2 — (mg — mgﬂ So1 + [QQ — (mg — ml)ﬂ o1

— [P* = (m1 = m3)*] [0 — &nrl] } - (5.29)

Para uso futuro explicitamos também as funcoes

THVP = 2 (ky + k3)® Aoy (V)
+2p,, {—Ilog (N?) + (@) [Z0(2,3) — 27, (1,3) + Zy (1,3)

+ [ - (m3 - mlﬂ §10 — [(p + C])2 - (m3 - m2)2] &10
+ [¢* — (mo — mlﬂ (€00 — &10)] }
+2q,, {—2110g (3) + (%) (Z0(2,3) + Zy(1,2)

(47)
+ [+ q)* — (ms — m2)2] o1 + [¢° — (ma — m1)2] §o1
+ [p* — (m3 — ml)ﬂ (&0 — €o1)] } (5.30)

TEPY = 2(ko + k1) Aaw (V?)
+2q, {Ilog (N?) + ((4@7)2> 27, (1,2) — Zy (1,2) — Zy (2,3)
— [ = (m1 —m2)*] o1 + [(p + ©)* = (m3 — m2)?] €
= [P = (m1 = m3)*] (€00 — )] }
+2p, {2110g (V) + ( ! 2) [—Z0(2,3) — Zy (1,3)

(47)
- [(p + Q)2 — (m3 — m2)2} So1 — []92 — (my — m3)2] o1
— [¢* = (m1 m2)2} (&0 — &o1)] } - (5.31)
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De modo completamente andlogo podemos encontrar

TP = —=2(ki + ks3)® Aoy (V)

+2(p+q), {Ilog (A?) - [(4;)2} Z (2,3)}

+2p, [W] (27, (1,3) — Zy (1,3)
- [(mza — m2)2 —(p+ CI)Q] §10 + [(m:a + m1)2 — ]ﬂ §10
+ [(m2 + my)? — ¢*] (o0 — &10)}

+24, {Ilog (A2) + [(427)2} —Zy(1,2)

+ [(ms — my)® — (p+ Q)z} o1 + [(ma2 + mi)” — ¢°] én

+ [(ms + mi)? — p?] (€00 — &01)] } (5.32)

TP = 42 (ki + ko)™ Awy (V)
+2(p+q), {Ibg (\?) — {@] Zo (2, 3)}
+2p, {Ilog (3) + LJT)Q] [—Z (1,3)
+ [(m3 —m2)® — (p+ ¢)%] &0 + [(ms +m1)* — p*] &uo

+ [(m1 + my)? — ¢°] (§00 — &10)] }

+2q, [m} (1220(1,2)  Z(1,2)
+ [(ml + m2)2 - QQ} So1 — [(m3 — m2)2 —(p+ Q)Q} o1
+ [(ms +m1)* = p*] (€0 — é01) } - (5.33)

Agora consideramos fungoes com dois indices de Lorentz. Primeiramente para Tfyv v

encontramos a expressao

. k1
T = f e {m [ (e k), G ), b k),
-+ [(k +ks), (k+ k), — (K +ks), (k+ kh)u]
+ ms [(k + kl)u (k+ kQ)V + (k+ /ﬁ)y (k + k2)“] }
+g [T977] (5.34)
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onde identificamos na estrutura da fungao que o termo proporcional ao tensor métrico é
a amplitude TP, Reorganizando em termos das integrais de Feynman obtemos
SVV
T,
4
+ [ma (k1 + k), + ma (k1 + ko), — ma (ks — k2), | (13),,

= 2(ma +m3) (I3),,

+ |:m2 (k)l + k‘g)“ + ms (]{31 + kQ)“ — my (]{32 - ]{33)#] (]3)1/
+ [ma (k1uksy + kwksy) +ms (kikay + kiken) — ma (Kopksy, — kavksy)] (I3)

+gul/ [TSPP:| ]

Com a substituicao das solucoes obtidas para as integrais presentes e do resultado

(5.25) encontramos

TSV = 2(mg+my) A (X)
+2g, (M1 —m3) Liog (X*) + 29, (M1 — ma) Tog (\?)
¢
—4 (ms + m2) guoo
+4pupy [2 (ms + ma) §20 — 2ma&uo]
+44u4y [2 (m3 + m2) §o2 — 2mson]
—Apugy [2 (M3 + ma) &1 — (ma 4 m3) &0 — (M + ma) Sor + madoo]
—A4qupy [2 (ms + ma) &1 + (M1 —ms) &0 + (M1 — m2) S — maoo]
+2g, {[(m2 —m3)® — (0 + @)°] my — [(m1 — ma)? — ¢ ma+
= [(m1 = mg)* = p*] ma} oo
—2g (M1 —ms) Zo (1,3)
— 29 (M1 —mg2) Zo (1,2)

+2-g/“’ (m3 -+ mg) ZO (2, 3)} . (535)

Agora, também com dois indices de Lorentz consideramos a funcao Tff“‘ que, em

termos das integrais de Feynman, toma a forma
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SAA
Ty
4

= 2(may+ms) (I3),,

+[ma (k1 + k3), + ma (k1 + ka), — ma (ks — k2), ] (I3),,

+ [m2 (k1 + ks),, +ms (k1 + k2),, — ma (k2 — k?’)“] (I3),

+ [mQ (kluk?)l/ + klukB,u) + mg (klquV + lekZM) —m (k2uk3l/ - k2uk3u)] ([3>

—guw [T7°7] . (5.36)

A forma explicita para a amplitude considerada pode ser escrita como

SAA  _
ry," =

+2 (m3 +ma) Ay (X?)
—2g, (M1 + ma) Liog ()‘2) = 29 (M1 + ms3) Liog ()‘2)

i)

—4g,, (M3 4+ ma) Moo

+8pupy [(m3 +m2) §20 — maio]
+8Guqy [(ms + m2) §o2 — ms&on]
—4gupy 2 (ms3 + ma2) 11 — (ms 4 ma) &0 — (M2 + ma) Sor + madoo]
—4pugy (2 (ms + ma) &1 + (ma — m3) &0 + (M1 — ma) §or — maoo]
—2g, { [(ma = m3)* — (p+ @)*] m1 + [(m1 + ma)? — ¢*] ms
+ [(m1 +ms)* — p*] ma} o
+29, (M1 +ms3) Zy (1,3)
+2gp (M1 +ma) Zo (1,2)

+2gW (m3 + mz) Z(] (2, 3)} . (537)

Com trés indices de Lorentz consideremos a funcao VVV que, inicialmente, pode ser

escrita como

T’ = T & G [T ]+ 90 [T 4 00 [T
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onde identificamos as estruturas proporcionais aos tensores métricos como fungoes de trés

pontos com um indice vetorial e definimos o tensor

T = [ i {0+ b [+ ), G5 k) s ), Gt ),

+ (k+ k), [(k; +ks), (k + ko), — (k + ks), (k+ kz)u}

(ko k) (K + K, (), + (b ks), (K + R),, ] }5.38)

Existem outras funcoes de trés pontos com trés indices de Lorentz que possuem estru-

AA

turas semelhantes. Como tal, a fungao T/Kw pode ser escrita na forma

TVAA — T)\uu — G [T;\/SS} — O [ZﬂlfAS] + Do [TPSA} )

Ay v

Para completar o cdlculo destas tais amplitudes basta calcular o tensor 7). Desen-

volvendo teremos

2
T)\,uzz = 3

P T
_g (kS + kl) I D)\auy (>\2) + goa)\A,ul/ ()\2

+
e}
Q
N

>
>
=

—

>~
[\~]
N—
w
Na}
9
=
>
>
N

2 -
_g <k2 + k3)a I D)\oz,uu (/\2) + gozAA,uu ()\2

Wl N

+ [(p — @)\ 9w+ (2¢+ D), 90 — 20+ ), gw] Tiog (A?)

) ¢

+ 16¢,9,9x$03 — 16pupuPrE30

+

— 16 (qMQVp)\ + quPrgx + puqu)\> 512
+ 16 (qupupr + Pugupr + Pupvar) o

-8 (ql/g/M + arguv + %LQVA) To1 +8 (pugu)\ + PrGuv + pugy/\) o
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1
—8qy [—§gm7700 + u9x02 + PuPrE20 — (¢upr + Puqn) 511]

1
+ 8pu {—59,\1/7700 + @@€0z + Prpué20 — (Dy + D2Gw) 511}

1
+8(p—q), [—§gwnoo + 4,602 + Pupvéa0 — (Qupy + Pudv) éu}

— 4 (pAqy + \0v) (@u€or — Puéio)
— 4 (prqu + opp) (@1 — Puéio)

+4 (Pvqu — @Pu) (D01 — Pr&io)}- (5.39)

Com isso podemos explicitar o resultado para as amplitudes de trés indices de Lorentz

escolhidas. Para escrevermos o resultado adotaremos a decomposicao

T)KXV - (TXXV)AMB + (TXL‘;V)NON’

(5.40)

TVVV

N ) Ayp & barte que apresenta dependéncia com combinacoes

onde denominamos (

TVVV

v ) von & barte que apresenta apenas combinagoes

ambiguas dos momentos internos e (

fisicas de tais momentos, ou seja, combinagoes nao ambiguas. Assim ficamos com

(T = _§ (ks k)" [ Do (02) + 000 B () + g aw () + g ()
— Bgapa (A2) = 393 A, (V)}
—% (ks + kg)® :DW (A?) + ganl (A?) + GapDos (A%) + gaw iy (A?)
— 39 A (A2) = g Any ()\2)]
—% (ky + ko)® [DMW (A?) + garnlw (M) + ol (V) + gaw iy (X?)
— 3gar A (\2) = 393,000 (v)] , (5.41)
(T2 ) von = —% [gw (P =D+ 9x (P+29), — g (g + 2p),,} Log (\?)

1
e
{(4@2}
+ 2guup)\ZO (17 3) - QQAMPVZO (17 3) - 29)\Vpu [2Z1 (17 3) - ZO (17 3)]

=20 (p+ )\ [221(2,3) — 20 (2,3)] + 29x (P + q),, 20 (2,3) +
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—293 (P +4), Zo (2,3)

+20004,: %0 (1,2) = 20,0070 (1, 2) + 295,90 271 (1,2) — Zo (1,2)]
+164,9,9:803 — 16p.p.prE30

—16 (¢uqPr + Pu@udr + ¢upvdr) &1z

+16 (qupupa + PuduDx + Pubudn) &1

—8(qugur + DG + qugvr) Mor + 8 (Pugur + PaGuw + Pugur) Mo

1
+8(p—q), {—59;“/7700 + 490802 + Pupvéao — (qupy + Pudy) 611}

1
—8qy {—iguwoo + ¢.9&02 + PuPrE20 — (¢uPr + D) 511]

+8pu l—%gywoo + @droz + Pupr&20 — (@ + Pun) 511]

+4 (puar + ¢upr) (Po&10 — @éor)

+4 (poax + @pr) (Pudro — guéor)

—4 (P — @vpp) (Pré10 — ¢ré0n)

—2g,upx { [P* — (m1 — m3)?] &0 — [(p+ @)° — (m2 — m3)?] 1o
— [¢* = (m2 = m1)?] [€00 — 0] }

+2g,x { [¢* = (m2 —m1)?] o1 = [(p + @)° — (ma — ms)”] énn
= [P = (my = m3)?] [0 — €arl}

+2000 { [P = (ms — 1)’ €10 = [0+ 0)° = (ms = m2)’] a0
+ [a* = (ma —ma)*] (b0 — €10) }

+2g00 {[(0+0)* = (ms = m2)*] €01 + [¢* = (m2 — m1)*] €01
+ [P — (ms — ma1)*] (§o — &o1) }

20000 { [(0+9)° = (mg —ma)*] o1 = [¢ = (m1 — m2)*] €01
— [P* = (m1 —m3)*] (o0 — &on) }

29500 { [(p + @)* — (ms — m2)*] €10 + [p° — (M1 — ma)?] &uo

+ [¢* = (m1 — mz)Z] (o0 —€10) }}- (5.42)
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E por fim também escrevemos a amplitude Tmf‘ do mesmo modo como escrevemos a

TVVV TVAA

amplitude Ty ", ou seja, escrevemos como a soma dos termos ambiguos ( Niv ) g ©
os termos nao ambiguos (TX;‘V‘A) ~ono onde temos
VAA _ (TVVV
(TAW )AMB B (TAW )AMB (5.43)
e
VAA 4 )\2
(Tnr™ ) vow = =3[9 (0= Da+ 93 (44 29), = 9 (P +20),,| Tiog ()
i
_|._
{(4@2] {

+205,00 221 (1,2) — Zo (1,2)] + 29009, 20 (1,2) — 290,90 Z0 (1, 2)
—29)pu 1221 (1,3) — Zo (1, 3)] — 29u00 Z0 (1,3) + 290,02 Zo (1, 3)
=200 (P + @), [221(2,3) — Z (2,3))]

29 (P +a), Z0 (2,3) = 295, (P + @), Z0 (2,3)

+164,4,9:03 — 16p.puPAE30

—16 (¢uqwPr + 4uPvar + Pududn) &12

+16 (qupvpr + PuduDr + Dubrr) €21

—8(qwgur + DGpv + QuGor) M1 + 8 (Prgur + PaGuw + Pugvr) Mo

1
—8¢, —59uTho + Qo2 + Pupaéao — (qupr + Puan) &1

1
+8(p—q), [—ggwnoo + 400802 + Pupvéao — (Qupy + Pugy) fn]

+8py {—%g,\zﬂ?oo + g0z + Papuboo — (py + Pagy) fn]
—4 (pragy + arpv) (guéor — Puio)
—4 (pagu + a3py) (@601 — Puéio)
+4 (Po Gy — @upp) (€01 — Pa&io)
=290 {— [(ms — my)’ — (p+ Q)Q} &0+ [(ms + my)? — %] &10

+ [(mz + ml)2 - (]2} (€00 — flo)}
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=204y {+ [(ms —m2)” — (0 +a)°] o + [(ma +m1)* — ¢*] &
+ [(my +m1)* = p?] (G0 — €01) }
+ 203 {+ [(ms — ms)* = (0 + 0)*] €10 + [(ms +m1)* = p*] &uo
+ [(m1 +ma)* = ¢°] (o0 — &10) }
+ 20000 {— [(m3 — m2)® — (0 + @)°] € + [(ma1 + ma2)® = ¢*] €
+ [(my +m1)* = p?] (G0 — €01) }
+ 205,00 {+ [(m2 — m3)? — (0 + @)*] €1 — [(ma2 +m1)* — ¢*] €
+ [(ma +mg)” = p?] (G0 — €01) }
+2guup {— [(m2 — ma)® = (p+ 0)°] €10 + [(m1 + ma)* — p*] &0

— [(m2+ my)’ — ¢*] (€00 — 10) }}- (5.44)

Ao concluirmos os calculos para as fungoes de trés pontos, novamente chamamos a
atencao para o fato de a parte finita das fungoes de Green serem totalmente nao ambiguas
a0 passo que as combinacoes ambiguas dos momentos das linhas internas aparecem sem-
pre multiplicadas pelos objetos divergentes bésicos Uya, (M%) € A, (A?). Voltaremos a

considerar este aspecto em seguida.
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Capitulo 6

Relacoes entre Funcoes de Green:

verificacao explicita

6.1 Introducao

No capitulo 2 estabelecemos um conjunto de identidades as quais denominamos
relagoes entre funcoes de Green. Tais propriedades nada mais sao do que identidades
construidas ao nivel do integrando, na representagdo perturbativa das amplitudes (no
nosso caso ao nivel 1-loop). Identidades como estas podem também ser estabelecidas
com a utilizacdo da algebra de correntes num nivel mais geral, isto é, sem especificar
uma ordem perturbativa especifica. Para nossos propdsitos nos interessa a existéncia de
tais identidades como uma maneira de testarmos os procedimentos até agora efetuados.
Dito de outro modo, queremos saber se as operagoes matematicas realizadas, envolvendo
as integrais de Feynman, preservam ainda as referidas identidades. Nao faria qualquer
sentido prosseguir com as investigagoes pretendidas sem antes verificarmos a consisténcia
dos passos ja efetuados. E importante lembrar que as amplitudes calculadas, no contexto
do método que adotamos, preservam ainda as arbitrariedades envolvidas neste tipo de
calculo. Nao nos comprometemos, em passos intermediarios, com escolhas especificas;

para os momentos das linhas internas, para a regularizagdo e/ou para a escala comum.
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Ainda assim, ao verificarmos as identidades esperamos que todas elas tenham sido preser-
vadas a despeito da presenca de quantidades potencialmente ambiguas nas amplitudes.
Posteriormente a verificacao das relagoes entre funcoes de Green discutiremos relacoes de
simetria e ambigiliidades e entao as propriedades que devem ser exigidas de manipulagoes
e calculos a fim de que as simetrias sejam preservadas e as ambigiiidades eliminadas de
modo consistente.

Nosso objetivo neste capitulo sera entao verificar se as relagoes entre fungoes de Green
estabelecidas no capitulo 2 sao satisfeitas quando utilizamos o resultado explicito obtido
no capitulo anterior para as funcoes envolvidas nas identidades.

Para realizarmos o referido teste, primeiro efetuamos a contragao do resultado explicito
obtido para uma certa funcao de Green, que carrega um indice de Lorentz, com o respec-
tivo momento externo associado ao vértice onde esta localizado o indice vetorial ou axial.
Em seguida promovemos uma reorganizacao do resultado apds a contragao a fim de iden-
tificar a combinacao esperada de outras fungoes de Green, por comparacao com as formas
explicitas obtidas para esta ultimas.

Nesta ultima etapa as relagoes e propriedades que estabelecemos para as fungoes Z’s,

&'s en's, no capitulo 3, serao fundamentais.

6.2 Relacoes entre funcoes de Green para funcoes de
dois pontos

A primeira relagao que verificaremos é aquela envolvendo a fungao T’ ;Y . Contraindo

a expressao (5.11) com o momento externo (k; — k2)" = ¢*, teremos inicialmente

(k}l — kg)u T!YS = -2 (m2 + ml) <(4;)2> [q2 (221 — Zo)}
=2 (ma +m1) Q¢"Auy (N?)

12 (m — 1) {Ilog (32) - (ﬁ) ZO} . (6.1)
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Utilizando a expressao (3.17) do capitulo 3, que nos fornece a redugao de Z; para Zy,

71 (m2'm2 q2'/\2) = =S m? —m3+m3ln —)\2 —m2ln —)\2
b 2q> ! 2 L m?2 27 m3
2 2 2
+(mj—m
+ lg” + (my 2)] Zy (m%; m2, ¢*; )\2) (6.2)

e, em seguida, a propriedade de escala para os objetos quadraticamente divergentes, ex-

pressao (4.39) do capitulo 4

Lpuad (AY) = Tquaa (A3) = (A5 = A) Tiog (X3)

+ ((4;)2) {Af — A2+ A2 (i—%) } (6.3)

ficaremos com
(k1 — k)" T = T (ma, ko) — T% (my, k1) + (my — mg) T, (6.4)

que ¢ a propriedade esperada. Destacamos o carater essencialmente algébrico da veri-
ficacao, a despeito de envolver quantidades, em principio, divergentes.
Agora consideramos a contracao do momento externo com a funcao T’ MAP , para a qual

temos inicialmente

(]{31 — ]{32)“ T;LAP = =2 (m1 — mg) ((41,T)Q> q2 [221 - ZU]
—2(mq — ma) Q¢"Auy (N?)

—2(my +my) ¢ {Ilog (\?) — (@) ZO} : (6.5)

A estrutura é muito semelhante ao caso anteriormente tratado. Os passos para a
verificacao da identidade pertinente sao os mesmos utilizados naquela ocasiao. Obteremos
assim

(k’l — k2)ﬂ T:‘P = —TS (m27 k?g) - TS (ml, ]{31) — (m1 + mg) TPP7 (66)

que é o resultado desejado.
Passamos agora para relagoes envolvendo a fungao T,YVV. Temos duas propriedades

associadas a esta fun¢ao, cada uma correspondendo a contracao do momento externo com
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um dos indices de Lorentz. Contraindo o momento (k; — k2)" com o resultado obtido

para a funcao TLV, dada por (5.16), obteremos inicialmente

4%
qMTMV = qMA/U/

~9g, (m1 - >{Ilog () - [ } }

l A2
—-2¢, | ——= 2 _ | In| — o/
! {( 7r)2} {ml s i n(m ) & n(mi) o 0}

4
+4q? {—Z ] Z
q qv (47‘(‘)2 1

Notando que a contragao

4" A = 44"V, (V)
0" 3Q°Q° + ¢"Q” — Q°¢" + ¢“ "] {Dapp (X°) + gapluw () }
0" 3Q°Q" + ¢"Q” — Q°¢" + ¢“ "] {gavDpu (A?) + ganDp (X*)}
—¢" (QaQp + 4a5) GuvDap (A?)
=2¢" [(\* = m3) + (N = mi)] A (V)
—"Q“Q%gap A (N*) — ¢"0°¢° gap Sy (NV?)

_2qHQMQQAa’U ()\2) - ZqHQyQaAap, (/\2) (68)

pode ser reorganizada na forma

P A = <2 [ md) + ()] A, ()

—4 { KV 0 (A7) — gkﬂk%ﬂmaﬁw (\?)
1 2
+ kR A (V) + gk;lykfkaﬁu (AQ)}

4 {—kng (\%) — %k;gkgkgmam (A%

1 2
+ gkgkgAW (A + §k2yk§k§AﬁM ()P)} (6.9)
e utilizando na expressao da contracao da funcao TLV a relacao de reducao da funcao 2,
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para a fungao Z, encontraremos

[ 1 1 2
QMTZ/V = —4 _kitvﬁw ()‘2) - gkitk?kfmaﬁw ()‘2) + gkitk%AW ()‘2) + gklvkitkaﬂu (/\2)

R (N2 = m2) A (V)]

4 [, (02 SRS D (07) + SR3REA L (V) + Sk MRS A, (V)
(O = m3) A, ()]

+ (my — my) {+2qu (ma —my) {]log (A?) — {(42)2} Zo (ks ko >\2)}

—2(my +ma) Q"AL (N?)

—2g, (my + my) [ﬁ} (22, (Ky; ha; A2) — Zo (ks o A2)] } . (6.10)

E assim podemos identificar na expressao acima
(k?l — k2>ﬂ T;LV = —TIY (ml, ]{31) + Tl}/ (mg, kg) + (m1 - mg) TIYS, (611)

que ¢é a relacao que foi estabelecida no capitulo 2. Notamos que no processo descrito acima
nao realizamos escolhas especificas para as quantidades arbitrarias envolvidas o que nos
leva a concluir que a relagao entre fungdes de Green é mantida mesmo na presenca das
arbitrariedades intrinsecas aos célculos.

A verificacao da segunda identidade, aquela correspondente ao indice v,
(b — k)" T, =T (ma, ka) = T, (ma, k1) + (mq —my) T,° (6.12)

segue caminhos completamente similares e é por fim verificada igualmente satisfeita.

Para completarmos as verificagoes envolvendo funcoes de dois pontos tomamos agora

a funcao T lf‘VA. Apébs seguir os passos utilizados para a fungao T, ,via identificaremos as
relacoes

(kl — kg)u TlﬁlA = TX (MQ, ]{72) — TX (ml, ]{31) + (m1 + mg) T;P, (613)

(k’l - kg)'u Tﬁﬁ,A = —TVV (ml, ]{51) + Ty (mg, ]{32) + (m1 + mg) TVAP (614)
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6.3 Relacoes entre funcoes de Green para funcoes de
trés pontos

Para a verificagao das identidades envolvendo as fungoes de trés pontos escolhemos
algumas representativas para cada classe de amplitudes, ja que a quantidade de fungoes
de trés pontos com um nimero par de matrizes v5 é suficientemente grande para consid-
erarmos todas explicitamente.

VSS
T)\

. . . ~ . ~ A
Inicialmente consideramos a fungao cuja contragdo com o momento (ks — ko))" =

(p+ q)’\ pode ser escrita, com a utilizagao da forma explicita da fungao TV °, expressao

(5.27), como
(ks — k) TV = —2(p+q)* (ka + k3)* Ao (V)
—2(p+9) {Ilog (A3?) - —(4;)2_ [Zo(1,2) + 27, (2,3) — Zo (2,3)
+ [pQ (mq + ms)g} (foo)”
+2(p+q) pa {Log () - (4;)2 [Z(1,3) — 27, (2,3) + Zy (2, 3)]
+ [ 2 — (g + mlﬂ (foo)}}
+2 {(4@2] [(ma +ma)” + (my + m3)* — (my —mg)”] x
{[ 501 —Pq (ﬁlo)] - [p2 (510) —PpPq (501)]}
+4 (p.q) {(4;)21 [q2§01 —(g-p) &0 — P*&10 + (p9) 501} : (6.15)

Onde podemos ver o surgimento natural das propriedades (3.37) e (3.36) estabelecidas

para as funcgoes &19 e &or1;

1
¢’co1 — (p-q) €10 = 5 {—=20(2,3) + Zy(1,3)

+ [92 + (mf - m%)} 600} ; (6.16)
pero — (p@)em = %{—Zo (2,3)+ 2o (1,2)
+ [p* + (mi = m3)] eon} - (6.17)

A utilizacao de tais propriedades permite estabelecer o resultado
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(k’g — k’g))\ T)‘\/SS = _4[quad ()\2) - papAAa)\ ()\2) - (kl + k’g)a (k‘l + k’g))\ Aa)\ ()\2)
2

2 { (= 8) B (02 + [ 55| [t = 2 mta (25) ]}

i {(mg A fg (V2) + M )2} [mg X mi [m_;H }

+2 [(m1 +ms)” — p?] {flog (X*) - {(4;)21 Z (1, 3)}
4w (A) + 00" Dar (W) + (k1 + ka)™ (B + K2)" Aax (V)
TS T )
+2 {(m§ = N?) Dog (X*) + {(4;)2} {mg — X miln %H }
+2 [(m1 + ma)* — ¢ {Ilog (X*) - lﬁ} Zo (1, 2)}
+ (ms — ms) {

+ 2 (my + my) 110g ( ) >:

)zo 1.2)

+ 2 (m1 + mg) [log )\2 (

)ZO 1.3)]
+2{[m1+m3) —p*lmo+ | m)? —¢*]m

+ [(ma +ms)* — (p+@)°] ma} [W] (500)} . (6.18)

=+ 2 (m1 —|— mg) ]log )\2

onde ¢é possivel identificar, claramente, a seguinte relacao entre fungoes de Green:

(ks — k2)/\T,YSS = T (my, ky;ma, ko) — T (my, ky;ms, k3)

+ (m3 — mg) TSSS, (619)

que ¢é a propriedade desejada.

Seguindo um procedimento idéntico ao descrito acima podemos estabelecer também
(ks — ko)  TYPP = TP (my, kyyma, ks) — TP (ma, by ma, ko)
+ (mgy — m3) TPF, (6.20)
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(k1 — ko) TEPY = TPP (my, koymg, ks) — TTF (my, ky;ma, ks)

+ (my —mg) TFFS (6.21)
(kg — kl)“ TEVP = TPP (ml, k'l, ma, kg) — TPP (mg, kg, ms, kg)
+ (m3 —my) TP, (6.22)

Para a fungao Tf A9 teremos inicialmente

(ks — k)" TP = —2p* (k1 + ks)™ Agu (V%)
2040, {1 09 [g5] 2029}
+2p? LLL;)Q} {27, (1,3) — Zo (1,3) + [(ma +m1)?* — ¢*] oo }
+2 (a2 | [(ms + my)? — (ms —my)® — (mg + m1)2] X
X [P2§10 —(p-q) 501}
+4 @ [q2 + (p.q)} [p2€10 — (p-q) 501} . (6.23)

A utilizagao das propriedades (3.37) e (3.36) e mais algumas manipula¢oes puramente

algébricas torna possivel colocar o resultado na forma

(ks — k1)" T,fAS = T (my, ki;ma, ko) + TPF (mo, ko ma, k)

+ (m3 + ml) TPPS, (624)
que é a propriedade desejada. Igualmente facil é verificar

(ky — ko))" TESY = TP (ma, kayma, ks) + T (my, ky;ms, ks)

—f- (m1 —I— mg) TPSP. (625)

Passamos agora para funcgoes contendo dois indices de Lorentz, onde iremos inicial-

mente considerar a relacao envolvendo a contragdo do momento externo (ks — kp)" = p#
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com a amplitude T5)". Utilizando a forma explicita obtida no capitulo 5, expressio

(5.35), para a amplitude em questao poderemos facilmente obter a seguinte igualdade:
puT/fVVV = 2 (m3 + mg)p“AW ()\2)
+2pu (m3 + mZ) ]log ()\2)

)

—4 (m3 + ma) PuMoo

+8p,, (m3 +m2) { (p?) &0 — (p-0) &1 }

=8 (p*) pv [ma10]

—8qy (m3 +m2) { () €11 — (p-q) &2}

—8 (p-q) g [M3&o1]

~4(P%) @ [~ (m + ma) a0 — (1 + ma) Eon + oo

—4(p-q) pu [+ (m1 = m3) §10 + (M1 — m2) §or — Mmoo

+4p, [m1 — mg — Mo fpg (\?)

+2p, {[(m2 — m3)* — (p+ q)*] my — [(m1 —ma)® — ¢*] ms+
— [(m1 —m3)* — p*] ma} oo

—2p, (my —m3) Zy (1,3)

—2py (my —my) Zo (1,2)

+2p, (M3 +ma) Zo (2,3)}, (6.26)

onde é possivel identificar as propriedades (3.38) e (3.39) estabelecidas no capitulo 3 para

as fungoes &z, &11 € pa-

[p*&0 — pgén] = % {=21(2,3) + noo
+(P*+mi —m3) &}, (6.27)
[P2§11 — p~Q§oz] = % 121(2,3) = Zy(2,3) + 21 (1,2)
+ (P> +mi —m3) &1 } - (6.28)
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A utilizacao de tais propriedades além daquelas (3.37) e (3.36) nos permite escrever

pMTEVVV = 42 (m1 - m3) (]{32 + k1>M Auu (/\2)

+2p, (my — mg) {2[10g (37 — [L] Zo(1,3) + Zo (2,3)

(47)?

+ [pQ — (ms3 + ml)Q] 10 + [(p + Q)2 — (ms3 + m2)2} &10

+ [¢® = (m1 —m2)?] (S0 — &10)] }

_2] (=20 (2,3) + 271 (1,2) — Zo (1,2)

+ [+ q)* = (ms + m2)2} o1 — [¢* — (mq1 — m2)2] o1

- [PQ — (m3 + mlﬂ (€00 — 501)] }

-2 (m1 -+ mg) (kg + ]{1)“ ij ()\2)
(4m)?

—2q, (my — my) [Ilog () — {@} Zy (1,2)}

+2 (m3 + mg) (k’g + k?g)u AMV ()\2>

+2 (ml + m?) qv |: :| [_221 (17 2) + ZO (17 2)]

W] [—27,(2,3) + Zy (2,3)]

“20p+a), (ma = ma) [ B () | 155] 2 23)].

+2mm+nuxq+p»[

de onde podemos identificar a seguinte relacao entre funcoes de Green:

<k3 - kl)“ TEVVV = T{)SVV (mlv klu ma, k2) - va (m37 k37 ma, k2)

+ (m3 — ml) TI;S'SV.

A contracao com o indice v nos conduz, seguindo 0os mesmos passos, a

(b — ko) T = T3V (my, kasmg, ks) — T (ma, ky; ms, ks)

2 jz

+ (m1 — mg) vas.

Podemos ainda verificar que

(ks — k1)" T,f,,AA = TP (my, kisma, ke) — TV (Mo, kayma, ks)

+ (m3 + ml) TZZSPA,
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(ky — k2)" TffA = TPV (my, ka;ms, ks) + TfA (ma, k1;ms, k)

+ (ma +my) T (6.33)

Por fim consideramos agora uma funcao com trés indices de Lorentz. Tomamos para tal

TVVV

v - No capitulo 5 vimos que esta amplitude poderia ser escrita em termos

a amplitude

do tensor T),, e de fungoes de trés pontos com um indice de Lorentz, onde obtemos

Ty = 4T + 9T "7 4+ g TV + ga, TV (6.34)

No objetivo de analisar o resultado da contra¢gdo do momento externo (k; — k2)” com
a fungao TXXV deveremos, entao, realizar a contracao deste momento com cada uma
das estruturas do lado direito da expressao acima. Para isso utilizamos os resultados
do tensor, dado por (5.39), e das amplitudes com um indice vetorial, expressoes (5.29),
(5.30) e (5.31). Na contragao do momento ¢” com o tensor 7T}, surgird naturalmente a
necessidade de utilizarmos as relacoes determinadas no capitulo 3 para as funcgoes £'s de

soma n +m = 3 e aquelas envolvendo as fungoes 79, e 119, a saber:

P61~ patn] = 5{-%(23)+%(1,3)

+ (P +mi—m3)éxn}, (6.35)

[P6w —pag] = 5{~70(2,3) +27: (2,3

—7Z5(2,3) + 2101

+ (¢ +mi —m3) &} (6.36)
@6 - patn] = 51%(23)- %(23)
+1ho
[°no1 — (p-@) mo| = % {20°Z5(1,3) — [p* +mi —m3] Z, (1,3)

~2(p+q)° Z2(2,3) + [(p + ¢)* — m3 — m3] Z1(2,3)
+ [qQ +mi — mg] 7700} , (6.38)
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1
[p27710 — (p-q) 7701] = 2 {2q222 (1,2) - [QZ + m% - m%} Z1(1,2)
—2(p+9)" 2 (2,3) + [(p+ 9)* — m3 —m3] 71 (2,3)
+ [pQ + m% - m?,} 7700} ) (6.39)
além daquelas envolvendo as fungoes &'s de soma um e dois ja utilizadas neste capitulo.

A contragao com as demais estruturas nao traz nenhum ingrediente novo. Assim, apés

um longo e tedioso trabalho algébrico ¢ possivel colocar a contracao na seguinte forma:

Ty = +(my—my) Ty, "
+A,5,(2,3)
4
t3 [(p +0) 9 — P+ 9, (p+0) } Log (A?)

—2 (m3 — m2)” gau {flog (X)) — {( 2 } Zo (2, 3)}
—2} m3 In [:ﬂ +(p+4q)°7Zy(2,3)

2

47
i

+4(p+4q),(p+a), [W] Z1(2,3)
p

(0 0+ 0 = 0+, 0+ 0),) | 1] 2223 - 22 23)

| (4;)2
—Agu [m3 — my] [@} Z1(2,3)

—Ay\, (1,3)

4

3 [(pQ) I — pMPA} Tiog ()\2)

+2 (my — ms)® g {Jlog (\?) — [(4;)2} Z (1,3)}

? A2 2
+2gx, {(4@2] {m% — mg + m% In (m_%) — m% In (E%) + (p2) Zo (1, 3)}
7
|20

_4pup>\ (47?)
1 (g0 (%) — pun) [@} (22,(1.3) — 7, (1.3)}
+49,0 [mf — m%} {@1 Z1(1,3).

E deste modo
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(]{31 — ]CQ)V vvv o = T)E;V (m27 ]{?2, ms, k3> - TXLV

Ay

+ (my —ma) Ty, %,

que verifica a relagao entre fungoes de Green procurada.

Do mesmo modo podemos encontrar:

(ks — k)" TYYV = TV (my, ki;ma, ko) — Ty

Ay

+ (m3 —my) T)K,SV

(mlu k17 ms, k?))

(m27 k?) ms, k3)

e
(ks — k) TNNY = TV (ma, kyyma, ko) — T (ma, kyyms, ks)
—f- (mg — mg) T‘L'LSVVV.
De modo similar surgem as relagoes
(kv — k)" Tt = T, (ma, kaymg, ks) — T (ma, kyyms, ks)
+ (mq + mo) TA‘LAPa
(ks — kp)" TA‘;’EA = T3 (ma, kisma, ko) — T, (ma, kayms, ks)
+(my +ma) Ty, ™
e

(1{53 — 1{32)/\ TVAA = TﬁlA (ml, kl, mo, ICQ) — TAA

Apv pv

+ (m3 — mg) ijA

(mh kl? msg, k3)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Com os resultados acima notamos que os calculos e manipulagoes efetuadas para de-

terminarmos as formas finais das funcoes de Green, no contexto do método adotado,

preservaram as relagoes entre funcgoes que identificamos como vinculos entre elas. Nota-

mos também que as relagdes sao mantidas preservadas sem que seja necessario fazermos
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escolhas especificas para as quantidades arbitrarias presentes. Uma vez que estes vinculos
relacionam fungoes de Green com diferentes graus de divergéncia podemos concluir que o
método adotado, alternativo aos usuais métodos de regularizagao, é consistente no trata-
mento das divergéncias no que diz respeito a preservacao das relagoes entre funcoes de
Green das fungoes contendo um nimero par de matrizes 7s.

Embora as relagoes entre fungoes de Green nos sirvam como um teste de consisténcia
para o método de tratamento das divergéncias estas relagoes nao nos fornecem informacoes
acerca de como eliminar consistentemente as arbitrariedades que ainda se fazem presentes
nas formas finais das funcoes de Green. Para isso, sera necessario consultarmos o outro

conjunto de imposigoes sobre as fungoes de Green, que sao as relagoes de simetria.
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Capitulo 7

Ambiguidades e relacoes de simetria

7.1 Introducao

Em solugoes perturbativas de TQC’s os processos fisicos pertinentes a teoria sao de-
scritos, ordem a ordem no parametro perturbativo, por amplitudes fisicas que podem ser
construidas através do adequado uso das regras de Feynman. E, portanto, das ampli-
tudes fisicas perturbativas que devem ser obtidas informacoes sobre as consequiéncias de
um conjunto de simetrias admitidas como relevantes para a dinamica de um determinado
sistema de particulas interagentes. Porém, tais amplitudes fisicas podem estar contam-
inadas por indefinigbes matematicas provenientes de integrais de Feynman divergentes.
Devido a isso, com raras excecoes, no contexto de TQC’s, a fim de que alguma predigao
possa ser construida a partir das amplitudes perturbativas, torna-se necessario primeiro
dar um adequado tratamento para os infinitos ou divergéncias presentes nas solugoes per-
turbativas. Um dos aspectos cruciais associados a este tipo de problema é a possibilidade
de contaminacao das amplitudes perturbativas por ambigiliidades associadas a escolha
tanto dos réotulos dos momentos internos dos loops como da escala comum na defini¢ao
das partes finitas e divergentes das integrais de Feynman. Deste modo, a consisténcia
nos calculos perturbativos de TQC’s passa, invariavelmente, pela eliminacao sistematica

destas possiveis ambigiiidades a fim de que as amplitudes fisicas sejam bem determinadas,
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ou seja, independam de parametros arbitrarios permitindo assim que possam ser interpre-
tadas como conseqiiéncia das simetrias assumidas como relevantes. A teoria passa entao
a ter poder de predicao.

Nos capitulos precedentes fizemos um esforco para tratar as amplitudes perturbativas
escolhidas de modo a preservar as arbitrariedades envolvidas nos calculos afim de nao
comprometer o resultado final das amplitudes com nenhuma particular escolha. Esper-
amos no entanto, que através de uma interpretacao universal para as arbitrariedades seja
possivel elimina-las das expressoes finais das fungoes de Green.

No capitulo anterior avaliamos explicitamente as relagoes entre funcoes de Green e
concluimos que estas relacoes, que sao identidades estabelecidas de modo anterior a in-
trodugao do sinal de integracao, sao mantidas preservadas durante as manipulagoes e
calculos que efetuamos. Tais relacoes sao preservadas ainda na presenca de termos poten-
cialmente ambiguos. Assim, a verificacao destas relacoes nao se mostra uma ferramenta
util no que diz respeito a eliminacao de ambigiiidades, uma vez que nas relagoes que sao
explicitamente verificadas nao é necessario que fagamos restricoes sobre as arbitrariedades.

Nossa tarefa nesse capitulo sera a de tentar encontrar propriedades universais para
as integrais divergentes que permitam a eliminacao consistente de todas as possiveis am-
bigliidades e simultaneamente nos fornecam amplitudes livres de violacoes de relacoes de
simetria. Neste contexto iremos encontrar um conjunto de propriedades que os objetos
divergentes basicos devem satisfazer quando avaliados por alguma regularizagao explicita,
as chamadas relacoes de consisténcia, de modo que todo os termos potencialmente vio-

ladores de relacoes de simetria sejam eliminados.

7.2 Ambigiiidades associadas as escolhas para os mo-
mentos de linhas internas

Ao calcularmos as fungoes de Green escolhidas para fazer parte desta investigacao

notamos a presenca de termos ambiguos, ou seja, termos que sao dependentes de escolhas
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especificas. O mais popular destes casos é a dependéncia com as escolhas dos rétulos
para os momentos das linhas internas dos diagramas contendo loops. Isto ocorre porque
as relagoes de conservacao de energia e momento nao fixam completamente os momen-
tos carregados pelas linhas internas. Pode-se adicionar uma quantidade arbitraria de
momento em todas as linhas internas sem violar tais relagoes de conservacao. Esta pro-
priedade nao é a causa em si das ambigiiidades, uma vez que na construcao de qualquer
TQC a homogeneidade do espago-tempo é uma simetria assumida fundamental. Nos dia-
gramas isto se manifestaria pela invariancia das amplitudes frente a um shift na variavel
de integracao dos loops. O elemento complicador deste esquema simples é a presenca de
integrais cujo grau de divergéncia supere o logaritmico, pois para estes casos os shifts nao
podem ser efetuados impunemente. A cada shift efetuado é necessario a compensacao por
um termo de superficie e com isso as amplitudes podem diferir, em principio, por termos
de superficie quando as rotulagoes dos momentos das linhas internas, que sao escolhas,
diferem. Assim, a menos que propriedades gerais para as integrais de Feynman, capazes
de eliminar consistentemente os termos incomodos, sejam identificadas, de tal forma que
possam ser incorporadas por construcao em regularizagoes, uma simetria fundamental do
espaco-tempo, a homogeneidade, sera quebrada nos célculos perturbativos. As amplitudes
conterao pecas ambiguas. Consequentemente a descricao fenomenoldgica somente podera
ser feita através de ajustes das quantidades indefinidas. Neste quadro nao hé predigoes e
sim ajustes fenomenologicos.

Na investigacao promovida no presente trabalho fizemos um esforgo para caracterizar
de modo claro e transparente os termos que apresentam dependéncia com as escolhas para
os rotulos dos momentos das linhas internas. Para facilitar a andlise deste aspecto vamos
inicialmente reunir todos os resultados para os termos potencialmente ambiguos.

Para as fungoes de um ponto temos

am

(757, = 4mi [k Ay (09)] . (7.1)
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1 1
[T;ﬂ amb 4 {_gk?k?%maﬂw (>‘2> o kﬁvau <)‘2) + §k%k?Aua (>‘2>
+—gkq#k?kﬁAag(A2)4—(A2——7nf)k?ANQ(A2)}. (7.2)

Por sua vez, para as fungoes de dois pontos consideradas neste trabalho temos

[75%] = Q%QAus (X)), (7.3)
[T7F] o = —Q7Q  As (X) (7.4)
(T3] oy = —2 (1m0 = 1m2) QA (N) (7.5)
[T5] gy = —2 (2 101) Q%A (X) (7.6)

™) = % 3Q°Q { D () + gas B (W) + garBn (W) + gl (V) }
% [°Q° — Q°¢”] { Oagi (A2) + gaplyu (A2)
+ gow B () + Goplaw (X°) }
—guwQQ%Nag (\) — QQ%gaply (X?)

—2Q,Q" A (X?) = 2Q,Q Ay (3?) . (7.7)

J& para aquelas funcoes de trés pontos:

[TVSS] = =2 (ks + ks)” Aan (V) (7.8)
[Ty = 2 (k2 + K)® Aax (V) (7.9)
(T7VT) =2kt + k)™ Aau (X)), (7.10)
(T77Y] s = 2 (k2 + k)™ Ay, (X)) (7.11)
(1745 oy = 2 (ke + Kg) Ay (V) (7.12)
(T34 =42 (ks + k2)™ Aau (V) (7.13)
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2 a
AMB — 3 (k1 + k3) [DMW (/\2) + Gar A ()‘2) + GauDow ()‘2) + Gor By (/\2)

- 3gauA)\zx (>\2) - BgAVAa,u ()\2)]
2 ol
_g <k3 + k2) I D)\auu ()\2) + ga)\A;U/ ()\2) + ga,uA/\V ()\2) + gal/A/\,u ()\2)
- 39&)\Auu (>\2> - 3gulea>\ ()\2):|

2 _
-5 (kl + k2)a I D)\auy (/\2) + go&\Auu (A2) + ga,u,A)\l/ ()‘2) + gal/AAp, (/\2)

3
- SQOWA)\“ <)\2) - '?)gAp,Aau (>\2)i| (714)
e
(T anes = (0" ) ani (7.15)

7.3 Ambigiiidades associadas a escolha da escala co-
mum as partes finita e divergente

O tipo de arbitrariedade associada ao que denominamos ambigiiidades de escala nao
costuma fazer parte das discussoes presentes na literatura deste assunto. Este, entretanto
pode ser considerado até mais abrangente que aquele caracterizado na secao anterior. As
razoes para isto podem ser percebidas quando separamos os termos caracterizaveis como
potencialmente ambiguos de escala. Isto pode ser feito considerando as expressoes obtidas
para as amplitudes calculadas e as propriedades de escala dos objetos divergentes e das
funcoes que carregam a parte finita das amplitudes. Mais especificamente, para as fungoes
do tipo Z, definidas no capitulo 3 como,

2

1 2(1_ 2 oy,
e T e e I N GU
1

o parametro arbitrario A\? desempenha o papel de escala para as quantidades envolvidas
nas funcgoes de dois pontos. E possivel, entretanto, mudar a escala através de uma operacao

simples
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1 2(1 _ 2 2y, 2
YT S RN [JLES AT B R
0

_)\%
1 2
In{2), 7.17
Eeat (A%) (7.17)
que significa

2.2 2.2 2.2 2.2 1 A3
Zi (m3ym3, % A\]) = Zp (m;m3, ¢% 03) + In({+ ). (7.18)

k41 A]

De modo semelhante para as fungoes do tipo 1 podemos obter
Tm (M3 M3, 0% m3, % A1) = am (mT;m3, p%5m3, 4% A3)

—l—; In 2 /1 (1—2)"""dz (7.19)
m+ 1 X)) ' '

As duas expressoes imediatamente acima nos permitem converter a escala das partes
finitas de uma inicial qualquer para outra conveniente em qualquer etapa dos calculos.
Por outro lado para os objetos divergentes temos as propriedades encontradas no

capitulo 4;

Dog(A) = Nog(A3) — ((4;)2) In (i-%) : (7.20)
I

quad(N) = Tuaa(A3) + (AT = A3) Tiog (A3)

+ () {02 - o (2} _—

que nos permitem converter a escala das partes divergentes de uma amplitude. As quatro

propriedades acima nos permite caracterizar os termos potencialmente ambiguos de escala.
Para ver isso de modo mais claro consideremos uma funcao de dois pontos, a fungao T,Y S

que é dada por

T;YS = —2(m2+m) (%) du [221 (ml;m27q2§ )\2) — 2% (ml;mg,qQ; /\2)]

(47)
—2 (mz + m1> QQAQH ()\2)

+2 (ms — m1) g, {zk,g () — (@LT)Q) Zo (ma; ma, ¢ v)} | (7.22)
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Podemos converter a escala de \? para uma das massas presentes na amplitude, m3

por exemplo, utilizando

1 2
Zy (m3;m3, ¢35 N%) = Zy (m§;m3, ¢%m3) + s (%) : (7.23)

%) Qu [221 (m3;m3, *sm3) — Zo (mi;m3, % m3)

(4m) ‘
+2 (my —my) qu {Ilog (m3) — (@) Zo (m¥;m3, ¢ m%)}

—2(ma +m1) Q*Aqy (A7) (7.24)

Com isso teremos

T,)° = —2(my+mi) (

A amplitude agora depende apenas de parametros fisicos, exceto pelo tltimo termo,
2 (ma 4+ m1) Q*A,, (A?) que é simultaneamente potencialmente ambiguo de momento e
de escala.

Seguindo esta estratégia podemos converter a escala nas amplitudes calculadas para
identificar aqueles termos que podem violar as propriedades de escala das amplitudes.

Teremos entao

TS (my, ky) = 4m1Lpuag (m2) + 4my [k?kaaﬁ (V)} ,

) 1
TV = 4 {—gk?kf R Basp (X*) = KV (V) + SRIR Ay (V)

b 2R b Ay () + (8 ) K Ay (v)} | (7.25)

TSS = 2 [Iquad (m%) + [quad (m%)}

+2 [(m1 +ms)® — ] {Ilog (m3) — (( 4;)2) Zy (mazma, ¢*; mi)}

+0°¢"Aap (V) + QQ Mg (A7) (7.26)
TPP = -2 [Iquad (m%) + Iquad (m%)}

—2 [(ml - m2)2 - Qﬂ {Ilog (m2) - ((4;)2) Zo (ml; ma, q2; mg)}

—(¢°¢" + Q*Q%) Aus (N?) (7.27)
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TuAP = —2(my —my) ( u ) 22y (my;ma, 4% m3) — Zo (ma;ma, ¢*5m3) |

(4m)”
—2(mg +m1)qy {Ilog (m%) - ((ZLZT)Q) Zy (ml; ma, ¢ mi)}
—2 (ml - mQ) QaAau ()‘2) ) (728)
4
T;X/V = g [guuq2 - QVQu] Ilog (mg)

~4 (0.9 — 9@’ (@) 225 (ma;ma, g% m3) — Zy (ma;ma, ¢%5m3) |
+4q,q, (MZT)Q> Z1 (my;ma, ¢% m3)

20 ( iz ) Ao = 42 (s )}

—2g,u, (M1 — mg)? {flog (m3) — ((427)2) Zy (ma;ma, ¢ mg)}

_4guu (ﬁ) (m% - m%) Zl (mla ma, q27mg)

+ A, (V). (7.29)

E assim por diante para as demais amplitudes. Deste modo podemos caracterizar os

termos potencialmente ambiguos de escala presentes nas amplitudes:

[T 5]y = =2 (m2 +m1) Q% Ay (X)) (7.30)
(78], = 4y [k A (32) ], (7.31)
7)o, = 4] =GR D () — KV () + 4R A ()
# 2Rk )+ OB ) ) (e
[T55]7" = %" Nag (V) + Q°Q°Aus (X)), (7.33)
[T s = = (070" + Q°Q%) Aas (V) , (7.34)
[T = =2 (my — ma2) Q%A (V) (7.35)

(T e = [T

amb mb

— A, (W), (7.36)
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[TV PP = = [TVP]0 =2 (ks + k3)” Ao (A?) (7.37)
(17 oy = = [Ty = 2 0kt 4 K)” A (37). (739
[TV = [T =2 (k1 + k2)® A (A?) (7.39)
[T oy = (L5 oy = 2 (s ma) A, (37). (7.40)
TH oy = =5 )" [ Do O8) 00380 (02) + gy (V) + g (1)
~ Bgapli (A2) = 30380y (V?)]
2

_g (kS + k2)a [D)\auu ()\2) + ga/\Amx ()\2) + gozuA)\V (>\2) + gaVA)\,u ()\2)
- 3904/\A;w ()\2) - 3gMVAOz/\ <)\2)]

2
_g (kl + k2)a [D)\a/u/ (/\2) + gaz\A;w (/\2) + gauAAV ()\2) + gowA)\,u (/\2)

- SgayA)\u (>\2) - 39)\/,LAOLV ()\2)] y (741)
[0 e = [T L (7.42)

E interessante notar agora que existem dois tipos de termos ambiguos de escala. Aque-
les que tém coeficientes ambiguos de momentos e aqueles cujo coeficiente é independente

de momentos ou dependem de combinagoes fisicas dos momentos.

7.4 Relacoes de simetria

A formulagao de uma TQC tem como ponto inicial a construgao da lagrangiana.
Esta é escrita utilizando-se os campos associados as particulas e com base no grupo
total de simetrias que consideramos relevantes para a dinamica dos campos presentes na
teoria. Logo, as simetrias possuem um papel fundamental na formulagao de uma TQC.
O objetivo no estudo de uma TQC é, entao, obter as conseqiiéncias fenomenoldgicas
deste conjunto de simetrias. No presente trabalho associamos as particulas do modelo os
campos espinoriais 1 (x) e ¢ () e na construcdo da lagrangiana implementamos somente

a simetria de Lorentz.
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Com os campos 1 () e ¥ () e com as matrizes de Dirac construimos as correntes j; (z)
definidas em (2.6) - (2.9). Na forma explicita da lagrangiana os campos de interacao apare-
ceriam acoplados a estas correntes. Uma conseqiiéncia dos campos espinoriais obedecerem
a equagao de Dirac, devido ao fato das particulas serem de spin s = 1/2, é que pode-se
construir relagdes entre as correntes j; (z). Tais relagoes, relevantes para a presente dis-
cussao, sao a proporcionalidade entre o divergente da corrente vetorial e a corrente escalar
e a proporcionalidade entre o divergente da corrente axial e a corrente pseudo-escalar. Es-
tas duas proporcionalidades sao a fonte das relagoes de simetria a serem verificadas pelos
resultados finais das fungoes de Green, as Identidades de Ward.

Na tentativa de encontrar restrigoes que fixem propriedades para as integrais diver-
gentes ainda presentes nas amplitudes podemos lancar mao também de teoremas gerais
tais como o Teorema de Furry (TF) [15]. Este teorema estabelece que toda a amplitude
que possuir um numero impar de vetores externos e apenas uma espécie de férmion nas
linhas internas deve se anular identicamente. Logo este teorema pode ser aplicado na
funcao vetorial de um ponto e no limite de massas iguais das fungoes de Green com mais
pontos.

Temos agora um pequeno conjunto de condigoes a serem satisfeitas pelas fungoes de
Green. Elas devem estar de acordo com a simetria de Lorentz, com o TF e devem satisfazer
as relacoes de simetria vindas das relagoes entre as correntes.

E f4cil verificar que os resultados finais das fungoes de Green se transformam corre-
tamente sobre transformacoes de Lorentz, ou seja, o resultado final da funcao T,K/V se
transforma como um tensor de segunda ordem bem como a forma final da fungao T;Y se
transforma como um vetor de Lorentz. Isto porque eliminamos os termos que possuem
integrandos impares nos momentos do loop exigindo que uma distribuicao regularizadora
seja par no momento de integracgao.

Para estudarmos as conseqiiéncias devidas a imposicao do TF sobre as funcgoes de
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Green lembramos, inicialmente, a forma final da func¢ao de um ponto vetorial, que é

1 1 2
T, = 4{—§k?kfkimam (W) =k Vi () + ShERT A (V) + Shi kT Aas (V)

+ (A =mi) kA (M)} (7.43)

onde tanto o rétulo k; como o parametro de escala A sao completamente arbitrarios.
Segundo o TF esta funcao de Green deve ser identicamente nula, independente de escolhas
sobre as arbitrariedades. A escolha do valor k; = 0 garantiria o valor identicamente
nulo exigido pelo TF mas esta é uma escolha particular que nao esta disponivel em
todas as situacoes onde este tipo de funcao estd presente. Assim a unica possibilidade
razoavel de garantir o valor nulo para a amplitude sem escolher valores particulares para as
arbitrariedades é exigir propriedades para as integrais divergentes envolvidas. Isto implica
que apGs avaliarmos os objetos divergentes bdsicos g (A?), Vau (A?) € Ay (A?) com

algum método de regularizacao deveremos exigir que:

[Dag (3] =0, (7.44)
[Vau (A2)]® =0, (7.45)
[Ans ()] =0. (7.46)

Se estas condigoes, que denominamos de relagdes de consisténcia (RC), forem impostas
sobre os objetos divergentes encontraremos que a funcao de Green T/Y serd identica-
mente nula para quaisquer valores das quantidades arbitrarias envolvidas, satisfazendo as
determinacoes do TF. E facil verificar que todas as relagoes de simetria envolvendo as am-
plitudes que calculamos terao como condigoes necessarias as condigoes acima. Tomamos

como exemplo a fungao T’ LV . A relagao entre fungoes de Green estabelecida para ela é
(kl — kQ)VTIYVV = T/Y (mg, k’z) - T;Y (ml, ]{31) + (m1 - m2> T/}/S, (747)

que verificamos satisfeita pelas expressoes obtidas por nds para as trés amplitudes envolvi-

das sem quaisquer restrigoes sobre as arbitrariedades presentes nas respectivas expressoes.
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Por outro lado a relacao de simetria, conseqiiéncia da proporcionalidade existente entre

a corrente vetorial e a escalar, estabelece que o resultado deve ser
(k1 — k2)" T, = (my —ma) T}, ®. (7.48)

Este resultado somente sera possivel se as relacoes de consisténcia forem satisfeitas pois
elas garantem a anulacao das duas funcoes TX presentes na relagao entre fungoes de Green.
Na forma explicita da funcao TLV estes termos estao contidos no termo A, (A\?). Deste
modo as condigbes de consisténcia anulam o termo A, (A\*) que é o termo onde estao
presentes todos os termos ambiguos e violadores da identidade de Ward e corresponden-
temente anulam a fungao de um ponto vetorial TX como exigido pelo TF.

A imposicao das RC permite que definamos a versao consistentemente regularizada

das amplitudes. Como tal teriamos, como exemplos,
T5 (my, k1) = dmiLyuaq (m7) (7.49)

7, =0, (7.50)

TSS = 2 [Iquad (m%) + Iquad (m%)}

+2 [(m1 + ma)* = ¢°] {flog (m?) - <(4W)2> Zy (ml;mz=q2;m?)} (7.51)

TPP = -2 []quad (m%) + Iquad (mg)]

<2 (s = ma)? = ) { i () = (o3 ) 2o s ) | (752

TuAP = —2(m1 —my) ((Z]:)Q) [QZI (m1§m27q2;m?) — Zo (ml;m27q2;m§)}
—2 (mg +my) ‘M {Ilog (m?) - (@) Zo (m1; mg, qz;m?)} ) (7.53)
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4
ZKV = g [g,uuq2 - QVq#} IIOg (mlz)

ot ] (e ) 127 s 52) = 2 o )
+4qp,QV ((427)2) Zl (ml, ms, q2’ m?)

2 (o5 ) Ao = 2 (s )}

—4g,, (@27)2) (mf — mg) A (ml;mg, 7 m?) ) (7.54)

O mesmo pode ser verificado para todas as fungoes de trés pontos consideradas. Apods
a imposicao das relagoes de consisténcia teremos amplitudes livres de termos ambiguos e

tendo suas relagoes de simetria satisfeitas. Como exemplo:

(ks — k)M TV 755 = (my — ma) 755,55, (7.55)
(ks — ko) TV~ = (mg — ) T3, (7.56)
(k1 = ko) Ty "V = (ma —mg) T3V, (7.57)
(ks — k1)" TAZV_)VV (m3 —my) TVHSV (7.58)
(ks — ko) Ty, " = (ma —ma) T (7.59)

Onde a notagao utilizada, V' — S'S por exemplo, indica a soma dos canais direto e cruzado
das amplitudes envolvidas, devido a necessidade de simetrizagao nos estados finais para
satisfazer a estatistica de Bose.

Uma conseqiiéncia adicional das relacoes de consisténcia é a anulacao da amplitude

TV—»VV

s Do limite de massas iguais, de modo consistente com o TF. Para estabelecermos

este resultado devemos primeiro simetrizar os estados finais, isto é, somar as contribuigoes

do canal direto e do canal cruzado e tomar o limite de massas iguais para os férmions. A

fungao de Green 7,)7"" pode ser escrita na forma
TYVY = TVVY 4 g, TVPP 4 g0 TPVP 4+ g, TFPV. (7.60)
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Representando a fungao tri-vetorial simetrizada nos estados finais por 7,7.""" teremos

TV — TVVY (ks ks k) + TV (L Do L) (7.61)

Ay Ay v

onde, para o canal cruzado os momentos internos arbitrérios satisfazem: (I3 —1;) = q e

(Iy — I3) = p. Deste modo

v = T (0.0) + 9TV 0,0) + 9TV (0,0) + 93T (,4)

+ T (0, 0) + 9 TP (4,9) + o LYY (0.p) + 90T (q,p) (7.62)

No limite de massas iguais é facil verificar que

TV (p,q) = =TV (¢,p) (7.63)
7" (p.q) = =TV (4.p), (7.64)
7"V (p,q) = =T, (¢,p) (7.65)
€
7;\#1/ (p7 Q) = _7—)\;1,1/ (Q7p> . (766)

Com isso teremos o resultado

AY;VV =0, (7.67)

exigido pelo Teorema de Furry.
Se nao tivéssemos utilizado as formas consistentemente regularizadas teriamos a pre-

senca de termos violadores, todos quantidades ambigiias.

Com isso podemos concluir a investigacao a que nos propomos neste trabalho.

109



Capitulo 8

Conclusoes

Com o objetivo de investigar aspectos relacionados a consisténcia em célculos per-
turbativos de TQC, no capitulo 2, estabelecemos um modelo e delimitamos um conjunto
de amplitudes sobre as quais construimos nossa investigacao. As amplitudes escolhidas
foram as funcoes de Green de um, dois e trés pontos, ao nivel um loop, construidas com
propagadores fermionicos massivos. Com isso ficamos apenas com divergéncias ultravio-
letas nas amplitudes. Além disto selecionamos dentre as amplitudes possiveis do modelo
apenas aquelas com um ntimero par de matrizes 5 de Dirac, deixando a discussao das am-
plitudes anomalas para outra ocasiao. Isto tudo porque delimitamos como objetivo para
este trabalho a caracterizagao das ambigiiidades de escala e o estudo do possivel papel
desempenhado por estas na construcao de uma estratégia consistente para manipulagoes
e calculos envolvendo amplitudes contendo divergéncias. A delimitacao desta arena de
estudos nos proporciona também a possibilidade de utilizar a RD como referéncia, ja que o
calculo das amplitudes escolhidas pode ser efetuado no contexto desta técnica. A técnica
que utilizamos tem, entretanto, a pretensao de ir além pois, por construcao, as limitagoes
existentes para a aplicagao da técnica da RD, tais como o calculo de amplitudes pseudo-
tensoriais em dimensoes espago-temporais pares ou o calculo de amplitudes em dimensoes
espaco-temporais fmpares, nao estao presentes no contexto da técnica adotada para a

realizacao da investigacao.
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Para efetuar o pretendido estudo, principiamos por construir uma sistematizacao para
escrever os resultados para as partes finitas das amplitudes calculadas, no capitulo 3.
Todos os resultados para as fungoes de dois e trés pontos puderam ser escritos em ter-
mos destas fungoes. As manipulagoes necessarias para a verificacao das relagoes entre
fungoes de Green e das relagoes de simetria (identidades de Ward) também puderam ser
enormemente simplificadas pois tais operacoes puderam ser colocadas em termos de pro-
priedades das func¢oes usadas na definicao da sistematizacao que adotamos. Portanto, uma
das conclusoes importantes deste trabalho refere-se precisamente a utilidade e eficiéncia
da metodologia propiciada pela identificacao das fungbes Z’s, &'s e n's e de suas pro-
priedades. Sem esta sistematizagao seria praticamente inviavel boa parte das operacoes
realizadas, particularmente aquelas envolvendo fungoes de trés pontos.

Para o tratamento das integrais de Feynman divergentes adotamos uma estratégia
alternativa aos métodos usuais de regularizacao, o que foi detalhadamente discutido no
capitulo 4. A idéia principal da referida estratégia é evitar o comprometimento dos re-
sultados, em passos intermediarios, com escolhas particulares para as arbitrariedades en-
volvidas. Integrais divergentes nao sao, de fato, calculadas. As formas originais das
integrais divergentes, provenientes das regras de Feynman, sao manipuladas com o uso de
identidades de modo a produzir uma soma de termos divergentes e finitos tal que a parte
que depende dos momentos internos do loop esteja contida apenas naqueles finitos. E pre-
cisamente nesta separacao que aparece o tipo de arbitrariedade associada a ambigiiidade
que denominamos ambigiliidade de escala. Isto ocorre devido ao fato de, em principio, a
cada vez que uma integral divergente é separada, em uma soma de termos com diferentes
graus de divergéncia, existir uma arbitrariedade nesta separacao. A fim de levar em conta
tal arbitrariedade nas operacoes de separacao, introduzimos um parametro arbitrario,
com dimensao de massa, que termina desempenhando o papel de escala tanto para as
quantidades fisicas presentes na amplitude, tais como momentos externos (bilineares) e
massas, quanto para as integrais divergentes, uma vez que a unica quantidade mantida

no interior das integrais divergentes, remanescentes depois da separacao, com dimensao,
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é o parametro arbitrario. A exigéncia de que o resultado final independa do parametro
de escala, como o faz o integrando original de uma integral de Feynman, leva a restrigoes
sobre a forma regularizada das integrais divergentes bésicas ou a propriedades de escala
para tais objetos. Tais propriedades funcionam como restricbes que uma regularizacao
deve satisfazer a fim de que tenha uma chance de produzir resultados consistentes para
o calculo perturbativo em TQC. As propriedades de escala identificadas permitem que
todas as operagoes envolvendo as pecas (finitas e divergentes) de uma amplitude possam
ser manipuladas algebricamente de modo exato. Na verificacao de relagoes de simetria
as manipulagoes envolvem ligagoes precisas entre funcoes finitas e suas propriedades de
escala com os objetos divergentes basicos. Nao ha, em nenhum momento, tomada de
limites e expansoes onde termos divergentes dominantes sejam comparados com outros
de menor importancia permitindo que estes tltimos sejam descartados. Todos os ter-
mos sao mantidos de forma que quando os termos dominantes se cancelam os termos de
ordem imediatamente inferior possuam significado exato, diferentemente do que ocorre
no contexto de regularizagoes usuais. O conceito associado a arbitrariedade de escala
permite que se estabeleca uma observacao definitiva sobre termos violadores de simetria
no céalculo perturbativo: todo termo potencialmente violador é ambiguo. Isto porque em
certas amplitudes, como, por exemplo, o tensor de polarizacao do vacuo da QED, na
auséncia do conceito de arbitrariedade de escala, temos a presenca de termos violadores
da invariancia de gauge que nao dependem dos momentos internos. Estes portanto, nao
sao ambiguos quanto & escolha de tais momentos. Com a discussao que promovemos foi
possivel estabelecer que estes termos sao ambiguos de escala.

No que diz respeito a consisténcia global dos calculos perturbativos, concluimos, de
modo claro e transparente, que se as denominadas relagoes de consisténcia nao forem
satisfeitas por uma eventual distribuicao regularizadora, teremos amplitudes ambiguas de

escala, de momentos e com suas simetrias fundamentais violadas. Satisfazer as condicoes

[Dag (A?)]™* =0, (8.1)
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[Vau (A)]™* =0, (8.2)

[Aap (A)]** =0 (8.3)

¢é condigao necessaria para a consisténcia nos calculos perturbativos de TQC. Na verdade
esta é a justificativa para o sucesso da RD e do método de Pauli-Villars (PV), onde estes
métodos se aplicam. Nestes, as condi¢oes acima sao satisfeitas, automaticamente na RD
e por construgao no método de PV. O que parece claro, depois das investigacoes, ¢ que
uma regularizagao explicita nao se torna necessaria para nenhum propdsito em célculos
perturbativos em TQC. Apenas as propriedades acima para as integrais divergentes mais
as propriedades de escala, em adicao obviamente aquelas duas de cardter geral assumi-
das que sao o carater par no momento do loop e a existéncia de um limite de conexao
bem definido, parecem ser necessarias. Os objetos divergentes irredutiveis remanescentes
nao necessitam ser explicitados. Em procedimentos de renormalizagao eles sao absorvi-
dos integralmente [11]. Em caso de ajustes fenomenoldgicos no contexto de teorias nao
renormalizaveis, apenas parametrizagoes gerais fornecidas pelas propriedades de escala
sdo necessarias [20].

Em face a estas constatacgoes, uma questao relevante emerge naturalmente: como
sao descritas as amplitudes anomalas no contexto do método que brota das investigagoes
promovidas? Esta pergunta é natural ja que na descricao tradicional, as violagoes de iden-
tidades de Ward nas formas adotadas para tais amplitudes na construcao do mecanismo
de cancelamento de anomalias no modelo padrao, ambigiiidades estao entre os ingredi-
entes invariavelmente utilizados [18]. Como, em conseqiiéncia das relagoes de consisténcia,
as ambigiliidades sao eliminadas, desaparece o principal ingrediente utilizado que é a es-
colha conveniente de ambigiliidades. Embora os detalhes nao tenham sido apresentados
no presente trabalho esta verificagdo foi efetuada de forma detalhada [12]. Os resul-
tados mostram uma surpreendentemente simples descricao das anomalias triangulares.

Naturalmente, mesmo com a eliminacao dos termos ambiguos, a as amplitudes AVV e
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AAA emergem dos calculos com suas formas adequadas ao mecanismo de cancelamento
de anomalias. Mais especificamente, na amplitude AVV sao satisfeitas as identidades de
Ward vetoriais e o teorema de baixa energia (relacionado ao decaimento do Pion no limite
de massas iguais) e a identidade de Ward axial aparece violada com o valor correto para
o termo anomalo.

Por fim, poderiamos nos questionar pelas perspectivas para aplicagoes do método
utilizado no presente trabalho em futuras investigacoes. Dentre as intimeras possibili-
dades, aquelas mais atraentes e interessantes estao no contexto de situacgoes nao atendidas
pela RD. Entre estas, o estudo de anomalias em diferentes dimensoes espago-temporais
(pares). Estudos realizados [10], e em andamento [12], indicam que as anomalias podem
ser descritas adequadamente, mesmo em dimensoes onde teorias com férmions de spin
1/2 sdo nao renormalizdveis (6D, 8D, 10D...), aplicando-se absolutamente o mesmo pro-
cedimento utilizado no presente trabalho. O mesmo ocorre com calculos em dimensoes
espago-temporais impares. Em qualquer desses casos, mesmo nao sendo possivel a renor-
malizacao da teoria correspondente, é possivel obter amplitudes livres de ambigiiidades e
preservando as simetrias fundamentais. Vislumbra-se assim, entre outras, possibilidades
importantes de aplicagoes em teorias supersimétricas. Outro terreno que tem se mostrado
de grande fertilidade é o contexto de teorias (efetivas) ndo renormalizaveis [21]. Isto tudo
além, é claro, da reformulacao dos tratamentos dados usualmente a teorias fundamentais
(renormalizaveis). A possibilidade de descrever todas as amplitudes de todas as teorias
e modelos com a utilizacao de uma tnica e universal estratégia para o tratamento das
divergéncias intrinsecas ao calculo perturbativa em TQC, por si s6 é muito estimulante.
Levando em conta que tal estratégia evita consistentemente; ambigiliidades, violagoes de
causalidade e unitariedade, violacoes de relagoes de simetria e fornece uma adequada e
natural descricao de anomalias, simultaneamente, prescindindo do cédlculo em si de inte-
grais indefinidas, para qualquer propdsito, passa a restar pouca divida no que diz respeito

a correteza do ponto de vista conceitual assumido.
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Apeéendice A
Algebra das matrizes de Dirac

No capitulo 2 construimos as densidades fermionicas escalar, pseudo-escalar, vetorial,
axial e tensorial utilizando os campos espinoriais massivos e um conjunto de matrizes.
Estas sao as chamadas matrizes de Dirac que sao um conjunto de matrizes 4 x 4 que
satisfazem a algebra nao comutativa de Clifford. Uma vez que estas matrizes estao pre-
sentes nas correntes, as quais os campos se acoplam, elas estarao também presentes na
lagrangiana, nas fungoes de Green e, consequentemente, nas amplitudes fisicas perturba-
tivas. Neste contexto, ao longo do desenvolvimento das investigagoes acerca do modelo
considerado somos levados a utilizar propriedades e identidades que estas matrizes obe-
decem. Neste apéndice iremos detalhar estas propriedades e identidades que se mostram
fundamentais para o nossos objetivos neste trabalho.

Comecamos por definir as matrizes que formam o conjunto das matrizes de Dirac.

Estas sao 4 matrizes v, 4 x 4 que obedecem a algebra nao comutativa de Clifford:
(" =AM = 20" (A1)

onde g,,, ¢ o tensor métrico do espago de Minkowki:
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1 0 0 0

, 0O -1 0 0
g = , (A.2)

0O 0 -1 0

0 0 0 -1

e I é a matriz identidade 4 x 4. Definimos também uma matriz que possui a propriedade

de anticomutar com todas as matrizes v,, esta ¢ a matriz 5 definida por:

5 ]

_ " v.o B
T

T e A G (A.3)

onde e ¢ o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita.
Obviamente que nao existe somente um conjunto de matrizes que satisfazem a dlgebra
de Clifford, de modo que podemos escolher trabalhar com uma das representacoes possiveis.

Fazemos a escolha:

10 0 O 0O 0 01
01 0 0 0O 0 10
7 = : v = ,
00 -1 0 0 -1 0 0
00 0 -1 -1 0 00
0 00 — 0O 01 O
- 0O 0 2 O - 0 00 —1
’y - - )
0 0 0 -1 0 0 O
—1 0 0 0 1.0 O

1

0

0
1

0
0

E facil verificarmos as seguintes propriedades:




VYt = =2, (A.5)

Yy® =1, (A.6)
Vot = =y, (A7)
YooY =0, (A.8)
VuTas = =i (Guats = GtV — Eap" V) » (A.9)
onde:
Oap = % (Va8 = V87a) - (A.10)

A contragao das matrizes de Dirac com quadrivetores do espaco-tempo é representada

por:
k= kA", (A.11)

e conseqiientemente teremos:
k p+ p Kk =2kp, (A.12)
Vu At K = 2k, (A.13)
VR =0 K+ 2k, (A.14)
VR =— & (A.15)

e:

VED A=k a=240F (A.16)

Para encerrarmos este apéndice vamos analizar os tracos das matrizes de Dirac, os

quais surgem quando estamos analizando as fungoes de Green. Os tragos sao dados por:

Tr(w) = 0 (A.17)
Tr(vw) = 49w, (A.18)
Tr(vuvwe) = 0, (A.19)
Tr (Vv Yey8) = 4(9was = Guadup + gusdva) » (A.20)
Tr (v wypYavs) = 0O, (A.21)
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Tr (WY1 Ye) = 4{(9aw9up — 9apGuw + Jangsy) 9o
(9wIus — 9789 + 9ru98v) Gpa
(97w9ap — 9rs9ar + Ira9sv) Gpu
(97Yan — IauJav + IraGur) 9ps
(97890n — 9rudas T+ IraGus) Gov} »
Tr(vs) = 0,
Tr (vsv) = 0,
Tr (v5%Y) = 0,
Tr (5% Yavs) = 0,
Tr (V7Y Ye¥8) = 4i€up0,

Tr (V7 YaV8Y) = 0,

Tr (757,u'7u'7p707>\77') = 4 {gpcr)n'g,uu — EvorrYup + EuorrYuvp

+5,uzxp7—ga)\ — EuvprYor + g,uzzpog)\'r} .

(A.22)
(A.23)
(A.24)
(A.25)
(A.26)
(A.27)

(A.28)

(A.29)

Estes sao os resultados necessarios acerca da algebra das matrizes de Dirac que se

mostram interessantes no presente trabalho.
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Apeéendice B

Parametrizacao de Feynman

Um dos objetivos do capitulo 2 foi escrever as fungoes de Green de um, dois e trés

pontos como uma combinacao de integrais de Feynman. Estas integrais sao da forma:

7772000 S d4k k#kl’”'k/\
(In) B / @2m)* [(k+ k) —m3] [(k+ka)® —m3] ... [(k + kn)* —m%] (B-1)

E fécil observarmos, atrdves da contagem de poténcias do momento de integragaon
k, que algumas destas integrais podem ser divergentes e outras finitas. A possibilidade
da existéncia de integrais divergentes nos obrigou a adotar um método para manipulacao
destas estruturas matematicamente indefinidas. Neste ponto vimos que com a adoc¢ao
de uma distribuicao regularizadora implicita e o uso de identidades puramente algébricas
poderiamos separar a parte divergente da parte finita de uma integral de Feynman. A
parte divergente destas integrais pode ser escrita como uma combinacao de somente cinco
estruturas divergentes bdsicas. Ja a parte finita foi integrada usando-se para isso os
métodos usuais de integracao. O objetivo deste apéndice estd em elucidar a primeira
parte da solucao das integrais finitas, que é a Parametrizacao de Feynman.

Tal estratégia consiste em utilizar as identidades:

! (n— 1)!/da:1/dx2.../d:z:n[ O(1 = 2y @) - (B.2)

ai1ay...0y, a1T1 + o2 + ... + AnTy

para reescrever os integrandos. Na expressao acima os as sao os propagadores dos campos

correspondentes as linhas internas dos diagramas ou estruturas do tipo (k% — )\Q)L. Porém

119



a identidade acima nao compreende todas as possives formas que poderemos encontrar
nos integrandos, pois podemos nos deparar com integrais onde L > 1 ou até mesmo
onde os propagadores podem aparecer repetidos. Neste caso devemos encontrar uma
identidade analoga a acima mostrada para procedermos a parametrizacao. Para isso
basta que derivemos a expressao acima em relagdo a algum dos parametros a;s. Deste

modo teremos:

51— 0
_nl/dxlfd:zzg /dxn Lim T — (B.3)
alag .Qp, [a121 + agxo + ... + QT

Com o uso destas relacoes, e outras que podem ser deduzidas a partir destas, podemos

construir a lista de identidades que sao necessarias para procedermos a parametriza¢ao

das integrais finitas que surgem ao longo do presente trabalho. Esta lista é formada pelas

relagdes:
% B /01 [(b—j);ra]” (B4)
% N 2/01 [(b(i ;)z)j—za]?” )
ﬁ a 3/01 [(b(l—;)zﬁz‘“ (B6)
% - 4/01 [(zfl—;;jtizclﬁ (B1)
% N 2/016&/012 [(c—a)z+c(lg—a)y+a] (B:8)
ﬁ - 6/0 dz/o ) [<c—c§)1z_+y(b__z);;z+a] (B:9)
1

abed 6/01d2/01_zdy/01_y_z [(C—a)z+(b—aciz+(d—a)x+a]4’ (B0

_ . (1—y—2—x)dx
GQde 24/d/ dy/ [(c—a)z+ (b—a)y+ (d—a)z+a] (B.12)

A titulo de exemplo apliquemos a parametrizacao de Feynman a integral:

_/ d*k (k2 + 2ky.k 4+ X2 — m2)
(2m)" (k2 = X2)° [(k + ko)* — m3]

(B.13)
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que surge na solugao da integral de Feynman (I3). Notamos que o denominador possui a

forma a?b e deste modo utilizamos a parametrizacao:

! 1
%:2/0 (1_Z>dz[(b—a)z+a]3'

Onde:

b = (k+k)* —mi.

Assim teremos:

(b—a)z+a:(k:+k:gz)2+k§(1—z)z+()\2—mg)z—)\2.

Definindo entao:

K = k+kez,
H = kK(1-2)z+(N-mj)z—\.
Logo:

OH

Substituindo na integral teremos:

1 A4k (—2k22 + k2 + X2 — m2 + 2ko .k
A:—Q/ (1—z)dz/ 4( 22 + 2;— 3m2+ 2-k)
0 (2m) k"2 + H]

Y

1 oH [ d'k 1 Ak
A:—Q/ (1—z)dz{—/ i~ 3+2k2/ i 3
0 0z ) (2m)" [k? + H| (2m)" [k + H|

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

} . (B.19)

Apo6s obtermos a forma acima para uma integral de Feynman finita devemos proceder

com a integracao no momento do loop k, e para isso utilizamos a integracao dimensional.
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Apendice C

Integracao Dimensional

No apéndice anterior consideramos o primeiro passo para a solucao das integrais fini-
tas que surgem na analise das fungoes de Green presentes neste estudo, a parametrizacao
de Feynman. Para encontrarmos a solucao final destas integrais falta-nos, ainda, estudar
a integracao dimensional, que é o objetivo deste apéndice.

Com o uso da parametrizacao de Feynman é possivel colocar os integrandos em uma

forma geral, qualquer que seja a integral. Esta forma geral é do tipo:

(C.1)

/ Ak (1 ke, kuky, k2, bk, )
2m)t [ +2Q-k— H?"

Para que nao seja necessario determinarmos a solugao de um conjunto destas integrais
podemos solucionar a mais simples delas e entao encontrar um método para determinar
a solucao das demais a partir da solucao desta primeira.

Partimos em busca da solucao da mais simples das integrais vindas da parametrizagao

de Feynman, que é a integral:

d'k 1
= / (2m)* [k? 4 2Q - k — H?|* (©2)

O denominador pode ser reorganizando na forma:
(K> +2Q k- H?) = (k+Q)* — (Q*+ H?), (C.3)

e uma vez que estamos analizando integrais finitas podemos realizar um shift na varidvel
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de integragao sem nos preocuparmos com termos de superficice. Realizando o shift:

K =k+Q, (C.4)
juntamente com a defini¢ao:
M? = Q* + H?, (C.5)
a integral tomara a forma:
d*k' 1
I= : C.6
| e (0
Agora fazemos uma extensao n—dimensional do espaco dos momenta:
d"k 1
I = . C.7
/ (2m)™ (k2 — M2)* (€.7)

Uma vez que este espaco dos momenta é um espaco tipo Minkowski, teremos:

d"k = dkodk,dk;...dk,, = dkod"k, (C.8)
K= k2 — K2, (C.9)
K=k + k) + ...+ K2, (C.10)

onde m =n — 1. Assim a integral ficara:

" 1
I= /d k/dko [kg— e ( (C.11)

A integragao em kg pode ser realizada no plano complexo. Notamos no entanto que

os poélos do integrando estao situados sobre o eixo real, mas podemos escrever a integral

I da seguinte maneira:

. 1
1(Q,n) = /d k/dko [kg— R (C.12)

que faz com que os pélos estejam situados, no plano complexo, nos pontos:
ko = —(k* + M*)'V? e (C.13)
ko = (K2 4+ M*)V2 — e (C.14)

123



bo = —(k*+ MHWYE 4 e \

. By
L

Y ko = (K® + M*)V2 e

Com o contorno C' escolhido, a integral de f(ko):

1

f(ko) = {k% B [(k2 4 M2)1/2 B i€]2}a

: (C.15)

se anula. Observemos ainda que f(ky) cai abruptamente com ky grande (tanto quanto
a>1). Isto é:

_ 1

lim [f (ko)] = —=. (C.16)

k0—>00 k:(2)a
Entao a contribuigao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as con-

tribuigoes sobre os eixos. Fazemos a conveniente mudanca de varidvel:
kO ’ ikm—i—ly (C]_?)

com k,+1 real. Com isso a integral em kg fica:

+i00 +00
/  dkof (ko) =i / Akt | (ikmasn) (C.18)
+1i00 +o0
/ dkof (k‘o) - Z/ dkarl 27 (Clg)
—i00 —o0 [(ikm+1)2 _ ((Kz + M2)1/2 —ie) }
+i00 +o00
[ aws ) =i Bt . (c)
e > [kan + ((K2 +M2)'? - ie) }

Isto quer dizer que passamos, na pratica, de um espaco dos momenta tipo Minkowski

para um espaco tipo Euclideano n—dimensional, e assim:

kﬂ = (kl,kg,...,/{?erl), (C21)
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K =k + k3 + ..+ k2, (C.22)
d"k = dkidks...dk,, 1.

A relaca@o entre as integrais nos dois espacos é dada por:

d"k 1 d"k 1
=(=1)"% . C.23
e T s e
Agora expressamos as coordenadas deste espago Euclidiano n—dimensional dos mo-

menta em coordenadas polares:

4
k1 = ksenf,,senb,,_1...senflysenby,

ko = ksenf,,senb,,_1...senbcosb,
(C.24)

2 2 "

\ ki1 = kcosO,,.

Logo o elemento de volume seré dado por:

) 21 T T
/d”k:/ k:mdk/ dé’l/ sen92d92.../ sen™10,,d6,,. (C.25)
0 0 0 0

A integral nos momenta toma a forma:

27 T T 0 kmdk
I=(-1)% m=tg db,, . C.26
(1) 2/0 d91/0 senfydfhy /0 sen™ 10, do /0 202 —ice ( )

Nos preocupemos agora em realizar as m integracoes nos angulos 6,...6,, para depois

integrarmos no momento k. Usando entao os seguintes resultados:

"o — L) T (75)
/Osen 0do = ri+z) (C.27)

r G) — (C.28a)

Obteremos:

2 T s s
/ db, senQQdQQ/ sen203d03.../ sen™10,.d0,, =
0 0 0 0

o [LQTO] TGO Y] [P T
Bl I(1+3) T(1+1) I (1+1)
[F ()T (m‘é“)]
I (Z5)
_ Coym)m
= W; (C.29)
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ou seja, obtivemos:

/ Q,, = Q(W)TH. (C.30)

Voltando com este resultado para a integral:

_1\—as mT-H 00 2 mT_l 2
= =D . / (k) = dk” (C.31)
(2m)m 0 () Jo o (B2 4 M?)e
a qual, usando a expressao para a fun¢ao Beta de Euler [19], fornece:
1)) T (T (o — (™t
[ D T - (52) .
(2o (257) () (") ()
Como m + 1 = n, teremos:
1) (o —
I= (=)™ 50‘ ;) — (C.33)
(2)T () (M2)~ % () 1= (57)
ou ainda:
(=1)7l (o — 2)
1 2/ C.34
(A P (a) (1) (€30
A forma da expressao justifica a defini¢ao:
n = 2w, (C.35)
que entao nos fornecera:
Tl
I iMa —w) (C.36)

(4m)“T () (—Q* — H?)om’
que é o resultado desejado. A presenga da func¢ao I'(a — w) nos diz que o resultado obtido
é valido para a > w, ou seja, para integrais finitas. A solugdo para as demais formas

genéricas que aparecem em (C.1) podem ser obtidas a partir desta. Por exemplo, se

desejamos calcular:

Pk k,
hn= / 2n)= (2 120 -k — H) (C37)

derivamos ambos os lados de I em relacao ao momento externo (), e obtemos:

A2k k,, B i (—)(a+1-w)Q,
| Gt - (<4w>w) Mot @ —mpon (O
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Definindo o/ = o + 1, uma vez que « é arbitrdrio, temos:
) )

d?“ I k# _ 1 (—)F(a — W)Qu
/ 2m)% (k> +2Q - k — H?)> ((47r)“’) T(a)[—Q% — HZo—w (C.39)

Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras solugoes necessarias para

os calculos das integrais que surgem na avaliacao das funcoes de Green.
A seguir apresentamos os resultados para as formas genéricas (C.1) encontradas nos

calculos das fungoes consideradas neste trabalho.

>k 1 B i (o — w)
/(QW)% (k2 +2Q -k — H?)> <(4W)w) T(a)[—Q? — H2" (C.40)
/ A2k k, _ ( i ) (—)T (Q_M)Qu
(2m)* (k2 +2Q - k — H?)> (47)* ) T(a)[-Q? — H?]o—’
A2k k. B i Q,Q,T(a — w)
/ (2m) (k2 +2Q -k = HA)e (<4w>w) [m)[_@ —Hoe
1
2

1 [MNa—w-—-1)
e

/ (;lj;fw (k2+2Qk-2k;—H2)a B ((4;)w) [r(a)c[gircg(f - ;qu]a—w "

(C.41)

wl'la—w—1)
e (e
Ph R (90 [ Qu@uQaT(a—w)
/ (2m)% (k2 +2Q -k — HY)~ ((47T)“’> {F(a)[—QQ — e
1 MNa—w-—1)
+ §<5uuQa + 5anu + 5(1”@”)1—‘(04)[—@2 . Hz]a_w_1:| ) (044)
2k K2k, (i Q2QuT (o — w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)> ((47T)”> {F(@)[—QQ —He
12w +2)Qul(a —w — 1)
+ 2 M0 — B 1 , (C.45)
d*k ko ko ks N QuQ,QuQsl(a —w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)> <(47T)‘”) {F(@)[—Cy — e
+% (6/.LVQOtQﬁ + 5#&@1/@,@ + 5#,3@1/@0[ + 5an,uQ,@+
Na—w-—-1
+6,5QuQ0 + 605Qu Q) P(a)[_%Q - g )
1 Na—w-—2
+ Z(dozuéﬁy + 6aﬁ5uu + 5auéﬁu)r(a)[_(oégz _UJHQ]O)éwz ; (046)
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4k K kokis B i Q02Q Qﬁr a— w)
/(27r)4 (K2 +2Q - k— H?)> ((47r)‘“> [r (@)—Q2 —io=
1
2

(2w +4)Q ﬁ+5aﬂQ) (@a—w-1)
[(a )[ — H?Jomed

H(2w + 2)das0 (0 — w — 2)
o I(a)[-Q2? — H2)a—w—2 } ) (C.47)
2k k4 B i Q4F(a _ w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)> (47r)°’> [F(oz)[—@ “Feew
(2w + 2)Q2F(a —w — 1)
T Oz)[—QQ — H2]a—w—1
ww+ 1)Na—w—2)
F(a)[_Q2 _ H2]a—w—2:| (C.48)
E interessante notar que decorrem destes resultados as seguintes propriedades:
>k
) / Wf(kQ)k# = zero, (C.49)
de/{? w d2wk.
“)/ (2m)% amy ke () = g2w / (2m)2 K2 f (k) (C.50)
. d*k 1 .
iil)/ (27T)4_kukykakﬁf(k2) et D) (JapGpw + Gongsy + gaygﬂﬂ)/ s LR (k).
(C.51)

Os resultados deduzidos acima sao suficientes para a solugao de todas as integrais de

Feynman consideradas no presente trabalho.
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