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Resumo

Em 1977 Sudarshan mostrou que, na mecanica quantica, a observacao continua de um
sistema instavel (N observagoes durante um intervalo de tempo finito, levando N a infinito)
pode torné-lo estavel. Como qualquer sistema fisico sempre interage com os modos do
vacuo, é possivel encontrar uma evolugao nao unitaria somando sobre os graus de liberdade
do campo, o que faz com que o sistema tenha uma probabilidade de decaimento nao nula,
mesmo se continuamente observado. Para isso é usado o modelo de um sistema de dois
niveis interagindo com um campo escalar preparado no vacuo de Minkowski. Usando os
argumentos usuais do paradoxo de Zenao quantico é possivel mostrar que este sistema

tem um decaimento puramente exponencial, como esperado classicamente.
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Abstract

In 1977 Misra and Sudarshan show that, in quantum mechanics, the continuous obser-
vation of an unstable system (N observations in the finite interval T, taking N to infinity)
can make it stable, they called that the quantum Zeno paradox. If this system interacts
with the vacuum modes, we find a non-unitary temporal evolution summing over the
degrees of freedom of the field, resulting in a decay probability, even when continuously
observed. In order to prove this the studied model is that of a two-level system coupled
with a scalar field, respectively prepared in the excited state and in the vacuum state.
Following the usual arguments of the quantum Zeno paradox it is possible to show that

this system exibits an exponential decay, as classicaly expected.
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Capitulo 1

Introducao

O problema da medida na mecanica quantica ainda levanta controvérsias. Este é
normalmente caracterizado pelo acoplamento do sistema quantico de interesse com um
aparelho de medida macroscépico e classico. Este acoplamento leva ao heuristico “colapso
da fungao de onda” - como descrito por von Neumann [1] - causando descoeréncia no estado
do sistema e levando a descricao nao-local da funcao de onda em um correspondente
classico. Misra e Sudarshan [2] mostraram, usando a teoria de von Neumann, que dado
um sistema quantico instavel, a observacao continua deste pode torna-lo estavel. Por
exemplo, um atomo instavel nunca decairia. Obviamente esta previsao foi considerada
como paradoxal, levando os dois a nomear esta situagao de “paradoxo de Zenao quantico”
(“quantum Zeno paradox”) em analogia aos famosos paradoxos de Zenao de Eléia, aluno
de Parménides [3]. Em um de seus paradoxos Zenao descreve Aquiles correndo contra a
tartaruga: dado que a tartaruga comece a corrida antes, Aquiles nunca conseguira alcanga-
la por mais rdapido que seja, ja que sempre que chega na posicao em que a tartaruga estava
ela j4 caminhou mais a frente, ad infinitum, ou seja, Zenao dividiu o trajeto de Aquiles em
diversas partes discretas para chegar a esta conclusao. Misra e Sudarshan, analogamente,

dividiram a observagao continua do sistema em N observacoes discretas dentro de um
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intervalo de tempo finito T. Ao levarmos /N a infinito o resultado paradoxal que o sistema
instavel se torna estavel é encontrado. E importante ressaltar que um resultado préoximo
a este ja havia sido encontrado a bastante tempo atras por Khalfin [4].

O limite de observagoes continuas é considerado por muitos nao fisico por violar o
principio de incerteza entre energia e tempo. Se as observagoes sao feitas com um intervalo
de tempo nulo entre elas, a incerteza na energia seria infinita [5] [6], logo este limite
deveria ser considerado apenas como uma idealizagao matematica [7] [8] [9]. Esta questao
é bastante discutida e depende da interpretagao das relagoes de incerteza (especificamente
a auséncia dos operadores que levariam a esta relagao).

Note que o limite N — oo nao é necessario para observarmos mudancas no dacaimento
segundo a construcao do paradoxo [10], pois para valores muito grandes de N poderfamos
ainda observar um desvio do decaimento expenoncial esperado. Para observar este efeito,
modelos de observagao de um sistema quantico sao usados [11] [12], e alguns autores
afirmam ter observado o resultado em laboratério [13]. Modelos de medida para a andlise
do paradoxo de Zenao quantico devem ser tratados com cuidado, pois existe uma grande
diferenca entre congelar a evolucao de um sistema com interagoes microscépicas ou utilizar
o acoplando do sistema com um objeto macroscopico cldssico. Na referéncia [7] os autores
propoem uma nomenclatura diferente para cada um dos casos: “quantum Zeno effect”
para o primeiro e “quantum Zeno paradox” para o segundo, ou seja, apenas o segundo
caso ¢é realmente inesperado, um paradoxo. Os autores afirmam que o primeiro caso,
mesmo que capaz de congelar a evolucao do sistema, é “inerentemente razoavel”.

Qualquer sistema em evolucao interage com o mundo a sua volta. E possivel blindar

um sistema de forma que este possa ser considerado classicamente isolado, mas uma
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blindagem perfeita nunca é possivel. Um sistema sempre ira interagir com os modos do
vécuo, onde o valor esperado de um campo ¢ pode ser nulo mas < ¢? > nao é (oscilagoes
do campo sempre existem). Desta forma somos motivados a estudar o paradoxo de Zenéo
quantico com o sistema em questao interagindo também com o vacuo [14] [15].

Para estudar o paradoxo de Zenao quantico de um sistema interagindo com o véacuo
utilizaremos um sistema de dois niveis (um qubit) interagindo com um campo bosonico.
O sistema observado é o qubit e para isso calculamos a evolucao do sistema reduzido.
A observacao é feita através da interacao do qubit com um aparelho cldssico, o qual
nao esta descrito dinamicamente, podendo ser percebido apenas pelo colapso da funcao
de onda do qubit, onde este colapso é tratado como instantaneo. Nao existe nenhum
interesse aqui de discutir o processo pelo qual a medida é realizada, ou seja, como a
informacao do qubit é transferida para o detector ou como o colapso da funcao de onda
acontece. Uma vasta literatura sobre o problema de medida da mecanica quantica pode
ser encontrada nas referéncias [16] [17] [18] [19] [20]. Obviamente um colapso descrito por
algum processo dinamico nao instantaneo nao permitiria uma observacao continua, ou ao
menos modificaria uma descri¢ao de tal processo.

O estudo de sistemas instdveis comegou com os trabalhos de Gamow [21] e Weisskopf
e Wigner [22]. A evolugao destes sistemas pode ser dividida em uma parte inicial Gaus-
siana, uma exponencial para tempos intermedidrios e uma lei de poténcia para tempos
longos [10] [23] [31]. A evolugdo quadratica no tempo na parte Gaussiana é que tem
como consequéncia o paradoxo. Por isso o que deve ser analisado na evolugao do sistema
interagindo com o vacuo é seu comportamento para tempos pequenos. O problema de

interesse é quando um sitema de dois niveis é preparado no estado excitado e o campo
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escalar com o qual ele interage é preparado no vacuo. Para aplicar os argumentos usuais
do paradoxo de Zenao quantico devemos calcular a probabilidade de decaimento para
pequenos tempos do sistema reduzido do qubit. Apesar deste calcuo ja existir na liter-
atura, existem consideracoes que nos levam a necessidade de um novo calculo, como sera
discutido.

Vamos discutir rapidamente alguns trabalhos importantes que nos baseamos para os
calculos que iremos apresentar. Svaiter e Svaiter discutem nas referéncias [25] [26] a
evolugao de um sistema de dois niveis interagindo com um campo escalar supondo um
acoplamento fraco entre os dois. Estes autores fazem o calculo da taxa de transicao
do sistema de dois niveis para diversas situagoes sem utilizar o uso da aproximacao de
ondas girantes (“rotating wave approximation”). Nao usar esta aproximagao é de grande
importancia, como serd discutido mais adiante. Ford e colaboradores [27] discutem como
a presenca de uma ou duas superficies refletivas (espelhos) alteram as flutuagoes do vacuo,
modificando os processos radioativos a temperatura nula e também a temperatura finita.

Nesta tese sera usada a convencao ky =c=h =1
1.1 O paradoxo de Zenao quantico

O paradoxo de Zenao quantico é uma consequéncia da evolugao quadratica no tempo
na probabilidade de decaimento de um sistema instavel. Supondo que o sistema seja
preparado em um estado |a) que nao é auto-estado da Hamiltoniana, entao sua probabil-
idade de permanecer neste mesmo depois de um tempo ¢ é dado pelo operador unitario
de evolugao temporal, que depende apenas da diferenca to — t1, ja4 que o sistema tem

invariancia temporal:
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P(t) =|{ale™ a)[, (1.1)

Para um tempo suficientemente pequeno podemos expandir esta probabilidade, en-

contrando uma dependéncia quadratica no tempo

Pt)=1- 2 + .., (1.2)

onde 7,1 = [(a|H?|a) — (a| H|a)?2.

Ao medirmos que o sistema continua no estado |a) depois de um intervalo de tempo
AT, a funcao de onda do sistema ird colapsar para o mesmo. Supondo que o colapso
seja instantaneo e que a evolucao do sistema seja Markoviana, ou seja, a probabilidade
nao depende de sua histéria passada, a probabilidade de decaimento para um segundo
intervalo A7 serd exatamente a mesma. Desta forma, a probabilidade de que o sistema

seja medido N vezes no mesmo estado inicial |a) é

o= [p(5)] =[5 (5« 13

onde T'= NAT. Ao levarmos o limite para observacoes continuas N — 0o, obtemos

T2
P(T) = lim P™(T) = lim exp (— ) =1 (1.4)

N—o0 TgiN’
ou seja, ao observarmos continuamente um sistema instavel, este se torna estavel.
Nesta derivagao do paradoxo de Zenao quantico fizemos uso de um colapso da funcao
de onda instantaneo, mas isto ndo ¢ necessario como mostram os autores na Ref. [7].
Supondo que a Hamiltoniana tenha um auto-estado fundamental |b), e que (alb) = 0,

depois um tempo o sistema sera encontrado no estado
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[W(T)) = exp(—eHT)|a) = a(T)|a) + B(T)]b), (1.5)

e a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado inicial é

P(T) = |a(T)[". (1.6)

Se nao supormos nenhum colapso da funcao de onda, o estado do sistema combinado

com o detector neste instante 1" é dado por

[¥(T)) = a(T)]a) @ [Ag) + B(T)|b) © |As), (1.7)

onde |Ag) e |A;) sdo estados ortogonais do aparelho de medida. Este estado combinado
nao contém “misturas” do tipo |a) ® |A;) porque o detector é classico.

Digamos que realizamos duas medidas durante o intervalo 7', uma em 7'/2 e a outra
em T. Entdo, tomando a Eq.(1.7) para T/2 e aplicando o operador de evolugao para o

resto do intervalo, obtemos

[W(T)) = a(T/2)e " |a) @ |Ag) + B(T/2)e T2 ]b) @ |Ay). (1.8)

Com isso a probabilidade de encontrar o sistema em |a) no tempo 7' é

P(T) = [(aAo(T))[* = [(aAo|a(T/2) exp(—HT/2)|aAo) +

{ado|B(T/2) exp(—HT/2)[bA,) 2, (1.9)

e com isso, usando a ortogonalidade dos estados |A), temos
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P(T) = |{(aAo|a(T/2) exp(—1HT/2)|ady)|* =
= |a(T/2){ads| (a(T/2)]a) + B(T/2)[b)) " =

= |a(T/2)|*. (1.10)

Com a mesma andlise para um intervalo com N observagoes, cada intervalo entre as

medidas durando T'/N, a probabilidade fica

P(T) = |a(T/N)?". (1.11)

Para uma probabilidade de decaimento exponencial

la(t)]? = e 1 (1.12)

a Eq.(1.11) nao representa problema algum, mas para uma probabilidade de decaimento
dada pela Eq.(1.2) sim, tendo como resultado a Eq.(1.4). De forma geral, um decaimento

qualquer pode ser expandido como

(> = (1 — kT™ 4+ ...). (1.13)

Para medidas realizadas em intervalos de T'/n suficientemente pequenos, teremos a prob-

abilidade final

P(T)=1—KI™n'"™. (1.14)

Neste caso temos diferentes regioes a serem consideradas. Para m > 1 temos o paradoxo

de Zenao quantico, enquanto para 0 < m < 1 o decaimento é, pelo contrario, acelerado
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por medidas frequéntes. O tnico caso nao modificado é o caso exponencial, onde m =1

Entao o paradoxo de Zenao quantico é consequéncia puramente de uma evolugao
quadratica no tempo dada pela mecancica quantica, sem qualquer necessidade de usar
colapso da funcao de onda, como a construgao original de Misra e Sudarshan leva a crer
e como o problema normalmente é tratado. Observe que para evitarmos a suposi¢ao
do colapso da funcao de onda é necessario supor um acoplamento com um aparelho de
medida classico, onde o estado total ira refletir este fato.

No capitulo 2 serao discutidos modelos expérimentais para medir o paradoxo de Zenao
quantico. No capitulo 3 sera discutido rapidamente a quantizacao do campo escalar e sua
Hamiltoniana, em um segundo momento discutiremos modelos de interacao entre um
campo escalar e um sistema de dois niveis. No capitulo 4 a probabilidade de decaimento
para tempo finito sera calculada em duas situcoes diferentes e os resultados usados nos
argumentos usuais do paradoxo de Zenao quantico (Eq.(1.11)). As conclusoes sao apre-
sentadas no capitulo 5. No apéndice A apresentamos a construcao original do problema
como feita por Misra e Sudarshan. No apéndice B, a solucao de Block e Berman é ap-

resentada e discutida. Lemabramos que neste trabalho estaremos utilizando a notagao

h:kB:c:l
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Propostas experimentais

2.1 Experiéncia com um sistema de 3 niveis

Um possivel experimento para medir o paradoxo de Zenao quantico foi proposto por
Cook [28], sem assumir o limite N — oo. Este autor argumenta que alguma diferenca
do decaimento deveria ser observada. O experimento foi realizado por Itano, Heinzen,
Bollinger e Wineland [13], que afirmaram ter medido experimentalmente o paradoxo de
Zenao quantico com sucesso. O experimento foi seguido de muitas discussoes para final-
mente chegar a conclusao de que, apesar da taxa de decaimento ser modificada assim
como o provisto pelo paradoxo, este nao equivale exatamente a situagao contemplada por
Misra e Sudarshan, e pode ser compreendido usualmente dentro da mecancica quantica.

O experimento consiste em utilizar nao um sistema de 2 niveis, mas 3, o terceiro
servindo como um suporte para realizar a medida sobre em que nivel o sistema esta.
Isto é feito se a transicao do terceiro nivel para o segundo for proibida ou desprezivel
comparada a transicao para o primeiro, como seria possivel utilizando uma cavidade
adequada. Com répidos pulsos levando o sistema do estado inicial ao terceiro nivel,
este ira decair rapidamente de volta ao estado inicial emitindo um féton, que pode ser

detectado. Se, por um outro lado, o sistema nao estiver mais no estado inicial, nenhuma
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transicao ira ocorrer, devido a energia do pulso corresponder apenas a primeira transicao.
Suponha entao um sistema com niveis de energia F; < FEy < E3 e uma onda plana
de frequéncia w = Ey — F4, fazendo com que o sistema oscile entre os niveis 1 e 2. Na

aproximagao de ondas girantes, o sistema pode ser definido pelo vetor de Bloch

Ry = pa+ pi2
Ry = i(p12 — p21)) (2.1)

R3 = pgg—pllEPQ—Pl

onde p é a matriz densidade do sistema. A evolugao deste é dada por

R=wxR, (2.2)

que, com a condicdo inicial R(0) = (0,0, —1) (o sistema esta iniciamente no estado 1),

resulta na solugao

R(t) = (0, sinwt, — coswt). (2.3)

Escolhendo T' = 7/w, apenas o estado 2 estard populado no final, ou seja, Py(T) = 1.
Com os pulsos wy = E3 — Ej e a transicdo 3 — 2 proibida, a absorcao-emissao
corresponde a uma descoérencia dos diferentes ramos da funcao de onda, fazendo com
que os termos R; o se tornem rapidamente zero. Ou seja, os termos fora da diagonal da
matriz densidade, as superposicoes, se tornam nulas. Se um pulso é emitido em 7 = 7/Nw,

entao
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R(7) =RY = (0,0, — cost/N). (2.4)

Supondo que a cada pulso emitido encontra-se um féton detectado, ou seja, o sistema é

encontrado no estado 1, depois de N pulsos em intervalos A7 = 7/Nw, temos finalmente

R(T) = R™) = (0,0, — cos™ 7/N). (2.5)

Entao, as probabilidades de encontrar o sistema no nivel 1 ou 2 no tempo 7', é

1 1
PN = 5[1 +RM) = 5[1 — cos™ /N]|

1 1
Pl(N) = 5[1 — RgN)] = 5[1 + cos™ 7 /N]. (2.6)

No limite N — oo temos que a unica probabilidade nao nula é de o sistema ser
encontrado no estado 1, ou seja no estado inicial, invertendo a situacao resultante de uma
evolucao livre.

Este resultado foi considerado como um exemplo do paradoxo de Zenao quantico, e
medido com sucesso por Itano et al. Mas se analisado com cuidado, fica é6bvio que este nao
corresponde ao paradoxo, ou seja, que o sistema, colocado em um estado inicial instavel,
permanece neste estado indefinidamente, enquanto estivermos observando. Como con-
sequencia do sistema consistir de transigoes induzidas e nao expontaneas, a cada instante

ele sofre o fénomeno de repopulagao. Na primeira medida, temos

R;(gl) = —cosm/N = Pg(l) — Pl(l)

p _ 2 ™ 2.7
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PV = sin?
> sin” o

Agora observe a probabilidade de encontrar o sistema no estado inicial na segunda medida:

R;(f) = —cos’w/N = PQ(Z) — P1(2)

PO cost T4t T )
) cos 2N+sm 5N (2.8)
PO o T os T

0 SI0° o7 C08” o

A probabilidade de encontrar o sistema no estado 1 depois da segunda medida consiste de
duas contribuicoes, a primeira é a de interesse, onde o sistema nunca saiu do estado 1. A
segunda contribuicao muda Pl(z) adcionando a transicao 1 — 2 — 1, ou seja, a probabili-
dade de que o sistema seja encontrado no estado 1 mas tenha passado intermediariamente
pelo estado 2.

Desta forma podemos ver que a experiéncia feita por Itano e colaboradores nao se
adequa a proposta de Misra e Sudarshan. Esta considera a probabilidade de encontrar o
sistema no estado inicial no tempo final, independentemente do caminho feito no intervalo.

Na referéncia [29] os autores mostram que, para um nimero N de observagoes feitas

em um intervalo T, temos as probabilidades segundo as distribui¢oes binomiais

(N) N . on T o(N-n) T
PT) = n%m (n ) sIn™" o cos N (2.9)
e também
(N) N\ . o2n T 2(0N-n) T
Py(T)=1— n§par (n ) sin™ o cos N (2.10)

onde }, . ¢ a soma de todos os termos pares comegando em zero.



Capitulo 2. Propostas experimentais 13

Estas expressoes para as probabilidades correspondem ao estado final igual ao inicial

PQ(N)), independente do caminho feito, um resultado conceitualmente

(ou diferente para
diferente ao de Misra e Sudarshan, que é obtido mantendo apenas os termos de ordem 0,

ou seja

M(T) = cos™ 2.11
Py(T) = cos oN" (2.11)

Este problema de repopulagao no decorrer do caminho das medidas ¢ uma consequéncia
para qualquer sistema cuja evolucao temporal é oscilatéria, onde nenhuma precaugao foi
tomada para evitar este problema. O tunico real decaimento existente no problema é
ignorado no problema, funcionando apenas como uma forma heuristica de incluir um

modelo de medida, que é a transicao 3 — 1.
2.2 Experimento com spins

Outra proposta para medir o paradoxo de Zenao quantico faz uso do spin de néutrons
[30], e nao sofre de problemas de repopulagao. Um experimento similar foi proposto por
Peres [31], que utilizou fotons, no lugar de neutrons. Seguimos aqui o desenvolvimento
exposto na referéncia [10].

O experiménto consiste em um feixe de neutrons em uma dire¢ao y que passa por
diversas regioes com um campo magnético B, com componentes apenas na direcao z,

para chegar finalmente a um detector Dy. A Hamiltoniana de interacao é dada por

H = uBoy, (2.12)

onde p é o médulo do momento magnético do néutron e oy a primeira matriz de Pauli.
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Os néutrons tem uma velocidade v e o percurso total comprimento [, passando por N
regices de campo magnético, resultando em um periodo T'= N7, 7 = [ /v, de interagao,
onde iremos desprezar o periodo em que os néutrons passam pelas regioes sem campo.

Supondo que o sistema esta inicialmente no estado

po=pr =TT (2.13)

o estado do sistema, depois de uma evolugao de ty = 0 até ¢, sera

1 1 1 1
p(t) = COS2(§wt)pTT + sinz(gwt)pu - icos(iwt) Sin(iwt)p” + H.C, (2.14)

com w = 2uB. Se escolhermos N7 =T = (2m + 1)7/w, m € N, entao
p(T) = pu (2.15)

Entre cada regiao de campo magnético, é colocado um espelho, separando as partes
da onda incidente de spin up e spin down, a segunda sendo levada a um detector D; em
cada um dos casos, de modo que sabemos se o feixe que continua até o detector Dy ainda
contém spins up. Para apenas um detector colocado no final, mas ja com os espelhos

colocados, apenas a parte de py; continua, e o que chega ao detector Dy ¢

P(T) = 0, (2.16)
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para T' = (2m + 1)7/w, mas no caso em que existe um colapso em cada regido com os

detectores intermediarios, temos

o) = [eost )]y = [eost ()] o (217)

ou seja,

lim pf™M(T) = py;

N—o00

lim PM(T) = 1. (2.18)

N—o0

O mesmo resultado pode ser obtido sem o uso de projetores, como foi implicitamente
usado acima. Para isso, como ja foi discutido, basta acoplar o sistema com um aparelho

classico de medida. Neste caso, o estado inicial dos néutrons e detectores é

N
=t = (G @ pi) @ @ [[ o7, (2.19)

=1

onde & = |¢o)(¢o|, ¢o sendo o pacote de onda dos néutrons, viajando na diregao y, e J?j
a matriz densidade inicial do detector D;. O estado final, depois do feixe passar pelos

espelhos e detectores é

E?t:(COS )£0®pTT®UF ®H01
7j=1
T N
sin Tchos = ”f>€k®pu®af°®oﬁ®ﬂaf : (2.20)
k=1 J#k

onde o primeiro termo corresponde a deteccao do spin up, enquanto os outros detectores

permanecem intactos, e o segundo uma soma onde o k-ésimo detector mediu o spin down,



Capitulo 2. Propostas experimentais 16

com todos os outros intactos (inclusive Dy). A matriz densidade acima néo contém termos
fora da diagonal, como consequéncia das medidas serem ideais. Podemos escrever a matriz

densdade como

Nppy 0 0
o s2N=2p |
=tot : 2 2N—4
Eri = : s°c Pl , (2.21)
2
o ce S"P1L
onde esta sendo usada a notagao ¢ = cos ;3 € § = sin 5. Também podemos calcular a

matriz densidade para o caso onde nao exite colapso da fungao de onda. Se retiramos os

detectores j = 1...N, restando apenas o detector final, temos, com o estado inicial

[07) = [do) @] 1), (2.22)
o estado final
[ = o) @ | 1) + (—iscY ow) —iscN Fono1) — - —isl)) @ | ). (2.23)

Este estado final corresponde a uma matriz densidade com elementos fora da diagonal

nao-nulos, ou seja, ignorando momentaneamente o spin por simplicidade, temos

2N isc?N7l g5V oo sl
_is?N-1  22N-2 22N-3 . 2.N-1
o 2N-2 2 2N-3 _2,2N-4 ___ _2,N-2
pij = 18C s°c s“c s%c ) (2.24)
—isclV s2eN-1 g2cN=2 ... s2

Observe que os elementos da diagonal sao idénticos. Especificamente, a probabilidade de
encontrar os néutrons com spin up é a mesma, e levando N — oo, as duas se tornam

idénticas e igual a
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pir 0

0 0

E?iij’ Pij — 00
0 0

o

0

0

oo oo -

17

(2.25)

ou seja, com colapso ou nao, no limite de observacoes continuas a evolugao do sistema é

congelada, e o paradoxo de Zenao quantico é consequéncia direta da mecanica quantica.



Capitulo 3

A Hamiltoniana de um sistema de
dois niveis interagindo com um
campo escalar

3.1 Quantizacao do campo escalar

A Hamiltoniana do sistema fisico que estamos interessados em discutir é composta das
Hamiltonianas livres do campo e do qubit, além da Hamiltoniana de interacao. A Hamil-
toniana do campo ¢é escrita de forma bastante simples, como uma soma de Hamiltonianas
de infinitos osciladores harmonicos quantizados, o que pode ser demonstrado utilizando
as relagoes de comutagao canodnicas [¢(x,t),7(x/,t)] = 20%(x — x') e as expansoes do
campo ¢(x) e de seu momento canonicamente conjugado 7(x). Seguiremos aqui uma
abordagem um pouco diferente. A Hamiltoniana de um campo escalar classico pode,
como serda demonstrado a seguir, ser escrita como uma soma de osciladores harmonicos
classicos independentes. Por serem independentes estes osciladores podem ser quantizados
separadamente.

A Hamiltoniana do campo escalar aqui considerado é dada por

18
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H = /d?’:z:’H = /dgx BWZ(X, t)+ ;(V¢(x, )2+ V(p(x,1))|.(3.1)

Estaremos trabalhando com o caso em que V(¢(x,t)) = 0. Este campo obedece a
equacao de Klein-Gordon sem massa (9,0")¢(x,t) = 0, e pode ser expandido em uma

base de ondas planas, ou seja,

o(xt) =3 q(t)e™™, (3.2)

k

assim como seu momento canéonicamente conjugado

7(x,t) = gpk(t)e’k'x. (3.3)

Agora usamos estas expansoes em cada um dos termos na Hamiltoniana, o primeiro é

72(,8) = 13 (pelt) pro () 0<H%) (3.4)

k Kk

e o segundo

(Volx, 1) =33 ((1)%k - K qu(t) quo(t)e ). (3.5)

k kK

Como a integracao é apenas sobre X e apenas as exponenciais possuem tal dependéncia,
a densidade Hamiltoniana ¢ facilmente integravel, resultando em deltas dx _x/, e a Hamil-

toniana total ¢ dada por

(et psc)) + K axc(t) a-x(0)) (3.6)

N | —

-y
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Com a imposigao de que o campo escalar seja real (¢*(x,t) = ¢(x,t)), podemos ver

que

Z ¢ ™ Z ge’™ (3.7)

ou seja, qx = ¢ ou ¢* . = qk, o que significa que ¢ (t) ¢_k(t) = |q(t)[*>. O mesmo pode

ser encontrado para py, resultando na seguinte Hamiltoniana

(k@) + B [a(®)]?) , (3.8)

N | —

H=>

Kk

ou seja, uma soma de infinitos osciladores harmonicos independentes (com massa igual a

1). E importante observar que em nenhum momento foi necessério utilizar o comutador

de gi(t) com pi(t). Com isso, se quantizarmos cada um destes osciladores independen-

temente, a Hamiltoniana quantizada serd escrita como uma soma de Hamiltonianas de
osciladores harmonicos quantizados, ou seja,

t 1

H = ;Wk(ak ax + 5), (3.9)

onde os operadores de criagao e aniquilacao obedecem a seguinte algebra

[ax, GL/] = Ok

[, ] = [af, al,] = 0. (3.10)

Usando os operadores de criagao e aniquilagao para cada modo do campo escalar, a

expansao para campo em ondas planas fica escrita como
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bz, t) = g Nic (a(t)e™™ + al (e ) , (3.11)

onde Ny é uma constante de normalizacao. Para o caso do campo livre, a dependéncia
temporal de al () e ax(t) ¢ trivial, e os campo e momento conjugado podem ser escritos

da seguite maneira

P(x,t) = Ny (akeﬂlm + a;f(e”m> ,
K

m(x,t) =Y Nie(—1wy) (ake_’k” - aLem> : (3.12)
K

onde kx = ktx, = wxt —k - x e wx = VK2 +m?
Para a quantizacao de osciladores harmomicos, temos o espaco de Fock para os au-

toestados da Hamiltoniana, de modo que

alln) = Vn+1n+1)
aln) = /nln — 1), (3.13)

onde |n) é o autovetor que satisfaz

Hin) = (n+1/2)w|n). (3.14)

Da mesma forma, a Hamiltoniana do campo escalar quantizado obedece a

Da mesma forma que um oscilador harmonico quantizado tem seu menor estado de
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energia com autovetor a|0) = 0, definimos o estado do vdcuo de um campo como sendo

aquele onde

a0y =0 Vk (3.16)

O vacuo de um campo é composto pelos menores estados de energia de cada um dos

modos do campo, ou seja,

10, M) = |0k, ) ® |0k, )., (3.17)

onde |0, M) é o viacuo como visto por um observador inercial em um espago plano.
3.2 Hamiltonianas de interacao qubit-campo

Apoés apresentarmos a Hamiltoniana do campo livre, analizaremos as Hamiltonianas do
sistema de dois niveis livre e a Hamiltoniana de interacao. As duas serao discutidas nesta
secao. De modo mais geral as Hamiltonianas discutidas envolverao A sistemas de dois
niveis, onde cada um dos sistemas nao interage diretamente entre si, apenas atraves de um
campo escalar quantizado em uma cavidade (os modos do campo sao discretos). Para o
problema em questio basta tomar A" = 1. O espaco de Hilbert do campo é H®) e o espaco
dos qubits é H(@), de forma que o espaco de Hilbert total é dado por H®) @ H@. Logo,
a Hamiltoniana total, dada em termos das Hamiltonianas do campo H g, da Hamiltoniana

dos qubits Hg, e das identidades de cada espaco Ip e I ¢

H=Hp ® Iog+1p ® Ho+ Hy,. (3.18)
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A Hamiltoniana do j-ésimo qubit tem os seguintes autovalores e autoestados:
HE i) = w|i);, (3.19)

ou seja, usando a ortogonalidade dos autoestados da Hamiltoniana, podemos escreve-la
como

Hy =Y W/ (1) (i]);. (3.20)
A Hamiltoniana de sistemas de dois niveis pode ser convenientemente escrita em termos de
operadores de criagao e aniquilagao, em analogia ao campo escalar. Para isso, definimos

os operadores de Dicke o0 O'a) and 0(;) para cada qubit como

oy = 5 (12) (20— 1)),
oty = (12)(1]);, (3.21)

oz = (1)(2);

o6 05)] = 200,
P(ZM@)] = ol (3.22)

oG] =~
Com estes operadores, é trivial mostrar que a Hamiltoniana (livre) de cada qubit pode
ser escrita como
Hg) — QW a(zj) + ;(ng) + wéj)), (3.23)
onde QU) = wéj ) wy ). Podemos mudar a energia por uma constante %(w? )+ wéj )) para

ficarmos com a Hamiltoniana do qubit com a forma mais compacta

HY =Y ot (3.24)
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O modelo mais simples, facilmente generalizado para o caso que desejamos é o de

apenas um qubit interagindo com apenas um modo do campo escalar

Ip ® HY + Hp ® Ig+ HY =

Ig ® QU of;) + wo ala @ Ig+g (a + aT> ® (O'(—;) + 0@), (3.25)

onde as contribuigoes qubit livre e do do campo livre (primeiro e segundo termos do lado
direito) estdo com suas energias modificadas por uma constante (a constante que some da
Eq.(3.23) resultando na Eq.(3.24) e a energia de ponto zero do campo).Também temos
a uma constante de acoplamento g entre o campo e o qubit. A generalizacao para N

sistemas ¢ trivial, e a Hamiltoniana é dada por

N ) N )
I3 ®Y HY +Hz © Ip+ Y. HY =

J=1 Jj=1

N N
Ip® > QY o(j) +wo a'a ® Ig+ (a + aT) ® —L > (J(J;) + U(_j)), (3.26)
j=1 \/Nj=1

onde a soma para os N qubits é escrita explicitamente como
N
i) 2 1) =z N) _z
Zl oy =00l @1 ©..01+..+1010...010 QWaty,,  (327)
J:

onde 1 ¢ a identidade do espago de Hilbert de cada qubit.

Neste momentos vamos discutir rapidamente sistemas fisicos conhecidos como ger-
adores de estados emaranhados. Para isso é necessario introduzir na Hamiltoniana um
termo de intercao direta entre os qubits. Por exemplo,

2
Hq =Y Hejy ol @ 0y (3.28)
i#]
Enquanto os qubits nao interagem diretamente (podem interagir através de um campo),

o espago de Hilbert é gerado pelo conjunto de estados [g1) ® |g2),]91) ® |e2),|e1) ®
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|g2),]€e1) ® |ea), onde g e e indicam os estados fundamental e excitado respectivamente.
Com termos do tipo Eq.(3.28), o estados |g1) ® |ea) e |e1) ® | g2) nao mais sdo parte

da base de autoestados do sistema, devendo ser substituidos por

(ler) @ 1g2) +191) @ [e2))

(ler) ® [g2) = [g1) © |e2)). (3.29)

Voltando para Eq.(3.26), uma possibilidade de simplifica¢ao é supor a aproximacao de
ondas girantes (rotating-wave approximation), ignorando termos que nao conservam en-
ergia, ou seja, os dois termos de interagao que contém operadores de criagao (aniquilagao)
para tanto o campo como o qubit.

A Hamiltoniana do modelos de Jaynes-Cummings [35] é
I ® HY + Hy @ Io+ HY =
Ig @ QU —|—woaa ® IQ—i—g<a ® a(j)—l—aT ®a(3)) (3.30)

A Hamiltoniana ¢ trivialmente generalizada pra N qubits e para todos os modos do

campo, sendo escrita como

Ip ®QZO‘O +Zwkakak®_f@+\/_zz<ak®a —i—ak@a()) (3.31)

j=1 =1 k

Uma outra possivel Hamiltoniana de interagao é o modelo proposto por Di Vicenzo
[36] para o estudo da influéncia de descoeréncia em computadores quanticos, onde um

qubit interage com um campo bosonico através de

[B X HQ—l—HB ®[Q—|-H[:
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Iy ® QU'Z—FZwka,TCak RIlg+g)>, (az—i-ak) ® 0%, (3.32)
k k

Neste trabalho usaremos o modelo onde a Hamiltoniana de interacao € linear tanto no

campo como no qU.blt
HI =)\ <m21 O'Jr + Mg o + O'Z(mgg — m11)> & (,0($), (333)

onde m;; = (¢|m(0)|j), e A é uma constante de acoplamento pequena, de tal forma que

poderemos realizar uma expansao perturbativa. O campo ¢(z) pode ser expandido como

plz) =) (akuk(t, X) + ajui(t, x)) . (3.34)

Os modos uy(t,x) formam uma base no espago de solugoes da equagao de Klein-Gordon.
Escolhendo condicaes de contorno periddicas para estes, eles podem ser escritos da seguinte

forma

w(t,x) = (2L3w) "1/ 2etkx it (3.35)

onde

ki =2mji/L ji=0,+1,42... i=1,2,3. (3.36)

E possivel mostrar que a Hamiltoniana dada por Eq.(3.33) é equivalente a Hamil-
toniana de interagdo H; = m(7)¢(x(7)). Este modelo é conhecido como o detector de
Unruh-Dewitt [32] [33] [34]. Neste o detector é um objeto pontual (infinitamente local-

izado) com graus de liberdade internos definindo dois niveis de energia.



Capitulo 4

Sucessivas observacoes sobre o
sistema de dois niveis

4.1 A probabilidade de decaimento para tempo finito

Para o repetir o calculo do paradoxo de Zenao quantico para o sistema de dois niveis,
necessitamos da probabilidade de decaimento para tempos pequenos, ja que desejamos
levar A7 a zero. Este resultado ja exsite na literatura [25] [26]. Alguns pontos importantes
deste calculo serao colocados aqui.

A seguinte notagao sera adotada. Os dois niveis do sistema observado sao o nivel
excitado, com o autoestado |e) e energia w,, e o nivel fundamental com o autoestado
| g) e energia w,. As energias sdo definidas de certa forma tal que w = w. —w, > 0. A

interacao entre o qubit e o campo é dada pela Hamiltoniana de interacao de monopolo

H; = m(7) p(x(1)), (4.1)

onde m(7) é o operador de monopolo do sistema de dois niveis e ¢(z(7)) é o operador
do campo escalar. A Hamiltoniana total é composta pela Hamiltoniana livre do qubit na

Eq.(3.24) e do campo na Eq.(3.9), além da Hamiltoniana de interagdo acima, onde \ é

27
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uma constante de acoplamento pequena.

O problema que stamos interessados pode ser resumido da seguinte forma. Suponha
que o sistema de dois niveis seja preparado no estado excitado e o campo em algum estado
inicial qualquer, de modo geral, o sistema ¢ preparado em um autoestado da Hamiltoni-
ana total. Permitindo que o sistema evolua para algum outro estado sob influéncia da
Hamiltoniana, qual é a probabilidade de que o sistema de dois niveis seja encontrado no
estado fundamental? B importante perceber aqui que nao existe nenhum interesse na
evolugao do campo. Para um sistema qualquer isolado, esta probabilidade seria nula, ja
que a evolucao dada pela Hamiltoniana é unitaria. A diferenca da situacao aqui estudada
é que o sistema total nao é definido apenas pelo estado do sitema de dois niveis, mas pelo
estado do campo também, logo uma evolucao de um estado excitado para o fundamental
nao deixa de ser uma evolugao unitaria do sistema total (mesmo que nao seja para o
sistema do qubit).

Ja que um sistema de dois niveis nao evolui de um estado para outro livremente, o
que nos interessa estudar é a evolucao do sistema na figura de interagao, onde o estado
do sistema evolue de acordo com a equacao

0

Z'§|T> = Hi|7), (4.2)

sendo H;,; a Hamiltoniana de interacao. Utilizando o operador

U(r,710)|m0) = |7), (4.3)

temos a seguinte equacao
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Ulr,m) =1 — i / " Ho (WU (', 70)dr. (4.4)

Realizando uma expansao perturbativa em A, temos

Urm) =1 =i [ dr'Hi?) + (=i [ dr'Hins(7') [ dr"Hina(7") 4 (45)
70 70 70

Utilizando a ortogonalidade entre os estados do sistema de dois niveis e do campo,
temos que a amplitude de probabilidade em uma teoria de perturbacao de primeira ordem
em A que um sistema preparado no estado |e) ® | ®;), depois de um tempo 7, tenha

evoluido para o estado | ¢g) ® | @) é dada pela expressao

(gl @ (0] U(r,0)[€) ® |8:) = =iA [ (g @7 Im()p(w(r))|e®s)dr’  (46)

onde |®;) e | ®y) sao os estados inicial e final do campo, respectivamente, e U(7,0) é o
operador de evolugao na figura de interagao (para um tempo inicial igual a zero).

Usando que

Hip (1) = eiHOT(Hi t)s e~ HoT, (4.7)

onde (H;,;)s é a Hamiltoniana de interagao na figura de Schrodinger, temos que a ampli-

tude fica escrita como

(91® (@7 U(r,0) [e) @ | &) = =ix [ (glm(0)] ) (s ()] @)dr'  (4.8)

e E' = —w. A probabilidade de encontrar o sistema no estado final |g) ® | @) é
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(gl ® (| U(1,0) | e) @ | D;)[? =
N|(e|m(0)]g)|? Jrdr T dT//e—z'E(T’—T”)<CI)Z- | o(z(7) | D7) (Df] @(x(7"))| ®; ). (4.9)

Esta probabilidade nao é exatamente a desejada, ela faz mencao ao estado final do
campo, mas este nao sera observado. Como estamos interessados apenas na evolugao do
qubit, a probabilidade final deve levar em conta todas as possiveis evolugoes do campo.
Para isso podemos usar a relacao de completeza para o espaco de Hilbert do campo escalar

>¢| @) (@ | =1, resultando na seguinte probabilidade para o sistema reduzido do qubit:

P(E,7,0) = X|{e|m(0)|g)|*F(E,T,0), (4.10)

onde a funcao resposta F(E, 7,0) é dada por

FE7.0)= [ dr [T e o) ela @) @), (41)

onde F = —w. Observe que essa ¢ a funcao resposta para o decaimento de um sistema
de dois niveis sob influéncia dos modos do campo. Outra possivel abordagem é calcular
o operador densidade reduzido do sistema de dois niveis.

No caso do paradoxo de Zenao quantico, o interesse é entender o decaimento de um
sistema considerado como isolado por estar no vacuo. Obviamente este sistema nao esta
realmente isolado, sua evolugao é modificada por seu estado nao ser um auto-estado
da Hamiltoniana total. Assim, para o estudo em questao, iremos supor que é possivel

preparar o estado do campo inicialmente no vacuo, ou seja,

7)) =1]e) ® |0,M). (4.12)
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Neste caso a fungao de dois pontos ( ®; | o(z(7")) @(x(7"))| ®; ) se torna a fungao de Whigt-
man positiva associada ao campo escalar calculada na linha de universo do sistema de
dois niveis. A fungao de dois pontos depende apenas da diferenca (7" — 7”), logo todo
integrando depende apenas desta diferenca e a integral dupla pode ser simplificada para
uma integral simples através de uma devida transformacao. A funcao resposta para o

estado inicial do vacuo é

FOE,7p,m) = [ dr [ ar’ e 200, M| p(a(7) (a(7) | 0,M).  (413)

O indice “1” foi adicionado para diferenciar este caso do que sera discutido mais
adiante.
Como ja foi discutido, na quantizagao canonica, o campo pode ser expandido em uma

base de ondas planas, e separado em coeficientes de criacao e aniquilacao, obedecendo

P (@(7")]0, M) =0

(0, M| (z(r")) =0, (4.14)

onde o) (z(7")) e ) (z(7")) sdo, respectivamente, os termos de frequéncia negativa
e positiva da expansao do campo em uma base ortogonal de ondas planas. O termo
de frequéncia positiva contém apenas operadores de aniquilacao e o termo de frequéncia
negativa contém apenas operadores de criacao. Entao, na amplitude de probabilidade

temos termos do tipo

(@s| P (@(r") [ ) + (D o (")) | 21), (4.15)
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ou seja, tanto excitagoes do campo como destruicao de quantas do campo contribuem para
qualquer processo. No caso de um fotodetector, para um sistema de dois niveis colocado no
estado fundamental, é esperado que contribuam apenas processos onde o qubit absorve
um quanta e o campo perde um. Nesse caso, na amplitude de probabilidade acima, o
termo com (7 (z(7")) é desprezado, levando a uma probabilidade de deteccio onde o

unico termo que contribui é

(@ | ¢ (@(7) P ()] @5 ). (4.16)
Ou seja, ¢é feita uma aproximagao de ondas girantes. Nesta aproximagao termos de flu-
tuagao (termos que ndo conservam energia em intervalos de tempo muito pequenos) sao
desconsiderados. Neste caso a funcao resposta com que estamos trabalhando seria nula,
ja que em vez da Whigtman positiva G (z(7’), z(7")) na expressao Eq.(4.13), terfamos
apenas (0, M | o) (z(7)) o) (2(7"))|0, M ). Os termos de frequéncia positiva contém
apenas operadores de aniquilagao, entao, no caso da aproximacgao de ondas girantes, a
funcao de dois pontos seria nula para o vacuo, ou seja, o decaimento expontaneo do sis-
tema de dois niveis pode ser atribuido a flutuagoes do campo. Para o caso considerado,

todos os termos contribuem, ou seja,

(@i [ (7)) p(a(r"))] @i) = (@ | o (x(") ¢ ((7")) ) +
H( 0| o ((7) P (@ (77) i) + (@i | (2(7) T (@(7) )+ (4.17)
H( @i | (2(7) ¢ (@(7"))| @:).
No caso em que o estado inicial do campo é o vacuo, o tnico termo que contém uma

contribuicao nao nula é
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(@i | (2(1) (2 (7"))] @5 ). (4.18)

A funcao de Whigtman positiva na integral acima é dada por

(0, M | p(a(r)) pla(r)|0, M) = G*(a(r) 2(r") = ~ g e (419

Observe que a integral dupla ¢ feita sobre a regiao definida pelo quadrado [t;, t¢] X |[t;, tf].
Com a transformacao para as novas variaveis £ = 7 — 7”7 e n = 7 + 7", a regiao de
integracao é modificada. Como a transformacao corresponde a uma rotagao, a nova regiao
de integracao corresponde simplesmente a um losango, e a variavel n deve ser integrada
de seu valor inicial 2t; — || até 2t; + |£|, enquanto £ serd integrado de —A7 a A7. Com

esta transformacao, a funcao resposta é escrita da seguinte forma

(B, Ar) / / gy (4.20)
™) 82 2t —|¢| (& —ie)? '

A integral em 7 ¢ trivial, sobrando

—iE¢

FO(B, A7) = —— /AT de(AT — | €]) (4.21)

i L €y
onde i€ define corretamente as singularidades da fun¢ao de Whigtman, respeitando causal-
idade. No limite ¢ — 0 esta expressao ¢ dievergente, sendo necessario renormalizacao,
como ¢é discutido na referéncia [25]. Para calcular a integral, dividimos a funcéo resposta

em duas contribuicoes,

(4.22)
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1 AT
FOB,A7) = [ delel—; (4.23)

Para calcular a primeira parte F1 (E AT), estendemos os limites de integracao a —oo

e 00, e subtraimos os mesmos termos, de forma que a integral permanega a mesma:

'LE§

F(B, A7) =~ [ dSATES,

—iE¢

4L7r2 fAT déA (& i€)?

—iE¢

o [0 AEAT . (4.24)
Mudando os limites de integracao do ultimo termo, temos
i s
FV(B, A7) = — s [, déAT 0
—iE¢
471'2 fAT déA (§ (€—ie)?
+pz JR dEATE S, (4.25)
ou seja, a funcao F1 (E AT) fica escrita como
1 oo e~ Ee 2 cos(E¢)
FO(B AT) = ——= [ deA dAi. 4.26
VEAT) = s | AT T e s AT ey (4.26)

A primeira integral pode ser feita usando integracao por residuos. Como o polo da funcao
integrada é em ic e £ < 0, o contorno de integracao deve ser fechado pelo semi-plano

superior, resultando em

szf efiEé d

/ d§AT i = 2miRes [(5—25)2’ ia} = 27 [déeiEE] gZia, (4.27)
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ou seja,

00 —iEg
ll_l?(l) - dgATm =27 EAT

A segunda integral, atraves de uma integracao por partes, pode ser escrita como

o0 cos(EE) cos(EE) ™ o sin(E¢)
N dSATm = —AT [ ¢ ]AT — EAT N dé’ig .

Usando que

© sin(y) . o 7T
—/2 dy ) —sz(x)—Sz(x)—E,

onde

Z sin(t)

Si(z) = /0 St

temos (lembrando que E < 0)

cos(E¢) _Ar cos(EAT)

s BT 0y AT

_ EA7 (sz'(\EmT) - g) .

Desta forma, a fungao Fl(l)(E'7 AT) é dada por

Fl(l)(E,AT) _ _27TEAT 2 ( ﬂ)] |

t s cos(EAT) — EAT ( Si(|E|AT) — 5

472 T

ou seja

FO(E, Ar) = 2; 1B1AT (7 + Si(1BIAT) - 3) + cos(BA)]

35

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Resta agora calcular F2 (E AT). Para isso usamos que apenas a parte par de

exp(—iE¢) ird contribuir, restando a integral

(1 L a7 €]
BB, A7) = — 2/ & (= 5 Cos(BE). (4.35)

Usando a paridade do integrando temos que

1 i
B A / de —>1 cos(EE). 4.36
( T) 27'('2 f (5 _ 2.6)2 COS( 5) ( )
O integrando é divergente na origem, o que nao podera ser contornado pela regularizagao
usual £ — (£ — ie), sendo necessaria uma renormaliza¢do. Percebendo que em

zcost—1

Ci(z) = 7+lnz+/ L, (4.37)

onde v é a constante de Euler, a integral nao ¢ divergente, podemos somar e subtrair

termos a FQ(I)(E, AT) de forma que, apés algumas integracoes por partes, temos

(B, A7) = == [~ + Ci(|E|AT) — 1 — In(| E]e)] (4.38)

o |

Esta expressao é divergente nao apenas no limite ¢ — 0, mas também quando A7 — 0,

sendo necessaria uma renormalizacao para lidar com os dois casos. Desta forma, definimos

1
FO(B,A7) = FY(E,AT) — 3.3 (A7), (4.39)
T
que ¢é suficiente para renormalizar a fungao resposta.

Com estes calculos temos que a probabilidade renormalizada é

PR (B, A7) = X*|(e|m(r;) | g)|? Fi(E, A7), (4.40)

ren
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onde a funcio F})(E, Ar) é dada por

TEN

1 |E| AT

2

FY(E A7) = (\E\AT (g + Si |E)| AT> +cos EAT — 1+ /O 2 (cos€ —1) d§> .
(4.41)
Usando este resultado podemos calcular a probabilidade de encontrar o sistema ainda

no estado excitado depois de um periodo 7 de evolucao:

P

sti

) (B,A7) = (1= PY(E,A7)). (4.42)

TeEN

Para o cédlculo desejado necessitamos da probabilidade para pequenos tempo, ja que
queremos o limite de observacao continua. Permitindo por enquanto termos de até se-

gunda ordem no tempo, usando que

Si(z) = z + O(2?), (4.43)

onde ©(2?) sao termos quadraticos e de ordem superior em z, temos que

(4.44)

E|T  E*T?

e a probabilidade de encontrar o sistema de dois niveis ainda no estado excitado depois

de um tempo AT =T/N é

W (T |E|T  E*T?
Pt (E N) a (1 47N 8m2NZ)° (4.45)

O calculo para a probabilidade de decaimento também poderia ser feita através das

equacoes de movimento de Heisenberg para os operadores o,, o e ¢~, lembrando que
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para uma equivaléncia dos dois resultados deve ser calculada uma dinamica reduzida para
o sistema de dois niveis.

Apé6s uma medida realizada sobre o sistema de dois niveis (ndo entraremos na dis-
cussao de como a informagao é transferida do qubit para o aparelho de medida) o sistema
colapsa para o estado medido, ou seja, ele ira colapsar para o estado excitado com a proba-
bilidade dada pela expressao acima. Existe um problema em utilizar este resultado para a
segunda medida, como é feito usualmente no célculo do paradoxo de Zenao quantico. Este
colapso acontece no subespaco de Hilbert do qubit, e nao no espaco inteiro. Isto acontece
porque estamos supondo que nao € possivel e nem existe interesse em observar o campo,
percebido na medida apenas por alterar a probabilidade de decaimento do sistema de dois
niveis. Somos tentados a utilizar a conservacao da energia: se o qubit nao decaiu entao
o campo nao pode passar sozinho do vacuo para um estado excitado. Neste momento
entramos num ponto onde a interpretacao do principio de incerteza de energia-tempo é
essencial. Para tempo suficientemente grandes poderfamos afirmar que o campo continua
no vacuo, mas, pelo contrario, uma segunda medida ira ser realizada em um periodo de
tempo infinitesimal, no limite de observagoes continuas. Por esta razao o préximo calculo
levaremos em consideragao esta possivel evolucao do campo para um estado arbitrario,
que entrard como um novo estado inicial |®); no lugar do vacuo. Obviamente este estado
deve ser virtual, consequéncia das flutuacoes causadas por termos que nao conservam

energia na Hamiltoniana.
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4.2 N observacoes e o limite do continuo

Segundo o calculo usual do paradoxo de Zenao quantico, no limite de observagoes continuas

encontramos:

Paa(E.T) = lim [Py (B, T/N)JN = ¢ 7, (4.46)

onde I' = %, obtendo um decaimento exponencial para um sisema de dois niveis no vacuo
observado continuamente.

O problema de usar Eq.(4.45) para todas as N probabilidades é que elas nao sao
necessariamente iguais. Na passagem da Eq.(4.9) para a Eq.(4.10) foi utilizada a relagao
de completeza do campo >, [®)(®s| = 1, ou seja, todos os possiveis estados finais do
campo foram utilizados. Se o resultado é consequéncia da contribuicao de todos os estados
finais do campo, como podemos afirmar que na segunda medida o campo esta novamente
no vacuo? Obviamente para tempos suficientemente longos, por conservacao de energia,
se o qubit nao decaiu entao o campo ainda esta no vacuo, mas estamos usando este
resultado para pequenos intervalos de tempo, onde flutacoes podem modificar isto. De
modo geral, esta discussao esta relacionada com a discussao sobre o principio de incerteza
da energia, e se é possivel realmente realizar o limite de observagoes continuas.

Para a evolucao apods a primeira medida, a nova probabilidade de que o sistema de

dois niveis evolua de um estado |e) ® |®;), onde desta vez |®;) é um estado arbitrario e

nao o vacuo, para um estado |g) @ |®y) é dada por

P(2)<E77—f + AT, 7+ AT) = M{e|m(r; + AT) | g)|? F(2)(E,7—f + AT, 1+ AT),  (4.47)
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onde FO(E,7; + Ar, 7+ A7) = FO(E, AT) é a fungio resposta dada por

FO(B,Ar) = [ de(Ar —1€)e P @ | plalr ) el @) (448)

Nesta expressao o estado ®; é o estado final da evolugao até a primeira medida. Este
resultado segue extamente o procedimento feito anteriormente, somando sobre os estados
finais do campo bosonico, de forma que o estado inicial para o préximo intervalo de tempo
(ou seja, depois da segunda medida) também serd desconhecido, como discutido acima.

No sistema do qubit e o campo escalar, apenas o primeiro esta acoplado com o aparelho
de medida. Como nenhuma medida ¢é feita sobre o campo, o colapso da funcao de onda
acontece apenas em uma se¢ao do espaco de Hilbert total, especificamente no subespaco
referente ao sistema de dois niveis. O resto do espaco (a parte referente ao campo)
permanece nao colapsado, ou seja, o campo pode ainda estar em um estado arbitrario,

dado possivelvente por uma superposicao do tipo

[@i) =10, M) +3_ ¢; (1)), (4.49)

J
onde a soma é sobre uma base ortonormal no espaco do campo, como os estados do espaco

de Fock |ny). Com este estado inicial, a fun¢ao de dois pontos que ird contribuir para a

funcao resposta é

G (a(r), x(7")) + Z ¢ (T)ein (T)( @ [ p(a(T) @( (")) Dy ), (4.50)

J

ou seja, a contribuicao do vacuo ainda esta presente, resultando em uma contribuicao
linear no tempo para a probabilidade de decaimento. Esta contribuicao linear gera um

decaimento exponencial no limite de um nimero muito grande de observagoes (ou no limite
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do continuo), eliminando o paradoxo de Zenao quantico, apesar do resto das contribuigoes
possivelmente contribuirem para a taxa de decaimento. Para a realizacao do célculo da
funcao resposta, sao necessdrias consideracoes a respeito das funcoes c;(7). Podemos
esperar que, como o estado do campo segue nao colapsado, este continue influenciando
o decaimento do qubit da mesma forma que influenciaria caso nao fosse feita nenhuma
observacao, ou seja, esperamos que a fungao resposta seja invariante por translacoes tem-
porais, e que o termo extra nao tenha contribuicoes de primeira ordem no tempo. Para
que isto acontega, basta que cj,(7")cjn = fi(7" —1") & ¢ (7' — 7") + ..., tornando a funcao
resposta a desejada no instande inicial, quando o estado era apenas o vacuo. A con-
tribuicao extra, ao ser escrita em termos de uma expansao na base do espaco de Fock

|nk), pode ser reescrita da seguinte forma:

(@ [p(2(1) p(x(7")| @) = (na(ky)...n; (k) p(2(7) o(2(7")[ 1 (k). (k). =
G (2(r), x(7")) + 32 niwne, (2(7) Jug, (2(7")) + 3 navgg, (2(7) Jure, (2(7")), (4.51)
onde GT(z(7"),z(7")) é a Whigtman positiva calculada na linha de universo do sistema
de dois niveis, os n; sao a densidade de quanta, e os (uy, (z(7')), uk, (x(7"))) formam uma

base no espaco de solucoes de Klein-Gordon, podendo ser escolhidas como a base de ondas

planas. Se (@;[p(2(1) ez (")) @) = (nuc[o(2(7) p(x(7"))| mc ), entao

(@[ p(z(r)) pla(r")| @i) =

G (a(7) 2 (") + mc (e, (2 (7)), (2(7")) + i, (2(7) e (2 (7)) . (452)

No caso de uma expansao de ondas planas, temos
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(i | p(x(T) p(x(T")| ®;) = G (x(7"), 2(7")) + ny cos(kAx). (4.53)

A contribui¢do para a fungao resposta na linha de universo do sistema de dois niveis

das ondas planas sera proporcional a integral

[ (8 = i) g (€) costhu) 454)

Como a funcao f;(§) é pelo menos linear em &, esta integral obviamente tera termos, no

minimo, em (A7)?. Resta entdo a integral referente a G*(z(7'), x(7")):

AT e B¢
[ (A7 16D g Fn ) (4.55)

—AT
Usando novamente que f,, (7 — 7’) é pelo menos linear em (7 — 7'), basta calcular os

termos de mais baixa ordem da seguinte integral

—iE¢

AT e
JNSE) (4:56)

—AT f ’

ja que é facil ver que termos de ordem superior em ¢ serao no minimo quadraticos em

(A7). Usando o fato de que as partes impares da integral acima néo irao contribuir, temos

(A7) /0 v SingEg - /0 ™ sin Be. (4.57)

A segunta integral é trivial, e sua contribuicao de mais baixa ordem é

(EAT)?

cos(EAT) —cos(0) =1 — 5

-1, (4.58)
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ou seja, contém apenas contribui¢oes quadraticas (ou superiores). A primeira parte da
integral também é facil ver que nao contém termos lineares realizando uma expansao da

funcao seno:

(A7) /OAT Sngf (A7) /OAT (1 _ f; + ) | (4.59)

O termo de mais baixa ordem serd (A7) [271 = (A7)%. Desta forma todas as con-
tribuigoes extras serao superiores a primeira ordem no tempo, tornando, em primeira
ordem, a funcao resposta igual ao primeiro caso. Caso seja considerado que o limite de
observagoes continuas seja nao-fisico, podemos usar esta mesma analise para um numero
muito grande de observagoes em um periodo 7' (grandes o suficiente para ignorarmos
contribuigoes de segunda ordem no tempo), resultando na probabilidade polinomial
T}N
)

POE,T) = [P (B, T/N)) = 1= T

(4.60)
onde I' = | F|/4r. Para um valor suficientemente grande, este polinomio é similar a uma
exponencial, e levando ao caso de observagoes continuas:

P (E,T) = lim [PU(E, T/N)N =17, (4.61)

Neoo st



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho o estudo do paradoxo de Zenao quantico é analisado do ponto de vista
de um sistema aberto, onde a evolucao do campo, preparado no vacuo, é ignorada. O
calculo para a probabilidade de sobrevivéncia no estado excitado é calculado em dois casos,
o primeiro sendo um nimero finito de observacoes feitas em um intervalo de tempo finito,
e o segundo o limite de observagoes continuas. No caso drastico do limite do continuo
o paradoxo desaparece, e encontramos um decaimento exponencial, como poderia ser
esperado classicamente. Para o caso de um grande ntimero de observagoes, o decaimento
é polinomial, muito similar a uma exponencial (para ignorarmos termos de segunda ordem
no tempo o nimero de observagoes deve ser grande).

Nesta abordagem do paradoxo de Zenao quantico utilizamos uma funcao resposta
calculada em um tempo finito, diferentemente da solucgoes existente na literatura, que
utiliza a aproximacao de Weisskopf-Wigner, que consideramos nao ser apropriada para
o problema. Outra questao que deve ser cuidadosamente analisada é o fato do vacuo
(campo) nao ser observado. Isto tem como consequéncia um desconhecimento do estado
do campo, que pode gerar novos termos em segunda ordem no tempo. Para eliminar este

problema seria necessario conhecer a evolucao do campo, e escrever o estado completo

44
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ao final da primeira medida. Logicamente isto significaria resolver o problema completo
analiticamente, oque nao é a proposta do tratamento.

O problema de observagoes continuas é, muitas vezes, tratado como indo contra o
principio de incerteza de energia-tempo. A abordagem aqui utilizada leva em consideracao
que este limite é possivel, mas que para intervalos de tempo suficientemente pequenos
devemos levar em consideracao flutuacoes, termos na hamiltoniana que nao conservam
energia, ou seja, trabalhamos fora da aproximacao de ondas girantes, que vemos apenas
como uma possibilidade simplificada de tratar “mecanicamente” processos onde apenas
absorcao e emissao sao importantes, e flutuagoes podem ser desprezadas.

A abordagem deste trabalho pode ser considerada simplista, ja que consideramos um
colapso instantaneo da funcao de onda. Uma abordagem completa utilizaria teoria de
medida, levando em conta questoes como “back action”, ou seja, a acao do detector sobre
o sistema, capaz de modificar suas flutuagoes ou até sua evolugao dinamica.

Outra questao é que, frequéntemente, sistemas também tem um continuo de estados,
como por exemplo atomos. Apesar de um sistema de dois niveis ser muito utilizado como
um simples detector, normalmente fotodetecao gera uma corrente, ou seja, uma excitacao
ao continuo. Por isso, uma continuacao natural seria levar em conta um sistema com dois
niveis e também um continuo de estados. Outra possivel continuagao é a utilizacao do
formalismo utilizado para a andlise de sistemas emaranhados, e estudar sua evolugao sob

efeito das flutuagoes do vacuo.



Apeéendice A

A construcao de Misra e Sudarshan

Neste apéndice sera apresentada a construgao do paradoxo quantico de Zenao como inicial-
mente feito por Misra e Sudarshan, usando o colapso da funcao de onda de von Neuman.

O estudo de interesse é analisar a evolugao de um sistema colocado em um estado
la) que nao é auto-estado da hamiltoniana. Esta hamiltoniana tem seu espectro limitado
inferiormente. A partir do estado inicial do sistema, podemos escrever a matriz densidade

inicial

sujeito a evolugao do operador

U(t) = exp (—iHt). (A.2)

(lembrando que ainda esté sendo usada a notagao h = 1).
Temos entao o operador de projecao O, representando um colapso instantaneo no

subespago do estado instavel |a), que obedece a

po = OpeO

46
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Trlpo0] = 1, (A.3)

Desta forma, a probabilidade de encontrar o sistema neste subespaco depois de uma

evolugao 7 é

P(r) =TrlU(r)poU' (1)0O). (A.4)

Repitindo este processo N vezes em intervalos igualmente espacados, a probabilidade

de encontrar o sistema ainda no estado inicial em um tempo T'= N7 é

PO = Tr{Vae(T)po V(D)) (A.5)

onde foi usado que um colapso no estado inicial é representado por U(7)poU'(7) —

OU(1)poUT(7)O, e onde

Vn(T) = [OU(T/N)O)Y (A.6)

e o estado colapsado é dado por

p™M(T) = Viy(T) po Vi (T). (A7)

Se o interesse é apenas no limite de observacoes continuas, desejamos entao

p(T) = lim p™(T) = V(T)poV(T)

N—oo

P(T) = lim PY(T) = Tr [V(T)poVH(T))], (A.8)

N—oo

onde
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V(T) = lim Vy(T). (A.9)

N—oo
Usando que V(T)VIT) = O (que equivale a evolucio quadritica no tempo), temos final-

mente

P(T) = lim PMN(T) =Tr[p,0] =1, (A.10)

N—oo
ou seja, a observacao continua de um sistema instavel inibe a evolug¢ao do mesmo.
O desenvolvimento de Misra e Sudarshan se apdia em um teorema, cuja a prova é
apresentada no mesmo artigo. O teorema é o seguinte:
U(t) = exp —iHt, t real, designa um grupo de um parametro fortemente continuo de

operadores unitarios em um espaco de Hilbert. Suponha que

1. O gerador auto-adjunto H do grupo U(t) é semi-limitado (inferiormente),
2. Existe um operador anti-unitério 6 tal que 000~ = O e OU (t)0~' = U(—t),

3. limy_oo[OU(t/N)ON = V(t) existe para todo t > 0 (a continuidade em ¢t = 0 é

suposta, ja que nao é consequéncia direta da existéncia de V(t)),
4. hmtﬂo V(t) = O,
entao

e A funcao t — V(t) é fortemente continua e satisfaz para qualquer ¢ a lei de semi-

grupos V(£)V(s) = V(t+ s) e

o V¥(t) = V(—1).
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Uma consequéncia deste teorema é exatamente que V*(¢)V(t) = O, levando ao para-

doxo P(t) = Tr[pyO] =1



Apeéendice B

A Aproximacao de
Weisskopf-Wigner

Neste apéndice sera exposta e criticada a solugao ao problema de Sudarshan como colocada
por Block e Berman [37]. Em seu artigo, os autores apresenta a idéia de que um sistema
acoplado ao véacuo apresenta um decaimento exponencial, segundo a aproximacgao de
Weisskopf-Wigner. Os autores consideram que a hamiltoniana total de um certo sistema

¢ dada por

H = Hatom + Hfield — MK Evac + ‘/;nta (Bl)

onde V;,; ¢ a parte da hamiltoniana que representa a interagao com um sistema que
ird medir se houve ou nao decaimento. Em um primeiro momento, a probabilidade de
decaimento é calculada sem este ultimo termo, segundo a aproximacao de Weisskopf-
Wigner.

Para um sistema de dois niveis, usando a aproximacao de ondas girantes, temos, para

o estado
|¢(t)> - Ca<t>|a7 0> + zk: Cb,k(t)|ba 1k>’ (BQ)

onde |a) é o estado excitado e o fundamental, as seguintes equagdes para um sistema de

20



Apéndice B. A Aproximacgao de Weisskopf-Wigner 51

dois niveis localizado em ry:

Calt) = —i Z gl’i(ro)ei(w_‘“)tcbvk

K
coxc(t) = —igi(ro)e " Wie, (1), (B.3)
onde gi(rg) = gxexp —ik - rg, sendo gx = —(a|mlb) - €&k, com m sendo o operador de

dipolo magnético do qubit e Eepmpr = Vi/2€0V a normalizagdo do operador de campo
elétrico. As quantidade v, e w sdo, respectivamente, as frequéncias dos modos do campo
e a diferenca de energia entre os dois niveis do qubit.

E fcil ver que, depois de passar para um continuo de modos do campo, a aplitude de

probabilidade de encontrar o sistema no estado excitado é

eo(t) = — HalmIb)” / dv uk/dt’“” vt (1), (B.4)

(27)26¢
A aproximacao de Weisskopf-Wigner consiste em considerar que a exponencial é altamente
oscilante para v, # w. Com isso, podemos substituir v} — w?, levar o limite inferior da

integracao em v, a —o0 e usar

/ dvpe ) — ons(t — 1), (B.5)

Com isso, temos

resultando em
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lca(t)]? = 71 (B.7)

Desta forma, qualquer niimero de medidas em um dado intervalo finito de tempo nao ira
alterar a probabilidade de decaimento.

O problema em utilizar esta abordagem consiste na suposicao de que a integral na
Eq.(B.4) é altamente oscilante para pequenos intervalos de tempo também. No desen-
volvimento do cédlculo do paradoxo de Zenao quantico, necessitamos da probabilidade de
decaimento para intervlos de tempo infinitesimais. Desta forma, nao sé temos t' << 1
como também t’ é, em todo limite de integragdo, muito préximo de t, compensando o
fator (w — v) para valores de v, muito diferentes de w.

Desta forma, a abordagem dos autores, apesar de qualitativamente similar a este
trabalho, utiliza um resolucao relativamente heuristica, simplesmente considerando que,
sob efeito do vacuo, o decaimento de um sistema de dois niveis é exponencial segundo a
aproximacao de Weisskopf-Wigner. Os autores também ignoram o problema tratado no

ultimo capitulo deste trabalho.
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