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Resumo

A Lagrangeana de Maxwell é modificada pela introducao de um termo con-
tendo derivadas segundas dos potenciais eletromagnéticos. A Lagrangeana
resultante, além de ser invariante de gauge e de Lorentz, d4 origem a
equacoes de campo locais que sao lineares nas quantidades do campo.
Mostra-se como construir esta eletrodinamica generalizando-se as leis da
magnetostatica (eletrostatica) de modo a torné-las consistentes com a rel-
atividade especial. Dois limites para a constante de acoplamento desta
eletrodinamica de ordem superior sao também estimados: o primeiro se
baseia em um experimento de laboratério usado para se testar a lei do
inverso do quadrado de Coulomb, enquanto que o segundo envolve a de-
terminacao do momento magnético anomalo do elétron.
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Abstract

Maxwell Lagrangian is modified by introducing a term containing second-
order derivatives of the electromagnetic potentials. The resulting La-
grangian, besides being gauge and Lorentz invariant, gives origin to local
field equations that are linear in the field quantities. It is show how this
electrodynamics can be built by generalizing the laws of magnetostatics
(electrostatics) to be consistent with special relativity. Two bounds for
the coupling constant of this higher-order electrodynamics are also esti-
mate: the first is based on a lab experiment used to test the Coulomb’s
inverse square law, whereas the second one involves the computation of
the anomalous magnetic moment of the electron.
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Apresentacao

As invariancias de gauge e de Lorentz sao duas simetrias da eletrod-
inamica de Maxwell que tornaram-se fechos de abéboda para toda a fisica
tedrica fundamental. Isto nao significa, no entanto, que elas nao devam
ser submetidas a testes experimentais. Certamente, como afirmava Feyn-
man, The test of all knowledge is experiment [1]. Como proceder, entao,
a fim de verificar a validade destas consagradas idéias fisicas de carater
praticamente universal? Construindo-se um arcabougo tedrico onde seja
permitido desvios de tais simetrias, desvios estes que seriam governados
por parametros arbitrarios; os dados experimentais, em decorréncia, es-
tabeleceriam limites sobre a grandeza dos parametros de quebra de sime-
tria. Assim, por exemplo, violagoes da invariancia de gauge podem ser
parametrizadas pela massa m do campo do féton A,. O termo mas-
sivo modifica a densidade de Lagrangeana Lgy; concernente ao eletromag-
netismo de Maxwell *,

1 14
Ley = —ZFWFM ; (1)
tornando o foton massivo:
1 m2
L, = - M+ 714’“‘14“. (2)

Aqui F,, (= 0,A,—0,A,) é o tensor eletromagnético. Na presenca de uma
corrente conservada J,, as equagoes de campo assumem a forma

O +mHA” =437 | 9,4 =0. (3)

A invariancia de gauge
A, — A, + I\, (4)

é claramente perdida. Dados geomagnéticos estabelecem entao o limite
m < 3x1072'GeV [2]; observacoes do campo magnético galdtico permitem,
por sua vez, estabelecer um limite mais estrito: m < 3 x 1073GeV [3].
Por outro lado, limites experimentais sobre uma outra modificagao da
teoria de Maxwell, que viola agora a simetria de Lorentz, foram analisados
por Carroll, Field e Jackiw [4]. A modificacdo por eles proposta consiste

*Usamos unidades naturais e adotamos a assinatura (+, -, -, -) para a métrica de Minkowski 7,,,,.
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em adicionar a densidade de Lagrangeana de Maxwell um termo que se
assemelha ao termo de Chern-Simons em (2+1) dimensdes:

1 1 ~
L, = —ZFWFW — §paAgFo‘ﬂ, (5)
onde F¥ = se®PE, (eM% = 41) é o dual do tensor eletromagnético.
Note que esta modificacao acopla o campo eletromagnético ao quadrive-

tor p, que sera especificado a seguir. Neste espirito, vamos determinar

sob que condicoes Log = —%paAgﬁ o serd invariante de gauge. Sob a
transformacao de gauge AA, = 0,A, Lcg sofre a transformacao
1 -
ALcg = —ZFCW [PaOsA — ppOaAl, (6)

que, a menos de uma divergencia, pode ser escrita como
1 -
ALog = AP (0aps — Ogpa)- (7)

A invariancia de gauge exige que a equagao (7) se anule para A arbi-
trario. Isto acontecerd se p, for, em um certo sentido, uma constante da
natureza. No espago plano, porém, se a quantidade 0,ps for igual a zero
em algum referencial, ela sera nula em todos os outros e, conseqiiente-
mente, ALcg = 0, e a teoria serd invariante de gauge. Observe que o
fato de ser o vetor p, constante leva a escolha de uma direcao preferen-
cial no espaco-tempo quando ele se acopla com campos observaveis. Em
outras palavras, uma componente espacial nao nula p viola a invariancia
rotacional e uma componente temporal nao nula p° destroi a invariancia
sob boosts de Lorentz. Como é impossivel “blindar” um experimento dos
efeitos do termo de Cherm-Simons, a invariancia de Lorentz é violada. Da-
dos geomagnéticos podem ser utilizados para estabelecer limites sobre o
parametro m = (p,p”)"/? de Chern-Simons:

m~ 6 x 1078GeV.

Um limite mais estrito é obtido examinando-se a correlacao entre os angu-
los de posicao e os angulos de polarizacao observados de galdxias de radio
distantes; este teste astrofisico implica em

m~1,7x 10 2heGeV, 0,5~ hy ~1,0.

Hodiernamente, teorias que violam a simetria de Lorentz foram incorpo-
radas a estrutura do Modelo Padrao Estendido por Colladay e Kostelecky
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[5] como uma possivel extensao do Modelo Padrao minimo das interagoes
fundamentais.

Neste trabalho exploramos uma outra modificacao da teoria de Maxwell
utilizada recentemente para resolver o problema dos % da eletrodinamica
classica. Esta modificacao, ao contrario das duas outras discutidas anteri-
ormente, nao viola nem a simetria de gauge nem a de Lorentz.

Vamos abrir aqui um paréntese a fim de recapitular brevemente o prob-
lema dos %. Como ¢ bem conhecido, o célculo da auto-forca atuando sobre
uma particula carregada é um problema relevante da eletrodinamica que
tem ocupado a atengao dos fisicos desde os dias de Abraham (1903) e
Lorentz (1904), que derivaram pela primeira vez a expressao para a forca
de reagao radiativa sobre o elétron extenso [6]. Supondo que o elétron fosse
uma distribuicao de cargas rigida, no seu referencial de repouso instanta-
neo, eles mostraram que a particula sujeita a uma forca F.,; obedece a
equacao de movimento

4 2
gUV-—ggvzszh (8)

onde v ¢ a aceleragao da particula e U representa sua energia eletrostatica

Uzl/dSX/d?)X/p(X)p(X/).
2 |x — x/|
O fator de % em frente da massa eletromagnética’ U na equacido (8) é
exatamente uma das dificuldades da teoria de particulas carregadas de
Abraham-Lorentz.

Para superar a dificuldade acima mencionada, variados e interessantes
propostas foram sugeridas a partir de 1905. Aqui nos reportaremos apenas
a proposta de Frenkel (1996) [7,8]. Esta se baseia na introdugdo de um

cutoff na teoria de Maxwell a nivel Lagrangeano via a adicao de um novo
termo com derivadas de segunda ordem do campo A,:

1 12
cm:—ZMﬁW+E%W%W@—%m2 (9)
onde j, ¢ a quadricorrente conservada. Chamamos atencao para o fato
desta Lagrangeana ser invariante de gauge e de Lorentz. Ela também

fornece equacoes de campo locais que sao lineares nas quantidades do

tA equacdo de Abraham-Lorentz nido contém, por hipétese, massa mecanica.



campo. A adicao do termo com derivadas de ordem mais alta regular-
iza a eletrodinamica do elétron a curtas distancias, eliminando solucoes
com auto-aceleragdo (runaway solutions) e que violam a causalidade; e
mais, no contexto desta Eletrodinamica de Ordem Mais Alta, a massa efe-
tiva do elétron comparece com o fator correto na equacao de movimento.
E curioso que esta modificacao da eletrodinamica classica foi proposta hé
muito tempo atras por Podolsky e colaboradores [9] num contexto bastante
diferente.

O objetivo precipuo desta dissertacao é determinar limites superiores
para a constante de acoplamento [. Ela tem também por meta analisar
algumas das propriedades da eletrodinamica regularizada.

Abrimos nosso trabalho discutindo no Capitulo 1 algumas das modifi-
cacoes que o regularizador [ introduz na eletrodinamica de Maxwell.

No Capitulo 2 construimos a eletrodinamica de ordem mais alta sim-
plesmente generalizando as leis da magnetostatica — obtidas a partir do
campo magnético elementar devido a um elemento de corrente e do princi-
pio de superposicao — de modo a torna-las consistentes com a relatividade
restrita [10].

Esta dedugao tipo “passe de magica” é repetida no Capitulo 2, partindo-
se agora da lei de forca para a interacao de duas cargas pontuais estaticas
[11].

Um limite para o cutoff | é determinado no Capitulo 3 calculando-se
explicitamente o momento magnético anomalo do elétron [10].

No Capitulo 4 determinamos um outro limitante para [ utilizando os
resultados de uma experiéncia de laboratério que visava detectar desvios
na lei de Coulomb [11]. Os cédlculos realizados neste capitulo sao puramente
classicos.

Encerramos nosso trabalho no Capitulo 5 discutindo possiveis extensoes
dos resultados aqui apresentados.



Capitulo 1

Sobre a eletrodinamica de ordem

mais alta

Tecemos aqui algumas consideragoes sobre a eletrodinamica classica
com um cutoff. Neste modelo o comportamento do campo eletromagnético
so difere do de Maxwell em pequenas distancias. As equacoes de campo
sao ainda locais e lineares no campo eletromagnético, tal como no caso de
Maxwell, e a Lagrangeana é invariante tanto por transformagoes de gauge
quanto de Lorentz. Discutimos também, de passagem, a teoria quantica
da eletrodinamica regularizada.

1.1 Modificagcoes induzidas pelo termo de derivadas

de ordem mais alta na eletrodinamica de Maxwell

As modificacoes introduzidas pela Lagrangeana £; = %(%F A29P Fys na
eletrodinamica de Maxwell podem ser melhor apreciadas pela observacao
das equagbes de campo. Variando L(l) [vide equacao (9)] com respeito a
A,, obtemos prontamente

OL(l) = —F"0,0A, + POsFP0,0"0 A, + 1?0,F'"O5A, — jV0A,,
que a menos de divergéencias pode ser escrita como
SL(I) = [(1+ PPD)O,F" — "0 A,.
Conseqiientemente, as equacoes de campo inomogéneas sao dadas por
(1+1’0)0,F"™ = j". (1.1)
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Como F,, = 0,A, — 0,A, continua sendo um tensor antissimétrico, as
identidades de Bianchi

a)\FMV—}-ayF,\M—i—@MF,,)\ =0 (1.2)

continuam sendo validas na eletrodinamica regularizada. Note que o cut-
off | modifica apenas as leis de Coulomb-Gauss e de Ampere-Maxwell
alterando o relacionamento do campo eletromagnético com sua fonte.
Vamos mostrar em seqiiéncia que o regularizador [ introduz modifi-
cacoes na eletrodinamica apenas em pequenas distancias. Para tanto,
notemos que no gauge de Lorentz a equagao (1.1) assume a forma

(1+0rPO)0A” = J”. (1.3)

Por outro lado, tanto A” como J” podem ser expressos em termos de suas
respectivas transformadas de Fourier, ou seja,

fip) — 1 AL e—ika: 4
At (x) (27T)4/A(k) d*k,
Blp) = 1 Ti e—ika: 4
T (z) (27T)4/J (k)e~*edik.

Podemos assim reescrever a equagao (1.3) como
/ (k2 + PEY A* (ke Mtk = / Jh(k)e ke dty, (1.4)

Logo,
_ TR
COkR2(R22 - 1)
Comparando esta expressao com a expressao equivalente oriunda da eletrod-
inamica de Maxwell, vemos que o regularizador sé ¢é efetivo em pequenas
distancias (k — o0); em grandes distancias (k — 0) seu efeito é suprimido.
Isto pode ser visto de maneira explicita se analisarmos a eletrostatica
da eletrodinamica regularizada. Neste caso a equagao (1.5) se reduz a

ooy k)
Vik) = k2(k212 + 1)

A'(k)

(1.5)

(1.6)

com k> = k-k. No caso de uma particula puntiforme de carga e na origem
do raio vetor,

p(r) = ed’(x),
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™

19 = [ sty

— /53 zkrd?)

Conseqiientemente, o potencial V(1) pode ser calculado a partir da ex-
pressao

1 . .
V(r) = V(k)e ™ d’k
W) = o | Ve
€M2 e—ikr
= d’k 1.7
(277)3/ k2(k2 + M?)’ (17)
onde M? = llg Como a orientacao do nosso sistema de coordenadas é

arbitrario, podemos escolher o eixo z ao longo de r e obter

6M2 / —zkrcos@ 2w
— k2dk / d(cos 6 / do,
(k% 4+ M?)k? ( ) 0

onde r = |r|, k = |k| e (0,¢) sao coordenadas esféricas convencionais.
Segue-se que,
Vi) = eM? /+°O sinkr dk
o @em? ) o kr k24 M2
B eM?r /+o° sin dk
o@2m)? ) T k24 M
Porém,
11 <1 v >
ra?4+ M2 M2r2\x 224+ M?2r2)’
Portanto,
e
V(I‘) = (27T>27“[]1 — ]2],
onde
+00 L3
I = / T e, (1.8)
e X
T rsing
l2 = /_oo x2+M2r2dx
+00 xeix
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A integral (1.8) pode ser encontrada em qualquer livro texto sobre teoria
de fungoes de variavel complexa [12]. Ela pode também ser calculada por
meio de um truque trivial [13]. De fato seja I« ) = OOO sty de
modo que [} = 2](0) — [, e sinzdr = —.
Logo, I, = — ir ag = (C — tan~ 104. Mas I( ) = 0. Portanto C' = %
Io) =% —tan 'ae [} = 2I(0) = .

A integral (1.9), por sua vez pode ser computada pelo método de inte-
gracao de contorno. Considere neste espirito f7 Wdz onde o contorno
de integracao v foi escolhido como sendo o eixo real mais um semicirculo

de raio infinito no semiplano superior. Ao longo do eixo real a integral é
15, enquanto que no grande semicirculo situado no semiplano superior ela

é zero, ja que expiz — 0 para z — 100. Por sua vez, o residuo de
ze'* ze'* [ 1 1
224+ M?r2 2Mrilz — Mri 24+ Mril’

em z = Mri (que é o inico pélo que jaz dentro do contorno de integracao)

¢ B_QMT. Assim, Iy = Im (2m’€_;M> = me~ "™ Conseqiientemente,
€ —Mr
Vir) = (27T)2T[7T—7T6 ]
e l—e "/
= —— 1.10
A7 r ( )

Para confirmar que a Lagrangeana £; modifica a eletrodinamica de Maxwell
apenas para pequenas distancias, basta analisar a equacao (1.10) quando

7 << 1. Neste caso,
e

Al
Porém, quando 7 >> 1, recuperamos a expressao usual para o potencial
de uma carga puntiforme, ou seja,

V(r)~ (1.11)

e
V(r) = p— (1.12)
O fato do potencial escalar ser finito quando » — 0 é uma evidéncia de
que a auto-energia e a massa eletromagnética da particula puntiforme sao
finitas no modelo regularizado da eletrodinamica. De fato, na eletrod-
inamica classica com um cutoff, nao s6 a massa eletromagnética ¢é finita
como o problema dos 3 encontra uma resolucio natural, dada a natureza

3
covariante do procedimento de regularizagao adotado [7].
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1.2 Propagacao de ondas na eletrodinamica de or-

dem mais alta

E interessante observar que o regularizador interfere na propagacao livre
do campo eletromagnético. Para ve-lo basta tomar j# = 0 na equagao
(1.3). Assim, a equagao (1.4) se torna

/ K2(K212 — 1) AM(k)e ™ d*k = 0, (1.13)

com k* = (w, k). Para que a equagao (1.13) seja verdadeira a despeito de
A*(k), é preciso que

(W? — B [(w* — E)I* —1] =0, (1.14)

com k? = k% A equacao (1.14) admite duas classes de solugoes. A primeira
familia é a das solugoes usuais da eletrodinamica para as quais vale a
relacao de dispersao w = k. A outra familia de solugoes satisfaz a relagao

k= w® — %2 (1.15)
Talvez a equagao (1.15) seja mais familiar na forma

k=4 w?—w? (1.16)
com wy = % A equagao (1.16) descreve tanto a propagacao de ondas eletro-
magnéticas em guias de onda quanto a propagacao de ondas eletromagnéti-
cas em um plasma no limite de alta-freqiiéncia ou pequenos comprimentos
de onda [14]. O fendomeno nao deve trazer maiores conseqiiéncias pois a
distancia tipica para atenuacoes destas ondas é § ~ ﬁ = % esel ~ %,
onde m é a massa do elétron, entdao § ~ 10~ 3m

Seguindo a analogia com a propagacao em guias de onda e analisando

a equagao (1.16), vemos que k é um numero real se w > w,. Para fre-
qiiéncias menores que wp, k ¢ imaginario; tais modos nao se propagam e
sao chamados de modos evanescentes. No caso das solugoes propagantes,
a velocidade de fase é dada por

W 1
Ufase = 7= = > 1;

k 1_(%)2




enquanto que a velocidade de grupo é igual a

dw Wp\ 2
Vgrupo = % = 1— (;) < 1.

O regularizador altera as propriedades dielétricas do vacuo, transformando-
o em uma espécie de plasma. Do ponto de vista fisico, a explicacao é
intuitiva. A regularizacao proposta para a eletrodinamica procura levar
em conta, no regime classico, fenomenos associados com a criagao de pares
virtuais elétron-pésitron na vizinhanca do elétron puntiforme. Deste modo
as ondas eletromagnéticas interagem com estes pares virtuais e o resultado
é sua propagacao em um meio que é, de modo efetivo, um plasma ao redor
do elétron puntiforme.

Estes resultados podem ser interpretados como indicadores da presenca
de duas excitagoes distintas na eletrodinamica regularizada. De fato, sabe-
mos da mecanica quantica que uma onda pode ser considerada como as-
sociada a uma particula. Ou seja, a onda com freqiiéncia w e vetor de
propagacao k, a mecanica quantica associa uma particula com energia
E = w e momento p = k. Logo, no caso w = k, a relacao entre a energia e

o momento ¢ E? = p?, que é a relacao relativistica entre a energia e o mo-

1
I
E? =p>+ %, que ¢é a relacao relativistica entre a energia e o momento de
uma particula livre de massa finita e igual a % Vamos mostrar na prox-

mento para uma particula de massa zero. Para a onda com k = {/w? —

ima secao que esta interpretacao é compativel com uma teoria quantica da
eletrodinamica regularizada.

1.3 Teoria quantica da eletrodinamica regularizada

Processos quanticos como criacao de pares virtuais induzem o surgi-
mento, na eletrodinamica classica, de um regularizador [ ~ A, em pe-
quenas distancias [15]. Este regularizador é responsavel por, no limite de
particula puntiforme, resolver o problema dos %, dotar o elétron com uma
massa eletromagnética finita e com uma massa nao-eletromagnética posi-
tiva e produzir uma equacao de movimento que nao admite solucoes com
auto-aceleracao ou com pré-aceleracao. Apesar da eletrodinamica regu-
larizada ser uma teoria efetiva que incorpora algumas conseqiiéncias da

eletrodinamica quantica no quadro conceitual da eletrodinamica classica,
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acreditamos que seria instrutivo construir uma teoria quantica da eletrod-
inamica regularizada e investigar algumas de suas caracteristicas.

Inicialmente, convém determinar o propagador do foton na eletrod-
inamica regularizada. Seja, entao, £ = Ljiyre + Ly p, onde Lijyre € Ly .
sao, respectivamente, as Lagrangeanas livre e fixadora de gauge de uma
teoria eletromagnética genérica. Como é bem conhecido, esta Lagrangeana
pode ser escrita como

1 14
L= SA0"A,

Expandindo, em seqiiéncia, o operador O em termos dos operadores de
projecao

k. k., k. k.,
QMU = Nuw — %; Wpy = 22 )
que obedecem a algebra fechada
O w
6 0
wlw 0
obtemos
O = AO + Bw,

onde A e B sdo os coeficientes da expansao. Se O~! é, por sua vez, o
propagador almejado, entdao O~! = CO + Dw. Porém, OO~! = I, onde

I = © + w. Conseqiientemente,
(AO + Bw)(CO + Dw) = ACO + BDw = O + w.

Logo, | |
-1 _ L
O = A@+ Y (1.17)

Isto posto, vamos determinar o operador O no gauge de Lorentz para a

eletrodinamica regularizada. Neste caso, £ é dado por

1 § 1
£ — _ZFMVFMV —I_ Ea)\FM)\aVF/'W - ﬁ(aMAM)Q’
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que a menos de divergéncias pode ser reescrito como

L= %Au [n“”D + (% - 1)8“8” + (OO — auaym)} A,

Portanto,
1
O = k" — (X — 1) KR+ Pk — kMR E).

Segue-se que

k2
O = (Pk* — kO — T
e, consegiiintemente, o propagador toma a forma
) A
-1 P
Ow = mEez—1) 2w
k,k,

nMV - ? . Ak’ukl/
REE2—1) K

— k2(12kl? .y {W - %[1 + A’k — 1)]} C(118)

E importante observar-se que o coeficiente de N Na equagao (1.18) apre-
senta um bom comportamento ultravioleta, sendo proporcional a % para
valores grandes de k. Este coeficiente pode ser escrito como

! - L, (1.19)
RER-1) R R-L ‘

O primeiro termo no lado direito da equacao (1.19) vem do propagador
usual para o féton; ja o segundo termo é uma correcao introduzida pela

presenca de g@o‘FmagF“ﬁ na Lagrangeana L(I). Este termo representa

o propagador de um bdéson vetorial neutro de massa % Estes resultados

confirmam, pois, as previsoes obtidas pela andlise da propagacao de on-

das eletromagnéticas na eletrodinamica regularizada da secao anterior. No

ﬁ nos alerta para o fato
l

que este bdéson vetorial pode levar a interacoes que violam a conservacao

entanto, o sinal positivo na frente do termo

de probabilidade. Na verdade, este fantasma nao-taquionico é exatamente
o responsavel pelo bom comportamento ultravioleta do termo que inde-

pende do gauge. Fantasmas nao-taquionicos aparecem também em teorias
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de gravitagao de ordem mais alta [16], bem como em extensoes de teorias
abelianas de Chern-Simons com derivadas superiores em 2-+1 dimensoes
[17]. Esta breve andlise nos permite concluir que a teoria quantica que
emerge da eletrodinamica regularizada é, no que tange aos seus fundamen-
tos, insatisfatoria a menos que seja interpretada como a primeira aproxi-
magcao de uma teoria efetiva que descreve, em alguma escala de energia, os

efeitos de uma teoria mais fundamental valida em energias mais elevadas
[18].

1.4 Positividade da energia eletrostatica na eletrod-

indmica com derivadas superiores

Como fecho deste capitulo, discutiremos a questao da positividade da
energia eletrostatica na eletrodinamica regularizada. Para tanto, vamos
construir o tensor momento-energia simétrico utilizando um algoritmo bas-
tante simples [19] baseado nas equagoes de campo; esta prescri¢ao consiste
em multiplicar a equacao de campo em pauta por uma derivada apropri-
ada deste campo de modo que a expressao resultante contenha somente
um indice de espaco-tempo livre e entao reescreve-la como uma quadridi-
vergencia.

Na ausencia de fontes, a equacao de campo para a eletrodinamica com

cutoff assume a forma
(1+ D)9, F* = 0. (1.20)
Multiplicando ambos os membros desta equacao por F),, resulta
F o0, F" + IPF,,00,F" = 0. (1.21)

O primeiro termo do lado esquerdo da equacao (1.21) pode ser escrito
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Cco1mo

F o0, F" = 0,(F,oF") — (04 Fya) "

1
= Qu(EyaF™) = 5(OuFua — O Fua) F

1
= 0u(FvaF") = 5(O0uFua + 0, Fu ). (122)

As identidades de Bianchi, por sua vez, nos asseguram que 0, F},q+ 0o F ) +

0, F,, = 0. Como conseqiiéncia,
14 14 1 14
Fuo0,F" = 0,(F o F") + 5(8QFW)F“
14 1 14
= Ou(FraF™) + Zaa(FMVFM )
1
= O (F,oF" + ngFngpo). (1.23)

Por outro lado, o segundo termo do lado esquerdo da equagao (1.21)

pode ser reescrito como

Fpo00,F" = 0,(F, OF") — 8,F,OF"

— 9 (R OF™) — %(@Fm 8, F,,) O™
= 0,(F,OF"™) + %aaFWDFW
O OF™) + aa(%FWDFm _ %FW’D%FM.
Porém,
1 1
~5F"00uF = SF"O(0,Fuu+ 0uFyo)
— P00, F,,
= §,(FOF,,) — 8,F"™0F,,.
Similarmente,
-9,F™0F,, = —0,F"d°04F,,

= 0,F"0%(0,Fs0 + 0uF,5)
= 0,0, F" 0 o) + 0,F" 0,0 F
= 0,(0,F"°Fs,) + (’)a(%@,,F“”aﬁFw).
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Segue-se que
1
I*F,,00,F" = z2au[FmDFW+§5g(Fpgmpﬂuagw@aﬂ}?pﬁ)+FWDFM+8VFW05F5Q].

O tensor momento-energia simétrico pode entao ser expresso como
1 12
T = FF™ ™ Fpp " 4 S (FpOF + 0,F"0" Fyp)

— P(FOF" + FOF, 4 03FP0, ™). (1.24)

O momento total do campo P* = (£,p), onde £ e p sdo respectiva-
mente, a energia e o trimomento totais do campo, como de ordinario, é

dado por
P* = / d>xT". (1.25)

No caso eletrostatico, as equagoes (1.24) e (1.25) nos fornecem a seguinte
expressao para a energia®

1
T2
Da identidade vetorial Vx (VxE) = V(V-E)—V?2E, obtemos prontamente
que V2E = V(V - E), uma vez que V x E = 0. Porém, V- [(V - E)E] =
E-V(V-E)+ (V-E)2 Utilizando este resultado e supondo que EV - E

se anule no infinito mais rapidamente que T%, encontramos que a equacao

£ / {E* - P[(V-E)*+2E- V’E|} &’x. (1.26)

(1.26) pode ser colocada sob a forma

£ = %/[E2 + I3(V - E)}d’x, (1.27)

que é obviamente positiva.

Conforme vimos na Secao 1.1, o potencial eletrostatico de uma carga

pontual é dado por V (r) = = l_e_r/l, o qual tende ao valor finito ;= quando
r se aproxima de zero. Lembrando agora que E = —VV, obtemos a

expressao para o campo eletrostatico devido a carga pontual em questao:

e rl — e—r/l e—r/l X
B(r) = —|—— — }r. (1.28)
4 r Ir
*Em nossa convencio, FY% = —E' ¢ FJ = ¢7F By,

17



Substituindo (1.28) em (1.27) e realizando a integragao da expressao re-
sultante, encontramos que a energia para os campos de uma carga pontual
é dada por ;—j Concluimos, assim, que ao contrario da eletrodinamica de
Maxwell, a eletrodinamica de ordem mais alta exibe um valor finito para
a energia em todo o espaco. Evidentemente, o momento do campo ¢é zero
neste caso. As expressoes para a energia e momento totais dos campos nao

sao muito iluminativas e por esta razao nao serao mostradas aqui.
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Capitulo 2

Um roteiro simples para a obtencao
das equacoes de campo da
eletrodinamica com derivadas de

ordem mais alta

Neste capitulo vamos mostrar como obter as equacoes de campo da
eletrodinamica regularizada generalizando-se as leis da magnetostatica de
modo a torna-las consistentes com a relatividade especial. Esta mesma
rota que leva a eletrodinamica com cutoff, leva também a eletrodinamica
de Maxwell desde que partamos da magnetostatica de Maxwell em vez
daquela relacionada a eletrodinamica regularizada. Na verdade, uma mesma

e unica rota conduz a duas eletrodinamicas marcantes: a de Maxwell e a
de Podolsky.

2.1 A magnetostatica da eletrodinamico regularizada

Suponhamos que em um certo mundo hipotético o campo magnético
elementar dB no ponto P, devido a um elemento de corrente IdL (vide a

Figura 2.1), seja dado por
_IdL _ [(1—e BT e RINR
R’

R? IR (21)

dB = —
47 %
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onde [ é uma constante com dimensao de comprimento e, como de hébito,

R =r —r’. Observe que para % >> 1, a equagao (2.1) se reduz a

que, como era esperado, é uma lei do inverso do quadrado. Certamente,
as modificagoes da equagao (2.1) com relacgao a correspondente equagao de

Maxwell s6 serao sentidas em pequenas distancias, ou seja, % << 1. De
IdL 1\ R

fato, nesta situagao dB ~ 7= X (1—2) R

Figura 2.1: Campo magnético elementar devido ao elemento de corrente IdL.

Supondo entao que seja valido o principio de superposicao, podemos
escrever a lei basica dada pela equacao (2.1) sob a forma geral

1 1—e B/l e BIN R

B(r) = — [ &r'j(r') x — —

onde j(r) é a densidade de corrente estacionéria.

Como de praxe, podemos agora determinar as equacoes de campo para
a magnetostatica. Para isto, notemos que a equacao precedente pode ser

reescrita como

1 1—e B/

B= - d*r'V [T] x j(r'), (2.2)

onde V age somente nas coordenadas r. Usando a identidade V x[f(r)C] =

V f(r)x C, onde C é um vetor constante, podemos escrever a equagao (2.2)

B(r) = V x /‘iﬁ [1 _Z_R/Z} i), (2.3)

como
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ou seja,

B(r) = V x A(r), (2.4)

aw= [ ‘;_Rﬂ] ) (25)

Da equagao (2.4) concluimos prontamente que

com

V- B(r) =0. (2.6)
Por outro lado, tomando o rotacional da equacao (2.3), obtemos

1—e B/l 1—e R/
_ SEEYENAN _ 3.2 (T2
VXB—V/er(r)V[ .z ] /er(r)V [ = ].(2.7)

Usando o fato que
Vf(R)=-V'f(R), (V' agesomente nas coordenadas r’)

podemos escrever a primeira integral do lado direito da equagao (2.7) como:

1 —e BN (1 — e B/
3./ / . — . 3./ / . /

1 — —R/lT
— /d?’r’ [—4;}2 Vi)

= 0, (2.8)

ja que para fenomenos magnéticos estacionarios V - j = 0. Por outro

R/l = %];/l — 475%(R) [20], podemos

reescrever a segunda integral do lado dlrelto da equacao (2.7) sob a forma:

. 1 — e B/ L
/d?’r"](r’)v2 [W] = —/d?’r"](r’)élez. (2.9)

Segue-se, entao, que

&

lado, apelando para a identidade V2

303 (4] e_R/l
VXB:/d rJ(r)47TRl2. (2.10)

Tomando o laplaciano da equagao (2.10), obtemos finalmente:

V2[V % B] — d3r/-(r/) efR/l B d3 /.]( )53(R)
W R 2

_ ﬁV><B() 22() (2.11)
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Portanto,

[1—*V?]V x B(r) = j(r). (2.12)

As equagoes (2.6) e (2.12) sao as leis fundamentais da magnetostatica

da eletrodinamica regularizada.

2.2 Generalizacao da magnetostatica da eletrodinamica

regularizada via relatividade especial

Suponhamos agora que os fisicos do mundo hipotético mencionado na
secao anterior sé estejam familiarizados, no que tange ao eletromagnetismo,
com a magnetostatica. Em outras palavras, eles sabem calcular o campo
magnético gerado por uma corrente estacionaria. Apesar, no entanto, do
parco conhecimento de eletromagnetismo desta comunidade cientifica, seus
membros possuem, como compensacao, um profundo conhecimento sobre
relatividade restrita. Certo dia, um brilhante e engenhoso fisico desta co-
munidade, extremamente impressionado por um livro que acabara de ler
sobre o papel das simetrias na fisica, resolve generalizar as leis da mag-
netostatica de modo a torné-las consistentes com a relatividade restrita.
Como um habil relativista, ele sabe, com seguranca, que devera escrever as
suas equacoes de campo em roupagem tensorial quadri-dimensional em vez
de tri-dimensional. Inicia nosso amigo entao seu trabalho, reescrevendo a

equagao (2.12) sob a forma
[1+ 120,0'][—€"™0,,B,] = j'. (2.13)
A bem da simplicidade, ele define as quantidades
PP =¢tep, (2.14)

e nota que devido a antissimetria de €®¢, F® = —F% ¢ F% = () se @ = b.

Um célculo trivial lhe mostra que a equagao (2.14) é equivalente a

. 1 ..
Bl = —ée”ijk, (2.15)
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o que lhe permite escrever explicitamente as componentes de B em funcao
da quantidade F:

B, = —B'=Fy3=F?
By = —B*=-F3=—F"
By = —B?=F|,=F"?,

Assim, nosso fisico sagaz consegue, através de manipulagoes algébricas
convenientes, expressar as leis da magnetostatica de seu planeta numa
forma mais elegante e ao mesmo tempo mais apropriada para uma futura
generalizacao. Em sua nova roupagem, estas equacoes podem ser escritas

CoImo se segue:

%aieij’@ij = 0, (2.16)
(14 170,0'] 0, F™ = j, (2.17)
—[1+ 0,0 0, F'™ = j'. (2.18)

Nosso sédbio amigo exige agora que as equacgoes (2.16), (2.17) e (2.18) sejam
invariantes sob transformacoes de Lorentz. Com este intuito ele supoe que
os F'% sejam as componentes tipo espaco-espaco de um tensor de rank 2.
Consequentemente, as equagoes em pauta serao explicitamente covariantes
se os indices espaciais forem simplesmente substituidos por indices tipo
espago-tempo. Generalizando covariantemente as equagoes (2.17) e (2.18),

ele obtem:
(1+1’0)9,F™ = j7, (2.19)

—(1+1P0)9, F* = ", (2.20)

com j” = (p,j). Comparando as equagoes (2.19) e (2.20), ele supoe entao,
tentativamente, que ' = —F"" em todos os referenciais de Lorentz*, e

escreve:

(1+1’0)9,F™ = j7, (2.21)

*Uma demonstragao formal da antissimetria do tensor F** pode ser encontrada na Ref.[21].
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com " antissimétrico. Procedendo de maneira analoga, ele generaliza

covariantemente a equagao (2.16), e obtem:
0,F" =0, (2.22)

onde F* = %E”VPUFW.
As equagbes (2.21) e (2.22) sao as equagdes de campo da eletrodinamica

regularizada.

2.3 Interpretacao fisica das equacoes de campo da

eletrodinamica com derivadas superiores

Fazendo v = 0 na equacao (2.21), obtemos
(14 PO)o,F* = 4.

As componentes tipo espaco-tempo F introduzidas pela generalizacio
covariante ainda precisam ser interpretadas fisicamente. Isto nao nos im-
pede, certamente, de batizar estas quantidades que ainda nao conhecemos.

Seja, entao, F* = E'. Logo,
(1+7PO)V-E = p. (2.23)

Se v = j, a equagao (2.21) se reduz a

(1+7*0) (—%—? +V x B) =j. (2.24)

A equagao (2.22) fornece, como de habito,

V-B = 0, (2.25)

0B
E4+— = 0. 2.2
V X +6t 0 (2.26)

Comparando estas equagoes com as correspondentes equagoes de Maxwell,
vemos que o termo com derivadas mais altas altera apenas as equacgoes in-

omogeéeneas. Em outras palavras, ele s6 modifica as leis de Coulomb-Gauss
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e de Ampere-Maxwell, alterando o relacionamento do campo eletromag-
nético com sua fonte.

Cabe-nos agora discutir a natureza do campo E. Conforme explanamos
anteriormente, nosso fisico que conhecia somente a magnetostatica e a
relatividade especial pode prever a existéncia do campo E. Mas, sem
sombra de duvida, ele vai se perguntar: Este campo é observavel? Em
caso afirmativo, como irei reconhecé-lo quando ve-lo? Como nosso esperto
amigo conhece a magnetostatica, ele imagina uma particula de massa m
e carga ¢ movendo-se com velocidade v através de um laboratorio onde
existe um campo magnetostatico B, e escreve a segunda lei de Newton
como

d

d_lz ZQ(VXB>7

que, em termos do tempo proprio, torna-se

p

— = ¢/(vxB)
-
= ¢(ux B), (2.27)
onde dr? = dt?> — dr?, % =7 = \/11_7 e ut = %“ = ~v(1,v); T é o tempo
préprio e u” é a quadrivelocidade. A equacao (2.27) pode ser reescrita
como
dp' ijk
— = qe'"u;B
dr 1 gk
= —geijkekabqu“b

= J(018) — 560w, P
= qu;F,

que tem por generalizagao covariante a expressao

dp*

— = qu, F". 2.28

o = qu (2.28)
Se 1 = 0, esta equagao se reduz a
d&

— =gqv-E 2.29
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onde & é a energia da particula; por outro lado, se u = 7, a equagao (2.29)
se torna

dp’ , y

£ [0 N

ar ~ AT

= ¢[E" + €7%v; By]

= q[E'+ (v x B),

que nada mais é que a i-ésima componente de

d
d_lt’ — ¢(E+v x B). (230)

A equagao (2.30) é um caso particular da forca de Lorentz da eletrod-
inamica de Maxwell.

Nosso hipotético fisico encontra nas equagoes (2.29) e (2.30) a fenomenolo-
gia que lhe permite observare e medir o campo E assim como distingui-lo
do campo B. De fato, o novo campo se acopla a cargas elétricas, atua até
mesmo sobre particulas estaticas e, ao contrario da interagao magnética, é
capaz de alterar a magnitude do momento da particula e nao somente sua
direcao.

Para concluir este capitulo, vamos determinar a expressao geral para a
densidade de forca. De acordo com a Ref.[19], a densidade de forca, f*, é

igual a
=g,

ou seja,
fro= (F%, % + FMji)
= (E-j,pE+j x B). (2.31)
Esta expressao para a densidade de forca é exatamente igual a da eletrod-
inamica de Maxwell.

No préximo capitulo vamos deduzir as equagoes da eletrodinamica reg-

ularizada a partir da eletrostatica.
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Capitulo 3

Comecando na eletrostatica e
terminando na eletrodinamica

regularizada

Partindo da lei de forca para a interacao de duas cargas pontuais estat-
icas no contexto da eletrodinamica de ordem superior, deduzimos nova-
mente as equacoes de campo da eletrodinamica com cutoff. O procedi-
mento é semelhante ao do capitulo anterior: as leis da eletrostatica sao
generalizadas de modo a tornarem-se consistentes com a relatividade espe-
cial. Analisando o procedimento do capitulo anterior, que tem como base
a magnetostatica, com o que iremos aqui desenvolver, que tem como su-
porte a eletrostatica, concluimos que a eletrodinamica regularizada ocupa
uma posicao completamente simétrica em relacao a magnetostatica e a
eletrostatica. Estes dois enfoques, que utilizam rotas alternativas mas con-
duzem ao mesmo rezultado, ilustram claramente o alcance da exigéncia da

invariancia de Lorentz.

3.1 A eletrostatica a partir da lei de forca e do princi-

pio de superposicao

Imaginemos, para iniciar, que uma carga (', situada em r’ , exerca uma

forca sobre uma outra carga (), situada em r , que obedece a seguinte lei
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B QQI 1 — G_R/l e—R/l R
_4w[}¥ B m]’

Por outro lado, como é bem conhecido, o campo elétrico E(r) no ponto

F(r)

r devido a uma carga @ situada em r’ é definido como a forca F(r) que

atua sobre a carga teste () dividida por esta carga, ou seja,

B Q/ 1_ e—R/l G—R/l R
_E[J# _vm]'

Admitindo agora que o campo eletrico obedeca ao principio de super-

E(r)

posicao , conclui-se que o campo eletrostatico devido a uma distribuicao

de cargas p(r') é dado por

Prip(r’) 1 —e BRI
E(r)—/ . | 7 " IR R. (3.1)

Esta expressao para o campo eletrostatico pode ser escrita, por sua vez,

como o gradiente de um escalar:

E(r) = —-VV(r). (3.2)

onde

4 R
A equagao (3.2) fornece, como conseqiiéncia

r _ e—R/l
V(r)E/d3r'p( )[1 ].

V x E(r) = 0. (3.3)

o que mostra que o campo eletrostatico em estudo é conservativo.

Resta entao a tarefa de determinar uma equagao envolvendo a divergén-
cia do campo E a fim de obter-se as leis fundamentais da eletrostatica da
eletrodinamica regularizada. Tomando, com este intuito, o divergente da

equacao (3.1), obtém-se:

r o e—R/l
Vsz/fﬂLﬂlmzy
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Tomando agora o laplaciano desta equacao, encontra-se a equacao que

estava faltando, ou seja,

[1 — V2|V - E(r) = p(r). (3.4)

As e equagoes (3.3) e (3.4) definem totalmente o campo eletrostético.

3.2 As equacoes de campo da eletrodinamica regu-

larizada

O préximo passo € tornar as equacoes de campo da eletrostatica consis-
tentes com a relatividade especial. Neste espirito, vamos escrever a equacao
(3.3) em roupagem tensorial. Para tanto, notemos que esta equacao pode

ser escrita, de inicio, como

—5ijk8jEk = 0,

ou, equivalentemente, como

g%, Fyy, = 0, (3.5)

onde as quantidades F” sao definidas como

F% = _F,=—F'=E,.

Supondo agora que a lei do rotacional seja a equacao para as componentes
tipo espago-espaco de uma equacao manifestamente covariante (invariancia

sob transformagoes de Lorentz), podemos escrever prontamente que

g9, Foy =0, (3.6)

onde % ¢ um tensor completamente antissimétrico com "% = +1.

Esta equacao pode também ser escrita em termos do tensor dual como

8, F" =0, (3.7)
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A generalizacao covariante que utilizamos introduz obviamente as compo-
nentes Fyy , Fip e Fj; , as quais, neste estagio, ainda sao desconhecidas.
Observe que os Fj; nao sao mais necessariamente estaticos.

A préxima etapa é tornar a equacao (3.4) covariante de Lorentz. O lado
esquerdo desta equagao pode ser reescrito, de inicio, como [1+120,0']0; E".
Se quisermos, porém, escrever a equacao (3.4) em forma covariante de
Lorentz, é preciso que identifiquemos a densidade de carga p com a com-
ponente zero de algum quadrivetor. Como fazer isto? A resposta é sim-
ples: Basta ter em conta que a carga elétrica e um escalar de Lorentz.
De fato, sendo dq um escalar de Lorentz, segue-se que pd*x(= dq) tam-
bém o é. Mas, d*z’ =| det %—:;/ | d*x. Porém, para uma transformacao de
Lorentz, z/* = A*,z” | prépria e ortécrona (detA = 1 e A} > 1), que
é o tipo de transformacdo que estamos considerando, d*z’ = d*z :; por-
tanto, d*x = dz'd*x é também um escalar de Lorentz. Consegiiintemente,
p transforma-se da mesma maneira que da” , ou seja, a densidade de carga
é a componente zero de um quadrivetor. Este quadrivetor é a densidade

de corrente j* = (p,j) . Segue-se que

[1+ 170,00, F° = 5°,

cuja generalizagao covariante é

[1+ 1’09, F* = 5", (3.8)

Seja, entao, uma particula de massa m e carga () em repouso em um
laboratério onde existe um campo eletrostatico E . A segunda lei de New-

ton nos permite escrever

dp
— — QE.
dt @

Em termos do tempo proprio, esta equacao pode ser reescrita como

dp’ ,
i - QUOF207
dr
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cuja generalizagao covariante é

dp*
% = Qu, F"™. (3.9)

Multiplicando agora a equacao (3.9) por p, = mu, , onde m é a massa de

repouso, e lembrando que p,p" = m? , obtemos

w, Uy F* =0

Utilizando este resultado, pode-se motrar facilmente que F*” é um ten-
sor antissimétrico [21]. Como FM ¢é antissimétrico, ele tem apenas seis
componentes independentes, trés das quais ja foram especificadas. A bem
da simplicidade, vamos batizar estas componentes desconhecidas como se
segue

1

B = §giﬂ"€ij, (3.10)

o que implica em

F =g, (3.11)

E importante frisar que se estivéssemos apenas familiarizados com a elet-
rostatica da eletrodinamica regularizada e a relatividade especial poderiamos
prever a existéncia do campo magnético B , o qual naturalmente ainda pre-
cisaria ser interpretado fisicamente. Note, no entanto, que para =1 , a

equacao (3.9) torna-se

d
d—I; —Q(E+v xB), (3.12)
enquanto que para y = 0 , ela nos fornece
dp
P _ Ov-E. 3.13
P = Qv (3.13)

Assim, tendo sido capazes de prever o campo magnético B usando unica-
mente nossos conhecimentos de eletrostatica e relatividade especial, pode-

mos agora, utilizando judiciosamente as equagoes (3.12) e (3.13) , observar,
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medir e distinguir o campo B do campo E . O novo campo acopla-se a car-
gas em movimento, nao atua sobre uma particula carregada estatica e é
capaz de mudar somente a direcao do momento.

As equagoes (3.7) e (3.8) sao as equagoes de campo da eletrodinamica

de ordem mais alta.
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Capitulo 4

O momento magnético anomalo do
elétron na eletrodinamica

regularizada

No Capitulo 1 mostramos que os efeitos do termo de ordem mais alta
sO se fazem sentir para pequenas distancias, ou seja, r << [. Se nos re-
portarmos, porém, a afirmagao de Feynman citada na Apresentacao (The
test of all knowledge is experiment [1]), devemos, sem sombra de divida,
procurar um limite experimental para o cutoff. Certamente, s6 assim vire-
mos a ter uma nocao real sobre o efeito do regulador na eletrodinamica
de Maxwell. Por outro lado, um dos grande sucessos da eletrodinamica
quantica (QED) é a notavel concordancia existente entre o valor por ela
previsto para o momento magnético anomalo do elétron e o valor obser-
vado (cerca de uma parte em 10'°). Utilizando este fantdstico acordo entre
a teoria e a experiéncia, vamos determinar um limitante para o regulador
[, computando o fator de forma F(q?) relativo & eletrodindmica de ordem
mais alta no limite ¢ — 0. Uma comparacao com os resultados tedrico e

experimental relativos a QED fornece um limite superior para I.
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4.1 Calculo do momento magnético anomalo do elétron

na eletrodinamica de ordem superior

Como é bem conhecido, o momento magnético anomalo do elétron é
obtido calculando-se a correcao de vértice para o espalhamento do elétron
por um campo externo como mostrado na Figura 4.1. Para um elétron
submetido a um campo eletromagnético estatico e no limite ¢ — 0, o fator

giromagnético é dado por
g=2[1+ F5,0)], (4.1)

onde o fator de forma F»(0) nada mais é que o momento magnético anémalo
do elétron [22].

Figura 4.1: Diagrama de Feynman para o espalhamento de um elétron por um campo

eletromagnético externo

No caso da QED, onde o coeficiente de 7, no propagador ¢ igual a —k%,

«

Fy(0) = —/ daydasdazd(1 — Zai)
0 i

T

ap
as +as’
jd no caso da eletrodinamica regularizada o coeficiente de 7,, no propa-
gador é dado por [vide equagao (1.19)]
1 1
AN
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e, consequentemente, o fator de forma para esta eletrodinamica pode ser

escrito como

2

o oy meay(as + a3)
Floz—dddél—E -

5(0) 7r/ aydardasd( : 1) L@Jrozg m%(ay + a3)? + B

= g/dald@dagé(l — Z()q) X

T
[ aq B af(ag + a3) ] (4.2)
ar+az (ptag)?+ 2] '
onde € = ﬁ, sendo m a massa do elétron.
Integrando primeiro em g, obtemos
1 1—a1
o aq a1(1 —aq)
FL0) = —/ do / da — :
2() ™ Jo ! 0 2 1—041 (1_041)2+%
Integrando agora em s, resulta
1
o €3] 041(1 - 041)
FL0)=— [ dai(1 - — ,
100 =5 [0 = |20 - G
ou, equivalentemente,
1 2
Q Q
Fi0)=—= [ d ! . 4.3
2(0) 7T/0 O41041+6(1—041)2 (43)

Por outro lado [23],

€

1+ 2¢? —46/ dz
2¢2 ex? + x(1 — 2€) + €’

2ex +1 — 2¢ — /1 — 4e
2exr + 1 — 2e + /1 — 4e

7 r 1—2€
d = = — In [ez? 1—2
/x6$2+$(1—26)+6 € 2¢2 n [ + o )+ ¢

/ dz 1 1
= n
ex? +x(l —2¢)+€  /1—4e

Consegiiintemente,
1 1-2 1+2e2—4 14++/1—4
o100 e g et M e s i
T |e€ 2¢ 22y/1 —4e 1 —+/1—4e
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4.2 Um limite para o regularizador da eletrodinamica

de ordem superior

Se e < 1,

1 —4e42¢* 1 — 2+ 2
21— 4e 2€> ’

1 1+ 1 —4e
n
1 — /1 —4e

~ In[l — (e + € + 263 +5¢H)] —Ine

—In(1 + € + 2€% 4 5¢* + 14€*)

20e3 35t
~ —[2€+3€2+T€+T€+1n6)].

Em decorréncia, a equacao (4.4) assume a forma

Fl0) ~ 2 [1 ~ 2 m2 -2 (§ + ln(lm)) (lm)4] C (5)
2m 3 12
O primeiro termo desta equacao foi obtida pela primeira vez por Schwinger
[24], enquanto que o segundo é a mais importante corregao associada com
o parametro [ da eletrodinamica regularizada.
Por outro lado, sabe-se que para a QED, FzQ ED(O) calculado até a ordem

a® é dado por [25]

F2EP(0) = 0,001 159 652 140 (28),

enquanto que o resultado encontrado experimentalmente Ff**(0) é ainda

mais preciso [26]:

FSXP(0) = 0,001 159 652 185 9 (38).

Consegiiintemente, o valor tedrico previsto pela QED para o momento
magnético anomalo do elétron concorda com o valor observado em até
uma parte em 10! . Portanto, a correcio mais importante introduzida
pela eletrodinamica regularizada, ou seja, %(lm)2 , deve ser menor que

1071 | ou seja,
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2
g(lm)2 < 10_10

Lembrando que m = 0,510 998 918 (44) MeV [26], concluimos que o reg-

ularizador da eletrodinamica com cutoff deve ser menor que

[ <4,7x10"®m,
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Capitulo 5

A constante de acoplamento da
eletrodinamica regularizada via uma

experieéncia de laboratorio

Usando os resultados de uma experiéncia de laboratorio que visava orig-
inalmente detectar desvios na lei de Coulomb [27], vamos determinar neste
capitulo um outro limitante para [. O experimento aludido é muito sim-
ples, e consiste em aferir a diferenca de potencial entre duas cascas esféricas
concéntricas, onde a casca externa ¢ mantida em um potencial constante
Os calculos necessarios para obter este limitante, ao contrario daqueles
envolvidos na obtencao do momento magnético anomalo do elétron, sao

puramente classicos.

5.1 Calculo do potencial no interior de uma esfera
uniformemente carregada no contexto da eletrod-

inamica regularizada

Considere, para fixar idéias, uma esfera de raio v’ com uma carga @
uniformemente distribuida em sua superficie. Num ponto qualquer r em
seu interior, onde o vetor r tem origem no centro da esfera de raio v’ , o

potencial pode ser calculado pela expressao
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onde a funcao de Green

lr—r'|

I 1—e
Gle 1) = 0

T dr [r—v

foi determinada no Capitulo 1.

Utilizando agora a figura 5.1, podemos reescrever a equacao (5.1) como

vV r2 +r’2—2r7” cos 6
Q +1 1—e 7

81 ), V12 + 12 — 2rr' cos 6

V(r) d(cosf),

que através da mudanca de varidvel u = V72 4+ 12 — 2rr’ cos 0 se reduz a

Q r'4r .,
= 1l—e 1 : .2
V(r) v— rlr( e 1)du (5.2)
7/
T
0
I
Tl Y
®»

Figura 5.1: Geometria para o célculo de V(r)

Assim, concluimos que

V(r) = 2r + (e — e 7). (5.3)
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5.2 Calculo da diferenca de potencial entre as cascas

esféricas

Vamos computar agora a diferenca de potencial entre as duas cascas es-
féricas mostradas na Figura 5.2, supondo que a casca externa seja mantida

a um potencial Vj

Figura 5.2: Geometria para a determinacao do potencial

Fazendo " = Ry = r na equacao (5.3) , obtemos prontamente

Q 28y
V(Ry) = 2Ry + l(e” T —1)].
(R2) 87TR§[ 2+ (e )]
Por outro lado, tendo em conta que V(Ry) = Vj, concluimos que
B 8T RV}
2Ry + (e~ T —1)
Portanto,
Ro+r Ro—r
WR 2r+l(e” T —e T
V(r) = ofty | wrAle T mel ) 5y
ORy +I(e1* — 1) r
Porém,
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_ RotRy _Ro—Ry

B VoRs 2Ry + (e T —e T )
2R, —1—1(6_@ — 1) Ry .

V(Ry)

Logo,

AV V(Ry) = V(R)

vV V(Ry)
Rs [2R1 + 1 (e‘RQTRl — e‘RZ]Rl)}

R [232 41 <e—2’f2 _ 1)}

—1- (5.5)

5.3 Um limitante para [ via experimento de Plimp-

ton e Lawton

A equagao (5.5) é uma equacao transcedental e ndo pode ser resolvida
analiticamente. Para resolve-la, utilizamos um software de computador
alimentado com os dados do experimento de Plimpton e Lawton (R; = 61
cm, Ry =76 cm e AV/V = —10°/3000) e obtivemos que o regularizador

da eletrodinamica de ordem superior deve ser menor que

5,1 x 107 8cm
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Observacoes finais

Vimos, nos Capitulos 2 e 3, o papel poderoso desempenhado pelos
principios de simetria na Fisica. Especificamente, pela invariancia de
Lorentz, que é uma simetria cinematica ou geométrica. Tal simetria nao
determina sozinha a estrutura dos campos de interacao, mas ajuda a ma-
pear estas interacoes de um espaco para outro, ou seja, do espago tri-
dimensional para o espaco quadri-dimensional. As simetrias dinamicas,
em contraste, determinam as interagoes. Exemplos célebres sao fornecidas
pela covariancia geral e a invariancia de gauge. A primeira determina o
campo gravitacional a partir da teoria invariante de Lorentz, enquanto que
a ultima fixa a estrutura das interagoes fundamentais a partir do conheci-
mento das Lagrangeanas para o campo livre e dos grupos de simetria. No
nosso caso, onde no Capitulo 2 partimos da equacao (2.3) enquanto que
no Capitulo 3 iniciamos pela equacao (3.1), a invariancia estatica de gauge
ja é, desde o principio, inerente ao método utilizado.

No Capitulo 2, a exigéncia de invariania de Lorentz levou-nos do refer-
encial onde o campo é produzido por uma corrente estacionaria, para al-
gum outro referencial inercial onde o observador vé passar o aparelho onde
circula a citada corrente, introduzindo assim, explicitamente, fenomenos
dependentes do tempo. No Capitulo 3, por sua vez, esta mesma invarian-
cia nos levou do referencial onde o campo é gerado por uma distribuicao
estatica de carga, para um outro referencial inercial onde o observador
vé esta distribuicao estatica por ele passar, dando origem a fendomenos
explicitamente dependentes do tempo.

E importante frisar que esta mesma rota que leva a eletrodinamica
regularizada, leva também as eletrodinamicas de Maxwell e Proca. Na
verdade, acreditamos que eletrodinamicas lineares, ou seja, aquelas onde

os campos obedecem ao principio de superposicao, podem ser deduzidas
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langando-se mao do caminho descrito neste trabalho - seja partindo da
eletrostatica, seja da magnetostatica. Em resumo, uma unica rota leva a
vérias eletrodinamicas lineares. E digno de nota que estas eletrodinamicas
sao simétricas em relacao as respectivas eletrostatica e magnetostatica.
Isto nao é de causar espécie, ja que a exigéncia de invariancia de Lorentz,
quer da eletrostatica, quer da magnetostatica, permite que se chegue as
equacoes de campo da respectiva eletrodinamica linear. Realmente, o que
conta, é que a teoria obedeca a simetria de Lorentz.

Vale a pena mencionar, como complemento desta andlise, os trabalhos
extremamente interessantes de Kobe [28] e Newenschwander e Turner [29]
sobre a questao da possibilidade de derivar-se as equacoes de Maxwell a
partir da eletrostatica (magnetostética) e das leis da relatividade especial.

O limitante para [ encontrado no Capitulo 4 define um comprimento
lo = 4,7 x 107®m, que seria a dimensao caracteristica de uma possivel
teoria efetiva baseada na eletrodinamica quantica que levasse em conta
alguns dos fenomenos que ocorrem em energias mais elevadas que as de-
scritas pela eletrodinamica quantica. Comprimentos tao pequenos quanto
lp, no entanto, estao fora do dominio de validade da eletrodinamica clas-
sica. Por sua vez, o valor encontrado para [y no Capitulo 5 é razoavel se
olharmos a eletrodinamica regularizada como uma teoria classica. Exper-
imentos de laboratério mais atualizados, certamente, fornecerao um valor
mais preciso para [.

Para finalizar, vamos comentar, de passagem, sobre as investigagoes
que pretendemos fazer no ambito da eletrodinamica regularizada. Con-
forme foi demonstrado por Ignatiev e Joshi [30], monopdlos magnéticos de
Dirac nao existem na eletrodinamica de Proca. Elas também nao existem
no contexto da teoria de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond [31,32]. Ambas
as teorias contém bodsons vetoriais massivos. A idéia é verificar se estes
monopolos poderiam existir no contexto da eletrodinamica regularizada
que, apesar de conter um bdson vetorial massivo, é uma teoria de gauge.

Até onde sabemos, a eletrodinamica regularizada é a tinica teoria de gauge

43



conhecida que é massiva. Um outro ponto, que nos interessa sobremaneira,
¢ a questao da renormalizabilidade da teoria eletrodinamica com cutoff.
Conforme vimos na sec¢ao (1.3), a parte independente de gauge do propa-
gador apresenta um bom comportamento assintotico, ou seja, ela tende a
zero quando k — oo, como os propagadores usuais. Este fato sugere que a
teoria deve ser renormalizavel. Pretendemos investigar se esta hipotese é
ou nao verdadeira utilizando um enfoque semelhante aquele proposto por
Boulware [33] para o estudo da renormalizabilidade das teorias de gauge

massivas nao abelianas, o qual utiliza a técnica de integracao funcional.
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