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Resumo

Estudamos o efeito que os campos gravitacionais produzem nas ondas eletromagnéti-
cas. O plano de polarizacao gira rigidamente ao longo da trajetéria. A particao 143 de
Landau-Lifshitz de espacos estaciondrios nos permitiram trabalhar no formalismo tridi-
mensional. Obtivemos uma lei de evolucao para o plano de polarizacao na aproximagao

Otica geométrica. Esses resultados foram aplicados aos espacgos de Kerr e Godel
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Abstract

We have studied the effect of gravitational fields produced by rotating bodies on electro-
magnetic waves . The polarization plane rotates rigidlly along the trajectory. The 1+3
partition of Landau-Lifshitz of stationary spaces allowed us to work in a threedimensional
formalism. We obtained an evolution law for the polarization plane in the geometric

optics aproximation. These results were aplied on the Kerr and Godel metrics.
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Capitulo 1

Introducao

Em relatividade geral é bem conhecido o fato de que os campos eletromagnéticos num
espaco-tempo sao afetados por campos gravitacionais provocando o fenémeno ja conhecido
como a deflexao da luz. Outro efeito produzido por campos gravitacionais é o redshift
gravitacional, que modifica o comprimento de onda de uma onda eletromagnética quando
esta é emitida num campo gravitacional forte e detetada num ponto onde o campo grav-
itacional é fraco. Mas existe outro efeito, que se produz quando as fontes do campo grav-
itacional estao girando: o fendmeno da rotagao do plano de polarizacao da luz. Este efeito
foi abordado por diferentes autores com diferentes enfoques [4], [7], [8], [9], [11], [10], [6] .
O estudo feito por Mohamad [3] consiste em fazer uma analogia com o efeito da rotagao de
Faraday num contexto gravitoeletromagnético. Demonstra-se que a rotacao tém a mesma
forma integral que o efeito de Faraday habitual, ou seja o &ngulo de rotacao é proporcional
a integral de linha da componente do campo gravitomagnético ao longo da trajetéria do
raio de luz. Outro trabalho que aborda o tema é o de Mashhoon[6], ele considera que
as ondas se propagam num espaco plano, mas na presenca de um "meio"definido por
sua permissividade elétrica e permeabilidade magnética. E nelas onde sao encontradas as
propriedades do espaco-tempo. Nesse contexto as equacoes de Maxwell sao escritas numa
forma nao covariante de tal forma que elas serao equivalentes as equacoes eletrodinamicas

num meio.



Apesar de ambos estudarem o mesmo problema, o enfoque proposto por Mohammed
nao poderfa ser aplicado para a métrica de Godel, j4 que para achar o dngulo de rotagao,
ele integra numa curva fechada, dividida em duas partes, dentro da qual fica a fonte.
Uma parte passa perto da fonte e a outra estd infinitamente longe da fonte. Isso faz que
a contribuicao da trajetoria que estd longe seja nula, com isso ele aplica o teorema de
Stokes e resolve o problema. Porém em Godel o espaco é homogeneo e nao tém regiao
assint6ticamente plana. Conseqiientemente nao é possivel aplicar este método no espaco
de Godel.

Em nosso trabalho vamos estudar a rotacao do plano de polarizacao de uma onda
eletromagnética num campo gravitacional baseado no artigo de Fayos e Llosa [5]. Os
espacos nos quais vamos estudar este efeito serao os espago de Kerr que ja for estudado
em [5] e 0 espago de Godel, onde esse método nao foi utilizado. Ambos sao espago-tempos
com métricas em rotagao.

No primeiro capitulo sao descritos os comportamentos das geodésicas em cada espago-
tempo. As geodésicas tém um papel muito importante na relatividade geral porque uma
vez determinadas, elas dao toda a informacao sobre o movimento de uma particula livre
nesse espago. Entao o problema do célculo do movimento se reduz a achar as geodésicas
de uma geometria dada. No caso do espago-tempo de Kerr, que é um espago-tempo
estaciondrio e apresenta simetria axial, a simples vista veremos que existem trés leis de
conservacao, a do momento angular por ter simetria axial, a da energia por ser estaciondrio
e a conservagao da norma da 4-velocidade, porém todas elas nao serao suficientes para
resolver o problema de encontrar as equagoes geodésicas. O que se fez entao foi aplicar
o método de separacao de varidveis das equacoes de Hamilton-Jacobi, método descoberto
por Carter. No caso de Godel utilizamos um outro método, desenvolvido por Novello
et al [2], onde o potencial efetivo é utilizado para tirar informagao das geodésicas sem
necessitar integrar.

O capitulo 2 estard dedicado ao estudo do propésito deste trabalho, a polarizacao.

Comecando vamos obter as principais leis da 6tica geométrica em espagos curvos no



marco da relatividade geral. Por outro lado usaremos a particao 1+ 3 de Landau-Lifshitz
para espacgos-tempo estaciondrios, onde a conexao V da variedade Riemanniana v4 se
relaciona com a conexio V em 5. A seguir na segao Polarizagao o tensor eletromagnético
é definido por medio do potencial vetor eletromagnético e sao aplicados alguns resultados
da 6tica geométrica e finalmente com isso obtemos as equacoes de propagacgao dos vetores
de polarizacgao € e vetor de onda k.

No tltimo capitulo sao feitas as aplicagoes dos resultados obtidos no capitulo anterior
nas geometrias de Kerr e Godel. Estudamos o efeito quando o raio se propaga em
diferentes direcoes. No espago de Kerr no primeiro caso o raio incide paralelamente ao
eixo de simetria do espaco onde as equagoes obtidas no capitulo 1 devem ser modificadas
de acordo com a direcao do raio. No segundo caso o raio emerge radialmente onde também
neste caso as equagoes geodésicas gerais do capitulo 1 devem ser modificadas segundo as
condicoes do caso. No espaco de Godel o dngulo é calculado para os caso em que o foton
se propaga numa diregao paralela ao eixo z , quando se propaga no plano (7, ¢), e numa

direcao arbitraria.



Capitulo 2

(Geodésicas em Métricas com

Rotacao

Em Relatividade Geral as geodésicas tém um papel importante, j4 que o movimento
de uma particula sob agao de uma distribuicao de energia e momento, que modifica a
geometria, é reduzido ao problema de determinar as geodésicas do espaco-tempo.

Nesta secao estudaremos os movimentos geodésicos em espaco-tempos estaciondrios
com rotacao em particular os espacos de Kerr e Godel. Para o espaco de Kerr é usado
o método de separacgao das equagoes de Hamilton-Jacobi [1] . Para o espago de Godel é

usado o método do potencial efetivo [2].

2.1 (Geodésicas em Espaco de Kerr

2.1.1 Breve revisao da métrica de Kerr.

A solucao de Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist ¢ dada por

2M 2Mra? sin® 0 4aMr sin? 0 2
ds® = (1— p;) dt2—<r2+a2+%) sin? fdig? 4~ ;;’m didi—"dr®—p*db”
(2.1)



A = r?—2mr+ad?,

p° = 1’4 a’cos?d.

Esta expressao é a mais usada porque permite com mais facilidade obter informagao
das caracteristicas e propriedades do espaco. A simple vista vemos que o elemento de
linha (2.1) depende dos parametros a e m, e ao mesmo tempo se reduz a solucao de
Schwarzschild quando a = 0. Mas o que representa o parametro a?. Deixemos esa
pergunta para o final.

Os coeficientes em (2.1) ndo dependem de ¢ nem ¢. A nao dependencia de ¢ indica que
a solucgao é estaciondria, ou seja ela admite um vetor de killing tipo tempo % em todo o
espaco-tempo. A independéncia de ¢ indica que ela tém simetria axial. Isto significa que
existe um eixo fixo de simetria no qual a rotacao da solucao permanece invariante.

Outra propriedade interessante do espaco de Kerr é a invarianga com respeito a reflexao
das coordenadas t e p, ou seja se t — —t e p — — se transformam simultaneamente, a
equacao (2.1) permanece invariante. Isto nos sugere que o espago de Kerr é o produto de
uma fonte em rotacao. O elemento de linha é invariante tambem se ¢ e a se transformam
como t — —t e a — —a simultaneamente, entao podemos dizer que a serfa responsavel
pela direcao de rotagao.

A terceira propriedade a considerar é a presenca de um elemento cruzado dtde.
Fazendo uma analogia com a teoria Newtoniana, também sugere uma rotacao. Falando
rigorosamente, nao existe um andlogo cldssico & métrica de Kerr. Na teorfa cldssica da
gravitacao, o campo de um corpo com simetria axial é independente de seu movimento
rotacional diferindo com os resultados em relatividade. Em 1918 Lense e Thirring acharam
a solucao para uma esfera com densidade constante em rotacao. Eles conseguiram en-

contrar uma solucao aproximada valida sé para taxas baixas de rotacao e para campos



gravitacionais fracos tanto dentro como fora da esfera. A solucao exterior a esfera é:

2 2 k
ds? = (1 . Tm> dt? — (1 n Tm) do? + 47“7 sin? depdt. (2.2)

Podemos chegar a esta solugao se aproximamos (2.1) expandindo em primeira ordem

a,/ p onde p ~ r. O elemento de linha nessa aproximacao fica:

2 om\ "
ds? — (1 _ _m) dt? + (1 + —m) dr? + p? (6 + sin® 0dep®) + 47 sin? Odpdt. (2.3)
p p p

Vemos que esta expressao € a solucao de Schwarszchild exata mais um termo cruzado,

usamos este fato para expressar o elemento de linha em sua forma isotrépica usando as
mesmas coordenadas isotrépicas de métrica de Schwarszchild. Seja p = p (1 +m,/2p)>.

Onde p é a coordenada isotrépica e expandindo outra vez em primeira ordem em %, e

temos,

2 om\ !
ds? = <1 - _m) dt? — (1 + —m) do® + 47@ sin’ Odpdt, (2.4)
p p p

onde do? ¢ o elemento de linha tridimensional (dp® + p°df” + p* sin® fdp?). Comparando
ambas solugoes, a de Kerr (2.4) e a de Lense e Thirring (2.2), podemos fazer a correspon-

dencia

an~ —. (2.5)

Assim, respondendo a pergunta feita anteriormente, o pardmetro a ¢ uma medida do
momento angular por unidade de massa da fonte. Cabe ressaltar que isto nao implica que
a fonte no espaco de Kerr seja necessariamente esférica pois esta solugao baseia-se num
argumento aproximado da solucao de Lense -Thirring. Por isso para referir-nos a fonte sé

diremos que ela possui um momento angular igual a ma sem falar da sua estructura



2.1.2 Equacoes gerais de movimento geodésico e Método de

Separacao das equacoes de Hamilton-Jacobi

Sabendo agora que o espaco de Kerr é estaciondrio e tém simetria axial é possivel encontrar
duas constantes de movimento: a energia e o momento angular. Além disso a norma da
quadri-velocidade também ¢ fixa. Com isso ja temos trés quantidades que se conservam,
mas estas trés constantes nao serao suficientes para resolver as equagoes de movimento
geodésico. Contudo é possivel ainda resolver o problema usando o fato de se poder separar
as equagoes de Hamilton-Jacobi e com isso encontrar mais uma quantidade conservada[l].
Método descoberto por Carter(1968). A continuagao se obterdo as equagoes geodésicas
que se derivam usando este método.

Tendo o lagrangeano,

2MrY\ ., 4aMrsin®6 .. p? . 202 M
20 — (1 . 2T> tz—i—%mb—p—?ﬁ—fﬁ—(?ﬁ +a? + 2L sin? 9) (sin?6) &2,
p p A p
(2.6)
facilmente podemos deduzir a energia e o momento angular, utilizando
oL
Pu= oom (2.7)
2MrY\ .  2aMrsin®é .
o e (12 2, o5
p p
2aMrsin® 6 . 2a?Mr sin® 6
L = —p, = leMrsn;, (+ ¥ —) W’0p. (29)
p p

A equagao de Hamilton-Jacobi num espago-tempo de tensor métrico g"” estd dada

por,



295 _ g8, S, (2.10)

or

onde S é a equagao principal de Hamilton, com ¢g*” para a geometria de Kerr dada

por,
o0 m
0 =2 0 0
g = ’ , (2.11)
0 0 = 0
P
aMr —(A—a?sin? )
2/)2]\1 0 0 p2Asin? 0
a equacao fica ,
,08 _ X (05 *  4aMr0S0S (A —a*sin®0) [0S 2+ (2.12)
or  p?A\ 0Ot p2A Ot Op p2Asin? 0 dp '
A (0S\* 1 [9S\?
p2 \ Or p2 \ o0 )’
é mais conveniente escrever a equagao da seguinte forma :
G_S_l (T2+a2)a—s+aa—5 2——1 (asin20)a—8+a—5 2—é O—S 2—i 8_5 2
or  p? ot dp|  p*sin®6 ot dp| p>\or p? \ 00

por outro lado,
k= (t,7,0, ).

| k |*= 6,

em nosso caso consideramos geodésicas nulas, logo 9; toma o valor de 0, mas vamos manter

01 para estudo mais geral deste método.

Podemos encontrar a solugao para a equagao (2.13) utilizando o método de separagao

de varidveis, propondo que S seja da forma



1
S = 5517' — Et+ Lo+ S,(r)+ Sp(0), (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13) e usando a identidade :
(aEsin®6 — L.)? cosec*d = (L? cos ec’0 — a*E?) cos® 0 + (L, — aE)?, (2.15)

a equacao fica ,

as,\> 1 .,, 2 ) o (dSs\?
A(d’r) —Z[(’f’ +G)E—GLZ} +(LZ—LZE) +(517" +(%> +

+ (L2 cosec?d — a’E* + 61a°) cos® 0} = 0. (2.16)

Assim a separacao estd dada e podemos inferir que

A(B) L) Eman e (—onP e, )

dr A
dSy : 2 2 2 12 2 2
—0 = (— (LZcosec® — a®E® + 61a°) cos™ 0, (2.18)

onde £ é a constante de separacao. Abreviando,

S = [V s e) = [ +a7) E— L]~ Ae+ (L. — B+ ),

(2.19)
Sp = / VO (0)d) = © () = ¢ — (L2 cosec’d + (61 — E?) a®) cos® 0, (2.20)

a solugao para S é
S = %517 —EBt+ Lo+ /\/Tﬁdr + / Veds (2.21)

As equacoes de movimento podem ser encontradas derivando parcialmente a equagao



(2.21) com relacdo a cada uma das constantes de movimento /¢, 6, E, L, e igualamos a
ZEro.

Com relacao a £ :

oS 1 1 OR 1 1 00
g9 _1f b o, [ LB 2.22
Bl Q/A\/E(% "3 ) Voo ’ (222)
chega-se a seguinte equacao,
dr do (2.23)

NG

com relagao a 0y :

2
T—/—dr—i-a /C(\’/S@Hde, (2.24)

com relagao a F :

tzl/AlfaE /f

d
= TE+2M/7" ["°E —a(L. — aF)] L

AVR’

(2.25)

e com relacao a L, :

_ _1/;3_Rdr_1 1 99
7T AVROL," ~2) /OOL.

. dr , do
= a/[(r +a)E—aLZ]A—\/ﬁ—F/(LZcosecQ—aE) 75 (2.26)

As equagdes (2.23 — 2.26) sao equivalentes as equagoes (160 — 163) deduzidas em [1],
usando teoremas sobre integrais de movimento geodésico em espacgos-tempo tipo-D, se a

constante de separagao ¢ for definida como,
(=K —(L,—aE)*, (2.27)

onde K é uma integral de movimento geodésico.

10



Em particular, com esta identificagao de ¢ (2.27) as equagoes (2.19) e (2.20) concordam

con as equagoes (160) e (164) de Chandrasekhar [1]. Nossas equagoes entao sao

_ VR
e (2.28)
: V)
b o— = (2.29)
1
o = p2_A [QaMrE + (p2 — 2Mr) L cos 6629} ; (2.30)
, 1
i = A (S°E —2aMrL,) . (2.31)

2.2 (Geodésicas em espacos de Godel

O espaco de Godel foi objeto de estudo de varios autores, em particular o movimento
geodésico foi analizado por Chandrasekhar e Wright e por Kundt, eles encontrarom
propriedades inusuais das trajetorias das particulas, aqui nos centramos num enfoque
diferente proposto por Novello et al. [2]. A diferenca bésica desta proposta estd em que
foi usado o método do potencial efetivo, o qual obtém nao sé as mesmas propriedades
do modelo de Chandrasekhar mas ressalta também uma imagem clara do movimento de
particulas nesse espaco-tempo e sem necessidade de integrar as equacgoes geodésicas.
Em coordenadas cilindricas (¢,7, ¢, z) o intervalo para uma métrica de tipo Godel é
dada por,
ds® = o {[dt + H (r) d¢]” — dr? — dz* — R* (r) d¢*} (2.32)

para o espaco de Godel,
R (r) = sinhr coshr,

H (r) = /2sinh®r,
=4

e w ¢ a medida da rotagao constante da materia.

11



Da densidade Lagrangeana

2L = a® {i* + 2H (r)tp + (H (r)” — R?) p* —i* — 2}, (2.33)

podemos encontrar as equacoes de movimento facilmente usando as equacoes de Euler-

Lagrange
d (0L oL
— == | == 2.34
dA <8:’L’” ) Ozt (2:34)
Temos as seguintes equacoes de movimento,
pe = (t+Hp) = A, (2.35)
p. = —z=—Co, (2.36)
Py = (H*> — R?)¢ + Hi = By, (2.37)

Para a coordenada 7 usamos o fato que | k |?>=€ , e temos

i+ HY) + ¢ [Hi+ (H = B ¢] - = S+ G (2.38)

com k" = (t,7,¢,%) e € pode ter valores de zero ou um para geodésicas nulas ou
tipo tempo respetivamente. Definimos o lado direito da equacao anterior atraves de um

novo parametro D3,
€

D =C5+— (2.39)

a?

12



onde para fotons Dy = (. As equagoes geodésicas podem ser escritas como,

7 cosh’r  sinh®r cosh?r’ .
: 2 sinh® 2B
i= A {1— = T] IQO, (2.41)
cosh” r cosh” r
inh r B ?
2= A2 DR (V24— ° . 2.43
" 0 0 {\/_ ®coshr  sinhrcoshr (2.43)
A equagao (2.43) pode ser reescrita como
it = A —V(r), (2.44)

é aqui onde o potencial effetivo V' (r) aparece e permite entender melhor as trajetérias

das geodésicas, onde

sinh r By
V(r) = D +[V24 -~ ? 2.45
(r) ot [\/_ Ocoshr  sinhr cosh 7"] ’ ( )

Para nosso caso € = 0 (fotons). De (2.44) podemos inferir que Ay é a energia total e
By é interpretado como o momento angular total da trajetéria. Podemos diferenciar trés
tipos de trajetéria tomando By > 0, By = 0 e By < 0. Definimos os pardmetros

=4

_ D

2
= (2.46)

v

Assim (2.45) fica em fungao desses parametros e teremos trés casos distintos de V' (r) —
3*Ay paray >0,y =0, v < 0. [2], mostrados nos gréficos da figura 2.1

Podemos ver nos gréficos que devido a que A2 ¢ uma quantidade fixa para cada geo-
désica, a trajetéria ¢ mantida num intervalo r; < r < ro, onde r; e r9 sao os limites

do casco cilindrico onde a particula se movimenta e sao obtidos pelas raizes da equacao

13



}V(r)-87A 7 V()87

V ., -R?A 2 =-4B %(
0 0

2 =0
T2V - g4 (1= ) [+ VD) = (1+ 67|
sinh® r; = : : (2.47)
2 (14 5%
onde 1 =1, 2.
Caso v >0

A Fig. 2.1 a) mostra que para 3> = 1 o potencial V (r) apresenta um minimo em A2
e que a foton se movimenta s6 no eixo z. Além disso, implica trajetérias de particulas
massivas ou fotons com momento nio nulo ao longo da direcdo z. Para um 3? geral
(3% # 0 # 1) o foton se movimenta numa casca cilindrica entre 7, e 73, a qual vai diminuir
comforme 3 — 1. Neste limite 3> — 1 (Dy = Cy — Ag) toda a energia se concentra
na direcao z , entao os fotons viajam sé na direcao z a uma distancia ry;, do eixo z. A

coordenada radial r correspondente ao minimo do potencial é

2
T = I'min = arcsin hQ\/T_W , ([5’2 = 1) (2.48)

Substituindo (2.48) em (2.40) vemos que ¢ = 0 o qual confirma que o foton se movimenta
na direcao z. A tnica importancia que v vai ter aqui é a de determinar a distancia do

foton ao eixo z.

14
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Por outro lado quando 3 = 0 as trajetérias correspondem a fotons que se movimentam

2
na casca cilindrica r; < r < 7, no plano z = const, ja que 3 = % = 0 e tendo em conta
0
(2.42) .
Caso~v =0

Para 3% = 0 (fotons) vemos que o valor méaximo que r pode ter é sinhr, = 1. O valor

r = r. foi chamado por Godel como o valor que limita as regioes causais com as regioes

nao causais. A fig. 2.1 b) mostra que para qualquer valor de A3 os fotons vao estar sempre

confinados a se movimentar dentro do cilindro de radio r..
Caso v <0

O potencial V' (r) apresenta um minimo em

2
r = ro, = arcsin h? [—L] ,

2 (14 v/27)

este minimo esta dado por

3
Vi — A2 = —4B2 V2o
Y

E da equacdo (2.43) também temos

2
Vmin S Ao

Isto implica que os valores negativos para ~ estam limitados por

<7<0

VI (1442
2

O valor minimo de v = 7v,,;,

V2 (14 57)?
Ymin = 2

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

que corresponde a igualdade em (2.50) . Isto leva a valores para %2 <1lep+#0,entdo
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para este limite as érbitas terao v = 7v,,;,, € ¢ = cte # 0 e 1 = Ty,. Isto corresponde a

orbitas que sao circulares na projecc¢ao no plano (7, @) .

A visualizacao das trajetérias se apresenta na seguinte figura.

_1-p°
Pmax 1482 Vi

\pmax 4
\\ //
_ Y2-/1+8?
P =
2/1+8%
(c)y<o

Figura 2.2: Gréficos das trajectoérias no plano (7, ¢)
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Capitulo 3

Polarizacao

Nesta secao estudamos as leis da propagacao da luz usando os principios da 6tica ge-
ométrica em espacos curvos, que sao derivados das equagoes de Maxwell que servirao
para achar a equacao de evolucao do vetor polarizacao. Obteremos uma expressao para o

angulo de rotacao que este experimenta quando passa por um espago-tempo em rotacao.

3.1 Otica Geomeétrica em Espacos Curvos

A 6tica geométrica estuda a propagacao da luz em forma de raios. Os raios sao curvas
cujas tangentes coincidem com a direcao de propagacao da onda, ou seja sao geodésicas
nulas. Para chegar a idéia de raio vamos fazer uso do conceito de ondas planas.

Ondas planas tém a propriedade de ter a amplitude constante e a mesma direcao de
propagacao em toda parte do espaco. Ondas eletromagnéticas arbitrarias nao tém esta
propriedade, contudo em regioes pequenas podem ser consideradas localmente planas.
Para isto a amplitude e a direcao de propagacao devem permanecer constantes em regioes
da ordem da longitude de onda. Satisfeita esta condi¢gao podemos introduzir o conceito de
frente de onda, superficie na qual a fase é igual em todos os pontos e que é perpendicular
a direcio da propagacio. E nesse sentido que entra o conceito de raio. Podemos dizer

agora que a Otica geométrica estuda as leis de propagacao das ondas, em particular da

17



luz, como raios sem ter em conta as propriedades ondulatérias da mesma, limitada a casos
em que A — 0.

Definimos as seguintes longitudes,

A : comprimento de onda

£ : comprimento onde A, a polarizacao e a amplitude variam.

R: radio de curvatura do espago onde as ondas se propagam.

A regiao de validade da 6tica geométrica é determinado por

AL L (3.1)

A< R (3.2)

A 6tica geométrica é valida quando o comprimento de onda é muito menor comparado

com R e £. O potencial vetor eletromagnético A
A= Aei? = Aeitkoxwrra) = Joi(kse+e), (3.3)

(omitimos aqui o Re, pois é entendido que tomaremos em conta s6 a parte real de todas
as expressoes seguintes), é expressado através de uma fase real 6 (chamada eikonal) que

varia rapidamente onde,
f ~ (distancia propagada) /\. (3.4)

No caso em que a onda nao seja plana e a 6tica geométrica ainda é aplicdvel, a amplitude
A varia lentamente e a fase nao tem a forma simples de (3.3) mas sabemos que a fase pelo
menos deve ser uma quantidade grande, ja que estamos trabalhando no limite A — 0, ou
seja quando £ e R sao fixadas e fazemos A ir ficando menor e a fase 6 , que é inversamente

proporcional a A, vai ficar maior. Em regioes pequenas do espaco a fase 6 pode ser
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expandida em serie, em termos de primeira ordem, temos

a0 00
9—90—{—1‘5—{—165,
comparando com (3.3) vemos que
o0
ko = = 3.5
8=0p=73 (3.5)

A amplitude, como jd diziamos linhas acima, varia lentamente. Podemos entao ex-
pandir a amplitude em potencias de A

A

A=a+b+c+ ..

Onde a é a parte dominante da amplitude e independente de A , b é proporcional a A, ¢ é
proporcional a A%, etc. Na verdade a expansao se faz em funcio do nimero adimensional %,
onde L =min{R, £} . Esta expansao é chamada "two-length-scale expansion" (expansao a duas escalas
E ttil introduzir o parametro p que ird nos permitir saber quio rapido os termos do
vetor potencial irao se aproximando a zero. Assim, nosso potencial vetor 6tico geométrico

toma a forma

10

A, = (ay +pb, + pPc, + ..) ev. (3.6)
Ou seja, qualquer termo com fator com p" varia como (%)n . A tnica importancia que

o fator p tém é de dar-nos uma referéncia de como os termos do vetor potencial variam e
pode ser eliminado quando necessério. A forma do vetor potencial eletromagnético (3.6)
é a base para encontrar todas as leis que a 6tica geométrica fornece.

As equagoes de Maxwell para o espaco vazio e o gauge de Lorentz sao:

VAVzAY = 0, (3.7)

v, A = 0. (3.8)
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Substituindo (3.6) na condi¢ao de Lorentz (3.8).

1 i0
Al = [;ku (a" + pb' + ...) + (a¥ + pb" +...),, er?, (3.9)
o Unico termo significativo é da ordem (%) Obtemos,
kya" =0, (3.10)
definindo o vetor polarizacao como
akt
= — 3.11
P= (3.11)
1
onde o = (a*a,)? é a amplitude escalar. Disso vemos que
p'k, = 0. (3.12)

As equagoes (3.10) e (3.12) sao equivalentes e claramente vemos que tanto a amplitude

como a polarizagao sao perpendiculares ao vetor de onda. Da equacao (3.7), segue que

[%k”ku (a“ + pb* + p*ct + ) — 2%]{” (a“ + pb* + p*ct + ) +

v

10

—Ek’l:, (a® + pb* + p*c +...) — (a" + ...) | er =0, (3.13)
p bl

considerando s6 os termos de ordem % e %, agrupamos respetivamente e temos,
para termos de O (%):

"K'k, = 0 = k'k, = 0. (3.14)

Esta equacao revela que o vetor de onda é nulo.
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Para termos de O (%):

| - 1
@k, = =Sa'k, = Vi@ = —3 (6’ : ?) @, (3.15)

obtemos a equacdo de propagacdo do vetor amplitude. E também possivel obter uma
equagao que determina a conservagao dos fotons. Da equacao anterior multiplicamos por

Ap

1128

n 1 n a2 n Q2 v
CLNCLN k’,/ = 5(@2]{7,/) — 7ku = —?k’

(a®k,)" =0. (3.16)

Esta equacao expressa a lei de conservacao do nimero de fotons, terceiro resultado
importante da 6tica geométrica.

Da equagao (3.14) e usando (3.5) chegamos a um dos principais resultados das leis da
Otica geométrica,

Kk, =0 = Vik =0, (3.17)

a equacao da propagagao do vetor de onda, que como vemos, determina uma geodésica.

Agora de (3.15) e usando (3.11) temos que,

1
Vi(ap") + B (V,E")a" = 0,

1
aVip+p {Vkoz + 3 (V.k) a} = 0,
De (3.16) vamos ver que o segundo termo ¢é zero,

200"k, + ok =0
2Via+a(V.k)=0

1
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com isto podemos deduzir facilmente que,
Vip = 0. (3.19)

Esta 1ltima equagao mostra a lei de propagacao do vetor de polarizacao. Junto com
(3.17) formam os principais resultados da 6tica geométrica.

Em conclusao podemos dizer que o vetor de polarizagao é paralelamente propagado
ao longo da geodésica seguida pelo raio e é perpendicular ao vetor de onda. Os vetores k
e p uma vez especificados num ponto sao determinados ao longo do raio devido as suas

equagoes de propagacao.

3.2 Espaco-Tempo Estacionario.

Um espaco-tempo representado pela variedade vy, é estaciondrio quando possui um vetor
de Kkilling tipo tempo u.
Lyg=0 , (uu)<0. (3.20)

Isto quer dizer que o tensor métrico é independente da coordenada z°. Esta coorde-
nada é chamada tempo universal, cabe ressaltar que o tempo universal nao é tnico, se
acrescentamos uma, fungao dependente s6 das coordenadas, a métrica segue sendo inde-
pendente de 2°. Isso se deve ao fato de ser possivel escolher arbitrariamente a origem do
tempo em qualquer ponto no espago.

Como consequencia de (3.20) na vizinhanga de um evento qualquer na variedade v4 hé
um sistema de coordenadas z* tal que 2° é de tipo tempo e u = 9, e com isso 9,g,,, = 0.
Estas coordenadas estao em repouso em relacao a vy. Podemos particionar v, num
conjunto de classes de equivaléncia &5, se temos que, dado P, Q) € vy; P ~ () obedecem a
mesma relagao de equivaléncia, se e somente se existe uma curva integral de u entre P
e (). Entao, define-se uma projecao candnica de vy em ;. As coordenadas espaciais de

qualquer sistema (z*) em repouso em v4 definem um sistema de coordenadas (z*) em &;.
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Este espago {3 esta definido por uma métrica espacial Riemanniana ,;,

goo

i (%) = (gz-j - 90"9(’]) (%) . (3.21)

7 =g". (3.22)

As outras componentes do tensor métrico g;; sao:

gi () = —% (z1); ¢" (xk) = g% (xk) (3.23)
h(z®) = goo (2F) (3.24)

elas se transformam em &5 como um campo vetorial g e como campo escalar h respetiva-
mente. Vale notar que o produto escalar em &, é definido da maneira habitual a - b com
a métrica (3.21).

Definiremos agora as derivadas V em & 5 € vamos ver como elas se relacionam com as

derivadas V em v4. A conexao F/’\W se expressa através da métrica como

1
Ff;y = §g>\a (guoz,/\ + Gvax — g;w,oz) . (325)

A

L com relacao as componentes espaciais da métrica

Encontramos as componentes de I'

(3.21), o vetor (3.23) e o escalar (3.24) como segue

1

Iy, = 5h”‘, (3.26)
4 h /~ . =i 1 ;

o = 35 (ngz -V gj) - ngh/ ; (3.27)
i i h = = =i = 1 i
o= Aty [gj <V gk = Vg ) + (V 9= Vig ) + §9j9kh’] (329

onde A, sdo as conexoes em &3.
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3.3 Polarizacao

O tensor eletromagnético F),, é construido com campos elétrico £, e magnético B,. Um

observador em um ponto dado () € v, caracterizado por um vetor unitario de tipo tempo

A

N, pode escrever o campo eletromagnético da seguinte forma:
F. =E,N,—-EN,+ nwaﬁBaNﬁ,

os vetores F,, e B, sao perpendicualers a NV, e sao dados por

E* = FMN,
1 ro
B = —éw F., N,

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Nos limites da 6tica geométrica aplicando as equagoes (3.5),(3.6) e (3.11), o tensor

eletromagnético fica

a(xr) e
E,, = ; ) {puk, — pk} + O (%),

por (3.30) temos o quadri-vetor elétrico da forma

EF = a(x>e

i0
P

(kaVNV - kaMNy) 9

a(z) i p N,
Er = K'N, [ pt' — —=k" | .
) (p kN, )

=

—

Definimos um novo vetor e

que ¢ um vetor unitario.
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O quadri-vetor ¢* tem as seguintes propriedades
ekt = 0. (3.35)

Para qualquer sistema de reférencia em repouso, em vy :
- 1
N={(-—=]d
h2

€ = N'e, =0 (3.36)

a componente zero de ¢,

Isto também pode ser explicado pelo fato que as equagoes (3.12) e (3.14) admitem
uma transformagao de €,,¢€, = €, + Ck,. Com o qual se demonstra que hd uma certa
liberdade em escolher € com o qual podemos ajustar o valor de ¢, a zero sem perder
generalidade.

As componentes espacias €' e k' se comportam como 3-vetores € e k quando trans-
formadas de um sistema de coordenadas em repouso a outro em v4. Por outro lado as

componentes €” e k° permanecem invariantes ante essas transformagoes. E facil ver que

0 ov 00 0i 0i
€ = g €6=¢9 €+g €=g €,

¢ = gdeg=ek (3.37)

A componente zero de k* também pode ser expressada de maneira andloga a equagao

anterior, de (3.14)
K ko = gagh"k” = goo (K°)° + 200ik°k' + gy’ = 0. (3.38)

A componente £ em funcao da componente covariante kg pode ser obtida atraves de

k, = g k", segue que,
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ko = gok” = gook® + goik"”

ko = goo (/fo - giki) )

ko = h(k®—gk). (3.39)
Substituindo em (3.38)
ki % . o
kak}a =h (EO + glk2> - 2900]{5091‘1{31 + gijk,lkj = 0, (340)

de (3.21)

ki N\’ k N\ .
h (EO + 9i7€2> —2h <EO + gz’kz) 9ik" + (755 — 9ig0;) KK =0,

2
h (% + giki> — 2g;k'ko — 2h (g:k) + k'K + b (g:47)" =0,

2

L2 o
-2 + ’yljk‘lkj — 07

h
%2 —kk=0.
ko = £1/h (k k). (3.41)
Se verifica facilmente que
ek=0 | (3.42)
ee=1 (3.43)

onde € é chamado vetor de polarizacao. Todas as expressoes que chegamos acima vao ser

usadas para a deducao da evolucao do vetor polarizacgao.
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De (3.34), definindo & = kVN , segue,
pt = €' + DKM (3.44)
Substituindo esta equagao em (3.19) temos
EOV o pt' = kE*V e + &, kkH =0, (3.45)
tomando a parte espacial s6:
E*V o€ + k%D, k* = 0, (3.46)

a=1,2,3.

Calculando o primero termo k*V,e* com ajuda de (3.26 — 3.28), temos que

. . 1
KOV e = € b+ ALk + 2h’a k0 + Z (v,-ga v gi) K = 5 (g R) W

1 . . i 5 .
— SO R + [ (v g — ) €k + g (v g — nga) ew] +

1 h |
+ 599k ek + 2 (v v gz-> R0, (3.47)

os primeros dos termos formam a derivada covariante Ve em £;. Sabendo que

=S

Vgn — Vag® =03, (rotg)" (3.48)
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substituimos em (3.46) e a equagao fica como

~ 1 h k , 1 h k .
EV ,€* = Vge + §h'“60k:0 — — 209 (rotg) k'e® — 3 (g.k) W — — 202 (rotg)' €kO+

]{30 2 kO 2
1 h |k . k . 1
—(g Nk + — | Tl (rotg) K (g.€) + Sy (rotg)' € (g.k) | + =h"(g.€)(g.k).
2 ko | 2 2 2
(3.49)
Chamamos a @ como
k
W= _EO (rotg), (3.50)
e a equagao (3.46) fica
~ 1 : 1 .
EOV 0t = Vil + SR 4 ptalhicd — L (g k) hiee® 4 L pagldigo
2 k’() 2 kO
]_ h _ ; a -1 1 1 a
—5 (g — (15K (g.€) + e (9-k)] + Sh"(9.€)(g-k), (3.51)
Identificando os termos com rotacional escrevemos,
@ a v 1 ta 07,0 h -\a 0 1 ‘a0 h -\a 1.0
k*V o€ = Vie+ —he’k” + — (kx @) — = (g.k) W% + — (e x 0)* k" —
2 ko 2 ko
1 a h —\a —\a 1 a
—E(g.e)h' K0 — T [(k x©)"(g.€) + (e x @)" (g.k)] + §h, (g.€)(g.k), (3.52)
agrupando os termos com fatores iguais
« a = 1 1a 01,0 h —\a [ 0 h —-\a 0
EV n€ :Vke+§h ek —|—k—(k:><w) [ — (g.€)] +k—(e><w) [K° - (g.k)] +
0 0
1 1
—i(g.e)h’“k‘0 + ih'a(g.k) [(g.€) — €] (3.53)
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usando (3.39) e calculando analogamente para €, temos
€0 =h(—ge) =0. (3.54)
Nossa equagao (3.53) é

- 1 1
kOV oe" = Vie + 5h’ae%o + (e x @)* — §(g.e)h’ak0,

kOV o€ = Ve + (€ X @) . (3.55)

Vamos agora reduzir o segundo termo ®,, k*k® de (3.46). Para isto tomamos a repre-

sentacao covariante de com p = 0

k/’avaﬁo + (I),a kako == 0,
k%o — Do exk™ + @4 k%, = 0,

D, k%, = Tp exk® (3.56)

Desenvolvindo o termo direito da equacao

Iy ek® = T0 eok® 4T, ek,
Iy ek = Féoeiko—i-f’éjeikj,

1 . h /= . =i | o
F())\QE)\ka = 5}1”61'/60 + 5 (ngl -V gj) Eikj — igjh'meikj?

tendo usado (3.26 — 3.28) na equagao anterior. Entao a equagao (3.56) fica

1 . h /[~ . ~i . 1 . .
q);a l{?ako = ih”qko + 5 (ngl -V gj) Eil{?j - §gjhlz€ikj,
1/~ k0 h . I ; 1 d
o« — — )
O,k 5 (Vh.e) b ap T (rote) e — 5 (8K (v.e) ,
1~ . h N\
= 5 (Vhe) (1 - (gk)] - e (kxw) e
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Usando (3.38)

1
B kk’

temos,

i
2h

(k x @)i
k.k

O, kK = (@h.e) g — ek

Tendo desenvolvido cada termo de (3.46), estamos prontos para unir-los.

equacao de evolugao para o vetor de polarizagao fica:

Vie + (e X @) + % (?h.e) ke — Mek —0,

kk ©
e oc0 g (et~ e
Vie = (@ X €) — k% (L.€) k* — (@kfkk)iei.
Onde
2
L= Qk—};@h,

e aplicando algumas propriedades do produto vetorial finalmente obtemos,

L><k>< _a).kkx
kk ¢ kk "¢

@ke =2 ((IJ X 6) +

Em forma simples chegamos a

definidno w como

30

(3.57)

Nossa

(3.58)

(3.59)



O signo X representa o producto vetorial em {3 asociado com 7,;. Para o vetor k se

procede similarmente fazendo uso de (3.17) com a qual obtemos uma expressao semelhante
Vik =w x k+0k, (3.60)

onde f = — (Lk).(kk)".

As equagoes (3.59) e (3.60) mostram que os vetores € e k giram rigidamente com uma
velocidade angular w ao longo da trajetoria do raio. O plano de polarizacao é determinado

pelos vetores € e k e a rotagao ao redor de k ¢ dada por

(w.k)

I 1o
2

(k.k)
w, = —%\/ﬁ(k.(vX g)). (3.61)

Se integramos a equagao anterior entre dois pontos o (A1) e o (A2), 0 dngulo de rotagao

obtido serd
A2

b= / w, (V) dA. (3.62)

A1
Este dangulo de rotacao na realidade seria aquele entre o vetor de polarizacao no ponto

o (A2) e o paralelamente transportado atraves de V ao ponto o (A1) .
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Capitulo 4

Aplicacoes em Espacos de Kerr e

Godel

Neste capitulo aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior & métrica de Kerr e
Godel. Para o espaco de Kerr iremos tomar direcoes de raios que permitam um célculo
mais simples exemplificando de modo claro o procedimento, generalizacao para outros

raios pode ser obtida implicando apenas integrais mais complexas.

4.1 Espacgo de Kerr

4.1.1 Sistemas de Referéncia Local

No capitulo anterior obtivemos uma expressao para a rotacio do vetor de polarizacio e. E
sabido que objetos em rotacao alem de curvar o espaco produzem um efeito de arraste do
referencial conhecido como efeito Lense e Thirring. Este efeito nos leva a pensar que nao
é suficiente obter uma expressao para a evolucao da polarizagao mas também é preciso
estabelecer a evolucao do sistema de referéncia ao longo da trajetoria do raio.

Uma particula teste que parte do repouso em qualquer ponto do espago-tempo de Kerr
se movimenta no plano (r,6). Essa direcdo e a do eixo de precessdao do giroscopio que

também pertence ao plano (r,60) e é diferente da determinada pela particula; permitem
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estabelecer em qualquer ponto o plano (é,,éy) e a diregao é,, perpendicular ao plano
(r,0), que vai servir de referéncia para medir la rotacdo do plano de polarizagao.

O vetor unitario em coordenadas de Boyer-Lindquist é determinado por

e, = , (4.1)

Se pode definir entao o plano (é,, k) com o qual vamos a fazer referencia para calcular
o angulo total.

A rotagao real do plano (e,k) com relagdo ao plano (e,, k) desde o (A1) a o (Ag)
vai estar dado pela diferenca entre os dngulos de rotacao de ambos planos. Para isto

precisamos saber como e, se propaga ao longo da trajetoria.

~ l 1
(vké\‘p> = ka (75053 550) 'a +Aflbka (’y(p2(5b> ,
1 _3 " 1 . )
- _5’7%2 5l (,%P%Gk ) + 5/}/[ (’ymb a + Yam b /Vab,m) k (Sb fy«,mp,
= s oTopak” + ke - o™ (42)
2 pP,a 2 pp,a PP 2 pp,m P - .

como 7, nao depende da coordenada r nem de 6, e sendo também diagonal, ou seja

Ve = 7;:), os dois primeiros termos cancelam, entao temos

~ l 1 m 1
<vkesﬂ> = _§7tpgo,m’7 lk,cp,ng : (43)
1 , ~1 1 _1
- _57@@,7”7 lk(P’YSﬁSg - 5’7@@,079lk@79@9§ (44)

Por outro lado temos que:

~ 1\l a 3
(wo X &y) = mwaAb = ﬁ{gwwo%w + 5@#’0%@5}
= \/_{ 59“}0%0@ + SLw) Wo%w } (4~5)
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Comparando (4.4) e (4.5) obtemos que

, 1
Y0 = g et (4.6)
JEEp— ke A7
Wo = _ﬁ/}/cpcp,r ( . )
com isto vemos que
wo = Wiy = who, +whoy
k¥
wo = 7—={(97,,) 0 — (8:7,,) O} (4.8)

27

w, conforma a velocidade angular com a qual o vetor unitario e, varia na direcao a k.

Por tanto a rotacao ao redor de k é

(.L)O.k

P (4.9)

Woy =

Com isso temos o angulo que o plano (€,, k) girou desde o (A1) até o (\2) é dado por

A1
¢0 = /wm (/\) A\ (410)
A2
Assim o angulo total de rotacao é
AP = ¢ — ¢, (4.11)

4.1.2 Aplicagcao a Métrica de Kerr

Raio Paralelo ao eixo de Simetria.

Para obter as equagoes das geodésicas para um raio que incide paralelo ao eixo de simetria

do espago-tempo de Kerr desde z = —o0, modificamos as equagdes gerais (2.28 — 2.31)

para esse caso especifico. Por ser paralelo ao eixo de simetria automaticamente fazemos
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L, =0 e obviamente tambem d; = 0.(fotons)

(72 + a?) B — A0 — aE?)?

o= = p , (4.12)
.+ E?*a®cos® 0
0 _ _
K= = p2 , (4.13)
2aMrE
Y = p=———. 4.14
?= A (4.14)
Da equagao (2.27) as equagoes (4.12) e (4.13) ficam
E K
ko= 7'“:? (T2+a2)2—Aﬁ 2 (4.15)
. F K 1
K = 0=— ﬁ—a2sin29}§. (4.16)
p
Definindo o pardmetro L de (2.27) com L, =0
( = K-—adF?
14 K
L = E2 = (ﬁ —a )
K
L+a* = = (4.17)
As equagdes (4.15 — 4.17) ficam
r . E 2 2\2 2\ %
kT = T:E{(T +a°)" = A(L+a%)}> (4.18)
. B
o= 0= E{L + a® cos® 9}%. (4.19)
ke o= po 20MrE (4.20)

p*A

Mas o qué significa o pardmetro L 7. Das condigoes iniciais no limite a < r, podemos
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estabelecer que

pe = 715+ a’cos’ b
a2
2 9 2 2
Py = T (1 + — cos 60) R T
T
4 4
Py = Tg.

onde p,, ro, 0 sao valores inicales de p, r, 6 respetivamente.

Com isso a equacao (4.19) fica

.2 K 2
by = —— a_4 sin” ¢
To To
) K
ref, ~ ot (4.21)
0

A equacao anterior representa a condition inicial.
Como o raio incide paralelamente ao eixo de simetria, chamamos D a distancia do raio

ao eixo. A direcao da velocidade inicial em coordenadas esféricas é dada por

- -
Vo = iof +rofof (4.22)
Vo = Vpcosfof + VsinOpf (4.23)

onde 6 ¢ o angulo entre o eixo de simetria e o vetor 7. De (4.22) e (4.23)

7'090 = Vb sin 90, (424)

lembrando que Vo = ¢ =1 ( para fotons). Combinamos (4.24) com (4.21) chegamos

(4.25)

sin2 90 =

Stel =
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e sabendo que

D
sinfy = — (4.26)

temos

D2
ﬁ = L+ G2 = 82
L = §—-d (4.27)

L entao esta determinado pelo pardametro de impacto s e pelo pardmetro a.

Na aproximagao linear rsin § = s. Com isso vamos ter sé dependencia de 6. Ou seja

df

d\ = 0 (4.28)
A equagao (3.61) fica como
e
% 2 2 %
_ ma . s 9 o (r*+a%)" — As
¢__/p2(A—azsin20) QSmH(T — a”cos 9)—47’cos9 7 22520 do
0
(4.30)

Na aproximagcao linear (trajetéria de linea reta) temos que rsinf = s e a equagao

(4.30) fica
¢~ 0. (4.31)

A rotagao de é, é dada por

0 1
h\?2 k% [k,
G = —/ (;) 2_]{?0 <@aﬂw - 7998r7¢¢> do, (4-32>

37



e em aproximagao de primeira ordem, obtemos

dma
by~ —5-. (4.33)
O angulo total segundo a equagao (4.11) é
dma
AP~ ——. (4.34)

Raio emergente radialmente.

A continuagao derivamos a rotacao do plano de polarizagao ao longo do raio das con-
gruéncias principais nulas. Aqui a principal diferenga com o caso anterior é que L, nao

vai ser mais igual a zero. Nas equagoes (2.19) e (2.20) introduzimos novos pardmetros,

. /¢
£="2 ¢ ”:ﬁ (4.35)
e elas ficam como
R 4 2 2 2 2 2
2 = r+(a —& —77)7“ +2mr[n+(§—a)]—aﬂ (4.36)
% = n+(a—£&)° = (asinf — £ csch)? (4.37)

Os pardametros ¢ e 1) substituem ao pardmetro de impacto s. Para érbitas gerais vamos
nos concentrar nas projecoes no plano (r,6). E a equagdo que rege essa projecao ¢ dada
pela equacao (2.23). Vemos que © deve ser sempre positivo © > 0. De (4.37) para que O
seja positivo a condicao

N+ (a—§)°>0 (4.38)

deve ser cumprida. Para o caso das congruéncias principais nulas

n+(a—€)° =0 (4.39)
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s6 para 6y =constante. Com isso os pardmetros £ e n assumem os valores

€ =asin?0, n = —a’cos’ Ay (4.40)

Introduzindo (4.40) em (2.28 — 2.30) chegamos a,

K = i=E (4.41)
0 = 5= 4.42
o= 0=0 (4.43)

Substituindo nas equagoes (3.61) fica

2mar cos 6
= d 4.44
¢ / 0> (A — a?sin? 9) " (4.44)
0 _
¢ = — arctan N a8 arctan r-m |7 lacosf] >m

acost  (q2cos?f — m2)% (a2 cos?§ — m2)% o

(4.45)

O angulo total de rotacao do plano de polarizagao é

0 sin® 0 22 2
AD = ——— ZOS i 4m? cot? f arctan + maln ! mrta
a?sin® 6 4+ 4m? cos? 0 a cos p?
T2
+ (a®sin® 4 — 2m?) — % arctan—— " (4.46)
T I
@—m)t " @t [

a equagao (4.46) é dada para |a| > m. Para érbitas no plano equatorial (0 = g) pode
ser visto que nao tém rotagao para esse caso. A equacao se reduz para aproximacao de
campos fracos a

a

AD = [cos 0—}1 (4.47)

r
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4.2 Espaco de Godel

4.2.1 Sistema de Referéncia Local

Defina-se o vetor unitario

Da mesma forma como procedemos para o espaco de Kerr, temos que

- l _1

(Vkéz> — (%;5{2) Iz (4.49)
- l _1 _1

(Vkéz> - (%;52) K AL 42k (4.50)
= A ! 1 13 | _% asm

<Vk€z) = 57 (me,a +7£a,m - ’Yma,g) Vzz k 52 (451)
N 1 EER

(Vkez) = 5715 (Vaea + Vear = Voag) Vo2 K (4.52)
- l

(Vae:) = 0 (4.53)

Isto quer dizer que o vetor é, nao varia ao longo de k. Sabendo disso podemos pegar
como plano de referéncia o plano (é., k) . Isto significa que o dngulo de rotacao do plano

de polarizagao dado pela equagao (3.62) é o angulo total.

4.2.2 Aplicagao a Métrica de Godel

A rotagao ao longo de k é dada pela equacao (3.61) lembrando que tém a seguinte forma,
1
w, = —5\/E(k. (Vx g),

e da métrica dada por (2.32) desenvolvemos cada fator da equacao. Comecando por

—

V x ¢ =n"%0,g (4.54)
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usando (3.23) achamos gy

Jok —2a2\/_s.1nh2

Ik = — = —2v/2sinh®rd?
goo a?
A equagao (4.54) fica
= =\’ 4\/§ i
(Vx7) =50
Com isto a equagao (3.61) fica
1
w, = __\/E(k (VX g))
w, = = ka \/_61
2
2 2
w, = \/_k‘z = \/500
a a

O angulo total é dado por

¢ = / V2 00

e Para um foton se movimentando numa direcao paralela ao eixo z (ﬁz

vai depender de z, entao,
d\ dz

d\ = —dz = —
dzz P

e a integral (4.57) fica

qs:/Zﬁ_COdz,
az

usando (2.42) o angulo ¢ é dado por

(4.55)

(4.56)

(4.57)

1). A s6

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Vemos que o dngulo de rotacao ¢ independente dos valores de 7, mas devemos ter em
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conta o seguinte, que para um foton com v > 0, ele vai seguir uma trajetoria paralela ao
eixo z a uma distancia dada por a equagao (2.48), para o caso em que o foton apresente
um v = 0 ele se movimenta no mesmo eixo z. Ambos casos apresentam a mesma variagao

do angulo ¢. O caso v < 0 nao aceita que o foton se movimente ao longo ou paralelo a z.

e Para um foton que se movimenta no plano (r,¢), ou seja (62 = 0) o angulo de

rotacio ¢ sempre zero, ja que 32 = 0 significa que Cy = 0, e com isso o w, = 0.

$=0 (4.61)

Vemos que este caso também é independente de . S6 que analizando as diferentes
situagoes, quando 7 > 0 o foton esta confinado a se movimentar entre e 7, dadas por
(2.47), quando o foton se movimenta com v = 0 ele é confinado a se movimentar de

0 < r < r. nesse caso a coordenada radial sim pode tomar o valor de zero.

e Para B2 #0+#1e~y=0 (B, = 0)¢ uma trajetéria geral e o d\ é expressado como

d
=2 (4.62)
7
O angulo entao, é dado por
2
¢ = —fco (4.63)
a T

wh—t

cosh r

:_00 / {A2 D2 — [\/_ Aosth] } dr, (4.64)

reduzindo esta equagao fica

coshr dr

/ \/ A2 — D2) cosh? r — 2A2sinh®r

- —co (4.65)
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Depois de ter feito a mudanca de varidavel u = sinhr e integrar, temos

2v2 A2+ D?
o= % arcsin g - g sinh 7"] (4.66)
ar/Ag + Dy 0o~ o

Lembrando que a coordenada r nao pode tomar valores maiores que o valor critico r.

e que neste caso angulo ¢ ¢ vélido s6 para valores de 0 < 3% < 1. (trajetéria geral)

e Paraocaso f°#0#1ey>0

¢ = 2\/500/

a

inh 7 B 2
A2 - D2 — (vV2A, 2 0 d 4.
" " (\/_ coshr  sinhrcoshr " (4.67)

em funcao de [ e v fica,

o = 22 / (1—52>—<ﬁsmh2’”_”> (4.68)

sinh r cosh r

12 2
¢ = \/—ﬁﬁarcsinh sinh’r — (1= 6 +4v2)

(4.69)
’ VA= B+ 4v/3y)2 - 292

Assim chegamos & expressao para o angulo de rotagdo de uma trajetéria geral com

v > 0.
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Capitulo 5

Conclusoes

Estudamos a rotacao do plano de polarizacao de uma onda eletromagnética em espaco-
tempos que apresentam rotacao, mais especificamente os espacos de Kerr e Godel. Aproveita-
mos o fato de que ambos sao geometrias estacionarias onde podemos considerar um tempo
universal separado do espaco de uma maneira bem definida. Este trabalho foi baseado
no artigo de Fayos e Llosa os quais propuseram um método para determinar a evolugao
da polarizacao do campo eletromagnético em geometrias estaciondrias. Foram discutidos
os resultados 14 obtidos e aplicado o mesmo método para o espaco-tempo de Godel. O
sucesso deste método é que dada a particao 1+3 de Landau-Lifshitz é possivel trabalhar
no formalismo tridimensional do eletromagnetismo. Foi possivel achar uma lei de evolugao
do vetor de polarizacao no limite 6tico-geométrico e com isso o &ngulo de rotagao do plano
de polarizagao, tendo em conta o arraste do referencial provocado por estas métricas.
No capitulo 4 aplicamos o método & métrica de Kerr para duas classes de trajetérias
diferentes. Para a trajetéria paralela ao eixo de simetria chegamos a uma dependéncia
inversamente proporcional do angulo A® com o parametro de impacto s. O angulo
dependeré entao da proximidade da particula com a fonte. Para a trajetéria radialmente
emergente vemos que nao apresenta rotagao nenhuma no caso em que 6§ = 7.No caso
de Godel as trajetérias no plano (r, ¢) ndo apresentam rotagao nehuma o que concorda

com o trabalho de Mashhoon[6] , as trajetérias paralelas ao eixo z apresentam rotacao,

44



esta rotacao tém uma dependencia linear em 2 o que indica que o dngulo crece conforme
o foton avanga em z. Quando o foton for em sentido contrédrio, ou seja —z o plano de
polarizacao gira em sentido contrario. Em todos os casos é a presenga da componente £*
do raio luminoso que induz a variacao da polarizacao.

Esse método pode também ser aplicado para estudar o efeito de acoplameto nao min-

imo entre a curvatura e o campo eletromagnético, na variacao da polarizacao.
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