Tese de Mestrado
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
Marco - 2009

Um estudo sobre a Teoria Espinorial da Gravitacao

Maria Borba
Orientador: Mario Novello



RESUMO

Esta tese ¢ um estudo sobre a Teoria Espinorial da Gravitagdo (TEG) — uma nova
proposta de descricdo da gravitagdo onde o campo gravitacional, assim como na
Teoria da Relatividade Geral (TRG), esta associado a geometria do espago-tempo
através do Principio de Equivaléncia de Einstein (PEE). A diferenca nesta nova teoria
estd na descri¢do dinamica do campo: a métrica tem caracter efetivo - ndo possui
dindmica propria. Ela (a dinamica) ¢ herdada de campos espinorias que satisfazem
uma equacgao espinorial ndo-linear. Estudamos aqui uma versao simplificada da TEG,
onde a geometria ¢ gerada a partir de um Unico campo espinorial (originalmente a
TEG foi desenvolvida com dois campos). Além deste estudo proporcionar uma visao
clara e explicita de todas as etapas desta teoria — da solugdo da equagdo espinorial a
obtenc¢do da métrica (o que no caso de dois campos € um pouco mais trabalhoso) -
mostramos que ela apresenta igualmente uma solugdo para o problema do campo
gravitacional ao redor de uma estrela com simetria esférica compativel com os dados
observacionais que dispomos at¢é o momento. No apéndice, estudamos as
propriedades gerais do potencial efetivo produzido por tal solugao.



ABSTRACT

This thesis is a study about the Spinor Theory of Gravity (STG/TEG) — a new
proposal of gravity description where the gravitational field, as in the General
Relativity (GR/TRG), is associated with the space-time geometry through Einstein’s
Equivalence Principle (EEP/PEE). The difference in this new theory lies in the field
dynamic description: the metric has an effective character — it doesn’t have its own
dynamic. The dynamic is inherited from spinor fields that satisfy a non-linear
spinorial equation. We study here a simplified version of STG, where the geometry is
derived from only one spinor field (originally, STG was developed with two spinorial
fields). Besides this study provides a clear and explicit view of all the stages of this
theory - from the spinorial equation solution until the obtainment of the metric (what
in the two fields theory is a little bit harder) - we exhibit that it has a solution of the
gravitational field around a spherically symmetric star problem compatible with the
experimental data available until now. In the appendix, we study the general
properties of the effective potential produced by this solution.
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Defini¢coes e notacoes

(1)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)

(%)
(x1)
(xii)
(xiii)
(xiv)
(xv)

(xvi)

espacos-tempo aqui estudados possuem 4 dimensodes
indices gregos variam como 0,1,2,3

indices latinos variam como 1,2,3

convengdo de Einstein para somas

um ponto no espago: x"

transformacao de coordenadas: x'* = x"“(x")

. ox'
vetores contravariantes: A™ = —— A®
ox
) . ox”
vetores covariantes: B, = B
oo

indices sobem e descem de acordo com a seguinte regra:

AP =g A eB,=g,B"
«©Pp = 8ap . g
, onde g, € um tensor simétrico de

8”84, =0
segunda ordem chamado métrica ou geometria
assinatura do tensor métrico: (1,-1,-1,-1)
derivada covariante de um vetor contravariante: A“; = A", -T'} A*
derivada covariante de um vetor covariante: B,;, = B,,, +I“_3VBA
TEG: Teoria Espinorial da Gravitacao
TRG: Teoria da Relatividade Geral
TRR: Teoria da Relatividade Restrita

PEE: Principio de Equivaléncia de Einstein.



‘A . ~ . , . e n . 1
“...porque o problema da ciéncia ndo pode ser resolvido no dominio da ciéncia.”

! Friedrich Nietzche, 4 Origem da Tragédia, 1886.



Introducao

Esta tese possui trés objetivos principais:

1. Partindo da representacdo geométrica da interacdo gravitacional através do
Principio de Equivaléncia de Einstein (PEE), apresentar um novo modo de pensar a
descricdo evolutiva do campo gravitacional. Mostra-se que a geometria pode ser
tratada como um campo efetivo. Em outras palavras, para que a geometria possua
dindmica ela ndo necessariamente deve estar associada a uma equacdo de movimento,
ela pode, em principio, herdar dindmica de outros campos.

2. Apresentar e desenvolver uma teoria, onde a geometria ndo tem dindmica propria.
Ela ¢ tratada como um campo efetivo que herda a dindmica de campos espinoriais:
Teoria Espinorial da Gravitagdo (TEG). Em particular, trataremos uma versao da TEG
cuja lagrangiana ¢ constituida por apenas um campo espinorial.

3. Apresentar e desenvolver a solu¢do do campo gravitacional estatico gerado por um
corpo esfericamente simétrico através da teoria espinorial apresentada compativel
com os dados observacionais [01, 02] - uma geometria semelhante a obtida por Karl
Schwarzschild em 1915 [03] através da Teoria da Relatividade Geral (TRG). Iremos
ver que a distin¢do entre estas duas solugdes ¢ controlada por um Unico parametro f3:
existe um valor para 8 (8 =0) para o qual ambas solucdes sao idénticas.

O desenvolvimento do trabalho foi dividido nas seguintes etapas:

(1) mostrar que a geometria do espago-tempo, se associada ao campo gravitacional
através do Principio de Equivaléncia de Einstein e definida como um processo efetivo
de interagdo, pode possuir descri¢do dinamica distinta da TRG e esta descri¢do ndo ¢
unica - (Cap. 1);

(i) mostrar que, a partir da interacdo entre campos espinoriais de Heisenberg [04] ¢
possivel construir novas teorias da gravitagdo (TEG) onde a geometria ¢ gerada
conforme descrito acima: como resultado de um processo efetivo de interagdo. (Cap.
2);

(ii1) desenvolver, a partir de uma lagrangiana espinorial especifica com apenas um
campo, a Teoria Espinorial da Gravitagdo. (Cap. 3); e

(iv) mostrar que existe solugdo nesta teoria para o problema do campo gravitacional
gerado por um objeto massivo estatico com simetria esférica, e que ela é semelhante a
obtida pela TRG. (Cap. 4).

(v) como apenas o principio de muitas questdes a serem examinadas, apresentar
algumas consequéncias desta solucdo através do método do potencial efetivo e
comparé-las com os resultados correspondentes obtidos através da TRG. (Apéndice).



Essencialmente, a idéia ¢ abrir um novo caminho: desvinculando o efeito que se
observa da gravitacdo na materia e energia da forma com que a dindmica ¢ gerada,
pensar a gravitagdo como resultado de um processo dindmico distinto daquele
proposto pela Teoria da Relatividade Geral.

Em especial, a solugdo do problema do campo gravitacional estatico em torno de uma

estrela apresenta mais de uma representagdo. Olhar para duas formas de descri¢cao de
um mesmo problema nos possibilita olhar para o mesmo como outro.
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Capitulo 0: Identificacado do campo gravitacional com a
geometria do espaco-tempo

Antes de entrar nos detalhes da constru¢do de uma nova teoria da gravitagdo, ¢é
importante compreender porque esta interacdo estd associada a geometria do espago-
tempo. Em outras palavras, deixar claro quais caracteristicas permitem esta

identificacdo.

I. Universalidade da gravitaciao
A fisica moderna se baseia [05] na existéncia de somente quatro forgas fundamentais

consideradas de origem distintas, a saber:

(1) forte: responsavel por parte da estabilidade da matéria, experienciada por quarks,
gluons e hadrons;

(i1) fraca: responsavel por processos de desintegragdo da matéria, experienciada por
quarks e leptons;

(iii) eletromagnética: responsavel também por parte da estabilidade da matéria,
experienciada por particulas eletricamente carregadas. Pode ser atrativa ou repulsiva;
(iv) gravitacional: exercida e sofrida por todos os corpos materiais e energia sob

qualquer forma: universal. Em particular, o proprio campo gravitacional ¢ fonte de si.

Desta divisdo, uma observagdo destaca classicamente a gravitacdo das outras forgas:

0 carater universal.
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I1. Fato experimental

13

. se um corpo teste ndo carregado € colocado em um evento inicial no espago-
tempo e ali uma velocidade inicial ¢ dada, entdo sua trajetdria subsequente sera
independente de sua estrutura inercial e composi¢ao.” [01]

Em outras palavras, a aceleragdo sofrida por diferentes corpos submetidos a um
mesmo campo gravitacional ndo depende de nenhuma caracteristica particular do
corpo, ela ¢ a mesma para todos. Este fato, observado por Galileu Galilei (Pisa, século

XVI) e medido com precisdo pelo experimento de Eotvds [06, 07] (dentre outros mais

recentes), constitui o Principio de Equivaléncia Fraco.

Com efeito, do ponto de vista newtoniano, este resultado estd expresso na relagio

d’r —~
P -Vo (0-1)

onde 7 ¢ o vetor posi¢do de uma particula teste ¢ ¢ o potencial gravitacional ao qual

ela estd submetida definido como

@ =q(7) =—ngd?’@ (0-2)

|17 -7
onde p(? ') ¢ a densidade de massa gravitacional que gera o campo e g, a constante

newtoniana de acoplamento da gravitagdo com a matéria.

A segunda lei de Newton nos diz que quando uma particula teste, de massas inercial e gravitacional
m; e mgrespectivamente, ¢ submetida a a¢do de uma forga gravitacional, a dindmica de seu

movimento devido a esta for¢a ¢ determinada pela equagdo
2—

my ? = —mquﬂ .
Em contrapartida, a informagdo que o experimento nos da neste caso ¢é:
d’F o
Ve
dt
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2=
A . . 7 ,
Vé-se explicitamente em (0-1) que a aceleragdo o gerada na particula teste pela

acdo do campo ¢ ndo depende de nenhuma quantidade (ou caracteristica) intrinseca
desta. Portanto de (0-1) fica explicito que corpos de massas inerciais diferentes

sofrem mesma aceleragdo quando submetidos a0 mesmo campo gravitacional.

Juntando este fato com a informag¢do fornecida por (I) - de que toda a forma de
energia e matéria interagem gravitacionalmente - Albert Einstein observou que no
caso particular em que sdo submetidos as mesmas condi¢des iniciais, corpos
quaisquer que caem livremente num campo gravitacional estdo em repouso relativo
no que diz respeito ‘a a¢do desta forca. A partir dai conjecturou’ que as leis fisicas
que regem os eventos neste referencial, exceto a gravitacional, sio exatamente
aquelas da Teoria da Relatividade Restrita: aquelas que sdo definidas para um

observador inercial. Em suas palavras

“... O que torna possivel esta maneira de conceber as coisas ¢ o fato de a experiéncia
nos ter ensinado que existe um campo de forcas (o campo de gravidade) que possui a
notavel propriedade de comunicar a todos os corpos a mesma aceleragdo. O
comportamento mecanico dos corpos em relagdo a K’ € 0 mesmo que a experiéncia
nos revela em relagdo a sistemas que estamos habituados a considerar como sistemas

} “Seja K um referencial de Galileu, isto é, um sistema de referéncia tal que, em relacdo a ele (e pelo
menos no dominio quadridimensional considerado), uma massa suficientemente afastada de outras
massas se desloca em movimento rectilineo e uniforme. Seja K' um segundo sistema de coordenadas
que tem, em relagdo a K, um movimento de translacdo uniformemente acelerado. Teriamos entdo uma
massa suficientemente afastada de outras massas (aquela que esta em movimento rectilineo e uniforme
em relagdo a K) animada de movimento acelerado relativamente a K', sendo a sua aceleragdo, tanto
em grandeza como em dire¢do, independente da sua composi¢do material e do seu estado fisico. Podera
um observador, em repouso relativamente a K', inferir daqui que se encontra sobre um referencial
‘realmente’ acelerado?

A resposta deve ser negativa.

Com efeito, o referido comportamento de massas que se movem livremente em relagio a K' ¢é
susceptivel de uma outra forma de interpretacdo, igualmente boa, que ¢é a seguinte: o referencial K’ nao
estd animado de movimento acelerado, mas existe um campo de gravidade no dominio espago-
temporal considerado, e € esse 0 campo que origina o movimento acelerado dos corpos em relagdo a
K’ [08]
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em ‘repouso’, ou seja, como sistemas ‘admissiveis’; o que, do ponto de vista fisico,
sugere a aceitacdo de que os dois sistemas K e K' se podem, com igual direito
considerar ‘em repouso’, isto é, como sistemas igualmente admissiveis para a
descrigdo fisica dos fenomenos. (...) Desde que se faca uma escolha apropriada de
coordenadas, torna-se possivel aplicar a teoria da relatividade no sentido restrito a
dominios quadridimensionais infinitamente pequenos.” [08]

Este resultado também constitui um principio, Principio de Equivaléncia de Einstein,

cujo contetido esta expresso no seguinte enunciado:

“(1) o Principio de Equivaléncia Fraco ¢ valido, (ii) o resultado de qualquer
experimento-teste local ndo gravitacional ¢ independente da velocidade do aparato
que estd em queda livre, e (iii) o resultado de qualquer experimento-teste local nao
gravitacional ¢ independente de onde e de quando no universo ele ¢ realizado.” [01]

II1. Principio da Covariancia Geral
‘6A 1 b . ~

s leis gerais da natureza devem ser representadas por equagdes que tenham
validade em todos os sistemas de coordenadas, isto ¢, que sejam covariantes em
relacdo a toda e qualquer substitui¢ao (covariancia geral).” [08]
Matematicamente isto significa que as equagdes da fisica devem ser tensoriais, ou
seja, preservar a forma em mudancgas arbitrarias de coordenadas. Em particular, a
equacdo de movimento newtoniana (0-1) para uma particula teste submetida a um

campo gravitacional, ndo possui esta propriedade. Se escrita em um sistema de

coordenadas acelerado ganha outra forma.

De fato, a equagdo newtoniana poderia ndo somente ser escrita numa forma
covariante, como também generalizada (usando quantidades de um espaco-tempo
quadridimensional), de um modo tal que o efeito da gravitacdo pudesse ser anulado
por uma mudanga de referencial e que, sob certas condic¢des (cf. adiante), se reduzisse

a (0-1).
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Com efeito, seja um espago-tempo riemanniano caracterizado por uma geometria

guv(xA) arbitraria. A equagdo covariante que descreve a trajetoria x“(s) de uma

particula livre da a¢do de forcas ¢ chamada equacdo da geodésica

d*x" . dx® dx”

- ) 0-3
ds* @b ds ds ©-3)

onde

Il = gm[gmﬁ 8 gam] (0-4)

N | =

¢ o simbolo de Christoffel. Esta equacdo generaliza o conceito de movimento retilineo

uniforme num espago-tempo riemanniano de curvatura qualquer.

Como a conjectura de Einstein ¢ de que a for¢a gravitacional possa ser anulada por
uma escolha de coordenadas, a idéia ¢ olhar para (0-3) como uma generalizacio
covariante de (0-1), onde o campo gravitacional ¢ ndo ¢ mais interpretado como um
campo que exerce forca nas particulas e sim ¢ incorporado a conexdo de Christoffel

efetivamente no campo g, que caracteriza o espaco. Assim, a equacdo de

movimento de uma particula sob a agdo do campo gravitacional se torna a equagdo de
movimento de uma particula livre, isto ¢, livre de forcas, num espacgo-tempo nao

euclidiano.

A fim de verificarmos se (0-3) de fato contém (0-1) € necessario estudar a primeira
contribuicdo da conexdo afim (0-4), isto é, a primeira contribuicdo dada pela

geometria quando infinitesimalmente variada da geometria de Minkowiski 77, , além

de se considerar o regime de baixas velocidades comparativamente a da luz.
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Assim, seja g, uma geometria riemanniana que possa ser escrita como

gMV = nyv + ghyv (0-5)
onde ¢ <<1 ¢ h,, = th(xA) um tensor simétrico estatico arbitrario. Para garantir o

regime de baixas velocidades, considera-se que

dx"

g = (SOM + " (0-6)

onde v* é um campo de velocidades arbitrario. Substituindo-se (0-5), (0-6) em (0-4)

e (0-3); e considerando apenas os termos de primeira ordem em ¢, chega-se a

expressao
u= 0 = % —
—(65‘+£v") -—¢hy,' =0 = ds
s . dv, 1
u=i1= d_ = Ehoon'
que resulta em
X,=ct=as+b (0-7a)
onde a e b sdo constantes arbitrarias, €
dv, d (1
) (070

Comparando (0-7) com (0-1) , conclui-se que:
(1) o parametro s esta associado ao tempo fisico medido por um observador que se
move junto com a particula teste; e que

(i1)) a componente ‘00’ da perturbacdo da geometria estd associada ao campo

o : : 1 ; -
gravitacional newtoniano da seguinte forma: Ehoo(x’) — —(p(r).

A equagdo (0-7b) ndo depende das propriedades inerciais de quem sofre a forga e,

neste sentido, pode ser vista exatamente como a equagdo newtoniana que descreve o
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movimento de uma particula teste sob a agdo do campo gravitacional. Como as leis
fisicas devem ser por principio covariantes, a equacao (0-3) da geodésica pode ser
pensada como a expressdo covariante da equacdo de movimento newtoniana na
auséncia de forgas ndo gravitacionais, e portanto como a expressdo matematica do
Principio da Equivaléncia de Einstein. O fato do campo gravitacional atuar da mesma
forma em todos os corpos permite que a expressdo covariante da equagdo de
movimento sem forgas externas seja feita através da gravitagao identificando-a com a
geometria do espaco-tempo, isto ¢, como algo que age em todos os corpos da mesma
maneira através da propria estrutura do espago. O potencial gravitacional gerado por
uma determinada distribuicdo de matéria-energia seria a geometria do espago-tempo
que, através do simbolo de Christoffel, afetaria o movimento das particulas. A relagao
gravitacional entre os corpos, seria portanto, o agente estruturador do espago-tempo

fisico.

Fica claro agora que, para fazer esta identificacdo, cada um dos pontos destacados -
(D, (IT) e (III) - tém papel crucial: as equagdes devem ser covariantes e o efeito da
gravitacdo sobre um corpo (devido ao seu carater universal) pode ser anulado
localmente por uma mudanga de referencial, isto €, para este observador tudo se passa

como se estivesse na auséncia de forgas gravitacionais.

Assim, a partir desta analogia e de necessidades ideologicas (terminar com a nogao de
espaco e movimento absolutos deixada por Newton e permitir que as leis da fisica

sejam as mesmas, na sua forma, para observadores submetidos a qualquer tipo de
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movimento - Principio da Relatividade estendido ou Postulado da Relatividade),
Einstein empreende a constru¢do de uma teoria da gravitacao através da identificagdo
do campo gravitacional com a geometria do espago-tempo.* Como consequéncia desta
representacdo, a gravitacdo entre 0os corpos esta agora expressa na estrutura do
espago-tempo. A matéria (e também toda a forma de energia) passa a modificar

explicitamente o espago-tempo no qual os eventos fisicos acontecem.

E importante deixar claro que ndo pretendo convencer que o resultado da
aproximacgdo de campo fraco que fago implica univocamente na identificagdo do
campo gravitacional com a geometria. A forma pela qual esta conexdo se da ¢
singular - um caminho complexo e sem linearidade ao qual ndo temos acesso.
Qualquer processo linear de constru¢do de uma teoria € ficticio e de teor meramente
didatico para que nos convengamos de que ha um encadeamento logico e continuo
que permeie sua construgdo. A idéia aqui € apenas fazer um convite, uma sugestdo ao
seguinte pensamento: um possivel tratamento formal para o campo gravitacional,
devido a sua agdo ser a mesma para todos os corpos, € considerar espacos nao
euclidianos e incorporar seu efeito a geometria do espago-tempo. Sendo assim, a
demonstracdo de que a equacdo da geodésica contém, em primeira aproximacao, as
equacdes de Newton para a gravitagdo, serve aqui somente como estimulo para esta

analogia. E desta forma, meio no escuro, seguimos em frente.

Por trds havia a necessidade ideologica de formular uma teoria que satisfizesse as idéias
contestadoras de Ernst Mach - o espago s6 poderia ser definido a partir do que ha nele, ndo teria
existéncia a priori: “Ninguém ¢ competente para prever coisas sobre o espaco absoluto e o movimento
absoluto; eles sdo pura criagdo do pensamento, puras construgdes mentais, que ndo podem ser
produzidas na experiéncia. Todos os nossos principios da mecénica sdo ... conhecimentos
experimentais baseados nas posi¢des e movimentos relativos dos corpos.” (Mach, The Science of
Mechanics -1883. [09])
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Formalmente, no artigo citado de 1916 intitulado Os Fundamentos da Teoria da
Relatividade Geral [08], Einstein expde a identificacdo da gravitagdo com a

geometria através da expressao covariante do elemento de linha
2 _ u j.v
ds” =g, dx"dx

isto ¢, da definicdo de medida infinitesimal de distancia espago-temporal entre dois

pontos independente do observador. Neste, 1é-se

“(...) resulta que, do ponto de vista fisico, as grandezas g devem ser consideradas
como sendo aquelas que, relativamente ao sistema de referéncia escolhido, fazem a
descri¢do do campo de gravidade. (...) A interven¢cdo de um campo de gravidade
aparece-nos, deste modo, associada a uma variabilidade espago-temporal dos g, . No
caso geral ndo ¢ possivel fazer uma escolha de coordenadas que permita alcangar a
validade da teoria da relatividade especial num dominio finito, mas mesmo nesse caso
manter-nos-emos fiéis a idéia de que os g, descrevem o campo gravitacional.

A gravidade desempenha pois, na teoria da relatividade geral, um papel excepcional
em relagdo as outras forgas, e particularmente as forcas eletromagnéticas, visto que as
fungdes g, que fazem a descricdo do campo gravitacional determinam, a0 mesmo
tempo, as propriedades métricas do espago métrico quadridimensional.”

Por fim, para alguns autores [01], fazer esta identificacdo significa dizer que uma
teoria qualquer que pretenda descrever a gravitacdo como um fendmeno de curvatura
do espaco-tempo deve satisfazer os postulados de teorias métricas da gravitagdo
baseados no Principio de Equivaléncia de Einstein:

“(i) o espago-tempo ¢ dotado de uma métrica g, (ii) as linhas de universo de
particulas teste sdo geodésicas desta métrica, e (iii) nos referenciais locais em queda

livre, chamados referenciais locais de Lorentz, as leis da fisica ndo gravitacionais sao
.. . 5
aquelas da relatividade especial.” [01]

> As observagdes realizadas que suportam esta identificagdo sdo divididas em trés categorias [01]:

(1) Testes do Principio de Equivaléncia Fraco: experimentos do tipo Edtvos (balanca de torsdao). A
maior diferenga encontrada entre as aceleragdes de dois corpos distintos submetidos a um mesmo
campo gravitacional é da ordem de 1074;

(i1) Testes de Invaridncia de Lorentz Local: as leis fisicas ndo gravitacionais devem ser as mesmas para
qualquer referencial de Lorentz local. Experimento de Hughes-Drever (1959-60). A contribui¢do que
indicaria uma quebra desta invariancia ¢ da ordem de pelo menos 1078 ¢

(iii) Testes de Invariancia de Posi¢do Local: “os resultados de experimentos-teste ndo gravitacionais
locais devem ser independentes da localizag¢@o espago-temporal do referencial. (...) Os dois principais
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A linha a ser tracada neste trabalho ¢ mostrar que o cumprimento destas condi¢des
ndo implica na existéncia de uma equacdo diferencial para a geometria, e que, a
dindmica apresentada por ela pode ser herdada da dindmica de outros campos sem que

seja perdida sua identificagdo com o campo gravitacional.

testes da Invaridncia de Posi¢do Local sdo o red-shift gravitacional que testam a existéncia de
dependéncia espacial nos resultados dos experimentos locais, e as medi¢des da constancia das
constantes fundamentais ndo gravitacionais que testam a dependéncia temporal.”
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Capitulo 1: Cinematica® e dinimica da gravitacio

Este capitulo ¢ dedicado a mostrar que a formulacdo da Teoria da Relatividade Geral
¢ dividida em duas partes independentes: cinematica e dinamica. E que, sendo assim,
mantendo a descri¢do cinematica da TRG, € possivel propor um modo distinto de
descrigdo dinamica da geometria: pensar na nela como um campo efetivo, isto &,

como produto de processos dindmicos de outras entidades.

Com efeito, no artigo citado anteriormente [08], Einstein divide a construgdo da teoria

em trés partes fundamentais:

I. cinematica I: movimento de particulas teste / Principio de Equivaléncia de Einstein;
II. dindmica do campo: equacgdes dindmicas no vazio; e
III. cinematica II: Principio de Acoplamento Minimo da Gravitagdo / Principio de

Equivaléncia de Einstein.

1.1 Cinematica — relacdo da gravitacado com o universo fisico:

Principio de Equivaléncia de Einstein

O termo cinemdtica neste trabalho estd empregado a forma com que o campo gravitacional age na
matéria de uma forma geral: particulas teste, campos de for¢a ndo gravitacionais - matéria e energia
sob qualquer forma.
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O estudo do movimento da matéria submetido a uma dada interacdo ¢ chamado

cinematica.

A pergunta é: como o campo gravitacional interage com a matéria e outros campos
que ndo ele mesmo? De que forma a matéria e estes outros campos sdo afetados por

esta modifica¢do na geometria do espaco-tempo?

Devido ao carater ndo-linear da gravitacdo, a cinematica dos corpos submetidos a ela
precisa ser dividida em duas partes: a primeira relativa ao movimento das particulas
teste e a segunda relativa a um contetido arbitrario de matéria e energia nao

gravitacional.

1.1.1 De como o campo gravitacional atua nas particulas teste

Como vimos inicialmente, na Teoria da Relatividade Geral, a cinematica das
particulas teste ¢ determinada pelo Principio de Equivaléncia de Einstein e sua
representacdo matematica: a equacao (0-3) da geodésica. O objetivo aqui ¢ mostrar

que esta caracterizacdo independe de como a dindmica da geometria ¢ determinada.

Repetindo a pergunta: como o campo gravitacional interage com a matéria?

Com efeito, no principio do trabalho [pg. 09], mostramos que uma particula teste de
massa m submetida a um campo gravitacional pode ser tratada como uma particula
livre num espago-tempo riemanniano, desde que os efeitos do campo gravitacional

sejam incorporados a geometria deste espago. Assim, a lagrangiana L, ,,, associada a

este sistema deve ser
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Seja x"(s) a funcdo que define a trajetoria desta particula num espago-tempo
riemanniano caracterizado por uma geometria g, (x’l ) arbitraria. A enegia cinética

T é definida como

e a lagrangiana como

L, A
p.teste 2 g uv dS dS :

(1.1.1-1)

Pelo Principio Variacional de Hamilton [10], a equacdo de movimento de um sistema
qualquer representado por uma lagrangiana L ¢ determinada pela seguinte variagao

o5 Ofdsy-gL
u

ot - ox

onde x" sdo os graus de liberdade independentes do sistema. Substituindo na

expressdo acima a lagrangiana L (1.1.1-1) e efetuando a variacdo em relagdo a

p.teste
x", a equacdo obtida é (0-3), isto €

Prt b
ds* @b ds ds

Portanto a equagdo da geodésica, que contém o caso newtoniano (0-1), € resultado do
principio variacional de um sistema de particula livre num espago-tempo métrico
riemanniano arbitrario. Isto significa que, seguindo os principios fundamentais da
mecanica, a equacdo da geodésica ¢ a equagdo de movimento de particulas teste
submetidas ao campo gravitacional se este for interpretado como geometria. A

interacdo gravitacional estd incluida na variagdo da geometria associada ao espaco-
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tempo presente no simbolo de Christoffel (0-4). Com isto, a cinemadtica destas

particulas estd completamente caracterizada.

O ponto a ser retido aqui € o fato de que nenhuma informagao sobre a caracterizacao
dindmica do campo g, (x’l ) € necessaria na caracterizagdo cinematica. De fato, neste
artigo [08], Einstein determina formalmente o movimento das particulas teste antes

mesmo de determinar quais seriam as equagdes de movimento dindmicas da

geometria.

1.1.2 De como a matéria e toda a forma de energia sdo afetadas pelo
campo gravitacional: o Principio de Acoplamento Minimo da
Gravitacao

“A teoria da relatividade especial levou a conclusdo de que a massa inerte ndo ¢ mais
do que energia, cuja expressao matematica completa se encontra num tensor simétrico

de segunda ordem — o tensor energia. Isto indica-nos que também na teoria da
relatividade geral nos teremos de introduzir um tensor energia da matéria, 7, o qual

ha de ter carater misto, como as componentes ., da energia do campo gravitacional
mas hé de corresponder a um tensor simétrico covariante.” [08]

Na TRR, este tensor ¢ definido [10,11] a partir da densidade lagrangiana £ de um

campo qualquer. No caso de um campo vetorial wa(x") e L (wa, 1/)0,’#) temos pelo

principio variacional que, por exemplo

d [ oL —ﬁ%l oL

dx’ |" " oy, ax*"
or )
Y Y - L8} (1.1.2-1)
d oL
TW =- . 1.1.2-2
dx" " ox* ( )
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Onde (1.1.2-2) ¢ valida para um campo qualquer. Se as coordenadas x* sdo ciclicas

em L ,aquantidade T! ¢ conservada

&

T))=0. 1.1.2-3
dx” ) ( )

u

Com o objetivo de determinar como o campo gravitacional age na matéria, baseado
na defini¢do (1.1.2-1), Einstein faz a seguinte hipotese:

“Na distingdo que a seguir vamos fazer entre o <<campo gravitacional>> e
<<matéria>>, daremos a este ultimo termo o significado de tudo quanto ndo for
campo de gravidade, incluindo assim, dentro dele, ndo s6 aquilo que vulgarmente se
entende por matéria, mas também o campo eletromagnético.” [08]

Isto significa propor uma separacdo entre a lagrangiana relacionada ao campo

gravitacional £, e alagrangiana responsavel pelos outros campos £, . Assim, em

‘geom.
um sistema onde atuem forgas gravitacionais e forcas de outra natureza, a lagrangiana
total seria estruturada como

L=L  +L

mat. geom.* (1 ‘ 1 2-4)
Como na TRG as equagdes fisicas devem ser, por principio, covariantes, a lei de

conservagdo (1.1.2-3) também deve ser e por este motivo assume a forma

T"; =0 (1.1.2-5)

v
onde o ponto-e-virgula representa a derivada covariante definida como

ar”

ox”

wv., _
T"; =

v

~TET TS T™ (1.1.2-6)

Assim, o tensor momento-energia 7,, ¢ redefinido também através da formulacdo

variacional como

2 o(-¢L,..) oL

T = =g L 4 mar (1.1.2-7)

\/% 5guv ‘mat. 6g#V
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onde g, ¢ a geometria do espago-tempo, g=detg,, ¢ L ¢ a mesma lagrangiana
(1.1.2-2) definida na TRR. A geometria de Minkowiski 1,, € substituida por uma

geometria arbitraria g, .

Como visto, o simbolo de Christoffel é constituido de derivadas do tensor métrico

8. - Portanto, se partimos da identificacdo da interagdo gravitacional com a

geometria, a expressao da derivada covariante (1.1.2-6) e a redefini¢do do tensor
momento-energia (1.1.2-7), representam uma acdo minima e inevitavel deste campo.
Se o objetivo ¢ construir uma teoria covariante e tratar a gravitagdo como geometria -
ndo hé escapatoria - a interagdo minima da gravitagdo esta determinada pelo préprio
formalismo. Esta constatacdo estd formalizada no chamado Principio de Acoplamento
Minimo da Gravitagdo [12], que nada mais ¢ do que mais uma expressdao do Principio
de Equivaléncia de Einstein, no que diz respeito ao fato de que as leis da TRR devem
valer localmente na TRG: - uma derivada covariante, localmente, sempre pode ser
escrita como uma derivada simples (1.1.2-6) e a lagrangiana de um sistema, também

localmente, sempre pode ser escrita como a lagrangiana da TRR (1.1.2-4) e (1.1.2-7).

Ao final deste resultado, Einstein escreve:

“Os instrumentos matematicos desenvolvidos em B proporcionam-nos a possibilidade
de, sem ter de recorrer a outros meios, proceder a um alargamento dos enunciados das
leis fisicas da matéria (hidrodindmica, eletrodindmica de Maxwell) - tal como sdo
formulados na teoria da relatividade especial — com o fim de adaptar a teoria da
relatividade geral. Com essa adaptag¢do, o que vai se obter ndo ¢ uma nova limitagao
de possibilidades imposta pelo principio da relatividade geral, mas sim um
conhecimento exato da influéncia que o campo gravitacional exerce sobre todos os
processos, e isto independentemente da introdug@o de qualquer nova hipotese.

Por o problema deste modo implica que ndo se introduzam como necessarias
hipoteses concretas a respeito da natureza fisica da matéria (tomada no seu sentido
restrito). Pode em particular ficar em aberto a questdo de se saber se as teorias dos
campos eletromagnético e gravitacional formam ou ndo, no seu conjunto, uma base
suficiente para a teoria da matéria. O postulado da relatividade geral nada pode, em
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principio, ensinar-nos a este respeito. Serd o desenvolvimento da teoria que ha-de
revelar se as doutrinas eletromagnéticas e da gravitagdo serdo capazes de realizar, em
conjunto, aquilo que a primeira nao foi capaz de realizar sozinha.” [08]

Apesar de neste artigo este resultado s ser expresso a partir das equagdes dindmicas
do campo gravitacional, ele ¢ definitivamente independente da descri¢do dindmica do
campo ja que a conservacdo da energia constitui um principio fundamental da fisica

(Teorema de Noether) e o Postulado de Covariancia Geral um principio sem o qual a

identificacdo da gravitagdo com a geometria ndo seria possivel.

Assim como na equagdo da geodésica (0-3), vé-se em (1.1.2-5) e (1.1.2-6) que uma
mudanga na configuracdo de matéria-energia de um sistema altera a geometria do
espago-tempo também via simbolo de Christoffel. Espagos-tempos sdo criados pelo

que ha: matéria e energia.

Por fim, conclui-se aqui que a cinemdatica da TRG ¢ completamente determinada
através do Principio de Equivaléncia de Einstein sem que nenhuma consideragao
sobre a descricdo dindmica da geometria seja feita. O movimento das particulas teste
¢ definido através do Principio de Equivaléncia Fraco e do Principio de Covariancia
Geral - equagdo da geodésica - e o de um contetido arbitrario de matéria e energia,

através do Principio de Acoplamento Minimo da Gravitacao.

1.2 Dinamica

Uma vez fixada a cinematica dos corpos pontuais submetidos a interacdo

gravitacional e, de uma forma mais geral, de um conteido arbitrario de matéria e
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energia, a questdo que se coloca ¢é: se a geometria possui uma dindmica, o que a

determina?

Definir a dindmica de um campo significa apontar o modo pelo qual sua evolugdo ¢
gerada, isto ¢, sua equag¢do de movimento. O Principio Variacional nos diz que dada a
densidade lagrangiana L, a variagdo da agdo [10,11]

S=[d've
em relagdo a varidvel dindmica do sistema da lugar as equacdes de movimento do
campo em questdo. Assim,

oS = 5f d*'V L =0 = equagio de movimento, (1.2-1)

onde d'V ¢ o elemento de volume quadridimensional.

No caso do campo gravitacional a pergunta é: que lagrangiana determina a dinamica

sob a qual a geometria g,, do espago-tempo ¢ submetida?

Seguindo Principio de Covariancia Geral [pg.07], para gerar equacdes covariantes, as

lagrangianas devem ser invariantes sob mudancas de coordenadas arbitrarias.

Vimos em (1.1.2-4) que o Principio de Acoplamento Minimo da Gravitagdo propde
uma tentativa de separagdo entre o conteido material-energético gravitacional e nao
gravitacional da seguinte forma

L=L  +L

mat. geom.
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onde o termo L, gera o acoplamento da matéria ndo gravitacional com a gravitagdo

e L

geom. 2

o responsavel por gerar a dinamica da geometria. Assim, seguindo (1.2-1), a

dindmica do campo gravitacional ¢ determinada a partir da variacao

S=[d'vr, (1.2-2a)

eom.

8S=|d'vs(L =0 = dinadmica para g, . (1.2-2b)
geom. uv

Como o objetivo final é gerar evolucdo na geometria, vamos mostrar nas proximas

sessdes que existem ao menos duas formas distintas de construir esta dindmica:

(i) pensando a geometria como sendo um campo que satisfaz uma equacao
diferencial, e portanto, possuindo dindmica (propria);

(i1) pensando a geometria como um campo efetivo que herda a dindmica de outros
campos que, estes sim, satisfazem uma equacdo de movimento e por este motivo

possuem dindmica (propria).

1.2.1 Geometria com dinamica propria: a Teoria da Relatividade

Geral

Para construir a dindmica do campo gravitacional, o caminho seguido por Einstein na
construcdo da teoria foi, por inumeras razdes, partir diretamente a busca de uma

equagdo diferencial para a geometria. A forma final destas equacdes ¢

1 8w
G, =R, _ERg‘“V =_c_2gNT ) (1.2.1-1)

uv

As quantidades R, e R sdo repectivamente o tensor de Riemann e o escalar de

uv

a

curvatura que sdo definidos a partir do tensor de curvatura R,

da seguinte maneira
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R% =-T% +T% +T°T% —TI”

By = T By T aycB T twy B B

R =R° e RERZ.

ny nay

O tensor G,, € conhecido como tensor de Einstein, ¢ € a velocidade da luz no vacuo
e T,, o tensor momento-energia ndo gravitacional do sistema definido de acordo com

(1.1.2-7). Como o tensor métrico € simétrico, se trata de um conjunto de 10 equagdes
diferenciais de segunda ordem ndo-lineares cujas varidveis dindmicas sdo as

componentes da métrica. Um conjunto de equagdes que determinam a geometria g,
do espago-tempo a partir de relagdes entre a matéria (7,,) e quantidades que a

caracterizam (R _, R).

ny?
Claramente, o conteudo material e energético do sistema afeta diretamente a

geometria. Parecia que Einstein havia finalmente construido uma teoria que colocasse

em pratica o Principio de Mach [09]. Além disto, ele diz

“...a razdo mais forte para que aceitemos as equacdes precedentes estd em que elas
acarretam a seguinte consequéncia, como vai se mostrar no §17: para as componentes
da energia total vigoram equacdes de conservagdo (da quantidade de movimento e
energia)...” [08]

Isto €, as equagdes (1.2.1-1) tém a importante propriedade de serem consistentes com

a lei de conservagdo de energia (1.1.2-5)

G'uv;v = O £ GMV;V = THV;V .

A formulacdo variacional desta teoria foi feita posteriormente por David Hilbert [13]

em 1915. Ele mostrou que, na auséncia de matéria, a lagrangiana £ responsavel

geom.
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pela intera¢do gravitacional, que quando variada em relacdo a uma geometria de
Riemann gera o tensor de Einstein, ¢ justamente aquela proporcional ao escalar de

curvatura R. Isto é,
S f d4V V™ geom

onde

L, =R.

geom.

De fato, sua variacdo em relagdo a uma geometria riemanniana gera justamente as

equacdes de Einstein (1.2.1-1) no vazio

]

5gluv 6g/.tv
U (1.2.1-2)

1
Guv ERMV —ERgMV =0.

Sobre esta lagrangiana Einstein escreve:

“...resulta também que G deve ser igual (a menos de um fator constante) ao escalar de
curvatura de Riemann; isto porque ndo hd nenhum outro invariante que possua as
propriedades exigidas para G*. (...)” [13]

* “E aqui que reside o motivo por que a postulagio da relatividade geral conduz a uma teoria da

gravitacdo inteiramente determinada.” (nota de pé de pagina). N.a.: G = £gwm

Por fim, a dindmica da Teoria da Relatividade Geral ¢ construida a partir da idéia de
que a geometria possui dindmica propria e portanto deve satisfazer uma equagdo de
movimento. Partindo deste principio, as equagdes (1.2.1-1) sdo praticamente uma
consequéncia direta do PEE, ja que relacionam o tensor momento-energia com a

geometria e preservam a lei da conservagdo de energia.

Importante também notar que ndo ¢ através da descri¢do cinematica da teoria que

estas equagdes sdo construidas.
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1.2.2 Geometria efetiva: um novo caminho

A secgdo 1.1 foi dedicada a mostrar que a cinematica da TRG ¢ independente da
descri¢do dindmica, e a sec¢do anterior a mostrar que a descricdo dindmica nao
decorre diretamente da cinematica. Em outras palavras, nada sobre a forma com que a

dindmica da geometria ¢ determinada ¢ requerida na descrigdo cinematica.

Contrariamente a declaracdo supracitada de Einstein [pg. 25], onde ele diz que a
postulacdo da TRG conduz a uma teoria da gravitagcdo inteiramente determinada,
vamos mostrar aqui que ¢ possivel manter toda a descri¢do cinematica — equagdes: (0-
3), (1.1.2-4), (1.1.2-5), (1.1.2-6) e (1.1.2-7) - e propor outra descricdo dindmica para a
gravitagcdo. Para isto ¢ necessdrio que a geometria seja definida a partir de outro

campo que apresente dindmica propria. Em outras palavras, L, ainda determinard

a dindmica do campo g,, mas de forma indireta, ndo sera mais fung¢do do escalar de

curvatura R e sim deste outro campo.

Com efeito, seja f (x“) um campo qualquer cuja dindmica esta contida na
lagrangiana

L=L(f). (1.2.2-1)
De acordo com (1.2-1), a equagdo de movimento deste campo ¢ dada pela variagdo da
acao

S=[d'vL(f) .
Assim,

6—S=fd4v%=0 = dinamica para f(x”) .
of of
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O que estd sendo dito ¢ que, se o campo gravitacional for identificado com a
geometria através de PEE (isto ¢ sobre g,, valem as relagdes (0-3), (1.1.2-4), (1.1.2-
5) e (1.1.2-7)), e além disto for definido por

8 =8 (f) (1.2.2-2)
em principio, ndo ha problemas em se descrever a dindmica da métrica através da
dindmica de f. Se definida de forma indireta de acordo com (1.2.2-2), a variagdo da

lagrangiana do campo f gera dindmica para a geometria

S fd“ngo
o o

U
dindmica para f
|l (1.2.2-3)
8 = 8 (f)
U
dindmica para g,

onde g, ¢ uma geometria efetiva que desempenha o mesmo papel aquela proposta
pela TRG (Principio de Equivaléncia de Einstein [pg. 07]) e satisfaz os postulados

que feorias métricas da gravitagdo [pg.12] devem satisfazer.

Desta forma, vimos que na TRG sdo finalmente, cinemadtica e dindmica, descri¢des
descoladas uma da outra. Toda a caracterizagdo cinematica da geometria se baseia
apenas no seu carater efetivo, isto é, na sua relagio com o universo fisico. E
exatamente este fato que nos permite, mantendo esta relacdo, descrever sua dindmica
através do processo acima (1.2.2-3). Um caminho conceitualmente distinto do

proposto pela TRG (1.2.1-2).
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A idéia fundamental aqui ¢ observar que identificar a gravitacdo com a geometria do
espago-tempo através do PEE ndo implica em uma descri¢do dindmica unica deste

campo.

A partir deste ponto vamos desenvolver a Teoria Espinorial da Gravitagdo, uma teoria

da gravitacdo cuja cinematica ¢ idéntica a da TRG, e cuja geometria é tratada como

um campo efetivo através de (1.2.2-3).
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Capitulo 2: A Teoria Espinorial da Gravitacao

Antes de apresentar a Teoria Espinorial da Gravitagdo, ¢ necessario introduzir

brevemente as estruturas matematicas necessarias.

2.0 Grupo de Lorentz, Algebra de Clifford e campos espinoriais

O Grupo de Lorentz ¢ o grupo de simetrias que representa as mudancgas de

observadores sob as quais as equagdes fisicas da TRR sdo invariantes.

Por apresentar 6 graus de liberdade relativos as rotagdes espago-temporais, este grupo
¢ formado pelo produto direto de duas representacdes irredutiveis do grupo de
simetrias das rotagdes tridimensionais O, caracterizado por seus autovalores de
momento angular

A=j(j+1l)em
e cuja dimensao ¢ dada por

dim(0;) = (2 +1)
Por este motivo, a dimensao do espago-base das representacdes irredutiveis do Grupo
de Lorentz depende dos autovalores de momento angular j e j' associados as duas
representacdes do grupo O, associadas e ¢ dada por

dim(Lor. (j,j")) = (27 +1)(2j' +1).

Se além das simetrias de Lorentz estivermos também interessados em simetrias de

inversdo espacial (transformacdes de paridade) e conjugacdo complexa, € necessario
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fazer uma soma direta de duas representacdes de Lorentz complementares cuja
dimensao ¢ dada por

dim(2Lor. (j,j') + par.+ comp.) =2(2j +1)(2j' +1). (2.0-1)

Neste trabalho, o interesse estd nos campos relativisticos de momento angular
intrinseco (spin) j=1/2, simétricos em relagcdo a inversdo espacial e conjugacdo
complexa. Trabalharemos com campos escalares W que sdo base da representacao

(1/ 2,0) ©) (0,1/ 2) do grupo que ¢ constituido pela soma direta de duas representagdes

irredutiveis do Grupo de Lorentz - (1/2,0) e (0,1/2).

Pela relagdo acima (2.0-1), como em cada representagdo temos j=0 e j'=1/2 e
vice-versa, a dimensdo deste espago ¢ 4 e portanto os campos escalares W devem
possuir 4 componentes. Esta ¢ a chamada representacdo espinorial de Dirac e os

campos a quatro componentes sdo chamados espinores de Dirac. [14, 15]

Vamos apresentar aqui apenas as caracteristicas e propriedades que serdo importantes
para o trabalho que segue. Detalhes e demonstracdes podem ser encontrados nas

referéncias acima citadas.

Com efeito, seja um espago-tempo de Minkowiski caracterizado por uma geometria

i . o, .
1,, num sistema de coordenadas arbitrario € x* as coordenadas de um ponto deste

espago. Sobre cada ponto ¢ definido um objeto constituido por quatro fungdes

escalares complexas representadas por

A
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w(xe) | %)

Seu transposto conjugado € , por construgdo, definido como

onde

¢ uma matriz 4x4, de forma que o produto
Yy
seja um escalar por transformacdes de Lorentz. Definido desta maneira, este campo

espinorial obedece as seguintes propriedades fundamentais

(1) ‘i’(fc“) = ‘P(x" ): ¢ invariante por transformacgdes arbitrarias de coordenadas no
espago-tempo fisico;
(i1) o produto escalar ¢ invariante sob transformagdes de Lorentz locais, isto ¢
Yy =gy

onde

W(x") = S(A)P(x") e W(x")=T(x")s(A) (2.0-2)
e S(A) sdo as matrizes de Lorentz da representagdo espinorial de Dirac
(1/2,0)®(0,1/2), tais que

S(A) ="S(A)"1".

Assim, se torna possivel definir as seguintes quantidades no espago-tempo de

Minkowiski:
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(())A=W'W =PW = escalar de Lorentz (2.0-3a)

(i) B=iP'y’¥' =det(A)i¥y’¥ => pseudo-escalar de Lorentz (2.0-3b)
(i) J* = P'y"W = A“Wy"W = vetor de Lorentz (2.0-3¢)
(V) 1" = P'y"y’ W' =det(A) AWy y*¥ = pseudo-vetor de Lorentz (2.0-3d)
WV P'o" W = NoA, P oW = tensor de Lorentz | (2.0-3¢)

com a condicdo de que as quantidades y“ com u=0,1,2,3, chamadas matrizes de
Dirac (cf. adiante), sejam as matrizes de representacio da Algebra de Clifford na base
dos espinores de Dirac, e que portanto devem satisfazer as condi¢des

iy  +yVyt =2In" (2.0-4a)

() =v"r"y" (2.0-4b)

onde [ ¢ a matriz indentidade quadridimensional. Em coordenadas cartesianas, estas

(1 0y (0 o
= (& =
"o -1 T Tle o

onde i=1,2,3, 1 é a matriz identidade bidimensional ¢ o, sdo as matrizes de Pauli e

matrizes tém a forma

obedecem as relagoes

00, =i€;0,+9,. (2.0-5)

l

Definindo

5

Y =

i a,,p v
s VY Yy

onde

Tt =yt -yt
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_ 1

naﬁuv - _Tgaﬁuv
! -g !

é possivel mostrar que y° obedece as propriedades

{r.r}=0 (2.0-6a)

vy =1. (2.0-6b)
As propriedades (2.0-4) e (2.0-6) definem uma algebra chamada Algebra de Clifford,

cujos elementos sao

I, v", )/5, )/'“)/5. (2.0-7)

Uma ultima propriedade importante e caracteristica desta algebra, ¢ o fato dos campos

espinoriais terem que satisfazer a identidade Pauli-Kofink [16]
(PQy,w)y"w = (POW)W ~(PQy,w)y'w (2.0-8)

onde Q ¢ um elemento qualquer de (2.0-7). Algumas consequéncias imediatas de

(2.0-8):

Ho=1 = JJ"= A’ + B* (multiplicando a esquerda W) (2.0-9a)
(i) @Q=ys; = [,J" =0 (multiplicando a esquerda ) (2.0-9b)
(i) Q=y;, = [,I"=-J J" (multiplicando a esquerda Wy>) (2.0-9¢)

Como A e B sio quantidades reais’, e pelos resultados (2.0-9a) e (2.0-9c), as
correntes J“ e I" definidas em (2.0-3c) e (2.0-3d) sdo chamadas vetoriais (vetor tipo

tempo) e axiais (vetor tipo espaco) .

¥ Com efeito: A* = (TW)" = (‘P+y01}‘)+ —PW-Ae B = (ileySIP)+ - (ill’+y0y51P)+ L
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2.1 Espinores de Heisenberg e uma generalizaciao

Como uma aplicagdo da estrutura apresentada acima, com o intuito de construir uma
Teoria Quantica das Particulas Elementares, Werner Karl Heisenberg propds em

1957 [04] a seguinte lagrangiana ndo-linear para campos espinoriais a quatro

componentes
L, = é@y‘“&u‘l’ - é(aﬁ)y“ql -v(w)’ (2.1-1a)
onde
V(W)Eiﬁ(A2+B2)=iﬁJ“J (2.1-1b)
2 27

e [* um pardmetro positivo responsavel pela intensidade da ndo-linearidade do campo
(que para Heisenberg estaria associado com um “comprimento universal”). A equagao

de movimento associada é

iy"d, WF (A+iBy’)W=0. (2.1-2)

Uma possivel generalizagdo desta lagrangiana ¢
L= éﬁy“aulp - é(aﬁ)y“m ~v(w) (2.1-3a)

onde

2

V(W)= 1%(# +€B’) (2.1-3b)

e €==1, e a equagdo de movimento associada

’A lagrangiana de Dirac ¢
= L s - L iy _
L, > Wy, W > (0u‘P) YW -—mPWY.

Como A e B sdo escalares, a diferenca da lagrangiana de Heisenberg para a de Dirac estd no fato de
que estes escalares dependem de ponto. Assim, o potencial V(‘If), atua formalmente como uma massa

de Dirac que depende de ponto.
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iy"d, W= ’(A+ieBy’ )W =0. (2.1-4)

Nestas teorias, (2.1-1) e (2.1-3), as correntes vetoriais e axiais, (2.0-3c) e (2.0-3d),

apresentam as seguintes propriedades

91" =21°(1-¢)AB.
Portanto, vale observar que a divergéncia de ambas as correntes ¢ nula apenas quando

€ =1. Esta ¢ exatamente a escolha de Heisenberg (2.1-1).

Estas teorias servirdo de base para a constru¢ao da Teoria Espinorial da Gravitagao.

2.1.1 Soluc¢ao de onda plana

Com o objetivo apenas de examinar uma solugdo especifica das teorias (2.1-3)
apresentadas, vamos analisar em que elas se diferenciam na solu¢do de onda plana.
Com efeito, seja um campo espinorial da forma

-
ik, x

W)= We

0
onde W possui quatro componentes constantes, x" ¢ um sistema de coordenadas

cartesiano e k, o vetor de onda do campo. Substituindo esta forma em (2.1-4),

encontra-se

onde
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Definindo as quantidades

a equacao fica reescrita como

0 0

y”k#‘Pi(u+isay5)‘P=0.
Substituindo nela a forma matricial dos espinores e as matrizes de Dirac em

coordenadas cartesianas, obtém-se

2l A

onde cada campo ¢ e 1 possui duas componentes. Escrevendo de outra forma

kyp+kon=up=xican=0
-k -kogp+un=icap=0.

Ou ainda
(ko xiga)n =—(k, = u)o (2.1.1-1a)
(-ko, £ica)p = (k, F u)n. (2.1.1-1b)
Isolando o campo 7 em (2.1.1-1b)

(-ko, = icar)
p= ThOiziea) | (2.1.1-2)
(ko Fu)

e substituindo em (2.1.1-1a) obtém-se

(kziOZi + Otz)
(k20 _ Mz) (p - (p

onde (k0 * M) = (0. Assim, como ¢ ¢ constante € 0, obedece a (2.0-5), encontra-se a

relacdo

k% —k* =u’ +a’. (2.1.1-3)

Por fim, de (2.1.1-2) e (2.1.1-3), a solucdo de onda plana da equacado (2.1-4) ¢
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1

0 . . . "
W(x")=we™ =| ko, iea|g " (2.1.1-4a)
k, +u
com a condigdo
k" =uw'+a’e (ky=u)=0 (2.1.1-4b)

onde a relagdo (2.1.1-4b) ndo depende de ¢ e ¢ andloga a obtida na solugdo de onda
plana de Dirac.'” O sinal de ¢ atua somente na parte constante da solugdo, portanto as
solucdes de onda plana para a teoria de Heisenberg e para a teoria com &=-1 sdo

estruturalmente muito semelhantes.

2.2 A Teoria Espinorial da Gravitacao

2.2.1 A idéia

A TEG propde um novo caminho: pensar na gravitagdo como uma teoria efetiva,
isto ¢, considerar a possibilidade da geometria ndo estar vinculada a uma equacao

diferencial.

Proposta pelo Cosmoélogo Mario Novello a comunidade cientifica em 2006 [17], a

Teoria Espinorial da Gravitagdo ¢ uma aplicagdo direta das idéias desenvolvidas até

10 Comparativamente a solucdo de onda plana de Dirac, novamente vemos aqui que os escalares A e
B fazem o mesmo papel da massa no que diz respeito a relagdo com o vetor de onda k. Com efeito
iy*9,¥ - m¥ =0
cuja solucdo de onda plana ¢
0 . 1 -
W(x“) —wht o] ko, @ e
ko —m

k, k¥ =m*e (ky—m)=0.

v
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aqui: uma teoria da gravitacdo que propde uma dindmica para a geometria distinta da
proposta pela Teoria da Relatividade Geral mantendo a identificagdo entre geometria

e gravitacdo via Principio de Equivaléncia de Einstein.

Formalmente se trata de olhar para a geometria como um campo efetivo vinculado

dindmicamente & um campo espinorial do tipo (2.1-3) de acordo com (1.2.2-3), isto ¢
Zuv = 8 (P)
oS = f d*véL,,, (¥)=0 = dindmica para g, (¥) .
O ponto principal ¢ que a geometria seja definida de forma tal que herde a dinamica

de campos espinoriais nio-lineares. "'

Por motivos e associacdes que o perseguiram durante sua carreira como cientista,
Mario Novello decidiu retomar a proposta ndo-linear de Werner Heisenberg (2.1-1)
para descrever campos quanticos e particulas elementares como uma possibilidade de,

através deles, descrever a dindmica da geometria g,, do espago-tempo identificada

com a gravitagao.

De fato, o que esta teoria faz ¢ introduzir um intermedidrio entre a matéria e a

geometria. Sobre o carater fundamental do campo gravitacional, podemos entender de

A possibilidade de se construir uma teoria para a gravitagdo cujos objetos dindmicos fossem campos
espinoriais de spin semi-inteiro foi estudada por Richard Feynman nos anos 60 [07]. Nesta época,
concluiu que néo seria possivel produzir - através dos campos ja conhecidos ou de combinagdes deles -
um potencial com as propriedades fundamentais do potencial gravitacional, isto ¢, proporcional a
massa, inversamente proporcional a distancia e estatico. De fato, ndo € possivel sequer encontrar uma
solugdo da equagdo de Dirac proporcional a alguma poténcia arbitraria de r. O mesmo néo acontece
aqui. O fato das equagdes espinoriais serem ndo-lineares nos permite produzir - com os campos de spin

S . 1 .
semi-inteiro — um campo proporcional —, como veremos a seguir.
r
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duas maneiras: o campo gravitacional continua a ser um campo fundamental da
natureza mas agora passa a ser identificado com o campo espinorial e ndo com a
geometria do espago-tempo ou, o campo gravitacional continua a ser identificado com
a geometria mas perde o carater fundamental - ja que ele ¢ gerado por combinagdes

de outro campo (espinorial).

2.2.2 Do Principio de Equivaléncia de Einstein ao campo espinorial

I. Principio de Equivaléncia de Einstein: geodésicas e acoplamento minimo da
geometria com a matéria

Vimos que o conteudo do Principio de Equivaléncia de Einstein ¢ relativo a acao da
gravitacdo na matéria, isto ¢é, se refere ao efeito da gravitagdo na matéria e energia sob
qualquer forma. Por se tratar de um principio, ndo tem nenhuma ligacao formal com o
desenvolvimento da dinamica da geometria. Assim, o PEE também ¢ principio da

TEG:

(1) Na auséncia de forcas ndo gravitacionais, corpos materiais pontuais seguem

geodésicas no espago-tempo quadridimensional riemanniano;

(i) Vale o Principio de Acoplamento Minimo da Gravitagdo: o tensor momento-

energia ¢ definido como em (1.1.2-7)

2 o(-¢L,..) oL

TMV = = gMV£ + 2 mat.

\/% 5guv ‘mat. 6g#V

AR



onde L  se refere a todo o contetido material e energético ndo gravitacional (o
mesmo da TRR); e também obedece a lei de conservacdo de energia na forma

covariante (1.1.2-5)

T, =0.

I1. A geometria efetiva

Seja g,, a geometria do espago-tempo identificada com a gravitagdo definida da
seguinte forma

8o (P)= Ny + cva(‘I’) (2.2.2-1)
onde ¢, ¢ um tensor de segunda ordem simétrico que depende de um campo

espinorial W vinculado a lagrangiana

Lo(WwT,)=L,,, (¥)+ L, (¥T,,) (2.2.2-2)
onde
i NTI l T
,gmpm=5mw@m—5@mym;vmq (2.2.2-3a)
€
2
vwm=4Ah¢#)eSE%. (2.2.2-3b)

A lagrangiana da matéria £ ¢ definida (cf. adiante) de tal forma que o Principio de

Equivaléncia de Einstein seja satisfeito. Vale observar que a expressao (2.2.2-1) que

define a geometria ¢ exata — ndo se trata uma pequena perturbacdo na métrica de

Minkowiski.
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De (2.2.2-1) e (2.2.2-3) se torna explicito o que foi dito acima sobre o carater efetivo
da geometria do espago-tempo: a dindmica carregada pela geometria ¢ herdada da

dindmica de Heisenberg.

III. O tensor ¢,

Para se contruir um tensor de segunda ordem simétrico definido no espago-tempo
fisico a partir de W, € necessario recorrer as quantidades definidas em (2.0-3). Como

o tensor 0, € antissimétrico, restam as correntes J, e /.

A forma de ¢, ¢ arbitraria desde que cumpra o requisito de ser segunda ordem,

simétrico, adimensional e de gerar uma geometria que seja compativel com a
obsevacdo. Cada defini¢do gera uma relacdo distinta da geometria com o campo

espinorial.

Como uma consequéncia imediata de (2.2.2-1), e do fato de o objeto dindmico ser o

campo espinorial e ndo a métrica, a variariacdo de g, em relacdo a W € equivalente a
variagdo ¢, em relagdo a W:

6g,uv = 6(pyv : (222-4)

IV. O principio variacional e a equa¢do de movimento
A partir da lagrangiana (2.2.2-2), obtém-se a equacdo de movimento ao variar a agao
S em relagio a W e W independentemente. Com efeito

S=[d'x\[-1(Lyp + £

'geom. ‘mat. )

%Jr fd4x5(\/—_77—_£mm.) (2.2.2-5)
oV

58 \
—=|d —
o Ja o
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onde 1’ =detn,,, .

Substituindo (2.2.2-3) na primeira integral e fazendo a variagdo, temos

fd“x\/—_n’éﬁgm. =J'd4x\/—_n'6 [é@y‘“&,ﬁ[’ —%&MWW‘P - S(A2 + sBzﬁ
[d*xJ=n'sL,,, = fd%ﬁé@[iy oW - é 3, @yrw ) 25(aw + isByS‘Iq
[d*x=nsL,,, = fd“x\/—_n’aﬁﬁym# ~osla+iey’ . (22.2:6)

A variagdo da segunda integral depende de quem for a lagrangiana de matéria £,

mas para garantir que esta interacdo seja determinada pelo Principio do Acoplamento

Minimo da Gravitagao (1.1.2-7), isto é, que L, seja a mesma da TRR , é necessario

at

definir

=L e (2.2.2-7)

mat.

J-g

onde w=—-—, g=detg, . Assim, garantimos que 0 tensor momento-energia seja
1 .

\-n'

definido como em (1.1.2-7)

(\-1'Lyr) = (-8 Lrrnr) = %T‘”égw (2.2.2-8)

e a lei de conservagdo do tensor momento-energia de acordo com (1.1.2-5)

™5 =0.
Desta forma, fica assegura-se que, na TEG, a geometria do espago-tempo ¢ afetada
diretamente pela distribuicdo de matéria através do Principio de Acoplamento

Minimo da Gravitagdo assim como na TRG.

Substituindo (2.2.2-8) e (2.2.2-4) na segunda integral de (2.2.2-5), encontra-se
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4 6(\/__771’"” )

[d X S @ x0(N=8 Ly cruny) = [ d*x T“V(Sg,w [d'x ‘/;_gTWa%.

Por fim, substituimos o resultado acima e (2.2.2-6) em (2.2.2-5) e obtemos

5= d4x\/—_yc3@{[iy“o’?u ~2s(A+ isBys)]‘P + %TW 5(;’)1;‘; } (2.2.2-9)

Como W ¢ arbitrario, a equagdo de movimento da TEG fica completamente

determinada ao se definir o tensor ¢, . Para cada defini¢do, um modo diferente de

gerar a geometria através dos campos espinoriais e portanto uma nova teoria - desde
que ela seja compativel com os dados observacionais. De fato, este ¢ o critério de

escolha do tensor ¢,, adequado.

Originalmente, a TEG foi desenvolvida a partir de dois campos espinoriais
fundamentais e, através dela, foram obtidas duas solugdes: o campo gravitacional
gerado por um objeto esfericamente simétrico no vazio ¢ uma solugdo cosmologica
que representa um universo vazio espacialmente homogéneo que se expande
isotropicamente [17]. No decorrer de nossos estudos apresentou-se a possibilidade de
desenvolver uma versdo da TEG com apenas um campo espinorial e ¢ ela que sera

apresentada no proximo capitulo.

Os pontos principais da estrutura das duas teorias (TEG e TRG) estdo esquematizados

na tabela abaixo (ver proxima pg.).
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Teoria Espinorial da Gravitciao (TEG)

Teoria da Relatividade Geral (TRG)

CINEMATICA

Acoplamento com

Principio de Equivaléncia de Einstein:

particulas teste seguem geodésicas,

Principio de Equivaléncia de Einstein:

particulas teste seguem geodésicas,

Matéria . ) 6('\,_g£mat.(TRR)) T _ 2 6(V_g£mat.(TRR))
. V=8 5guv . . V=8 5guv
DINAMICA
21
Variavel dinAmica W(x") = ®2 g (X1
Ui
Up
Equacao de Para o campo espinorial. Para a geometria.
movimento
Solucio da equacio
de movimento g Suv
Correntes JU=Typ e 10 = PylySw -
Tensor ¢, (puv(ﬂt’[ﬂ) v
Métrica 8V oo = 77;“, +Qu Suv = 7];,4\/ TQuy
Observacio 8uv — observagdo 8y — Observagdo

efetivo

Identidades do
formalismo

(Poy, W)y w = (Pow)¥ - (WOy W)y w

{Repr } 5, =

O Principio do Acoplamento Minimo da Gravitagdo permanece em ambas teorias

através do Principio de Equivaléncia de Einstein. O ponto principal da Teoria

Espinorial da Gravitacdo, em relacdo a Teoria da Relatividade Geral, ¢ que naquela

teoria ndo existe equacdo de movimento para a geometria: a funcdo ¢, (definida a

partir do campo espinorial) gera a métrica g,, do espago-tempo fisico que obedece a

dindmica do campo espinorial W através das correntes /“ e J*. E este o motivo pelo

qual a geometria tem carater efetivo e ndo dinamico nesta nova teoria.
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Capitulo 3: A Teoria Espinorial da Gravitacio com um campo

Como vimos, a Teoria Espinorial da Gravitagdo foi inicialmente desenvolvida [17]

tendo como objetos dindmicos dois campos espinoriais de Heisenberg.

Baseado nos pontos estruturais da teoria apresentados [cap. 2], este capitulo ¢
dedicado a desenvolver, a partir deles, uma versdo da TEG com apenas um campo

espinorial.

I. A lagrangiana

Com efeito, seja

Lip6(WiT,) = Ly (W) + WL, (VT ) (3-1)

onde
Lo (¥) = %@y“é{um - éaﬁyw -V(¥) (3-2a)

com
V(W) =s(4a”-B) (3-2b)

a lagrangiana (2.2.2-3) com ¢ =-1.

IL. O tensor ¢, e a geometria efetiva

Considerando as combinagdes possiveis entre as correntes J" e 1", e a necessidade de
se construir um tensor de segunda ordem simétrico, adimensional e real, a forma mais

geral que ele pode ter ¢
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_alJ, +bL I, +d(J 1, +1,J,)
P = N

(3-3)

onde a, b, d sdo constantes reais arbitrarias com dimensdo de comprimento ao cubo
—[a,b,d] = [L’] - que serdo fixadas pela observacdo. A dimensdo das constantes e o
produto escalar da corrente J“ no denominador garantem a adimensionalidade de

®,, - Pela identidade de Pauli-Kofink (2.0-9a) pode-se escrever (3-3) como

_alJ, +bL 1, +d(J I, +1,J,)

u'v

VA% + B

P (3-4)

A geometria efetiva g, ¢ identificada com a gravitacdo através do Principio de

Equivaléncia de Einstein, e ¢ definida de acordo com (2.2.2-1)

g (¥)=n, +,,(¥). (3-5)

II1. O principio variacional e a equacido de movimento

Conforme visto no item IV. da seccdo 2.2 do capitulo anterior, a equagdo de
movimento estd determinada a menos da defini¢do do tensor ¢,,. Assim, agora
podemos substituir (3-4) e €=-1 em (2.2.2-9) para obter, através de sua variagdo, a

equagdo de movimento da TEG para uma configurag@o arbitraria de matéria e energia.

Com efeito reescrevemos a varia¢ao da agao

85 = 58S, +0S,.. (3-6)
onde de (2.2.2-9)
8S . = [ d4x\/—_77’6¢[iy”o’?u ~25(A- iByS)]‘IJ (3-7a)

oS, ., Efd“x,/—n'éﬁmm =fd4xw/—77’6 [%T‘“V&pw} . (3-7b)
Para fazer a variagdo de (3-7b), de (3-4), temos
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6(pyv = 6(pyvl + 6(pyv2 . (3-8)

onde
5,0, = a(%)[aJMJV bl 0, +d( 1, +1,0,)
e
8¢,,, = ié[a[uJV +bL L, +d(J 1, +1,J,)]
com
X =7
Assim

3,1 = —%[aJMJV +DLL, +d(J 1, +1,J,)]

e (3-9)
= —6‘1’(%” }’;(2 )‘I’.

Partindo para 6¢,,,, encontra-se

5[a]MJV +bl,1, + d(JMIV +1,J, )]
X

6(p‘uv 2 =

6(p‘uv 2 =

<|Z

{ro(a+ar’)s, +(a+by),]} (3-10)

Substituindo (3-9) e (3-10) em (3-8)

0, = —@{%V y(;g" —{)/M,[(a+ dy’)J, + (d+by5)lv]}}lll . (3-11)
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Substituindo (3-11) em &S (3-7b) encontramos

mat.

oS, = —%fd“x\/—_n' wT* %P{qom y‘;ga - {VM,[(a + d)/s)]v + (d + bys)lv ]}}‘P

Finalmente substituindo a expressdo acima e (3-7a) em (3-6) temos

5= [ d%ﬁ@if{ iy", - 2s(A=iBy*)+

A ey ||

(3-12)

Como a integral deve ser nula para uma variagio arbitraria S¥, o integrando deve ser

nulo, resultando na seguinte equacao de movimento

wT*
2X

X

{ iy"d, -25(A-iBy’) - g Tl {y[(a +dy’)J, +(d+by°)l, ]}] }\p -0,

Como T"" ¢ simétrico, podemos reescrever a equagdo acima como

.ou . 5 v ya‘]a WT'MV 5 =
{ iy"d, —2s(A—sz ) - (Wl g,, Ty [yu(aJv +dl,)+v,(bl, +dJ,)y ] }IP_O.
(3.13)
Definindo as quantidades
® = w2
2X
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. (aJM + dIM)

w

" X
—_—— (b[u + dJM)
“ X
E"=T"3,
H"=T"T1I,

e substituindo em (3-13), ficamos com a equagao

iy o W-2s(d-iBy o =y J @@ -y (E, + Hy Jo. (3-14)

Finalmente, estd ¢ a equagdo dindmica para a Teoria da Espinorial da Gravitagdo com

um campo espinorial construido a partir da lagrangiana (3-2).

O quadro do capitulo anterior fica agora mais detalhado (ver proéxima pag.).
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Teoria Espinorial da Gravitciao (TEG)

Teoria da Relatividade Geral (TRG)

CINEMATICA

Acoplamento com

Principio de Equivaléncia de Einstein:

particulas teste seguem geodésicas,

Principio de Equivaléncia de Einstein:

particulas teste seguem geodésicas,

Matéria . ) 6('\,_g£mat.(TRR)) T _ 2 6(V_g£mat.(TRR))
. V=8 5guv . . V=8 5guv
DINAMICA
21
Variavel dinimica W(x") = P2 gy (X1)
Ui
Up
~ o _ o S\Ww _ 5 1
Equgg:ao de 2 aulp ZS(A iBy )lp - y”]MQ)lp YM(E-“ + H!‘y )lp Ry -= Rguv = _8_n4GTuv
movimento ' 2 c
Solucio da equacio
de movimento g Suv
Correntes JE=Wyhpe [H = PylySyP -
Tensor ¢, aJ,J, +bl I, +d(f,,1v +I,qu)
(pIMV = 2 2 (pyv
VA’+B
Métrica 811y s = v + @y 8uv = Muv * Py
Observacio 8uv — observagdo 8wy — Observagdo

efetivo

Identidades do
formalismo

(Poy, W)y w = (Pow)¥ - (WOy W)y w

{Rar)/}y;é }(ﬂ,y,ﬁ) =0

Resumindo o que foi dito e desenvolvido, a sistematica da Teoria Espinorial da

Gravitagdo para se resolver um problema do ponto de vista do campo gravitacional,

pode ser resumida nos seguintes pontos:

I. definir configuragcdo de matéria do problema

IL. resolver equag@o de movimento para os campos espinoriais

III. a partir da solugdo, construir e calcular as correntes 7 ¢ J*

IV. construir a métrica através da fungdo ¢,

V. compatibilizar solu¢do encontrada com a observagao.

KA




Estes mesmos passos estdo formalmente representados no esquema baixo

T

uv

J
by o, -2sta-iy° W = y',0- (€, + 1,1 o
J
JE =Wy [t = Wyt
J

al J, +bl 1, +d(J,1,+1J,)
Py =—

VA% + B

U

8uv =N + Py
|

observacado.

Portanto, dada uma configura¢do arbitraria de matéria e energia, ¢ possivel em

principio, através de um campo espinorial intermedidrio, encontrar a geometria do

espago-tempo fisico correspondente.
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Capitulo 4: Solucido para uma estrela

O problema que nos propomos a analisar aqui ¢ o de encontrar o campo gravitacional
efetivo gerado por uma estrela com simetria esférica através da Teoria Espinorial da

Gravitagdo com um campo desenvolvida no capitulo anterior.

4.1 Equacao de movimento

Pensamos na estrela como um objeto pontual, portanto simétrico e sem dindmica no
seu interior. Consideramos também o espago ao seu redor mais proximo (onde o

campo mais forte ¢ gerado) vazio.

Fazendo T"" =0 em (3-14), a equacdo a ser resolvida é

iy"9,W - 2s(A-iBy’ )W =0. (4.1-1)
Como se trata de um problema estatico e esfericamente simétrico, utiliza-se um
sistema de coordenadas esféricas para resolvé-lo. Pelo mesmo motivo, propde-se uma
solugdo que s6 dependa da distancia radial r que consequentemente elimina todos os
termos de derivadas de W em relagdo as variaveis 7, 6 ¢ ¢. Com isto, pode-se

admitir um campo espinorial com a seguinte estrutura

0

Y= f(r)¥ (4.1-2)

0
onde f (r) ¢ uma fungdo arbitraria da varidvel r, real e ndo nula e W um campo

espinorial constante de quatro componentes complexas

SR



&J _ ©, _ ((P) '
m n
1,

Substituindo (4.1-2) nas defini¢cdes em (2.0-3a) e (2.0-3b), encontra-se as expressdes

de AeB
A= ()T YW= () BB = £2(r) A (4.1-3a)
c
B=if*(r)W 17" W= f3(r)iWy W= f2(r)B. (4.1-3b)

Substituindo (4.1-2) e (4.1-3) em (4.1-1) e dividindo toda a expressdo por f 3(r), tem-
se
! 0 0 0
[iylF—2s(A—iBy5)l‘P=O, (4.1-4)

onde a linha representa derivada com relagdo a coordenada r. Observando (4.1-4) e o
. 12 A .
fato de y' ser constante neste sistema'”, vé-se que cada termo da soma é constante e

que portanto a quantidade

20 campo espinorial estd definido no espago de Minkowiski. De acordo com o que foi dito no
capitulo 2, as matrizes de Dirac y* com u =0,1,2,3, sdo definidas a partir da seguinte regra de

comutagao
{V”’YV} =271

Como o sitema de coordenadas utilizado ¢é esférico, surgem as seguintes relacdes

1 1
Yoo =Y00 =1, Y11=}’” =-1, v =y7=—”23 Y33 =yTs="’256”29-

Considerando as relagdes acima, e a notagdo 7* para as estas matrizes no sitema de coordenadas

cartesiano, no sistema esférico elas tem a seguinte forma

1 3
rsenf '

i ) 1. N
yO =70 v =7 v = hy(r.0)7” = —7)/26 y? =hy(r,0)7° =-

K0



(4.1-5)

também deve ser constante. Supondo f (r) escrita como uma série de poténcias

fry=c,r"

onde n e c¢,sd0 numeros reais, encontra-se

f'(r)= ncnr”"1

resultando que

J'(r) _ ir—2n—l
i e '
Assim
—21"2""1 =cte >n=—-—
cl’l
e f tem a forma
m
f(r)= s (4.1-6)

onde m ¢ uma constante real arbitraria. Assim, (4.1-5) fica

'(r 1
fg( ) =——. (4.1-7)
[ 2m
Substituindo (4.1-7) em (4.1-4)
-0 =Lnaﬁwyayﬁ y*yY & pseudo-escalar (s6 muda de sinal por transformagdes de Lorentz

41

improprias — que ndo € o caso tratado pois ndo formam grupo).
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| 1 0 0 s 0
[iy 2+2s(A—iB}/ )l‘lj=0.
2m
Multiplicando a equagdo acima por 2m”>, explicitando as matrizes de Dirac y' e y°, e

0
abrindo W, encontra-se

{0 o , (o1 0y 070 1
i +4dm~s| A -iB
-0, 0 0 1 1 0

Definindo u e « tais que

i

0
u=4m’sA (4.1-8a)

0
a=4m’sB (4.1-8b)
temos

i

o )lo el G

que pode ser desmembrada no seguinte sistema de duas equagoes, ainda matriciais,

acopladas

ion+up-ian=0
—-io@+un—-iagp=0.

Assim como no desenvolvimento da solu¢do de ondas planas, isolam-se @ e n

respectivamente

(p=__(o'l _a)'r’ (41-921)
u

n="(0,+a)p (4.1-9b)
u

onde u deve ser diferente de zero. Substituindo (4.1-9a) em (4.1-9b) encontra-se

Q= #(0,2 —a2)(p.

Como o, é matriz de Pauli, vale (2.0-5) e ficamos com

A1



p-—rl-a )
u

que implica na condigao
w+at=1.
Finalmente, a solu¢do encontrada para (4.1-1) com W da forma (4.1-2) é

0 9
W= i(al +a)p
u
onde (4.1-10)

w+at=1leu=0.

No que diz respeito a independéncia entre as componentes do campo espinorial, o que
encontramos nesta solu¢do ndo difere qualitativamente do que encontramos na
solugdo de onda plana (2.1.1-4): as componentes do campo espinorial ndo sao
independentes umas das outras e ha uma condicdo adicional analoga entre os

escalares da equacao.

Fundamental notar que como u e a, por defini¢cao (4.1-8), dependem da propria

0
funcdo W, a solugdo também estd escrita em funcdo dela propria. De fato, se trata de

0
uma equagdo espinorial ndo-linear. Ainda sera preciso isolar W e expressa-lo em

termos de parametros indepententes dele mesmo.

4.2 Calculo de A eB e consequéncias

A partir de (4.1-10), pode-se calcular explicitamente os escalares A e B (4.1-3). Com

efeito

R



A= A= o (9*¢-n"n)

2 m2
2’;2 . d (4.2-1a)
- -——=(agp'p+ ¢'o9)

r

=

. O m’ (.,

A VO)/S‘I’=71((P n-n"p)
4.2-1b

o ( )

L (aco*cu + 90*01@)
u

Supondo (acp*cp + (p+0'1(p) = 0", pode-se dividir 4 por B

€ encontrar que

A’ =B (4.2-2a)

De (4.1-8) segue

a’=w=a=gu (4.2-2b)

onde
g ==l.

Substituindo (4.2-2b) em (4.2-1), temos obviamente

2

2m . .
A= &(5up e+ qo0) (4.2-3a)

13 . . . ~ -
Considerando que as matrizes de Pauli o, sdo hermitianas e escrevendo
pe™®
¥ = 0,¢'®
2

@) =9 @) =¢"p, e
(@0 =90, (@) =¢'op

podemos mostrar que

portanto ¢ *@ ¢ ¢ *0,¢ sdo quantidades reais. Portanto desde que
ag g =-¢ o
podemos dividir A por B.
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2

2m . .
B=-", (6ugp'e+ @ 00) . (4.2-3b)

Para a solucdo da equagdo, substitui-se (4.2-2b) em (4.1-10) e obtém-se que

0 ¢
P|i
_(01 + 81.“) @
u
com a condigdo (4.2-4)
1
2 2
=a =—.
a 2

Portanto u ¢ de fato diferente de zero (como haviamos imposto anteriormente) e vale

=0 =

1
2 N

(4.2-5)

o

Substituindo (4.1-8a) na expressdo para u em (4.2-5), obtemos as expressdes de A e

B em funcao de constantes ¢ da variavel r

\2¢

8m’s ? sr

y ~. (4.2-6)

'* Paralelamente, ¢ possivel obter as expressdes de A e B apenas em funcio das constantes do

problema substituindo (4.1-6) e (4.1-8a) em (4.1-3a) e em seguida em (4.2-3a). Dai temos
wWragtputageog=0

onde

a=8m’s.

Resolvendo a equagdo acima encontra-se

que deve ser compativel com (4.2-6)

8¢,

1=-—"L

2
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4.3 Calculo da correntes

Com a expressdo (4.2-4) e com as matrizes de Dirac no sistema de coordenadas

esférico, pode-se calcular agora as correntes J* e " respectivamente. Com efeito

I. correntes do tipo tempo J* = Wy W:

0+ 0t o0

= J =Ty W= ()P § 7(’1if=f2(r)1p W= £2(r)(@'p+n)

213 (r
- fuz( )(<P+<P+51M<P+01§0)

- 4f2(r)(q0+q0 +%p)

o 0+ 0
—J =WYW= ()W P 7 W= £(r) (@ om+ o)

— 0 0
— 2 =W = hy(r,0) £ (r)¥ 7°7 W = hy(r.0) £3(r) (@ 0m + 0" 0,0)

+

— 0 0
=1 =Wy = f2(r)hy(r.0)¥ 7°7 W = f3(r)hy(r.0)(@ om+ n'09)

2f°(r)
u

= —h3(r,6) ((;0+02(;0)

=22 & Iy (1) £2(r) (@0

AR



II. correntes do tipo espago 1" =Wy"y W

Ny =$y0}/5\1’=f2(r)‘i’ )70 )70)/5&’=f2(1’)(¢+17+77+(77)

=0

-1 =Wy w= fz(r)‘% 77y = £A(r) (¢ o@+non)

213 (r
- fuz( )(¢+Olfp+€1u<;0*fp)

= 4f2(r)((p+olcp + :’gp)

— 0+ 0
= I =Wy W=hy(r.0) f*(r)¥ 777" W =h,(r.60) £7(r) (¢ 0.0+ n"0m)

=0

— 0+ 0
= I =Wy W=ny(r6) f2(r)W 777" W =hy(1.6) £(r) (970 + n"oum)

=0.
Portanto, temos a seguinte configuracdo de correntes

—J=(J0.°.7°) (4.3-1a)

com

4m? Qo
J0=— + +_1
: (cpqo i )

212m?

r

Jr = & h,(r,0) ((p+03(;0)

AA



J? =

212m? .
- rm €1h3(r,9)((p GZQO),

c
—>1=(o, I',0, o)

com

2

I'—4m

. (%
op+-—
((P s \/5 )

onde foi substituida a expressao (4.1-6).

Pela simetria do problema, faremos a escolha

J*=J=0.

De acordo com (4.3-1a), esta escolha implica a seguinte restri¢do algébrica

@ o9 =¢ 09=0.
Assumindo (4.3-3) e definindo as variaveis

+

w=am*| gtp+ L 9¢
((,‘0@ \/5

+

v=dm?|g'op+L¥
((P % N

ficamos com

J= (3,0,0,0)
r

= (0,3,0,0)
r

com a condi¢ao (4.3-3).

(4.3-1b)

(4.3-2)

(4.3-3)

(4.3-4a)

(4.3-4b)

(4.3-5)
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4.3.1 Identidades a serem satisfeitas pelas correntes

Conforme dito na secgdo 2.0, as identidades (2.0-9) de Pauli-Kofink devem ser

obedecidas por qualquer campo espinorial. Assim, vamos verificar se estas

identidades continuam sendo satisfeitas mesmo com as retricdes feitas as

componentes J> e J* das correntes.

L JY, =-1"l:
Como temos apenas as componentes J° e I'
JJ, =-T1,
ja que
J'=J,el' =~
pois estamos no espaco de Minkowiski em coordenadas esféricas. Assim
(o) =(r)
que implica em
J' =gl
onde &, ==+1. Em termos de u e v temos
U=¢g,y.

Substituindo (4.3-4), ficamos com

+

4m? (qf(p + 2 alcp) = 824m2((;0+01<;0 + M)

2 2

ou

+ € + &
PP 1—5 =@ O I_E :

Como

(4.3.1-1)

AR



-
obtém-se que, pelo fato de havermos escolhido J> =J° =0, a identidade de Pauli-
Kofink so6 ¢ satisfeita se

e9" Q=g 0", (4.3.1-2)
Uma opgao de se satisfazer (4.3.1-2) € impor

OQ=&Q (4.3.1-3)
que € equivalente a
P O,0Q =60 0,0 = -iQ 0,0 =¢690,0.

Como

(¢70,0) =000
para k =1,2,3, as quantidades ¢*0,@ sdo reais e portanto se

—-ip'op =60 0,0
entao

pop=¢0"0,p=0.
Portanto

Op=60=q@0,p=¢0p=0=J"=J"=0.

A condicdo que surge para que a identidade de Pauli-Kofink seja satisfeita ¢

justamente aquela que anula as componentes da corrente escolhidas. Isto mostra a

consisténcia interna do formalismo. Fica evidente que as identidades de Pauli-Kofink

15 Substituindo o valor de u nanota (13 - pg. 56), supomos que
+

g (i/%p =-@ op.

A relagdo (4.3.1-2) ndo viola a relagdo acima.
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refletem propriedades do campo espinorial tratado. Nenhuma condi¢do adicional ¢

necessaria.

Antes de verificar a segunda identidade, vamos substituir (4.3.1-3) em (4.2-4), (4.2-
3a) e (4.3-4) a fim de atualizar a solucdo da equacdo, as expressdes dos escalares A e

B e as correntes. Com efeito

=1 e+ e (4.3.1-5)
u

com

N | =

A=

242w’ (% +gz)q)+q) (4.3.1-6)

r

onde foi substituido também o valor de u; e finalmente as correntes

J= (3,0,0,0)
r

/= (0,82—”,0,0)
r

com (4.3.1-7)

u= 4m2(1 + %)(p+(p.

IL J"J, = A’ +B*:

Usando (4.3.1-7)
u) 1 £ * 16m e\ 2
JJ =J°J°=(—) =—|4 2(1+—2) ol = —— 1+—2) ‘o).
o ) E g ) )

0



Do outro lado tem-se
A+ B> =2A".

De (4.3.1-6) encontra-se

2A* =2

2\2m? ( 1

2 2
. 16m* (1 . \2
2 )"’ o (ﬁ ) (#79) =%

r

L J"1,=0

Como as correntes J* e " ndo possuem as mesmas componentes, a condigdo acima €

automaticamente satisfeita.

4.4 Construcao da geometria

Conforme dito anteriormente, a geometria na Teoria Espinorial da Gravitagdo ¢
efetiva e construida através da soma da métrica de Minkoviski com um tensor de

ordem dois, contruido pelas correntes J* e 1", de acordo com as espressoes

g,uv En;v +(pyv (44-1)
Do = ;[aJuJV +bl1,+d(7,1,+1,7,)]: (4.4-2)
Jaregt e

Como neste caso sO existem as componentes J° e I'| e como a métrica de
Minkowiski em coordenadas esféricas ¢ diagonal, s6 havera termo fora da diagonal
‘01°. Substituindo em (4.4-2) a condicdo II da seccdo anterior e a expressao

simplificada para as correntes de (4.3.1-7), calcula-se cada componente de ¢,,. Com

efeito

(i) componente ‘00’:
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au

oo =Moo + Poo = 1+ 7 (4.4-3a)
(ii) componente ‘01°:
1 deud deyu
@) \/Az . B 2 .
, de,u
801 =Mo1+ Por == (4.4-3b)
(iii) componente ‘11’:
2
1 bleu) bu
@ \/A2 B 2 p
, bu
8 =7711+(P11=_1+7' (4.4-3¢)

A partir das expressoes (4.4-3) pode-se, finalmente, obter a geometria gerada por uma
estrela esfericamente simétrica através da Teoria Espinorial da Gravitagdo (geometria
esta efetiva, formada pelas correntes que foram construidas a partir da solucdo da

equacdo de movimento espinorial no vazio (4.1-1)). E ela tem a forma

ds® = (1 + ﬂ)&dﬁ - 2(32 @)cdtdr - (1 - @)dﬂ —1?d0” — P’sen’0dg’  (4.4-4)

r r r

onde ¢ ¢ a velocidade da luz no vazio.

4.5 Compatibilidade com os dados observacionais

Neste ponto, vamos definir algumas das constantes da TEG a partir da relagdo entre a
geometria encontrada (4.4-4) e os dados observacionais existentes para este sistema

fisico.
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L. aproximacdo de campo fraco e baixas velocidades — componente g,

Um dos resultados mais fortes na dire¢do de se descrever a gravitagdo como um
fendmeno geométrico ¢ o fato de que uma perturbacdo de primeira ordem arbitraria na
métrica de Minkowiski, num regime de baixas velocidades, revela, através da equagao
da geodésica submetida a este mesmo regime (0-7), e da equagdo de movimento

Newtoniana, que o elemento de linha desta primeira perturbagio tem a forma

2

ds® = (1 + z—qb)czalt2
c

onde ¢ ¢ o potencial Newtoniano gerado por uma dada configuragcdo de matéria [18]

gvM
¢=_N_’

r

gy ¢ a constante de Newton da Gravitacdo e M a massa de um “corpo” pontual que

gera este potencial. Definindo

’ =28NM 16
H — C2
€SCrevemos
ds® = (1 - r—”)c2dﬂ. (4.5-1)
r

No sentido inverso, fazemos a aproximacao de campo fraco (r — ) na geometria

(4.4-4) e consideramos o regime de baixas velocidades. Neste caso a métrica se reduz

ds®

R

(1 + ﬂ)cza’ﬁ.

7

' Estimativa de ry para o Sol:
G =6,67x10%em’g " sec™?; ¢ =3,00x10cm/sec; M ,,; =1,99x10% g = ryq,; =0.74x10%cm .
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Comparando a expressdo acima com (4.5-1), se estabelece a primeira relagdo entre as

constantes da teoria e os dados observacionais
7 1
A (4.5-2)
a

Substituindo (4.5-2) em (4.4-4)

ds’ = (1 - r—”)czdtz + (282 gr—”’)cdtdr - (1 + ér—”)drz -r’d0’ - r’sen’0dg’.

r ar ar
Definindo
0=l o Nag W (4.5-3)
a a

a geometria fica

ds* = (1 - r—”)czdtz + (ZE)cdtdr - (1 + 2)alr2 -r’d6* - rzsenzﬂd(pz. (4.5-4)

r r r
Para eliminar o termo que mistura as variaveis r e f, faz-se a seguinte transformacao

de coordenadas

cdt =dT - dr. (4.5-5)

r—ry

Substituindo (4.5-5) em (4.5-4), conseguimos eliminar o termo diagonal da métrica

ficando com

2
ds® = (1 - r—”)dT2 - (1 +2, N—)dr2 ~12d0? — Psen’0dg®.  (4.5-6)

r r r(r—rH)

II. dados observacionais da componente g,

'7 Substituindo em (4.5-2) a expressio para u (4.3.1-7) obtemos

am?|1+ 22 o= 11
( ﬁ)(p(p a

onde se pode ver que a constante m que aparece na defini¢do da fungdo f (r) e amassa da estrela M

estdo conectadas da seguinte maneira
m=0<M =0.
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A informagdo observacional mais precisa que se tem diaponivel a respeito da
componente g,, desta geometria, representante do campo gravitacional gerado ao

redor de uma estrela de simetria esférica, tem precisdo apenas até primeira ordem nas

poténcias de un [01, 02]
r
Tn
g, =14 (4.5-7)
r

. . N T
Por este motivo, vamos expandir a componente g, de (4.5-6) em poténcias de —.

r
Com efeito
2 2
—gll=1+g+ N l—r—”+g—Qrz’1’+N—2 : (4.5-8)
roor(r-ry) r-ry ror r r
Como
ro 1
r—ry l—ri
’
quando £ <<1 ', pode-se escrever como
1 ry (ry ?
=1+—=+ || +.... (4.5-9)
1_”7;; r r
-

Substituindo (4.5-9) em (4.5-8) e considerando até os termos de segunda ordem do

resultado, temos

r roor r r?

2 2
—gu=(1+ri+r%)(l—ri+2—Qr” +N—)
r

18 .
Tomando como exemplo o sistema Terra-Sol, temos

Tuso _ 074x10%cm

——=0.49x10"cm .
Trerra-Sol 1.50x10"cm
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2 2
g =1+ Lo () o2 (45-10)
r

ry r r

Comparando (4.5-10) com (4.5-7), encontra-se que
O=ry,. (4.5-11)

Voltando a (4.5-3), conclui-se também que

b=a (4.5-12a)
e portanto que
2 2
N—2 = (ﬁ) (4.5-12b)
ry a

fixando através da observagdo mais uma constante da teoria espinorial. Assim, devido
as restricdes observacionais, as correntes / ¢ J tem o mesmo peso na contru¢ao do

tensor ¢, que (4.4-2) fica definitivamente reescrito como

a d
o= oy [JMJV +11, + Z(JMIV +1,J, )] (4.5-13)

Voltando a expressdo exata de g, (4.5-8) e substituindo nela (4.5-11) e (4.5-12)

ficamos com

o
-, = 4 (4.5-14)
7w
r
onde
ﬁg(ﬁ) 1. (45-15)
a

TA



Por fim, substituimos (4.5-14) em (4.5-6) e obtemos a forma final da geometria
gerada no entorno de uma estrela estatica e de simetria esférica através da Teoria

Espinorial da Gravitagao

2
)
ds® = (1 - r—H)dﬁ —— AT g P26 - PPsen’0dg’.  (4.5-16)
r 1=
.

A forma desta geometria ¢ a mesma da encontrada para a solu¢do do mesmo
problema através da TEG com dois campos espinoriais [17]. A tnica diferenca ¢ que

naquela o pardmetro f ¢ definido de tal forma que seja sempre positivo.

Pontos importantes:
(i) dados observacionais da aproximagdo de campo fraco e regime de baixas

velocidades:

s ~ . - .
a=-- = conexdo com a aproximag¢do newtoniana;
u

.. . . ~ T
(ii) dados observacionais do termo g,, (expansdo em —):
r

a =b =mesmo peso para ambas as correntes na defini¢ao da fungdo ¢, .

Esta geometria em muito se assemelha a encontrada para o mesmo problema através
s ~ 19 J ,
da TRG: se =0 recaimos na mesma solu¢do. O valor de B so6 poderd ser

determinado - e dai sim verificar a relevancia ou ndo desta solugdo, desta teoria -

19 ; . ~ .
Se d =a, recaimos exatamente a solu¢do encontrada por Schwarzschild para o mesmo problema

através da Teoria da Relatividade Geral.

77



quando os dados observacionais de sistemas fisicos como este forem mais precisos e

. ~ N . T
pudermos ter mais informagdes sobre poténcias de ordens maiores de .
r

Aqui chegamos ao fim de nossa empreitada. A Teoria Espinorial da Gravitagdo,
desenvolvida a partir de um campo espinorial, aprensenta uma solugdo para o
problema do campo gravitacional gerado por uma estrela de simetria esférica e

estatica compativel com os dados observacionais.
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Apéndice: Algumas consequéncias da solucdo da estrela

na TEG

A partir da geometria encontrada como solug¢@o do problema do campo gravitacional
gerado por uma estrela de simetria esférica pela TEG (4.5-16), vamos agora estudar

suas geodésicas, isto ¢, 0 movimento de particulas teste submetidas a esta geometria.

Através do método do potencial efetivo [20], analisaremos os efeitos que o parametro
B pode gerar nestas geodésicas comparativamente as geradas pela Teoria da

Relatividade Geral (caso 8 =0).

A.1 Equac¢des de movimento ou geodésicas

Como vimos, a acdo S que representa 0 movimento de uma particula teste submetida

a gravitagdo através do campo g, (x’\) tem a forma associada ¢

S=f(£) dt (A.1-1)

onde T é o tempo proprio da particula teste. Substituindo (4.5-16) em (A.1-1),

encontra-se

dt dt E

» 1+ U 2 2 2
S=f(1—ri)(ﬁ) -JLL(@) -rz(de) -rzsenze(d—(p) dr. (A.1-2)
r 12 dt

r
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Variando (A.1-1) em relagdo a cada uma das variaveis do problema (¢, r, 6, @),

encontram-se as respectivas equagdes de movimento

i(( —Vi)i)=o (A.1-3a)
dt r
2 2
1+/3(”H) 1+/3(rH) +(1+2/3”’)(1-FH)
2 " i 4 ’; 4 r—’;'2+r—’;i2—2r92—2rsen29¢2 =0
_l’i ry r r
: )
(A.1-3b)
.2 .
0 ——0¢ —senf cosp™ =0 (A.1-3c)
r
e
. 2. .
G+—rp+2cosfp =0. (A.1-3d)
r
A relagao
u v 2
ViV, =g del dx’ _ds (A.1-4)

dr dv dt°
caracteriza o tipo de particula que “caminha” por estas geodésicas. Quando k=0
estas particulas sdo fotons (particulas sem massa), e quando k=1 sdo particulas

ponderaveis.

Comparativamente as equagdes obtidas através geometria que € solucdo do mesmo

problema na TRG, as equagdes que aqui surgem sdo as mesmas exceto (A.1-3b) - que
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se reduz a TRG quando f=0. Por este motivo, as geodésicas geradas na TEG s¢ irdo
diferir das encontradas na TRG na componente radial do movimento. Prossegue-se

agora com a integracdo das equagdes (A.1-3). Com efeito:

(i) equacao para ¢, (A.1-3a):

como se trata de uma derivada total em relacdo ao tempo proprio T, obtém-se que

(l—ri)i =cte=E
r

e portanto,

f = (A.1-5a)

onde E ¢ constante de movimento. Como m/ ¢é a componente p, do momento linear

quadridimensional, a constante E esta associada a energia mecéanica do problema;

(ii) equacdo para O, (A.1-3¢):
escolhendo, sem perda de generalidade, as condic¢des iniciais 6=§ e =0, ¢

substituindo na equagdo (A.1-3) e encontra-se que

0=0=0=cte.
C . . C N ., .
Portanto, se inicialmente a velocidade nesta dire¢ao (0 = E) ¢ nula, sera nula durante

todo 0 movimento

0=0; (A.1-5¢)

(iii) equagdo para ¢, (A.1-3d):

substituindo nela (A.1-5c) encontra-se
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. 2., 1.d(,.
+=rpg=——VW9)=0.
¢ r ¢ r* dt (p)

Novamente temos uma derivada total em relagdo a 7. Assim, introduz-se uma nova
constante de movimento / que, por estar relacionada ao movimento na direcdo ¢, ¢
associada a conserva¢ao momento angular do sistema. A solugdo fica

[
)

r

G=—"; (A.1-5d)

(iv) equacdo para r, (A.1-3b):
esta equacao pode ser substituida por (A.1-4) se substituirmos nela os resultados (A.1-

5a), (A.1-5¢) e (A.1-5d). Assim encontramos

2
r
1+/3(H)
2
E r fz—rz(iz) =k
r

1= T
r r
que pode ser escrita como
I? r r,’
E’ =(k+—2)(1—i)+(1+/5%);?2. (A.1-6)
r r r

A.2 O potencial efetivo

A partir da equagdo (A.1-6) resultante da integracdo das equagdes de movimento
(A.1-3), ¢ possivel construir o potencial efetivo gerado pela geometria (4.5-16) e
estudar o movimento das particulas teste a partir do potencial gerado, ao invés de
encontrar explicitamente o movimento radial resolvendo a equagdo (A.1-3b). Com

efeito, pode-se reescrever (A.1-6) como
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E’? —(1+/5@)192 =(k+é)( —ri).

2
L r <
Dividindo por 1+ - desde que ndo nulo, tem-se
r

2
1))
E’ B r r >

+r.

2 2
r 7

1+ B~ 1+~
r r

Somando e subtraindo E*

I? 7 2
k+— —H) 1 T
E2=( rz)( r 22 E’ P r

s +7 = o+ rzEz
1+ p -~ 1+ - 1+ B
r r r
2 2
i)y
B2 r r r ,2
= - +77.
1+[3’FL2
-

Redefinindo a energia como E’=7F, encontra-se a expressdo da conservacio da

energia mecanica deste sistema

f = Vef(TEG) + 7;2 (A2—1a)
onde,
r 2
Vestrre) * B % E
Ve(rec) = g (A.2-1b)
1+ -
r

¢ o potencial efetivo gerado pela Teoria Espinorial da Gravitagao, e

& r
Vef(TRG) = (k + _2)( - i), (A.2-1¢)

o potencial efetivo gerado para o mesmo problema na Teroria da Relatividade Geral.
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Isto €, o potencial efetivo gerado pela TEG ¢ constituido do potencial gerado na TRG
(caso B =0) e de dois termos adicionais vinculados ao parametro (. Além disto, ha
uma diferenca substancial: o potencial da teoria espinorial depende da propria energia
mecanica do sistema. Enquanto na TRG tem-se

=T+ Vef(TRG)(r)
na TEG tem-se

E=T+V, (1 E).

A partir de agora, vamos nos dedicar ao estudo da equagdo (A.2-1) observando que
papel estes novos termos desempenham no novo potencial efetivo, e que diferengas
entre as teorias aparecem do ponto de vista das oOrbitas permitidas ou ndo pelos

potenciais.

A.2.1 Analise do potencial efetivo na TRG

A primeira parte desta analise ¢ o estudo do pontencial (A.2-1c) encontrado através da

TRG. Com efeito

kry, +£_ r,

Vosiarey =k = TS (A2.1-1)
Derivadas:
Wyino) _kry U 31l
2 3 4
dr r r r
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I. Pontos de retorno (velocidade nula) e de velocidade maxima (independente do
corpo em questio):
(i) pontos de retorno:

Os pontos de retorno, sdo aqueles que satisfazem a equagao

(k + l—z)(l _ ri) -T. (A.2.1-2)

r r

(ii) velocidade maxima da particula teste:

A velocidade da particula ¢ dada por

Pt TV, e - (A2.1-3)

Ela ¢ maxima quando

e acontece nos pontos 7, em que o potencial se anula

Ty=1y.

I1. Fotons (k£ =0):

(i) pontos onde o potencial se anula e limites assintoticos:

(ii) pontos de derivada nula:

dV 2 2
R T
dr r r

|

2Ir+3r,I’ =0

RA



onde

r=0.
U
3
r,o=—T,.
(iii) maximos e minimos:
4d*v 2 2
e g1
dr r r
U
szef(TRG) ros
T(rm) <0 = maximo em Vef(TRG)(rm) .

— Para /=0 (movimento somente na dire¢do radial), o potencial ¢ nulo.

— Para /=0, o potencial possui um méaximo em r,, criando uma barreira e ndo um

pogo, ja que a funcdo tende a zero quando o raio tende para infinito (ver grafico
2

abaixo). E a existéncia de um termo positivo — no potencial (A.2.1-1), que permite a
r

criacdo desta barreira.

Neg (ve&)
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Concluimos que, de acordo com a TRG, fétons ndo orbitam em torno de uma estrela
de massa qualquer esfericamente simétrica e estatica. De (A.2.1-1), vimos que para

momentos angulares nio nulos e energias maiores ou iguais que Vg (7,,), estas

particulas terdo energia suficiente para ultrapassar a barreira de potencial criada e

serdo aprisionadas num poco infinito sem nunca terem energia suficiente para sair.

III. Corpos ponderaveis (k =1):
(i) pontos onde o potencial se anula e limites assintoticos:

2 2

r r r,l
- H o - TH —

efTRG (k 1) - RLENE I =0=r=r

20

hmVef(TRG)(k = 1) =—

hmVef(TRG)(k = 1) =1.

F—0

(ii) pontos de derivada nula:

M ri_21_23+3rH12 =0

dr r? r r
|

ryr’ =20+ 3r,I> =0, para r =0

(iii) maximos e minimos:

sz 2 2
Elatro) _ ol gl _yplul
dr r r r

20 . ~ . . .. , .. .
Para r =0, esta ¢ uma equag@o do terceiro grau cujo descriminante é positivo. Por este motivo,
possui apenas uma raiz real [21].
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U

(<0 V rquando /=0

2
, =l_, =0 = inflexdo (12 = 3”112)
_r
d’v, ‘
¢f (TRG) 2 2
ar (") - L 1+ 1[1— 3% , >0 = minimo (12 > 3rH2)
rH
12 I’HZ L. 2 2
o =—|1- 1—31—2 , <0= madximo (l > 3r, )
Ty

cm Vef(TRG)(rma’x.)’ Vef(TRG)(rmz’n.) ou Vef(TRG)(rin.)'

2
0

— Para [=0 (particula se movimenta exatamente na diregdo radial) e I* = 3r,
potencial ndo possui maximos nem minimos para algum r finito (ver graficos
abaixo). Com isto, sempre que uma particula ponderavel vier do infinito com energia

E =1, ela tera energia suficiente para se aproximar da origem tanto o quanto queira,

mas nunca tera energia suficiente para sair do poco infinito que se forma ali.

\/e;jr ('\"\2.(7\

1

ta» € UM minimo em 7, .

mdx. >

2 2 . . , .
— Para [” >3r,”, o potencial possui um maximo em

Portanto, além do poco infinito na origem, existe um poco finito no qual as particulas
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2

. , ) ) ~
podem ficar aprisionadas (ver grafico abaixo). Os termos 1 e = de V, g 530 08 que

possibilitam a formag@o deste pogo. Assim, sempre que a particula tiver energia
tal que V., xq)(7e) < E <1 ela orbita em torno da estrela entre os pontos dados por
(A.2.1-2) (ver grafico abaixo). Se o valor da energia estiver fora deste intervalo, ou

ela atravessa o pogo e ¢ aprisionada pelo potencial infinito, ou se encontra com a

barreira e ndo tem energia suficiente para atravessa-la.

\!«_;‘ (TR&)

\

I R WAL S 1 SR
4 I &
o Cu  CTuwix PIAEN AN
kS
\\ 2> =y
=1

Conclui-se que, de acordo com a TRG, corpos ponderdveis so podem orbitar em
torno de uma estrela de massa qualquer esfericamente simétrica e estdtica se seu

momento angular [ for diferente de zero.

A.2.2 Analise do potencial efetivo na TEG

Vamos prosseguir com o estudo do potencial efetivo gerado pela TEG de forma
andloga a que estudamos o gerado pela TRG. Verificaremos entdo que diferengas

surgem nas geodésicas devido aos termos que contém o parametro 3.
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Antes de prosseguir com os mesmos passos da sessdo anterior, vamos primeiramente

fazer uma andlise estrutural superficial de V., (A.2-1b) observando que papel

desempenham os novos termos que aparecem. Com efeito, a constante [ esta

presente em V.

ey €M duas posigdes qualitativamente diferentes:

2

,
— numerador: f-F
r

(i) se B >0, este termo contribui positivamente para o potencial e, por isso, tem o

2
mesmo papel do termo l—2 de (A.2-1c) que, como vimos, possibilita a criagdo de
r

orbitas na TRG para particulas ponderaveis;

(i1) se B <0, o termo contribui negativamente para o pontecial, e portanto compete

I? I+ pr, E
2

2 . . . C.
com —. Se I>>pr,”E, a soma ainda contribui positivamente para o
r

r

potencial.

— denominador: independente do sinal de S, esta fungdo atua como um

~
14

1+ -
r

fator conforme em relagdo ao numerador.

(1) se B >0, ela apenas reescalona a fungdo do numerador em cada ponto;

(i1) se P <0, ela introduz uma singularidade adicional ao potencial efetivo (além de

r=0)em r,=r,+/-f e altera o sinal do numarador sempre que r < r,+/-f3.
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Partimos agora para a andlise detalhada de V. Neste trabalho, vamos nos

restringir a tratar o caso em que B>0.2" O caso B<O contém multiplas

possibilidades que merecem um estudo minucioso a parte.

A idéia aqui é que tenhamos uma idéia geral do comportamento desta funcio. E

importante deixar claro que ndo esgotamos todas as possibilidades - resultados

precisos dependem do valor das constantes f, r,e Z assim como dos valores e

combinagdes de [ ¢ k.

Substituindo (A.1-1c) em (A.1-1b) temos a seguinte expressdo para o potencial da

(A.2.2-1)

TEG
- kr,, . I+ pr,”E _ r,l’
v _ r r’ r
ef (TEG) — ’ 2
1+ /3%
Derivadas
dVE 2Br 2 12 k
4V y(1v6: a /3;311 A P
ef (TEG _
dr 2
a1+ Py
onde

d ) (A.2.2-22)

(A.2.2-2b)

21 _, . . . . X
Este parece ser o caso fisicamente relevante, pois quando f8 <0, os invariantes associados a

geometria possuem singularidade adicional a do ponto » = 0.
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Woma | 1| Vowe _6Bry” gy, kb1’
dr’ er 3 dr’ rt P
(1+/37)
(A.2.2-3a)
2 352 272 5
2/3 H 26" 2[3’r i 6/3er 28 lng
r r
onde
d*v, 2kr, 6I° 120
dfj“) a8 (A.2.2-3b)

I. Pontos de retorno (velocidade nula) e de velocidade maxima (independente do
corpo em questio):

(i) pontos de retorno:

que fica

T = (k + ﬁ)(l - "—H). (A.2.2-4)

Vé-se que a relacdo (A.2.2-4) ndo depende de 8 e ¢ idéntica a equagdo dos pontos de

retorno do potencial V, o (TRG) gerado na TRG - (A.2.1-2).

Conclui-se com isto que o fator [ existente na geometria (4.5-16) produzida pela
TEG ndo é relevante na determinag¢do dos pontos de retorno das possiveis orbitas
geradas pelo potencial efetivo. De outra forma, as orbitas geodésicas produzidas por
uma ou outra teoria ndo diferem no que diz respeito aos raios maximos e minimos

que podem ser alcangados pelas particulas teste submetidas as geometrias.
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(ii) velocidade maxima da particula teste:

De acordo com (A.2-1), a velocidade ¢ dada pela expressao

(A.2.2-5)

que difere do valor encontrado pela TRG (A.2.1-3) no denominador e alcanca seu

maximo no ponto 7, onde o potencial se anula

f=i\/f

que ¢ a mesma relagdo obtida pela TRG.

I1. Fotons (k£ =0):
(i) pontos onde o potencial se anula e limites assintoticos:

De acordo com (A.2.2-1), o potencial para k =0 tem a forma

I+ pr,”E ol
3

(k=0)=—2 r (A.2.2-6)

2
-

1+ -
r

Vv

ef (TEG)

e se anula quando
Qz + /J’erf) —r, P =0=7, =

onde

r=0.

(ii) limites assintdticos

a4



2 3
h_I}OIVef(TEG) = . g F—=-o
1+p %
P+pr,E 1,
2 T3
}I_I;L}Vef(TEG) = L 7 ' -0
1+ %

(ii) pontos de derivada nula:

A expressdo (A.2.2-2) da primeira derivada para k =0 fica

2 342
_%(12 + ﬁerf) + % + M
o)t r r (A.2.2-7)
" 1+ Py

r

dv

ef (TEG)

que se anula quando
27 + Br,2E ) =30, 1207 = Br, 1 =0
onde
r=0.
A equagdo do terceiro grau acima possui discriminante positivo e portanto apenas

uma raiz real. Assim h4 apenas um ponto r, neste sistema fisico no qual a derivada

primeira se anula.

(iii) maximos e minimos:

Vigt5) ()] 60 + pr,’E) 120,
dr? 1+ p £)3 r r
r2
282, E + 1) 6pr, 12 2B,
—_ 5 - - .

7 9
r r r

(A.2.2-8)
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Como lrif(}vef(mm(k =0) = -0, 1in;Vef(TEG)(k =0)=0 e o potencial se anula em 7, 0
ponto 7, de derivada nula s6 pode ser um méaximo positivo cujo valor V,,.(7.,)-

De acordo com (A.2.2-6), este valor depende de /,r,,, S e L.

Concluimos que:
— Para [=0: hd apenas um ponto r, onde a primeira derivada se anula e este ponto é
um maximo positivo. Existe portanto uma barreira de potencial dada por

ryl’

P+ pr, -t
(k=0)= T

Vv

¢f (TEG)

cuja intensidade depende (entre outros) do proprio valor da energia mecanica .

Sempre que T >Vef(TEG)(rm), a particula tera energia suficiente para atravessar a

barreira e ser capurada pelo poco infinito sem nunca mais ter energia suficiente para

sair (ver grafico abaixo).

Veg(TE &)

Vé-se que, para fotons com momento angular ndo nulo (k=0 e [=0), o
comportamento geral dos potenciais produzidos por ambas as teorias é o mesmo:

fotons ndo podem orbitar em torno de um corpo massivo, e podem ser capturados por

0A



um potencial infinito se tiverem energia suficiente para atravessar a barreira de

potencial.

— Para /=0, o potencial (A.2.2-6) se reduz a

ﬁerf

r’+ /3rH2

Vef(TEG)(k =0,/= 0) =

, . 22 .. e .
que s6 se anula quando r — o e para energia nula “*. Os limites assintoticos ficam

. _ BrSE B
1r1_l;rolvef(TEG) =2, ﬁer =

Br.,E
limV =—H"1——=0
oo | ¢f(TEG) 24 ﬁer

significando que ndo hé poco infinito quando r — 0. As derivadas (A.2.2-7) e (A.2.2-
8) ficam

V1w (k=0,1=0)=- 2Br, Er

dr o+ ﬁrH2)2

que se anula quando

2

d Vef(TEG) (k _ 0 l _ O) _ —2ﬁrH2f + Sﬁerfrz

dr2 (1’2 + /37”1_12)2 (7'2 + ﬂer)S
I

szef(TEG) ixi

— (k=0,l=0)<0 = mdximo.

22 . a . . . . .
Neste caso, fica bastante clara a forte influéncia da energia Z no potencial efetivo produzido pela

TEG. Se ndo ha energia ndo had potencial - a energia da particula gera o potencial. O mesmo nao
acontece na TRG.
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Assim, o potencial forma uma barreira em r, do valor da energia Z do sistema (ver

grafico abaixo).

\/tﬁ (T= )

Lo X

L=0
K=o

g Yo

Portanto, ndo ha pogo infinito na origem. Ao contrario, fotons sem momento angular
(k=1=0), encontram uma barreira de potencial finita ao se aproximar da origem, e
esta barreira tem seu ponto maximo exatamente no valor da energia mecdnica do
sistema. Este resultado difere do obtido para o mesmo caso pela TRG, pois la, neste

caso, o potencial é nulo.

III. Corpos ponderaveis (k =1):
(i) Pontos onde o potencial se anula e limites assintoticos:

De acordo com (A.2.1-1b), o potencial para k =1 tem a forma

L Tu I+ pr,”E ol
2 3
Vef(TEG)(k = 1) = r r r (A.2.2'9)

2
1+ [J’riz
r
e se anula quando
71, + QZ + /J’erf) -’ =0

onde
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r=0.
O sinal do discriminante desta equagdo do terceiro grau depende de todas as
constantes da equagdo, portanto, s iremos encontrar solu¢do para casos particulares

destas.

(ii) limites assintdticos

2 3
R

1+ [3%

| T ’+pr, E _rl?

2 3

}l_ll}vef(TEG) = . I’r 2 F—=1
1+ -

r

(ii) pontos de derivada nula:

A expressao (A.2.2-2) da primeira derivada para k =1 fica

Ty z(ﬁer(l_f)_f) 3r, 0> -Br,"  Pr, I
dVe‘f(TEG) 2 + 3 + 4 + 6
=L L L L (A.2.2-10)

dr r,
a4 Py

que se anula quando
rart + 20,21 =E) =12 P + B17 = pr,2 b + Br, 12 =0
onde
r=0.
A quantidade de raizes reais desta equacdo do quarto grau também ¢ dependente das
constantes da equacdo. Por este motivo, também sé poderemos saber a solucdo em

casos especificos.
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(iii) maximos e minimos:

szef(TEG) 2 ry 3(12 - ﬂrHZ(l - f)) 3ry (/5er - 212)
dr? = 2 st 4 + 5 +
r r r r r
(1+B-)
r

(A.2.2-11)
N /32”114(1— £- 12) _ 3pr,° _ B*lr,’

r6 r7 r9

Concluimos que:

— Para [=0, de forma geral, podemos apenas fazer uma andlise qualitativa do

2
) r, E -
comportamento do potencial. O termo ﬁ”—z do numerador, como foi dito
r
2
inicialmente, atua da mesma forma que —: pode produzir maximos positivos. E
r

como quando r —o, V —1, a formacdo de Orbitas é possivel (ver grafico
of (TEG)

abaixo). O termo do denominador atua apenas como um fator conforme.

N (TE Y

© Co Ll Lain 0
\11 + O

K =1

%So

Assim, podemos concluir qualitativamente que, corpos ponderados na presenca de
momento angular (k =1,1=0), apesar do ponto onde o potencial se anula - 1, - e do

ponto de derivada primeira nula - r, - serem diferentes, o comportamento do
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potencial da TEG ndo difere do produzido pela TRG neste caso:

se

Vef(TEG)(rm) <E <1, a particula pode ficar aprisionada em uma orbita. Se a energia

for maior que 1, eles podem ultrapassar a barreira de potencial formada e serem

capturados por um pogo infinito.

— Para /=0, o potencial (A.2.2-9) se reduz a

2
1o Pra E

(TEG)(k=1’l=O)E . 5

2
r

1+ -2
r

|2

e se anula quando

P r 4 fr, S E=0 =1, =%"(1:w/1—4l3f)
onde

r=0,rn>0e¢ f=s—-:.

4F

Neste caso, os limites assintoticos ficam

1r1_I)I()1Vef(TEG) = 2 ﬁer =z
2
r, Pry’E
1--= 2
}l_ll}vef(TEG) = . - g =1
1+ -2
r

significando que ndo ha poco infinito quando r —0. As derivadas (A.2.2-10) e

(A.2.2-11) ficam
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To 2(ﬁrH2(l - f)) _ ﬁrH3
AV (16) 7 r rt

2
dr 1+ /))Y‘;] )2
r

que se anula quando

= EE 1)z yB(E-1) +p]

onde para que a raiz seja real, temos que exigir que

(>@ -1 +p)eo0.

A expressao da segunda derivada fica

dVyuee) _ 2 [ ry 36r (=F) 3pr, p’r, (1-%)
dr? 2 P P P’ N e

r
a+p :7)3
cujo sinal, quando aplicada em r,,é determinado por

(B*E-1) +p)

1+ B2y
r

Como s6 existe r, real se @2 (E-1y + )z 0, entdo

d*v

ef (TEG)

dr*

>0 = minimo.

rm

O comportamento geral do potencial esta no grafico abaixo.
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Entao, se E <1, corpos ponderdveis sem momento angular (k=1,1=0) podem
orbitar (entre pontos que ndo estdo previstos em (A.2.2-4)). Além disto, ndo ha pogo
infinito na origem, o que significa que a particula pode, em principio, se aproximar
da origem tanto quanto queira. Este caso difere em muito diferente do que ocorre na
TRG onde, quando 1=0, ndo ha a possibilidade da formagdo de orbitas pela

auséncia de termos positivos no potencial (fora o termo constante k).

Aqui termina nossa analise.
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A.2.3 Conclusao do apéndice

A tabela abaixo esquematiza os resultados encontrados:

/ i
I ~_ >
k=0,l=0 L = il :
o [ey 2tun x 9| L fad *
[ L+0O
| |2+ =0
| w=0 | K=
l | gy>o

. Tk\\\
k=1=0 potencial nulo .
| e
N
[ \j//
k=11=0 - e
N | | L #o
W =1
‘ e c < ///
| AN / ‘
k=11=0 A\ RN e e
N
=1
!5>o

Lembrando que nos restringimos ao estudo do caso f >0, segue esquematicamente,
do ponto de vista do potencial efetivo gerado, as semelhangas e diferencas entre a

TEGeaTRG.

I. Semelhancas

(i) pontos de retorno das possiveis Orbitas geradas pelo potencial;

(i1) velocidade méaxima que as particulas podem, em principio, atingir;

(ii1) fotons com momento angular ndo nulo (k=0 e [=0) ndo podem orbitar em
torno de um corpo massivo e podem ser capturados por um potencial infinito, se

tiverem energia suficiente para atravessar a barreira de potencial;
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(iv) corpos ponderados na presenca de momento angular (k=1,/=0) podem ficar
aprisionados em uma Orbita e, se tiverem energia suficiente, ultrapassar a barreira de

potencial e serem capturados por um poco infinito.

I1. Diferencas
(1) na TEG, existe potencial nao nulo para fétons sem momento angular (k=1=0).
(i) na TEG, corpos ponderaveis sem momento angular (k=1,/=0) podem orbitar

para valores de energia tais que £ <1.

A conclusdo principal deste apéndice ¢ que a TEG proporciona a formagdo de
potencial ndo nulo na auséncia de momento angular para qualquer tipo corpo. Em

particular, para corpos ponderaveis, permite inclusive a formacgdo de Orbitas. Isto

’+pr, E
2
r

acontece porque o termo , presente no numerador de Vef(TEG)’ funciona

como um momento angular efetivo; se /=0 ¢ £=0, o termo fBr,’E desenpenha,

estruturalmente, o mesmo papel de /. O termo presente no denominador atua

somente como um fator conforme, ndo altera o comportamento global da fungao.
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Conclusao

Neste trabalho examinamos como a Teoria da Relatividade Geral pode ser dividida
em duas partes: cinematica (referente a relagdo efetiva da gravitagdo com o universo
fisico: movimento dos corpos e “movimento” de qualquer conteudo matérial-
energético ndo gravitacional) e dindmica (parte responsavel pela descri¢do evolutiva
da teoria).

A partir deste ponto, mostramos que ¢ possivel, em principio, construir uma teoria
métrica da gravitagdo onde a parte cinematica seja idéntica a proposta pela TRG, isto
¢, baseada no PEE, e que a geometria seja tratada como uma geometria efetiva - sem
dindmica propria. Neste caso, o objeto dinamico da teoria ndo mais € a métrica e sim
algum outro campo que satisfaca uma equagdo de movimento e a partir do qual a
geometria ¢ definida.

Com isto, apresentamos a Teoria Espinorial da Gravitagdo, que ¢ uma teoria onde a
geometria ¢ definida a partir de campos espinoriais que obedecem a dindmica de
Heisenberg. Especialmente, construimos uma versdao da TEG com apenas um campo
espinorial.

Com esta versao da TEG, encontramos a solugdo do campo gravitacional (métrica)
gerada ao redor de um objeto estitico e de simetria esférica. Esta solugdo ¢
semelhante a obtida por K. Schwarzschild para o mesmo problema através da TRG
em 1915 e compativel com todos os dados observacionais que dispomos - elas
diferem por um fator g, cuja relevancia poderd ser verificada assim que os dados
relativos ao termo g,, do campo deste sistema estiverem ainda mais apurados.

“Cada uma das duas historias é contada de modo distinto. Os mesmos acontecimentos
entram simultaneamente em duas logicas narrativas antagonicas. (...) Os pontos de
intersegdo sdo o fundamento da construgao.” [19]

Mostramos também que o potencial efetivo produzido por esta solucdo apresenta um

termo que se comporta como um momento angular efetivo, capaz de produzir 6rbitas
para corpos ponderaveis mesmo na auséncia de momento angular.
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