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Resumo

A partir da solução de Tolman (1934), Novikov propôs descrever o comportamento
dos quasares através de uma coleção de eventos sucessivos de criação de matéria (1964).
Neste modelo, núcleos de poeira (descrita como um fluido perfeito sem pressão) são em-
bebidos no vazio que, por sua vez, constituem inomogeneidades locais dentro do universo
de Friedmann. Em 1982, Regina Arcuri em sua tese de mestrado no CBPF, estudou a
generalização desse processo para os três tipos de geometria posśıveis: aberta, fechada e
plana. Partindo desta tese, percorremos o caminho dos trabalhos históricos sobre colagem
de métricas: o colapso gravitacional de Oppenheimer e Snyder (1939), o queijo-suiço de
Einstein e Straus (1945) e estrelas com fonte de radiação de Vaidya (1953): todos esses
trabalhos têm em comum o estudo de fluidos perfeitos, com ou sem pressão, minimal-
mente acoplados com a gravitação. Decidimos, assim, estudar as condições de contorno
para fontes não-minimamente acopladas, tomando como base o trabalho do universo sem
singularidade de Novello e Salim (1978), um dos primeiros a tratar universos no singulares.
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Abstract

From Tolman’s solution (1934), Novikov had suggested describing the behavior of
quasars through a collection of successives events (1964). In this model, dust nucleus
(described as a perfect fluid pressless) are walled by empty space, creating local inho-
mogeneities in a Friedmann background. In 1982, Regina Arcuri in her master thesis
(CBPF), generalized this process for three background geometries: open, closed and flat.
At this point, we have decided to take the historical path of works about gluing metrics,
which are: Oppenheimer and Snyder’s gravitacional colapse (1939), Einstein and Straus’s
swiss-cheese (1945), and Vaidya’s radioactive stars (1953): all these works have in common
the studied of perfect fluids, with or without press, minimal coupling with gravitation.
We have decided, thereby, to study about mathing conditions for non minimal coupling
metrics, taking into account the non singular universe of Novello and Salim (1978), one
of the first to investigate non singular universes.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No famoso artigo sobre as equações de campo da gravitação (1915), Einstein propôs

uma solução para o problema do periélio de Mercúrio usando uma aproximação em co-

ordenadas retangulares entorno de uma métrica esfericamente simétrica sem rotação e

sem carga elétrica. Pouco depois, ainda no mesmo ano, Karl Schwarzschild descreve uma

solução exata em coordenadas do tipo polar para o mesmo problema. Einstein, muito

entusiasmado com a not́ıcia da primeira solução exata para a TRG, lê a carta que o con-

terrâneo Schwarzschild lhe escreveu ainda no front Russo durante a I Guerra Mundial

descrevendo o seu trabalho.1

Esta solução contém um horizonte de eventos chamado raio de Schwarzschild2, que é

proporcional a massa gravitacional contida na métrica esférica. Assim temos o primeiro

modelo estelar estático no qual um corpo esfericamente simétrico sem rotação e sem carga

1Comentário do final da carta: Como você pode ver, a guerra tem me tratado bem
o bastante, apesar do intenso tiroteio, permitindo afastar-me disto tudo e percorrer este
caminho na terra das tuas ideias.[5]

2Até a década de 1960 tratava-se o raio de Schwarzschild como uma singularidade por
conta da divergência da métrica neste evento. Esta singularidade, entretanto, não é real,
sendo apenas uma limitação do sistema de coordenadas. Os invariantes de Debever não
divergem aqui.[14]
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1. Introdução 2

elétrica com massa gravitacional M está envolto pela métrica de Schwarzschild.

Já em 1922, um russo que havia lutado no outro lado do front durante a I Guerra

Mundial, descreveu a primeira solução de universo em expansão para a TRG. Alexander

Friedmann teve seu trabalho engavetado por mais de um ano até o relutante referee ser

precionado por um grupo de influentes cientistas de São Petersburgo. Albert Einstein

escreveu uma nota corrigindo erroneamente o trabalho de Friedmann, e posteriormente,

ao retirar sua correção, ressaltou sua irrelevância.[16] Com as observações que levaram

Edwin Hubble a concluir que o universo est em expansão3, o modelo homogêneo, isotrópico

e singular de Friedmann ganhou notoriedade e a importância.

No inicio da II Guerra Mundial (1939), Oppenheimer - antes de participar do Projeto

Manhattan e tornar-se o destruidor dos mundos4 - publicou dois trabalhos pioneiros na

área de colapsos gravitacionais. O primeiro sobre o limite superior para a massa de es-

trelas de nêutrons, cujas massas quando superiores a 0,7 massas solares não reencontram

equiĺıbrio hidroestático, conhecido como limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Inici-

ando o estudo sobre soluções não-estáticas para a TRG, publica com Hartland Snyder a

primeira estrela de contração eterna (para observadores externos), o embrião do buraco

negro5. Nessa perspectiva a estrela é um núcleo de poeira em expansão (modelo fechado

de Friedmann) embebida no vazio (métrica externa de Schwarzschild).

A descrição de objetos astrof́ısicos super energéticos tais como buracos negros e quasa-

res impulsionou, nas décadas seguintes, o estudo de condições de contorno entre métricas.

3O desvio para o vermelho de galáxias fora do nosso grupo local.
4Após o primeiro teste nuclear, Oppenheimer citou um verso hindu de Bhagavad Gita:

Now I am become Death, the destroyer of worlds.
5Termo cunhado em 1967 por Jonh Wheeler durante discurso no Intituto Goddard.
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Em linhas gerais, a ideia geral era levantar hipóteses sobre como a matéria/energia curvam

o espaço-tempo dentro do objeto, e então ligar esta métrica ao universo externo através

de uma hipersuperf́ıcie tri-dimensional. Diversos autores escreveram sobre condições de

contorno, como: Lanczos (1922), Darmois (1924), O’Brien e Synge (1952), Lichnerowicz

(1955), Israel (1966), Lake (1980), Fayos et al (1991), entre outros. A escolha apropri-

ada da métrica também leva em consideração a estrutura a qual descreve. Uma métrica

esfericamente simétrica pode ser produzida por poeira (Tolman 1934), vazio (Schwarzs-

child 1915), expansão homogênea e isotrópica (Friedmann 1922), radiação (Vaidya 1950,

Raychandhuri 1953, Bondi 1964), etc.

Na primeira metade do século XX a inspiração destes trabalhos era a descrição de

objetos astrof́ısicos. A partir dos anos 60, os problemas enfrentados pelo modelo padrão

resgataram o estudo sobre colagem de métricas sob outro ponto de vista. São muitas

as implicações discutidas ao se descrever o universo pelo modelo isotrópico e homogêneo

de Friedmann: podemos questionar a homogeneidade do mundo quando observamos a

estrutura filamentosa formada por galáxias e clusters a escalas de 100 a 300 Mpc, ou supor

escalas ainda maiores nas quais o universo restaura sua homogeneidade. Algumas das

soluções propostas consistem em descrições sobre o comportamento de inomogeneidades

locais no universo de Friedmann.

Esta tese pretende abordar alguns trabalhos relevantes sobre inomogeneidades locais

e também apresentar as condições de contorno para um modelo estelar de fótons não-

lineares.
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Notação

• Métrica de Minkowski: ηµν = diag(+,−,−,−)

• Śımbolo de Christoffel de segunda espécie:

Γαµν = 1
2
gαλ(gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ)

• Equação da geodésica: d2xα

dλ2
+ Γαµν

dxµ

dλ
dxν

dλ
= 0

• Tensor de Riemann: Rα
βµν

.
= Γαβ,µν − Γαβ,νµ + ΓανλΓ

λ
βµ − ΓαµλΓ

λ
βν

• Tensor de Ricci: Rµν
.
= Rα

αµν

• Escalar de curvatura: R
.
= Rα

α

• Tensor de Einstein: Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν

• Equações de campo Einstein: Gµν = −kTµν

• k .
= 8πG

c4

• Operação de simetrização ( ) : A(µν)
.
= 1

2
(Aµν + Aνµ)

• Operação de anti-simetrização[ ] : A[µν]
.
= 1

2
(Aµν − Aνµ)



Caṕıtulo 2

Condições de Contorno

2.1 Métrica Esfericamente Simétrica

Vamos resolver as equações de Einstein para o caso da métrica estática esfericamente

simétrica. Dada a métrica:

ds2 = eλdt2 − eµdr2 − eν(dθ2 + sin2 θdϕ2) , (2.1)

onde λ , µ e ν são funções de t e r.

Para a métrica (2.1) encontraremos as seguintes expressões não nulas para Rµν :

R00 =
1

2
(µ̈− λ̇µ̇

2
+
µ̇2

2
+ 2ν̈ − λ̇ν̇ + ν̇2)− eλ−µ

2
(λ′′ − λ′µ′

2
+
λ′2

2
+ λ′ν ′) , (2.2)

R01 =
1

2
(2ν̇ ′ − λ′ν̇ + ν̇ν ′ − µ̇ν ′) , (2.3)

R11 = −e
µ−λ

2
(µ̈− λ̇µ̇

2
+
µ̇2

2
+ µ̇ν̇) +

1

2
(λ′′ − λ′µ′

2
+
λ′2

2
+ 2ν ′′ − µ′ν ′ + ν ′2) , (2.4)

R22 = −1− eν−λ

2
(ν̈ − λ̇ν̇

2
+
µ̇ν̇

2
+ ν̇2) +

eν−µ

2
(
λ′ν ′

2
− µ′ν ′

2
+ ν ′′ + ν ′2) , (2.5)

R33 = sin2 θ R22 , (2.6)

tal que ẋ
.
= dx/dt e x′

.
= dx/dr, para qualquer x.

5



2. Condições de Contorno 6

Finalmente, as componentes não nulas do tensor de Einstein escrevem-se:

G00 = −e
−λ

4
(ν̇2 + 2µ̇ν̇) +

e−µ+λ

4
(4ν ′′ − 2µ′ν ′ + 3ν ′2)− e−ν+λ , (2.7)

G01 =
1

4
(4ν̇ ′ − 2λ′ν̇ + 2ν̇ν ′ − 2µ̇ν ′ − 2λ′ν ′ + ν ′

2
) +

eµ−λ

4
(4ν̈ − 2λ̇ν̇ + 3ν̈2) + eµ−ν , (2.8)

G11 = −1

4
(2λ′ν ′ + ν ′2)− eµ−λ

4
(−4ν̈ + 2λ̇ν̇ − 3ν̇2) + eµ−ν , (2.9)

G22 =
eν−µ

4
(2λ′′−λ′µ′+λ′ν ′+2ν ′′−µ′ν ′+ν ′2+λ′2)+

eν−λ

4
(2µ̈−λ̇µ̇+µ̇2+µ̇ν̇+2ν̈−λ̇ν̇+ν̇2) ,

(2.10)

G33 = G22 sin2 θ . (2.11)

2.2 Condições de Contorno

Seção baseada nos trabalho de Arcuri [1] e Misner, Sharp [12].

Seja uma hipersuperf́ıcie Σ dividindo uma variedade quadridimencional em duas regiões

M e M . A variedade M , de coordenadas xα, é representada por uma base de vetores

linearmente independentes eα = ∂/∂xα. O deslocamento infinitesimal d~s = eα · dxα

implica em ds2 = eα · eβdxαdxβ. Assim, definimos o tensor métrico da variedade

gαβ = eα · eβ, onde α = {0, 1, 2, 3}. Para a hipersuperf́ıcie Σ, cujas coordenadas

intŕınsecas são u(i), a base vetorial é e(i) = ∂
∂u(i)

. Da mesma forma a métrica intŕınseca é

γ(i)(j) = e(i) · e(j), onde i = {1, 2, 3} não exclui necessariamente a coordenada temporal.

Sobre Σ podemos escrever as coordenadas xα como função das coordenadas intŕınsecas,

dessa forma o tensor métrico pode ser escrito em função da métrica gαβ:

γ(i)(j) = eα(i)e
β
(j)gαβ , (2.12)
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onde eα(i) = ∂xα

u(i)
.

Seja um vetor ~n normal a Σ, tal que ~n = nαeα e ainda ~n · ~n = ε, onde ~n é tipo-tempo

quando ε = +1 e tipo-espaço quando ε = −1. Para sabermos como ~n comporta-se

quando transportado paralelamente ao longo de e(i) basta

∇(i)~n = K
(j)
(i) ~e(j) , (2.13)

na qual a operação ∇(i) define a derivada covariante nas coordenadas de Σ. E ao

projetarmos essa quantidade sobre a hipersuperf́ıcie obtemos a equação para o tensor

curvatura extŕınseca:

K(i)(j) = e(j) · ∇(i)~n = nα;β e
β
(i)e

α
(j), (2.14)

onde o operador ;α define a derivada covariante em coordenadas xα.

Quais condições de colagem devemos aplicar? Segundo Arcuri [1], depois de analisar as

condições de contorno de Darmois, Lichnerowicz, O’Brien e Synge, as condições de

Darmois são as mais adequadas para resolver problemas entre ligações de métricas em

Relatividade Geral. Sendo assim vamos enunciá-la:

Sejam xα, xα as coordenadas em M e M , e gαβ, gαβ as métricas correspondentes. A

equação de hipersuperf́ıcie Σ é dada por:

f(xα) = 0 em M , f(xα) = 0 em M ,

sendo que estas funções são de classe C2. Os vetores normais a Σ serão:

nα = (gαβn
αnβ)−1/2 f , α em M

nα = (gαβn
αnβ)−1/2 f , α em M



2. Condições de Contorno 8

As duas representações paramétricas de Σ são dadas por:

xα = xα(u(1), u(2), u(3)) em M e xα = xα(u(1), u(2), u(3)) em M

onde agora xα e xα são funções de classe C3, tal que Σ é coberto pelo mesmo domı́nio de

u(i) ((i) = 1, 2, 3) em ambas as representações. Logo, em Σ, gαβ(u(i)) são de classe C2.

Então, para que M e M possam ser ligadas através da hipersuperf́ıcie Σ, é preciso que

γ(i)(j) e K(i)(j), calculadas como funções de u(i) através de gαβ e gαβ , sejam idênticas.

A continuidade do vetor normal sobre a hipersurf́ıcie acarreta outras condições a serem

satisfeitas também pelo tensor de Einstein por conta da equação Gαβ = −kTαβ. Veja as

projeções do tensor energia-momento (A.1) sobre Σ:

(ρ)Σ = Tαβ
(
V αV β

)
Σ

(2.15)

(qαn
α)Σ = Tαβ

(
nαV β

)
Σ

(2.16)

(
p+ Παβn

αn β
)

Σ
= Tαβ

(
nαnβ

)
Σ

(2.17)

Das equações acima podemos concluir que o fluxo de calor e a pressão total que

atravessam a hipersurf́ıcie de separação entre duas regiões do espaço precisam ser

cont́ınuas para satisfazer as condições de Darmois. A densidade de energia, entretanto,

pode ter valores diferentes em cada região. Isto nos permite num exame imediato

concluir que nenhuma métrica de radiação com equação de estado p = ρ
3

pode ser

conectada a métrica externa de Schwarzschild, por exemplo. Tal verificação pode nos

poupar trabalhosos cálculos sobre uma classe de observadores inedequada para a análise

pretendida.
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2.3 Algumas Curvaturas Extŕınsecas

e Métricas Intŕınsecas

Calculemos a curvatura extŕınseca e métrica intŕınseca de algumas geometrias

conhecidas. As informações aqui reunidas podem servir para o estudo de colagens entre

regiões distintas com Friedmann, Schwarzschild e Vaidya seja na formação de

inomogeneidades locais ou trabalhos relacionados ao colapso gravitacional entre

hipersuperf́ıcies de separação Σ tipo-tempo:

ds2
Σ = dτ 2 −R2(τ)

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (2.18)

cujas coordenadas intŕınsecas são u(i) = {τ, θ, φ}. O vetor tangente à hipersuperf́ıcie Σ

é dado pela tri-velocidade do observador V
(i)

Σ que escolhemos para descrever o fluido, de

forma que seja do tipo-tempo. O vetor normal de tipo-espaço n
(i)
Σ é tal que

γ(i)(j)V
(i)

Σ n
(j)
Σ = 0, com

V
(i)

Σ = (1, 0, 0) . (2.19)

2.3.1 Métrica de Friedmann

Seja a métrica de Friedmann dada por:

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + σ2(χ)

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
. (2.20)

As coordenadas são xα = {t, χ, θ, φ}, definindo a hipersuperf́ıcie como

Σ : χ = χ0 = constante. As componentes não nulas do tensor de Einstein de acordo com

as equações (2.7) a (2.10) são:

G00 =
1

a2

{
2

σ

d2σ

dχ2
− 3

(
da

dt

)2

+
1

σ2

[(
dσ

dχ

)2

− 1

]}
, (2.21)
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G11 = 2a
d2a

dt2
+

(
da

dt

)2

− 1

σ2

[(
dσ

dχ

)2

− 1

]
, (2.22)

G22 = σ2

[
2a
d2a

dt2
+

(
da

dt

)2

− 1

σ

d2σ

dχ2

]
, (2.23)

G33 = G22 sin2 θ . (2.24)

Os vetores tangente e normal à hipersuperf́ıcie Σ, definida na eq. (2.18), dado um

observador tipo-tempo:

V α = (ṫ, χ̇, 0, 0)⇒ Vα = (ṫ,−a2χ̇, 0, 0) , (2.25)

nα = ±
(
−aχ̇,− ṫ

a
, 0, 0

)
⇒ nα = ±

(
−aχ̇, aṫ, 0, 0

)
, (2.26)

onde o sinal + e − representam a normal deixando ou chegando à Σ, respectivamente.

Sendo ẋ
.
= dx/dτ . A escolha do sinal da normal dependerá se a região está sendo

considerada interna ou externa. Podemos estabelecer todas as condições para duas

regiões estarem satisfatoriamente conectadas sem precisar definir qual é o sentido da

normal. Uma vez que a colagem seja posśıvel, a forma pela qual o sistema será modelado

(direção e sentido de vetores e tensores) o descreverá fisicamente.

Usando as eq. (2.15) a (2.17), os tipos de energia gerados pela métrica de Friedmann

atravessam Σ de tal forma que suas quantidades tocam-a como:

k(ρ)ΣFriedmann
= − ṫ2

a2

{
2
σ
d2σ
dχ2 − 3

(
ȧ
ṫ

)2
+ 1

σ2

[(
dσ
dχ

)2

− 1

]}
+

−χ̇2

{
2a
ṫ

(
ȧ
ṫ

).
+
(
ȧ
ṫ

)2 − 1
σ2

[(
dσ
dχ

)2

− 1

]}
,

(2.27)

k
(
p+ Παβn

αnβ
)

ΣFriedmann
= −χ̇2

{
2
σ
d2σ
dχ2 − 3

(
ȧ
ṫ

)2
+ 1

σ2

[(
dσ
dχ

)2

− 1

]}
+

− ṫ2

a2

{
2a
ṫ

(
ȧ
ṫ

).
+
(
ȧ
ṫ

)2 − 1
σ2

[(
dσ
dχ

)2

− 1

]}
,

(2.28)
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k(qαn
α)ΣFriedmann

= ±2ṫχ̇

a

[
1

σ

d2σ

dχ2
−
(
ȧ

ṫ

)2

+
a

ṫ

(
ȧ

ṫ

).]
. (2.29)

Por fim, as componentes não nulas da métrica intŕınseca (2.12) à Σ quando na região de

Friedmann são:

γ(0)(0) = ẗ 2 − a2χ̇2 = 1 , (2.30)

γ(2)(2) = −a2σ2 , (2.31)

γ(3)(3) = γ(2)(2) sin2 θ . (2.32)

E as componetes não nulas da curvatura extŕınseca 2.14 correspondente:

K(0)(0) = ±
{
−1

ṫ

[
(aχ̇).(1 + 2a2χ̇2) + ȧχ̇

]}
, (2.33)

K(2)(2) = ±aσ
ṫχ̇

[
aχ̇2(aσ). + σ̇

]
, (2.34)

K(3)(3) = K(2)(2) sin2 θ , (2.35)

onde σ(χ) = χ para o universo plano; σ(χ) = sinhχ implica no universo aberto e

σ(χ) = sinχ, fechado.

Quando estamos considerando um observador comovente com o fluido (ṫ = 1 e χ̇ = 0)

não há fluxo de calor, dado por (2.29), e K(0)(0) é nula, dada por (2.33).

2.3.2 Métrica de Schwarzschild

Seja a métrica de Schwarzschild (externa) dada por:

ds2 =

(
1− RS

R

)
dT 2 −

(
1− RS

R

)−1

dR2 −R2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (2.36)

onde RS = constante é o raio de Schwarzschild. As coordenadas nessa métrica são

x̄α = {T,R, θ, φ}. As componentes não nulas do tensor de Einstein, de acordo com (2.7)
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a (2.10), são:

G00 = −
(

1− RS

R

)
1

R2

dRS

dR
= 0 , (2.37)

G11 =

(
1− RS

R

)−1
1

R2

dRS

dR
= 0 , (2.38)

G22 = R
d2RS

dR2
+

(
1− RS

R

)−1(
RS

R
− dRS

dR

)2

=

(
1− RS

R

)−1(
RS

R

)2

, (2.39)

G33 = G22 sin2 θ . (2.40)

Os vetores tangente e normal à Σ, definida por (2.18), são:

V̄ α = (Ṫ , Ṙ, 0, 0)⇒ V̄α =

(
FṪ ,−Ṙ

F
, 0, 0

)
, (2.41)

n̄α = ±

(
−Ṙ
F
,−FṪ , 0, 0

)
⇒ n̄α = ±(−Ṙ, Ṫ , 0, 0) , (2.42)

onde F
.
=
(
1− RS

R

)
.

As quantidades de energia definidas por (2.15) a (2.17), por sua vez, são conforme

esperado:

(ρ)ΣSchwarzschild
= 0 , (2.43)

(
p+ Παβn̄

αn̄β
)

ΣSchwarzschild
= 0 , (2.44)

(qαn̄
α)ΣSchwarzschild

= 0 . (2.45)

Por fim, as componentes não nulas da métrica intŕınseca (2.12) à Σ quando na região de

Schwarzschild são:

γ(0)(0) =

(
1− RS

R

)
Ṫ 2 −

(
1− RS

R

)−1

Ṙ2 = 1 , (2.46)

γ(2)(2) = −R2 , (2.47)

γ(3)(3) = γ(2)(2) sin2 θ . (2.48)
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E as componentes da curvatura extŕınseca (2.14) correspondente:

K(0)(0) = −

(
FṪ
).

Ṙ
, (2.49)

K(2)(2) = ±RFṪ , (2.50)

K(3)(3) = K(2)(2) sin2 θ . (2.51)

2.3.3 Métrica de Vaidya

Em 1950, Prahalad Chunnilal Vaidya [23] publicou uma solução esfericamente simétrica

para as equações de Einstein com tensor energia-momento de radiação dado por

Tµν = QNµNν , onde Nµ é um vetor radial nulo. Nesse trabalho, Vaidya analisa nove

soluções posśıveis para a métrica interna contendo matéria e radiação ligada a uma

métrica de Schwarzschild externa. Pelas condições de continuidade para a pressão e o

fluxo de calor, sabemos que nenhuma métrica de radiação pode ser colada a

Schwarzschild [10].

Seja a métrica de Vaidya (externa) dada por:

ds2 =

(
1− RS

R

)
dU2 + 2dUdR−R2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (2.52)

onde RS(U) é função do tempo retardado U . As coordenadas dessa métrica são

x̄α = {U,R, θ, φ}. A única componente não nula do tensor de Einstein, de acordo com

(2.7) a (2.10), é:

G00 =
1

R2

dRS

dU
. (2.53)

Os vetores tangente e normal à Σ, definida por (2.18), são:

V̄ α = (U̇ , Ṙ, 0, 0)⇒ V̄α =
1

U̇

(
1− ṘU̇ , U̇2, 0, 0

)
, (2.54)
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n̄α = ±
(
−Ṙ, U̇ , 0, 0

)
⇒ n̄α = ± 1

U̇
(U̇2, ṘU̇ − 1, 0, 0) , (2.55)

onde F
.
=
(
1− RS

R

)
.

As quantidade de energia (2.15) a (2.17), por sua vez, são conforme esperado:

k(ρ)ΣV aidya
= − U̇

2

R2

dRS

dU
, (2.56)

k
(
p+ Παβn̄

αn̄β
)

ΣV aidya
= − U̇

2

R2

dRS

dU
, (2.57)

k(qαn̄
α)ΣV aidya

= ±

{
− U̇

2

R2

dRS

dU

}
. (2.58)

Por fim, as componentes não nulas da métrica intŕınseca (2.12) à Σ quando na região de

Schwarzschild são:

γ(0)(0) =

(
1− RS

R

)
U̇2 + 2U̇Ṙ = 1 , (2.59)

γ(2)(2) = −R2 , (2.60)

γ(3)(3) = γ(2)(2) sin2 θ . (2.61)

E as componentes da curvatura extŕınseca (2.14) correspondente:

K(0)(0) = ±
[
− 1

2U̇Ṙ
(FU̇2).

]
= ±

[
ln(U̇Ṙ)

].
, (2.62)

K(2)(2) = ±R(Ṙ + FU̇) , (2.63)

K(3)(3) = K(2)(2) sin2 θ . (2.64)



Caṕıtulo 3

Soluções clássicas apresentando
inomogeneidades locais

Neste caṕıtulo reunimos ideias recorrentes, algumas das mais citadas na literatura sobre

inomogeneidades locais e colapsos gravitacionais. Chamamos de clássico, não em

referência à natureza não quântica do material aqui exposto, mas em respeito à

definição utilizada em tantas outras áreas do saber e da cultura, como referências

historicamente relevantes sobre um tema.

3.1 Universo de Einstein e Strauss

O modelo estelar mais conhecido [19] consiste em uma estrela feita de poeira (sem

pressão), cuja geometria é descrita pela métrica fechada de Friedmann , e pela métrica

externa de Schwarzschild. De um outro ponto de vista, o nosso Universo tem uma

densidade de energia diferente de zero e encontra-se em expansão, o que seria

incompat́ıvel com a solução não dependente do tempo de Schwarzschild. Pensando nisso,

Einstein e Straus [4] (1945) propuseram um modelo no qual uma massa pontual está

envolta por uma casca vazia, que por fim está embebida em um universo em expansão,

15
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de acordo com a métrica de Friedmann. Seguiremos o artigo original no qual a colagem

de métricas é feita exigindo a continuidade da métrica gµν e suas derivadas primeiras.

3.1.1 Universo de Friedmann

Seja a métrica de Friedmann de simetria esférica escrita como:

ds2 = dt2 − A2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
, (3.1)

onde A(t) é o fator de escala da geometria e K tem valores iguais a {−1, 0, 1} cada qual

representando um tipo de universo: aberto, plano e fechado, respectivamente.

As componentes não nulas do tensor de Einstein de acordo com (2.7) a (2.10) são:

G 0
0 = − 6

A2

(
Ȧ2 +K

)
, (3.2)

G 1
1 = − 2

A2

(
2ÄA+ Ȧ2 +K

)
. (3.3)

Imaginando um observador comovente movendo-se em um fluido formado por matéria

sem pressão, o mesmo caso descrito nas equações (3.2) e (3.3), temos as seguintes

equações

Ȧ2 +K = −k
6
ρA2 , (3.4)

2ÄA+ Ȧ2 +K = 0 . (3.5)

Diferenciando e depois integrando (3.5), temos:

A2Ä = −m
2
, (3.6)

onde m é constante de integração.

Substituindo (3.6) em (3.5)

Ȧ2 =
m−KA

A
. (3.7)
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Finalmente, aplicando o resultado de (3.7) em (3.4):

m = −k
6
ρA3 . (3.8)

Temos, assim, a interpretação de m como a função massa, a energia gravitacional

contida nesse universo em expansão.

3.1.2 A estrela tem a mesma densidade do universo exterior

Vamos ao problema. Tomando a solução esférica mais geral posśıvel (2.1) e escrevemos

as equações de Einstein no vazio. Isso implica no tensor de Ricci nulo. Assim, já que

(2.6) não acrescenta nada novo, tomamos as equações (2.2) a (2.5), .

µ̈− λ̇µ̇

2
+
µ̇2

2
+ 2ν̈ − λ̇ν̇ + ν̇2 − eλ−µ(λ′′ − λ′µ′

2
) +

λ′2

2
+ λ′ν ′) = 0 , (3.9)

2ν̇ ′ − λ′ν̇ + ν̇ν ′ − µ̇ν ′ = 0 , (3.10)

λ′′ − λ′µ′

2
+
λ′2

2
+ 2ν ′′ − µ′ν ′ + ν ′2 − eµ−λ(µ̈− λ̇µ̇

2
+
µ̇2

2
+ µ̇ν̇) = 0 , (3.11)

e−µ(
λ′ν ′

2
− µ′ν ′

2
+ ν ′′ + ν ′2)− e−λ(ν̈ − λ̇ν̇

2
+
µ̇ν̇

2
+ ν̇2)− 2e−ν = 0 . (3.12)

Prosseguindo com a ideia de Einstein e Straus, nós temos que calcular as condições de

contorno quando passamos para a métrica de Friedmann. Quando r = r0 temos a

fronteira entre o vazio e o universo em expansão. Nessa superf́ıcie, as métricas de (2.1) e

de (3.1) devem ser serem cont́ınuas, tal que:

eλ = 1 ;λ′ = 0 , (3.13)

eµ =
A2

1−Kr2
;µ′ =

2Kr

1−Kr2
, (3.14)
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eν = A2r2 ; ν ′ =
2

r
. (3.15)

As equações acima definem a continuidades da métrica e da derivada da mesma com

respeito a r na borda r = r0. Extraindo delas as relações de λ̇, µ̇, ν̇, λ̈, µ̈, ν̈, λ̇′, µ̇′, ν̇ ′,

conseguimos reescrever as equações de campo na forma:

λ′′ = 3eµ
(
µ̈+

µ̇2

2

)
, (3.16)

λ′′ + 2ν ′′ = eµ

(
µ̈+

3̇µ
2

2

)
+ µ′ν ′ − ν ′2 , (3.17)

ν ′′ = eµ

(
µ̈+

3̇µ
2

2

)
+
µ′ν ′

2
− ν ′2 . (3.18)

Aplicando (3.16) e (3.18) em (3.15):

2ÄA+ Ȧ2 +K = 0 . (3.19)

A equação (3.19) é idêntica a (3.5), ou seja, um observador comovente no universo de

Friedmann vê o sistema massa pontual no vazio, dado pela equação (3.19), como uma

distribuição de matéria, dada pela equação (3.5), com a mesma densidade de energia do

universo externo (Friedmann).

3.1.3 A solução do vazio pode ser escrita em coordenadas de
Schwarzschild

O próximo passo é tentar escrever a solução do vazio da métrica (2.1) em coordenadas

de Schwarzschild. Seja a transformação de coordenadas de (2.1) para (2.33) tal que

T = V (r, t) e R = U(r, t)r. A métrica de Schwarzschild ficará:

ds2 =

(
FV̇ 2 − U̇2r2

F

)
dt2−

[
(U ′r + U)2

F
− FV ′2

]
dr2+2

[
FV̇ V ′ − [Ur(U ′r + U)].

F

]
dt dr−U2r2dΩ2 .

(3.20)
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Lembrando que F
.
= 1− RS

R
.

Obtemos a equação:

FV̇ V ′ − [Ur(U ′r + U)].

F
= 0 . (3.21)

Na fronteira r = R0, repetimos o mesmo procedimento:

FV̇ 2 − U̇2r2

F
= 1 , (3.22)

(U ′r + U)2

F
− FV ′2 =

A2

1−Kr2
, (3.23)

U2 = A2 ⇒ U ′ = 0 , (3.24)(
FV̇ 2 − U̇2r2

F

)′
= 0 , (3.25)

[
(U ′r + U)2

F
− FV ′2

]′
=

[
A2

1−Kr2
U2

]
. (3.26)

Pela número de equações e a quantidade de icógnitas, o problema tem solução única.

Para provarmos que a existencia de U e V satisfazem as equações (3.21) a (3.26) basta

chegarmos a (3.25) e (3.26) a partir de (3.21) a (3.24). Sendo assim:

U̇ =
1

r

√
F
(
1−

(
F

1−Kr2
))

U2 −
(
1− F

1−Kr2
) , (3.27)

V̇ =
A√
F

√
1

U2 −
(
1− F

1−Kr2
) , (3.28)

V ′ =
U

F

√
1− F

1−Kr2
. (3.29)

Essas três equações, adicionadas a condição de U ′ = 0, nos dão imediatamente (3.25) e

(3.26). Todo o campo com uma massa pontual em seu interior embebida em um

universo em expansão é um campo estático e tem como solução a métrica de

Schwarzschild. A solução não se torna dependente do tempo, apenas a hipersurf́ıcie de
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separação evolui temporalmente devido ao efeito da distribuição de matéria no seu

entorno.1 Por fim, uma massa pontual no vazio, descrito pela métrica de Schwarzschild,

embebida em um universo em expansão (métrica de Friedmann) pode ser vista como

uma distribuição de matéria com densidade igual ao do universo externo.

1Birkoff já havia demostrado em 1923 que a métrica de Schwarzschild é a única solução
esfericamente simétrica posśıvel para as equações de Einstein no vazio [11].
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3.2 Colapso de Oppenheimer e Snyder

Quando uma estrela supermassiva esgota toda a sua fonte de energia termonuclear o

equiĺıbrio de sua existência entra em crise. Ela não mais consegue suportar o peso

produzido por si mesma. Em razão disso, jatos de matéria e radiação invadem o

universo oriundos da explosão dessa estrela. O que lhe resta é uma sobrevida estática,

como uma anã branca, por exemplo. Ou, quando esse equilibrio não é encontrado, a

estrela permanece em colapso.

Em 1939, Oppenheimer e Volkoff [18] publicaram que o resto de uma estrela

supermassiva não pode permanecer estático se sua massa for superior a 0,7 massas

solares. Começou-se a busca por soluções não estáticas. Nesse mesmo ano, Oppenheimer

e Snyder [19] idealizaram uma estrela formada por poeira, que para um observador

externo continuaria em colapso indefinidamente, enquanto um observador comovente

veria o colapso em um tempo finito, o embrião do que conhecemos como buraco negro.

O trabalho original ressalta o fato que uma estrela sem pressão foi usada somente para

simplificar os cálculos. E, também, se o colapso é posśıvel numa estrela sem pressão o

será muito mais em uma situação na qual as forças internas da estrela inspirem-no. Não

seguiremos o desenvolvimento do artigo original e sim o desenvolvimento do presente

trabalho, satisfazendo as condições de Darmois.

De acordo com Landau e Lifshitz [?], a métrica interna à estrela pode ser dada pela de

Friedmann fechada. Escolhemos ainda um observador comovente e o tensor

energia-momento como sendo um fluido perfeito com equação de estado p = 0. Pelas
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expressões (2.7) a (2.10), temos que

G00 = − 3

a2
(ȧ2 + 1) , (3.30)

G11 =
G22

sin2 χ
= 2äa+ ȧ2 + 1 , (3.31)

G33 = G22 sin2 θ . (3.32)

De (3.30) e (3.31), as equações de Einstein são:

ȧ2 + 1 =
k

3
ρa2 , (3.33)

2äa+ ȧ2 + 1 = 0 . (3.34)

As componentes não nulas da métrica intŕınseca à Σ, definida como Σ : χ = χ0 = cte em

(2.20), quando na região de Friedmann fechada, segundo (2.30) a (2.32), são:

γ(0)(0) = 1 , (3.35)

γ(2)(2) = −a2(τ) sin2 χ0 , (3.36)

γ(3)(3) = γ(2)(2) sin2 θ . (3.37)

E as componetes da curvatura extŕınseca, a partir de (2.33) a (2.35), correspondem a:

K(2)(2) = ±a(τ) sinχ0 cosχ0 , (3.38)

K(3)(3) = K(2)(2) sin2 θ . (3.39)

Supomos que a métrica externa à estrela seja Schwarzschild, conforme métrica (2.36).

Aplicando as condições de Darmois, comparamos as equações (3.35) a (3.39) com (2.46)

a (2.51), sequencialmente. Obtemos:(
1− RS

R

)
Ṫ 2 −

(
1− RS

R

)−1

Ṙ2 = 1 , (3.40)
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R(τ) = a(τ) sinχ0 , (3.41)(
FṪ
).

= 0⇒ FṪ = cosχ0 . (3.42)

E essas três equações caracterizam as condições de colagem entre as superf́ıcies.

Substituindo (3.40) a (3.42) em (3.33) temos:

RS =
k

3
ρR3 . (3.43)

Obtemos a relação entre a massa gravitacional da estrela colapsante com relação a sua

densidade de energia e volume.
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3.3 Universo de Tolman

[1] Observe a métrica (2.1). Para termos um análogo a tri-esfera é conveniente

renomearmos a função ν de tal forma que eν = R2, onde R também é função de r e t.

Ainda podemos requer uma métrica śıncrona, nos basta escolher eλ = 1. Enfim,

ds2 = dt2 − eµdr2 −R2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (3.44)

Como para cada instante de tempo teremos uma hipersuperf́ıcie espacial euclidiana e,

dito isso, um campo de velocidades normal a esta definirá a evolução temporal de uma

part́ıcula, caracterizando t como tempo próprio da mesma. É natural, portanto,

definirmos uma classe de observadores comoventes, assim expressa:

V α = δα0 . (3.45)

Se quisermos analisar um universo desse tipo gerado por uma densidade de matéria sem

pressão (poeira), o tensor momento energia é:

T 0
0 = ρ . (3.46)

com todas as outras componentes sendo nulas.

O conjunto das equações de Einstein, de acordo com (A.55) a (A.58), é:

Ṙ2

R2
+
µ̇Ṙ

R
+

1

R2
− e−µ

(
2R

′′

R
+
R
′2

R2
− µ

′
R
′

R

)
= kρ , (3.47)

2R̈

R
+
Ṙ2

R2
+

1

R2
− e−µR

′2

R2
= 0 , (3.48)

µ̈

2
+
µ̇2

4
+
R̈

R
+
µ̇Ṙ

2R
− e−µ

(
R
′′

R
− µ

′
R
′

2R

)
= 0 , (3.49)
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2e−µ

R
(Ṙ′ − µ̇R

′

2
) = 0 . (3.50)

Integrando (3.50) em relação a t:

R′2

1 + f(r)
= eµ . (3.51)

Substituindo o resultado de (3.51) em (3.49) e integrando em relação r:

2R̈R + Ṙ2 = f(r) + g(t) , (3.52)

onde f(r) e g(t) são funções de integração.

Substituindo esses dois resultados em (3.48) implica que g(t) = 0. Ao integrarmos

(3.52) em funçõa do tempo, temos:

Ṙ2 = f(r) +
F (r)

R
, (3.53)

sendo F (r) também função de integração.

Enfim, aplicando todos os resultados em (3.47):

F ′(r)

R2R′
= kρ . (3.54)

Vamos procurar o significado f́ısico para as funções F (r) e f(r). Para isso precisamos

descrever o sistema comovente de Tolman em coordenadas de Schwarzchild. Escolhemos

o método de integração das geodésicas radiais para esta realização [2].

Seja a métrica de Schwarzchild dada por (2.36). Da equação da geodésica, obtemos:

d2T

dλ2
+

1

F

dF

dR

dT

dλ

dR

dλ
= 0 , (3.55)

d2R

dλ2
+
F

2

dF

dR

(
dT

dλ

)2

− 1

2F

dF

dR

(
dR

dλ

)2

= 0 , (3.56)
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onde F
.
= 1− RS

R
.

Ao escolhermos geodésicas radiais temos que dθ
dλ

= 0 e dφ
dλ

= 0. Integrando (3.55) e

(3.57), respectivamente:

dT

dλ
F = E , (3.57)

E2 −
(
dR

dλ

)2

= εF . (3.58)

onde E e ε são constantes de integração.

Como λ é o tempo próprio t da part́ıcula, e considerando o campo de velocidades Vα

normalizado, segue que:

VαV
α = 1⇒ gµν

dxµ

dt

dxν

dt
= 1⇒ ε = 1 . (3.59)

Substituirmos em (3.59) em (3.58):

E2

(
1− F−2

(
dR

dt

)2
)

= F . (3.60)

Aqui entra o limite imposto sobre essa transformação de coordenadas. Quando

analisamos o movimento de uma part́ıcula no infinito sua velocidade pode ser:

• nula (movimento parabólico), no caso do universo plano, implicando

energia total do sistema igual a zero;

• diferente de zero (movimento hiperbólico), se a energia total do

sistema for maior que zero, no caso do universo aberto;

• diferente de zero, porém a part́ıcula tem um alcance máximo

(movimento eĺıptico), ou seja, Rmax 6=∞, limitado pela energia total

do sistema menor que zero, é o caso do universo fechado.
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Sendo assim, para obtermos um destes tipos de universo, é preciso deixar a constante E

com o v́ınculo da equação (3.60) para ser determinado conforme a energia do sistema em

questão. 2 Por uma questão de simplicidade, escolhemos o universo plano. Tomamos o

limite quando R→∞⇒ F → 1, assim E2
[
1− (dR

dt
)2
∞
]

= 1. Conforme discutido

anteriormente, a part́ıcula atinge o infinito com velocidade nula, portanto E = 1.

Reescrevendo as equações (3.57) e (3.58) com os resultados obtidos:

∂T

∂t
=

(
1− RS

R

)−1

, (3.61)

∂R

∂t
= −

(
RS

R

)1/2

, (3.62)

onde o sinal negativo da última equação foi escolhido para que R diminua quando t

aumente.

Reescrevendo a métrica de Tolman (3.44) de acordo com o resultado (3.51):

ds2 = dt2 − R′2

1 + f(r)
dr2 −R2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (3.63)

Se comparamos as métricas (2.36) com (3.63) e utilizarmos os resultados das equações

(3.61) e (3.62), obtemos:

∂T

∂r
= −

(
RS

R

)1/2(
1− RS

R

)−1

R′ , (3.64)

R′2

1 + f(r)
=

(
1− RS

R

)−1

R′2 −
[(

1− RS

R

)
∂T

∂r

]2

. (3.65)

Substituindo (3.64) em (3.65) obtemos que f(r) = 0, ou seja, esse é o caso do universo

plano de Tolman. Finalmente, a partir de (3.61), (3.62) e (3.64) temos o conjunto de

2Para uma analise detalhada do comportamento do universo de Tolman para todos os
casos de energia total, consulte [1]
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equações que descrevem a transformação de coordenadas do universo plano de Tolman

para Schwarzschild (e a sua inversa) é:

dT =

(
1− RS

R

)−1 [
dt− (

RS

R
)1/2R′dr

]
, (3.66)

dR = −
(
RS

R

)1/2

dt+R′dr , (3.67)

dt = dT +

(
RS

R

)1/2(
1− RS

R

)−1

dR , (3.68)

R′dr =

(
RS

R

)1/2

dT +

(
1− RS

R

)−1

dR . (3.69)

Da equação (3.67) podemos comparar Ṙ como o da equação (3.53), assim:

F (r) = RS(r) . (3.70)

Encontramos a interpretação f́ısica da equação (3.53): a energia total do sistema, f(r), é

igual a cinética Ṙ2 menos a potencial F (r)/R. Ao integramos a equação (3.53), temos:

R(r, t) = (3/2)2/3(RS(r))1/3(t− g(r))2/3 , (3.71)

onde g(r) é função de integração. Ao derivarmos R em função de r e aplicá-la na

equação (3.54) encontraremos: ρ(t) 6= 0⇒ g = cte.

kρ(t) = 4/3(t− g)−2 . (3.72)

Por outro lado, m = cte quando ρ = 0. Assim:

R′(r, t) = −
(

2RS

3

)1/3

g′(r)(t− g(r))−1/3 . (3.73)

A métrica de Tolman, portanto representa uma solução esfericamente simétrica,

inomogênea e isotrópica das equações de Einstein.
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3.4 Universo de Novikov

O trabalho de Novikov [17] consiste numa tentativa de explicar os quasares, criando um

modelo que separa três regiões concêntricas de simetria esférica, inspirado na hipótese de

Ambartsumyam sobre a existência de D-corpos: enormes quantidades de matéria

capazes de permanecerm por um longo tempo em um estado diferente da fase estelar ou

do gás rarefeito. Do ponto de visto de Ambartsumyam explosões de D-corpos poderiam

ser responsáveis pelas enormes ejeções de matéria e part́ıculas relativ́ısticas oriundas dos

centros de galáxias, por exemplo. A mais interna (I) é um núcleo composto por poeira; a

seguinte (II) uma casca vazia; a última (III) é o universo externo. Imaginando o

universo plano e escrevendo a solução de Tolman para cada região tem-se:

Região I: Núcleo (0 < r ≤ r1)

RI(r, t) = (3/2)2/3(RSI(r))
1/3(t− gI)2/3 , (3.74)

kρI(t) = 4/3(t− gI)−2 . (3.75)

Região II: Vazio (r1 < r ≤ r2)

RII(r, t) = (3/2)2/3(RSII)
1/3(t− gII(r))2/3 , (3.76)

R′II(r, t) = −
(

2RSII

3

)1/3

g′II(r)(t− gII(r))−1/3 . (3.77)

Região III: Universo Externo (r > r2)

RIII(r, t) = (3/2)2/3(RSIII(r))
1/3(t− gIII)2/3 , (3.78)

kρIII(t) = 4/3(t− gIII)−2 , (3.79)
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onde os ı́ndices romanos I, II, III representam as regiões a que pertencem às quantidades

relacionadas.

Nosso próximo passo é discutir as condições de contorno para as hipersuperf́ıcies de

separação. As hipersuperf́ıcies de separação entre as variedades acontecem para r = r1 e

r = r2, então definimos Σ como r = cte, cujas coordenadas intŕınsecas u(i) = {t, θ, φ}. E

o vetor normal é nα = R′

(1+f(r))1/2
δ1
α. Da equação (2.12):

γ(0)(0) = 1 ; γ(2)(2) = −R2 ; γ(3)(3) = −R2 sin2 θ . (3.80)

Da condição que γ(i)(j) devem ser iguais para as duas variedades:

RI(r1, t) = RII(r1, t) ;RII(r2, t) = RIII(r2, t) . (3.81)

Da equação (2.14):

K(2)(2) = (1 + f(r))1/2R ;K(3)(3) = (1 + f(r))1/2R sin2 θ , (3.82)

para um valor de r constante. Impondo a continuidade de K(i)(j) iguais para as duas

variedades, segue:

fI(r1) = fII(r1) ; fII(r2) = fIII(r2) . (3.83)

Para o caso do universo plano f = 0, (3.83) é imediatamente satisfeita.

De (3.53) temos que R̈ = −F (r)
2R2 . Como t e R são cont́ınuas em Σ, então R̈ também será.

E como F (r) = RS(r) temos:

RSI(r1) = RSII = RSIII(r2) . (3.84)



3. Soluções clássicas apresentando inomogeneidades locais 31

Só nos falta estabelecer as condições para g(r). De (3.72) podemos concluir que a

continuidade de R(r, t) implicará na continuidade de g(r). Enfim:

gI = gII(r1) ; gII(r2) = gIII . (3.85)

Lembrando que nas regiões I e III g(r) é constante quando a densidade de energia é

diferente de zero. Observando as equações (3.74) e (3.78) vemos que R(r, t) para as

regiões I e III podem ser escritos como R(r, t) = a(t)σ(r). Reescrevendo a métrica:

ds2 = dt2 − a2(t)
[
σ′2(r)dr2 + σ2(r)dΩ2

]
. (3.86)

E, introduzindo uma nova coordenada χ = σ(r)⇒ dχ = σ′dr:

ds2 = dt2 − Aa2(t)
[
dχ2 + χ2dΩ2

]
. (3.87)

Por fim, temos que as regiões I e III podem ser escritas como métricas de

Friedmann. Dessa forma, podemos dizer que σ(r) é diretamente proporcional a r,

deixando RS(r) diretamente proporcional a r3. Aplicando as condições de contorno

(3.84), temos:

RSI(r) = RSII

(
r

r1

)3

;RSIII(r) = RSII

(
r

r2

)3

. (3.88)

Pelo teorema de Birkhoff [12] e pelo trabalho de Einstein e Straus [4] sabemos que a

região II pode ser descrita na forma da métrica de Schwarzchild. As equações

(3.76) e (3.77) nos permitem:

R′II(r, t) =

(
RSII

R

)1/2

g′II(r) . (3.89)
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Subtituindo essa última equação na (3.69) podemos integrar, obtendo

gII(r) = T − 2

3

R3/2

(RSII)1/2
− 2(RSIIR)1/2 +RSII ln

∣∣∣∣∣1 + (RSII
R

)1/2

1− (RSII
R

)1/2

∣∣∣∣∣ . (3.90)

E integrando (3.68):

t = T − 2(2RSIIR)1/2 +RSII ln

∣∣∣∣∣1 + (RSII
R

)1/2

1− (RSII
R

)1/2

∣∣∣∣∣ . (3.91)

Resultando na métrica de Schwarzschild:

ds2
II =

(
1− RSII

R

)
dT 2 −

(
1− RSII

R

)−1

dR2 −R2dΩ2 . (3.92)

Assumimos que o raio R das esferas crescem com r, assim R′ > 0. Para a região II, a

partir de (3.77), implica em g′II < 0. A função mais simples que a satisfaz é gII = a− r,

onde a é constante. Pelas condições de contorno (3.89) a = gIII + r2. Por outro lado, as

densidades de energia (3.75) e (3.79) divergem quando tI0 = gI e tIII0 = gIII , onde o

ı́ndice S indica o tempo no qual os universos emergem da singularidade. Como a região

III é idealizada como sendo o universo externo é natural tomarmos gIII = 0. Assim:

gI = r2 − r1 ; gII = r2 − r gIII = 0 . (3.93)

Finalmente podemos escrever a forma final do universo de Novikov: Região I: Núcleo

- métrica de Friedmann (0 < r ≤ r1)

RI(r, t) = (3/2)2/3(RSII)
1/3 r

r1

[t− (r2 − r1)]2/3 , (3.94)

kρI(t) =
4

3 [t− (r2 − r1)]2
, (3.95)
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Região II: Vazio - métrica de Schwarzschild (r1 < r ≤ r2)

RII(r, t) = (3/2)2/3(RSII)
1/3 [t− (r2 − r)]2/3 , (3.96)

R′II(r, t) = −
(

2RSII

3

)1/3

[t− (r2 − r)]−1/3 , (3.97)

Região III: Universo Externo - métrica de Friedmann (r > r2)

RIII(r, t) = (3/2)2/3(RSII)
1/3 r

r2

t2/3 , (3.98)

kρIII(t) =
4

3t2
. (3.99)

3.4.1 Coeficiente de Expansão e Tempo Cŕıtico

No caso do universo plano de Tolman, nos interessa saber como as hipersuperf́ıcies de

separação r = r1 e r = r2 expandem em função de r e t. Já sabemos que para o caso

Σ : r = cte, nα = R′δ1
α. E pela equação (B.6) temos:

θ = γ(i)(j)K(i)(j) = K
(a)

(a) ⇒ θ = − 2

R
. (3.100)

Definimos como tempo cŕıtico tc o instante no qual o núcleo de matéria alcança o raio de

Schwarzschild. Sendo assim, pela equação (3.94):

RI(r1, tc) = RSII ⇒ t Ic =
2

3
(RSII) + (r2 − r1) . (3.101)

Na discussão que precedeu a equação (B.93) o núcleo de matéria irrompeu no

espaço-tempo quando tI0 = r2 − r1, portanto dado o tempo cŕıtico, o núcleo alcança o

raio de Schwarzschild posteriormente ao seu nascimento3, coeretemente.

3A palavra nascimento foi usada aqui no mesmo sentido de irrompimento, apenas.
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3.4.2 Vetores de Killing

Seção baseada das aulas de gravitaç ao de J. M. Salim [20].

Quando efetuamos uma transformação de coordenadas do tipo ~x′ = ~x+ ~ξ temos um

novo tensor métrico g′µν . Se quisermos saber a diferença entre as métricas transformada

e original no mesmo ponto ~x calculamos a derivada de Lie sobre o vetor ~ξ:

L~ξgµν = g′µν(~x)− gµν(~x) = ξµ;ν + ξν;µ . (3.102)

Por sua vez, se tivermos uma métrica independente de uma coordenada, ou seja gµν não

dependente de xK , certamente qualquer translação do tipo x′α = xα + δKα deixará gµν

invariante, logo: L~ξgµν = 0. Denominamos vetores de Killing esta classe de ~ξ 4:

ξµ;ν + ξν;µ = 0 . (3.103)

Conclúımos que uma métrica do tipo de Scwarzchild, não dependente do tempo, tem

vetores de Killing ξ
α

= δα0 e ξα = (1−RS/R)δ0
α. Para sabermos os vetores de Killing da

métrica plana de Tolman, basta efetuar um transformação de coordenadas de acordo

com as equações (3.68) e (3.69):

ξα =
∂xα

∂xβ
ξ
β ⇒ ξα = (1,−1, 0, 0)⇒ ξα = (1, R′2, 0, 0) . (3.104)

Para cada uma das regiões do universo plano de Tolman:

ξ1
I =

(
3

2

)4/3
(RSII)

2/3

r1
2

[t− (r2 − r1)]4/3 ; (3.105)

ξ1
II =

{
2

3
(RSII) [t− (r2 − r1)]

}2/3

; (3.106)

4Quando falamos que gµν não depende de xK , estamos falando de um caso particular,

bem simples, desse tipo de vetor. Qualquer vetor ~ξ que obdeça (3.103) é vetor de Killing.
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ξ1
III =

(
3

4

)4/3

(RSII)
2/3 t

4/3

r2
2
. (3.107)

Calculando a norma do vetor de Killing na região II temos:

ξαξα = 1− RSII

RII

. (3.108)

Se RII > RSII ⇒ ‖~ξ‖
2
> 0, então o vetor de Killing é do tipo-tempo. Já se

RII < RSII ⇒ ‖~ξ‖
2
< 0, então vetor de Killing é do tipo-espaço. Agora, usando o

resultado de (3.96) para calcular o vetor de Killing nas hipersuperf́ıcies de separação

r = r1 e r = r2, temos

r = r1

‖~ξ‖
2

= 1−
[

2

3

RSII

t− (r2 − r1)

] 2
3

; (3.109)

r = r2

‖~ξ‖
2

= 1−
[

2

3

RSII

t

] 2
3

; (3.110)

Para saber quais as coordenadas de um horizonte de eventos devemos fazer ‖~ξ‖
2

= 0. De

(3.109) e (3.110) vemos que os horizontes acontecem, respectivamante, quando

RI(r1, t
I
c ) = 2kmII e RIII(r2, t

III
c ) = RSII , onde t Ic é dado por (3.103) e t IIIc = 2

3
RSII .

Note-se para t < t Ic ou t < t IIIc temos vetores de Killing tipo-espaço. Já se t > t Ic ou

t > t IIIc temos vetores de Killing tipo-tempo.

Podemos escrever a métrica da região II em coordenadas de Schwarzschild:

ds2
II =

(
1− RSII

RII

)
dT 2 −

(
1− RSII

RII

)−1

dR2 −R 2
IIdΩ2 RII > RSII . (3.111)

Observando essa métrica, concluimos que gµν não depende de T sendo gµν = gµν(R). Por
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outro lado,

ds2
II =

(
RSII

RII

− 1

)−1

dR2 −
(
RSII

RII

− 1

)
dτ 2 −R 2

IIdΩ2 RII < RSII . (3.112)

Essa última pode sofrer uma transformação de coordenadas RII = x0 e τ = x1:

ds2
II =

(
RSII

x0 − 1

)−1

dx02 −
(
RSII

x0 − 1

)
dx12 − x0 2

dΩ2 x0 < RSII . (3.113)

Nessa forma gµν não depende de x1, a métrica pode ser escrita como gµν = gµν(x
0). Na

definição de Novikov-Zel’dovich, métricas escritas na forma (3.113) são chamadas de

Regiões-R e as da forma (3.112), de Regiões-T.

3.4.3 Hipersuperf́ıcies de Separação em Novikov

Vamos calcular sistematicamente algumas hipersuperf́ıcies especiais.

a)R constante

~n = ∇R⇒ n0 = Ṙ n1 = R′ ⇒ n0 = Ṙ n1 = − 1

R′
, (3.114)

cuja norma é ‖~n‖2 = Ṙ2 − 1. Para cada região do universo de Novikov:

‖~n‖2
I =

2

3

2/3

(RSII)
2/3

(
r

r1

)2

[t− (r2 − r1)]−2/3 − 1 ; (3.115)

‖~n‖2
II =

2

3

2/3

(RSII)
2/3[t− (r2 − r)]−2/3 − 1 =

RSII

RII

− 1 ; (3.116)

‖~n‖2
III =

2

3

2/3

(RSII)
2/3

(
r

r2

)2

t−2/3 − 1 . (3.117)

Resultando RII > RSII o vetor normal ~nII é do tipo-espaço em Regiões-R. E, quando

RII < RSII o vetor normal ~nII é do tipo-tempo em Regiões-T.

b) r constante
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Conhecendo o vetor unitário normal podemos calcular um vetor normal não unitário:

nα = δ1
α ⇒ nα = − 1

R′ 2
δα1 , (3.118)

cuja norma é ‖~n‖2 = − 1
R′2

. Para cada região do universo de Novikov:

‖~n‖2
I = − r2

R 2
I

; (3.119)

‖~n‖2
II = − RII

RSII

; (3.120)

‖~n‖2
III = − r2

R 2
III

. (3.121)

Em todos os casos os vetores são tipo-espaço.

c) t constante

Entre as hipersuperf́ıcies mais simples de toda a geometria de Novikov os vetores são

ortonormais, tais que sempre definem tri-espaços Euclidianos:

nα = δ0
α ⇒ nα = δα0 . (3.122)

3.4.4 Comportamento das Geodésicas

A métrica da região II é:

ds2
II = dt2 − RSII

RII

dr2 −R2
II [dθ

2 + sin2 θdφ2] , (3.123)

de acordo com (3.63) e (3.89) definindo que f(r) = 0 quando tratamos do universo plano

de Tolman a equação da geodésica para a coordenada t é:

dt

dr
= ±

√
RSII

RII

. (3.124)

A partir de (3.124) e (3.96) segue:

RII = 0⇒ dt

dr
→∞⇒ t = r2 − r ; (3.125)
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RII = RSII ⇒
dt

dr
= ±1⇒ t = r2 − r +

2

3
RSII ; (3.126)

RII >> RSII ⇒
dt

dr
→ 0⇒ t >> r2 − r +

2

3
RSII . (3.127)

As singularidades, caracterizadas pela densidade de energia infinita, acontecem nos

instantes t0
I = r2− r1 para a região I e t0

III = 0 para a região III. Sendo as funções RI e

RIII nulas nestes instantes temos pelas equações (3.94) e (3.98):

RI = 0⇒ t = r2 − r1 ; (3.128)

RIII = 0⇒ t = 0 . (3.129)

Os horizontes de eventos, definidos por R(t, r) = RS, ocorrem nos instantes

tc
I = t0

I + 2
3
RSII e tc

III = 2
3
RSII , respectivamente para as regiões I e III. Segue de

(3.94) e (3.98):

RI = RSII ⇒ t = t0
I +

2

3
RSII

(r1

r

) 3
2

; (3.130)

RIII = RSII ⇒ t =
2

3
RSII

(r2

r

) 3
2
. (3.131)

Assintoticamente, a equação (3.130) nos dá:

r ⇒ 0⇒ t⇒∞

r ⇒∞⇒ t = t0
I

Por sua vez, a equação (3.131):

r ⇒ 0⇒ t⇒∞

r ⇒∞⇒ t = 0

Para analisarmos o comportamento das geodésicas no universo de Novikov, observe o

gráfico (3.1). Os fótons que passam pelo evento 1 são criados na singularidade e podem

sair para o universo externo, tendendo ao infinito, ou ficarem presos no horizonte de
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eventos. Já os fótons no evento 2 podem ter sido criados na singularidade e tenderem ao

infinito, ou estarem confinados no raio de Schwarzschild. Por sua vez, fótons no evento 3

ou foram criados no infinito e não se aproximam do horizonte de eventos, como podem

ter sido gerados na singularidade. Os fótons no evento 4 têm a mesma história dos

fótons no evento 1. Quando fótons criados na singularidade de um modelo podem sair

para o universo externo e, por outro lado, fótons criados no universo externo nunca

alcançam o horizonte de eventos, chamamo-o de buraco branco.
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Figura 3.1: O comportamento r(t) do universo de Novikov



Caṕıtulo 4

Universo de Novello e Salim

4.1 Apresentação

Não há, ainda, um entendimento claro sobre o comportamento dos fótons nas

proximidades de um campo gravitacional muito intenso. A Teoria da Relatividade Geral

(TRG) nos mostrou o efeito da gravitação sobre os grãos de luz: malgrado a ausência de

massa, os mesmos curvam-se atráıdos pela energia do campo gravitacional. Para

descrever um efeito mais forte podemos, por exemplo, considerar auto interações

descartadas pela teoria de Einstein. Pensando nisso, Novello e Salim [15] começaram um

estudo sistemático de teorias não-minimalmente acopladas com a gravitação que geram

naturalmente não-linearidades. À Lagrangiana da TRG adicionada à de Maxwell

acrescentam um termo proporcional ao escalar de curvatura e ao potencial vetor

eletromagnético resultando em fótons com massa proporcional àquele escalar. Dos vários

aspectos tratados nessa teoria, como a quebra da invariância de calibre, vamos nos deter

numa solução particular, caracterizada por um universo homogêneo e isotrópico

preenchido com fótons não-lineares. Como veremos, o modelo cosmológico que descreve

41
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esta teoria não possui singularidade.

Seja a Lagrangiana

L =
√
−g
{
R− 1

4
F µνFµν + βRWµW

µ

}
(4.1)

onde R é o escalar de curvatura, Fµν é o tensor eletromagnético, Wµ é o potencial vetor

eletromagnético e β é uma constante.

Tomando a variação da Lagrangiana (4.1) com respeito à métrica obtemos:(
Rµν −

1

2
Rgµν

)(
1 + βW 2

)
−βgµν�W 2+βW 2

;µ;ν+βRWµWν+
1

2

(
FµαF

α
ν +

1

4
FαβFαβgµν

)
= 0 ,

(4.2)

sendo W 2 .
= W µWµ.

Por outro lado, se tomarmos a variação com respeito ao potencial vetor Wµ:

Fαβ
;β = −2βRWα . (4.3)

Aqui temos explicitamente a não linearidade da teoria, uma vez que no

eletromagnetismo de Maxwell Fαβ
;β = 0. Do traço da equação (4.2) temos:

R = −3β�W 2 . (4.4)

Substituindo-se esta última em (4.3):

Fαβ
;β = 6β2Wα�W 2 . (4.5)

4.2 Uma Solução Particular

Uma posśıvel solução cósmica para o universo preenchido com estes fótons não-lineares é

Fµν = 0, visto que, mesmo os vetores elétricos e magnéticos sendo nulos, temos Wν 6= 0
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como campo real, por conta da quebra da invariância de calibre da teoria. Da equação

(4.3) temos R = 0 e com (4.4) obtemos a equação de onda para W 2: �W 2 = 0.

Definindo uma nova função Ω(t)
.
= 1 + βW 2, e ainda Wµ = W (t)δ0

µ, reescrevemos a

equação (4.2) como

Rµν = −Ω,µ;ν

Ω
. (4.6)

Supondo que a métrica desse universo seja dada por Friedmann:

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + σ2(χ)

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
, (4.7)

obtemos três equações para o modelo, usando as expressões para Rµν de acordo com as

equaç oes (2.2) a (2.6):

3

a

d2a

dt2
= − 1

Ω

d2Ω

dt2
, (4.8)

1

a

d2a

dt2
− 2

1

a2σ

d2σ

dχ2
+ 2

(
1

a

da

dt

)2

= − 1

aΩ

da

dt

dΩ

dt
, (4.9)

1

a

d2a

dt2
− 1

a2σ

d2σ

dχ2
−
(

1

aσ

dσ

dχ

)2

+
1

a2σ2
+ 2

(
1

a

da

dt

)2

= − 1

aΩ

da

dt

dΩ

dt
. (4.10)

Das equações (4.9) e (4.10) obtemos as três soluções posśıveis para σ(χ) resolvendo a

equação:

d2σ

dχ2
−
(
dσ

dχ

)2

+ 1 = 0 , (4.11)

onde σ(χ) = χ para o universo plano; σ(χ) = sinhχ implica no universo aberto e

σ(χ) = sinχ, fechado. As equações resultantes são:

3

a

d2a

dt2
= − 1

Ω

d2Ω

dt2
, (4.12)

1

a

d2a

dt2
+ 2

ε

a2
+ 2

(
1

a

da

dt

)2

= − 1

aΩ

da

dt

dΩ

dt
, (4.13)

�Ω = 0 , (4.14)
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onde ε = {−1, 0,+1} para os universos aberto, plano e fechado, respectivamente.

Conforme veremos a seguir, o universo aberto nos provêm uma solução cujo fator de

escala a(t) não possui singularidade. Os outros dois casos não serão estudados nesse

trabalho. Da (4.14) temos que a3 dΩ
dt

= C0. Substituindo este resultado em (4.12)

encontramos a3 d2a
dt2

= C0

C1
. De posse desses resultados integramos (4.13) e obtemos:

a(t) =
√

(t− t0)2 + C2 , (4.15)

onde t0, C0, C1 e C2
.
= C0/C1 são constantes de integração.

Para que o fator de escala a(t) não tenha singularidade, teremos um mı́nimo em

α0
.
= a(t = t0)⇒ α 2

0 = C2, ou seja, C2 > 0. Da definição de Ω:

βW 2 = [C1(t− t0)/a]− 1. Se β < 0, logo C1 < 0 e t0 < 0. Donde C0 < 0, e

reesecrevendo (4.15):

a(t) =
√

(t− t0)2 + α 2
0 . (4.16)

Pela equação 4.5 escrevemos o tensor energia-momento correspondente como:

Rµν −
1

2
Rgµν = −kTµν ⇒ kTµν =

Ω,µ;ν

Ω
. (4.17)

Para calcularmos as partes irredut́ıveis desse tensor energia momento utilizaremos a

definição da eq. (A.1) e uma classe de observadores comoventes com o fluido tais que

V µ = δµ0 . Pelas equações (A.3) a (A.6) temos:

kρ =
1

Ω

d2Ω

dt2
< 0 , (4.18)

p =
ρ

3
. (4.19)
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Se o fluxo de calor e a pressão anisotrópica nulas temos o caso correspondente a um

fluido perfeito com equação de estado correspondente à radiação. A densidade de

energia é negativa uma vez que na (4.12) temos C0

C1
> 0.

4.3 Sobre Inomogeneidades em Novello-Salim

Queremos determinar as condições de contorno para ligar a métrica Novello-Salim com

um universo externo. Primeiramente deve-se notar que do fato do tensor energia

momento da teoria não possuir traço, a equação de estado (4.19) nos dá um fluido de

radiação, ou seja, com pressão proporcional a densidade de energia. Não podemos colar

nenhuma métrica de radiação com Schwarzschild, pois para satisfazer a condição de

continuidade da pressão, a densidade de energia da métrica de radiação também deve

ser nula. Procuramos, então, por uma métrica que permita uma solução com radiação.

Das opções estudadas [3] e [23], escolhemos a métrica de Vaidya por simplicidade.

Reescrevemos as equações (2.27) a (2.29) para o universo aberto de Friedmann:

k(ρ)ΣNovello−Salim
=

1

a2

[(
ȧ

ṫ

)2

− 1

]
(2a2χ̇2 + 3)− 2aχ̇2

ṫ

(
ȧ

ṫ

).
. (4.20)

k
(
p+ Παβn

αnβ
)

ΣNovello−Salim
=

1

a2

[(
ȧ

ṫ

)2

− 1

]
(2a2χ̇2 − 1)− 2ṫ

a

(
ȧ

ṫ

).
, (4.21)

k(qαn
α)ΣNovello−Salim

= ±2ṫχ̇

a

[
1−

(
ȧ

ṫ

)2

+
a

ṫ

(
ȧ

ṫ

).]
, (4.22)

onde ˙
.
= d/dτ .

Não podemos ter um observador comovente em um universo de Friedmann conectado a

métrica de Vaidya [6]. O fluxo de calor, dado pela eq. (4.22), é nulo para um observador

comovente, e pela condição de continuidade o fluxo de calor em Vaidya, veja eq. (2.58)



4. Universo de Novello e Salim 46

também deve ser nulo. Ocorre que pelas equações (2.56) a (2.58) as quantidades de

energia em Vaidya são proporcionais umas as outras, de maneira que a densidade de

energia e a pressão seriam igualmente nulas.

As equações (4.20) a (4.22) podem ser escritas em função da densidade de energia e

pressão vistas pelo observador comovente e dadas pelas eq. (4.18) e (4.19). As equações

de Einsteins são reescritas como:

3

a

d2a

dt2
= −kρ , (4.23)

−a2

[
1

a

d2a

dt2
+ 2

ε

a2
+ 2

(
1

a

da

dt

)2
]

= −kpa2 . (4.24)

De (4.23) e (4.24) reescrevemos (4.20) a (4.22):

(ρ)ΣNovello−Salim
= ρ

(
ṫ2 +

a2χ̇2

3

)
, (4.25)

(
p+ Παβn

αnβ
)

ΣNovello−Salim
= ρ

(
ṫ2

3
+ a2χ̇2

)
, (4.26)

(qαn
α)ΣNovello−Salim

= ±
(
−4

3
ρaṫχ̇

)
. (4.27)

Se o fluxo de calor e a pressão devem ser cont́ınuas ao longo da hipersuperf́ıcie de

separação, e para a métrica de Vaidya essas quantidades são iguais (observando as

equações (2.57) e (2.58) e os sinais correspondentes à direção do vetor normal), temos

que os mesmos devem ser iguais na métrica de Friedmann. Corrigindo os sinais

apropriadamente, temos para as equações (4.26) e (4.27):

−kρ
(
ṫ2

3
+ a2χ̇2

)
= −4

3
kρaṫχ̇ , (4.28)

da qual obtemos:

ṫ2 − 4aχ̇ṫ+ 3a2χ̇2 = 0 . (4.29)
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Resolvendo a equação (4.29) temos duas soluções para ṫ: ṫ = 3aχ̇ ou ṫ = aχ̇.

Substituindo estes resultados na condição tipo-tempo (2.30), conclúımos que a única

posśıvel é:

ṫ = 3aχ̇ . (4.30)

A eq. (2.30):

χ̇2 =
1

8a2
.

Finalmente, substituindo (2.30) em (4.30) a integração resulta em:

ṫ2 =
9

8
⇒ t(τ) =

3

2
√

2
(τ − τ0) , (4.31)

onde τ0 é constante de integração.

Com o aux́ılio da (4.31), reescrevemos a equação (4.16) em função de τ :

a(τ) =
1

2
√

2

√
[3(τ − τ0)− 2

√
2t0]2 + 8(α0)2 . (4.32)

Substituindo (4.32) em (4.31) a integração nos dá χ em função de τ :

χ(τ) = χ0 + ln

{
3(τ − τ0)− 2

√
2t0 +

√
[3(τ − τ0)− 2

√
2t0]2 + 8(α0)2

} 1
3

. (4.33)

Usando as equações (4.30) e (4.31) reescrevemos as quantidades de energia sobre Σ na

região correspondente à métrica Novello-Salim:

(ρ)ΣNovello−Salim
=

7

6
ρ , (4.34)

(
p+ Παβn

αnβ
)

ΣNovello−Salim
=
ρ

2
, (4.35)

(qαn
α)ΣNovello−Salim

= ±
(
−ρ

2

)
, (4.36)
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onde ρ é dada por (4.18) e (4.12):

ρ(t) = −3

k

[
α0

(t− t0)2 + α 2
0

]2

. (4.37)

Podemos reescrever as componentes da curvatura extŕınseca (2.33) a (2.35), segundo as

equações (4.30) e (4.31):

K(0)(0) = ±
[
ln
(
a−

1
3

)].
, (4.38)

K(2)(2) = ±aσ
[
3(aσ). − 2

√
2 σ

da

dt

]
, (4.39)

K(3)(3) = K(2)(2) sin2 θ . (4.40)

Das condições de contorno de Darmois, a continuidade da métrica intŕınseca impõem

para as equações (2.30) a (2.32) e (2.59) a (2.61):

(
1− RS

R

)
U̇2 + 2U̇Ṙ = ẗ2 − a2χ̇2 = 1 , (4.41)

R = a σ . (4.42)

Das condições de contorno de Darmois, a continuidade da curvatura extŕınseca impõem

para as equações (4.38) a (4.40) e (2.62) a (2.64):

[
ln(U̇Ṙ)

].
=
[
ln
(
a−

1
3

)].
, (4.43)

R(Ṙ + FU̇) = aσ

[
3(aσ). − 2σ

da

dt

]
. (4.44)

Integrando a equação (4.43):

ṘU̇ =
C3

a
1
3

, (4.45)

onde C3 é constante de integração.
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Substituindo 4.42 em 4.44 obtemos:

FU̇ =

√
2

2

(
dσ

dχ
− σda

dt

)
. (4.46)

Dividindo a eq. (4.46) pela (4.45), e usando a (4.42):

F =
a

1
3

4C3

(
dσ

dχ
− σda

dt

)(
dσ

dχ
+ 3σ

da

dt

)
. (4.47)

E, por fim, aplicando (4.47) em (4.46):

U̇ =

√
2

2

C3

a
1
3

(
dσ

dχ
+ 3σ

da

dt

)−1

(4.48)

Com as equações (4.45) a (4.48) tem a evolução temporal de todas as coordenadas da

métrica de Vaidya em função das coordenadas de Friedmann e o tempo próprio τ . Se a

integração dessas quantidades for posśıvel, obtemos as condições de colagem entre as

métricas de Vaidya e de Friedmann.

4.4 Evolução da Hipersuperf́ıcie na Região

Novello-Salim

Pelos resultados das eqs. (4.31) e (4.31), podemos reescrever a velocidade do observador

na região Novello-Salim sobre a hipersuperf́ıcie Σ, dada pela eq. (2.25):

V α =

√
2

4
(3,

1

a
, 0, 0)⇒ Vα =

√
2

4
(3,−a, 0, 0) . (4.49)

Da eq. (B.6) podemos calcular a taxa de expansão da hipersuperf́ıcie:

θ =
3
√

2

4

t− t0
a2

. (4.50)

Note que para t < t0 temos θ < 0 correspondendo a fase de contração e quando t > t0

temos θ > 0 caracterizando a expansão da região.
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A aceleração aµ = Vµ;νV
ν da classe de observadores sobre a hipersuperf́ıcie de separação:

aµ =
1

8
(t− t0)(1/a2,−3/a, 0, 0) . (4.51)

A evolução da taxa de expansão (4.50):

θ,αV
α =

9

8a2

[
1− 2

(t− t0)2

a2

]
. (4.52)

Da eq. (4.52) calculamos os extremos de θ fazendo θ,αV
α = 0. Encontramos

θ(t− t0 = ±α0) = ±3
√

2
8α0

. Ainda pela equação (4.50) temos θ(t− t0 = 0) = 0 e

θ(t− t0 →∞)→∞. Usando a equação (4.16) calculamos o valor do fator de escala

quando a(t− t0 = ±α0) =
√

2α0, e conforme definição anterior, a(t− t0 = 0) = α0.

Da eq. (4.37) temos ρ(t− t0 = 0) = − 3
α 2
0

e ρ(t− t0 = ±α0) = − 3
4α 2

0
. Lembre-se que a

densidade de energia vista por um observador movendo-se sobre a hipersuperf́ıcie Σ é

dada por (4.34). Com estas informações construimos o gráfico 4.1.



4. Universo de Novello e Salim 51

Figura 4.1: Evolução temporal do fator de escala e da densidade de energia
na região Novello-Salim e a taxa de expansão da hipersurf́ıcie de separação
Σ.



Caṕıtulo 5

Conclusões

No caṕıtulo 2, apresentamos as condições de contorno de Darmois para a colagem de

métricas. Essas condições se estabelecem através da continuidade da métrica intŕınseca

e curvatura extŕınseca que definem a tri-superf́ıcie de separação Σ entre as geometrias.

Ao supor que a relação entre a curvatura do espaço-tempo e a distribuição de energia da

métrica é dada pelas equações de Einstein, as condições de Darmois também implicam

na conservação da pressão total e fluxo de calor que atravessam Σ permitindo,

entretanto, a densidade de energia não ser necessariamente igual nas duas variedades.

Definimos, a seguir, uma hipersuperf́ıcie de separação tipo-tempo e calculamos as

projeções do tensor energia-momento de acordo com a equação (A.1) correspondentes a

estes observadores e a métrica intŕınseca e curvatura extŕınseca para as geometrias

esfericamente simétricas de Friedmann (homogêneo, isotrópico em expansão),

Schwarzschild (vazio) e Vaidya (fluxo de calor direcionado radialmente). Todos os

tensores de Ricci e Einstein foram calculados segundo o formalismo de tetradas (ver

[21]).

52
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No caṕıtulo seguinte, narramos algumas soluções clássicas na literatura de

inomogeneidades locais. Começamos com o trabalho de Einstein e Straus [4] no qual

uma massa pontual e centrada numa região esfericamente simétrica vazia que, por sua

vez está conectada a uma métrica em expansão dada por Friedmann. A solução deste

problema mostra que um observador comovente na métrica de Friedmann pode

representar a massa pontual como uma distribuição de poeira com densidade igual ao

universo externo. Também é demostrado que a região do vazio pode ser escrita em

coordenadas de Schwarzschild. Ainda no terceiro caṕıtulo, seguimos o trabalho de

Oppenheimer e Snyder [19] sobre colapso gravitacional. Neste trabalho o campo da

estrela é descrito pela métrica fechada de Friedmann tendo como fonte um fluido

perfeito sem pressão envolto no vazio de Schwarzschild.

O caṕıtulo 3 descreve ainda o buraco branco de Novikov ([17] e [1]) motivado

originalmente para explicar o comportamento dos quasares. Aqui temos um núcleo de

poeira cercado pelo vazio e embebido numa métrica em expansão. Estas três regiões são

descritas pela métrica esfericamente simétrica em coordenadas comoventes desenvolvida

por Tolman [22]. Aplicamos as condições de contorno de Darmois e conclúımos que as

métricas em expansão podem ser escritas como Friedmann e a região vazia como

Schwarzschild. A análise das geodésicas nos indicou que os fótons criados na

singularidade desse modelo podem ultrapassar o horizonte de eventos e penetrar o

universo externo, e que de forma contrária, nenhuma informação oriunda de fora pode

cruzar o raio de Schwarzschild. Nesta dissertação consideramos apenas o caso do



5. Conclusões 54

universo plano1.

Os trabalhos descritos até aqui trataram de colagens entre as geometrias de

Schwarzschild e Friedmann, na qual a matéria é descrita como um fluido perfeito sem

pressão por observadores comoventes. No caṕıtulo 4 descrevemos as condições de ligação

entre uma métrica homogênea e isotrópica sem singularidade desenvolvida por Novello e

Salim (N-S) [15] e a solução externa de Vaidya [23]. A Lagrangiana de N-S contém um

termo de acoplamamento não-mı́nimo com a gravitação gerando fótons não-lineares com

equação de estado p = ρ/3. A quebra da invariância de calibre desta teoria permite uma

solução nula para o tensor eletromagnético, uma vez que o potencial vetor é um campo

real. A métrica de Friedmann usada para descrever a geometria provêm uma solução

sem sigularidade no caso do universo aberto. A nossa ideia era descrever a geometria

usando o formalismo de Tolman [22] e a métrica dada pela eq. (3.44), abordagem que

será retomada em estudos posteriores, uma vez que a projeção do tensor

energia-momento sobre observadores comoventes resulta em pressão anisotrópica

diferente de zero aumentando a dificuldade na resolução das equações, não sendo

adequado a uma abordagem inicial. Assim, focamos no estudo da colagem da métrica

Novello-Salim tipo Friedmann. A tentativa seguinte consistiu em realizar a ligação com

a métrica de Schwarzschild, que como vimos não preserva a continuidade da pressão

através da hipersuperf́ıcie. Passamos, então a procurar métricas que descrevessem

radiação como as de Vaidya [23] e Bondi [3]. Após escolhermos a métrica de Vaidya,

conclúımos que os observadores sobre a hipersuperf́ıcie de separação entre as métricas

1Outros casos e a generalização deste modelo pode ser encontrada em [1].
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não podem ser comoventes com o fluido ([6] e [7]): observadores comoventes medem

fluxo de calor nulo na métrica Novello-Salim, e em Vaidya o fluxo de calor não pode ser

nulo ou recairemos no caso de Schwarzschild, sem realizar a ligação entre as métricas.

Conseguimos estabelecer as condições para a colagem entre a métrica de Novello-Salim e

Vaidya e ainda analisar a evolução das quantidades cinemáticas sobre Σ na região

interna2. O próximo passo será analisar o comportamento das geodésicas em Vaidya, ou

seja, as trajetórias dos fótons não-lineares no universo externo, começando pelo trabalho

de Lindquist, Schwartz e Misner [10].

2As condições de colagem independem de definir qual métrica é interna ou externa. No
nosso caso, entretanto, estamos interessados em descrever um modelo estelar com fonte
de fótons não-lineares. Assim, consideramos a métrica interna como Novello-Salim e a
externa como Vaidya.



Apêndice A

Tensor Energia-Momento

Seção baseada na monografia de M. Novello [13].

Seja o tensor enegia momento escrito em função das suas parte irredut́ıveis

Tαβ = ρVαVβ − phαβ + q(αVβ) + Παβ , (A.1)

onde ρ é a densidade de energia; p é a pressão; qα é o fluxo de calor; Παβ é a pressão

anisotrópica; Vα é o campo de velocidades e, finalmente, hαβ é o tensor projeção (sem

traço e cuja projeção sobre si resulta nele próprio) tal que

hαβ = gαβ − VαVβ , (A.2)

sendo gαβ a métrica.

Sabendo que o fluxo de calor e a pressão anisotrópica tem projeções nulas sobre o campo

de velocidades, e que a pressão anisotrópica tem traço nulo, podemos escrever os

seguintes resultados:

ρ = TαβV
αV β , (A.3)

p = −1

3
Tαβh

αβ , (A.4)
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qλ = TαβV
βhαλ , (A.5)

Παβ = Tαβ − ρVαVβ + phαβ − q(αVβ) . (A.6)

Quando mudamos de observador, ou seja, o campo de velocidades Vα pelo campo V̄α, o

tensor energia momento resulta em:

Tαβ = ρ′V̄αV̄β − p′h′αβ + q′(αV̄β) + Π′αβ , (A.7)

de tal maneira que as variáveis linha são as correspondentes às quantidades de energia

vistas pelo novo observador. Rescrevendo as quantidades anteriores em função das

primeiras encontramos:

ρ′ = α2(ρ+ p)− p+ 2αβ + γ , (A.8)

p′ = p− 1

3

[
(p+ ρ)(1− α2)− (2αβ + γ)

]
, (A.9)

q′λ = αqλ + [α (ρ+ p) + β]Vλ −
[
α2 (ρ+ p) + γ

]
V̄λ + ΠλβV̄

β , (A.10)

Π′αβ = Tαβ − ρ′V̄αV̄β + p′h′αβ − q′(αV̄β) , (A.11)

assim definidas: α = VαV̄
α; β = qαV̄

α; γ = ΠαβV̄
αV̄ β.

Considerando as equações de estado p = λρ e p′ = λ′ρ′ e reescrevendo as equações (A.8)

e (A.9), obtemos:

ρ′(3λ′ − 1) = ρ(3λ− 1) , (A.12)

3λ− 1

3λ′ − 1
=
[
α2(λ+ 1)− λ

]
+

2αβ + γ

ρ
. (A.13)

Considerando essas duas últimas equações, as quantidades irredut́ıveis do tensor energia

momento permanecem invariantes sob duas classes de observadores distintos sendo o

único caso posśıvel é λ = λ′ = −1, com o fluxo de calor e a pressão anisotrópica nulas,
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ou seja, um fluido perfeito no vácuo. Este resultado será de extrema importância na

colagem de métricas que não permitem observadores comoventes.

Estudando o caso de dois observadores para um caso particular quando a Lagrangiana

de um campo escalar sob a ação de um potencial V (ϕ) obtemos:

L =
√
−g
{

1

2
ϕ,λϕ

,λ − V (ϕ)

}
. (A.14)

O tensor energia momento pode ser calculado através da variação da Lagrangiana:

Tµν =
2√
−g

δL
δgµν

. (A.15)

Sendo assim

Tµν = ϕ,µϕ,ν −
gµν
2

[
ϕ,λϕ

,λ − V (ϕ)
]
, (A.16)

e o traço

T = 4V − ϕ,λϕ,λ . (A.17)

Calculando as quantidades irredut́ıveis do tensor momento energia a partir da equações

(A.3) a (A.6) e (A.1), obtemos:

ρ = σ2 − 1

2
ϕ,λϕ

,λ + V , (A.18)

p =
1

3
(σ2 +

1

2
ϕ,λϕ

,λ)− V , (A.19)

qβ = σϕ,β − σ2Vβ , (A.20)

Παβ = Tαβ − ρVαVβ + phαβ − q(αVβ) , (A.21)

onde σ
.
= ϕ,µV

µ.
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Sendo o campo de velocidades Vµ = ϕ,µ√
ϕ,λϕ,λ

, obtem-se um fluido perfeito com

ρ =
ϕ,λϕ

,λ

2
+ V , (A.22)

p =
ϕ,λϕ

,λ

2
− V . (A.23)

Das equações (A.8) a (A.11), obtemos para o campo de observadores V̄α:

ρ′ = ϕ,λϕ
,λ(α2 − 1

2
) + V , (A.24)

p′ =
ϕ,λϕ

,λ

3
(α2 +

1

2
)− V , (A.25)

q′β = αϕ,β

√
ϕ,λϕ,λ − α2V̄βϕ,λϕ

,λ , (A.26)

Π′αβ = ϕ,αϕ,β +
ϕ,λϕ

,λ

3

[
gαβ(α2 − 1) + V̄αV̄β(2α2 + 1)

]
− αϕ,(αV̄β)

√
ϕ,λϕ,λ . (A.27)

Para os casos especiais:

a) No vácuo, como dito anteriormente, teremos um fluido perfeito, tal que ϕ,α = 0 sendo:

ρ = ρ′ = V , (A.28)

p = p′ = −V . (A.29)

b) Com o observador Vµ inserido num meio material com pressão nula (poeira), tal que

ϕ,λϕ
,λ = 2V :

ρ = 2V , (A.30)

ρ′ = 2V α2 , (A.31)

p′ =
2V

3
(α2 − 1) , (A.32)

q′β = αϕ,β
√

2V − 2V α2V̄β , (A.33)

Π′αβ = ϕ,α ϕ,β +
2V

3

[
gαβ(α2 − 1) + V̄αV̄β(2α2 + 1)

]
− αϕ,(α V̄β)

√
2V . (A.34)



Apêndice B

Quantidades Cinemática

Seção baseada na monografia de M. Novello [13].

Neste tópico trataremos do estudo das quantidades cinemáticas em quatro dimensões,

explicitando como se forma o movimento de um observador com velocidade V µ. Para

isso decompomos a derivada covariante deste vetor em suas partes irredut́ıveis:

expansão, vorticidade e cisalhamento. Primeiramente, escrevemos Vµ;ν em uma parte

ortogonal e outra paralela a Vµ:

Vµ;ν = Nµν +

aµ︷ ︸︸ ︷
Vµ;λV

λ Vν , (B.1)

onde aµ = Vµ;λV
λ é a aceleração.

Separando o tensor Nαβ em uma parte simétrica

θαβeanti− simétricaωαβ(Nαβ = θαβ + ωαβ), tais que:

θαβ =
1

2
(Nαβ +Nαβ) , (B.2)

ωαβ =
1

2
(Nαβ −Nαβ) . (B.3)

Note que ωαα = 0.
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Podemos, então separar ωαβ em duas partes:

θαβ = σαβ +
1

3
θhαβ , (B.4)

sendo hαβ é o tensor projeção definido em (A.2). A parte sem traço corresponde a σαβ.

Reescrevemos o tensor Nαβ:

Vα;β = σαβ +
1

3
θhαβ + ωαβ − aαVβ . (B.5)

Tomando o traço de (B.5), obtem-se:

θ = V α
;α , (B.6)

onde θ é a taxa de expansão.

Projetamos a derivada covariante do vetor velocidade duas vezes no espaço ortogonal a

V µ:

hαµh
β
νVα;β = σµν +

1

3
θhµν + ωµν . (B.7)

Das eq. (B.6) e (B.7) obtemos

ωµν = hα[µh
β
ν]Vα;β , (B.8)

σµν = hα(µh
β
ν)Vα;β −

1

3
V α

;αhµν , (B.9)

sendo ωµν o tensor vorticidade e σµν o tensor cisalhamento.

Conforme a definição do tensor de Riemann:

RαβµνV
β .

= Vα;µ;ν − Vα;ν;µ (B.10)

e aplicando-se gαµ à equação anterior teremos:

θ;αV
α − aα;α + V α

;νV
ν
;α = RαβV

αV β . (B.11)
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Da equação (B.5) pode-se desenvolver o terceiro termo do lado esquerdo da última

equação como:

V α
;νV

ν
;α = 2

(
σ2 − ω2

)
+
θ2

3
− (aαVα)2 , (B.12)

sendo as definições ω2 .
= 1/2ωαβω

αβ e σ2 .
= 1/2σαβσ

αβ.

Se o observador é do tipo-tempo, obtem-se:

gαβV
αV β = 1⇒ aαVα = 0 . (B.13)

Substituindo (B.12) e (B.13) em (B.11), temos:

θ;αV
α − aα;α + 2

(
σ2 − ω2

)
+
θ2

3
= RαβV

αV β . (B.14)

Quando escrevemos Rµν de acordo com a teoria da relatividade geral a equação (B.14) é

conhecida como equação de Raychandhuri.
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