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Resumo

A partir da solucao de Tolman (1934), Novikov propds descrever o comportamento
dos quasares através de uma cole¢ao de eventos sucessivos de criagdo de matéria (1964).
Neste modelo, nicleos de poeira (descrita como um fluido perfeito sem pressao) sao em-
bebidos no vazio que, por sua vez, constituem inomogeneidades locais dentro do universo
de Friedmann. Em 1982, Regina Arcuri em sua tese de mestrado no CBPF, estudou a
generalizacao desse processo para os trés tipos de geometria possiveis: aberta, fechada e
plana. Partindo desta tese, percorremos o caminho dos trabalhos historicos sobre colagem
de métricas: o colapso gravitacional de Oppenheimer e Snyder (1939), o queijo-suico de
Einstein e Straus (1945) e estrelas com fonte de radiagao de Vaidya (1953): todos esses
trabalhos tém em comum o estudo de fluidos perfeitos, com ou sem pressao, minimal-
mente acoplados com a gravitagao. Decidimos, assim, estudar as condi¢oes de contorno
para fontes nao-minimamente acopladas, tomando como base o trabalho do universo sem
singularidade de Novello e Salim (1978), um dos primeiros a tratar universos no singulares.



Abstract

From Tolman’s solution (1934), Novikov had suggested describing the behavior of
quasars through a collection of successives events (1964). In this model, dust nucleus
(described as a perfect fluid pressless) are walled by empty space, creating local inho-
mogeneities in a Friedmann background. In 1982, Regina Arcuri in her master thesis
(CBPF), generalized this process for three background geometries: open, closed and flat.
At this point, we have decided to take the historical path of works about gluing metrics,
which are: Oppenheimer and Snyder’s gravitacional colapse (1939), Einstein and Straus’s
swiss-cheese (1945), and Vaidya’s radioactive stars (1953): all these works have in common
the studied of perfect fluids, with or without press, minimal coupling with gravitation.
We have decided, thereby, to study about mathing conditions for non minimal coupling
metrics, taking into account the non singular universe of Novello and Salim (1978), one
of the first to investigate non singular universes.
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Capitulo 1

Introducao

No famoso artigo sobre as equagoes de campo da gravitacao (1915), Einstein propos
uma solugao para o problema do periélio de Mercirio usando uma aproximagao em co-
ordenadas retangulares entorno de uma métrica esfericamente simétrica sem rotagao e
sem carga elétrica. Pouco depois, ainda no mesmo ano, Karl Schwarzschild descreve uma
solugao exata em coordenadas do tipo polar para o mesmo problema. Einstein, muito
entusiasmado com a noticia da primeira solucao exata para a TRG, 1é a carta que o con-
terraneo Schwarzschild lhe escreveu ainda no front Russo durante a I Guerra Mundial
descrevendo o seu trabalho.!

Esta solucao contém um horizonte de eventos chamado raio de Schwarzschild?, que é
proporcional a massa gravitacional contida na métrica esférica. Assim temos o primeiro

modelo estelar estatico no qual um corpo esfericamente simétrico sem rotagao e sem carga

!Comentério do final da carta: Como vocé pode ver, a guerra tem me tratado bem
o bastante, apesar do intenso tiroteio, permitindo afastar-me disto tudo e percorrer este
caminho na terra das tuas ideias.[5]

2Até a década de 1960 tratava-se o raio de Schwarzschild como uma singularidade por
conta da divergéncia da métrica neste evento. Esta singularidade, entretanto, nao é real,
sendo apenas uma limitacao do sistema de coordenadas. Os invariantes de Debever nao
divergem aqui.[14]
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elétrica com massa gravitacional M esta envolto pela métrica de Schwarzschild.

Ja em 1922, um russo que havia lutado no outro lado do front durante a I Guerra
Mundial, descreveu a primeira solucao de universo em expansao para a TRG. Alexander
Friedmann teve seu trabalho engavetado por mais de um ano até o relutante referee ser
precionado por um grupo de influentes cientistas de Sao Petersburgo. Albert Einstein
escreveu uma nota corrigindo erroneamente o trabalho de Friedmann, e posteriormente,
ao retirar sua corregao, ressaltou sua irrelevancia.[16] Com as observagoes que levaram

3. 0 modelo homogéneo, isotrépico

Edwin Hubble a concluir que o universo est em expansao
e singular de Friedmann ganhou notoriedade e a importancia.

No inicio da IT Guerra Mundial (1939), Oppenheimer - antes de participar do Projeto
Manhattan e tornar-se o destruidor dos mundos* - publicou dois trabalhos pioneiros na
area de colapsos gravitacionais. O primeiro sobre o limite superior para a massa de es-
trelas de néutrons, cujas massas quando superiores a 0,7 massas solares nao reencontram
equilibrio hidroestatico, conhecido como limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Inici-
ando o estudo sobre solugoes nao-estaticas para a TRG, publica com Hartland Snyder a
primeira estrela de contracao eterna (para observadores externos), o embriao do buraco
negro®. Nessa perspectiva a estrela ¢ um nicleo de poeira em expansao (modelo fechado
de Friedmann) embebida no vazio (métrica externa de Schwarzschild).

A descricao de objetos astrofisicos super energéticos tais como buracos negros e quasa-

res impulsionou, nas décadas seguintes, o estudo de condi¢oes de contorno entre métricas.

30 desvio para o vermelho de galdxias fora do nosso grupo local.

4Apés o primeiro teste nuclear, Oppenheimer citou um verso hindu de Bhagavad Gita:
Now I am become Death, the destroyer of worlds.

5Termo cunhado em 1967 por Jonh Wheeler durante discurso no Intituto Goddard.
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Em linhas gerais, a ideia geral era levantar hipdteses sobre como a matéria/energia curvam
o espago-tempo dentro do objeto, e entao ligar esta métrica ao universo externo através
de uma hipersuperficie tri-dimensional. Diversos autores escreveram sobre condicoes de
contorno, como: Lanczos (1922), Darmois (1924), O'Brien e Synge (1952), Lichnerowicz
(1955), Israel (1966), Lake (1980), Fayos et al (1991), entre outros. A escolha apropri-
ada da métrica também leva em consideragao a estrutura a qual descreve. Uma métrica
esfericamente simétrica pode ser produzida por poeira (Tolman 1934), vazio (Schwarzs-
child 1915), expansao homogeénea e isotrépica (Friedmann 1922), radiagao (Vaidya 1950,
Raychandhuri 1953, Bondi 1964), etc.

Na primeira metade do século XX a inspiracao destes trabalhos era a descricao de
objetos astrofisicos. A partir dos anos 60, os problemas enfrentados pelo modelo padrao
resgataram o estudo sobre colagem de métricas sob outro ponto de vista. Sao muitas
as implicacoes discutidas ao se descrever o universo pelo modelo isotrépico e homogéneo
de Friedmann: podemos questionar a homogeneidade do mundo quando observamos a
estrutura filamentosa formada por galaxias e clusters a escalas de 100 a 300 Mpc, ou supor
escalas ainda maiores nas quais o universo restaura sua homogeneidade. Algumas das
solugoes propostas consistem em descricoes sobre o comportamento de inomogeneidades
locais no universo de Friedmann.

Esta tese pretende abordar alguns trabalhos relevantes sobre inomogeneidades locais
e também apresentar as condigoes de contorno para um modelo estelar de fétons nao-

lineares.
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Notacao
e Métrica de Minkowski: 7,, = diag(+, —, —, —)

e Simbolo de Christoffel de segunda espécie:
Fa;w = %ga)\(g)\,u,u + g)\r/,u - g;u/,)\)

a dzt dx¥ =0
B dX dh T

e Equagao da geodésica: d;T”"; +T
e Tensor de Riemann: R% =1 , -1  + I’ay)\I‘)‘ﬁu - FO‘MI’)‘ Y
e Tensor de Ricci: R, = R%,,

e Lscalar de curvatura: R = R,

e Tensor de Einstein: G, = R, — $Rgu

e Equacoes de campo Einstein: G, = —kT},
o k= Sg—f

e Operagao de simetrizacao () : Aguw) = 3(Auw + Auy)

e Operacao de anti-simetrizacao| | : Ay, = %(AW —A)
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Condicoes de Contorno

2.1 Meétrica Esfericamente Simétrica

Vamos resolver as equagoes de Einstein para o caso da métrica estatica esfericamente

simétrica. Dada a métrica:
ds® = eMdt? — etdr? — €”(df? + sin? §dy?)

onde A | p e v sao fungoes de t e r.

Para a métrica (2.1) encontraremos as seguintes expressoes nao nulas para R,

A—p N/ )\/2
62 ()\//_ 2,& —|—7—|—/\,l//),

1 N2 : :
Roozi(ﬂ—7”+%+213—>\v+u2)—

1 .
R = 5207 = Xir o/ — ),

=X \/ ) 1 N/ 22
RH_—62 (g—7“+%+,:w>+§(x'—7“+7+2u"—ﬂ'y'+y'2),
eV Ao - er T NV uY
- 11— - Lt 2 o i 12
R 5 (v 2+2+V)+ 5 (2 5 +v" + %),

Rgg = Sin2 0 R22 s

tal que & = dz/dt e ' = dx/dr, para qualquer .

5

(2.1)
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Finalmente, as componentes nao nulas do tensor de Einstein escrevem-se:

-\ e—HHA

Goo = == (V2 + 200) + —— (4" = 2u/v/ + 30/%) — ™, (2.7)

p=A .
(40 — 207 + 30°) + eV, (2.8)

1 .
Gor = 7 (40" = 2Xir+ 20/ — 2ju/ = 2X'V/ + V) 4 &

Gy = —im'u’ o) = a9k — 302) 4 e (2.9)

Gop = ey_“(2/\”—X,u'+>\’1/+21/’—,u’l/+l/2+)\’2)+§(2ﬂ—§\ﬂ+ﬂ2+ﬂv+2b—}\v+ﬁ2) ,
(2.10)

Gi3 = Gy sin® 0. (2.11)

2.2 Condicoes de Contorno

Secao baseada nos trabalho de Arcuri [1] e Misner, Sharp [12].

Seja uma hipersuperficie ¥ dividindo uma variedade quadridimencional em duas regioes
M e M. A variedade M , de coordenadas x®, é representada por uma base de vetores
linearmente independentes e, = 9/0x®. O deslocamento infinitesimal d§ = e, - dz®
implica em ds? = e, - egdr®dx’. Assim, definimos o tensor métrico da variedade

Jap = €q - €3, onde a = {0, 1,2,3}. Para a hipersuperficie ¥, cujas coordenadas

%. Da mesma forma a métrica intrinseca é

intrinsecas sao u(;), a base vetorial ¢ e(;) = 5=

Yi)G) = €q) - €(), onde i = {1,2,3} nao exclui necessariamente a coordenada temporal.
Sobre ¥ podemos escrever as coordenadas x, como funcao das coordenadas intrinsecas,

dessa forma o tensor métrico pode ser escrito em funcao da métrica g,g:

_ o B
V@) G) = €i)€j)9a8 (2.12)
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a _ Oz%
onde el = o

Seja um vetor 7 normal a ¥, tal que 7 = n%¢, e ainda 7 - 7 = €, onde 71 é tipo-tempo
quando € = +1 e tipo-espago quando € = —1. Para sabermos como 7 comporta-se

quando transportado paralelamente ao longo de e(;) basta

Vit = K((g))é(j) : (2.13)

na qual a operacao V; define a derivada covariante nas coordenadas de X. E ao
projetarmos essa quantidade sobre a hipersuperficie obtemos a equacao para o tensor
curvatura extrinseca:

K = €6y - Vot = nais € el (2.14)

onde o operador ;, define a derivada covariante em coordenadas x®.

Quais condigoes de colagem devemos aplicar? Segundo Arcuri [1], depois de analisar as
condigoes de contorno de Darmois, Lichnerowicz, O’Brien e Synge, as condigoes de
Darmois sao as mais adequadas para resolver problemas entre ligagoes de métricas em
Relatividade Geral. Sendo assim vamos enuncia-la:

Sejam x*, @ as coordenadas em M e M, e GaBs Jap aS métricas correspondentes. A

equacao de hipersuperficie ¥ € dada por:

fx*)=0em M, f(x*) =0 em M,
sendo que estas funcoes sao de classe C?. Os vetores normais a Y serdo:

Ng = (goégno‘nﬁ)*l/2 f,aem M

N = (gaﬁﬁaﬁﬁ)_lm 7; Q em M
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As duas representagoes paramétricas de X sao dadas por:

2 = 2%(uM, u® u®) em M ez = 2%(u®, u®, u®) em M

onde agora ® e T sdo funcoes de classe C3, tal que 2 € coberto pelo mesmo dominio de
u ((i) = 1,2,3) em ambas as representagies. Logo, em ¥, gos(u'?) sio de classe C2.
Entdo, para que M e M possam ser ligadas através da hipersuperficie 3, é preciso que
TGy € Kay), calculadas como fungoes de u® através de gop € Gap , sejam idénticas.

A continuidade do vetor normal sobre a hipersurficie acarreta outras condigoes a serem
satisfeitas também pelo tensor de Einstein por conta da equacao G,3 = —kT,3. Veja as

projegoes do tensor energia-momento (A.1) sobre X:

(p)g = Tap(VVP) (2.15)
(gan *)g = Tap(n*V7) (2.16)
(P + I,sn “n *8)E =Tug (nanﬂ)E (2.17)

Das equacgoes acima podemos concluir que o fluxo de calor e a pressao total que
atravessam a hipersurficie de separagao entre duas regides do espago precisam ser
continuas para satisfazer as condi¢oes de Darmois. A densidade de energia, entretanto,
pode ter valores diferentes em cada regiao. Isto nos permite num exame imediato
concluir que nenhuma métrica de radiacdo com equacao de estado p = £ pode ser
conectada a métrica externa de Schwarzschild, por exemplo. Tal verificacao pode nos
poupar trabalhosos calculos sobre uma classe de observadores inedequada para a analise

pretendida.
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2.3 Algumas Curvaturas Extrinsecas
e Métricas Intrinsecas

Calculemos a curvatura extrinseca e métrica intrinseca de algumas geometrias
conhecidas. As informagoes aqui reunidas podem servir para o estudo de colagens entre
regioes distintas com Friedmann, Schwarzschild e Vaidya seja na formacao de
inomogeneidades locais ou trabalhos relacionados ao colapso gravitacional entre

hipersuperficies de separacao ¥ tipo-tempo:
dsy, = dr* — R*(7) (d62 + sin® 9d¢2) , (2.18)

cujas coordenadas intrinsecas sdo u” = {r,6, ¢}. O vetor tangente & hipersuperficie ¥
¢ dado pela tri-velocidade do observador VE@ que escolhemos para descrever o fluido, de

forma que seja do tipo-tempo. O vetor normal de tipo-espaco ng) é tal que

Yo Vs 'ng =0, com

Vi = (1,0,0). (2.19)

2.3.1 Meétrica de Friedmann
Seja a métrica de Friedmann dada por:
ds* = dt* — a®(t) [dx® + o*(x) (d6” + sin® 0d¢?)] . (2.20)

As coordenadas sao =% = {t, x, 0, ¢}, definindo a hipersuperficie como
Y1 x = xo = constante. As componentes nao nulas do tensor de Einstein de acordo com

as equagoes (2.7) a (2.10) sao:

1 | 2d% da\®> 1 do\?
Go=—-4-"2-3(Z) +=[(Z2) -1 2.91
0 cﬂ{adx2 (dt) T [(dx) ]}’ (221)
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d’a da\? 1 do\?
G = 20— — ) —=1|l—) -1 2.22
n= Ay (dt) = [(d;) ] : (222)
a  (da\® 1d%
Gag = 20— — ) - —— 2.23
2=0 adt2 + (dt) UdX2] ) ( )
G33 = G22 Sil’l20. (224)

Os vetores tangente e normal a hipersuperficie ¥, definida na eq. (2.18), dado um

observador tipo-tempo:
Ve =(£,%,0,0) =V, = (f,—a*x,0,0), (2.25)

t .
n® =+ (—ax, _E’O’ 0) = ng = + (—ax,at,0,0) , (2.26)

onde o sinal + e — representam a normal deixando ou chegando a X, respectivamente.
Sendo & = dx/dr. A escolha do sinal da normal dependerd se a regiao estd sendo
considerada interna ou externa. Podemos estabelecer todas as condig¢oes para duas
regioes estarem satisfatoriamente conectadas sem precisar definir qual é o sentido da
normal. Uma vez que a colagem seja possivel, a forma pela qual o sistema serd modelado
(diregao e sentido de vetores e tensores) o descrevera fisicamente.

Usando as eq. (2.15) a (2.17), os tipos de energia gerados pela métrica de Friedmann

atravessam Y de tal forma que suas quantidades tocam-a como:

0 2 . 2
0D =~ {285 =30+ 2| ()" -1 |+
) (2.27)
-2 ) 2a (a): a2 1 do
—X {?(7) +(3) — % {(a) -1 } ’
2 . 2
k(p + Haﬁnanﬁ)zFriedmann - _X2 {537%- N 3(%)2 + % |:<Z_;> B 1:| } +
(2.28)

s{re+ @ -[(#) -1}
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@) e

Por fim, as componentes nao nulas da métrica intrinseca (2.12) a ¥ quando na regiao de

2ty
k(gan®) — 42X

Y Friedmann a

Friedmann sio:

Yoo =12 —a’x’ =1, (2.30)
Yoy = —a’o?, (2.31)
V3)3) = V)2 sin’ 6. (2.32)

E as componetes nao nulas da curvatura extrinseca 2.14 correspondente:

1 . . ..
Koo =+ {—; [(ax) (1 + 2a*X?) + ax] } : (2.33)
ao . .
Koo =+ [ax*(ao) + 5] , (2.34)
K3 = Ky sin® 0, (2.35)

onde o(x) = x para o universo plano; o(x) = sinh y implica no universo aberto e
o(x) = sin x, fechado.
Quando estamos considerando um observador comovente com o fluido (f =1 e ¥ = 0)

nao ha fluxo de calor, dado por (2.29), e K)o ¢ nula, dada por (2.33).

2.3.2 Meétrica de Schwarzschild

Seja a métrica de Schwarzschild (externa) dada por:
-1
ds* = (1 — %) a1’ — (1 — %) dR? — R? (df® + sin® 0d¢?) (2.36)

onde Rg = constante é o raio de Schwarzschild. As coordenadas nessa métrica sao

z* ={T,R,0,¢}. As componentes nao nulas do tensor de Einstein, de acordo com (2.7)
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a (2.10), sao:
Goo = — (1-%) %‘%:o, (2.37)
G — (1 - %y%% o, (2.38)
a0 (1) (B Y (B T(RY g,
Gi3 = Gy sin® 0. (2.40)

Os vetores tangente e normal a %, definida por (2.18), sao:

_ .. _ . R

Ve =(T,R,0,0) =V, = (FT, _F’O’()) : (2.41)
) R : ) .
R =+ <_F’ —FT,0,0) = fo = £(—R,T,0,0), (2.42)

onde F = (1 — ﬁ).
As quantidades de energia definidas por (2.15) a (2.17), por sua vez, sdo conforme

esperado:

(p)ESchwarzschild = 07 (243)

(p+ Mapn®a) =0, (2.44)

Y Schwarzschild
(qan )ZSchwa'rzschild - O : (245)

Por fim, as componentes nao nulas da métrica intrinseca (2.12) a ¥ quando na regiao de

Schwarzschild sao:

Rs\ .- Rs\ .
Y(0)(0) = (1 - f) T - (1 - f) RP=1, (2.46)
Ty = —R?, (2.47)

V38 = V)2 sin’ . (2.48)



2. Condigoes de Contorno 13

E as componentes da curvatura extrinseca (2.14) correspondente:

(r7) a9

Koy = —~——2,
(0)(0) R

Ko@) = £RFT, (2.50)

K(3)(3) = K(g)(g) sin2 0. (251)

2.3.3 Meétrica de Vaidya

Em 1950, Prahalad Chunnilal Vaidya [23] publicou uma solugao esfericamente simétrica
para as equacoes de Einstein com tensor energia-momento de radiacao dado por

T = QN,N,, onde N, ¢ um vetor radial nulo. Nesse trabalho, Vaidya analisa nove
solugoes possiveis para a métrica interna contendo matéria e radiacao ligada a uma
métrica de Schwarzschild externa. Pelas condigoes de continuidade para a pressao e o
fluxo de calor, sabemos que nenhuma métrica de radiacao pode ser colada a
Schwarzschild [10].

Seja a métrica de Vaidya (externa) dada por:
2 Rs 2 2 2 02 2
ds*=[1- T dU? + 2dUdR — R? (d6” + sin® §d¢?) (2.52)

onde Rg(U) é funcao do tempo retardado U. As coordenadas dessa métrica sao
z* ={U,R,0,¢}. A tnica componente nao nula do tensor de Einstein, de acordo com

(2.7) a (2.10), &

1 dRg

Os vetores tangente e normal a ¥, definida por (2.18), sdo:

_ L _ 1 S
V= (0.1.0,0) = Vo= - (1—RU, U2,o,o) , (2.54)
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.. 1 .. ..
7% =+ (—R, U, o,o) = g = (07 RU ~1,0,0),

onde F' = (1 — %).

As quantidade de energia (2.15) a (2.17), por sua vez, sdo conforme esperado:

U2 dRg
k(p)EVaidya = _ﬁ dU
o U? dRg
k(p + Hapnt nﬁ)zwmya T TR

. U?dRg
(405, 0 = {—ﬁﬁ} :

14

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Por fim, as componentes nao nulas da métrica intrinseca (2.12) & ¥ quando na regiao de

Schwarzschild sao:

R<\ - ..
Y(0)(0) = (1 — fs) U?+2UR=1,

)@ = — R,
V)3 = V) sin 6.
E as componentes da curvatura extrinseca (2.14) correspondente:

K)o = £ [—E(FU%] = :I:[ln(UR)] ,

K@ = tR(R+ FU),

Ks)s) = K@) sin” 0.

(2.59)
(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)



Capitulo 3

Solucoes classicas apresentando
inomogeneidades locais

Neste capitulo reunimos ideias recorrentes, algumas das mais citadas na literatura sobre
inomogeneidades locais e colapsos gravitacionais. Chamamos de classico, nao em
referéncia a natureza nao quantica do material aqui exposto, mas em respeito a
definicao utilizada em tantas outras areas do saber e da cultura, como referéncias

historicamente relevantes sobre um tema.

3.1 Universo de Einstein e Strauss

O modelo estelar mais conhecido [19] consiste em uma estrela feita de poeira (sem
pressdo), cuja geometria é descrita pela métrica fechada de Friedmann , e pela métrica
externa de Schwarzschild. De um outro ponto de vista, o nosso Universo tem uma
densidade de energia diferente de zero e encontra-se em expansao, o que seria
incompativel com a solu¢ao nao dependente do tempo de Schwarzschild. Pensando nisso,
Einstein e Straus [4] (1945) propuseram um modelo no qual uma massa pontual estd

envolta por uma casca vazia, que por fim estd embebida em um universo em expansao,

15
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de acordo com a métrica de Friedmann. Seguiremos o artigo original no qual a colagem

de métricas ¢é feita exigindo a continuidade da métrica g,, e suas derivadas primeiras.

3.1.1 Universo de Friedmann

Seja a métrica de Friedmann de simetria esférica escrita como:

dr?

2 _ g2 _ A2
ds* =dt (1) T K2

+ r2d0* + r? sin? Odp? | | (3.1)

onde A(t) é o fator de escala da geometria e K tem valores iguais a {—1,0,1} cada qual
representando um tipo de universo: aberto, plano e fechado, respectivamente.

As componentes nao nulas do tensor de Einstein de acordo com (2.7) a (2.10) sao:

Gl = —% <A2 + K) , (3.2)
Gl = —% (QAA + A2 4+ K) . (3.3)

Imaginando um observador comovente movendo-se em um fluido formado por matéria
sem pressao, o mesmo caso descrito nas equagoes (3.2) e (3.3), temos as seguintes
equacoes
i2 koo
A"+ K = —gpA : (3.4)

2AA+ A2+ K =0. (3.5)

Diferenciando e depois integrando (3.5), temos:

A4 = —% , (3.6)
onde m é constante de integracao.
Substituindo (3.6) em (3.5)
jzmo R4 (3.7)



3. Solucgoes classicas apresentando inomogeneidades locais 17

Finalmente, aplicando o resultado de (3.7) em (3.4):

m = —gpA3 : (3.8)

Temos, assim, a interpretacao de m como a fungao massa, a energia gravitacional

contida nesse universo em expansao.

3.1.2 A estrela tem a mesma densidade do universo exterior

Vamos ao problema. Tomando a solucao esférica mais geral possivel (2.1) e escrevemos
as equagoes de Einstein no vazio. Isso implica no tensor de Ricci nulo. Assim, ja que

(2.6) nao acrescenta nada novo, tomamos as equagoes (2.2) a (2.5), .

X. ‘9 )\/ / 12
AN, R - N ST VAol RIS ARG () gy (3.9)
2 2 2 2
W — Nv+uo/ — ' =0, (3.10)
)\/ ! )\/2 )\ /
N — + 2 = VU — e - o8 +M—+uu) =0, (3.11)
2 2 2 2
)\/ / 1., )\ .
e H( 2V — ,u2y + V) —e N - 7]/ + % +12) =27 =0. (3.12)

Prosseguindo com a ideia de Einstein e Straus, nds temos que calcular as condigoes de
contorno quando passamos para a métrica de Friedmann. Quando r = ry temos a
fronteira entre o vazio e o universo em expansao. Nessa superficie, as métricas de (2.1) e

de (3.1) devem ser serem continuas, tal que:

r=1  N=0, (3.13)

(3.14)
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e’ = A%r? V=

2

—. 3.15
- (3.15)
As equagodes acima definem a continuidades da métrica e da derivada da mesma com

respeito a r na borda r = ry. Extraindo delas as relagdes de A, [, U, A, i, U, N, s

conseguimos reescrever as equa(;()es de campo na forma:

Ia2
N = 3¢k (/;L + 7) , (3.16)
3u”
N 420" = et (/’i + %) + v =2, (3.17)
3\ | W
Vi=et i+ S | + — V2. (3.18)
2 2
Aplicando (3.16) e (3.18) em (3.15):

QAA+ A2+ K =0. (3.19)

A equagao (3.19) ¢ idéntica a (3.5), ou seja, um observador comovente no universo de
Friedmann vé o sistema massa pontual no vazio, dado pela equagao (3.19), como uma
distribui¢ao de matéria, dada pela equacao (3.5), com a mesma densidade de energia do

universo externo (Friedmann).

3.1.3 A solugao do vazio pode ser escrita em coordenadas de
Schwarzschild

O proximo passo é tentar escrever a solugao do vazio da métrica (2.1) em coordenadas
de Schwarzschild. Seja a transformacgao de coordenadas de (2.1) para (2.33) tal que

T=V(r,t)e R=U(r,t)r. A métrica de Schwarzschild ficara:

. 72,2 / 2 _ / :
ds? — (FV2 _ UTT> d2— [w — FV’2} dr?+2 [FVV’ — [UT(U;+ U)) dt dr—U*r?d)? .

(3.20)
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- R
Lembrando que F' =1 — .

Obtemos a equagao:

ppyr U+ U)

=0. 21
- 0 (3:21)
Na fronteira r = Ry, repetimos o mesmo procedimento:

: U2r?
FV? — =1 22
Vo=, (3.22)
Wr+UF pym_ A (3.23)

F 11— K2’ ‘
UP=A*=U' =0, (3.24)
. /

. U2 2

(FW - FT ) ~0, (3.25)
U'r+U)? ) / A? 2

— —FV*| = |——=U"]| . 3.26
[ F 1—Kr? (3:26)

Pela ntimero de equacoes e a quantidade de icognitas, o problema tem solugao tnica.
Para provarmos que a existencia de U e V satisfazem as equagoes (3.21) a (3.26) basta

chegarmos a (3.25) e (3.26) a partir de (3.21) a (3.24). Sendo assim:

AN )

7 (- )

(3.27)

V=

A 1

2
e o
.U F

Essas trés equagoes, adicionadas a condi¢ao de U’ = 0, nos dao imediatamente (3.25) e
(3.26). Todo o campo com uma massa pontual em seu interior embebida em um
universo em expansao é um campo estatico e tem como solugao a métrica de

Schwarzschild. A solug@o nao se torna dependente do tempo, apenas a hipersurficie de
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separacao evolui temporalmente devido ao efeito da distribuicao de matéria no seu
entorno.! Por fim, uma massa pontual no vazio, descrito pela métrica de Schwarzschild,
embebida em um universo em expansao (métrica de Friedmann) pode ser vista como

uma distribuicao de matéria com densidade igual ao do universo externo.

I Birkoff j& havia demostrado em 1923 que a métrica de Schwarzschild é a 1inica solucdo
esfericamente simétrica possivel para as equagoes de Einstein no vazio [11].
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3.2 Colapso de Oppenheimer e Snyder

Quando uma estrela supermassiva esgota toda a sua fonte de energia termonuclear o
equilibrio de sua existéncia entra em crise. Ela nao mais consegue suportar o peso
produzido por si mesma. Em razao disso, jatos de matéria e radiagao invadem o
universo oriundos da explosao dessa estrela. O que lhe resta é uma sobrevida estatica,
como uma ana branca, por exemplo. Ou, quando esse equilibrio nao é encontrado, a
estrela permanece em colapso.

Em 1939, Oppenheimer e Volkoff [18] publicaram que o resto de uma estrela
supermassiva nao pode permanecer estatico se sua massa for superior a 0,7 massas
solares. Comecou-se a busca por solugoes nao estaticas. Nesse mesmo ano, Oppenheimer
e Snyder [19] idealizaram uma estrela formada por poeira, que para um observador
externo continuaria em colapso indefinidamente, enquanto um observador comovente
veria o colapso em um tempo finito, o embriao do que conhecemos como buraco negro.
O trabalho original ressalta o fato que uma estrela sem pressao foi usada somente para
simplificar os calculos. E, também, se o colapso é possivel numa estrela sem pressao o
serd muito mais em uma situagao na qual as forcas internas da estrela inspirem-no. Nao
seguiremos o desenvolvimento do artigo original e sim o desenvolvimento do presente
trabalho, satisfazendo as condigoes de Darmois.

De acordo com Landau e Lifshitz [?], a métrica interna a estrela pode ser dada pela de
Friedmann fechada. Escolhemos ainda um observador comovente e o tensor

energia-momento como sendo um fluido perfeito com equacao de estado p = 0. Pelas
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expressoes (2.7) a (2.10), temos que

3 .9
G(]o = —;(a + 1), (330)
Gy = G—f = 2ia+a® + 1, (3.31)
sm= oy
G33 = G22 Sin2 0. (332)

De (3.30) e (3.31), as equagoes de Einstein sao:

k
a+1= gpa2, (3.33)

2da+a*+1=0. (3.34)

As componentes nao nulas da métrica intrinseca a ., definida como ¥ : xy = xo = cte em

(2.20), quando na regiao de Friedmann fechada, segundo (2.30) a (2.32), sao:

Yoyo) =1, (3.35)
Y2)2) = —a®(7)sin? xq, (3.36)
V)3 = V)2 sin’ 6. (3.37)

E as componetes da curvatura extrinseca, a partir de (2.33) a (2.35), correspondem a:
K(2)(2) = Fa(7) sin xo cos xo, (3.38)
K(3)(3) = K(g)(g) SiIl2 0. (339)

Supomos que a métrica externa a estrela seja Schwarzschild, conforme métrica (2.36).
Aplicando as condig¢oes de Darmois, comparamos as equagoes (3.35) a (3.39) com (2.46)

a (2.51), sequencialmente. Obtemos:

Rg 2 Rg _1'2
1——2)7T*—(1-=2 =1 4
(%)= (-5) wen aa
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R(7) = a(7)sin xo (3.41)
(FT>.:O:>FT:COSXO. (3.42)
E essas trés equacgoes caracterizam as condigoes de colagem entre as superficies.
Substituindo (3.40) a (3.42) em (3.33) temos:

Rg = ngi‘ : (3.43)

Obtemos a relagao entre a massa gravitacional da estrela colapsante com relagao a sua

densidade de energia e volume.
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3.3 Universo de Tolman

[1] Observe a métrica (2.1). Para termos um andlogo a tri-esfera é conveniente

24

renomearmos a funcao v de tal forma que e¥ = R?, onde R também é funcao de r e t.

Ainda podemos requer uma métrica sincrona, nos basta escolher e* = 1. Enfim,

ds* = dt* — etdr® — R*(d6* + sin® Odp?) .

(3.44)

Como para cada instante de tempo teremos uma hipersuperficie espacial euclidiana e,

dito isso, um campo de velocidades normal a esta definira a evolucao temporal de uma

particula, caracterizando ¢ como tempo proprio da mesma. E natural, portanto,

definirmos uma classe de observadores comoventes, assim expressa:

Ve =65

(3.45)

Se quisermos analisar um universo desse tipo gerado por uma densidade de matéria sem

pressao (poeira), o tensor momento energia é:

0 =p.

com todas as outras componentes sendo nulas.

O conjunto das equagoes de Einstein, de acordo com (A.55) a (A.58), é:

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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2 . iR
R — =0. .50
A (3.50)
Integrando (3.50) em relacao a t:
R/2
- — M, 3.51
O (3:51)

Substituindo o resultado de (3.51) em (3.49) e integrando em relagao 7:
2RR+ R2 = f(r) + g(t), (3.52)

onde f(r) e g(t) sao fungoes de integragao.
Substituindo esses dois resultados em (3.48) implica que g(t) = 0. Ao integrarmos

(3.52) em fungoa do tempo, temos:

F
B2 = f(r)+ 20 (3.53)
R
sendo F'(r) também fungao de integragao.
Enfim, aplicando todos os resultados em (3.47):
F'(r)
R kp. (3.54)

Vamos procurar o significado fisico para as fungoes F'(r) e f(r). Para isso precisamos
descrever o sistema comovente de Tolman em coordenadas de Schwarzchild. Escolhemos
o método de integracao das geodésicas radiais para esta realizagao [2].

Seja a métrica de Schwarzchild dada por (2.36). Da equagao da geodésica, obtemos:

d*T 1dFdT dR
W—i-?ﬁaa—o, (3.55)

@*R  FdF (dT)2 1 dF (dR>2 0

2 " 2ar\ax) T2FdrR \dx

5F dR (3.56)
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~—1_ RBs
onde F' = 5

Ao escolhermos geodésicas radiais temos que % =0e % = 0. Integrando (3.55) e
(3.57), respectivamente:

dr

—F=F 3.57

™ : (3.57)
AR\’

E? — (ﬁ) =eF. (3.58)

onde E e € sao constantes de integragao.
Como A é o tempo proprio t da particula, e considerando o campo de velocidades V,

normalizado, segue que:

dz# dz”
Vava=1:»gw,%%:1;»e:1. (3.59)

Substituirmos em (3.59) em (3.58):

E? (1 —F? (%)j =F. (3.60)

Aqui entra o limite imposto sobre essa transformacao de coordenadas. Quando

analisamos o movimento de uma particula no infinito sua velocidade pode ser:

e nula (movimento parabdlico), no caso do universo plano, implicando

energia total do sistema igual a zero;

e diferente de zero (movimento hiperbdélico), se a energia total do

sistema for maior que zero, no caso do universo aberto;

e diferente de zero, porém a particula tem um alcance maximo
(movimento eliptico), ou seja, R,q, # 00, limitado pela energia total

do sistema menor que zero, é o caso do universo fechado.
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Sendo assim, para obtermos um destes tipos de universo, é preciso deixar a constante F
com o vinculo da equagao (3.60) para ser determinado conforme a energia do sistema em

questdo. 2 Por uma questao de simplicidade, escolhemos o universo plano. Tomamos o

limite quando R — 0o = F — 1, assim E? [1 — (4¥)2 ] = 1. Conforme discutido

anteriormente, a particula atinge o infinito com velocidade nula, portanto £ = 1.

Reescrevendo as equagoes (3.57) e (3.58) com os resultados obtidos:

—1
aa—f — (1 — %) : (3.61)
OR Rg\ /2
= = (ES) , (3.62)

onde o sinal negativo da ultima equacao foi escolhido para que R diminua quando ¢
aumente.

Reescrevendo a métrica de Tolman (3.44) de acordo com o resultado (3.51):

R/2

ds® = d? — — 2
i 1+ f(r)

dr? — R*(d6* + sin” 0dy?) . (3.63)

Se comparamos as métricas (2.36) com (3.63) e utilizarmos os resultados das equagoes

(3.61) e (3.62), obtemos:

1/2 -1
‘;—f __ (%) (1 - %) I (3.64)

Substituindo (3.64) em (3.65) obtemos que f(r) = 0, ou seja, esse é o caso do universo

plano de Tolman. Finalmente, a partir de (3.61), (3.62) e (3.64) temos o conjunto de

2Para uma analise detalhada do comportamento do universo de Tolman para todos os
casos de energia total, consulte [1]
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equacoes que descrevem a transformacao de coordenadas do universo plano de Tolman

para Schwarzschild (e a sua inversa) é:

. Rg - Rg 1/2 pt
R 1/2
dR = — (ﬁ) dt + Rdr (3.67)
Rs 1/2 Re -1

dt =dT — 1—— dR 3.68
+<R> = , (3.68)

R 1/2 Rs -1

dr=(22) ar4 (1- 22 . .

Rdr (R) dT + =) ar (3.69)

Da equacio (3.67) podemos comparar R como o da equacio (3.53), assim:
F(r) = Rs(r). (3.70)

Encontramos a interpretacao fisica da equagao (3.53): a energia total do sistema, f(r), é

igual a cinética R? menos a potencial F(r)/R. Ao integramos a equacio (3.53), temos:
R(r,t) = (3/2)**(Rs(r))"*(t — g(r))*?, (3.71)

onde g(r) é fungao de integragdo. Ao derivarmos R em fungao de r e aplicé-la na

equagao (3.54) encontraremos: p(t) # 0 = g = cte.
kp(t) =4/3(t —g) 2. (3.72)

Por outro lado, m = cte quando p = 0. Assim:

1/3
Rl = (B2) 00— g 373

A métrica de Tolman, portanto representa uma solugao esfericamente simétrica,

inomogénea e isotropica das equacgoes de Einstein.
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3.4 Universo de Novikov

O trabalho de Novikov [17] consiste numa tentativa de explicar os quasares, criando um
modelo que separa trés regioes concéntricas de simetria esférica, inspirado na hipétese de
Ambartsumyam sobre a existéncia de D-corpos: enormes quantidades de matéria
capazes de permanecerm por um longo tempo em um estado diferente da fase estelar ou
do gas rarefeito. Do ponto de visto de Ambartsumyam explosoes de D-corpos poderiam
ser responsaveis pelas enormes ejecoes de matéria e particulas relativisticas oriundas dos
centros de galdxias, por exemplo. A mais interna (I) é um nicleo composto por poeira; a
seguinte (II) uma casca vazia; a ultima (III) é o universo externo. Imaginando o
universo plano e escrevendo a solucao de Tolman para cada regiao tem-se:

Regido I: Niicleo (0 < r < ry)
Ri(r,t) = (3/2)*(Rs;(r)"(t — g1)*"°, (3.74)
kpr(t) = 4/3(t — g1)72. (3.75)

Regido 11: Vazio (r; < r < r3)
Rir(r,t) = (3/2)**(Rsrp)'*(t — gir(r)*? (3.76)

1/3
) == (Z52) 7 ) - ) (3.77)

Regiao III: Universo Externo (r > ry)

Ripp(r,t) = (3/2)2/3(35111(7“))1/3(?5 - 9111)2/3 ; (3.78)

kprir(t) = 4/3(t — g1r) (3.79)
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onde os indices romanos I, 11, III representam as regioes a que pertencem as quantidades
relacionadas.

Nosso proximo passo € discutir as condigoes de contorno para as hipersuperficies de
separacao. As hipersuperficies de separacao entre as variedades acontecem para r = r; e

r = 1y, entdo definimos ¥ como r = cte, cujas coordenadas intrinsecas u'Y = {t,0,¢}. B

o vetor normal é n, = W&. Da equagao (2.12):
Y(©)(0) = 1 Y (2)(2) — —R2 3 Y(3)(3) = —R2 Sin2 0. (380)

Da condicao que 7(;(;) devem ser iguais para as duas variedades:
Ry(ry,t) = Ry(ry,t) i Rrr(re,t) = Rypr(ra,t). (3.81)
Da equagao (2.14):
Koy =1+ f(r)?R  Kgys) = (14 f(r))*Rsin®6, (3.82)

para um valor de r constante. Impondo a continuidade de K(;)(;) iguais para as duas

variedades, segue:
f1(r1) = frr(r1) s fri(re) = fro(ra) . (3.83)

Para o caso do universo plano f =0, (3.83) é imediatamente satisfeita.
De (3.53) temos que R = —£%) . Como ¢ e R sdo continuas em ¥, entdo R também serd.

2R2

E como F(r) = Rg(r) temos:

Rs1(r) = Rsrr = Rspr(r2) . (3.84)
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S6 nos falta estabelecer as condigoes para g(r). De (3.72) podemos concluir que a

continuidade de R(r,t) implicard na continuidade de g(r). Enfim:

gr = grr(r1) s 911(r2) = grrr - (3.85)

Lembrando que nas regioes I e III g(r) é constante quando a densidade de energia é
diferente de zero. Observando as equagoes (3.74) e (3.78) vemos que R(r,t) para as

regies I e III podem ser escritos como R(r,t) = a(t)o(r). Reescrevendo a métrica:
ds* = dt* — a*(t) [0”(r)dr® + o*(r)dQ?] . (3.86)
E, introduzindo uma nova coordenada x = o(r) = dx = o'dr:
ds® = dt* — Ad*(t) [dx* + x*dQ?] . (3.87)

Por fim, temos que as regioes I e IIl podem ser escritas como métricas de
Friedmann. Dessa forma, podemos dizer que o(r) é diretamente proporcional a r,
deixando Rg(r) diretamente proporcional a r®. Aplicando as condigoes de contorno

(3.84), temos:

r

Res(r) = Rsi. (—)3 Rsqni(r) = Ron (1)3 | (3.85)

T ()

Pelo teorema de Birkhoff [12] e pelo trabalho de Einstein e Straus [4] sabemos que a
regiao II pode ser descrita na forma da métrica de Schwarzchild. As equagoes

(3.76) e (3.77) nos permitem:

Ry 1) = (R}Sz”ym g1 (). (3.89)
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Subtituindo essa tltima equacdo na (3.69) podemos integrar, obtendo

2) R3/2 ) 14+ (RSH)l/Q
=7 - — /2 ‘R
gr(r) =T 3 (Rs)/2 2(Rsi )" + Rsyrln T (RSRII)1/2 (3.90)
E integrando (3.68):
1+ (3511)1/2
t=T—2(2Rs;;R)"* + Rg;;In Tgu)l/z . (3.91)
R
Resultando na métrica de Schwarzschild:
~1
ds?, = (1 — %) dr? — (1 - R;”) dR* — R*d0? . (3.92)

Assumimos que o raio R das esferas crescem com r, assim R’ > 0. Para a regiao II, a
partir de (3.77), implica em ¢}; < 0. A funcdo mais simples que a satisfaz é g;; = a —r,
onde a é constante. Pelas condigdes de contorno (3.89) a = grr; + 2. Por outro lado, as
densidades de energia (3.75) e (3.79) divergem quando ¢} = g; e t}!* = gr;r, onde o
indice S indica o tempo no qual os universos emergem da singularidade. Como a regiao

IIT ¢é idealizada como sendo o universo externo é natural tomarmos g;;y = 0. Assim:
gr =712 —T1 s gIr="T2 — 7T grir = 0. (3.93)

Finalmente podemos escrever a forma final do universo de Novikov: Regiao I: Ntcleo

- métrica de Friedmann (0 < r < rq)

Rir.1) = (3/2)°P (Rs1n)* [t = (ra = r)7*. (3.94

1

kpi(t) = 5 (3.95)
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Regiao II: Vazio - métrica de Schwarzschild (r; < r <)

Rir(r,t) = (3/2)*(Rpy) 3 [t — (ry — )], (3.96)
1/3
) == (52) e =l (3.97

Regiao I1I: Universo Externo - métrica de Friedmann (r > )

Runr(ryt) = (3/2)*(Ryp) /21, (3.98)
2
4

3.4.1 Coeficiente de Expansao e Tempo Critico

No caso do universo plano de Tolman, nos interessa saber como as hipersuperficies de
separagao r = ry e r = ry expandem em funcao de r e t. Ja sabemos que para o caso

Y :r=cte, n, = R'6}. E pela equagao (B.6) temos:

0 — 7(Z’)(J’)K(i)(j) K@ s

o (3.100)

Definimos como tempo critico t. o instante no qual o nicleo de matéria alcanca o raio de

Schwarzschild. Sendo assim, pela equacao (3.94):

2
R[(T’17tc) = RS]] = tcl = §<RS]I) + (T’Q — T‘l) . (3101)

Na discuss@o que precedeu a equagao (B.93) o nicleo de matéria irrompeu no
espago-tempo quando t} = r, — ry, portanto dado o tempo critico, o niicleo alcanga o

raio de Schwarzschild posteriormente ao seu nascimento®, coeretemente.

3A palavra nascimento foi usada aqui no mesmo sentido de irrompimento, apenas.
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3.4.2 Vetores de Killing

Secao baseada das aulas de gravitag ao de J. M. Salim [20].
Quando efetuamos uma transformacao de coordenadas do tipo T =T+ E temos um
novo tensor métrico g:“,. Se quisermos saber a diferenca entre as métricas transformada

e original no mesmo ponto ¥ calculamos a derivada de Lie sobre o vetor E
Egg;w = 9;/W<f) — G (%) = & + & - (3.102)

Por sua vez, se tivermos uma métrica independente de uma coordenada, ou seja g,,, nao
dependente de 7, certamente qualquer translacio do tipo 2/, = x, + 65X deixard 9w

invariante, logo: Eggw, = (. Denominamos vetores de Killing esta classe de E 4
Suw T & =0, (3.103)

Concluimos que uma métrica do tipo de Scwarzchild, nao dependente do tempo, tem
vetores de Killing £ = 0% e £, = (1 — Rg/R)0°. Para sabermos os vetores de Killing da
métrica plana de Tolman, basta efetuar um transformacao de coordenadas de acordo

com as equagoes (3.68) e (3.69):

£ = &€ =¢*=(1,-1,0,0) = & = (1, R?,0,0). (3.104)

Para cada uma das regioes do universo plano de Tolman:

4/3 2/3
&' = (;) —(RZ;) [t = (ra =) (3.105)
2/3
&1 = {%(RSH) [t —(ra — 7“1)]} ) (3.106)

4Quando falamos que guv 130 depende de x g, estamos falando de um caso particular,
bem simples, desse tipo de vetor. Qualquer vetor 5 que obdega (3.103) é vetor de Killing.
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II7 3 e 2/3t4/3
& :(Z) (Rsir) el (3.107)

Calculando a norma do vetor de Killing na regiao II temos:

£ =1— ];SIIII . (3.108)

- 2
Se Rir > Rsir = ||€|l > 0, entao o vetor de Killing é do tipo-tempo. Ja se

- 2
Rir < Rgrr = ||€|l < 0, entao vetor de Killing é do tipo-espago. Agora, usando o
resultado de (3.96) para calcular o vetor de Killing nas hipersuperficies de separacao

T =71 €T =Ty temos

r=n"r
2
-2 2 Rsrr 3
=1—-|-— ; 3.109
e’ =1 - 5= (3.10)
r=T"T9
2 Rs;r "
2 SII
=1— 1= ; 3.110
jé° =1- |35 (3.110)

2
Para saber quais as coordenadas de um horizonte de eventos devemos fazer ||| = 0. De
(3.109) e (3.110) vemos que os horizontes acontecem, respectivamante, quando

Ri(r1,t.") = 2kmy; e Rypr(ra, t."'1) = Rgyy, onde t,! é dado por (3.103) e t,/f = 2Rgy;.

C
Note-se para t <t/ ou t <t /11 temos vetores de Killing tipo-espago. J& se t >t ou

t > t 1 temos vetores de Killing tipo-tempo.

Podemos escrever a métrica da regiao II em coordenadas de Schwarzschild:

RII 17

-1
ds?, = (1 - @> dT? — (1 — };S”) dR* — R2dQ* Ry > Rgrp.  (3.111)

Observando essa métrica, concluimos que g,,, ndo depende de 7" sendo g,, = g,.,(R). Por
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outro lado,

R - R
ds?, = ( RSH — 1) dR? — (% — 1) dr? — R5dO? Rir < Rgyy .- (3.112)
11 11

Essa ultima pode sofrer uma transformacao de coordenadas Ry =z° e 7 = 2%

-1
ds?; = (RS” - 1) az*® — <RS” 1) dz"* —7°%d0? 7 < Rgy. (3.113)

z° z°
Nessa forma g,,, nao depende de Z', a métrica pode ser escrita como g, = ¢,,(z°). Na

definicao de Novikov-Zel’dovich, métricas escritas na forma (3.113) sao chamadas de

Regioes-R e as da forma (3.112), de Regioes-T.

3.4.3 Hipersuperficies de Separacao em Novikov

Vamos calcular sistematicamente algumas hipersuperficies especiais.

a)R constante
i=VR=n=R m=R=n"=R nl=-= (3.114)

. / =12 . o~ . .
cuja norma ¢é ||77||” = R? — 1. Para cada regiao do universo de Novikov:

2 2%/ r\’ 2/3
il =3 (e (&) = (=l - 1 (5.115)
~ 22/3 3 RS
17l = 3 (Rsun)lt = (ra = 1)] = TIII —1; (3.116)
. 22/3 N 2 -
||n||?n —3 (Rsp1)*? (E) 28— 1. (3.117)

Resultando R;; > Rg;; o vetor normal 7i;; é do tipo-espaco em Regioes-R. E, quando
R < Rgy; o vetor normal 7;; é do tipo-tempo em Regioces-T.

b) r constante
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Conhecendo o vetor unitario normal podemos calcular um vetor normal nao unitario:

1
na:5é:>na:—m o (3.118)
cuja norma é ||7]|* = — . Para cada regiao do universo de Novikov:
2
12 r
AP = ——— 3.119
il =~ (3.119)
R
L2 11
— ; 3.120
172017, Rsys ( )
2 r?
17l = _@' (3.121)

Em todos os casos os vetores sao tipo-espaco.
c) t constante
Entre as hipersuperficies mais simples de toda a geometria de Novikov os vetores sao

ortonormais, tais que sempre definem tri-espacos Euclidianos:
Ng = 00 = n® =5 . (3.122)
3.4.4 Comportamento das Geodésicas
A métrica da regiao II é:
ds?; = dt* — %dﬁ — R3,[d6? + sin® 0d¢?] , (3.123)

de acordo com (3.63) e (3.89) definindo que f(r) = 0 quando tratamos do universo plano

de Tolman a equacao da geodésica para a coordenada t é:

dt [Rsrr
— =4 . 3.124
dr R[] ( )

A partir de (3.124) e (3.96) segue:

dt
R11:O:>d——>oo:>t:r2—r; (3.125)
r
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dt 2
RII:RSII:>d_:i1:>t:r2_r+§RSI]; (3126)
T
dt 2
R >> R511:>$—>0:>t>> r2—r+§RSH. (3.127)

As singularidades, caracterizadas pela densidade de energia infinita, acontecem nos

117

instantes to! = ry — r; para a regiao I e ty!! = 0 para a regido III. Sendo as funcoes R; e

Ry nulas nestes instantes temos pelas equagoes (3.94) e (3.98):
R[:O:>t:7’2—7"1; (3128)

Riyr=0=t=0. (3.129)

Os horizontes de eventos, definidos por R(t,7) = Rg, ocorrem nos instantes
th =t + Rsn et ZRSU, respectivamente para as regioes I e III. Segue de
(3.94) e (3.98):

Ri=Rs;=t=t'+ RSH<T

) (3.130)

,
Rir=Rgyp = t= gRSII < 2) (3.131)

Assintoticamente, a equagao (3.130) nos da:
r=0=t= o
r=00=1= tol
Por sua vez, a equagao (3.131):
r=0=1%t= o
r==oco=1:t=0
Para analisarmos o comportamento das geodésicas no universo de Novikov, observe o
grafico (3.1). Os fétons que passam pelo evento 1 sao criados na singularidade e podem

sair para o universo externo, tendendo ao infinito, ou ficarem presos no horizonte de



3. Solucgoes classicas apresentando inomogeneidades locais 39

eventos. Ja os fétons no evento 2 podem ter sido criados na singularidade e tenderem ao
infinito, ou estarem confinados no raio de Schwarzschild. Por sua vez, fétons no evento 3
ou foram criados no infinito e nao se aproximam do horizonte de eventos, como podem
ter sido gerados na singularidade. Os fétons no evento 4 tém a mesma histoéria dos
fotons no evento 1. Quando fétons criados na singularidade de um modelo podem sair
para o universo externo e, por outro lado, fétons criados no universo externo nunca

alcangam o horizonte de eventos, chamamo-o de buraco branco.
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H F 4
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-

Figura 3.1: O comportamento r(¢) do universo de Novikov



Capitulo 4

Universo de Novello e Salim

4.1 Apresentacao

Nao h4, ainda, um entendimento claro sobre o comportamento dos fétons nas
proximidades de um campo gravitacional muito intenso. A Teoria da Relatividade Geral
(TRG) nos mostrou o efeito da gravitagao sobre os graos de luz: malgrado a auséncia de
massa, os mesmos curvam-se atraidos pela energia do campo gravitacional. Para
descrever um efeito mais forte podemos, por exemplo, considerar auto interagoes
descartadas pela teoria de Einstein. Pensando nisso, Novello e Salim [15] comegaram um
estudo sistemaético de teorias nao-minimalmente acopladas com a gravitagao que geram
naturalmente nio-linearidades. A Lagrangiana da TRG adicionada a de Maxwell
acrescentam um termo proporcional ao escalar de curvatura e ao potencial vetor
eletromagnético resultando em fotons com massa proporcional aquele escalar. Dos varios
aspectos tratados nessa teoria, como a quebra da invariancia de calibre, vamos nos deter
numa solucao particular, caracterizada por um universo homogéneo e isotrépico

preenchido com fotons nao-lineares. Como veremos, o modelo cosmologico que descreve

41
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esta teoria nao possui singularidade.
Seja a Lagrangiana

L—v=g {R _ EF“”FW + BRW#W“} (4.1)
onde R é o escalar de curvatura, F),, é o tensor eletromagnético, W, é o potencial vetor
eletromagnético e 5 é uma constante.

Tomando a variagao da Lagrangiana (4.1) com respeito a métrica obtemos:

1 1 1
(R,W - 5ng) (L+ BW?) =39, DWW+ B2, + BRI, W+ (prg + —F“ﬁFaﬁgW) -0,

4
(4.2)
sendo W? = WHW,,.
Por outro lado, se tomarmos a variagao com respeito ao potencial vetor W,:
F3f = —28RW*™. (4.3)
Aqui temos explicitamente a nao linearidade da teoria, uma vez que no
eletromagnetismo de Maxwell F‘Zf = 0. Do traco da equagao (4.2) temos:
R = -3380W?. (4.4)
Substituindo-se esta ultima em (4.3):
Ff =6p°WeOw?. (4.5)

4.2 Uma Solucao Particular

Uma possivel solucao cdésmica para o universo preenchido com estes fétons nao-lineares é

F,, =0, visto que, mesmo os vetores elétricos e magnéticos sendo nulos, temos W, # 0
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como campo real, por conta da quebra da invariancia de calibre da teoria. Da equacao
(4.3) temos R = 0 e com (4.4) obtemos a equagao de onda para W?: OW? = (.
Definindo uma nova funcao Q(t) =1+ W?, e ainda W, = W (t)d;, reescrevemos a

equacao (4.2) como

R, = ——£%. (4.6)
Supondo que a métrica desse universo seja dada por Friedmann:
ds* = dt* — a®(t) [dx® + o?(x) (d6 + sin® 0d¢?)] | (4.7)

obtemos trés equagoes para o modelo, usando as expressoes para I?,, de acordo com as

equag oes (2.2) a (2.6):

3 d*a 1 d*Q
oo -7 4.
a dt? Qde?’ (4.8)
2 2 2
1da , 1 do  ,(1lda)\" _i@@, (4.9)
a dt? ao dx? a dt al) dt dt
ld?%a 1 &0 (1do\* 1 lda\® 1 dadQ (4.10)
adt?  a?o dy? ao dx a20? adt) — aQdt dt’ '

Das equagoes (4.9) e (4.10) obtemos as trés solugdes possiveis para o(x) resolvendo a

equagcao:

d> do\?
- (i) f1-0. (4.11)

onde o(x) = x para o universo plano; o(x) = sinh y implica no universo aberto e

o(x) = sinx, fechado. As equagbes resultantes sao:

3 d%a 1 d?Q

-7 - 4.12

a dt? Q de2’ ( )
1d?a € 1da\? 1 dad
S8 0 o 20Y) - o T 4.13
aar T2 T (a dt) aQ) dt dt’ (4.13)

09 =0, (4.14)
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onde € = {—1,0,+1} para os universos aberto, plano e fechado, respectivamente.
Conforme veremos a seguir, o universo aberto nos provem uma solugao cujo fator de
escala a(t) nao possui singularidade. Os outros dois casos nao serao estudados nesse

trabalho. Da (4.14) temos que a*%} = Cy. Substituindo este resultado em (4.12)

3d%a

encontramos a g2

= %l De posse desses resultados integramos (4.13) e obtemos:
1
a(t) = (t - t0)2 + CQ s (415)

onde tg, Cy, C1 e Cy = Cy/Cy sao constantes de integragao.

Para que o fator de escala a(t) nao tenha singularidade, teremos um minimo em
o = a(t = ty) = a2 = Cy, ou seja, Cy > 0. Da defini¢ao de Q:

BW? = [Cy(t —tg)/a] — 1. Se 8 < 0, logo C; <0 ety <0. Donde Cy <0, e

reesecrevendo (4.15):

alt) = /(£ — 10)? + ag?. (4.16)
Pela equacao 4.5 escrevemos o tensor energia-momento correspondente como:

1
2

Qv
Ry, = —kT,, = kT, = 6 : (4.17)

R, —
Para calcularmos as partes irredutiveis desse tensor energia momento utilizaremos a

defini¢ao da eq. (A.1) e uma classe de observadores comoventes com o fluido tais que

Vi = 6. Pelas equagoes (A.3) a (A.6) temos:

1 d*Q
kp=—=— 4.1
P
= —. 4.19
p=3 (4.19)
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Se o fluxo de calor e a pressao anisotrépica nulas temos o caso correspondente a um
fluido perfeito com equacao de estado correspondente a radiacao. A densidade de

energia é negativa uma vez que na (4.12) temos g—‘l) > 0.

4.3 Sobre Inomogeneidades em Novello-Salim

Queremos determinar as condigoes de contorno para ligar a métrica Novello-Salim com
um universo externo. Primeiramente deve-se notar que do fato do tensor energia
momento da teoria ndo possuir trago, a equacao de estado (4.19) nos d4 um fluido de
radiacao, ou seja, com pressao proporcional a densidade de energia. Nao podemos colar
nenhuma meétrica de radiacao com Schwarzschild, pois para satisfazer a condicao de
continuidade da pressao, a densidade de energia da métrica de radiacao também deve
ser nula. Procuramos, entao, por uma métrica que permita uma solucao com radiacao.
Das opgoes estudadas [3] e [23], escolhemos a métrica de Vaidya por simplicidade.

Reescrevemos as equagoes (2.27) a (2.29) para o universo aberto de Friedmann:

1| [/a\? ' 2ax2 (a\’
k‘(p)ENovellofsalim = ? [(;) - 1] (2a2X2 -+ 3) - t (;) . (4.20)

Y Novello—Salim 0/2

k(p + Mapn®n®) =

2ty
_ 42X

Y Novello—Salim a

k(gan®)

1 (%)2 + % (%)] , (4.22)

Nao podemos ter um observador comovente em um universo de Friedmann conectado a

onde = d/dr.

métrica de Vaidya [6]. O fluxo de calor, dado pela eq. (4.22), é nulo para um observador

comovente, e pela condigao de continuidade o fluxo de calor em Vaidya, veja eq. (2.58)
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também deve ser nulo. Ocorre que pelas equagoes (2.56) a (2.58) as quantidades de
energia em Vaidya sao proporcionais umas as outras, de maneira que a densidade de
energia e a pressao seriam igualmente nulas.

As equagoes (4.20) a (4.22) podem ser escritas em funcdo da densidade de energia e
pressao vistas pelo observador comovente e dadas pelas eq. (4.18) e (4.19). As equagoes

de Einsteins sdo reescritas como:

3 d?a
1d2 1da\”
—a2 [ad—tg + 2% + Q(Ed—j) ] = —kpa2 . (424>
De (4.23) e (4.24) reescrevemos (4.20) a (4.22):
. 6L2)'(2
<p)2Novellofsalim = p <t2 + 3 ) ) (425)
t'2
«a,. B - i 2.2
(p+ Haﬁn n )ENOUGZZO*Salim - p (3 + a X ) ! (426)
[ 4 [
<qan )ENoﬂello—Salim = j: _gpatx : <427)

Se o fluxo de calor e a pressao devem ser continuas ao longo da hipersuperficie de
separagao, e para a métrica de Vaidya essas quantidades sao iguais (observando as
equagoes (2.57) e (2.58) e os sinais correspondentes & diregao do vetor normal), temos
que os mesmos devem ser iguais na métrica de Friedmann. Corrigindo os sinais

apropriadamente, temos para as equagoes (4.26) e (4.27):

2 2.2 4 [y
—kp 3 +a*x* ) = —gkpatx, (4.28)

da qual obtemos:

t* — daxt + 3a*x* = 0. (4.29)
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Resolvendo a equacao (4.29) temos duas solucoes para t: £ = 3ay ou f = ay.

47

Substituindo estes resultados na condicao tipo-tempo (2.30), concluimos que a tnica

possivel é:

t = 3ay.
A eq. (2.30):
1
2t
X782

onde 7y ¢é constante de integracao.

Com o auxilio da (4.31), reescrevemos a equagao (4.16) em funcao de 7:

a(T) [3(r — 70) — 2v/2t0]2 + 8(0)?.

_1
2v/2

Substituindo (4.32) em (4.31) a integracao nos da y em funcao de 7:

X(7) = x0+1n {3(7’ —70) — 2V/2ty + \/[3(7’ — 7o) — 2V/2t)2 + 8(@0)2}3 :

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Usando as equagoes (4.30) e (4.31) reescrevemos as quantidades de energia sobre ¥ na

regiao correspondente a métrica Novello-Salim:

7
(p)ENovellofsalim - ép’

(p+ Hagnanﬁ) =

Y Novello—Salim

N P
(qan )ENover—Salim =+ (_§> 7

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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onde p é dada por (4.18) e (4.12):

o(t) = —% [(t - toc)“g . %QT . (4.37)

Podemos reescrever as componentes da curvatura extrinseca (2.33) a (2.35), segundo as

equagoes (4.30) e (4.31):

K(O)(O) =+ [ln <CL_%)] , (438)

d
K2 = +ao [3(aa)- —2V2 ad—ﬂ , (4.39)
K(g)(g) = K(g)(g) SiIl2 0. (440)

Das condicoes de contorno de Darmois, a continuidade da métrica intrinseca impoem

para as equagoes (2.30) a (2.32) e (2.59) a (2.61):

R . P
(1 — FS) U’ +2UR =1 —a’y* =1, (4.41)

R=ao. (4.42)

Das condicoes de contorno de Darmois, a continuidade da curvatura extrinseca impoem

para as equagoes (4.38) a (4.40) e (2.62) a (2.64):

W=

{m(UR)]' - [m (a_ )} - (4.43)

R(R+ FU) = ao [3(&0)' - 20%] . (4.44)

Integrando a equacao (4.43):

RU = =, (4.45)

S 2

onde Cj5 é constante de integracao.
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Substituindo 4.42 em 4.44 obtemos:

. V2 [(do da
FU=—|——-0—]. 4.46
2 (dx Udt) (4.46)
Dividindo a eq. (4.46) pela (4.45), e usando a (4.42):
as (do  da\ (do . da
F = — — 00— — 4+ 30— | . 4.47
4C; (dx gdt) (dx * Udt) (4.47)
E, por fim, aplicando (4.47) em (4.46):
. V205 (do da\ ™
=237, 3,20 4.48

Com as equagoes (4.45) a (4.48) tem a evolucao temporal de todas as coordenadas da
métrica de Vaidya em fungao das coordenadas de Friedmann e o tempo préprio 7. Se a
integracao dessas quantidades for possivel, obtemos as condi¢oes de colagem entre as

métricas de Vaidya e de Friedmann.

4.4 Evolucao da Hipersuperficie na Regiao
Novello-Salim

Pelos resultados das egs. (4.31) e (4.31), podemos reescrever a velocidade do observador

na regiao Novello-Salim sobre a hipersuperficie 3, dada pela eq. (2.25):

2 1 2
Ve = £(3a 57070) = VOé - \/T_(ZS? _&70’0) : <449)

Da eq. (B.6) podemos calcular a taxa de expansao da hipersuperficie:

C3V2 t—t
T4

a?

0 . (4.50)

Note que para t < tg temos # < 0 correspondendo a fase de contracao e quando t > ¢,

temos 6 > 0 caracterizando a expansao da regiao.
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A aceleragao a, = V,,,,V" da classe de observadores sobre a hipersuperficie de separacao:
1 2
a, = g(t—to)(l/a ,—3/a,0,0). (4.51)
A evolugao da taxa de expansao (4.50):

o Vo= {1 _ zw} | (4.52)

Sa a?

Da eq. (4.52) calculamos os extremos de 6 fazendo 0,V = 0. Encontramos

O(t —ty = ) = :I:%g. Ainda pela equagao (4.50) temos 0(t —tp =0)=0¢e

0(t — tyg — o0) — 0o0. Usando a equagao (4.16) calculamos o valor do fator de escala
quando a(t — ty = ag) = V2ay, e conforme definicao anterior, a(t —ty = 0) = ay.
Da eq. (4.37) temos p(t —tp =0) = —aiog e p(t—to=xag) = —ﬁ. Lembre-se que a

densidade de energia vista por um observador movendo-se sobre a hipersuperficie ¥ é

dada por (4.34). Com estas informagoes construimos o grafico 4.1.
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Figura 4.1: Evolugao temporal do fator de escala e da densidade de energia
na regiao Novello-Salim e a taxa de expansao da hipersurficie de separacao
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Capitulo 5

Conclusoes

No capitulo 2, apresentamos as condicoes de contorno de Darmois para a colagem de
métricas. Essas condigoes se estabelecem através da continuidade da métrica intrinseca
e curvatura extrinseca que definem a tri-superficie de separacao ¥ entre as geometrias.
Ao supor que a relagao entre a curvatura do espago-tempo e a distribuicao de energia da
métrica é dada pelas equagoes de Einstein, as condigoes de Darmois também implicam
na conservacao da pressao total e fluxo de calor que atravessam X permitindo,
entretanto, a densidade de energia nao ser necessariamente igual nas duas variedades.
Definimos, a seguir, uma hipersuperficie de separacao tipo-tempo e calculamos as
projecoes do tensor energia-momento de acordo com a equagao (A.1) correspondentes a
estes observadores e a métrica intrinseca e curvatura extrinseca para as geometrias
esfericamente simétricas de Friedmann (homogéneo, isotropico em expansao),
Schwarzschild (vazio) e Vaidya (fluxo de calor direcionado radialmente). Todos os
tensores de Ricci e Einstein foram calculados segundo o formalismo de tetradas (ver

[21]).
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No capitulo seguinte, narramos algumas solucgoes classicas na literatura de
inomogeneidades locais. Comegamos com o trabalho de Einstein e Straus [4] no qual
uma massa pontual e centrada numa regiao esfericamente simétrica vazia que, por sua
vez esta conectada a uma métrica em expansao dada por Friedmann. A solucao deste
problema mostra que um observador comovente na métrica de Friedmann pode
representar a massa pontual como uma distribuicao de poeira com densidade igual ao
universo externo. Também é demostrado que a regiao do vazio pode ser escrita em
coordenadas de Schwarzschild. Ainda no terceiro capitulo, seguimos o trabalho de
Oppenheimer e Snyder [19] sobre colapso gravitacional. Neste trabalho o campo da
estrela é descrito pela métrica fechada de Friedmann tendo como fonte um fluido
perfeito sem pressao envolto no vazio de Schwarzschild.

O capitulo 3 descreve ainda o buraco branco de Novikov ([17] e [1]) motivado
originalmente para explicar o comportamento dos quasares. Aqui temos um ntcleo de
poeira cercado pelo vazio e embebido numa métrica em expansao. Estas trés regioes sao
descritas pela métrica esfericamente simétrica em coordenadas comoventes desenvolvida
por Tolman [22]. Aplicamos as condigoes de contorno de Darmois e concluimos que as
métricas em expansao podem ser escritas como Friedmann e a regiao vazia como
Schwarzschild. A analise das geodésicas nos indicou que os fétons criados na
singularidade desse modelo podem ultrapassar o horizonte de eventos e penetrar o
universo externo, e que de forma contraria, nenhuma informacao oriunda de fora pode

cruzar o raio de Schwarzschild. Nesta dissertagao consideramos apenas o caso do
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universo plano®.

Os trabalhos descritos até aqui trataram de colagens entre as geometrias de
Schwarzschild e Friedmann, na qual a matéria é descrita como um fluido perfeito sem
pressao por observadores comoventes. No capitulo 4 descrevemos as condicoes de ligacao
entre uma métrica homogeénea e isotrépica sem singularidade desenvolvida por Novello e
Salim (N-S) [15] e a solugao externa de Vaidya [23]. A Lagrangiana de N-S contém um
termo de acoplamamento nao-minimo com a gravitacao gerando fétons nao-lineares com
equagao de estado p = p/3. A quebra da invariancia de calibre desta teoria permite uma
solucao nula para o tensor eletromagnético, uma vez que o potencial vetor ¢ um campo
real. A métrica de Friedmann usada para descrever a geometria provém uma solucao
sem sigularidade no caso do universo aberto. A nossa ideia era descrever a geometria
usando o formalismo de Tolman [22] e a métrica dada pela eq. (3.44), abordagem que
serd retomada em estudos posteriores, uma vez que a projecao do tensor
energia-momento sobre observadores comoventes resulta em pressao anisotropica
diferente de zero aumentando a dificuldade na resolucao das equacoes, nao sendo
adequado a uma abordagem inicial. Assim, focamos no estudo da colagem da métrica
Novello-Salim tipo Friedmann. A tentativa seguinte consistiu em realizar a ligacao com
a métrica de Schwarzschild, que como vimos nao preserva a continuidade da pressao
através da hipersuperficie. Passamos, entao a procurar métricas que descrevessem
radiagdo como as de Vaidya [23] e Bondi [3]. Apds escolhermos a métrica de Vaidya,

concluimos que os observadores sobre a hipersuperficie de separagao entre as métricas

1Outros casos e a generalizagao deste modelo pode ser encontrada em [1].
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nao podem ser comoventes com o fluido ([6] e [7]): observadores comoventes medem
fluxo de calor nulo na métrica Novello-Salim, e em Vaidya o fluxo de calor nao pode ser
nulo ou recairemos no caso de Schwarzschild, sem realizar a ligacao entre as métricas.
Conseguimos estabelecer as condigoes para a colagem entre a métrica de Novello-Salim e
Vaidya e ainda analisar a evolugao das quantidades cineméticas sobre X na regiao
interna®. O préximo passo sera analisar o comportamento das geodésicas em Vaidya, ou
seja, as trajetérias dos fotons nao-lineares no universo externo, comecando pelo trabalho

de Lindquist, Schwartz e Misner [10].

2 As condicoes de colagem independem de definir qual métrica ¢é interna ou externa. No
nosso caso, entretanto, estamos interessados em descrever um modelo estelar com fonte
de fétons nao-lineares. Assim, consideramos a métrica interna como Novello-Salim e a
externa como Vaidya.



Apeéendice A

Tensor Energia-Momento

Secao baseada na monografia de M. Novello [13].

Seja o tensor enegia momento escrito em funcao das suas parte irredutiveis
Taﬁ = pVaVB - phaﬁ + Q(avﬁ) + Ha,@ ’ (Al)

onde p é a densidade de energia; p é a pressao; q, ¢ o fluxo de calor; Il,5 é a pressao
anisotropica; V,, é o campo de velocidades e, finalmente, h,3 é 0 tensor projegao (sem

trago e cuja projegao sobre si resulta nele préprio) tal que
hag = GaB — VaV5 > (AQ)

sendo g,3 a métrica.
Sabendo que o fluxo de calor e a pressao anisotropica tem projecoes nulas sobre o campo
de velocidades, e que a pressao anisotropica tem trago nulo, podemos escrever os

seguintes resultados:

p= Taﬁvavﬁ ) (AB)
1 of
p= _§ aﬂh ) (A4>

o6
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0 = TogVhS (A.5)
Hag = Taﬁ — pVaV/5 —I—phag — Q(an . (A.6)

Quando mudamos de observador, ou seja, o campo de velocidades V,, pelo campo V,, o

tensor energia momento resulta em:
Tog = p'VaVs = D'hiys + 4o V) + s (A7)

de tal maneira que as variaveis linha sao as correspondentes as quantidades de energia
vistas pelo novo observador. Rescrevendo as quantidades anteriores em funcao das

primeiras encontramos:

pr=a(p+p)—p+2a8+7, (A.8)

P =p—3 [+ -0~ (a5 +7)] (4.9)
¢h=aqg+[a(p+p)+ B Va— [ (p+p) +7] Va+ V7, (A.10)
Ly = Ty — Vi $hLs — T (A1)

assim definidas: a = V,V®; = ¢,V v = Hagl_/a\_/ﬁ.
Considerando as equagoes de estado p = Ap e p’ = Ny e reescrevendo as equagoes (A.8)
e (A.9), obtemos:

P'(BN —=1)=p(BA—1), (A.12)

AL (e N ¢ 20T

- ; (A.13)

Considerando essas duas ultimas equacgoes, as quantidades irredutiveis do tensor energia
momento permanecem invariantes sob duas classes de observadores distintos sendo o

unico caso possivel é A = X = —1, com o fluxo de calor e a pressao anisotrépica nulas,
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ou seja, um fluido perfeito no vacuo. Este resultado serd de extrema importancia na
colagem de métricas que nao permitem observadores comoventes.
Estudando o caso de dois observadores para um caso particular quando a Lagrangiana

de um campo escalar sob a a¢ao de um potencial V(¢) obtemos:

L=+—g {%s@,w’* -V (90)} : (A.14)

O tensor energia momento pode ser calculado através da variacao da Lagrangiana:

T = \/L__g 5‘;f | (A.15)
Sendo assim
T = oupw = 22 [oae = V(9)] | (A.16)
e o traco
T =4V — o ™. (A.17)

Calculando as quantidades irredutiveis do tensor momento energia a partir da equagoes

(A.3) a (A.6) e (A.1), obtemos:

p=0°— %s@,w* +V, (A.18)
1 2 1 A
p=3(0" +5pap”) =V, (A.19)
qs = 0ops—0Vy, (A.20)
ap = Top — pVaVs + Phas — 4 V) » (A.21)

onde o = ¢, V.
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Sendo o campo de velocidades V, = \/“DLA, obtem-se um fluido perfeito com
PP

A

p= 90“290 V. (A.22)
PP

p= ’2 -V. (A.23)

Das equagoes (A.8) a (A.11), obtemos para o campo de observadores V,:

1

p = gpjxcp”\(oﬂ — 5) +V, (A.24)
o™ 1
P = ’T(a2 +3) -V, (A.25)

g = app\/oap? — &’ Vapap™ (A.26)

A
2N'% 7 T T/
IT5 = @08 + 3 [gas(a® = 1) + Vo V5(20% +1)] — ap Ve[ erpr . (A27)

Para os casos especiais:

a) No véacuo, como dito anteriormente, teremos um fluido perfeito, tal que ¢ , = 0 sendo:
p=p=V, (A.28)
p=p =-V. (A.29)

b) Com o observador V,, inserido num meio material com pressao nula (poeira), tal que

g07,\g0’>‘ =2V
p=2V, (A.30)
pl=2Va?, (A.31)
P = %(Of -1), (A.32)
gs = apsV2V = 2Va*Vs, (A.33)
L = a8 12 [Gas(@® = 1) + Vo V3(20° +1)] — a0 Vi V2V . (A.34)

3



Apeéendice B

Quantidades Cinematica

Secao baseada na monografia de M. Novello [13].
Neste tépico trataremos do estudo das quantidades cinemaéticas em quatro dimensoes,
explicitando como se forma o movimento de um observador com velocidade V#. Para
isso decompomos a derivada covariante deste vetor em suas partes irredutiveis:
expansao, vorticidade e cisalhamento. Primeiramente, escrevemos V)., em uma parte
ortogonal e outra paralela a V,:

A

—
Viw = Nuw + Vil VAV, (B.1)

onde a, = V,\V* é a aceleragao.
Separando o tensor N,3 em uma parte simétrica

Oapeanti — simétricawns(Nog = Oap + wap), tais que:

1

HQB = 5 (Na,b’ =+ Na,B) , (BQ)
1

Wap = § (Naﬁ — Na ) . (B3)

Note que w?%, = 0.
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Podemos, entao separar w,s em duas partes:

1

Ohes . B.4
50hap (B.4)

Oap = Oap +

sendo h,p € o tensor projecao definido em (A.2). A parte sem trago corresponde a op.

Reescrevemos o tensor N,gs:
1
VOG/B = Oap + geh(x,@ + Wap — aaV,B . (B5)
Tomando o trago de (B.5), obtem-se:
0=V, (B.6)

onde # ¢é a taxa de expansao.
Projetamos a derivada covariante do vetor velocidade duas vezes no espaco ortogonal a
Ve

1
heR Vs = 0 + 30+ (B.7)

Das eq. (B.6) e (B.7) obtemos

Wy = hYh Vs (B.8)
« 1 «
O = WG, 1, Vs — Vel (B.9)

sendo w,,, o tensor vorticidade e o, o tensor cisalhamento.

Conforme a defini¢ao do tensor de Riemann:
Raﬁ/ﬂ/vﬁ = Vaiuw — Vo (B.10)
e aplicando-se g** a equagao anterior teremos:

0.,V — a®y + VOV, = RygVoVP. (B.11)
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Da equagao (B.5) pode-se desenvolver o terceiro termo do lado esquerdo da tltima

equacao como:
02

veve, =2(c® —w?) + 5~ (a“V,)?,

sendo as definigoes w? = 1/2wasw™ e 02 = 1/20,50°°.

Se o observador é do tipo-tempo, obtem-se:
GasVVP =1=a"V, =0.

Substituindo (B.12) e (B.13) em (B.11), temos:

2

0.V —a% +2(0” —w?) + v RogVoVP.

3

(B.12)

(B.13)

(B.14)

Quando escrevemos R, de acordo com a teoria da relatividade geral a equagao (B.14) é

conhecida como equagao de Raychandhuri.
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