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Resumo

Teoria de Campos

Em Um Meio Desordenado

por

Juan Guillermo Duefias Luna
Mestrado em Fisica
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro, 2011

Orientador: Profesor Nami Fux Svaiter.

Pretende-se analisar a localizacdo para uma teoria de campo escalar ndo massivo
num meio ndo homogeéneo aleatério descrito por um ruido Gaussiano. No limite de
desordem fraca, a fun¢do de Green da equacdo de Helmholtz randomica é expandida
usando a férmula de Dyson. Na aproximacdo de escada ("Ladder") a equagdo Bethe-
Salpeter é resolvida para a funcdo de vértice, a qual descreve a propagacado entre dois
pontos levando em conta o processo de espalhamento multiplo. Assumindo invarian-
cia sob reversdo temporal no sistema, é calculada a fun¢do de Green de intensidade
média considerando-se como bloco de construcdo o "loop de interferéncia", o qual leva
em conta os efeitos coerentes. Com ele é derivado uma equagdo de difusdo generali-
zada com um coeficiente de difusdo renormalizado que depende da frequéncia e uma
equacdo auto-consistente para a fun¢do de Green de intensidade média. Encontra-se
em uma e duas dimenc¢des que todos os estados da onda estdo localizados para qual-
quer intensidade do ruido, enquanto em trés dimengdes se tem uma transi¢do de fase
a partir de um valor critico do ruido .. Acima deste valor os estados apresentam
um comportamento difusivo e abaixo este valor estdo localizados os estados. Perto da

margem de mobilidade o exponente critico encontrado tem o valor 1.



Abstract

It is intended to analyze the localization for a massless scalar field theory, in a
non-homogeneous random medium described by a Gaussian disorder. In the limit of
weak disorder, the Green function of random Helmholtz equation is expanded using a
Dyson’s formula. In the ladder approximation a Bethe-Salpeter equation is solved for
the vertex function, which describes the propagation between two points taking into
account the multiple scattering process. Assuming time reversal invariance in the sys-
tem, it is calculated the Green function of average intensity considering as the building
block the "interference loop", which takes into account the coherent effects. With it,
a generalized diffusion equation is derived with a renormalized diffusion coefficient
that depends on the frequency, and a self-consistent equation for the Green function of
average intensity. It is found that in one and two dimensions all wave states are local-
ized for any disorder intensity, while in three dimensions is set a phase transition from
a critical value of the noise .. Above this value, the states have a diffusive behavior,
and states below this value are located. Near the mobility edge the critical exponent is

found to have the value 1.
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CaAriTULO 1

Introducao

O conceito de localizagdo devido a desordem surgiu no trabalho de Anderson em 1958
[1]. Nele, se investiga a dindmica quéntica de um elétron numa rede tridimensional na
qual existe desordem devido as flutua¢des de energia entre os sitios. A partir de um
sitio num tempo inicial na rede, a probabilidade de retorno P pode ser calculada para
t — co. Anderson mostrou que abaixo de um valor critico da desordem temos P = 0,
ou seja, a particula se difunde através da rede e logo desaparece. Entretanto, para valo-
res grandes da desordem temos P > 0, indicando que a particula ndo difunde, mas em
vez disso, mantém-se numa regido ao redor do ponto de partida. Este estado corres-
ponde a um estado localizado numa determinada regido do espago caracterizada por

um comprimento de localizagao.

O fendmeno de localizagdo é causado pelas flutuagdes impostas a fungdo de onda.
Qualquer efeito de aprisionamento ou de limitac¢do local entre o elétron e os sitios de
partida é responsavel por este fendmeno. E a coeréncia da funcéo de onda na dindmica
do elétron que tem sido relevante na compreensdo da localiza¢do. Uma forma alterna-
tiva para estudar os efeitos da desordem em elétrons foi dada por Edwards no mesmo
ano [2]. Neste trabalho, a desordem foi introduzida através de uma distribuicdo espa-
cial aleatoria dos centros de dispersdo, a partir da qual os elétrons foram espalhados

elasticamente.

Posteriomente, foi mostrado, que os efeitos de localizagdo ndo estavam associados
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apenas as particulas mecanico quanticas, mas que deve ser comun a qualquer feno-
meno que apresenta uma natureza ondulatéria, como a radiagdo eletromagnética ou

perturbacdes actsticas [3, 4].

Devido a esta generalidade do conceito de localiza¢do, tem sido investigado em
diferentes situacdes fisicas. Em especial, estudos diversos da relatividade geral em
sistemas de matéria condensada foram feitos incluindo idéias provenientes de sis-
temas desordenados [5-8]. A desordem, nestes casos, é introduzida como flutuacdes
na métrica que descreve a propagacgdo de fonons num fluido. Neste tipo de modelos

analdgicos gravitacionais é possivel pesquisar os efeitos de gravidade quantica.

Num artigo recente, Krein, Menezes e Svaiter (2010) apresentaram um novo mo-
delo anal6go onde efeitos de gravidade quantica podem ser implementados [8]. Esses
autores discutem as flutuagdes métricas induzidas sobre o cone de luz por um banho
de grdvitons comprimidos ("squeezed state"). Foi estudado um campo escalar quanti-
zado definido num fluido com flutuacdes aleatdrias classicas. Sendo mais especifico, a
velocidade de propagacdo das ondas actsticas que flutua de forma aleatdria e conse-
quentemente o cone sonoro também. Linearizando as equagdes dinamicas de fluidos
em torno do estado de equilibrio, chega-se a uma equacdo de onda para a perturbagao
actstica. Considerando essas perturbagdes como flutuagdes aleatérias sobre o campo
de fonon com um ruido gaussiano colorido, foi apresentado um modelo analégo na

matéria condensada, para flutua¢des da geometria do espago-tempo.

O propésito desta dissertagdo é estudar os efeitos da localizagdo da energia asso-
ciada a um campo escalar, devido a uma flutua¢do na velocidade de propagacao. Isto é
feito analizando-se uma equacdo aleatéria de Helmholtz onde se mostra que no regime
de desordem forte se tem uma transigdo de fase do regime difusivo ao regime local-

izado.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: Uma introducdo, No segundo

capitulo onde é derivada a equagdo diferencial para um campo escalar num meio
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aleatério linearizando as equag¢des dindmicas do campo. Este campo é assumido como
flutuagdes de um fluido ideal, respeito a seu estado de equilibrio. A desordem é intro-
duzida como uma perturbacdo na velocidade de propagacdo através de um potencial
aleatério Gaussiano. As fungdes de Green sdo estudadas para a equagdo de Helmholtz
e a densidade de modos é definida em termos delas.

No terceiro capitulo é introduzido o formalismo perturbativo para a funcido de
Green. Através dele é calculada a primeira ordem a auto-energia e, assim definido

o livre caminho meio, as fun¢des de Green médias e a densidade de modos.

No quarto capitulo é definido o propagador de intesidade média através da fungao
de Green média de quatro pontos em termos da fungdo de vértice, com ele é definida
a probabilidade de propagacdo para a equagdo de Helmholtz. Na aproximagdo de
escada ("Ladder") e no limite de desordem fraca foi assumida a invaridncia sobre re-
versdo temporal. Mostra-se que apds tomarmos as médias na desordem, processos de
propagagao coerentes tem uma contribuicdo ndo desprezivel, sendo a origem de feno-
menos como o retroespalhamento coerente e localiza¢do fraca. Encontra-se que nessa
aproximacdo a fungdo de vértice que satisfaz uma equagédo tipo Bethe-Salpether. No
regime difusivo é encontrado o propagador de intensidade média e a fungdo de vértice
que satisfaz uma equagao de difusdo. Para levarmos em conta os efeitos de interfer-
éncia sdo introduzidos os diagramas maximamente cruzados. Sua contribui¢do pode
ser calculada através das caixas de Hikami e, assim, obter uma equagdo de difusdo
generalizada para a fungdo de Green de intensidade, onde um coeficiente de difusao
renormalizado é definido denotando a localizagao fraca. Para chegar perto da margem
de mobilidade, longe do regime fraco, é introduzido o conceito de auto-consisténcia e
mostrado que em uma e duas dimengdes para qualquer modo de oscilagdo se tem um
estado localizado da onda. Para trés dimensdes temos uma transicdo de fase a partir

de um valor critico do ruido.

Finalmente, no capitulo cinco se apresentam as conclug¢des e no apéndice o célculo

da caixas de Hikami.



CAPITULO 2

Equacao Diferencial Aleatdria e

Func¢des de Green

Nesse capitulo mostramos como o problema de um campo escalar perturbado por uma
disposigdo aleatoria de centros dispersivos é transformado num problema de muitos
corpos. No contexto das func¢des de Green a equacdo de onda e a de Schrodinger
podem ser tratadas como semelhantes e uma teoria de perturbacdo global pode ser
formulada para ambas equagdes. Portanto, muitas coisas serdo feitas para uma delas
e os resultados permanecerdo validos para a outra. Embora existam muitas diferencgas
entre as duas, a equagdes de Helmholtz e de Schrodinger podem ser tratadas de forma
semelhante. Nao estaremos interessados em estudar a equacdo de Fourier generali-
zada nesse contexto. Consequentemente as seguintes situa¢des descrevem as varidveis

termodindmicas do fluido.

2.1 Equacao Diferencial Aleatéria para um Campo Escalar

As variaveis termodinamicas usadas para decrever um fluido ideal sdo a densidade de

massa p(t,r), a pressdo p(t,r), a velocidade local v(¢,r) e a temperatura local T(¢,r)

[9].
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% + V- (ot r)v(tr)) =0, (2.1)
% +(v(br) V)v(bT) = —% Vot ). 22)

Podemos assumir que as perturbagdes sobre os observaveis fisicos sdo dados por

p(t,x) = po+op(tr,) 23)
p(t, 1) = po +6p(t, 1), (2.4)
v(t,r) = ov(t 1), (2.5)

onde pg e pp sdo a densidade constante de equilibrio e pressdo. Para um fluido
adiabatico, isto é g—i = 0, onde S é a entropia, a entalpia é reduzida de dA = TdS + Vdp
adA = Vdp, entdo Sp(t,r)/op(t,xr) = dp(t,t)/9dpo. A velocidade da propagagdo do
som no fluido é dada por ¢ = dp/dpy. Usando a Eq.(2.1) e Eq.(2.2) e levando em conta
apenas termos de primeira ordem na perturbacdo, as equagdes dindmicas linearizadas

sdo dadas por

aépa(:/r) +p0V-ov(tr) =0, (2.6)
adv(t,r) 1 B
—— o Vép(t,x) =0. (2.7)

Derivando a Eq.(2.6) com respeito ao tempo e substituindo a Eq.(2.7) no resultado

temos a equacdo de onda para ¢(t,r) = dp(t,r) que é a perturbagéo de pressao.

la_z . v —

<62 52 ) ¢(t,r) =0. (2.8)
Assumindo-se que a velocidade da perturbagao actstica é constante, uma equagao

de onda para a perturbacdo da densidade pode ser encontrada. Para isso é tomada

a divergéncia da Eq.(2.7) e é utilizada a defini¢do de velocidade de propagacdo para

substituir na Eq.(2.6) com ¢ (¢, r) = dp(t,r). Temos

aZ
<Cl_2w - v2> p(t1) =0 29)

5
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Para um fluido irrotacional temos V x év = 0. Assim, a perturbagdo da velocidade
pode ser expressa por um gradiente de um potencial év(t,r) = V¢(t,r). Sob estas
condig¢des o campo ¢(t, r) obedece a uma equagdo de onda como a Eq.(2.9).

A energia associada ao sistema é dada por

_ 1 2, ¢ 2
E= /dr <§p0|5v(t, r)|” + 2—m5p(t, r) ) : (2.10)
De fato, a Eq.(2.10) mostra que ¢(t,r) e P(t,r) podem ser tomadas como varidveis

canonicamente conjugadas para quantizar o sistema. Nesse caso, as rela¢gdes de comu-

tacdo para tempos iguais seriam:

[B(t, 1), (t,¥)] = —id(x — 1) (2.11)
e as outras se anulam.

O operador hamiltoniano ficaria escrito em termos dos novos campos como [10]

~ 1 N .
A= [ (Sp0lV'o(t, )P+ ld(tx)P), 12)
2 200
onde, com este hamiltoniano, os campos obedeceriam as seguintes equag¢des canoni-

cas

W Y
Das relagdes de comutacdo apenas um dos dois termos no comutador nédo se anula

resultando respectivamente em

[¢(t, 1), V'd(t,t)] =iV's(x—71), (2.14)
[B(t, 1), P(t,1)] = —id(xr— 7). (2.15)

Inserindo essas relagdes na Eq.(2.13) e integrando por partes sdo encontradas as
equacgdes canodnicas. Neste tiltimo passo foi assumido que a integral de superficie no

infinito se anula, assim, as equagdes se transformam em

2

iLa(t 1) = —iv2(tx), Lot ) = i, r) (2.16)
£0 £0 00
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Derivando uma delas com respeito ao tempo e substituindo na outra encontram-se
as equagOes de onda para um campo quantico analogo a Eq.(2.9), agora com os campos

classicos substituidos por operadores.

Em geral, a velocidade aleatéria c pode depender da posi¢do. Vamos a assumir que

% = S0+ u(n). 2.17)

Para caracterizar a desordem escolhemos uma distribuicdo aleatéria Gaussiana com

valor medio zero e correlagdes de ruido branco, isto é
0 (2.18)
B(r—v) = kKy{u(r)u(r')) = 1ed(x — 1) 2.19)

onde (- - - ) representa a média do ensemble sobre todas as configuracoes de desor-
dem. A Eq.(2.8) toma a forma

(1+ y(r))clzg—; — V2| ¢(t,x) = 0. (2.20)

Este potencial caracteriza a distribui¢do de impurezas nos meios onde a onda esté se

propagando e seus efeitos sobre a onda serdo tratados como um problema de muitos

corpos no formalismo de espalhamento multiplo usual. A transformada de Fourier

da equacdo de onda no dominio das frequéncias nos d4 uma equac¢do de Helmholtz

aleatoria, onde kg = w/c

V2 + k(1 + p(x)]e(w, 1) =0, (221)
onde a relagao de dispersao linear (no caso sem desordem) levaa (—k*/k3 + 1) 6(k — k') +

u(k — k') = 0, a qual deveria ser considerada valida s6 na média[8].

A relacdo entre uma teoria de campo em meios aleatérios e a propagagdo de on-
das escalares em um espago tempo de buraco negro foi dada por Unruh [11]. Neste
trabalho ele mostrou que a quantiza¢do de uma onda actstica em um sistema com um
horizonte de eventos sénico levaria a que este buraco sénico emitiria ondas de som com

um espectro térmico analogo a radiagdo Hawking para buracos negros cosmologicos.

7
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Através da equagdo (2.20) pretende-se fazer uma primeira aproximagdo aos posiveis
efeitos das flutuagdes da métrica por medio da analogia da propagacdo das ondas em

meios fluidos com impurezas como é estudado na materia condensada.

2.2 Funcao de Green para Ondas num Meio Uniforme

As fungoes de green retardadas e avangadas associadas a Eq.(2.21) satisfazem

(V2 +15(1 4+ u(1)]G (x, 1) = 6(x — ). (2.22)

A funcgado de Green livre G§’A(r, t', ko) serd a solugdo da Eq.(2.22) para u(r) = 0, a

qual é a equacdo de Helhmoltz correspondente a um meio uniforme dada por

(V2 +Ig1Ge  (x, 1) = 8(x —1'). (2.23)

Para resolver esta equagdo se substituie a trasformada de Fourier de Gy(r) e sua

inversa dadas por

Go(K') = / dre’™ "Gy (1), (2.24)
) dk’ —ik'-r /
Go(r) = / e G, (2.25)

Obtendo a equagéo algébrica

<—k’2 + k%) Go(K) =1, (2.26)

assim, a solugao é

1
Para obter a fun¢do de onda no espaco real, se realiza a transformagdo inversa da

Eq.(2.27) usando coordenadas esféricas com R = |r — r'|
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Gy (1,1 ko) = (=) k’2’
B 1 . K2 elkR . —zk’
-~ (2m)2 /0 dak ik'R k3 — k'2 £ ie’ (2.28)

Mudando k' — —k’ na segunda integral, a Eq.(2.28) pode ser escrita como

k/

ik'R 37/
i(271)?R J—co k3 — K2 & e’ ax 2.2)

G (r, 1, ko) =

O integrando tem polos simples na reta real em k' = =+k(. Para fazer a integral é
usada a prescricdo ie para deslocar os polos no plano complexo e poder usar o teorema
dos residuos. Os residuos em k' = ko (semi-plano superior) e k' = —kj (semi-plano
inferior) sdo dados por

eikOR , e_ikOR
; Res(k’ = —kp) = —
> es( 0) 5

Por tanto se obtém duas solugdes para a Eq.(2.23) dependendo o contorno de inte-

Res(k' = ko) = — (2.30)

gracdo. Estas duas solugdes sdo respectivamente a fungdo de Green retardada Gg ea
funcéo de Green avangada G§'. temos uma onda plana uma onda plana com amplitude

decaindo com 1/R. Assim, explicitamente se tem

1 e:l:ikoR

R,A o
GO (I', I'/, kO) - _E R

Em termos dos auto-valores e das auto-fungdes, a fungdo de Green pode ser escrita

(2.31)

como

/
R, A )
Gy 2 1<2 e (2.32)

Para definir a densidade de modos sdo Ver1f1cadas algumas propriedades das fung¢oes

de Green

GiH(r, ¥, ko) = GR (¥, 1, k)", Git(r, v/, —t) = GR(«, 1, t)* (2.33)

onde * indica conjugagdo complexa. A parte imagindria da fun¢do de Green é

definida através de
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GR(r,¥') — G§\(r, 1)
2i

ImGR(r,v') = (2.34)

2.3 Densidade de Modos

A funcdo de Green esta relacionada com a densidade de modos v(kg) definida por

Z(s w — koc) = Z(Sk ko) (2.35)

ondek = |k|ed(ax) = ( ) tém sido usadas. A densidade de modos por unidade
de volume é dada por p(w ) v(w)/V. Em geral, é definida a densidade de modos

ndo local por

pw(r, 1) = p(r, v, w) Z(pn wy, — koc). (2.36)

Para r = r/, pode se definir uma densidade local por

Pw(r) = Z |Pn (r)|25(wn — kov). (2.37)

Com a ajuda do teorema de Sokhatsky-Weierstrass o qual pode ser expresado pela

identidade

1
x +ie

_ pv% T iné(x), (2.38)

a transformada de Fourier da Eq.(2.34) pode-se escrever como

1 1 1
ImGR(k, ko) = — _
mGo (ko) = 5 (kg—k2+ie kg—kz—ie)
— (5(k5 —k2)>
ImGR (1, ko) = —2—7;0[5(k+k0) +6(k — ko)), (2.39)

Pelo tanto a densidade de modos fica dada em termos da integral

10
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2%k 1
00(w) = _FSW / AkImGR (K, ko). (2.40)

Inserindo a expressao da fungado de Green livre, pode-se mostrar que a densidade

de modos livre é dada por

kg
po(w) = 55| (2.41)

Isso revela que a parte imagindria da funcdo de Green deve ser negativa para ser

consistente com a definicdo positiva da densidade de modos. Este aspecto de sinal
serd relevante para a andlise perturbativa. A corre¢do da fungdo de Green seré feita no

préximo capitulo.

11



CAPiTULO 3

Teoria de Perturbacao e Formalismo de

Espalhamento Multiplo

Na presenca de desordem, a fungdo de Green G(r, 1) pode ser escrita como uma equa-

¢do de Lipmann-Schwinger (LS)[12]

G(r,v') = Gy(r,¥') + /drlGO(r, r1)V(r1)G(ry, 1), (3.1)

com V(r) = —k3u(r). Aplicando o operador de Helmholtz podemos mostrar que
G(r,r’') é a fungdo de Green para a equagdo de Helmholtz aleatéria Eq.(2.20). Esta
descreve a propagacdo de uma onda a partir do ponto r ao ponto r’ na presenga
de um potencial V(r). Por um processo de iteragdo da equagdo LS se chega a série

perturvativa de Born, que é dada por

G(r,v') = Gy(r,v') + /drlG(r,rl)V(rl)G(rl,r')
—|—/drldrzG(r,rl)V(rl)G(rl,rg_)V(rz)G(rz,r’)
T (3.2)

As quantidades de interesse sdo as médias com respeito ao potencial de desordem
e ndo as quantidades para uma realizacdo especifica da desordem no meio. Para fazer
isso, uma representagdo diagramatica da fungdo de Green média é til [10, 13, 14].

Para um meio infinito ap6s uma média sobre a desordem ser tomada, a invariancia

12
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-y P TN I

r r' r r rry rp,r rr r,r3r
Figura 3.1: Série de Born para a fungdo de Green num potencial aleatério antes de tomar média na desor-

dem.

de translacdo e rotacdo de funcdo de Green é recuperada. Como Gy ndo é afetado pela
média e comuta com o potencial de desordem na representagdo espacial, o n-ésimo
termo da série de Born estd associado com a fungdo de correlagdo do potencial da

desordem ao qual leva a

<ﬁ/drico(f, r1)V(ry)--- V(fn)Go(rmf')>
i=1
:/dr1 e /drn (Go(r, 1)V (r1) -+ V(ry)Go(ra, 1))

:/drl---/drnGO(r,rl)---Go(rn,r') (V(r1)---V(rn)). (3.3)

Se é assumido que o potencial tem uma distribui¢do Gaussiana [15], entdo as fungoes
de correlagdo de ordem 1 podem ser divididas numa soma de produtos de fung¢des de
correlagdo de segunda ordem, devido a (V(r)) = 0. As fungdes de correlacdo de

quarta ordem sdo escritas como

(r4))(V(r2)V(r3)). (3.4)

Numa representacdo diagramadtica, a fungdo de Green média é representada por
uma linha dupla e a fung¢do de correlacdo entre dois eventos de dispersédo é represen-
tada por uma linha tracejada, onde as cruzes querem dizer o processo de dispersao
em si. A colecdo de diagramas podem ser separada em duas classes. Diagramas que
podem ser separados em duas partes cortando uma linha continua associada a fungdo
de Green do vacuo serdo denominados diagramas (1P)-redutivel de uma particula e
aqueles que ndo podem serdo chamados diagramas (1P)-irredutivel de uma particula

Fig.3.2. O diagrama b da Fig.3.2 é 1P-redutivel associado ao primeiro termo do lado di-

13
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Figura 3.2: Representacdo esquematica para a funcdo de Green média. A linha fina representa uma fungao

de Green no vacuo Gy, esta descreve a propagacdo de uma onda de um ponto para outro, sem

dispersdo. A linha de tracos representa fungdes de correlagdo de desordem B(r —r’).A linha

grossa representa a funcdo de Green média do ensemble (G). Todos os pontos intermediarios

entre as linhas externas sdo assumidos integrados.

",y auy LR}
** ., o* e ‘N

2, 25

23

Figura 3.3: Diagramas irredutiveis contribuindo a autoenergia. Aqui sdo mostrados os diagramas de

ordem mais baixa semelhantes a uma teoria A¢*.

reito (RHS) da Eq.(3.4). Os diagramas a, ¢, d sdo 1P-irredutiveis onde os dois primeiros

sdo os outros dois termos da funcdo de correlagdo de desordem Eq.(3.4). Esta pro-

priedade é geral para todas as ordens e permite fazer esta soma em termos de apenas

os diagramas 1P-irredutiveis. O operador da autoenergia (X) é definido como a soma

de todos os diagramas 1P-irredutiveis sem levar em conta as pernas externas (linhas

externas truncadas) [14, 16]. A expressdo analitica para a autoenergia pode ser escrita

com a ajuda das regras de Feynman da Fig.3.3 a qual mostra os primeiros quatro ter-

mos.

Y(r—1) = B(r—1')Gy(r, 1)

+ /drzdr3B(r —13)B(r2 — t')Gy(1,12) Gy (12, 13) Gy (13, 1)

+ /dl‘zdr3B(1‘ —1')B(r2 — 13)Gy (1, 12) Gy (12, 13) Gy (13, 1) + - - -

14
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3.1 Fungdo de Green Média

Através da autoenergia, a equagdo para funcdo de Green média pode ser escrita como

uma equagdo de Dyson [14, 16],

G(r—1)=Gyr—1)+ /drldrzGO(r —11)Z(r1 —12)G(ra — ¥). (3.6)

Numa notag¢do mais compacta da série de Born pode-se ver que a equagdo de Dyson

assume uma forma particular no espaco dos momentos

G(k ko) = Gy(k ko) + Go(k, ko)Z(k, ko) G (k, ko)

= Gy(k, ko) <1+ i [Z(kzko)Go(k/ko)]n>

n=1
- ! (3.7)
o Go(k,kg)_l —Z(k,ko). ’
Introduzindo o inverso da funcdo de Green no vacuo, temos
— 1
G(k, ko) = (3.8)

K-k —-X(k ko)

Como para o meio infinito a invaridncia rotacional da funcdo de Green média é
recuperada, entdo o meio pode ser assumido como isotrépico e a autoenergia sé fica
dependendo da magnitude dos momentos. Além disso, serd mostrado que a autoen-
ergia na primeira ordem ¥; depende apenas do modo de oscilacdo da onda, desde
que esta correc¢do para ruido branco se aproxime de uma constante proporcional ao ky.

Portanto pode ser feita a substituicdo X.(k, ko) ~ X (ko) e a Eq.(3.7) se torna

1
k2 — k2 —Z(ko)
Vé-se que a funcdo de Green média tem um poélo dado pela raiz do denominador

da Eq.(3.9)

G(|k| ko) =

(3.9)

k3 — (ko) —k* = 0. (3.10)

Um vetor de onda efetivo k. pode ser definido como

15
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k2 = k3 — (ko). (3.11)

1/2
2(k ImX(k
ke =ko[1— (ko) ~ ko — jImE (ko) (3.12)
2k
A parte real de 2 gera uma mudanca no valor de referéncia dos modos de oscilagdo
da onda, esta ndo é considerada devido ao fato de que neste caso sdo as diferencas nas

frequéncias ou modos de oscilagdo que sdo importantes.

Em termos deste vetor de onda efetivo a Eq.(3.9) pode ser escrita como

_ 1
G(|k|, ko) = 57—, (3.13)
K2 — k2

a qual tem a mesma forma que a transformada de Fourier da fun¢do de Green do
vacuo Eq.(2.27). Ndo é mais necessaria a prescricdo i€ para deslocar os p6los na metade
superior do plano complexo na integracdo porque o vetor de onda efetivo agora é
complexo. Ele permite usar a mesma solugdo que no vdcuo apenas mudando o papel
dos vetores de onda kg por k.

Tomando apenas a contribui¢do de primeira ordem no potencial a autoenergia é

calculada para d = 3, e fica

2 (r, v, ko) =B(r —1t')Gy(r — ') | (3.14)

Sob transformada de Fourier ela assume a forma

1 3
2y (k ko) = (5 /d K'B(k — K')Gy(K'). (3.15)
A parte imagindria da funcdo de Green livre é dada pela Eq.(2.39), assim nds temos
que
R _ _i# / / /1.2 1/ 1t
Im¥7 (k, ko) = 2k (21 dQ) | dk'k“B(k —k')é(ko — k). (3.16)

16
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A transformada de Fourier da funcdo de correlacdo do potencial, Eq.(2.19), assu-
mindo o meio isotrépico, é B(k — k') = B(|k — k’|) = .. Desta forma a integral pode

ser escrita simplesmente como

ImER (K, ko) = 4k07r / K25 (ko — K'Yk = —ﬁkofye. (3.17)

E definido o caminho livre médio eldstico por

1 Ye
le = kOIle(k ko) = a1l (3.18)

No espaco real tomar apenas corregdes de primeira ordem significa que as colisdes

sucessivas assumen-se como eventos independentes, enquanto aqueles em segunda or-
dem envolvem termos de interferéncia entre colisdes sucessivas. O limite de kol, > 1
corresponde ao regime em que os efeitos de interferéncia podem ser abandonados. Em
outras palavras, isso significa que é possivel reconstruir assintoticamente uma onda
livre ap6s cada colisdo. Neste contexto, esta aproximagdo serd chamada o limite de
desordem fraca.

47ky

O limite kol, > 1 corresponde ao regime de desordem fraca, neste caso kole ==

portanto para desordem fraca é necesséario que -

quéncia para a qual se pode assumir que estamos no regime fraco. Para ondas cujos
comprimentos de onda sejam menores do que Ay < 872/, = 27l, 0 potencial pode

ser assumido como forte.

A funcdo de Green média neste regime fraco é calculada a partir da Eq.(3.13), Eq.(2.29)
e da Eq.(3.18) como foi indicado antes, com k2 = k3 + 1;‘—60 ao qual aproximadamente é

ke ~ ko = 5. No dominio da frequéncia e do tempo estas sdo mostradas
e

G (x,1 ko) = G (x, kg Je I 1/2% (3.19)
=R ¢ —t/27, 4
G (r,1',t) 9<t)47‘(|r—r’|e (|t —1'| —ct) (3.20)

Estas fun¢des sdo moduladas por um tempo de decaimento 7. = I, /¢, o que significa

que a faixa dos potenciais é restrito a uma determinada regido especifica dada por I,.

17



CAPITULO 3: TEORIA DE PERTURBACAO E FORMALISMO DE ESPALHAMENTO MULTIPLO

O efeito de uma parte imagindria na autoenergia é o amortecimento da amplitude de
onda. Isso significa que, os estados proprios de momento, adquirem um tempo de vida
tinito e, assim, um comprimento caracteristico de coeréncia na propagacdo devido ao

espalhamento dos centros dispersivos fixos aleatérios.

3.2 Densidade de Modos

Da Eq.(3.9) e da Eq.(2.40) com o calculo da autoenergia dado pela Eq.(3.18), a densidade

média dos modos é dada por

_ 2ky 1 ko/ 7l
Plko) = 2 Gy | e
(5 — k)2 + (%)
k2 1) 2
= n4‘l)c/ dk £ 5. (3.21)
k
o g2 ey (Z_S)

Estendendo k ao plano complexo a integracdo na nova varidvel g pode ser feita
pelo teorema dos residuos onde o denominador apresenta os pélos simples dados em
forma polar: g1 = {/k§ +a2e%, com a = ko/l. e 0 = arctan (a/k3); 2 = —q1; 93 = 4}
e g4 = —4qj. Escolhendo um semicirculo como contorno no sentido horario na metade
superior do plano complexo, pode-se ver que a integral sobre o arco desvanece-se no

limite fraco devido ao fato que

2 3 o
L 1 ~ LT, (3.22)

- d
2 Jarc 1 (k% — q2)2 + o2 q4

Os polos delimitados pelos contornos sdo 4 e g4, portanto a integral é

o[ T 7 - 7 . (3.23)
2 (kg — )2+ a2 q1(q1 +94) (91 — 94)  q4(94 — 91) (2 + 91)

Simplificando temos que

2 7Ti

® q
d = :
/0 q(k% — )2 +a2  2Img

(3.24)
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onde

1/4
. 1
Imgy = ko {1 + W} sin [E arctan [koleH , (3.25)

A parte imaginaria de g; pode ser aproximada no regime fraco. Para fazer isso, a
raiz quadrada e as fung¢des trigonométricas sdo expandidas em série a segunda ordem

em 1/koyl.. Entdo temos

27tk T kole>1,

_ 1
plko) = 2080 T B (k) (1= 326)

com pg (ko) dada pela Eq.(2.41). Podemos ver que a densidade média dos modos

de oscilagdo é ligeiramente alterada pela desordem, onde as corre¢des sdo de ordem
menor do que 1/ (kol,)?, logo podem ser negligenciadas. Entdo, toma-se p(ky) =

po(ko), similar ao que é feito para a densidade eletronica média no caso quéntico [17].
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CAPITULO 4

Probabilidade da equacdao de Helmholtz

Pelo fato de, em muitos casos, ser mais facil medir a intensidade da onda associada a
funcdo de Green de quatro pontos ao invés da amplitude do campo relacionado com
a funcao de Green é definida a intensidade da onda em termos das fun¢des de Green
retardada e avancada na mesma frequéncia wy por

47 4

Tuo(1) = | (1)) = 7H{GE, (1) G, (¢, 1), (@.1)

Desta forma, a funcdo de Green de quatro pontos pode ser associada a intensidade

média da onda e, assim, pode-se definir um propagador de intensidade média como

D (11,12, 13,14, Q) = (GX (11,13)G2 (14,12)), (4.2)

uma vez que cada fun¢do de Green pode ter suas frequéncias proprias definidas como
w1 = wp + %, Wy = Wy — % (para efeitos de nota¢do, omite-se a dependéncia com a
frequéncia da onda wy). Sendo () a diferenga entre as duas frequéncias, sua varidvel
conjugada T = # tem significado de tempo de viagem médio para as duas ondas,
como pode ser visto escrevendo a variagdo da Eq.(4.2) como
. £+t
. le) . o) . 1782
ez(wo+7)tlefz(wof7)fz — ezwo(t1—t2)elﬂ< 2 >/ (4.3)
assim, para obter o comportamento do transporte da onda para tempos maiores (T —

00), precisa-se analisar o propagador de intensidade Eq.(4.2) no limite de () — 0 [18].
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GR GA = + + +

LV 5

Figura 4.1: Propagador de intensidade para a equagdo de Helmholtz.

Relembrando a série de Born para G, o produto de GRG# pode ser visto na Fig.4.1.
As linhas superiores representam GR e as inferiores, GA. Entende-se que as partes su-

periores e inferiores sdo multiplicadas em cada soma.

De forma similar com a fun¢do de Green de dois pontos de uma tnica particula, é
possivel mostrar que as intera¢des do campo com as impurezas poderia escrever-se em
termos de uma funcédo de vértice. Todo o conjunto de diagramas poderia decompor-se
entre as partes redutiveis e irredutiveis. Diagramas redutiveis sdo aqueles que ndo es-
tdo ligados através de fungdes de correlacdo de desordem. Eles representam corre¢des

para o produto de funcdes de Green médias retardadas e avangadas. !

Os outros diagramas constituem a funcdo de vértice ou fator de forma, que também
poderiam dividir-se em suas partes redutiveis e irredutiveis Fig.4.2. E conventiente
introduzir uma fungdo de vértice completamente irredutivel, ['(ry,1p,13,14,Q)), em ter-
mos da qual o propagador de intensidade média assume a forma de uma equacao de

Bethe-Salpeter [13, 14].

q)(rll I, 13,14, Q) - <G5;1 (rll r3)> <G£2 (I'4, I'2)>

+ / drsdredrydrg (Gf,1 (ry,15)) <G£2 (re,12))T (15,16, 17,18, Q) D (17,18, 13,14, Q). (4.4)

Esquematicamente, a Eq.(4.4) pode ser lida como na Fig.4.3. Isto torna possivel o

célculo da fungédo de correlagdo dos campos para () = 0 a partir de

()9 (12)) = [ dradra@(ry, r2513,13,0)j(r3)j(xs) @5)

Para uma distribui¢do de fontes j(r). No caso de uma fonte tipo delta localizada no

1 As corregdes de produtos de fungdes de Green média avangadas e retardadas sio levadas em conta na funcdo de vértice. E
importante ndo confundir estes dois tipos de contribuigdes para o propagador de intensidade, devido ao fato de este tiltimo gerar

os efeitos coerentes.
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h r .

¢ = +f + .+' 5 'v.|.”. Correction
to GR
I I

Correction
to GA

Reducibles
diagrams

Ladder
diagrams

Maximally
S O R R crossed
X = = diagrams

. g : 3 Dressed
+520 4+ T+ D T+ T T T4, diagrams

Figura 4.2: A representagdo diagramatica do propagador de intensidade média pode ser separada numa
parte livre da desordem e em outra parte dando as corregdes devido a disordem. As primeiras
trés linhas dao conta das corre¢des nas fungdes de Green retardada e avangada nao-conetadas.
A quarta linha sdo os diagramas Ladder vindo da aproximagdo de difusdo. As préximas
duas linhas dédo corre¢des fornecendo a invariancia da inversdo temporal do propagador de
intensidade média e forma, com a primeira contribui¢do dos diagramas escada ("Ladder"), a
fungéo de vértice irredutivel. Diagramas cruzados que estdo vestidos com escada ("Ladders")
tornam-se contribui¢des de longo alcance, se apenas os diagramas maximalmente cruzados
sdo de curto alcance. Porém, estes tém um menor intervalo de interagdo que os diagramas de

escada ("Ladder").

ponto r/, a intensidade média é dada por (usando-se as equacoes Eq.(4.1) e Eq.(4.2))

i) ="

Esta equacdo para a intensidade pode ser usada como a defini¢do da probabilidade

<G5,O(r, r’)G&(r’,r)) = 4T7TCI>(r, r;r,r) = P(r,1) (4.6)

para a equagdo de Helmholtz. No caso quantico P(r,1’') é chamada de probabilidade
de difusdo quéantica. No caso geral, a fungdo da correlagdo de dois campos ¢, () e

¢e, (1), em duas frequéncias diferentes é definida por
(n (195, () = (GG, (10,1) G, (', x0)) (4.7)

4.1 Aproximacao de escada ("Ladder") - limite de desordem fraca

Para uma andlise mais profunda nas caracteristicas da intensidade média toma-se o

limite de desordem fraca. No espago de coordenadas, um evento de espalhamento
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Figura 4.3: Equagdo Bethe-Salpeter para o propagador da intensidade.

multiplo pode ser visto considerando a média sobre a desordem do propagador de in-

tensidade, correspondente a todas as seqiiéncias de espalhamento multiplo.

Como a funcdo de Green GR(r, 1/, ko) descreve uma amplitude complexa de uma

onda propagando-se de r a '’ oscilando no modo kj temos:

GR(r, v, ko) = Z Z (r,r',Cpy)|e (kL) (4.8)

n=111,",r

onde A é aamplitude da onda, C, é a sequéncia de dispersdo e £, como o comprimento
do n-ésimo caminho em unidades do comprimento de onda. A soma sobre n indica
que se soma sobre todas as sequéncias de dispersdo. Entdo o deslocamento associado
com o produto de dois caminhos C, e C,s é proporcional a diferenga de comprimento

de caminhos £,, — L.

A amplitude associada a uma onda refletida com vetor de onda k/, gerada a partir de
uma onda incidente com vetor de onda k, por meio de um processo de espalhamento
multiplo entre os centros de dispersdo localizados em r; e r, é dada pela funcdo de

Green A(ry,15) = GR(r,12, ko) (ver Fig.4.4). Sua transformada de Fourier é dada por

A(kK) = Y GR(ry, 1y, ko) ko m) (4.9)

1,1

A expressdo para a intensidade associada é

[A(K)[P = Y Y GR(r1,12) G (13, 1y e/ k17K m)gmilleom—in) (4.10)

I1,12 13,14

Da Eq.(4.8) tem-se

GR(r1,12)G (r3,1a) = ) ) Z |A(ry, 12, Cu) || A3, 14, Cp) [0 (4.11)

nmtry---rpr3--
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Figura 4.4: Trajetérias tipicas descritas por funcdes de Green GR(linhas finas) e G# (linhas tracejadas).
Figura da esquerda: Contribuicdo da série de Born. Figura do centro: Contribui¢ao de uma mu-
danga de fase maior na intensidade média. Estas contribui¢des cancelam-se na média sobre
a desordem no regime fraco. Figura da direita:Contribuicdo incoerente resultando da desor-
dem Gaussiana, onde GX e G4 seguem os mesmos caminhos de espalhamento, mostrando a

natureza de curto alcance do mesmo.

onde 6, = kLy e 6,y = k' L. Ao tomar-se a média sobre o potencial de desordem,
ou seja, as posi¢des dos dispersores, a maioria dos termos desaparecem, devido ao fato
que a diferenca de fase varia aleatoriamente. Portanto, os termos que contribuem para
a intensidade média sdo aqueles em que as fases sdo canceladas. Isso s6 acontece se os
caminhos de propagacio para GR e G foram os mesmos, isto ¢, apenas para aqueles
caminhos que possuem a mesma sequéncia de eventos de dispersdo, na mesma diregdo
ou em dire¢des opostas. Isto implica que £, = L,;, o que resulta nas condic¢des r; = r3

e r, = 14 (mesmos sentidos) ou r; = r4 e rp = r3 (sentidos opostos).

Se assumirmos invaridncia sob reversdo temporal, estes dois processos contribuem
na mesma proporc¢do. O primeiro é de carédter incoerente (cldssico) e o segundo, de
cardter coerente (correcao), pelo fato de que uma desfasagem permanece apds tomarem-

se as médias.

(JAGIY = (X |A(ry, )2 (14 ¢l (mmm) (4.12)

ry,12

O fator de fase mantido depende dos pontos iniciais e finais do espalhamento mlti-
plo. Mais uma vez, a soma sobre eles é zero, em média, sendo diferente de zero apenas
em duas condic¢des. A primeira possibilidade é se k + k' ~ 0, ou seja, se a onda re-
fletida vai na direcdo quase exatamente oposta a direcdo de incidéncia. Neste caso, a
intensidade é o dobro do seu valor incoerente exibindo um pico na diregdo k ~ —k’.

Considerando que dire¢des opostas proximas da incidente contribuem na média, este
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Figura 4.5: Intersecdo de trajetdrias incoerentes gerando uma contribuigdo coerente na intensidade média.

segundo termo ird gerar uma dependéncia angular da intensidade média refletida pelo
meio, o que é a origem do fendmeno de retroespalhamento coerente [19]. A outra possi-
bilidade é r; = 17, que corresponderia a trajetérias fechadas de espalhamento mdltiplo,
que estdo associadas com a probabilidade de retorno a origem. Neste caso, é impos-

sivel selecionar as dire¢des incidente (k) e refletida (k’).

Esta contribui¢do pode ser vista como a interse¢do de duas contribui¢des incoe-
rentes, conhecida como caixa de Hikami [20]. A Fig.4.5 mostra como uma caixa de
Hikami mistura quatro amplitudes complexas e as relaciona permutando-as de dife-
rentes maneiras. Para que a defasagem nao seja muito grande (diferenga pequena entre
comprimentos de trajetdrias), é necessario que as trajetérias estejam o mais préoximo
possivel umas das outras (mesma sequéncia de dispersdo) e a intersegdo deva ser loca-
lizada no espago, na escala da ordem do caminho livre médio. Esta nogdo de intersecdo
é a origem dos efeitos coerentes, como a localizagio fraca. 2

As implica¢des do modelo Gaussiano sdo manter apenas as trajetérias com a mesma
sequéncia de espalhadores. Isto mostra o curto alcance do potencial. Outra consequén-
cia de se tomar a média no ensemble consiste em substituir as fun¢des de Green por
seus valores médios. No regime fraco as colisdes sdo independentes (aproximacado de
primeira ordem na auto-energia) e, portanto, [, > A. Isso implica que as diferencas
em comprimentos de caminhos de trajetérias de dispersdo ndo idénticos geram uma

contribui¢do da ordem [,, o qual é muito maior do que o comprimento de onda A.

Contribuicdes destes caminhos sdo negligenciados quando a média sobre a desordem

20 par de trajetérias conjugadas é chamado Cooperon sob reversio temporal.
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r1 r3 ...........
X }":E:. ... . ; ’}":( X K —X —
r = I+ : + ¢ + 7T+ HH( + )HH( .
I, A S A R o B

Figura 4.6: Funcdo de vértice irredutivel. A contribui¢do dos diagramas maximalmente cruzados nus e

vestidos fazem parte da fungdo de vértice irredutivel.

é tomada. Isso resulta numa diferenca de fase da ordem de kl,. Assim, somente as
contribui¢des onde os campos visitam na mesma ordem o mesmo centro dispersor sdo
levadas em conta. Neste caso, a func¢do de vértice pode ser escrita como uma soma de

espalhamentos independentes miltiplos, representada por I'p.

[(ry,1p,13,14, Q) = 6(r; —13)0(r2 — 14)Tp (11,12, Q2) (4.13)

A contribui¢do de ordem mais baixa no propagador de intensidade é dada pelo
primeiro termo da Fig.4.6, onde I' ndo depende da diferenca de frequéncia entre a

fungdo de Green. No caso de ruido branco, pode ser verificado que ela toma a forma

[(ry,1,13,14) = 7.0(r1 —13)0(r2 — 14)0(11 — 12) (4.14)

Devido a forma dos diagramas relevantes, essa aproximacgao é chamada aproximagio
de escada ("Ladder”) e os diagramas correspondentes sdo chamados diagramas de escada

("Ladder”). 3

Substituindo I no propagador de intensidade Eq.(4.4) obtém-se

(G, (11,%5) Gl (x4, 1)) = (G, (11 13)) (G2 (r4, 1)) +
7 [ drs(GE, (r,13)) (G2, (15,12)) (G, (12, 13) G (15,72))
(4.15)

A partir da defini¢do de intensidade média (Eq.(4.6)), se é considedor; = 1, =1,

r3=r1,=1e =0,seobtém

3Esta contribuigdo é chamada Diffuson porque representa a contribuigao cldssica que dd o comportamento (incoerente) difusivo

num caso quantico.
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P(r,¥') = Py(r,¥') + Tl /dr"Po(r, ' )P(r", 1) (4.16)
e
onde se definiu
N 4, R / A [
Po(e, ) = 2 (GE,(5,) (GL, (¢, ). @.17)

Em termos da intensidade da onda a Eq.(4.16) pode ser escrita como

I(r) = Io(r) + Tl [ B a1 (4.18)

Do ponto de vista quantico a fatoracdo de um produto de funcdo de Green médias
é a aproximacdo de Drude-Boltzmann, onde o potencial de dispersdo parece gerar um

tempo de vida de um estado préprio de momento.

E possivel fazer uma iteragdo para ® (Eq.(4.4)), de tal forma que seja possivel expressa-
lo em termos do propagador de escada ("Ladder") Eq.(4.13). Deste modo, o propagador

de intensidade obedece a equagdo

P(x,v') = Py(ry,v') + /drldm(GR(r, 12)) (G4 (xp, ') (r1, 12) Py (11, ') (4.19)

A equacdo integral agora é satisfeita pelo propagador de escada ("Ladder") I', como

[(ry,12) = 7e0(r1 — 12) + 7€/dr3f(r1,r3)P0(r3,r2). (4.20)

Introduzindo a Eq.(4.20) na Eq.(4.19), podemos verificar a validade da Eq.(4.16) e
da Eq.(4.18) com a escada ("“Ladder") inteiro. Esquematicamente, esta equacdo pode
ser representada como na Fig.4.7. Desta forma, na aproximagao de escada ("Ladder"),
a expressdo para o propagador de intensidade média Eq.(4.16) tem uma estrutra sim-
ples. A intensidade medida no ponto r de uma onda se propagando a partir da fonte
pontual em r/, depende da propagacdo da onda sem experimentar algum evento de
dispersdo (mudanga de fase), até a primeira dispersdo r”’ seguido por um processo de
espalhamentos sucessivos independentes representados pela integragdo em r”. Dai, a

intensidade radiada a distancias maiores que [, resulta dos processos de espalhamento
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: > e >-d :

r ry ry r Ty r ry r,

Figura 4.7: Representacdo diagramatica da equagdo Bethe-Salpeter para o propagador de escada ("Lad-

der").

multiplo.

4.2 Aproximacao difusiva

Depois de um grande nimero de espalhamento a intensidade pode ser aproximada
para tempos maiores do que .. Isto é equivalente a assumir que a intensidade mé-
dia varia mais lentamente do que Zy na escala de comprimento do caminho livre mé-
dio. Nessa escala, a intensidade média é um resultado de muitos espalhamentos onde
grandes flutuagdes tem desaparecido. Este regime é chamado de o limite difusivo ou
hidrodindmico pelo fato que as solugdes das equagdes integrais obedecem a uma equa-

cao de difusao cléssica [17].

Se t > T, ou seja (AT, < 1) se pode expandir a fung¢do de vértice Eq.(4.20) numa
série de Taylor tanto a intensidade média Eq.(4.18) como o propagador de escada
("Ladder") Eq.(4.19).

1
FQ(rl, I'N) ~ FQ(rl, 1'2) + (I‘” — I'2) : vrer(rl, 1'2) + E[(I‘” — 1'2) : VrZ]er(rl, 1'2) (421)

A integral do termo linear e os termos com derivadas mistas desaparecem, entdo a

expressao para I'n(ry, rp) Eq.(4.20) da

Py(r", 15, O
La(ry,12) = 7e6(r1 — 12) + Ta(ry, 12) / %dr”
e
1 Py(r", 15, Q)
+gV%2FQ(r1,rz)/—O( - 2 )(r” —1p)%dr". (4.22)
e
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Estas duas integrais se podem calcular a partir da expressdo para Py o qual leva a

/Po(r”, 1, Q)dr” = 17.(1 +iQ7), /Po(r', 1, O)(r" —1p)%dr" = 2127, (4.23)

entdo a fungdo de vértice que se encontra a obedecer uma equagao de difusdo como

a seguinte

(—iQ — DV2)T (11, 15) = %5@1 1)) (4.24)

e

onde o coeficiente de difusdo é dado por

D:%:C%e
3 3

No limite difusivo de pequenas variagdes espaciais, I'p(Q2) varia mais lentamente

(4.25)

do que Py. Portanto, da Eq.(4.19), a funcédo de vértice pode sair da integral e, assim, se

obtém a probabilidade proporcional a ela.

P(r,v') = Py(r, ') + T(r, 1) /drldm(GR(r, 12))(GA(x2, 1)) Py (1, 1) (4.26)
Com isso, a contribuigdo classica para a probabilidade tem a forma

2

T, l
P "y = 4T = _—¢T ! 4.27
D(I’,I’) Ve Q(I’,I’) 471c Q(I’,I‘), ( )

e obedece também uma equacao de difusao dada por

(—iQ — DV2)Pp(r,7,Q) =6(r— 1), (4.28)

Esta equacdo define o propagador de difusdo, que, no espago de Fourier, mostra

claramente uma divergéncia para um dado valor do momento

- 1
-~ —iQ+ Dg?’

Para a intensidade média se vé que ela satisfaz uma equacdo de difusdo estaciondria

Pp(q, Q (4.29)

L9 (0 + T = 0. (4.30)

29



CAPITULO 4: PROBABILIDADE DA EQUACAO DE HELMHOLTZ

4.3 Efeitos de interferéncia e propagacao coerente

Na dltima se¢do, um dos pressupostos para obter colisdes independentes foi que s6
as trajetorias que visitam os mesmos dispersadores da mesma ordem contribuem na
intensidade média. Foi dito que, neste caso, as fases de GR e G4 cancelam-se sempre
e a propagacdo de uma onda é, neste sentido, incoerente. O propésito desta segdo é
mostrar como efeitos de interferéncia devidos a invariancia sob inversdo temporal da
fungdo de Green de intensidade que desempenham um papel principal nos fendmenos

de transporte. Estes efeitos fornecem uma contribui¢do coerente no regime fraco [21].

Formalmente a Eq.(4.4) pode ser escrita como

P(r,t") = 7. (GR(x,¥, w) ) (GA(,x,w)))
+ ’ye/drl - drg (GR(x, 11, 01))(GA (5, 13, 02)) X
x T (11,12, 13,14, Q) (GR (12, ¥, 1)) (G (14, ¥, w3)). (4.31)

O primeiro termo do RHS da Eq.(4.31) serd desprezado a seguir. No regime desor-
denado, I' é assumido como na Eq.(4.13). Devido a invaridncia sob reversdo tempo-
ral, devemos levar em conta os diagramas maximamente cruzados, que consistem em
inverter uma direcdo de propagacdo de uma das trajetérias das funcdes de Green re-
tardadas ou avangadas. A soma de todos esses diagramas estdo resumidos na fungao
I'c(r1,1p, Q) e representados na Fig.(4.2). Sem o primeiro termo de I'p na Fig.4.7, T'c
pode ser obtido formalmente girando a linha de propagagao inferior na Fig.(4.7) 180
graus. A invariancia sob reversdo temporal implica que I'c = I'p se |r; — 12| > . /k}
i.e se excede o comprimento de correlagdo de desordem (r; # rp) para desordem com

ruido branco considerado aqui, devido o primeiro termo pode se desprezar nesse caso.

Os efeitos de interferéncia durante a propagagado sdo considerados num diagrama
vestido méximamente cruzado X(r,r/,()). Este diagrama consiste de um diagrama
quadrado conhecido como caixa de Hikami de quatro pontos H(r, 1y, 1/, ;) e um dia-
grama maximamente cruzado I'c(r, 1, )) o qual pode ser trocado por I'p(r, ¥, Q0) dev-

ido a invariancia sob reversdo temporal. Assim, se tem o diagrama na Fig.4.8 que pode
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Figura 4.8: Introducao de efeitos de interferéncia no calculo da funcdo de Green de intensidade.

ser escrito como:

X(r, ¥, Q) = /drldrzH(r,rl,r’,rz)FD(r,r',Q). (4.32)

Considerando que H é um objeto local com um valor diferente de zero, somente
quando todos os quatro pontos (r,r;, ' e ry) estdo a uma distancia da ordem de I,
uns dos outros, pode-se assumir pequenas variagdes espaciais de I'p em relagao as
variagOes de H. Entao, I' pode ser colocado para fora da integral. Logo, a probabilidade
devido aos efeitos de interferéncia torna-se proporcional a fun¢do de vértice, o que

produz

X(r,v',Q) = H(r,?')Tp(r,r,Q), (4.33)

com

H(r,¥') = /drldrzH(r, 11,1, 12). (4.34)

Por conveniéncia, introduzimos uma variavel diferenca, Ar = r — r/, de tal forma
que H(r,1’) torna-se H(Ar) e ndo depende de r. Usando o novo conjunto de variaveis

na Eq.(4.33) toma a forma

X(r,Ar,Q)) = H(Ar)I'p(r,0,Q2). (4.35)

Tomando, agora, a transformada de Fourier da Eq.(4.35) em relagdo a Ar e con-

siderando o limite q — 0, se obtém

H(q) = [ d(ane ™ H(ar) = % (a(q) _ 27173”(‘7)2) , (4.36)
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com

a(q) = %(aretam (2k — q)l, 4 2 arctan (gl,) — arctan (2k + q)1). (4.37)

a(q) ~ 29,7 (1 — ‘722) (4.38)

entdo, a(0) seria a contribui¢do de Hy4 (0), portanto neste limite se tem que

1
Hq) ~ -5 (a(0) —alq)), (4.39)
e
o qual pode ser expandido como
(@) ~ 521 +0): (4.40)

Finalmente, a contribui¢do dos efeitos de interferéncia é dada por

12D
X(r,q,Q) = —¢5 ifz (ig)’Tp(r, Q). (4.41)

Uma expressdo aproximada para X(r, Ar,()) pode ser obtida através da transfor-

mada inversa de Fourier da Eq.(4.41) respeito a q, a qual é:

X(r,Ar, Q) :/ 4q X(r,q,Q)e_iq'Ar,

(2m)3
_ lélDB dq o iqAr

A integral pode ser colocada em termos das derivadas de uma fungao delta de Dirac

em relagdo a Ar produzindo

I3Dp
- 87ck?
Pelo fato de que V3 6(Ar) = V25(r — r'), a Eq.(4.43) pode ser escrita em termos das

X(r,Ar,Q) = —*—"TpV3(Ar), (4.43)

varidveis originais, r e r'. Finalmente, a contribuigdo coerente é dada por

12Dg

, _ —_——
X(xx, Q) = 8rck?

IpV25(r—1). (4.44)
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Figura 4.9: Lacos consecutivos de interferéncia contribuindo a fungdo de Green de intensidade.
4.4 Renormaliza¢ao do coeficiente de difusao

Esta se¢do é baseada no trabalho de Cherroret et al [22] para encontrar o coeficiente
de difusdo renormalizado e as equagdes auto-consistentes (EAC). Eles encontraram as
EAC para uma meio finito a partir de primeiros principios, onde os argumentos de
Wollhardt e Wolfe [23] ndo sdo mais validos. Isto ocorre devido a quebra da invari-
ancia translacional onde este tratamento falha se se esta interessado em detalhes mais
perto da beira de mobilidade e no regime de localizagdo, ou seja, no cone de retroes-

palhamento coerente [24].

Para derivar as equagdes auto-consistentes, tomamos as possiveis contribui¢des dos
diagramas maximamente cruzados somados aos propagadores de escada ("Ladder")
através das caixas de Hikami na funcdo de Green de intensidade P(r,r’ ,Q). Esta é
construida inserindo a contribuicdo X da Fig.4.8 na soma dos diagramas Ladder e
levando em conta a contribui¢do de varios loops de interferéncia consecutivos. Isto
leva a uma série mostrada na Fig.4.9, a qual pode ser escrita em termos do propagador

de escada ("Ladder"), com g = 47tc/12, como

P(r,Y,Q) = Pp(r,Y,Q) + ¢ / Pp(r, 11, Q)X (11,12, Q) Pp(1p, ¥, Q)drdrs
+ gz / PD (r/ ry, Q)X(rl, I, Q)PD(I‘Z, I3, Q) X
X X(r3,14, Q) Pp(rg, ¥, Q)dridrodrsdry + - - - (4.45)

Aplicando o operador [—iQ) — DgV?2] na Eq.(4.45) e usando a Eq.(4.28) para Pp (1,1, Q)
e Eq.(4.44) para X(r, 1/, Q)), temos
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—iQ — DgV2|P(r, ¥, Q) =6(r—1) + O(r—11)X(r1, 12, Q) Pp (12, ¢, Q)dridry
8

+ ¢? /5(r —11)X (11, 12, Q) Pp (12,13, ) X (13, 14, Q) Pp (14,7, Q) dr1drpdrsdry + - - -

(4.46)
Realizando as integra¢des em rj, obtemos
[—iQ — DgV?|P(r,v,Q) = 6(r — 1) —i—g/X(r, 12, Q) Pp (12,1, Q)dry
+ gZ / X(I‘, I, Q)pD(I‘z, I3, Q)X(I’g, Iy, Q)PD (1'4, 1'/, Q)drzdl'gdr4 +--- (4.47)
Se deve calcular integrais infinitas da forma
I = g/X(I‘, r, Q)PD(I'z, I3, Q)dl'z (448)

Para a primeira integral no RHS da Eq.(4.47) basta substituir r3 — r’. Substituindo

a Eq.(4.44) para X(r, 1y, Q) chegamos a

14D
I=- S;lezrD(Q) /V%é(l‘ - r2)PD(1‘2, I3, Q)drz
_ g leDs I'p(Q)V2P 0 149

Dessa forma, voltanto a Eq.(4.47) e substituindo cada integra¢do em r; obtemos

I:D
[—iQ — DV P(r,Y, Q) = 6(r— 1) — g8§rclfzrD(Q)v%PD(r’ Y Q)
I!D
—g8;C£2FD(Q) (g/VfPD(r, 13, Q) X(r3,14, Q) Pp (14, r’,Q)dr3dr4) — .~ (4.50)

Este resultado pode ser colocado em termos da funcdo de Green de intensidade,
P(r,¥',Q), colocando-se em evidéncia, fora das integrais, os termos constantes e o
laplaciano. Isto deve ser feito para todos os termos da série, com excecdo dos dois
primeiros. Neste caso, a série fatorada é a funcdo de Green de intensidade. Com isso,

substituindo o valor de g, temos

34



CAPITULO 4: PROBABILIDADE DA EQUACAO DE HELMHOLTZ

I2Dg
B 2

A tltima equagdo pode ser reorganizada como uma equacdo de difusdo generali-

[—iQ — DgV?|P(r,v,Q) = 6(r — ) I'p(Q)V2P(r, ¥, Q) (4.51)

zada na qual podemos definir um coeficiente de difusdo renormalizado dependendo

da frequéncia através da fungdo de vértice

[—iﬂ - D(Q)VZ] P(r,Y,Q) = 5(r— 1) (4.52)

onde se definiu o coeficiente de difusdo renormalizado como

D(Q) = Dy — PBr(x v, ) (4.53)
- B Zk% 7 ts . .

Se pode ver que no limite (3 — 0, ou seja, wy ~ w», e [, = oo (ou 7, — 0) a fungéo
de vértice se anula obtendo uma equacéo de difusado estaciondria cldssica para a fungdo

de Green de intensidade Eq.(4.30).

Encontramos a partir da aproximagao de difusdo uma relacdo entre a func¢do de vér-
tice e a funcdo de Green de intensidade, levando em conta apenas a contribui¢do dos
diagramas de escada ("Ladder") Eq.(4.27), ['(r,v',Q)) = (47c/I?)Pp(r, v, Q). Pode-se
pensar que essa relacdo dd um coeficiente de difusdo renormalizado dependendo da
posi¢do, no entanto, para um meio infinito I'(r,r, Q) ndo depende da posi¢do, o qual
pode ser visto iterando a Eq.(4.20), ao contrdrio do caso de meio finito em que esta
nova dependéncia é a chave para obter as EAC e um coeficiente de difusdo renormal-
izado dependendo da posigdo [22]. A partir da Eq.(4.53) poderia escrever-se a seguinte

expressdo para o coeficiente renormalizado em termos da probabilidade de retorno

2
D(Q) = Dy — %DBPD(L r, Q)| (4.54)
0

Este fendmeno de renormalizagdo do coeficiente de difusdo, devido aos diagramas

de interferéncia (maximamente cruzados), é chamado localizagao fraca.
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4.5 Teoria diagramatica auto-consistente

Para ir além do regime fraco kgl, > 1, o qual pode ser feito incrementando a quanti-
dade de desordem, se precisa introduzir o conceito de auto-consisténcia (AC). Neste
caso, o caminho livre médio torna-se da ordem do comprimento de onda kol S 1 e
uma beira de mobilidade se cria. E conehcido que esta transicao ocorre em sistemas
tri-dimensionais. No entanto, para todos os modos prépios de oscilagdo da onda em

uma e duas dimencoes esta fica fortemente localizada.

O conceito de auto-consisténcia foi introduzido por Gotze (1978) [25] e desenvolvido
por Vollhardt e Wolfle (1980) para descrever esta transi¢do no estudo da condutividade
elétrica em um metal [26]. Ele definiu um principio de auto-consisténcia no qual ex-

pressa D(Q)) em termos de uma equagido dependendo de D(()) mesmo como

D(Q) = F[D(Q)), (4.55)

com F sendo um funcional. A solu¢do AC da Eq.(4.55) deveria ter como resultado
D(Q) para todos os valores de () e .. Esta solugdo deve ser compativel com os limites
conhecidos, de acordo com a teoria de perturbacdo para 7. < 1 (limite fraco). Dai,
que o conceito de AC, seja usado para estender a teoria além do limite de validade da

teoria de perturbagao[27].

De acordo com Cherroret [22], isto pode ser feito usando D(Q)) em vez de Dg, para
calcular o segundo termo da Eq.(4.54). O que é equivalente a levar em conta "lagos
secundarios"nas linhas onduladas (Cooperons) na Fig.4.9, e, depois, executar uma ite-
ragdo de lagos nos seguintes "lagos secunddrios'e assim por diante. Ou seja, olhar as
corre¢des de lago de ordem 7 a partir de um processo iterativo conseguindo uma soma
infinita de lagos, um dentro do outro. Na pratica, implica tomar o coeficiente de difusdo
renormalizado para calcular a funcdo de Green de intensidade e a soma dos diagramas
maximamente cruzados I'c, isto é, substituir Dg — D(Q)) na caixa de Hikami Eq.(4.34)
ou na sua transformada de Fourier Eq.(4.41). Isto implica fazer essa mudanga no se-

gundo termo do cédlculo do coeficiente de difusdo renormalizado Eq.(4.54). No "lago de
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interferéncia” esta mesma substituicdo é feita, o que implica modificar I'p(r, ) e as-
sim, permitir substituir Pp(r,r, }) por P(r,r, )) na Eq.(4.54). Assim, finalmente temos

uma equagao auto-consistente para o coeficiente de difusdo renormalizado, dada por

D(Q)) = D — —-D(Q)P(r,1,Q) | (4.56)

Em trés dimensdes, para r' = r, a solugdo da Eq.(4.56) diverge devido ao fato que
P(r,r',Q)) obedece uma equagdo de difusdo generalizada que, em torno da origem,
comporta-se como P(r, ', ) oc 1/|r — r'|. Para ultrapassar esta divergéncia nio fisica,
se toma a transformada de Fourier de P(q,(}), onde q é assumida como variavel con-
jugada a r — r' na equagdo de difusdo generalizada Eq.(4.52), assim se obtém que o

propagador de difusdo Eq.(4.29) é modificado por*

1
P(q,Q)) = — .
(@ = 5 payg
Dai se pode escrever a fun¢do de Green de intensidade de retorno a origem através

da Eq.(4.57) como

(4.57)

— dq —iq-(r—r1) _ dq 1
P(r,r,Q)—/(zn)3P(q,Q)e a _/(m)3 IS (4.58)

lembremos da Sec.(4.1), que no caso de retorno a origem o vetor de onda no propa-
gador de intensidade média é uma soma do vetor de onda incidente e o refletido, ou
seja q = k + k/, por tanto no limite q ~ 0 se pode assumir um cut-off superior® na in-
tegragdo da ordem gy = [, 1. Isto é devido a que o comportamento difusivo é s6 valido
numa escala espacial maior que /, [17]. Substituindo e resolvendo D((}) em geral para
d dimencgdes temos o coeficiente de difusdao renormalizado em termos da intensidade
de retorno com D = cl./d. Esta generalizacdo pode ser feita ja que os resultados

obtidos sdo 0os mesmos se se trabalha desde o comeco em d dimencgdes [4, 28, 29].

D(Q) 27tc dq 1
=1+—-— / - . 4.59
Dy RDp Jy<q (270)1 2 — 0/ D(O) 459

40 dltimo paso da Eq.(4.54) a Eq.(4.56) envolve uma resumacao de diagramas, dos quais na teorfa AC nio se tem mais controle.
5Se 0 limite inferior para g é tomado como L~! com L o tamanho da mostra, entdo o coeficiente de difusdo renormalizado ndo

serd mais uma quantidade intensiva [4].
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4.6 Resultados

No limite Q) — 0 é dizer no regime difusivo a integral na Eq.(4.59) diverge mais forte-
mente na condi¢do de retroespalhamento onde k/ = —k + q mostrando, assim, a con-
tribuicdo dos diagramas inseridos na Fig.4.9. Para d = 1,2,3 se pode mostrar que da
Eq.(4.59) se obtém os seguintes resultados para os coeficientes de difusdo renormaliza-

dos:

d=1
1 1
D(Q) ¢ (D(Q)\?2 D(Q)\ 2
Dy 1-— k%—DB ( —0 arctan —0q q0 |, (4.60)
d=2
D(Q) . 2nr% 73D(Q)
Do _1—k%DB In | 2=5--1), (4.61)
d=3
1 1
D(Q) cq0 c ( —i0) )z (D(Q))2
=1-— t —Z . 4.62
Dg 72Dy | mk2Dg \D(Q)) M (\Tin ) T (4.62)

O termo —iQ)/D(wy, Q}) apresenta dos limites quando Q) — 0. No caso difusivo
D(Q) é finito e constante assim
—i()
lim —— =0. 4.63
S EsI(0) (4.63)
No regime localizado, a difusdo é zero, pelo tanto o limite ndo fica bem definido.

Numa analogia com a condutividade, onde para uma frequéncia de modulacdo (2

finita pode ser considerada complexa®, se define o comprimento de localizagdo ¢(wyp)

%Das equagoes de Maxwell

47, 10D
VX H= T g (169

com D = €Eej = ¢E. Onde ¢ é a velocidade da luz, E o campo elétrico, j a densidade de corrente e H o campo magnético. Para

uma variagdo temporal dos campos tipo exp (—iQT), a Eq.(4.64) se torna

VxH= i <(77 Qe) E= 4—HU*E. (4.65)
c 4n c
Denotando () como a frequéncia de modulacéo, se tem que ¢*E é uma densidade de corrente complexa onde sua parte imag-

indria representa uma corrente de polarizagao dielétrica gerada dos eletrons ligados (localizados).
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como [30]”

1
D 0)\?
&(wo) = lim (M) . (4.66)
—i0)
Substituindo o coeficiente renormalizado em termos do comprimento de localizagado

na Eq.(4.60) e na Eq.(4.61), encontram-se as equagdes que devem satisfazer ¢(wp) em

cada caso

d=1 k3 = goé(wp) arctan (&(wp)qo), (4.67)

Zle %
i=2]  &w) = ;—0 {exp<<4a7;()zc3> + 1> } , (4.68)

tomando o limite de desordem zero, o qual implica 7. —+ 0 ougg — 0, [, — oo se

tem que nos dois casos & (wp) — co. No caso d = 1 isto garante que o produto do termo
linear e da arcotangente sejam igual a uma constante finita; no segundo caso d = 2 é
evidente a divergéncia de ¢(wy). Isto quer dizer que para d = 1,2, as ondas estdo sem-
pre localizadas sem importar a magnitude da disordem, nem o modo de oscilagdo da

onda [31].

Para d = 3 a subtituigdo da Eq.(4.66) na Eq.(4.62) leva a seguinte equagdo para ¢ (wy)

1 12
m arctan E]OC(C&JO) =1- E, (469)
3

onde se definiu um comprimento critico como I> = -3,. Das defini¢des, &(wyp) e qo

sdo sempre positivos, portanto a parte esquerda da Eq.(4.69) é maior ou igual a zero.

Assim, se tem uma restri¢do sobre o caminho livre médio dada por

1-2(12) = 0, (4.70)

onde a igualdade se tem para o valor critico definido acima. Isto pode-se constatar

também do atenuamento de D(wy, Q) no limite ) — 0, o qual ndo é mais a condigdo

"Devido as unidades de [—iQ)/D(wp, Q)] = TV;Ll = L2 sdo de inverso de comprimento ao quadrado se pode definir um

comprimento de localizacdo por Eq.(4.66).
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para localiza¢do da energia da onda. Esta condicao é satisfeita da Eq.(4.62) somente se

le <l ~ ky*. Perto da beira de mobilidade a Eq.(4.69) pode ser reescrita como

_ 1 ¢(wo) 2
E(wo) = o arctan ( ] ) L0 =L (4.71)

ao qual mostra que abaixo da beira de transicdo, ¢(wy) se comporta para I, < I,

como

&(wo) ~ |l — 1| 7. (4.72)
Acima da beira de transicdo a Eq.(4.62) pode ser escrita como
D(Q) . lg+lclg - ZC

DB - le lg !

ao qual mostra que acima da beira de transi¢do, D(wy,0) se comporta para I, > I,

(4.73)

como

D(wy,0) ~ |I, — 1", (4.74)

Portanto, a divergéncia do comprimento de localiza¢do na transigdo permite identi-

ticar o valor do exponente critico igual a 1 [32].
Assim, pode ser visto como em trés dimensdes existe uma transi¢do de fase chamada

transicdo de Anderson, onde para uma quantidade critica de desordem (y, = 47 /I.)

pode-se ter ou ndo a propagacado da onda através do meio.
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Considerac¢oes Finais

Nesse trabalho foi estudado a localizacdo de Anderson para um campo escalar sem
massa, que obedece uma equagdo de Helmholtz randomica. Através de um forma-
lismo perturbativo se obteve, no limite de desordem fraca, a renormalizagdo do coefi-
ciente de difusdo, o qual é uma mostra de localizacdo fraca. Isto foi possivel devido
ao levar em conta efeitos coerentes na fun¢do de Green de intensidade, provenientes
de asumir invarianza sob reversdo temporal da fungdo de vértice. Eles foram repre-
sentados pelos diagramas maximamente cruzados e calculados através das caixas de

Hikami.

Como uma teoria de perturbacdo ndo é suficiente para descrever a propagagao de
uma onda seguindo um processo de retroespalhamento multiplo num meio desorde-
nado, usou-se uma aproximagao auto-consistente para estudar a localizacdo da energia
da onda no regime de desordem forte. Nesse caso se encontrou que a fun¢do de Green
de intensidade satisfaz uma equagdo generalizada de difusdo onde um novo coefi-
ciente renormalizado é definido dependendo da frequéncia. Se encontrou, no limite
) — 0, que em uma e duas dimensdes os estados da onda encontram-se localizados
para qualquer intensidade da desordem. Para trés dimensodes existe um limite de mo-
bilidade, levando a uma transicdo de fase a partir de uma desordem critica dada por
Yo = 4mnt/l;, onde I, = %/\0. Através da teoria auto-consistente foi possivel obter
o coeficiente critico que caracteriza a transig¢do perto do limite de mobilidade, obtendo

um valor de 1.
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A andlise feita através do formalismo perturbativo e a teoria auto-consistente as-
sumiu a existéncia de centros dispersores reais, como impurezas. A localizagdo da
radiagdo de Hawking num regime que vai além da aproximagdo semi-cldssica é uma

possivel continuac¢do natural desse trabalho.
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6.1 Caixa de Hikami

Neste apéndice a transformada de Fourier H(q) da caixa de Hikami H(r, ') respeito a

r — r/, introduzida na Eq.(4.32), é calculada. Para isto se define a fungdo de correlagéo

g(r—1') por

gr—1) = ’Ye/dl‘léR(l‘z r1)G” (1, 7). (6.1)

Inserindo a transformada de Fourier das func¢des de Green

(r) = / (2d§)3eiiq’r5R’A(q) (6.2)

dentro da integral do lado direito se tem

dd/i~r—r —iq-(r—r)@7R /A
sr-v) = [dn [ Gt W OIG qT ), (69
fazendo a integracdo em r;
dq =R =A iq-(r—r'
gr—v) =1 [ 2 C (@G (@), (6.4)

Como da Eq.(3.13) G (q) se podem escrever a primeira ordem como

—R,A 1

G = - 6.5
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se tem que o porduto das duas fungdes de Green médias (retardada e avancada) é

dado por

G* ()G (q) = ! (6.6)

- ()

Da Eq.(2.34) para a parte imaginaria da fun¢do de Green se tem que

—R —A
G (q) =0 _C ) _ K ! - _bERgEi ), ©67)

. 2 I
2 13- ) (%) "

portanto se tem que a fungdo g(r — r’) pode ser escrita como

nyde odq (CN(@) -GN @) v
g(r—r)——k0 /(27_()3< > )e‘I( )

_47‘(@R(r,r’) —EA(r’, r)

ko 2i ’
4 _
= ——T(ImGR(r, r). (6.8)
ko
Assim, inserindo as fung¢des de Green médias dadas por Eq.(3.20) e usando a Eq.(2.31)
se tem
N sin(koR) —R/2l,
g(r—r) = kR e (6.9)
onde de novo R = |r—r/|. Com este resultado ja é possivél calcular as caixas de
Hikami. Em geral, para qualquer uma delas é vélido
H(r, 1) = /drldrzH(r, r, v, 1), (6.10)

onde H(r, 1y, r',1p) é a caixa de Hikami mostrada na Fig.6.1. Este diagrama é uma
soma de trés cointribui¢des H(4) (r,1,v,17), H(B) (r,ry,1,10) € H(©) (r,ry,1,12). A con-

tribuicao de H4) é dada por

HA (1,1 = /drlerCR(r, rl)EA(r’, rl)aA(rZ, r)éR(rz, ). (6.11)
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/ /‘+

O / r,/

Figura 6.1: Caixa de Hikami revestida. A fungdo H(r — t’) é obtida quando ¢é integrada sobre dois pontos
opostos. As linhas finas e as linhas tragejadas representdo uma fungdo de Green retardada e
avangada. A linha pontilhada é uma funcao de correlagdo de desordem. O primeiro termo é

dado pela contribui¢do dos diagramas maximamente cruzados nus (cooperon).

As duas integrais podem ser feitas independentemente com o resultado da Eq.(6.9),

lembrando que <y, = 47t/l, o resultado é

1 sin?(koR) _
HA (r,1) = =22 R/, 6.12
") =0 )2 12
Sua transformada de Fouier é dada por
— / ARHA)(R)elaR, 6.13)
escolhendo coordenadas esféricas e integrando no angulo sélido similar a Eq.(2.28),
tem-se
4 [~ _sin(qR)sin®(koR) _
(A) _ q 0 R/l,

HA(q) = 22 / dR X e (6.14)

Esta integral pode ser avaliada com ajuda de Mathematica dando assim

HWY(q) = (arctan (2kg — q)le + 2 arctan gl, — arctan (2kg + q)l.) . (6.15)

7 k%q
A partir de este resultado pode-se reconhecer a transformada de Fourier de ¢?(r — 1),

a qual é igual a a(q) = v2H4)(q). As outras caixas podem ser calculadas de maneira

similar.
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