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Abstract

In this work we review some aspects of field quantization in curved spacetimes. We
studied the quantization of a real scalar field in systems of separable coordinates, the
definition of vacuum and the calculation of the Bogoliubov coefficients.

As an example we apply the formalism to a system of uniform accelerated motion. We
discuss the Unruh effect and its analogy to the Hawking effect.

However the most important application concerns the evolution of the universe itself.
So we discuss some cosmology and the quantization of a real scalar field in homoge-
neous isotropic models. At last we study particle creation in a nonsingular homogeneous
isotropic model.

The goal of this work is to emphasize the importance of particle creation by evolving
gravitational fields in the evolution of the universe. Its consequences certainly help to

mold the universe we observe today.




Resumo

Neste trabalho, nés revemos alguns aspectos da quantizacao de campos em espaccos
curvos. Estudamos a quantizacao de um campo escalar real em sistemas de coordenadas
separaveis, a definicao de vacuo e o calculo dos coeficientes de Bogoliubov.

Como um exemplo, aplicamos o formalismo a um sistema em movimento acelerado
uniforme. Discutimos o efeito Unruh e sua analogia com o efeito Hawking.

Entretanto, a aplicacao mais importante concerne a evoluc¢ao do universo. Portanto,
discutimos cosmologia brevemente e a quantizagao de um campo escalar real em mode-
los homogéneos e isotropicos. Por fim, estudamos criacao de particulas em um modelo
homogéneo e isotrépico nao-singular.

O objetivo deste trabalho é enfatizar a importancia da criagao de particulas em campos
gravitacionais dinamicos na evolucao do universo. Suas conseqiiéncias ajudam a moldar

o universo que observamos hoje.




Notacao

Antes de discutir o trabalho propriamente dito, é necessario fixar a notacao. As
convencoes que usaremos aqui infelizmente nao sao de forma alguma universais.

Em primeiro lugar, exceto quando indicado, usamos um sistema de unidades em que
h=c=1, onde h é a constante de Planck e ¢ é a velocidade da luz.

Um ponto qualquer do espago-tempo é denotado (em coordenadas cartesianas) por z =
(t,7) ou z = x*, com p = 0,1,2 ou 3. Em duas dimensoes, isto é, em um espago-tempo
141 dimensional, o simbolo de vetor na componente espacial é omitido, e escrevemos
zt = (t,x).

Nuw € g, denotam respectivamente o tensor métrico de Minkowski e um tensor métrico
arbitrario, com assinatura -2 em 4 dimenoes. O intervalo entre dois eventos préximos no
espago-tempo, 2/ e z* + dz*, é definido como ds* = g,,dz*dz”. Quando ds* é maior,
menor ou igual a zero, dizemos que o intervalo é tipo-tempo, tipo-espago, ou tipo-luz,
respectivamente.

O operador 0, representa a derivada parcial com relacao a z*

0

B ogr’




Introducao

A teoria quantica de campos é considerada uma das mais fundamentais teorias da
natureza, sendo o alicerce sobre o qual se edifica 0 modelo padrao de fisica de particulas,
e prové atualmente a descricao mais precisa e confidvel dos fenomenos quanticos.

A relatividade geral, por outro lado, é uma das mais bem sucedidas teorias cléssicas
e descreve fenomenos macroscopicos que envolvem gravitacao. Um de seus princiais re-
sultados é que a matéria curva o espaco e o tempo a sua volta, o que tem profundas
implicagoes no conceito de espago-tempo. Em resumo, a gravitacao é um efeito da geo-
metria do espago-tempo.

A teoria quantica e a relatividade geral encontram-se em uma area de pesquisa que
¢ ao mesmo tempo dificil mas extremamente atrativa e fundamentalmente importante.
O estudo da quantizagao de campos em espagos curvos é importante para a andlise de
fenomenos onde a natureza quantica dos campos e os efeitos da gravitagao sao ambos
importantes, mas a natureza quantica da prépria gravidade nao é a principio relevante.
Ou seja, é uma aproximacao de uma teoria ainda inacessivel de gravitagao quantica.

Considera-se o comportamento de campos, descritos no contexto da teoria quantica




onde os campos sao operadores atuando em um espaco de Hilbert, que se propagam
em uma arena gravitacional classica, de modo que gravitacao pode ser descrita por um
espaco-tempo curvo, sujeito as equacoes classicas da relatividade geral.

A importancia da gravitagao, mesmo em fenomenos quanticos, nao pode ser subesti-
mada. Nao ha campos verdadeiramente livres na natureza. Qualquer forma de energia
interage com o campo gravitacional. A interacao se faz presente nas equacgoes de campo
nao apenas através de termos de acoplamento entre o campo fisico e a curvatura do
espaco-tempo, mas também através de termos com derivadas.

Evidentemente, quando a gravidade é considerada, novas dificuldades surgem, que
nao sao encontradas na teoria quantica usual no espaco-tempo de Minkowski. Até mesmo
as equacoes dinamicas dos campos “livres” sao em geral nao-lineares com coeficientes
dependentes do tempo, e nem sempre admitem solugoes analiticas com interpretacao fisica
imediata. As dificuldades associadas a introducao da gravidade em fenomenos quanticos
nao sao, portanto, meramente matematicas, mas também conceituais ou filoséficas, como
ficara evidente no trabalho.

Espera-se que esta seja uma boa aproximacgao, em que os efeitos quanticos da gravitagao
sao irrelevantes, quando as escalas envolvidas sao muito maiores do que os valores de
Planck, I, ~ 10733%cm e t, ~ 107%s.! Mas esta aproximagao certamente falhard nesse
limite, e possivelmente antes. A escala de Planck marca, portanto, o limite em que uma
teoria completa de gravitagao quantica é necessaria.

Além disso, a ocorréncia de flutuagdes quanticas do campo gravitacional poderia, em
principio, dificultar e até mesmo impossibilitar a construcao de observadores inerciais
locais, o que descaracterizaria completamente a teoria da relatividade geral de Einstein.

E do ponto de vista semi-cléssico,?

nao ha criacao de particulas sem uma métrica bem
definida.® Portanto, a menos que o universo seja eterno, espaco-tempo e matéria devem
ter surgido juntos em algum momento préximo & era de Planck. O que haveria antes,?
talvez alguma forma mais fundamental de geometria e de energia/matéria,”> pode apenas

ser especulado.

! Birrell e Davies (1986).

2 Voracek (1983).

3 Evidentemente considerando apenas a interacdo entre o campo quéntico e o campo gravitacional, e ndo
outros processos de criagao de partitculas.

4 Seja 14 qual for o significado de “antes” neste contexto.
5 Misner, Thorne e Wheeler (1970).




Entretanto, nos regimes em que a aproximacao semi-classica pode ser usada com al-
guma confianca, ha ainda uma enorme gama de aplicagoes. Algumas aplicbes concernem
a estrutura em larga escala do universo e as anisotropias da radiacao césmica de fundo,’
criacao de particulas por campos gravitacionais e, em particular, durante a evolugao do

8 ete.

universo,” buracos negros,

O resultado mais importante da teoria quantica de campos em espacgos curvos talvez
seja a criacao de particulas por fortes campos gravitacionais. O processo de criacao de
pares pode ter um papel importante na dinamica do universo primordial.

Por simplicidade, vamos considerar somente o campo escalar livre. Como tem apenas
um componente, o campo escalar descreve particulas de spin zero. Com isso, evitamos
outras dificuldades associadas, por exemplo, a polarizacao dos fétons ou ao principio da
exclusao de Pauli que governa os férmions, etc.

Nao ha nenhuma particula elementar estavel de spin zero conhecida. Entretanto, para
0S Nossos propositos, particulas escalares podem ser consideradas estaveis em comparacao

0% s, ou seja, podemos considerar que em uma escala de

com o tempo de Planck, ¢, ~ 1
tempo tao pequena nao ha interacoes. Por exemplo, o principal modo de decaimento do
pion neutro é ¥ — v + v, com uma meia vida de 7,0 ~ 10716 s,

Comecamos no capitulo 2 com um breve estudo do campo escalar no formalismo
da teoria de campos. Com isso, apresentamos o principio da ac¢ao, que permite a de-
terminacao das equagoes dinamicas dos campos, e o teorema de Noether, que permite,
por exemplo, a construcao do tensor-energia momento. Passamos, entao, para o estudo
da quantizacao do campo escalar no espago de Minkowski. Os conceitos apresentados
(antiparticulas, criagao e aniquilagao, etc.) serdo necessarios para a generalizagao do for-
malismo em espagos curvos. Os capitulos seguintes sao aplicacoes dessa teoria, o efeito
Unruh e criacao de particulas em um universo em expansao, respectivamente. O capitulo
7 constitui a conclusao do trabalho. Este trabalho tem o cardter de review, e os topicos
apresentados podem ser encontrados na literatura citada nas referéncias.” No final do
trabalho, encontra-se uma modesta bibliografia que nao faz justica a este assunto de

importancia fundamental, que tem sido extensivamente estudado desde a década de 1970.

6 Mukhanov, Feldman e Brandenberger (1992).

T Parker (1968).

8 Hawking (1975).

9 A questdo da criacdo de particulas em modelos com ricochete (sessdao 6.4) é relativamente recente,

entretanto, mais referéncias podem ser encontradas em Peter & Pinto-Neto (2002).




Quantizacao do Campo Escalar

2.1 Campo Escalar Classico

2.1.1 Principio da Acao e Equacao de Euler-Lagrange

Um campo classico é um sistema continuo cujas equacoes dinamicas provéem uma
descricao completa de sua evolugdo. Em cada ponto do espago-tempo, (Z,t), a varidavel
dindmica é o préprio campo, ¢(z), enquanto & e ¢t sdo apenas parametros.

As equacoes dinamicas podem ser derivadas a partir da agao que descreve o campo, um
funcional do campo na forma de uma integral no espaco-tempo da densidade lagrangiana
21

stel = [ a2l

O principio da agdo?® afirma que a evolucao de um sistema fisico ocorre ao longo do

L A partir de agora vamos nos referir a .Z simplesmente como a lagrangiana.

2 Uma descrigao mais precisa do principio da a¢ao pode ser encontrada por exemplo em Hill (1951).
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“caminho” no espago de configuragao segundo o qual S é estacionério, .5 = 0, com

5S = /d4x{%5¢+%5¢,u}
S

. [Tz 0L 0L
/“Ha—waﬂ (%)W% (W‘b)}’

onde assumimos que .Z é uma funcao de ¢ e suas primeiras derivadas parciais apenas.
Segue do teorema de Gauss que o ultimo termo pode ser transformado em uma integral
de superficie sobre o limite da regiao de integracao. Considerando-se apenas variagoes que
se anulem nesta fronteira, este termo de superficie pode ser descartado.? S é estaciondrio
em relagao a variacoes arbitrarias em ¢ se

0L 0L
On (W) ~ %

Esta é a equacao de Euler-Lagrange.

2.1.2 Teorema de Noether

As equacoes dinamicas nao sao suficientes para a descricado de um sistema fisico. As
caracteristicas fisicas (energia, momento, carga elétrica, etc.) do sistema devem ser ex-
pressas em termos das solugoes destas equacoes. O teorema de Noether afirma que para
cada simetria da agao, em relacao a transformacoes continuas dos campos e de suas co-
ordenadas, hd uma lei de conservacao. O teorema permite a construcao de invariantes
dinamicos correspondentes a estas leis.

Considere uma transformacao infinitesimal das coordenadas e do campo
ot — ¥ = gt + St

¢(x) — ¢ (2') = ¢(x) + oo ().

As variacoes 0z e d¢ podem ser expressas em termos de s parametros infinitesimais

arbitrarios linearmente independentes

ot = xhow"™, o0¢p = D,0w", 1 <n<s.

3 Isto é, assumindo-se que as configuragdes iniciais e finais do campo sao dadas, §¢(%,t;) = d¢(7,tf) = 0,

e considerando-se somente variagoes que sejam nulas no limite espacial da regiao de integragao
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E importante notar que ¢’ (') e ¢(x) sdo comparados em diferentes pontos do espago-

tempo, portanto 0,0¢(z) # §0,¢(x). Entao, a variacao funcional em ¢ é definida por

que, em até segunda ordem, assume a forma

0p(x) = 6(x) — ¢, ()02 = (n — ¢, x7,) O™

Por defini¢io, 9,06(z) = 60,6(z).

A variacao resultante na agao é dada por
4S = /d%’f’(w’) — /d%éf(w),

onde

L) = 2(§(2'), ¢ ,(2') = L () + 0L (),

0L 0L - dz
— = _— K
0L 96 5¢+6¢,u5¢’u 5‘$+d;pu5$ :
6% 6 a variago em £ devido a variagoes funcionais em ¢ e ¢ ,
< 07 - 0L - 0 (02 -
0.L = o 0 = — 4]
569+ 5,000 = 5 (3,09).

onde a tltima igualdade segue da equacao de Lagrange. O elemento de volume d*z’ é
determinado pelo jacobiano da transformacao x# — x'*:

n
dir ~ (1 + Do > d*z.

oz

or’'

d4 /: el
* ox

Segue finalmente que

55 — / di { 1+ ‘%x”} (2(a) +52(2)] - z(x)}

ozt

0 0L -
— A I
/d x@x“ {a¢7M6¢+Z(Sa: }

0 [0Z
— 4 n_—~ _ v o
/d T dw e {8¢,u (@n ¢7yxn> +$Xn}.

Se a acao é invariante em relacao as transformacoes definidas acima,

as L o
mm——/ﬁmaﬁ—a
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onde

0L
() = - [(%
) M

Como a regiao de intergracao é arbitréria,

"
89n:0

oz

(@ = 6.0x0) + ,sfxﬁz} .

Isto é, ha s leis de conservacao, uma para cada parametro. Considere a quantidade

C, = / do, 0",

onde do, ¢ a projecao do elemento de drea na superficie tridimensional perpendicular ao
eixo x*. Assumindo que a regiao de integracao ¢é limitada apenas em direcoes tipo-tempo
por superficies tridimensionais tipo-espaco o1 e g9 € que o campo é nulo nos limites do

volume espacial, segue do teorema de Gauss que

/ do, 0" — / do, 0" = 0.

Ou seja, as integrais de superficie C), sao, na verdade, independentes de 0. No caso
particular em que as superficies sdo os planos {t = constante}, a integral é calculada

sobre o volume espacial
C,= / d*z6° = independente do tempo.

O teorema de Noether acaba de ser demonstrado: a cada simetria de S em relacao a
transformacoes continuas de s parametros das coordenadas e do campo, correspondem s
invariantes dinamicos C,, (n =1,...,s).

Considere como exemplo translacoes infinitesimais no espaco-tempo, ™ = x* + dxH,

com x* =" e &, = 0. Nesse caso, § assume a forma

0L 0.7
TH =S, — Z5 on T =y
9., " s,

As integrais C¥ formam o 4-vetor P¥ = [ d*2T°, cujas componentes sao

G0 — LY.

H = /d%; 7%,

P = / Ba T%;.
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Para compreender porque 7" é chamado tensor energia-momento, basta lembrar da
definicao de momento canonicamente conjugado segundo o formalismo hamiltoniano da

mecanica classica. O momento conjugado a ¢ é definido por

X

m(x) = a_gb

A densidade hamiltoniana 7 é uma transformada de Legendre da densidade lagrangiana,

e é imediato notar que esta é justamente a componente 7% do tensor energia-momento,
isto é, que T = 7. T é naturalmente associado ao momento* uma vez que T% é um

4-vetor assim como o vetor energia-momento.

2.1.3 Equacao de Klein-Gordon

Considere um campo escalar® ¢(z) governado pela lagrangiana
L 242 1 2 2 2 42
L =5 [0~ m*6] = S[(010) — (Vo) - m*?].
A equacao de Euler-Lagrange resultante do principio da acao é dada por
(O m?) () = 0,

onde O = 79,0, é o operador de d’Alembert. Esta é a equagdo de Klein-Gordon.® Tal
equacao é interpretada como a relacdo energia-momento,” recorrente das substituicoes
E — 10, e p— —iV,

[EQ —p? - mQ] o(z) = 0.

4 Nao confundir momento linear com momento canonicamente conjugado.

5 Isto é, ¢(x) — ¢'(2') = ¢(x) sob uma transformacgao de Lorentz x — z’.

6 Note, no caso de m = 0, a semelhanca entre a equacido de Klein-Gordon e a equacido do potencial
eletromagnético livre, A,, no gauge de Lorentz. Veja, por exemplo, Griffiths (1981). Assim, a quan-
tizacao do campo eletromagnético segue de forma anédloga & quantizagao do campo escalar, exceto pela
introdugao de certos problemas decorrentes dos graus de liberdade adicionais, como a polarizagao. Veja,
por exemplo, Mandl e Shaw (1984).

7 Isto é, todos os campos fisicos conhecidos estdo sujeitos a esta equacio.
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E fécil mostrar que a equacao de Klein-Gordon é invariante em relagao a trans-
formacoes de Lorentz, © — 2’
o 0 ox'* 9z 0 0
v + m2 T — v + m2 ! ZE,
T 9w oz } ¢(@) [77 Jzt Oxv Ox'® Ox'P ¢(a)

g 0
_ af 2 i
~ | g | 4

Solugao Geral

A solugao geral da equacao de Klein-Gordon é uma sobreposicao de ondas planas:

o(x) = (2m)73/? / d*k p(k) e*=.

Substituindo essa expansao na equacao de Klein-Gordon, econtramos
/d4k; q@(k;) (kz2 — m2) ehr =,
0 que mostra que &(k) ¢ da forma

o(k) = (k) o(k* —m?),

onde ¢(k) é uma funcao arbitraria. A funcao delta simplesmente afirma que a solugao
de onda-plana da equacao de Klein-Gordon deve obedecer a relacao energia-momento,
k* —m? = 0. Portanto, a integral em d*k nao é sobre todo o espaco 4-dimensional, mas

somente sobre a superficie determinada por
ki — k* —m? =0,

onde escrevemos, por conveniéncia, k° = k. Assim, podemos escrever®

P(z) = (27T)_3/2/d4k o(k) 5(k2 — m2) et

8 Empregamos a seguinte propriedade da funcéo J: seja f uma funcio arbitraria de raizes simples z;,

df
%(%‘)

5(f(@) =3 b — ).

%

Para demonstrar esta relagao, basta integrar ambos os lados sobre x e realizar uma mudanga de varidvel,

que gera um jacobiano, que por sua vez explica a origem de df /dz.
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onde w, = Vk?+ m?2. Considerando somente o campo escalar real, a solucao pode ser

reescrita:
o(x) = /dgk:(akuk + a,ju,t),
onde ug(x) = [(27)32@{]71/2 e~ com k¥ = 4wy
Os modos uy, e uj sao chamados modos de freqiiéncia positiva e negativa, respectiva-

mente. Estes modos sao autofungoes do operador 0;:

— = — WLl —
ot R o

Esta decomposicao em modos de freqiiéncia positiva e negativa, bésica a todos os campos

= WUy

relativisticos, é enraizada na natureza quadratica da relacao energia-momento de Einstein.

A base do espago de solugdes, {ux, uj}, é normalizada em relagdo ao produto escalar

(u1>u2) = —Z/dgx <U18tu2> = —Z/dgx <u18_t2 _ UQG_;) ’

de forma que

(ukauZ) = 07
(up,up) = 03k — k'),
(up,up) = —6°(k— k).

Estas igualdades seguem imediatamente da definicao da funcao delta,

—

(27?)_3/d3x iRk _ 53(E — K.

Limite Nao-Relativistico

E importante notar que a equacao de Schrédinger é uma aproximacgao nao-relativistica

da equacao de Klein-Gordon,? recorrente da relacio energia-momento

p2

2m’
Para verificar isso, considere uma solucao da equacao de Klein-Gordon. Vamos escrever

explicitamente A e c:

6(x) = exp {—% (B +me) i~ F -] } — () exp (—%cht) ,

9 Entretanto, ¢(z) ndo pode ser interpretado como uma amplitude de probabilidade, como veremos logo
a seguir. Este fato é uma das razoes de ser da teoria quantica de campos: a possibilidade de descrever

processos fisicos em que o nimero de particulas nao é conservado.
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onde divimos a dependéncia temporal de ¢ em dois termos, com um deles contendo a
massa de repouso. No limite nao-relativistico, a energia cinética Fx de uma particula é

pequena em comparacao com sua energia de repouso, Ex < mc?, ou

0
zha—f’ = Exp < mcp,

de forma que

0¢ . Oy i 2 i 2.\ i 2 i 2
o (E — ﬁmc @ | exp —ﬁmc t] ~ —ﬁmc © exp —i—imc t],
i 0 (9_<p — i.ch ex —imc2t ~ —i2m028—¢ — mec! ex —imCQt
o "ot |[\ot  hF)TP\Th SR e e 7)) TR
A substituicao de ¢ na equacio de Klein-Gordon resulta em
1 [ 2mc*dp m?ct - 5  mic? i,
—= <z PR + s c,o) exp (—ﬁmc t) = (V T2 ) Y exp (—ﬁmc t) ,
8(,0 h?

ot 2m

Evidentemente, esta é a equacao de Schrodinger para uma particula escalar livre, como

ou

V3.

ja era esperado.

Corrente Conservada

Assim como a equagao de Schrédinger, a equacao de Klein-Gordon define uma corrente

conservada:

a* 82 62*
(¢¢ ¢) & 9 I¢

S~ 0o = 9V — ¢V26" =V (§'Vo — 6V ),

o que pode ser escrito mais concisamente na forma de uma lei de conservagao, d,j" = 0,

. o 94" o i (.06  0¢"
J* = %(d’axk axk) ¢ jo_p__<¢at ¢ )

A expressao para a corrente conservada é exatamente igual a expressao da corrente de

com

probabilidade na mecanica quantica nao-relativistica. No entanto, p pode assumir valores
negativos, o que significa que nao pode representar uma densidade de probabilidade.

Evidentemente, se ¢ é real, j* = 0.




2.1 Campo Escalar Classico 12

E possivel mostrar que o campo eletromagnético se acopla naturalmente ao campo
escalar complexo!® através de termos adicionais na densidade lagrangiana determinados
pela invariancia da agao sob transformagoes de gauge. Tais termos de acoplamento repre-
sentam a interacao entre o campo escalar complexo e o campo eletromagnético. p e J
sao a densidade e a corrente de cargas elétricas, respectivamente. O campo escalar real
por sua vez nao interage com o campo eletromagnétrico, e descreve, portanto, particulas

escalares neutras.

Energia e Momento

Conhecida a lagrangiana .Z e a expresao de ¢ em termos de a; e aj, a energia e
o momento associados ao campo podem ser calculados a partir da definicao do tensor

energia-momento,

H= / P [m;'s—.,zﬂ} - % / d%[(&@f + (Vo) —|—m2¢2] - / &k %[a;ak +aka;;},

P = —/d?’x Vo = /d3k; bl [aZak + akaﬂ.
Aqui, ay, e aj, sao apenas funcgoes e poderiamos escrever ajay + aia; = 2aja;. Entretanto,

apds a quantizagao do campo, aj, e aj, serao operadores, ay € aL, € nao mais comutarao.

ORyder (1985).
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2.2 Quantizacao no Espaco-Tempo de Minkowski

2.2.1 Formalismo de Heisenberg

Até agora tratamos ¢ simplesmente como uma funcao definida no espago-tempo, i. e.
um campo, sujeita a equagao dinamica de Klein-Gordon. Com a quantizacao ¢ passa a
ser um operador, na verdade um campo de operadores. Como ¢ é um operador dinamico,
o formalismo de Heisenberg é mais adequado para sua descricao. Vamos relembrar aqui
como funciona este formalismo.

No formalismo de Schrodinger da mecanica quantica nao-relativista, a evolugao dinamica
de um sistema fisico é descrita por um estado qualquer, [¢), que obedece a equagao de
Schrodinger, 5

i l) = H]),
onde H é o operador Hamiltoniano e gera translagoes infinitesimais do tempo. A solucao

da equacao de Schrodinger é'

[0(t)) = e (L)) = Ut to) [ (L))

Ul(t,t,) é o operador evolugao temporal, que determina o estado [¢)(f)) em um instante ¢
a partir de um estado inicial |¢(t,)) em um instante anterior t,.

Sabemos que as predigoes da mecanica quantica sao expressas em termos de produ-
tos escalares entre os estados ou em termos de elementos de matrizes dos operadores,
quantidades invariantes em relagao a transformacoes unitarias. A transformacao pode ser
escolhida de modo a tornar [1g(t)) um ket independente do tempo.'? Evidentemente, os
observaveis passam a depender do tempo.

No formalismo de Heisenberg, tempo e espaco sao tratados de forma mais simétrica,
pois toda a dependéncia no espaco e no tempo, i. e. toda a dinamica do sistema, esta
contida somente no operador. Isso o torna mais adequado em teorias relativistas. UT(¢,,)

transforma um vetor [tg(t)) em um vetor constante |¢y),

eH ) o (1)) = [Ys(ty)) = [vn).

I Assumimos que H nao depende explicitamente do tempo.

12Nesta sessdo, vamos atribuir o indice S aos kets e aos operadores no formalismo Schrédinger e o indice
H aqueles no formalismo de Heisenberg. Nas préximas sessoes, somente o formalismo de Heisenberg

serd considerado, e o indice H devera estar subentendido.
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Isto é, o vetor de estado constante no formalismo de Heisenberg é igual a |1g(t)) no
instante t,. A transformada Zy(t) de um operador Zs(t) pode ser determinada lembrando-
se que ambas as descricoes devem ser equivalentes. Em particular, o valor esperado de Z

deve ser o mesmo em ambos 0s casos,

(Ws(t)|Zs(t)[¥s (1)) = (rleT 0 Zs(t)e ™ ) = (Y| Zia (8) | 0m),

de forma que
Zu(t) = U'(t, tg) Zs(t)U(t, o).

Note que Zy(t) em geral depende do tempo ainda que Zg(t) seja constante. Entretanto, se
[Zs,H] = 0, entdo Zy(t) = Zs(t). Em particular, o operador hamiltoniano é invariante,
Hy=Hs=H.

Agora, os vetores de estado sao constantes. A evolugao é descrita por uma equagao
que governa a dinamica dos operadores, a equacao de Heisenberg: basta derivar a relacao
entre Zy(t) e Zs(t) para encontrar

dZy 0Zs
o - W Hl (W)H

2.2.2 Oscilador Harmonico Unidimensional

O oscilador harmonico simples é provavelmente o exemplo mais importante de um
sistema fisico com solugao analitica exata. Seu estudo é a base da teoria quantica de cam-
pos, uma vez que a expansao em série de Fourier de um campo corresponde a uma soma
infinita de osciladores harmonicos, cujas excitagoes sao interpretadas como particulas. Ja
em teoria de matéria condensada, cristais podem ser descritos aproximadamente como um
conjunto de osciladores harmonicos acoplados, cujas excitagoes correspondem aos chama-
dos fonons, que descrevem o quantum de vibragao. De fato, o oscilador harmonico des-
creve, pelo menos em primeira aproximacao, qualquer sistema oscilatorio, como atomos
em um solido, cordas, detectores de ondas gravitacionais, etc.

Na fisica classica, um exemplo de oscilador harmonico é uma particula de massa m a
mover-se em uma certa dire¢ao x presa a uma mola de constante elastica k, de modo que

a forca exercida sobre a particula é FF = —kz. A funcao hamiltoniana é

2
1

H= - + —mw?z?,
2m 2

onde p é o momento linear e k = mw?.
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A passagem da teoria cldssica para a teoria quantica consiste na postulacao das
equacoes dinamicas e da algebra dos operadores, e na construcao e interpretacao fisica dos
estados quanticos e observaveis. Em vez de resolver a equagao de Schrodinger em termos
de polinomios de Hermite, ¢ mais conveniente trabalhar na representacao de Heisenberg

e definir as varidveis

mw ; mw 1
a=ux —i—lp\/ a' =T\ —— =P\ -
2 2mw

x e p agora sao operadores, [r,p] =i e [x,z] = [p,p] = 0. Note que a # a', isto é, a nio
¢ hermitiano, portanto, nao representa um observéavel. Segue das relagoes de comutacao

de x e p que [a,a’] =1 e [a,a] = [a,a'] = 0. O operador hamiltoniano assume a forma

H=— 5 (aa —I—aa):w(aTa+%).

Portanto, um autovetor de H ¢ também um autovetor do operador hermitiano N = a'a,
e segue da dlgebra de a e a' que [N,a] = a' e [N,a] = —a. Agora vamos determinar o
espectro de V.

Seja |n) um autoestado normalizado de N com autovalor n, N|n) = n|n), temos
Na'|n) = (a'N + a) [n) = (n+ 1) af|n),
Na|n) = (aN —a)|n) = (n — 1) a|n).

Isto é, a'|n) é um autovetor de N com autovalor n + 1; a|n) é um autovetor de N com

autovalor n — 1. Considere agora a norma do estado a|n),
0 < [laln)||* = (nla'aln) = n{n|n),

segue que n > 0. n deve ser um numero inteiro maior que ou igual a zero. Isto significa que
a aplicagao consecutiva do operador a em um estado qualquer |n) eventualmente produz
um vetor tal a|0) = 0. |0) é o chamado estado fundamental e nao deve ser confundido com
0, o vetor zero no espaco de Hilbert. Todo o espectro de N (ou H) pode ser construido a
partir de |0) com aplicagoes consecutivas de a'.

Se o estado |n) é normalizado, o quadrado da norma de af|n) é
(n|aa’|n) = (n|a'a + 1|n) = n + 1,

O primeiro estado excitado normalizado é |1) = a'|0); o segundo estado excitado normali-

zado 6 |2) = (v/2) 'afat|0), e assim por inducdo,
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O estado fundamental é o estado com n = 0 e energia w/2. O primeiro estado excitado
corresponde an = 1, e assim por diante. O espectro de H é discreto e dado por w(n+1/2).
Os niveis de energia sao espacados uniformente com separacio w, isto é, os operadores a' e
a sao operadores de criagao e de destruicao de um quantum de energia w, respectivamente.

O hamiltoniano pode ser redefinido como H' = H — w/2, e suas excitagoes podem ser
interpretadas como particulas de massa m = w com velocidades despreziveis. O estado
fundamental é o estado em que nao hé particulas presentes, nao ha energia. Ja o estado
de n excitacoes, |n), apresenta n particulas, cada uma com energia m. a' transforma |n)
em |n + 1), a energia do sistema aumenta em m. a' cria uma particula. Similarmente, a
transforma |n + 1) em |n). a destréi uma particula. O operador ntiimero, N = a'a, conta
o nidmero de particulas. Se a atua no vécuo, |0), onde ndo ha nenhuma particula a ser

destruida, o resultado deve ser zero, a|0) = 0.

2.2.3 Quatizacao do Campo de Klein-Gordon

Em analogia com a mecanica quantica, sao postuladas as relagoes de comutacao entre

o campo escalar e seu momento conjugado
[6(Z,t), (7. 1)] = i6°(Z — ),

[¢(f7 t)v gb(g], t)] = [ﬂ-(fv t>7 W(ga t)] =0.

Embora estas relagoes sejam definidas no mesmo instante de tempo, o que parece con-
trariar os principios da relatividade, note que x* e y* sao separados por uma distancia
tipo-espago, (x —y) < 0, que é preservada sob transformagoes de Lorentz. Isso significa
que a causalidade é respeitada, pois a medida de um observavel nao pode alterar a medida
de outro em pontos do espaco-tempo separados por uma distancia tipo-espaco.

Com estas relagoes e o operador hamiltoniano,

1= [ @] @0 + (Vo + me?).

sao derivadas as equacoes de Heisenberg!'?

¢(z) = —il¢, H] = n(x),

13Para obter o operador V2, a relagio de comutacio entre ¢ e m foi diferenciada, [7(x,t), V'¢(z2’,t)] =

V'[r(z,t), (2, t)] = —iV'63 (& — '), seguida de uma integragio por partes.
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7(x) = —i|m, H] = (V2 — m2) o(x).
A primeira equacao acima é simplesmente a definicaio do momento conjugado; a segunda
é a prépria equacao de Klein-Gordon.
Com o objetivo de construir e interpretar os estados fisicos, expandimos o campo
escalar em termos das solugoes classicas da equacgao de Klein-Gordon,

d*k
¢($) — (271_)73/2 ZWk( —ikx + akezkz>
T

¢(x) agora é um operador, assim como os coeficientes ay, e ay, e m(x) é dado pela derivada

de ¢(x) com relagao ao tempo,

A3k
vV 2wk

.|.

Agora, para escrever ay e a;, em termos de ¢(z) e w(x), podemos inverter a expansao

m(z) = (2m) /2 ( — dwpage” T 4 iwkazeikm)

em série de Fourier da solugao, notando que
/dgx e mikE [w;@(m) + m(m)} =

/d?’x e—iE-a':'(27T)—3/2 K
\/ka/
A3k

+ Wy et 53 E_ 7 —w)al iwprt 53 E+ % } _
T () anreT I = ) (= ) a B E + )
(271_)3/2(2&)]{)1/2&’{64%157

{ (Wk + Wk’) akle—ik,"aj + (Wk . Wk’) azleik/x} _

(27r)3/2

portanto,
d3x

\ ka

Os comutadores de ¢ e m determinam a algebra de a; e de aL:

ap = (2m)73/2 ek [wkgb(:v) +im(x)|.

jar.al] = (2m) \/W \/T e (7, 1) + i (7,1), w7, ) — im(7.1)
k/
= Bk
Similarmente, [ax, ax] = [al, al,] = 0.

A funcao hamiltoniana em termos de a; e aL ¢é dada por

1
H = /d3 — akak —i—akaﬂ = /d3k Wy, [a;ak + 5} .

Como podemos ver, H corresponde a uma soma continua de hamiltonianos de osciladores

harmonicos, um oscilador para cada k. O campo de Klein-Gordon equivale a uma soma
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de infinitos osciladores. O termo divergente, proporcional a f d3k wy,, é resultado da soma
das energias do estado funtamental de cada oscilador em cada ponto do espago-tempo.

Comparando os comutadores de a;, e al com os comutadores do oscilador harménico
k )

observamos que a,z ¢ um operador de criacao, enquanto a; é um operador de destruicao.

az cria uma particula de energia wy e momento k; a; aniquila tal particula. O estado

undamenta é o vetor no espaco de estados tal que a = (0: nao ha particulas

fundamental, |0), ¢ co de estados tal L0y = 0 hé particul

presentes.’ al|0) apresenta uma particula com energia w; e momento k, e assim por

diante. Um estado normalizado arbitrario, (*ny |"ng ) = 0;:0k.%., com 'n particulas com
9 r s J rKs)

momento ki, 2n particulas com momento ks, etc., tem a forma

— 1 2 1 _ i
My kg ) = (adPnle )72 (0, )™ (af,)™00) = [T Cn) ™2 (a),)™10).
in
Esta representacao do espaco de Hilbert é chamada representacao de Fock.!> Como no

caso do oscilador harmonico, definimos o operador nimero de particulas no modo k,
_ 1
Ny = aag,
que determina a quantidade de particulas com energia w; e momento k,

(OINk|0) =0, Wk,

1, 2 i
Nyy Mgy -e) = T

<1nkl, 27’Lk2, |Nk1

Evidentemente, o nimero total de particulas, representado pelo operador

N, = / d*k a)ax,

14Neste estado, o valor esperado de um operador de campo é nulo, (0|¢(z)|0) = 0. Entretanto, a média
quadrética do operador é diferente de zero, (0|¢?(z)|0) # 0. Esta média quadritica, ou flutuagao
quantica do vacuo, é responsavel por efeitos fisicos observaveis, como o efeito Cassimir no caso do
campo eletromagnético.

15No caso de campos de spin inteiro, as relacoes de comutacio nido determinam nenhum limite sobre
os valores de ng. Qualquer numero de particulas pode ocupar o mesmo modo. Estas particulas
s@o chamadas bdsons. J& no caso de campos de spin semi-inteiro, as relagdes de (anti) comutacao
determinam que a aplicacao consecutiva de dois operadores de criacao correspondentes ao mesmo modo
resulta em zero, alauz/}) = 0, onde |9)) é um estado qualquer. Portanto, é impossivel criar mais de uma
particula no mesmo modo, e ng pode assumir apenas os valores 0 ou 1. Este é o principio da exclusao
de Pauli, valido apenas para estas particulas de spin semi-inteiro chamadas férmions. E interessante
lembrar ainda que a,t cria uma particula com momento bem definido, portanto, sua localizacao, pelo

principio da incerteza, é completamente desconhecida.
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(N) = Zn

A energia associada ao estado de vécuo, |0), a soma das energias de ponto-zero de

cada oscilador harmonico, é divergente,

1
(0| H|0) = §/d3k W

Isto é, uma vez que w nao tem um limite superior, a energia do estado fundamental
pode ser infinita. Essa divergéncia pode ser simplesmente removida, ja que a energia
absoluta nao pode ser medida, ao subtrair-se da escala de energia a constante infinita,
H — H — (0|H|0). A energia de ponto-zero surge quando os operadores de criagao e
de aniquilacao sao comutados na hamiltoniana. Conseqiientemente, subtrair essa con-
stante infinita equivale a mover todos os operadores de criagao a esquerda dos operadores
de aniquilacao. Este procedimento é chamado “ordenamento normal”, e é geralmente

indicado com dois pontos em ambos os lados de qualquer produto de operadores,

. aka,t = a,tak. L= a,tak.
Com o ordenamento normal,

H— H:. = /dBk wka,tak,

e o valor esperado da energia do vécuo ¢ igual a zero, (0]:H:|0) = 0.

2.24 Algebra de Operadores e Causalidade

Na sessao anterior, as relagoes de comutacao entre os campos de operadores foram
postuladas em instantes de tempo iguais, mas com a expansao de ¢ em termos de a e a',

o calculo de [p(x), ¢(y)] em instantes distintos é imediato:

1 d? d’q
0o = G [ T | T

— (21)3/3_]9[6—1'?(1—1/)_e+ip(r—y)}
T Wy
7 d3p
= e ) o, el =)
P

{e—ipac—l-iqy[ap, ajJ] | e tive—igy [a;, aq} }
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Vejamos algumas propriedades da funcao A,

NP ]

1. A(x) é claramente invariante de Lorentz, pois pr = p,a" e w; Ld3p sao invariantes.

2. A(z) é uma fungao fmpar: A(—z) = —A(x).
3. A(z) é solugao da equagao de Klein-Gordon, pois é uma soma de suas solugoes.

4. A(z) =0 se x é tipo-espago. Esta propriedade é conseqiiéncia das duas primeiras.

Se z é tipo-espaco, hd um sistema de coordenadas em que z¥ = 0. A invariancia
de Lorentz exige que A(z) = A(2’). Se 2’ = (0,77), hd uma rotacao espacial que

transforma 7’ em —”, de forma que

¢(x) e ¢(y) comutam quando x e y sdo separados por intervalos tipo-espago. Esta pro-
priedade, chamada microcausalidade, significa que nenhuma perturbacao pode se propa-
gar com uma velocidade maior que a velocidade da luz. Ou seja, podemos fazer medidas
simultaneas precisas dos campos nestes pontos, x e y, sem que uma medida perturbe
a outra. Note que isso é verdade somente porque ha uma soma de ondas planas com
freqiiéncias positivas e negativas. Se ignorassemos as ondas com freqiiéncias negativas, A
nao seria mais nulo em separagoes do tipo espaco, e seria possivel propagar sinais mais
velozes que a luz. A invariancia de Lorentz também é importante: significa que o método
da quantizacao canodnica é covariante.

E interessante aqui definir uma nova funcao, que sera 1util em breve,
1, sez’ —¢y° >0

Ag(z —y) = 0(2" —y")A(x —y), onde 0(z°—y°) =
0, sea’ -4y <0
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Ag(x) é igual a A(z) em regides no interior do cone de luz futuro e se anula em outras

regioes. Observe que

00, 4| Al —y) = = [00,0, +m?|iB(a — y)o(x). o(y)
= it — ") [ 0,0, + m?][6(a). O(0)] +
—ilo(a). o) 0,0,0(" 1) +
—2inp 0,02 = )] [0, [o(a). o)
= —ilo(x), oI —y") +
~2i[0(2° = )] [01 [6(2), 6v)]
= 0 [lo(e), o(IoG" ~ )] +
+i6(2° — y0) [ (), d(y)] - 2i6(z° — )7 (), B(y)]
= 'z —y).

Isto é, Ag(z —y) é uma fungao de Green do operador de Klein-Gordon, chamada fungao

de Green retardada porque é nula para z° < 1°.

2.2.5 Causalidade e Antiparticulas

A introducao da invariancia de Lorentz na mecanica quantica traz consigo a nocao de
causalidade. Operadores locais que representam quantidades fisicamente mensuraveis de-
vem comutar em separacoes tipo-espago. As solugoes de ondas com freqiiéncias negativas
nao podem ser ignoradas, o que, por sua vez, introduz as chamadas antiparticulas e os
fenomenos de criacao e aniquilagao de particulas.

Entretanto, precisamos interpretar o que seria uma particula com energia negativa.
Além disso, o espectro de energia nao possui um limite inferior. Uma particula poderia
emitir uma quantidade infinita de energia, saltando para estados de energia cada vez mais

negativa. Evidentemente, isso nao acontece. Considere a onda plana de energia negativa

ei(wt+E-f)'

Observe que se a direcao do tempo for invertida, t — —t, as solucoes de energia negativa se
tornam solucoes de energia positiva. Entao, para evitar o problema da energia negativa, as
solugoes de freqiiencia negativa devem se propagar somente voltando no tempo. Matema-

ticamente, é exatamente isso que acontence. O propagador de Feynman do operador de
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Klein-Gordon ¢ dado por!6

/ . / -3 d3p —ip(z—z')
Ap(x —2") = —if(t —1t")(2n) —e 7
2wy
d3p ; ’
.z r 9 -3 SV ip(r—x )
i0(t" —t)(2m) / 2wp€

Isto é, as solucoes de energia positiva se propagam avangando no tempo, mas as solucoes
de energia negativa se propagam voltando no tempo.

Certos atributos de uma particula mudam quando o sentido de propagacgao no tempo é
invertido. Por exemplo, um elétron voltando no tempo equivale a um poésitron avancando
no tempo. Assim, particulas com energia negativa voltando no tempo podem ser reinter-
pretadas como particulas com energia positiva de mesma massa, mas carga elétrica e
outros numeros quanticos opostos, avancando no tempo. As solugoes de freqiiéncia nega-
tiva descrevem matematicamente antiparticulas. Considerando o campo escalar real, que
descreve particulas eletricamente neutras, particulas e antiparticulas sao indistinguiveis.
Entretanto, a introducao do conceito de antiparticulas permite uma reinterpretacao da
densidade conservada na equagao de Klein-Gordon para o campo escalar complexo como
uma densidade de carga elétrica. Obviamente, o fato de que essa densidade pode assumir

valores negativos é consistente com a existéncia de cargas elétricas positivas e negativas.

ty

A A

> >
> -

T T

Figura 2.1: (a) Estado intermedidrio entre x e y envolve uma particula. (b) Estado

intermediario entre x e y envolve uma antiparticula.

Em relagao a processos de criagao e de destruicao de particulas, considere a propagacao
de uma particula, que interage duas vezes no caminho, entre os pontos A e B como
ilustrado na figura 3.1. Em 3.1(a), ha somente uma particula em qualquer instante de

tempo. Em 3.1(b), ha inicialmente uma particula, em y ocorre a criagdo de um par

16Veja, por exemplo, Kaku (1993).
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particula-antiparticula, e em x ocorre uma aniquilacao: entre os instantes y° e 2 h4 duas
particulas e uma antiparticula; apés o instante 2%, h4 novamente apenas uma particula.
Considere especificamente a propagacao da particula com energia negativa de x a y na
figura 3.1(b). Esta particula se propaga voltando no tempo: ¢(x) a emite em z, ¢(y)
a absorve em y. A criacao de uma particula com energia negativa reduz a energia do
sistema, assim como a aniquilacao de uma particula com energia positiva. A propagacao
de particulas com energia negativa é, portanto, inteiramente equivalente a propagacao
de antiparticulas com energia positiva, e nada mais é que uma descricao matematica
das antiparticulas. As solugoes de frequéncia negativa estao associadas a operadores de
aniquilagao de particulas: ao destruir particulas, o efeito do operador de aniquilagao é
reduzir a energia do sistema. Evidentemente, nao ha particulas livres com energia negativa
na natureza.'”

Note que o hamiltoniano do campo de Klein-Gordon é sempre maior ou igual a zero,

1= [#]007 + (Vo) + wie?].

apesar das solucoes de energia negativa. Diz-se que os campos sao mais fundamentais
que as particulas em teoria quantica de campos. De fato, o conceito de particula, repre-
sentacoes do Grupo de Poincaré no espago-tempo de Minkowski, nao é bem definido na

presenca de campos gravitacionais, como veremos nos capitulos seguintes.

2.2.6 Criagao de Particulas por uma Fonte Externa

Evidentemente o efeito de criacao de particulas nao ocorre somente na presenca de
campos gravitacionais. Ja é bem conhecido o fato de que o vacuo quantico é instavel em
lacao a criagao d d icul d 18
relacdo a criacao de pares de particulas na presenca de campos externos.
Até aqui, consideramos apenas o campo escalar livre. Vamos estudar agora um exem-
plo simples de criacao de particulas por um campo externo. Considere o campo escalar,

inicialmente no estado de vécuo, acoplado a uma fonte cléssica j(z),

" 0,0, +m® | (x) = j(=),

I"Em teoria quantica de campos, uma interacdo ocorre em um tinico ponto do espaco-tempo. Portanto,
perguntar em quanto tempo ocorre uma certa interagao é tao sem sentido quanto perguntar o caminho
percorrido por uma particula em mecéanica quantica nao-relativistica. Berestetskii, Lifshitz e Pitaevskii
(1982). Neste exemplo em particular, as particulas podem ser consideradas livres exceto em x e y.

8Gavrilov e Gitman (1996). Brout et al. (1995).
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onde j(z) é uma funcdo conhecida e diferente de zero somente em um intervalo finito
de tempo. Essa condicao faz o papel de regularizacao e ajuda a resolver divergéncias
19 A soluca 1 5 dad 1
que aparecem em campos externos constantes. solugao geral nesse caso é dada pela
solugao da equagao homogeénea correspondente somada a solugao construida a partir da

fungao de Green retardada:
oa) = dnla) = (2P [ dy Ao~ 1) (0
. — d3 —ip(x— ip(x— .
= dula) +i(2m) V2 [ty [ L0~y [ - e 9]y,
Wp

onde a constante (27)%/? foi inserida no segundo termo por conveniéncia e

o ()

—ipx + a;ezp:c) )

3/2/\/_

Quando a fonte j(x) é desligada, § = 1 e a solugao assume a forma

b(z) = (2m) ji{[ b)) 4 [af - ngpm)]efpx},

onde j(p) = [ d*y j(y) exp(ipy) é avaliado em p* = m?.

A fungao hamiltoniana é dada por?

/l: ~k
H:/d3p wp [a;r,——j (p)

A energia do sistema apos a fonte ser desligada é

o) = [ Ll

(2w,)7(p)|? pode ser interpretado como a densidade de probabilidade de criagao de uma

particula com energia w, e momento p. O nimero esperado de particulas produzidas é

N = / —|]
YGavrilov e Gitman (1996).

20Basta substituir a, por a, + i(2w,)"'/?j(p) na hamiltoniana do caso livre, ou simplesmente calcular a

partir da densidade lagrangiana que gera a equagao de campo,

2 = 5[0 — (Vo) —m?6?] + ()6 z).
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E interessante notar que somente os componentes de Fourier de j(z) em ressonancia com

? = m?) sdo responsdveis pela producao de particulas. Isso ja

as ondas de Klein-Gordon (p
era esperado, pois toda particula real estd sujeita a essa condicdo, p?> = m?. A producao
de particulas ¢ possivel por causa da degenerescéncia do estado de vacuo, a conservacao
de energia é preservada. As flutuacoes quanticas do vacuo entram em ressonancia com

estados que contém particulas.

2.3 Quantizacao em Espacos Curvos

2.3.1 Equacao de Klein-Gordon

Em um espaco-tempo curvo, a generalizacao mais simples da lagrangiana do campo

escalar é dada por?!
2= Y9046 0, — (m? + €R) 7]

onde g = |det g"|, R é o escalar de curvatura e £ é um numero adimensional chamado
de termo de acoplamento entre o campo escalar e o campo gravitacional. Este termo
viola o principio da equivaléncia forte, segundo o qual nenhum efeito local da gravidade
pode ser detectado por um observador inercial. Entretanto, a curvatura nao é nula em
um referencial inercial®? e, portanto, influencia o comportamendo dos campos acoplados.
Nao ha como determinar o valor de ¢ teoricamente, mas podemos tomar £ simplesmente
como um parametro que especifique nosso modelo, assim como m. Somente observacoes
poderao determinar o valor de €.

A equagao de Klein-Gordon resultante da lagrangiana acima é
1

(D +m?+ §R)¢(:1:) = — (V99" b,u) , + (m2 + ER) ¢ =0.
V9 ’
¢ induz uma correcao de massa proporcial ao escalar de curvatura. O caso particular em
que ¢ = 0 é chamado de acoplamento minimo. Outro caso de especial importancia ocorre
quando

_1In-=2
C4n-1
onde n é a dimensao do espaco-tempo. Neste caso, dizemos que o acoplamento é con-

forme, pois a equacao de Klein-Gordon se torna invariante?® sob transformacoes con-

21Lembre-se que a primeira derivada covariante de um campo escalar é igual & sua derivada comum.
22 A curvatura é uma propriedade intrinseca do espaco-tempo e ndo depende do observador
ZBirrel e Davies (1984).
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formes, quando m = 0. Uma transformacao conforme é uma transformacao do tipo
9w (2) = Gu(z) = Q*(2)g,u(z), onde Q é uma fungao arbitraria continua. Eviden-
temente, em modelos de duas dimensoes, n = 2, nao ha diferenca entre acoplamento
minimo e acoplamento conforme. A simetria conforme simplifica o estudo de campos
em um espaco-tempo conformemente plano, em que a métrica pode ser escrita na forma
G (2) = Q*(2)1, como o universo de Friedmann, por exemplo.

Como no espaco de Minkowski, as solugoes da equacao de Klein-Gordon em um espaco

curvo definem um produto escalar,
(u,v) = —z'/dZ“\/EZ <u<8_;v*)
= —i/dE“\/ﬁz (uv:k# — “,uv*) ,

onde d¥* = n*dX, sendo dX o elemento de volume em uma hipersuperficie tipo-espaco
Y, * é um vetor unitario orientado para o futuro e ortogonal a 3., e g5, é o determinante
da parte espacial da métrica em Y. O produto interno de duas solugoes da equacao de

Klein-Gordon é conservado, isto é, nao depende de 3,

(U, U)El = (u’ U)Z‘g .

A demonstragao dessa propriedade é imediata. Sejam u e v duas solugoes que se anulem
no infinito espacial (se o espago for compacto, podemos impor fronteiras tipo-tempo em
que u = v = 0), e seja V o volume limitado por ¥; e 3y, podemos escrever

(1), — (0.0, =i

dE“\/ﬁz(ub_;fu*) = —z’/ dVg“”(uav*);l,,
av v

4

onde o tltimo passo segue da lei de Gauss®’. Como u e v sdo solugoes da equacao de

campo, este integrando ¢é nulo,

S o« v * *
g“”(u@uv ) = g" (uvvu —u ),
= uguyv;*,u;l/ - U*guyu§ﬂ§l’
= —u(m*+ER) v +v" (m* + ER) u
= 0’

o que conclui a demonstracao.

24Veja, por exemplo, Hawking & Ellis (1973).
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Uma outra propriedade importante da equacao de Klein-Gordon é que o problema de
Cauchy com dados iniciais (¢, 7) em uma superficie de Cauchy 3 estd bem colocado.?®

De fato, podemos escrever

o(t,7) = - / ey [G(x,ywo??z) - ﬂgOﬂ(y)a%Gmwo,m ,

onde G satisfaz a igualdade

o(z —y)
7

Isto é, os valores iniciais de ¢ e 7 arbitrariamente especificados em uma superficie X

(O+m*+¢R) G =

determinam a evolugao subseqiiente de ¢. As solucoes dependem continuamente destes
dados iniciais: pequenas variagoes nos dados iniciais produzem pequenas variagoes cor-
respondentes na solugao em qualquer regiao do espaco-tempo. Além disso, a causalidade
é respeitada: uma variagao dos dados iniciais em uma regiao externa a ¥ nao afeta a

solugao em JT(X), o futuro causal de 3.2

2.3.2 Coeficientes de Bogoliubov

A construcao de uma teoria quantica em um espago-tempo curvo segue analogamente o
formalismo no espacgo-tempo de Minkowsky: o estudo das equacoes dinamicas e da algebra
dos operadores; a construcao e a interpretacao fisica dos estados e dos observaveis.

A dinamica do campo escalar é governada pela densidade lagrangeana
1 v
L = V59600 — (m* + €R) ]

de forma que equacgao de Klein-Gordon segue do principio da acao. O momento canoni-

camente conjugado a ¢(z) é dado por
0L

m(z) = 9 (60) NG

25Uma superficie de Cauchy é uma superficie tipo-espaco interceptada exatamente uma vez por cada

curva causal inextensivel em .#. Um espago-tempo que possui uma superficie de Cauchy é denominado
globalmente hiperbélico (Fulling, 1989). Um espago-tempo globalmente hiperbélico de dimenséo n + 1
pode ser folheado em subvariedades n-dimensionais descritas por um tnico parametro, que podemos
chamar de tempo (Misner, Thorne and Wheeler, 1973). Isto é, podemos assumir que superficies de
Cauchy sao representadas localmente por equagoes do tipo t = constante.

260 futuro causal de ¥ é o conjunto de todos os pontos ligados a partir de ¥ por uma curva tipo-tempo

ou tipo-luz apontada para o futuro.
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A algebra dos operadores agora é dada por

[p(2°, %), w(2°, 2')]y = i6" (2" — 2'"), onde /dE(;"_l(xi — ") =1.

As relacoes de comutacao nao dependem da superficie tipo-espaco ¥ escolhida. A cons-
trucao do espaco de Fock segue como no espaco-tempo de Minkowski.

Existe, entretanto, uma ambigiiidade inerente a este formalismo, referente a escolha de
uma representacao particular. As relacoes de comutacao definem o conjunto de variaveis
canonicas para um problema particular: sao relacoes algébricas independentes da funcao
hamiltoniana, isto é, da dinamica. Estas varidveis definem completamente o sistema a
cada momento, no sentido de que qualquer quantidade fisica pode ser expressa em termos
das mesmas. Entretanto, a fim determinar a evolucao dinamica, é necessario representar
as variaveis canonicas como operadores em um espaco de Hilbert sujeitos as equacgoes de
Heisenberg.

Em mecanica quantica nao relativistica, isto é, para sistemas com um numero finito
de graus de liberdade, a escolha da representagao ¢ irrisoria, uma vez que todas as repre-
sentagoes irredutiveis das relagoes canonicas de comutacgao sao unitariamente equivalentes.
Este é o famoso teorema de Von Neumann. A escolha de uma representacao particular se
reduz a uma questao de conveniéncia.

Em sistemas com infinitos de graus de liberdade, como na teoria quantica de campos,
o teorema de Von Neumann nao se aplica, e a escolha de uma representagao particular
da algebra de campos de operadores pode ter um significado fisico, devido a existéncia de
representacoes nao equivalentes.

As transformacoes de Bogoliubov sao transformacoes lineares entre bases de expansao
de um campo de operadores de tal forma que as relacoes canonicas de comutacao sejam
preservadas, sendo por isso também chamadas de transformacoes canonicas. O célculo
dos coeficientes de Bogoliubov é um meio analitico de verificar a equivaléncia, ou nao,
entre duas representacoes, particularmente, entre estados de vacuo em relacao a dois
observadores distintos.

Considere, portanto, dois conjuntos ortonormais completos, {u;(z), ul ()} e {v;(x), v (z)},

a principio distintos, de forma que o campo ¢(z) possa ser expandido em uma ou outra
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base,?”

o(z) = Z [aiui(x) +aju;(x) Z [b vj(x b;v;‘(x)]

Cada decomposigao define um estado de vacuo, |0) e |0), isto &,
a;]0) = 0,Vi e b;|0) =0,Vj, e, em geral, b;|0) #0 e a;]0) # 0.

Assim, podemos construir dois espacos de Fock a principio distintos. Como os conjuntos
{ui(w),ui(x)} e {v;(r),v;(z)} sdo completos, podemos escrever os modos {v;(z), v (x)}

como combinagoes lineares dos modos {u;(x), uf(x)},

v(z) = Z [ajiui(x) + Bjiu; (x)] e, inversamente, wu;(z) = Z [a i(x) — Bjv; (x )]
i J
Estas sao as transformagoes de Bogoliubov e os elementos das matrizes «a;; e 3;; sao os

coeficientes de Bogoliubov, que podem ser calculados a partir dos produtos internos entre

os modos,

aij = (v, ug)

B = = (w13).

Os coeficientes de Bogoliubov tém as seguintes propriedades
Z <04ik05;k - ﬁzkﬁj*k> = 0y
k
Z <Oéik5jk — ﬁikajk> = 0.

k
Com estes coeficientes podemos escrever os operadores a; e a} como combinacoes

lineares de b; e b;:

Z [aiui(x) + azuf(x)} = Z [ijj (x) + b§vj (x)]

i J

- Z{b Z[Oxﬂuz )+ Bjiug (z )] +bTZ[ oy (v) + il )}}

7

= 3 | (aiby + B0 Juslw) + (Biby + b i ()]

,L‘ﬂj

2"Evidentemente, deve estar subentendido que, no caso de indices continuos, a soma deve ser substituida

por uma integral.
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de forma que

a; = Z (&Zkb + B ]) e, analogamente, b; = Z <a;iai - ﬂaj> .
j i
Segue imediamente que os espagos de Fock gerados por {u;(z), u}(x)} e {vi(x), v} (x)} ndo
sao equivalentes se (3;; # 0. Em particular, o estado de vacuo dos modos {u;(z), uf(z)},

(2

|0), ndo corresponde ao estado de vécuo dos modos {v;(z), v} (x)}, |0),
a;]0) = Z 35b1[0) # 0.

O valor esperado do operador niumero de particulas associadas aos modos {u;(x),uf(z)},

N; = ala;, no estado |0) é

(0|N;|0) = Z 16,2,

o que significa que o vécuo associado aos modos {v;(x),v; ()} contém 3 |B;[* particulas
associadas aos modos {u;(x),u;(x)}. Quando algum f;; # 0, v;(x) contém uma mistura
dos modos de freqiiéncia positiva e negativa, u;(x) e uf(x), e o observador associado a
base {v;(x), v} (x)} detectard a presenga de particulas onde para o observador associado a
{u;(z),u}(x)} hé apenas vdcuo. Naturalmente, quando os coeficientes 3;; = 0, os estados
de vécuo |0) e |0) sdo equivalentes. Neste caso, b;|0) = 0 da mesma forma que a;|0) = 0,
e ambas as representacoes compartilham o mesmo estado de vacuo.

O campo deve ser decomposto em componentes de freqiiéncia positiva e negativa antes
de se definir os operadores de criagao e de aniquilagdo. Essa decomposicao é diferente
para observadores nao equivalentes, embora sejam relacionadas por uma transformacao
de Bogoliubov. Isso explica porque os nimeros de particulas, definidos em termos dos
operadores de criacao e de aniquilagao, sao diferentes em uma ou outra representacao.

No espaco-tempo de Minkowski, o grupo de Poincaré permite uma escolha natu-
ral da representacao da dlgebra de operadores: os modos wug(x) associados aos obser-
vadores de Lorentz, isto é, autofungoes do vetor de Killing 9/0t, ortogonal a superficies
{t = constante}. Estes observadores, os observadores de Lorentz, formam uma classe de
equivaléncia, uma vez que o estado de vacuo é invariante em relacao ao grupo de Poincaré.

Em um espago-tempo curvo, entretanto, o grupo de Poincaré nao é mais um grupo
de simetria do espago-tempo. Em geral, nao ha sequer vetores de Killing para com os
quais definir modos de freqiiéncia positiva e, mesmo quando existe uma simetria que nos

permita definir estes modos, o principio da covariancia nao nos permite considerar um




2.3 Quantizacao em Espagos Curvos 31

sistema de coordenadas particular. Sistemas de coordenadas sao fisicamente irrelevantes.
Conseqlientemente, o conceito de particulas torna-se impreciso, e a interpretacao fisica
dos estados quanticos torna-se mais sutil.

O conceito de particulas foi originalmente introduzido com relagdo a observadores
inerciais e era suposto independente do estado de movimento do observador. No entanto,
a nocao de vacuo e, portanto, o conceito de particulas, depende da representacao da
algebra de campos de operadores, em particular, depende do estado de movimento do
observador e depende da geometria do espago-tempo.

Esta imprecisao no conceito de particulas parece anti-intuitiva a primeira vista. En-
tretanto, o conceito de “vacuo”’nao é o mesmo que “espago vazio”, uma vez que todo o
espago é preenchido por campos que constituem o universo. O véacuo é simplesmente o
estado de menor energia possivel destes campos. Os estados de energia sao definidos pelo
operador hamiltoniano, baseado em condigoes locais no espago-tempo. Observadores dis-
tintos correspondem a diferentes sistemas de coordenadas, portanto, detectam diferentes

estados quanticos, em particular, diferentes estados de vacuo.

2.3.3 Principio da Acao em Espaco-Tempos Curvos:

Um Exemplo de Calculo Variacional

Aqui vamos estudar um exemplo pratico de célculo variacional para obter as equacoes
dinamicas em um espaco-tempo curvo a partir de uma dada densidade lagrangiana. Este
tipo de calculo é dificil de encontrar na literatura, e partir deste exemplo é possivel
generalizar para outros casos.

Considere um modelo em que o universo é preenchido por um campo eletromagnético

acoplado ao campo gravitacional, descrito pela acao®

1
S = /d4x\/§ {(1 FAYR = S E, |,

onde Q = A*A,, F, = A

da posicao no espago-tempo. Queremos encontrar as equagoes dinamicas empregando o

uv — Ay 4, € A é um parametro constante, isto é, independente

principio da acao, 05 = 0.

ZNovello e Salim (1979).
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Vamos comecar calculando a variagao no segundo termo de S:
o( [ daygFF) =
5<fd4x\/§ ga“gﬁ”FaﬁFW> =
[d' [ FWE,, +2,/GF*6F,, +2\/§(5ga“)gﬂ”FaﬁFuy] -

J A [ (63/5) ™ By + 4 /GF™6 Ay + 2,/5(39°) 9™ FupFou .
Agora, com as identidades®
09 = %\/g 9" 09w
ogh” = ~Gua Gvp 59(1,3

VI (FMSA,) = (VGF™SA,).,
Fr§A,, = (F™SA,), — F™,0A,

pOdemOS escrever
6( [ d'e/GFF) =
[ dz\/g {%F@ﬂFaﬁ 9" Sy + 4[<FW(SAM> _ FuzyaAu} _ QQQPQ“UgB”FaﬁFW(Sng} _

J Ao /G {5 P P 4" g4 — AF¥, 04, = 2% F",dg,, ) + 4 [ d'w (/g5 A, )

N4

O dltimo termo é uma integral de uma derivada total, e pode ser descartado com as

condicoes de contorno apropriadas. Encontramos, portanto,

5(1 [ d'aJgF™ ) =
S d'e /G| (SF Fug g — FPF", )dg, — 2F¥,0A,,

O calculo da variacao no primeiro termo de S é semelhante, porém, um pouco mais

9Weinberg (1972).




2.3 Quantizacao em Espagos Curvos

complicado

6| [ dtayg (142474, )R] =

Jd'x] (61/3) (14 209) R+ 20/GA (64,) R+ Ay (59") A, A, R+
+ [ x| g (14 20)6 (¢ Ry) | =

[ d'w /5|5 (14 AQ) Rg™ 8g,0 + 2\RA"6 A, — \A, A, Rg™ g3 gas] +

+ [ d4x\/§[ - (1 v m) R " 0”8 s + NQGH O R,y + g“"dRW] -
i d4x\/§[% (1 + AQ) Rg“ 6,0, + 2ARAMGA, — )\RA“AMQW} +

4 d4:c\/§[ _ (1 + AQ) R™8g,, + Qg OR, + g’“’éRW] .
Para calcular os termos com 62, use as identidades®

1
5FAW - §gm (09puasv + 0Gvas u + 0Gusa) »

de forma que
[d*z\/g XQg" R, =

[ diz/g Mg (5F)\u>\;v o 51—‘/\!“/;)\) -
[dz/g [(mgwar%),y —AQ,,g" T, — (AQgST,) |+ /\Q;Ag‘“’ér*w] —

f d4l'\/§|:)\9;)\g#y5r/\/u/ - )\Q§Vguu5]'—‘)\li>\:| -
f d4$\/§[)‘gwj9a69;a;ﬂ59uu - )‘Q;#;V(Sg/“/];

0R,, =0T, — oI

%P\

de forma que

VG g oR,, = (\/ﬁ g“”(SF’\W\) L= (\/§ g’“’(SF)‘W) , = termo de derivada total.
Finalmente, somando todas as variagoes, encontramos
58 = / d4x\/§[ — (14 2Q) G — ARAFAY + Ag" g™, g g — NV Y — EW] 5, +

+ / d'/g|22RA" + 2P, |54,
= 0’

30Weinberg (1972).
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onde

1 1
B" = SF*Fopg" — F'F', e G"=R"— Rg".

A acao ¢é, portanto, estaciondria em relacao a variagoes arbitrarias em g, e A" se

F* = —\RA¥,

)

(14 AQ) G*™ + ARA*AY — \g" g™, . 5 + AQ#Y = —EM,

No caso de A = 0, estas se reduzem as equagoes de Maxwell e as equacoes de Einstein,
respectivamente. Este tipo de modelo pode ser interpretado como uma uma espécie de
“correcao ultravioleta”da relatividade geral. A\ pode ser, por exemplo, um parametro
que depende da escala de energia, tal que A = 0 em regimes de baixas energias. Neste
caso, a teoria concorda com a relatividade geral nestes regimes, mas adiciona corregoes
que se esperam necessarias em regimes de altas energias. Em particular, a equagao de
conservacao de F* pode ser interpretada de forma que o acoplamento entre os campos

gravitacional e eletromagnético confere uma massa ao féton.




O Efeito Unruh

Uma das conseqiiéncias da existéncia de representacoes nao equivalentes das relagoes
canonicas de comutacao é o chamado efeito Unruh segundo o qual a nogao de particula
depende do estado de movimento do observador. Este problema foi estudado pela primeira
vez por Unruh,! inspirado no famoso trabalho de Hawking? sobre criacao de particulas
por buracos negros.

O efeito Unruh expressa o fato de que observadores uniformemente acelerados no
espaco-tempo de Minkowski, chamados observadores de Rindler, associam um banho
térmico de particulas de Rindler ao estado sem particulas de observadores inerciais,
chamado vacuo de Minkowski. As particulas de Rindler sao associadas aos modos de
energia positiva definidos por observadores de Rindler em contraste com as particulas de
Minkowski, que sao associadas aos modos de energia positiva definidos por observadores

inerciais. Isso significa que um detector® de particulas uniformemente acelerado no vacuo

! Unruh (1976).
2 Hawking (1975).
3 Um detector é um sistema acoplado aos varios campos fisicos de forma que seja sensivel & presenca de

particulas.
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de Minkowski, ird encontrar uma distribuicao térmica de particulas, como se em contato
térmico com radiacao de corpo negro com uma certa temperatura, chamada “temperatura
Unruh”, proporcional a sua aceleragao.

Este efeito explica entre outros, a excitacao de atomos acelerados, o decaimento de
protons nao-inerciais e alteragoes nos tempos de vida de particulas instaveis aceleradas,

através de colisdes com particulas de Rindler.*

3.1 Movimento Acelerado e Referencial Co-Movente

Antes de estudar o efeito Unruh, é necessario construir o sistema de coordenadas do
referencial co-movente com o observador uniformemente acelerado, chamado sistema de
coordenadas de Rindler (7, &). Neste referencial, vamos supor que o observador acelerado
esteja em repouso em & = 0. Evidentemente, a coordenada temporal 1 é o tempo proprio
7 ao longo da linha de mundo do observador. Por simplicidade, vamos considerar o efeito
Unruh no espago-tempo de Minkowsky 2-dimensional. Além disso, vamos assumir que a

métrica no referencial co-movente é conformalmente plana,’

ds® = (0, &) [dn — d&?] .

O parametro mais natural ao longo da linha de mundo de um observador é o seu
tempo proéprio 7, de forma que sua posicao e sua velocidade sao fungoes de 7, x# = z#(7)

e v* = v*(7), onde

o
o dx
dr
¢ um vetor unitario tipo-tempo,
2 o _ Nwdatdz”
U =Nt = B =
dr
A aceleragao
2.0
o d*x
dr?

¢é ortogonal a velocidade,

d [v?
CLU—%<§)—O

4 Um review sobre o efeito Unruh com um pouco de sua histéria e varias de suas aplicacdes pode ser

encontrado em Crispino, Higuchi e Matsas (2008).
5 E facil verificar que em um espaco-tempo 2-dimensional, é sempre possivel realizar uma transformagao

de coordenadas que torne a métrica conformalmente plana.
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Isso significa que a® = 0 no referencial de repouso do observador, o referencial de Lorentz
em que v = (1,0) no instante em questdao. Neste referencial, a parte espacial de a* se
reduz a definicao usual de aceleragao

d*xt
T ae

)

cujo médulo é

a = |a"a,|'*.

Considere, entao, um observador sujeito a uma aceleracao constante a na direcao x.

As equagoes de movimento sao
d?xt
al =
dr?

com vfv, =1, vta, =0 e a’a, = —a?, donde segue que

o dv° 1
= — = QU s
dr

1
1_dv 0

= — =qu".
dr

a
a

Este sistema de equacoes ¢ trivial. Com as constantes de integragao apropriadas, o resul-
tado é

1 1
t(r) = —senhar, (1) = —coshar.
a a

Portanto, a linha de mundo de um observador uniformente acelerado é um ramo da
hipérbole 22 — t? = a~2. Tal trajetéria se aproxima do cone de luz na medida em que ||
cresce (figura 3.1).
Por conveniéncia, vamos definir as chamadas coordenadas do cone de luz do referencial
inercial
J— 1 aT

u=t—x=—=—¢" e v=t+xz=—-e".
a a

Em termos de u e v, o elemento de linha do espaco-tempo de Minkowsky 2-dimensional
¢ dado por
ds? = dt* — dz* = du dv.

Analogamente, as coordenadas do cone de luz do referencial co-movente sao

]

n—§& e v=n+E.
Em termos de @ e v, a métrica é dada por

ds* = Q*(1,9) du do,
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e a linha de mundo do observador

n(r) = &(r) =0,

é dada por v(7) = u(r) = 7. Como 1 é o tempo préprio 7 na posi¢ao do observador, o
fator conforme Q%(@, v) deve ser tal que Q*(@ = 7,0 = 7) = 1, de modo que o intervalo
entre dois eventos na origem do referencial acelerado seja ds? = dn?.

Comparando o elemento de linha em ambos os sistemas de coordenadas,
ds* = du dv = Q*(a, v) da db,

pode-se notar que as fungoes u(u,v) e v(@,v) na verdade dependem somente de um dos

argumentos, caso contrario haveria termos di? e dv? na igualdade acima. Vamos escolher
u=u(w), v=uv(D).

Para determinar as fungoes u() e v(0), considere a trajetéria do observador em ambos

os sistemas de coordenadas

du(T) _ du(a) da(T)
dr du dr

Segue das definigoes de u(7), v(7), a(T) e v(7) que

dz;S_T) =e Y = —au(r), dl;S_T) =1.
Assim,
du
prAY
portanto,
u = Cle_‘“l,

onde (' é uma constante de integragao. Similarmente,
v = Cye®.

A condigao Q?(a = 7,0 = 7) = 1 fornece um vinculo entre as constantes de integragao,

a’C,Cy = —1. Tomando C; = —C5, encontramos

ds® = du dv = e g dp.
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As relagoes entre (u,v) e (4, ) podem ser reescritas em termos de (¢,z) e (n,£),
t(n,€) = a 'e®senhan, x(n,€) = a~'e® coshan.
O elemento de linha no referencial acelerado,
ds® = e [dn* — d¢?]

descreve o chamado espago-tempo de Rindler, que é localmente idéntico ao espago-tempo
de Minkowsky e, portanto, possui curvatura zero. Tal métrica é explicitamente estatica
como era esperado. Observe, entretanto, que a métrica é singular em z =t = 0. Um
observador uniformente acelerado precisaria de uma aceleracao infinita para passar por
este ponto. Evidentemente, esta singularidade nao é fisica, apenas reflete a escolha deste
sistema de coordenadas.

As coordenadas (n, &) definidas nas regides
—00 <N <00, —00 <& <00

cobrem somente a regiao = > |t| do espago-tempo de Minkowsky. O sistema de coorde-
nadas de Rindler é, portanto, incompleto. As assintotas #~ e #* indicadas na figura 3.1
definem horizontes de evento para o observador de Rindler, chamados horizonte passado

e futuro, respectivamente.

3.2 Quantizacao no Espaco de Rindler

Considere por simplicidade o campo escalar real sem massa. A equacao de Klein-

Gordon no referencial inercial e no referencial acelerado é, respectivamente,

9 02 o o

ou, em coordenadas do cone de luz,
3uc9vq5(u, ’U) = O, 8ﬁaﬁ¢(a, QNJ) =0.

Aqui fica evidente a importancia da invariancia conforme da equacao de Klein-Gordon.
Como a métrica é conformalmente plana em coordenadas de Rindler, a equagao nao
precisa ser resolvida duas vezes. A partir da solucao no referencial inercial, encontra-se a

solucao no referencial acelerado.
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Figura 3.1: Linhas de mundo de observadores de Rindler.

As solucdes ¢ ox e @ = e W) o ¢ ¢ 7 = 72 descrevem os modos de
frequiéncia positiva que se movem a direita com respeito ao tempo de Minkowski ¢ e com
respeito ao tempo de Rindler 7, respectivamente. As solucoes ¢ oc e ™V e ¢ o e #*
descrevem os modos que se movem & esquerda. Como u = u(@) e v = v(?), os modos que
se movem a direita RM (right-moving mode) e os que se movem a esquerda LM (left-
moving mode) nao se afetam, e podem ser considerados separadamente. Nas férmulas a
seguir no restante deste capitulo, vamos escrever explicitamente apenas os modos RM.

O campo de operadores ¢ é entao dado por

— > d(.d —lwu ., — wu
6 = (2n) 1/2/0 BT [e %] + e“"al] + LM

< dQ 0 O
—1/2 —iQuy— 1Qu
= (2 /0 e [+ e + LM,

+

+ e b obedecem as relagdes usuais de comutagao

onde os operadores «a

a5, a%] = 6(w —w),
[bg, by] = 6(Q2 — V),
etc.

Os operadores de aniquilagao a_, e by, definem o vacuo de Minkowski |0),, e o vacuo de
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Rindler |0) g, respectivamente,
CL;|0>M=0 e b§|O>R:0

O espaco de estados correspondente a cada um dos referenciais pode ser construido a

partir do estado fundalmental utilizando-se os operadores de criagao.

3.3 Coeficientes de Bogoliubov

a® e b* se relacionam através dos chamados coeficientes de Bogoliubov,5

bg :/OOO dw(agwa; —ﬂgwa:;>, b = (bt :/OOO dw(%w at — By a w)

A condicao de normalizacao para estes coeficientes segue das relagoes de comutacgao entre

os operadores de criacao e aniquilacao,
/0 e (a0waiv, — Bouliv, ) = 8(Q - ).
A partir das transformacoes de Bogolyubov, pode-se escrever
/000 (23% [e_i‘”“a; + ei”“aﬂ = /000 % [e_igﬂbg + eim‘bg}
= /000 ﬁ [e’mﬁ /000 dw (agwa; — ﬁgwa:j)} +

+/0°° (2?;)21/2 [emﬁ/ooodw<a9w Ay — B w)]

6:/’;“ _ OOO j_%(aﬂwe—ma _ @*mema)-

A integral em @ da equagao acima multiplicada por exp(4if2a) resulta em

o0 /
% / di e~ E = / du / s a Qe THEDE _ g ei(Q'iQ)ﬂ]
W J_~ w

_ /0 %[QQ/(s(m )~ iy, (=0 + ) |,

donde segue que

ou seja,

1 /OQ\Y?% oo o 1 /Q\ Y2 fo . ‘
Qo = — | — / diu ezQu—zwu — _— [ == / du (_au)fﬁﬂfl e—zwu7
2 \w oo 2 \w e

6 A transformacdo inversa nao é definida porque as coordenadas de Rindler ndo cobrem todo o espaco
de Minkowski.
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1 /Q\Y? [ 1 /Q\Y* [0 e
Bow = 5 (—) / du eiitivn — 5 (—) / du (—au) @l g,
T \w _ T \w .

o0

As integrais acima podem ser reescritas em termos de fungdes gamma notando-se que

/ do e = b_s/ dy y*te ™V = b°I'(s).
0 0
1 (O i, w i€
g = — | — e exp| —In— I (——|,
2ma \ w a a a
1 .

portanto, |aqu|? = exp (27Qa™1) |Bau|*

Segue que

3.4 Nuameros de Ocupacao e a Temperatura Unruh

O valor esperado do operador niimero de particulas com freqiiéncia §2 para o observador

de Rindler, No = bJbg, no vdcuo de Minkoski é

(Na) = (0n|bbg|0nr)
— <0M|/dw<a’5wa: —ﬁgwa;> /dw’(agw/aw, —ﬂgw/a;)]OM)

— [ dolpaf

A condicao de normalizacao para ' = Q) diz que

/OOO dw<|omw|2 - Iﬁnﬁ) =4(0) = /dw|59w|2[exp (@) _ 1]

Portanto,

-1
(No) = [exp (—> - 1] 5(0).
a
O fator divergente §(0) corresponde a um volume espacial infinito. A densidade média de

particulas com frequéncia €2 é simplesmente

ng = [exp (@) _ 1]_1.

Isto é, um observador acelerado no vacuo de Minkowski detecta particulas com a
distribuicao térmica acima com uma temperatura proprocional a sua aceleragao, a tem-

peratura Unruh

T=2
2
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As particulas podem apresentar qualquer momento linear, embora seja menos provavel
encontrar particulas com energia mais elevada. O observador acelerado “sente-se” imerso
em um banho térmico de particulas. Este é o chamado efeito Unruh.

Em unidades usuais, a temperatura Unruh ¢ da ordem de T~ 1072 x a/ms2 Kelvin,
portanto, o efeito é extremamente pequeno para aceleragoes acessiveis em laboratorios.

Nos estudamos o efeito Unruh considerando um observador eternamente acelerado,
desde o infinito passado até o infinito futuro. Evidentemente, este tipo de movimento
nao é fisicamente realista. A pergunta importante que surge é se um observador com
aceleracao constante por um periodo de tempo finito ird detectar particulas. Akhmedov
e Singleton (2007) argumentam que sim, e que, no caso de o detector ser um elétron em
movimento circular uniforme sob acao de um campo magnético constante, o efeito Unruh
nada mais é que o efeito Sokolov-Ternov, que descreve a despolarizacao de elétrons em

um campo magnético e que ja foi verificado experimentalmente.

3.5 Efeito Unruh com Particulas Massivas

Até entao, estudamos o efeito Unruh considerando somente particulas com massas
despreziveis, m = 0. Agora vamos estudar o caso mais geral com particulas massivas.
O termo de massa na equacao de Klein-Gordon quebra a invarancia conforme da teoria
tornando o problema mais complicado.

Como vimos, as coordenadas de Rindler, (n,&), se relacionam com as de Minkowski,

(t,x), através das transformagoes

t==¢&senhrn, 0<é<oo

x=¢coshy, —oco<n<oo

definidas na regiao x > |t|, onde definimos por conveniéncia ' = an’ e & = a™! exp a
(de agora em diante, vamos omitir o apéstrofo em 1’ e em £).7

Agora, o elemento de linha no espaco-tempo de Minkowski é dado por

dr? = 2dn? — de.

7 As coordenadas (7,£) cobrem somente a regido R em forma de cunha mostrada na figura 5.1. Esta
regido é conhecida como cunha de Rindler. Uma segunda regido, representada por L na figura, poderia

ser obtida, com t = —¢senhn e x = —¢ coshn, e representaria observadores com aceleragao negativa.
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Como se pode ver, esta métrica é singular em & = 0. As curvas {{ = constante}, repre-
sentadas pelas hipérboles 2% — t? = €2, correspondem a linhas de mundo de observadores

com aceleracao uniforme 71, de fato

a = vk
’ E=const.
- @)
&=const.
= (o), + e R e
_

1/2 = ¢=1 como era esperado. A singularidade ocorre porque & = 0

portanto, a = |ata,|
representaria um observador com aceleragao infinita.

Apesar de baseado em um espaco-tempo plano, o universo de Rindler apresenta algu-
mas caracteristicas semelhantes as de um buraco negro, além da singularidade. As duas
assintotas 2~ e " indicadas na figura 3.1 definem horizontes de evento para o obser-
vador de Rindler, chamados horizonte passado e futuro, respectivamente. Um observador
em R nao pode receber sinais luminosos originados em F ou L, e nao pode enviar sinais
a observadores em P ou L, pois haveria violacao de causalidade. Além disso, a métrica
de Rindler coincide com a de Schwarzschild na regiao do espago-tempo proxima ao hor-

izonte de eventos de um buraco negro estatico. Considere a métrica do buraco negro de

Schwarzschild (1+1 dimensional),

oM oM\ !
dr? (1 — —) dt® — (1 — —) dr?.
T T

Sejam r —2M = 22/8M e k = 1/4M , de forma que

2M  (kx)?
r 14 (kx)?

dr? = (kx)*da* e 1 — ~ (kz)?, quando x — 0,

segue que, perto do horizonte em r = 2M, a métrica de Schwarzschild é
dr? = (kx)*dt* — da?,

que ¢é justamente a métrica de Rindler. A singularidade em £ = 0 no sistema de coor-
denadas de Rindler corresponde a singularidade no horizonte de eventos de um buraco
negro nas coordenadas de Schwarzschild. Em ambos os casos, a singularidade pode ser

removida com uma escolha apropriada de sistema de coordenadas.
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Em coordenadas de Rindler, a equacao de Klein-Gordon assume a forma

1 0%¢ 82¢ 1 8¢

EoP 08 L€

que pode ser resolvida por separacao de variaveis

1 0% §2 *x  £ox 22 2
+ 2= —mPE = —u”, = constante,
©» 877 X 852 X Ox S

onde definimos ¢ = ¢(n)x(§). A parte temporal da equacdo acima é a equacao trivial de

+m?¢ =0,

um oscilador harmonico simples, enquanto a parte espacial é uma equacao de Bessel®

> 1d V2
[d_gg TedE (m2 - 6—2)} xv(§) =0,

com 0 < v < oo, de forma que os modos normais, com freqiiéncia positiva e negativa

respectivamente, relativa ao tempo de Rindler 7, sao

G, €) = <senh mu)' e K (mE)

¢4 (1, €) = <senh )" €I, (mé),

onde K, sao as fungoes de Bessel modlﬁcadas do segundo tipo, também conhecidas como

fungoes de Macdonald. Segue da relagao de ortogonalidade® entre as fungoes Kj,,

© Kiy(o) Ky (x) s
/0 du T 2 senhmp ol =),
que os modos ¢,, estao normalizados em relacao ao produto escalar
dg
(60) = =i [ 0,50 = i [ 10,5,60),
isto é,
_ i 1/2 1/2 —iun<—> wn d£
(Gus ) = —F(senhw,u) (senhmv)=(e”"" 0, e™) ?Kw(mﬁ)[(w(mf)
- 2
— _v 1/2 1/2 —in(p—v)__ T _
- (senhmp)*(senhmv) *[i(pn + v)le 2 senhn o(p—v)
= 6(p—v),
TN i 1/2 1/2/ iun'ag” _—ivy df
(63:60) = —plsenhm) H(senhm) (e B1e ) [ EH (m) K ()
: 2
- 1/2 12, in(u—v)___ T 50,
- (senhmp)™*(senhmv)/“[—i(p + v)]e S senhi p—v)
= _5(“ - V)v

8 Gradshteyn e Ryzhik (2007).
9 Passian et al. (2003).
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x : —ipn'y v d
(O, 0;) = —P(senhﬂu)l/Q(senhwv)l/z(e "0, e ")/gKm(mé)Kw(mf)
‘ 2
_ _ 1/2 1/2/ —ipn'q” —ivn m _
- (senhmp)™*(senhmv)™=(e”"™""0, e )—Z,usenhmz p—v)

= 0.

Seguindo o formalismo da teoria quantica de campos, postulamos que ¢(x) e 7(z) sao
operadores, obedecendo a relagoes de comutacao e agindo num espago de Hilbert a ser

construido, e expandimos o campo de operadores ¢(x)

o1.6) = [ dv [anw)o, + a1

onde R em a;r% e em ap indica que os operadores de criagao e de aniquilacao de particulas

atua no espaco de estados relacionado ao observador de Rindler. A dlgebra de ¢(x) e 7(x)

determina as relagoes de comutacio entre ak(1) e ar(p),

lar (), ap(v)] = 8(p —v)

(ar(p). an(v)] = [a}(1). ab(v)] = 0.

Os vetores do espago de estados segundo o observador de Rindler sao obtidos com a

aplicacio consecutiva de al (1) no estado de vécuo, [0g), tal que

aR(M)|OR> = 07 VILL

Acontece que o espaco de Fock gerado a partir de |Og) ndo é equivalente ao espago de
Fock gerado a partir de |057), o vdcuo para o observador de Minkowski, como pode ser

verificado pelo célculo dos coeficientes de Bogoliubov!?

5/11@ = _(¢u7 u;;)

senhmp Y21y e , o [ dz :
(—) {—/ dzK;,(mz)e** — —/ — K, (mz)e™
drw T Jo TJo 2

_k /2
— "9 2mp _ qy-1/2 (Y
e -y (S20)

de forma que

Bul? = [2rw(e®™ —1)] 7.

104% denota, evidentemente, a solugdo segundo o observador inercial. Esta conta é bem extensa e envolve

propriedades de fungoes hipergeométricas. Gradshteyn e Ryzhik (2007).
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Segue entao que
1

(Oar|ak (1) ar(p)|0pr) o T

Com a relacao de Tolman, T = go_ol/ 2T0,11 podemos observar que a distribuicao planckiana

|8uk|? corresponde a um espectro de temperatura

=2,
2

3.6 Efeito Hawking

Buracos negros sao normalmente descritos como objetos massivos com campos gravi-
tacionais tao intensos que nem mesmo a luz pode escapar de suas superficies, chamadas
horizontes de eventos. Entretanto, devido a efeitos quanticos, um buraco negro pode
emitir uma fraca radiacao, produzida a partir de flutuacoes quanticas do vacuo em torno
do horizonte.'? Este resultado foi surpreendente, pois acreditava-se que somente campos
nao-estaticos poderiam produzir particulas. E interessante lembrar que o observador de
Rindler é equivalente a um observador inercial em um campo gravitacional uniforme, dai
segue a analogia entre o efeito Unruh e o efeito Hawking.

Considere a métrica de Schwarzschild (em duas dimensoes, por simplicidade)

-1
ds® = (1 — %> dt® — (1 — %> dr?.
r r

O valor r = 2M ¢é uma singularidade da métrica nas coordenadas (¢,r), referente ao
horizonte de eventos. Tal singularidade nao é fisica: um observador em queda livre
encontrard somente o espaco vazio usual no horizonte. Ainda, a expressao acima mostra
que quando r < 2M, t passa a ser uma coordenada tipo-espago, e r passa a ser uma
coordenada tipo-tempo. Portanto, ¢t e r admitem a interpretacao usual de tempo e espaco
somente na regiao exterior ao horizonte de eventos, r > 2M.

A radiagao Hawking pode ser compreendida fisicamente em termos de criacao de pares
particula-antiparticula virtuais préximas ao horizonte de eventos. Segundo o principio de
Heisenberg, a incerteza AFE na energia de uma particula em um dado estado quantico
por um momento At é tal que AE x At > h. Acontece que o espaco é preenchido por

flutuacoes quanticas do vacuo, pares de particulas sao criados e aniquilados o tempo todo.

UTolman (1934).
2Hawking (1975).
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Se essas particulas existem somente por um intervalo de tempo menor do que At, nao ha
violagao da lei de conservacao de energia.

Considere, portanto, a criacao de uma particula e de uma antiparticula, cada uma com
energia F/. Em um espago-tempo plano, as particulas produzidas nao poderiam se propa-
gar indefinidamente, o par deve ser aniquilado dentro de um instante i/FE. Entretanto,
na vizinhanca do horizonte de eventos de um buraco negro, uma particula pode eventual-
mente cruzar o horizonte antes de ser absorvida, onde poderia propagar-se livremente. A
energia desta particula com respeito a observadores distantes é negativa porque o vetor de
Killing 0/0t, que corresponde a energia longe do buraco negro, se transforma em um vetor
tipo-espacgo dentro do horizonte. Conseqiientemente, a massa do buraco negro diminui no
decorrer deste processo. Enquanto uma particula é absorvida pelo horizonte de eventos,
a outra pode se propagar indefinidamente.

Mukhanov (2005) mostra que o célculo da temperatura Hawking é idéntico ao da
temperatura Unruh (no caso bi-dimensional) e identifica os observadores inercial e uni-
formemente acelerado no espaco-tempo de Minkowsky com um observador distante em
queda livre e um observador a uma distancia fixa do buraco negro, respectivamente. A
temperatura da radiagio Hawking ¢ entao obtida fazendo-se a substituicao o = (4M)~1,
onde « ¢ a aceleracao do observador de Rindler, e M é a massa do buraco negro. Se o
campo ¢(z) estiver no estado de vacuo |0x), observadores afastados do buraco negro a

uma distancia fixa detectarao um espectro térmico de particulas com uma temperatura

a chamada temperatura Hawking. Conseqiientemente, a densidade de particulas obser-

vadas com energia E é
1

ng=—m.
B BTy —

Segue que somente particulas com massa muito pequena, m < Ty, sao produzidas sig-
nificativamente. Evidentemente, em 4 dimensoes o problema ¢é mais complicado. Nesse
caso, as ondas se propagando para longe do buraco negro devem atravessar uma barreira

de potencial, o que reduz ainda mais a intensidade da radiacao.'3

13Mukhanov (2005).




Campo Escalar em modelos de

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Aqui vamos estudar a criagao de particulas por um campo gravitacional variavel, cujo
efeito é particularmente interessante em cosmologia no estudo de formagao de matéria no
universo. Ao contrario do efeito Unruh, este processo nao envolve observadores distintos,
mas um mesmo observador em diferentes instantes de tempo. As particulas sao produzidas
devido a mistura entre os estados de freqiiéncia positiva e negativa quando a métrica se
torna dinamica. Uma maneira simples de compreender isso consiste em supor que a
métrica é estatica no passado assintotico. Entao, o campo de operadores pode ser escrito

em termos das solucoes da equacao de Klein-Gordon nesta regiao:
6= /d3k lanfic+ al £y

fr € uma solucao de freqiiéncia positiva, mas com a evolucao do tempo, as solugoes nao
serao mais de freqiiéncia puramente positiva neste sistema coordenado. a; aniquila o
estado de vacuo inicial, |0);,,

ak‘())'m = 07
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mas uma vez que a métrica evolui este nao sera mais o estado de vacuo. Se o espago-tempo

também é assintoticamente plano no futuro, pode-se escrever

o= J &k g + bt
bk|0>out - 0

Como antes, as solugoes podem ser relacionadas atraves dos coeficientes de Bogoliubov,

by, = / Qppr Qg + ﬁkk’a]];u

e o numero de particulas criadas é
(Vi) = O8I0} = [ X G

Considere, por simplicidade, um modelo de universo homogéneo e isotrépico com
sessao espacial plana, descrito pela métrica de Friedman-Robertson-Walker com elemento
de linha

dr? = dt* — a*(t)d7* = a*(n)(dn* — 6;;dx'da?),

onde (t,Z) representa um observador comovente com o fluido de matéria no universo.
A fim de encontrar solugoes particulares das equacoes dinamicas, é conveniente substi-
tuir o tempo cdésmico, ¢, pelo tempo conforme, 7, definido (a menos de uma constante)
dn = a~'dt. Evid d f i
por dn = a "dt. Evidentemente, em termos do tempo conforme, a geometria se torna
conformalmente plana.
Com este tipo de métrica, a equagao de campo cléssica pode ser resolvida por separagao
de variaveis, ¢(x) = x(Z)p(t), onde p(t) obedece uma equacao diferencial ordinaria com
) )
os coeficientes dependentes do tempo, ou seja, nao é da forma exp(+iwt), como no caso
de ondas planas. A conseqiiéncia fisica da dependéncia temporal dos coeficientes é a
producao de particulas devido a evolucao do campo gravitacional.

Com a definicao
dr(x) = = () @r(n)xx(T),

a parte espacial da equacao de Klein-Gordon é a equacao trivial de um oscilador harmonico,*

e as autofuncdes x(Z) tém a forma familiar exp(4ik - 7). As funcdes ¢x(n), por sua vez,

L As varidveis dependentes do tempo e do espaco podem ser separadas na equacio de Klein-Gordon
sempre que a métrica for conformalmente estatica. No caso mais geral de um modelo de Friedmann-
Robertson-Walker com sessao espacial hiperbélica ou esférica, xx (%) sdo as autofungoes do operador de

Laplaci-Beltrami correspondentes. Veja, por exemplo, Svaiter (1989).
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satisfazem a equacgao

d2 CL”

ar K+ mPa®(n) — —(n) + ERa*(n) | x(n) =0,
onde @’ = d?a/dn?. O escalar de curvatura neste modelo, escrito em termos do tempo
conforme, é* R = g" R, = 6a”/a*. No caso particular em que a constante de acoplamento
possui o valor £ = 1/6, os dois tltimos coeficientes se anulam. Se além disso m = 0, o caso
conformemente invariante, a equacao de Klein-Gordon admite solugoes de ondas planas
como no caso do espago-tempo de Mikowski e, portanto, nao hé producao de particulas.

Considere o caso de acoplamento conforme, £ = 1/6, com m # 0. Neste caso, uma

relacao de dispersao pode ser obtida a partir da expansao
P = exp [—iwk(ﬁ)ﬁ + ik - f} ;
cuja substituicao em

d2
s R e ) =0,

2 W\ _ g2 2 2
w—f—ﬁ(dn) k* +m*a*(n)

Portanto, a variagao da métrica altera a relacao de dispersao.

Como um exemplo simples, considere um modelo em que o universo explode e logo a

seguir se contrai em um intervalo de tempo infinitesimal,
a*(n) = 1+ iré(n),

onde 7 pode ser considerado uma escala de tempo caracteristica. Com esta métrica, a

equacao dinamica é
0
on?

As solugoes para 17 # 0 sao meramente ondas planas com a relacao de dispersao usual. A

= [K*+m® (L +itd(n))] .

fim de encontrar a relagao entre os estados “in”e os estados “out”, basta integrar sobre

uma regiao infinitesimal em torno de n = 0,

2 Este calculo envolve apenas algebra tensorial elementar, e é trivial, apesar de cansativo. Uma alternativa
mais elegante e sofisticada para este calculo envolve propriedades de espagos maximalmente simétricos.

Veja, por exemplo, Weinberg (1972).
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Agora, com as solugoes de ondas planas, tem-se que
. 2
i(wy —w_)p=1mTp.

Portanto, hd uma descontinuidade na freqiiéncia, Aw = m?7. Ou seja, uma onda plana
pura é espalhada em uma colecao de ondas planas arbitrarias, de forma a nao mais
satisfazer a relacao de dispersao. KEste modelo, apesar de simples e artificial, mostra
como a variacao da geometria pode ser importante. O fator de escala varia apenas por
um instante infinitesimal de tempo e mesmo assim pode alterar de forma significativa as
solugoes. O que se pode pensar entao sobre um modelo cosmologico mais realista em que
o universo esta em constante evolugao?

Na verdade, este exercicio simples tem uma caracteristica mais geral do que se pode
imaginar a principio: o que importa nao é a variacao da métrica em si, mas a intensidade
com que essa variagao ocorre. Como podemos ver neste exemplo, a métrica é a mesma
antes e depois de n = 0.

De volta ao caso mais geral, com & e m arbitrarios, a solugao geral da equacao de
campo ¢

¢(n, ) = (2m)"**a™" () / d’k [aksok(n)e"’z"E +a2s072(77)6‘“3'f] :

ay e aL, serao, como antes, interpretados como operadores de aniquilacao e de criacao,
dando a solugao da equacao de Heisenberg. Como resultado da dependéncia temporal
dos coeficientes, as solugoes nao podem, em geral, ser escritas em termos de funcoes
elementares. Uma outra conseqiiéncia é que nao ha uma escolha natural da base do
espaco de solugoes, andloga as ondas planas de freqiiéncia positiva e negativa no exemplo
conformemente invariante. Em geral, isso torna impossivel uma analogia formal com o
campo livre para uma intepretagao em termos de particulas.

o pode ser nomalizado de forma que as relacoes candnicas de comutacao de ¢ e 7w se

traduzam nas relagoes entre os operadores de aniquilagao e criagao
L =0k — K
[ak, ay] = 6(k — k'),
N Y S i
lak, ap] = [ay, a;,] = 0.
Entretanto, esta condi¢ao nao torna (. inico, apenas nos dé uma classe de representagoes

de Fock. A normalizagao (¢g, ¢) = §(k — k') é equivalente & condi¢ao®

&PZ oy, )
* — _— KT =
Wik, il = vr o Py T

3 Compare com a definicao de produto interno entre as solucdes no capitulo 4.
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L

Figura 6.1: a(n) segundo o modelo de Bernard e Duncan (1977).

onde W é o chamado Wronskiano das fungoes ¢ e ¢j.

4.1 O modelo de Bernard e Duncan

Para o cédlculo dos coeficientes de Bogoliubov, considere o caso de acoplamento con-

forme, ¢ = 1/6, com m # 0, com fator de escala?
a*(n) = A+ Btanhpn, onde A, B e p sdo constantes.

a*(n) — A+ B quando n — 400, portanto, o espago-tempo se torna minkowskiano no pas-
sado e no futuro distantes, e a equacao de Klein-Gordon admite solucoes de ondas planas
nestas regioes. Apesar de artificial, este modelo ilustra bem o assunto deste trabalho.

A parte temporal da equagao de Klein-Gordon assume a forma

d2
[d_n? + k2 4+ m? (A + Btanh pn)} er(n) = 0.

Introduzindo a notacao
1/2

1/2

(k> +m* (A — B)]
Wour = [K*+m?(A+ B)]
1

W+ = 5 (win £ wout) )

4 Este modelo foi invetigado pela primeira vez por Bernard e Duncan (1977).
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os modos normalizados que se comportam como modos de frequéncia positiva no espaco

de Minkowski no passado remoto (7 — —o0) sao

Mo = (2win) V2 exp [ —iwyn — el <2 cosh pn)} X
p

e o 1
o Fy (1+M ,M ;1—M ;—(1+tanhpn)),
PP p 2

enquanto os modos normalizados que se comportam como modos de frequéncia positiva

no espago de Minkowski no futuro distante (n — oo) séo
outip, = (2w0ut)_1/2 exp [ —iwyn — et (2 cosh pn)} X
p

n o 1
2F1 (1+Zw 7lw 71+Zw t;_(l_ta‘nhpn))a
p P p 2

onde a fungao o F(a, 3;7; z), conhecida como funcao hipergeométrica, é solucao de®

d*u du
z(l—z)@—l—[v—(aqLﬁ—i—l)z a—aﬁu:().

Uma propriedade importante da fungao hipergeométrica é
lim» Fy (e, 0573 2) = 1,

de modo que
lim in¢k = [(271')32(,%‘”]71/2 exXp (ZE ST — sznn) )

n——00

lim OUtgbk — [(277')32wout]_1/2 exp (ZE . f - Z.Wout77> :

17—00
Para o calculo dos coeficientes de Bogoliubov, podemos usar as seguintes propriedades

de transformagoes entre funcoes hipergeométricas

2Fi(a, Biv:2) = (1= 2)7 P B (v — a,y — B;7; 2),

LMLy —a—p)

L(y —a)l'(y = B)
_ ya-plP(a+ 5 —7)

+1=2) M()T(5)

5 Veja, por exemplo, Gradshteyn & Ryzhik (2007).

oFi(a,B;7:2) = JFila,Ba+8—v1—2)+

Fi(y—a,y =By —a—F+1;1-2),
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que podem ser combinadas em

NIy —a—f)

F PN F . — 1 =
2 1<aaﬁa77z) F(’y—a)f‘(*y—ﬁf 1(0576)0‘_'_5 v Z>+

- capl(W(a+ B —17)

127(1 — )y p Fl-p1l—ay—a—p3+1;1-
com

W W n 1
a:1+ZL, :&, 7:1_%} 5(1+tanhp77)
1%

on win/p —pn —iwout /p
AT (1 =) = ¢ ¢
2coshpn 2coshpn

— exp { (Wi + wour) 4 Lot = W)y (QCoshm)}
. 2w_
= exp [2%477 + —ln(QCoshpfr;)] .
p

Assim, podemos escrever os modos “¢;, em termos dos modos *“

Mor = (2win) Y2 exp [ —wyn — Kl W (2 cosh pnﬂ X
p

o o w1
oF) (1 ps e 2(1 + tanh pn)>
,0

F(l ZWm/P (iwout//o)
I'(—iwy /p)I (1 = iwy./p)

9 (1+w_—7w__;1+w0“t 1—tanhp77)) +
(1-—

= (2win) ?exp [ iwyn — — In (2 cosh pn)}
p

pop p
iWin/ )T (1Wout / p)
1 +iw_/p)l(iw_/p)
w_ w_ ou 1
JFy (1—“” Ly W, (1—tanhpn))
p p p 2

out , *

= a™ o+ 5 ep,

(2win) V% exp {Wﬂ? + 71]{1 (2 cosh pn)} i

onde

o (w) L(1 — iwin /)T (=i p)
Win ['(—iwy/p)I(1 —iwy/p)

N

_ [ Wout D(1 — iwin/p)T (iwout / p)
= (w) I(1+iw_/p)T(iw-/p)

Finalmente, com as seguintes propriedades da funcao Gamma,

D(x+1)=al(z) e [[(iy)]* = y € R,

y sinh 7y’
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encontramos
sinh? (rw_ /p)

sinh (Wt /p) sinh (Tw;, /p)

Assumindo que o campo escalar estava inicialmente no estado de vécuo, |0);,, no

|Bk]? =

passado distante, quando o espago-tempo era minkowskiano, observadores inerciais nao
detectariam a presenca de particulas. O universo evolui, e o espaco-tempo volta a ser
minkowskiano no futuro distante. O campo ainda encontra-se no estado |0);,, de acordo
com o formalismo de Heisenberg, no entanto, observadores inerciais nesta regiao (n — o)
nao registram mais este estado como sendo o estado de vacuo. O ntmero esperado de
particulas no modo k é |3,|2. |2

Note, entretanto, que se m = 0, |5x|* = 0 e ndo hé criagao

de particulas como ja era esperado pela invariancia conforme.

4.2 Expansao Lenta

Considerando o modelo de Bernard e Duncan, notamos que no limite sem massa,
w_ — 0 = |3)? = 0, ndo hd producio de particulas. Esta situagao é mais geral que o
exemplo sugere: um campo conformalmente invariante se propaga em um espago-tempo
conforme ao espaco de Minkowski. A criacao de particulas ocorre quando a simetria
conforme é quebrada pela presenca de massa. O processo de criacao pode ser considerado
resultado do acoplamento do fator de expansao do espaco-tempo ao campo escalar através
da massa, resultando em uma massa efetiva variavel. O campo gravitacional variavel
fornece energia ao modos do campo escalar.

Como ja discutimos, quando o espago-tempo € curvo, nao hé geralmente uma definicao
natural do conceito particula. Apesar disto, devido a simetria especial do espago-tempo
de FRLW, pode-se identificar uma classe privilegiada de observadores, os observadores
comoventes com o fluido de matéria no universo, para os quais o universo se expande de
forma isotrépica. E é possivel entao identificar particulas com as excitagoes de detectores
comoventes.’

De qualquer forma, o ntimero de particulas nao é constante, o que torna sua medida
imprecisa. Isto é, pode haver criagao de particulas durante o processo de medida. H&
ainda uma incerteza no nimero de particulas devido a relacao de incerteza de Heisenberg.
Apesar disto, deve haver algum tipo de aproximacgao no caso de um espaco curvo tal que o

numero de particulas tem algum significado. Os argumentos acima sugerem que se a taxa

6 Birrell e Davies (1982)
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da criagao de particulas é baixa, ou se a massa das particulas é grande, entao a nogao de
um nuimero de particulas bem definido torna-se um conceito 1til.

A producgao de particula depende obviamente da taxa de expansao do universo. No
limite de uma expansao muito fraca, esperamos que a taxa de criacao deve cair a zero,
desse modo recuperando a teoria do espaco de Minkowski. No caso do modelo de Bernard
e Duncan, |8;|* x B? — 0 enquanto a quantidade total de expansao se aproxima de zero,
e o limite do espaco de Minkowski é obtido. Entretanto, a criacao de particulas cai muito
mais rapidamente a zero se a propria taxa de expansao se aproxima de zero. Esta taxa é

parametrizada por p, e para p — 0 obtemos um declinio exponencial
27w,
o (2225) o,
p

O parametro p/w;, é pequeno se p < k ou m. Fisicamente, espera-se que o movimento
de expansao excite os modos do campo para os quais w é menor que a taxa da expansao. Se
w for muito muito maior que esta, a producao de particulas é exponencialmente suprimida.
Assim, os modos de grande k s@o pouco excitados. Similarmente, a producao de particulas
de grande massa é exponencialmente pequena por causa da grande quantidade de energia
que deve emerger do campo gravitacional para fornecer massa de repouso as particulas.

As observagoes acima sao vélidas para qualquer espaco-tempo de FLRW. Em parti-
cular, o declinio da taxa de criacao de quanta para m ou k — oo é uma caracteristica
completamente geral.

No caso de um universo de FLRW com regioes in e out estaticas, se o vacuo in ou
o vacuo out é escolhido como o estado quantico do campo, um detector de particulas
comovente provavelmente nao registrara quanta nos modos de alta energia em toda a
sua linha de mundo. Contanto que a freqiiéncia dos modos seja muito maior do que a
taxa da expansao, a probabilidade de nenhuma resposta do detector permanecera muito
proxima da unidade. Entretanto, para modos de energias mais baixas, havera particulas
registadas, sinalizando que o estado de vacuo nao é mais uma boa aproximacao. Se nao ha
regioes estaticas in ou out, uma definicao aproximada de particulas nao pode ser baseada
na construcdo acima, e um outro método deve ser encontrado.”

Uma descricao mateméatica mais precisa das idéias acima pode ser encontrada em
Birrell e Davies (1982), onde o conceito de vacuo adiabético é explicado. A importancia

deste conceito reside no fato de o numero de particulas ser um invariante adiabatico,

" Birrell e Davies (1982), e referéncias 14 encontradas.
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independente do aumento total no fator de escala, desde que a taxa de expansao do

universo no momento considerado seja suficientemente lenta.




Cosmologia, Inflacao

Observagbes mostram que, em escalas suficientemente grandes (a partir de 100 Mpc),
o universo ¢ aproximadamente homogéneo e isotrépico.! Em escalas menores, evidente-
mente, existem galdxias, aglomerados, etc. Este principio cosmolégico, apesar de nao ser
exato, ¢ uma das caracteristicas mais importantes do universo pois permite descrevé-lo em
boa aproximacao a partir de poucos dados observacionais. A questao se o universo deixa
de ser homogéneo novamente em escalas além do observavel pode apenas ser especulada.

O principio cosmoldgico, além de ser interessante por si sé, simplifica enormemente
as equacoes dinamicas e permite a determinagao da métrica que descreve a evolucao
do universo apenas em termos do fator de escala a(t) e da constante de curvatura k.
Evidentemente, deve ser adotado um sistema referencial relativo ao grupo de observadores
comoventes com o fluido de matéria do universo, para o qual a simetria é explicita. a(t)
e k podem ser tomados como parametros a comparar com observagoes.

As equacoes fundamentais da cosmologia sao as equacoes de Einstein, a equacao de

conservagao de energia, e a equagao de estado, que formam um sistema completo que deter-

1 Mukhanov (2005).
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mina as duas fungoes desconhecidas a(t) e p(t), onde p(t) é a densidade de matéria/energia.
A histéria do universo depende, portanto, da geometria e da distribuicdo de matéria e
energia.

A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) é uma solugao exata das
equacoes de Einstein da relatividade geral que descreve um universo dinamico, homogéneo

e isotropico:
dr?

1—kr?

onde a(t) é uma fungao desconhecida do tempo, e k é uma constante que pode ser escolhida

dr* = dt* — a*(t) + 1r2d6? + r*sen*de? |

de forma a ter o valor +1, 0, ou -1, caso a curvatura seja positiva, nula ou negativa,
respectivamente.

E possivel mostrar? que o contetido de matéria do universo estd em média em repouso
no sistema de coordenadas r, 6, ¢, como era esperado para um observador comovente.
Aém disso, o tensor energia-momento toma necessariamente a forma de um fluido perfeito.

Um importante avanco em cosmologia foi a descoberta que o universo estd em ex-
pansao. Na década de 1920, Edwin Hubble notou que a luz de galdxias distantes sofre
redshift em relacao a luz de galdxias proximas e interpretou o redshift como um efeito
Doppler concluindo que as galéxias estao se afastando. Hubble observou ainda as galdxias

estao se afastando radialmente, com uma velocidade v proporcional a sua distancia r,
v = Hyr.

Hy é o valor atual do chamado parametro de Hubble. De fato, a lei de Hubble é a tinica lei
de expansdo compativel com um universo homogéneo.? Por causa de incertezas, a medida
do parametro de Hubble atual é conhecida com uma precisao modesta e vale 65 — 85 km
s71 Mpct.

O valor do parametro de Hubble, pode dar uma estimativa para a idade do universo,
o tempo decorrido desde que o universo era algo proximo de uma singularidade. Se seu

valor fosse constante, a idade seria de
g1 10
H;" = — x 10™anos
0 h )

onde h = 0,65 — 0,85. Este valor seria de aproximadamente 13 bilhoes de anos. Em todo
caso, mesmo que o parametro de Hubble seja varidavel, seu inverso certamente tem alguma

relacao com a idade do universo.

2 Weinberg (1972).
3 Mukhanov (2005).
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A expansao observada por Hubble nao deve ser interpretada como o movimento de
galdxias sobre um espago estatico. Eo proprio espaco que esta em expansao, levando
consigo as galaxias. Assim, na escala cosmoldgica, de acordo com a relatividade geral de
Einstein, é a expansao do espaco que esta se manifestando.

Como a gravidade exerce atragao sobre as galdxias, espera-se que que o movimento de
expansao seja retardado. No entanto, ao final dos anos de 1990, foi descoberto através de
observagoes de supernovas tipo la que a expansao do universo esta acelerando. Alguma
forma ainda desconhecida de energia domina o universo, e o faz acelerar. Estas observacoes
foram confirmadas por diversas outras fontes independentes: radiacao césmica de fundo
e estrutura em larga escala, a idade do universo, assim como medidas melhoradas de
supernovas, e propriedades de raio-X de aglomerados de galaxias.

O resquicio mais proeminente do jovem e quente universo é a radiacao césmica de
fundo a 2,7K. A radiacao apresenta um espectro de corpo negro e é quase isotropica com
variacoes em intensidade de apenas 0,01%.* Sabendo a temperatura atual da radiacao, é
possivel determinar a historia térmica do universo desde os primeiros minutos, e calcular
a producao de nicleos.?

Segundo o modelo padrao de cosmologia, o universo (incluindo o préprio espago-
tempo) surgiu hé cerca de 13 bilhdes de anos quando comegou a expandir a partir de
um estado inconcebivelmente quente e denso. Desde entao, o universo continuou seu
longo processo de expansao e de resfriamento, alcancando eventualmente o estado frio,
escasso observado atualmente.

O universo primordial era um caos de matéria e energia, em que pares de particula
e antiparticula eram copiosamente criados e aniquilados. Enquanto o universo expande,
torna-se eventualmente frio demais para produzir determinados tipos de particulas.

Cerca de 3 minutos apos o Big Bang, as reacoes nucleares tornam-se ineficientes a uma
temperatura de aproximadamente 0,056MeV. Como resultado, protons e néutrons livres
formam hélio e outros elementos leves. As abundancias dos elementos leves resultantes
da nucleossintese primordial estao em bom acordo com dados observacionais.

Apoés algumas centenas de milhares de anos, o universo esfria o suficiente para que
nucleos e elétrons livres formem atomos. Este periodo é chamado de era da recombinacao.

A aproximadamente 1000K o plasma se condensa em atomos eletricamente neutros, de

4 Mukhanov (2005).
® Weinberg (1972).
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modo que as forcas eletromagnéticas nao terao mais efeito em larga escala e a gravidade
passa a dominar, permitindo a condensacao galdctica, e, no curso devido, a condensacao
nas estrelas, em que as reacoes de fusao nuclear ocorrem, produzindo mais elementos
quimicos. O universo torna-se transparente para a radiacao eletromagnética, pois quase
nao ha mais elétrons livres para espalhar a luz. A radiacao césmica de fundo propaga-se
livremente desacoplada da matéria. A matéria escura ja estava formando halos.

Em alguns bilhoes de anos, galaxias e aglomerados se formam com a matéria barionica
nos centros dos halos pré-existentes de matéria escura. As estruturas sao formadas a partir

de perturbacoes de densidade como resultado da instabilidade gravitacional.

5.1 Inflacao

Apesar do sucesso do modelo padrao de cosmologia, ha ainda muitas questoes abertas.
A historia da evolugao do universo ja é mais ou menos bem estabelecida desde a época
da aniquilacao de pdsitrons e elétrons até o presente momento com alguma confianca de
acordo com observagoes. O que acontece antes deste periodo, entretanto, ainda é tépico
de grandes debates.

Segundo o paradigma da inflagao, em algum momento préximo ao da escala de energia
da grande unificagdo® das interacoes eletro-fraca e a forca forte (104GeV ou 1073%s), o
universo passou por um periodo de expansao acelerada. A idéia é que antes do periodo
de dominacgao da radiacao, houve um periodo em que a densidade de energia do universo
foi dominada pela energia do vacuo, e o fator de escala cresceu exponencialmente.

Alan Guth observou, em um modelo de unificacdo que estava considerando, que um
campo escalar poderia se encontrar em um estado de potencial minimo local, que cor-
respondia a um estado sem quebra de simetria.” A energia do vdcuo permaneceria cons-
tante enquanto o universo crescia. A inflagao seria eventualmente interrompida por uma
barreira quantica. Com a quebra de simetria, o campo escalar migra para o estado de
potencial minimo global, correspondendo ao universo atual.

O modelo inflacionario nao atraiu muita atencao inicialmente, até ficar evidente que
este explicava de forma simples e elegante alguns dos problemas do modelo padrao. O

proprio Guth notou, entretanto, que seu modelo conduzia a algumas conseqiiéncias ina-

6 Mukhanov (2005).
7 Guth (1981). Weinberg (2008).
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ceitaveis, pois tornaria o universo extremamente heterogéneo ou extremamente rarefeito.
Ao contrario a inflagdo deveria preparar as condicOes iniciais para o modelo padrao sub-

seqiiente. Desde entao, novos modelos inflacionarios sao propostos e aprimorados.

Alguns Problemas do Modelo Padrao

Singularidade

O modelo padrao tem uma singularidade inicial em ¢t = 0, e a temperatura diverge
neste limite, 7" — o0o. Assim, nenhuma condicao inicial pode ser definida em t = 0 e,
de fato, nenhuma lei da fisica. Além disso, quando 7" é da ordem da massa de Planck
(M, ~ 10" GeV) ou maior, as equagdes do modelo paddo nao sdo confidveis, pois efeitos
de gravitacao quantica tornam-se dominantes. Assim, é mais seguro estudar o cenario
do modelo padrao a partir de temperaturas abaixo desta escala de energia. As condicoes
iniciais podem ser tomadas como a descricao do universo no momento correspondente, e
as equacoes dinamicas descrevem a evolucao subsequente.

A questao da singularidade inicial, talvez a mais grave do modelo padao, onde nao ha

qualquer lei da fisica em geral nao é tocada pelo paradigma da inflagao.

Horizonte

O conceito de horizonte cosmoldgico é importante em cosmologia pois esta diretamente
ligado ao conceito de causalidade.

Imagine um féton que se move em direcao a nossa galaxia. Pode ser que o universo
cresca a uma taxa tal que este foton nunca nos alcance, dependendo de sua distancia. Ha o
caso limite em que o féton nos alcangaria apdés um intervalo de tempo infinito. Tracejando
um circulo de raio igual a distancia deste féton, o limite determina uma fronteira chamada
horizonte de eventos, além da qual qualquer evento estara sempre inacessivel a observacao.

H& ainda um outro tipo de horizonte. Se o universo tem uma idade finita, a luz emitida
em qualquer evento percorreu desde entao somente uma distancia finita e a regiao do
espaco de onde podemos receber informagao em um dado momento de tempo ¢ limitada.
A fronteira deste volume é chamada de horizonte de particulas, e representa a linha de
frente dos primeiros fétons emitidos. Hoje, o universo tem aproximadamente 13 bilhoes

de anos, assim uma estimativa para o horizonte de particulas é de 13 bilhoes de anos-luz.
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O problema é que o universo é altamente homogéneo, apesar de haver regices causalmente

disconectadas, segundo o modelo padrao.

Planeza
Sabe-se que a densidade de energia do universo atualmente é préxima ao valor critico
Per que separa um universo aberto de um fechado,

p 3H?(t)
0="~1 de  polt) = 2
L onde pa(t) =g

e H= 2'

a
O ponto é que a condicao 2 ~ 1 é instavel. Condicoes iniciais tipicas levariam a um
universo fechado que recolapsa quase imediatamente, ou a um universo aberto que esfria
abaixo de 3K nos primeiros segundos de sua existéncia chegando a um valor de p muito
menor do que p... Como nosso universo conseguiu ficar tao velho? Os valores iniciais

de p e de H devem ter um ajuste fino com uma precisao extraordinaria para produzir o

universo plano como ¢é observado hoje.

Resolvendo os Problemas

Uma era em que a densidade de energia foi dominada pela energia do vacuo, antes
da era da radiacao, permite uma expansao a uma taxa necessaria para que mesmo areas
diametralmente opostas no céu estejam conectadas. Como conseqiiéncia desta expansao,
todo o universo observavel expandiu-se a partir de uma pequena regiao causalmente conec-
tada em equilibrio termodinamico.

Apés a inflagdo, uma regido com as dimensoes da escala de Planck (I, ~ 107%3cm),
cresce a um valor muitas ordens de grandeza maior do que o universo observavel hoje
(~ 10%cm). O campo escalar responsdvel pela inflagdo comega a oscilar em torno do
minimo de seu potencial e perde sua energia, enquanto pares de particulas sao criados.
Isto é, a expansao faz o universo muito grande e muito plano, entao o falso vacuo decai
aquecendo o universo. As particulas criadas interagem umas com as outras até atingir
um estado de equilibrio térmico.

O universo é quase exatamente homogéneo em larga escala porque as perturbagoes de
densidade foram esticadas exponencialmente durante a inflagao. Além disso, a densidade
de monopodlos primordiais e de outros defeitos indesejaveis é diluida. O universo torna-se

incrivelmente grande. Entretanto, estas idéias precisam de uma analise mais cuidadosa
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levando em conta as equagoes de Einstein exatas, o que é um trabalho bastante complexo

ainda nao realizado.?

Criacao de Matéria apds a Inflagao

A teoria do reaquecimento do universo depois da inflacao cosmica talvez seja a aplicacao
mais importante da teoria quantica de criacao de particulas, uma vez que quase toda a
matéria que constitui o universo pode ter sido criada neste processo, onde o universo é

9 O reaquecimento é a conexao entre o

reaquecido e sua simetria barionica é quebrada.
universo inflacionario dominado pela energia do vacuo e o universo quente de Friedmann
dominado por radiacao. Os detalhes dependem do modelo particular de inflacao.

Durante a inflacao, a energia é concentrada em um campo classico lentamente variavel
chamado inflaton, ¢. Logo apds a inflagao, o campo comeca a oscilar em torno do minimo
de seu potencial efetivo, e eventualmente produz particulas, que interagem umas com
as outras até atingir um estado de equilibrio térmico a uma temperatura 7,, chamada
temperatura de reaquecimento.

O campo homogéneo ¢ pode ser representado como uma colecao de particulas, cada
uma das quais decai independentemente. Se a criagao de particulas é suficientemente lenta
(por exemplo, se o inflaton é acoplado aos campos de matéria apenas gravitacionalmente),
os produtos do decaimento interagem simultaneamente uns com os outros e chegam a um
estado de equilibrio térmico. Este reaquecimento gradual pode ser tratado no ambito da
teoria perturbativa de criacao e termalizacao de particulas.!?

Entretanto, em geral, a producao de particulas ocorre em regimes nao-perturbativos,
em mecanismos que podem acelerar o decaimento do campo, como ressonancia paramétrica'!
e instabilidade tachyonical?. Uma caracteristica da criacao de particulas em regimes nao-
perturbativos é que o processo ocorre longe do equilibrio térmico. Como conseqiiéncia,
estes efeitos produzem flutuagoes nao-térmicas de alta energia que podem ter importancia

para certos fenomenos no estudo do universo primordial, tal como transicoes de fase e ba-

8 Goldwirth e Piran (1992).

9 Linde (1990).

0T inde (1990).

"Kofman, Linde e Starobinsky (1994).
12Felder et al. (2001)
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riogenesis.

Esta fase inicial de decaimento rapido, chamada pré-aquecimento, é seguida por uma
fase de interacoes turbulentas entre os diferentes modos. Segue, finalmente, o decaimento
mais lento usual do inflaton, acabando eventualmente em equilibrio.

E importante lembrar que este processo de criagao de particulas ocorre como efeito do

decaimento do campo inflaton e nao como efeito da evolucao do campo gravitacional.

5.2 Campo Escalar no Espaco de de Sitter

O espaco de de Sitter é um caso particular de um universo homogéneo e isotrépico com
uma constante cosmoldgica positiva, A, que pode ser descrito como um fluido hidrodinamico
ideal com equacao de estado pp = —pa. O tensor energia-momento, nesse caso, é T# =
(p + p)utu, — pdl; = pdl, e segue da lei de conservagao, T, = 0, que p = const. Para
um universo isotréopico plano, a equacao de Friedmann se reduz a

a /387G \'?
Hy=-= (—P,\> ;
a 3

cuja solucao é

a(t) = age™,

que descreve um universo de de Sitter plano com parametro de Hubble constante, H,. A
métrica é dada por
ds® = dt* — H, *exp(2Ht)d;;dz"dx?,

onde, por conveniéncia, escrevemos ag = H, ! e descreve um espaco-tempo maximamente

simétrico. A métrica de de Sitter pode ser escrita em termos das coordenadas esféricas e

< dt
n= —/ — = —exp(—Hy1),
t a/

1
Hin?

onde —oo < < 0e0 <r < oo. As coordenadas (n,7,0,¢) cobrem apenas metade

do tempo conforme

ds? (d7]2 — dr® — r?de* — r286n29d¢2) ,

do espaco-tempo de de Sitter, portanto, sao coordenadas incompletas.!* Entretanto, em

aplicagoes cosmoldgicas, apenas uma pequena regiao do espaco de de Sitter é usada para

3Lemoine et al. (2007).
4 Mukhanov (2005).
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descrever aproximadamente o periodo inflacionario da histéria do universo, e a incomple-
tude das coordenadas nao é um problema.
Vamos estudar um campo escalar massivo minimamente acoplado no espaco de de

Sitter. O fator de escala em funcao do tempo conforme é dado por

1
a(n) :—H—w, —OO<77<0

Nesse caso, a parte temporal da equacao de Klein-Gordon é dada por

d* oy, m2\ 1
P-(2-— |5 =0.
i s

A solucao geral desta equacao é conhecida em termos das funcoes de Bessel, J,, e Y,,.1°
O comportamento assintotico das solucoes pode ser obtido direto da equacao. Dado

um ndmero de onda k, considere o limite k|n| > 1, que corresponde a 77 muito negativo.

Nesse caso, o comprimento de onda fisico,

~ A

kil

¢ muito menor do que a escala de curvatura H;l. Portanto, o modo nao é afetado

lp ~ a(n)lfl

pela gravidade e se comporta como no espaco de Minkowski. O termo de =2 pode ser
ignorado donde segue que wy = k. As solugoes sao, portanto, as solugoes conhecidas de
um oscilador harmonico, exp(=£ikn), e podemos definir o estado de vacuo a partir dos
modos de freqiiéncia negativa

Pr ~ Leikn-

Vi

Enquanto o universo se expande, o valor de |n| decresce. A escala fisica de um dado
modo k é da ordem da escala de curvatura em um instante n = n, quando k|ng| ~ 1. Este
momento é chamado de cruzamento do horizonte. Os modos k|n| > 1 s@o eventualmente
alongados pela expansao e passam a sentir a curvatura do universo. Apds o cruzamento

do horizonte, quando k|n| < 1, o termo k? pode ser desprezado e segue que

d?py, m2\ 1
—(2— =) =pr=0.
dn? H}) n? ok

A solucao geral, simples de verificar, é

nJr n-
k() = Axln|™ + Biln|"

15Gradshteyn e Ryzhik (2007).
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onde
1 9 m2\Y?
— 422
M=y (4 Hf)

Quando n — 0, o termo proporcional a B|n|® domina. Como esta solugdo nao oscila a
nogao de particula nao é muito bem definida para k|n| < 1. Além disso, para m? < 2H3,
a massa efetiva é negativa e nao existe um estado de energia minimo.

Entretanto, existe um estado quantico chamado vacuo de Bunch-Davies que é invari-
ante em relagao as isometrias da métrica de de Sitter, e nao depende do tempo. Este estado
pode ser construido a partir da solucao exata da equacao de Klein-Gordon com a condigao

/

. ~ . —1/2 .
de excitagao minima no passado remoto, n — —o0, quando gy, ~ w, '~ exp(iwgn).'® Pode-

mos também calcular como a amplitude de flutuagoes do campo depende do ntimero de

onda fisico k, = k/a a partir dos limites assintdticos das solugoes,'”

0p = — Cm2/3H?

_Klel | 3 Ky > H,

Onde
9 m? 1/2
" (71 - Ff) '

e consideramos m? < H3, por simplicidade. Para comprimentos de onda curtos, L, =
27 /k,, o espectro de Bunch-Davies concorda com o espectro de flutuagoes no espaco de
Minkowski, como era esperado pois a gravitagao nao exerce muita influéncia nesse caso.
Para comprimentos de onda longos, a amplitude de flutuacoes decai fracamente, e no caso

de um campo sem massa, m = 0, a amplitude é invariante de escala.

16Mukhanov (2007).
1"Mukhanov (2007).




Universos Nao-Singulares com Ricochete

A inflacao césmica tornou-se o paradigma mais aceito em cosmologia, e alguns ja a
consideram parte do modelo padrao de cosmologia. Além de resolver alguns dos problemas
do modelo padrao de cosmologia, os modelos mais simples prevéem um espectro quase-
invariante de escala de perturbacoes escalares de grande comprimento de onda, como
observado, com perturbagoes tensoriais de baixa amplitude.

Este paradigma sofre, entretanto, de algumas questoes e omissoes. A existéncia de uma
singularidade inicial (onde nenhuma fisica é possivel, pois leis fisicas pressupoe espago-
tempo) no modelo cosmolégico padrao nao é mencionada pela inflagao. Segundo a rela-
tividade geral, o estado inicial do universo era uma singularidade causal. Neste ponto, as
geodésicas tipo-tempo sao cortadas e nao admitem extensao para o passado. Este com-
portamento peculiar corresponde a divergéncia da curvatura R e da densidade de energia
p no modelo padrao do Big-Bang.

Acredita-se que tais singularidades nao sao estados reais, mas resultados do fato de que
a teoria classica nao é suficiente neste regime. Nas proximidades da singularidade inicial,

quando o universo alcanga a escala de energia de Planck, efeitos quanticos da gravitacao
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podem de alguma forma regularizar este comportamento singular.

Nao hé ainda consenso se a inflacao realmente resolve o problema da homogeneidade
contanto que sejam necessarias condigoes iniciais especiais em uma regiao relativamente
grande para iniciar a inflagdo. Os modelos inflaciondrios mais modernos (inflagao cadtica),
nao apresentam o problema de condicoes iniciais.! Nestes modelos, somente certas regioes
sofrem inflagao e crescem a proporcoes além do observavel. Além destas regiGes, o universo
seria altamente nao homogéneo como um crescente fractal. A objecao que se faz a este
cenario é que ha aqui uma espécie de principio antropolégico, segundo o qual o homem se
encontra justamente em uma das regides que sofreu inflacao. A visdo mais cética é que o
paradigma da inflacio ameniza mas nao resolve completamente o problema.? No fim das
contas pode ser necessario conhecer o estado do universo quando este deixa a escala de
Planck.

Além disso, alguns comprimentos de onda cosmologicamente relevantes devem, em
alguma fase inicial, ter sido trans-planckianos; o que pode gerar duvidas sobre a validade
das predigoes das perturbacoes cosmolégicas da inflacao. Finalmente, os modelos mais
simples e comuns da inflagao precisam de um campo escalar, cujas propriedades tedricas
exijidas para o estabelecimento da fase inflacionaria nao sao obviamente compativeis com
aquelas obtidas da teoria fundamental de fisica de particulas.

Em virtude destas dificuldades, a pergunta pode ser feita se a solucao inflacionaria
é unica. Cosmologias com ricochete, em que a fase atual de expansao é precedida por
uma fase de contracao, vem sendo estudadas como potenciais alternativas a inflagao para
resolver os problemas do modelo padrao de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Neste
paradigma, a historia do universo é continuada ao passado infinito, de modo que os proble-
mas relacionados a condic¢oes iniciais finamente ajustadas no regime de grande curvatura
sejam evitados.

Modelos com ricochete tém sido propostos desde a década de 1970, no entanto, devi-
do aos sucessos do paradigma da inflagao césmica, estes modelos nao chamaram muita
atencao.® Entretanto, a descoberta de que o universo estd em expansao acelerada no fim

dos anos 1990 trouxe de volta a idéia de que p + 3p pode ser negativo,* que é uma das

! Lemoine et al. (2007).

2 Goldwirth e Piran (1992).

3 Um review extenso sobre modelos com ricochete e um pouco de sua histéria pode ser encontrado em
Novello e Bergliaffa (2008).

4 Onde p é a densidade e p é a pressao do fluido de matéria do universo.
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condicoes necessarias para um ricochete cosmoldgico na relatividade geral,® e contribuiu
para o renascimento dos modelos de universos nao singulares.

Uma das principais motivagoes para universos com ricochete ¢ a auséncia de uma
singularidade inicial. Como consequéncia, quantidades divergentes sao evitadas e o prob-
lema de Cauchy é bem colocado. Uma outra motivagao importante é que uma fase de
contragao pode resolver alguns dos problemas do modelo cosmolégico padrao de forma

similar & inflacdo.

6.1 Exemplo de Modelo com Ricochete

Considere o modelo de Friedmann-Robertson-Walker com fator de escala dado por

()

Quando 7 — £o00, no passado e no futuro distantes, o fator de escala diverge, portanto,

1/2

a(n) = ao

este modelo é assintoticamente plano. Este modelo, proposto por Peter e Pinto-Neto
(2002), é uma solugao das equagoes de Einstein para um universo preenchido homogenea-
mente por um fluido de radiacao e por um campo escalar com energia negativa descritos
pela acao

S = /d4x\/§ (—% —€— %g“”gbmqb;,,) .
onde € é a densidade de energia do fluido de radiacao. A solucao deste sistema é a métrica
a(n) de forma que o atual estado de expansao foi precedido por uma fase de contragao,

de forma que nao ha singularidade.

A parte temporal da equacao de Klein-Gordon é dada por

d2 a// a// 772
— + E* 4+ mPa® — — + {RaQ} vr(n) =0, onde — = —022.
dn a a  (n*+mn)
a”/a pode ser interpretado como um termo de intera¢ao entre o campo gravitacional e o
campo escalar.

Considere, por simplicidade, o caso de particulas relativisticas, m = 0, com acopla-

mento minimo, £ = 0O:

— + k-

d2 a//
[dnz a

} er(n) = 0.

® Molina-Paris e Visser (1999).
6 Peter e Pinto-Neto (2008).
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Nas regioes em que n — +oo, o fator de escala diverge, portanto, o espago-tempo é
minkowskiano. Nestas regioes, ¢, se propaga como ondas livres. Entretanto, para valores
finitos de ||, ¢ encontra uma barreira de potencial como indicado na figura.

O potencial V' = a”/a, que da a escala de curvatura do fundo com ricochete o =
aV /% ¢ insignificante longe do ricochete, quando |n| — oo, e tem seu maximo no préprio
ricochete, em torno de n = 0. Portanto, o potencial é muito menor do que a escala de
curvatura no passado distante (k* > V'), onde pode-se assumir que o campo escalar oscila
livremente no estado de vacuo quantico. Quando o ricochete se aproxima, o potencial
cresce em relacao a escala de curvatura e o campo escalar eventualmente penetra no
potencial (k* < V), onde suas oscilagoes sao amplificadas. Finalmente, o potencial
torna-se outra vez menor do que a escala de curvatura no futuro distante, onde o campo
deixa o potencial e oscila livremente outra vez, agora amplificado. Como as oscilagoes
sao amplificadas no ricohete, pode haver criacao de particulas, cuja densidade deve ser
avaliada.

No caso em que k > 1, o termo a”/a pode ser desprezado, isto é, ndo hé intera¢ao com
o campo gravitacional; e a equacao de ¢ se reduz a equagao de um oscilador harmonico
simples, portanto, nao ha producao de particulas. Portanto, vamos apenas considerar o

caso k < 1, de forma que k ~ a”/a ~ 0 quando n < n~ oun > n*, onde

a” % m Mo
k2:—(77i): 0 pas 0 = ﬁi:ﬂ: —.
a (=) +m]" () k

Para o céalculo de producao de particulas, pode-se impor que o campo escalar es-

tava inicialmente no estado de vacuo. Este modelo nao possui regioes assintoticamente
estéaticas, mas evolui suficientemente devagar no passado/futuro distante, portanto, pode-
mos invocar a nocao de vdcuo adiabatico.” A solucao da parte temporal da equacao de
Klein-Gordon paran < n~ é

in(pk — ]{;—1/261‘/6(77—77*)7

eparan >nt é

Y = k*1/2 [@zeik(n*nﬂ + @I;e*ik(n*nﬂ
— k12 [a;eik(n‘—n’“)eik(n—n‘) + a;e—ik(n‘—nﬂe—ik(n—n‘)

_ + _ik(n™—nT)in — —ik(n~—nt)in _x

7 Birrel e Davies (1982).
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Os coeficientes a; e «; obedecem a condigao de normalizacao, |a;|? —|a; | = 1, e podem

ser escritos em termos de i € ¢}

1 ‘
Ak = gy [Fern") + ikor(n™)]

Para o célculo de pi(n™) e ¢} (n"), escrevemos a equagao de ¢, em sua forma integral®

- - - nq n dn’ 7
%Jr( Qha_ — soka’_)/ a—z —k'Q/ a—Z/ asokdn] :
- n- n- n-

onde o = pr(nT) e ax = a(n*). Substituindo esta na equagio anterior com k < 1,
encontramos
1
o = — [£C + ikD* + O(K)],
2ik
onde . n
UM a a n "
C’:a/aﬁr/ —Z—i————Jr:a/aﬁr/ dn?—Q,
g 0% ay  a a— afa
e

!/ /
a a a a_
+_ 0 a4y +
D¥F=—+4 T + -+ C.
a a
Inserindo os valores a’, = +a°/n°, encontramos
+

n "
C = a’_a;/ dn—
n

- a’’a

nt

I
= —_ 77—
(P + )

/m— p { 1 1 }
= — 17 —
0 nen? g (n* +ng)

i G,
= —— |—— — —arctg | —
Mo no o Mo/ 1,_
2 k
= = — + —arctg —
"o o "o ko
~ 13, k<1
"o

Comparando as solucoes nos intervalos n <~ e n > n*, vemos imediatamente que os

coeficientes de Bogoliubov sao

— _—ik(n—=nt
Br=age (n 77),

8 Mukhanov et al. (1992).
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portanto, o nimero de particulas produzidas no modo k é

CQ
Ni =16 = o > = ==,
k= |0l” = lag | e
onde a tltima igualdade decorre de D~ = 0. O universo evolui, e o numero esperado de

particulas criadas no modo k é |Bi|?>. A densidade total de particulas criadas é aproxi-

madamente , )
n= /dwwkﬁ ~ 7—6/ dk = ~—¢, e < Ly
4ng Jo 4y UEs
ja que k < 1 e que nao ha producao para k > 1 como discutimos. Observe que para
1o — 0, o que representaria um bouncing bastante intenso, o nimero de particulas criadas
diverge, enquanto que para 7y — 00, que representaria um bouncing bastante suave, nao
h& criacao.
Considere agora o caso de particulas nao-relativisticas, m # 0, com acoplamento
minimo, & = 0:

2 a//

d
— + K +m’a® — —] vr(n) =0.

dn? a
0 2
1t (_> .
o
Para estudar o comportamento de V' préximo ao bounce, expandimo-lo em torno de n = 0

1 n\> [ 2
Va— — m?a3 — <—) (—2 + mQa(%)
o Tlo "o

Aqui vamos considerar 3 casos: 1, ° < m2a2, 1y ~ m2a2, ou ny? > m2al.

Neste caso, o potencial é dado por

2

U
V=—/"1 __ m2a3

- 2
(n? +n3)

e encontramos

2
12 (n —2 2,2

= =5 m-a

T (770> ’ o > T

— —2
V=4 —m?a? —m?a} (%) ;Mo K mPag
2
2 1 —2 2.2
—3m~ajg <%> , Ny~ ~ m-ay

Considerando primeiro o caso 17, > < m2a2, a equacao diferencial é dada por

d? 2 mQGg 2 2 2 2 2
d_T]2+keff+ 2 n ] ¢r(n) =0, onde kZ;; =k* +m-ay.

Esta equac@o foi encontrada por Audretsch e Schéifer (1978), no caso de um universo

dominado por radiagdo com termo de acoplamento conforme, onde a métrica a(n) = bn
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foi substituida por a?(n) = b*n* + a3, com a e b constantes, para evitar a singularidade.

As solucoes sao

in mag\ T , mag\
ee(n) = (2— exp (—g)\> Dir-vyp2 |(i =1) | — n, n<0

out

or(n) = "ep(=n), n>0

onde

Mo 2 2 2
A= —(k ,
mao( +mZag)

D,(z) é a fungao cilindro parabdlico. Sabendo que?

V2T 2t

Dy(2) = " Dy(~2) + i/2D_p_1(—iz),

P'(=p)
pode-se mostrar que
. 2 )
in — im/4 —7mA/4 out s —TA/2 out *
Pk —F((l — M)/Q)e € P — € Pk

Segue imediatamente que
|Bk]? = exp {—W (—770 (k* + m%%))} .
mag

A densidade total de particulas criadas é

0 1 3
n = /dk k| Bi|* = / dk k* exp {—W (—770 (k* + m%))} = —e om0 <_ma0) .
0 mag 4r o

Se o valor méximo de k nao fosse truncado, € — 00, o resultado seria

1 3
n = —e momao (11907
4 o

Podemos notar como era esperado, que a criacao de particulas é tanto mais suprimida
quanto maior for a massa das particulas. Novamente, o nimero de particulas criadas
depende da intensidade do bouncing através de 7.

No caso 1y 2~ m2a3, a equagao diferencial é dada por

d? 3m2a?
d—ng‘f‘kz‘i‘ 2 2n?| or(n) = 0.
0

9 Gradshteyn e Ryzhik (1965).
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w

w

d

Evolucao do potencial de interagao entre o campo gravitacional e o campo escalar. a) m

—2 22 —2 22 —2 22
=0, b) ny* > mZag, ¢) 1y~ ~m2ag, d) ny° < mag
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Esta equacao é quase idéntica ao caso anterior, portanto, o resultado ¢ analogo.

No caso 1752 > m2a2, a equagdo diferencial é dada por

d* 2 2 (n ’ 2 o 1
e + Ky + o (%) ] ¢r(n) =0, onde kZ;; = k" — et
Note que neste caso, kf,ff pode ser negativo, portanto a interpretacao fisica é mais sutil.
As solugoes também s@o fungoes do tipo cilindro parabélico, D, (z), entretanto o pico de
V é mais elevado, portanto, para k? < 7,2 h4 penetracdo na barreira de potencial. Este
fenomeno aumenta a producao de particulas de forma semelhante ao caso com m = 0.
2

Note que nos dois casos anteriores, 17,° < m?a2 e 1> ~ m2a2, ndo ha criacio de

particulas no limite de massa zero, m — 0.




Conclusao

A licdo mais importante que aprendemos em teoria quantica de campos em espacos
curvos é provavelmente o fato de que campos gravitacionais (mesmo estaticos) podem criar
particulas. Neste trabalho, consideramos por simplicidade somente o campo escalar real e
estudamos o efeito de criacao de particulas como consequéncia da expansao do universo.
A importancia deste processo na evolugao do universo em relagao a outros mecanismos
de criacao depende, é claro, do modelo proposto, fator de escala, termos de acoplamento,
etc.

Finalmente, estudamos o efeito de criacao de particulas em um modelo de universo nao
singular que sofre um bounce antes de sua fase de expansao. Como foi dito, este modelo é
uma solucao exata das equagoes de Einsten para um universo preenchido homogeneamente
por radiacao e um campo escalar com energia negativa. Como nao consideramos o efeito
de back reaction, a métrica usada deve ser substituida por uma descrigao mais realista.

Evidentemente, generalizagoes podem ser feitas para incluir outros campos. Por exem-
plo, Ford e Parker (1977) estudaram perturbagoes gravitacionais quanticas em universos

de Friedmann. Em um calibre andlogo ao de Coulomb na eletrodinamica foi possivel iden-
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tificar e quantizar os graus de liberdade independentes das ondas gravitacionais. Cada
componente da perturbacao da métrica obedece a mesma equagao que o campo escalar
sem massa minimamente acoplado no mesmo espago-tempo. Por este motivo, o problema
de calcular a producao de gravitons é analogo ao da producao de particulas escalares.
Entretanto, como o graviton é uma particula sem massa de spin 2, hé dois estados de
polarizacao para cada modo do campo escalar. Outros exemplos podem ser encontrados
na literatura.

E importante ressaltar também que as equacoes de Maxwell no vacuo e a equacao de
Dirac para particulas com massas despreziveis em suas formas minimamente covariantes

sao conformemente invariantes.!

Ou seja, estas equagoes em um universo homogéneo
e isotrépico com secao espacial plana tém a mesma forma que no espago-tempo de
Minkowski, uma vez que em ambos as métricas se relacionam por uma transformacao
conforme. Portanto, nao ha, em principio, producao de fétons ou neutrinos como con-
seqiiéncia da evolugao do campo gravitacional nestes modelos. Entretanto, perturbagoes
do estado de isotropia e homogeneidade do universo quebram a invariancia conforme e
podem, portanto, causar criagao de particulas.

Além disso, consideramos regimes em que o campo escalar nao é suficiente para per-
turbar o campo gravitacional. E nao consideramos o efeito de reacao que o fenomeno
de criacao de particulas pode exercer na métrica do espaco-tempo. Este efeito esta rela-
cionado com o valor esperado do operador quantico energia-momento nas equagoes semi-
classicas de Einstein, G, = k(T},,). Por exemplo, Spindel (1988) estuda um modelo com
solucao exata.

Outro método para o estudo de quantizagao de campos em espagos curvos € através de
uma abordagem algébrica, mais rigorosa matematicamente.? Esta abordagem, entretanto,
é focada no rigor matématico e pode-se facilmente perder de vista seu contetdo fisico. Mas
como disse algum filésofo, onde a imaginacao nao chega, alcancamos com matematica.

Por fim, estudamos somente os regimes em que a teoria semi-classica pode ser aplicada.
Exemplos de problemas além deste limite sao: determinar o estado final da evaporacao
de um buraco negro, compreender a natureza da singularidade e a natureza quantica do
espago-tempo, e muitos outros. E eu gostaria de encerrar com uma citacao de Carlo

Rovelli em seu livro Quantum Gravity:

L Parker (1972).
2 Wald (1994).
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“The landscape is magic, the trip is far from being over.”




[10]
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