
A Energia do V�acuo de Campos Bosônicos
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Resumo

Este trabalho investiga a energia de v�acuo em campos quânticos acoplados linearmente

a correntes externas, paralelas e est�aticas, concentradas ao longo de branas D-dimensionais

em codimens~oes arbitr�arias. O campo escalar �e o primeiro modelo estudado. Com este, s~ao

encontrados os potenciais entre correntes que descrevem cargas e dipolos interagindo atrav�es

de um campo bosônico, de spin-0, massivo ou n~ao. Os resultados s~ao ent~ao estendidos para o

caso de campos vetoriais, onde as intera�c~oes cl�assicas surgem como um caso particular.

Em seguida o campo de Kalb-Ramond �e considerado de forma an�aloga, e uma nova classe

de correntes singulares �e proposta. Por �m, estas novas fontes s~ao investigadas no contexto do

modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond. Apresentando um mecanismo capaz de gerar campos

massivos e ainda assim consistente com simetrias de calibre, este modelo descreve o campo

eletromagn�etico acoplado ao de Kalb-Ramond, a partir de onde surgem novas formas de in-

tera�c~ao.
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Abstract

In this work it is investigated the vacuum energy of quantum �elds linearly coupled to static

and paralel external sources, concentrated along D-dimensional branes in arbitrary codimen-

sions. The �rst model studied is the scalar �eld. With this one it is found the potentials

between currents, describing charges and dipoles, interacting through a spin-0 bosonic �eld,

massive or massless. The results are extended for the case of vector �elds, where the classical

interactions appear as a particular case.

Then the Kalb-Ramond �eld is considered similarly, and a new class of singular currents is

proposed. Finally, these new sources are investigated in the Cremer-Sherk-Kalb-Ramond model

context. Introducing a mechanism able to generate massive �elds and still be consistent with

gauge symmetries, this model describes the electromagnetic �eld coupled to the Kalb-Ramond

one, from where new forms of interactions arise.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

It is inconceivable that inanimate brute matter should, without the mediation of something else which is

not material, operate upon and a�ect other matter without mutual contact...That gravity should be innate,

inherent, and essential to matter, so that one body may act upon another at a distance through a vacuum,

without the mediation of anything else, by and through which their action and force may be conveyed from one

to another, is to me so great an absurdity that I believe no man who has in philosophical matters a competent

faculty of thinking can ever fall into it. [1]

Isaac Newton

Cen�ario subjacente a todos os processos que se desdobram no teatro cl�assico, e tomado a

priori, o conceito de v�acuo como algo desprovido de estrutura foi sendo elaborado at�e tornar-se

um elemento central nos modelos que orientam o entendimento contemporâneo sobre a natureza

das intera�c~oes fundamentais. Em Relatividade, o v�acuo torna-se uma entidade dinâmica atrav�es

de uma geometria inerente cuja m�etrica se relaciona ao tensor energia-momento. Em Teoria

Quântica de Campos, o v�acuo passa a ser o estado de v�acuo, um dentre os poss��veis estados

acess��veis �as entidades elementares desta teoria; os campos. Estes, por sua vez, s~ao sistemas

cont��nuos, e como tais, descritos por um n�umero in�nito de graus de liberdade, cada qual

comportando-se como um oscilador quântico. Um conceito introduzido originalmente em 1926

por Born, Heisenberg e Jordan [2, 3].
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Em 1911, Planck [2] propôs de maneira ad hoc a existência de uma energia remanescente

do estado fundamental de sistemas peri�odicos, que posteriormente pôde ser deduzida a partir

dos postulados da Mecânica Quântica. Campos quânticos têm como heran�ca imediata de sua

concep�c~ao esta mesma energia de ponto zero, ou energia do estado de v�acuo, que introduz na

teoria uma quantidade divergente a ser normalizada.

Podemos entender uma variedade de fenômenos observ�aveis como manifesta�c~oes dessa ener-

gia caracter��stica do estado fundamental dos campos. Destacando-se o desvio Lamb no espectro

atômico, a altera�c~ao do momento magn�etico do el�etron, e o conjunto de efeitos conhecidos de

maneira geral como Efeito Casimir. Recentemente, uma con�rma�c~ao direta da existência da

energia de ponto zero foi anunciada com a observa�c~ao do chamado efeito Casimir dinâmico [4].

Diferentes altera�c~oes nesta energia causadas por fontes ou sorvedouros de campo, ou ainda,

condi�c~oes de contorno que restringem os modos normais em certas regi~oes do espa�co, s~ao res-

pons�aveis por diferentes formas de intera�c~ao. �E um fato not�avel que isto nos permita n~ao

s�o entender a natureza quântica das intera�c~oes fundamentais, como tamb�em a origem das

intera�c~oes cl�assicas entre objetos macrosc�opicos, dirimindo por completo o problema da a�c~ao a

distância.

Ao longo deste texto, o formalismo funcional da Teoria Quântica de Campos �e empregado no

c�alculo da energia de intera�c~ao entre branas est�aticas e paralelas em um espa�co de Minkowski

com dimens~ao arbitr�aria e m�etrica diagonal (1;�1;�1; :::;�1). A �unica exce�c~ao encontra-se

no �nal do �ultimo cap��tulo, onde nos restringimos a um espa�co (3 + 1). Isto resulta em uma

importante generaliza�c~ao no que concerne a modelos com diferentes dimensionalidades. Estes

s~ao laborat�orios te�oricos prol���cos e têm sido aplicados a uma ampla gama de cen�arios na

f��sica da mat�eria condensada e de altas energias. O n�umero de dimens~oes das branas �e aqui

representado por D, e as codimens~oes do espa�co por d. Os vetores espaciais perpendiculares e

paralelos �as branas s~ao representados respectivamente por,

x? = (x1; :::; xd)

xk = (xd+1; :::; xd+D) : (1.1)
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No primeiro cap��tulo �e encontrada a energia de v�acuo do campo escalar real em d+D + 1

dimens~oes, acoplado a N correntes externas que, dependendo de suas formas, representam

cargas ou dipolos [5]. O segundo cap��tulo inicia com uma discuss~ao sobre teoria de calibre

onde �e exposto o m�etodo de Faddeev-Popov, posteriormente aplicado �a quantiza�c~ao do campo

eletromagn�etico. Isto nos permite calcular a energia de v�acuo para cargas e dipolos el�etricos

em d+D+ 1 de maneira an�aloga ao campo escalar, e como caso particular, obter os potenciais

cl�assicos a partir da quantiza�c~ao do campo vetorial acoplado a correntes externas [5].

No terceiro cap��tulo s~ao obtidos resultados originais [6] para o campo descrito por uma 2-

forma, tamb�em conhecido por campo de Kalb-Ramond [7]. O procedimento adotado baseia-se

nos m�etodos descritos nos cap��tulos anteriores. Devido �a sua versatilidade este campo tem sido

objeto de intensa pesquisa, o que se re
ete na vasta literatura a seu respeito. O fato topol�ogico

bem conhecido de que uma 2-forma n~ao pode ser acoplada a objetos pontuais �e apresentado de

uma perspectiva diferente, n~ao geom�etrica. Todavia, al�em de cargas e dipolos e em contraste

com o pensamento usual, este cap��tulo �nal apresenta uma nova classe de fontes pontuais,

de�nidas com o uso de pseudo-formas, que acomplam-se ao campo de Kalb-Ramond.

A �ultima parte do terceiro cap��tulo �e dedicada �a investiga�c~ao das formas de intera�c~ao in-

termediadas pelo modelo de Cremer-Scherk-Kalb-Ramond [8], formado com o acoplamento do

campo eletromagn�etico ao campo de Kalb-Ramond. Considerado como a generaliza�c~ao do mod-

elo de Chern-Simons em (3 + 1) dimens~oes, ele contrasta com o mecanismo de Higgs por ser

capaz de gerar campos massivos de maneira dinâmica [6, 9]. Sua utilidade aparece em diversos

cen�arios, como em modelos supersim�etricos [10, 11, 12], cordas c�osmicas [13], cosmologia [14] e

modelos em espa�co-tempo n~ao comutativos [15].
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Cap��tulo 2

Intera�c~oes Entre Correntes Escalares

Com base em seu valor te�orico inestim�avel, o campo escalar �e a escolha natural como ponto

de partida para este texto. A primeira se�c~ao deste cap��tulo investiga o que pode ser considerado

como a origem quântica para o conceito macrosc�opico de for�ca. Com base nestes resultados,

nas duas �ultimas se�c~oes s~ao obtidas as energias de intera�c~ao, intermediada por campos massivos

e n~ao massivos, entre correntes est�atica e paralelas que representam cargas e dipolos escalares.

Os potenciais encontrados aplicam-se a espa�cos com dimens~oes arbitr�arias [5]. O interessante

caso do modelo ��4 pode ser encontrado em [5], e o tratamento de quadrupolos encontra-se em

[16].

2.1 A Origem da For�ca

Em sua forma funcional, a toria Quântica de Campos tem como quantidade b�asica o funcional

gerador Z = eiW = h0j0iJ , que representa a amplitude de transi�c~ao do v�acuo para o v�acuo na

presen�ca de uma fonte externa J e no limite T ! 1. Sendo o estado de v�acuo normalizado,

�ca estabelecida a rela�c~ao entre o funcional gerador e a energia,

Z =
Z[J ]

Z[0]
= eiW = h0je�iHT j0i = e�iET ; (2.1)
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que conduz diretamente �a energia de v�acuo normalizada de modo conveniente:

Z[0]

Z[0]
=
h0j0i
h0j0i = 1 = eiW [0] = h0je�iHT j0i = e�iET ) E = 0: (2.2)

Vamos caminhar em dire�c~ao �a origem da for�ca investigando detalhadamente as altera�c~oes

desta energia, causadas por perturba�c~oes no campo em seu estado de v�acuo. O prot�otipo para

isto ser�a o campo escalar livre, descrito por

L =
1

2
@��@��� 1

2
m2�2: (2.3)

Nosso interesse agora �e encontrar o valor esperado do campo no v�acuo,

h0j�(x)j0i =

R D� �(x) eiS[�]R D� eiS[�] ; (2.4)

onde S �e a a�c~ao associada �a lagrangiana (2.3)

S[�] =

Z
d4x L: (2.5)

�E poss��vel escrever a equa�c~ao (2.4) de forma mais conveniente acrescentando impunemente

�a lagrangiana (2.3) um termo arbitr�ario de corrente externa, J�,

L =
1

2
@��@��� 1

2
m2�2 + J� ; (2.6)

a a�c~ao torna-se ent~ao um funcional tamb�em de J

S[�; J ] =

Z
d4x L: (2.7)

De�nindo o funcional gerador como o denominador de (2.4) dependente dessa nova a�c~ao, S[�; J ],

Z[J ] � h0j0iJ = N

Z
D� eiS[�;J ]; (2.8)
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o numerador �e obtido por diferencia�c~ao funcional,

�Z[J ]

�J(x)
= N

Z
D� �(x) eiS[�;J ]: (2.9)

Das equa�c~oes (2.4), (2.8) e (2.9), deduz-se que

h0j�(x)j0i =

 
(�i)
�Z[J ]

Z[J ]

�J(x)

!����
J=0

: (2.10)

A saber, derivadas de ordem superior resultam em fun�c~oes de correla�c~ao em tempo ordenado

ou fun�c~oes de Green no v�acuo, que comp~oem a matriz S

h0jT [�(x):::�(y)]j0i =

 
(�i)n
Z[J ]

�nZ[J ]

�J(x):::J(y)

!����
J=0

: (2.11)

O ponto crucial aqui �e notar que estamos calculando as fun�c~oes de Green no v�acuo para

campos livres com um funcional Z dependente de uma fonte J introduzida ad hoc. A equa�c~ao

(2.10), por exemplo, fornece o valor esperado do campo escalar livre no v�acuo, de�nido com a

lagrangiana de Klein-Gordon (2.3) onde n~ao h�a fonte externa.

O passo seguinte em dire�c~ao �a origem da for�ca �e perturbar o v�acuo, generalizando o modelo

descrito por (2.6), com a inclus~ao de uma fonte externa realmente f��sica, Jf ,

L =
1

2
@��@��� 1

2
m2�2 + (Jf + J)�

=
1

2
@��@��� 1

2
m2�2 + JT�; (2.12)

onde de�nimos JT � Jf + J . O objeto fundamental �e portanto o funcional Z[JT ], atrav�es do

qual podemos obter as demais quantidades de interesse. Para o caso escalar, da lagrangiana

(2.12) e equa�c~ao (2.8), ap�os uma simples integra�c~ao por partes obtemos

Z[Jf ; J ] = N

Z
D� e�i

R
d4x [ 1

2
�(@�@�+m2)�+JT�]: (2.13)

10



Por causa do fator de fase oscilat�orio na exponencial, esta integral n~ao �e bem de�nida. Para

contornar este problema, podemos fazer uma rota�c~ao de Wick, ou adicionar �a massa um termo

imagin�ario que assegura a convergência da integral com um decl��nio adequado da exponencial.

Os c�alculos a seguir assumem de forma impl��cita a soma deste termo imagin�ario, i�, �a massa

no propagador de Feynman

�F (x� y) =

Z
d4k

(2�)4
e�ik(x�y)

k2 �m2
; (2.14)

e com uma transla�c~ao conveniente do campo,

e�(x) = �(x) +

Z
d4y �F (x� y)JT (y); (2.15)

o funcional gerador toma a forma simpli�cada,

Z[Jf ; J ] = Z[0; 0] e�
i
2

R R
d4x d4y JT (x)�F (x�y)JT (y): (2.16)

Donde podemos recuperar a equa�c~ao (2.1) de�nindo o argumento da exponencial, a menos da

constante i, como

W [Jf ; J ] � �1

2

Z Z
d4x d4y JT (x)�F (x� y)JT (y) : (2.17)

Substituindo (2.16) em (2.10), com Jf = 0, temos

h0j�(x)j0i =

 
(�i)
Z[J ]

�Z[J ]

�J(x)

!����
J=0

=

"
�i
Z[J ]

 
� i

Z
d4y �F (x� y)J(y)

!
Z[J ]

#����
J=0

= 0: (2.18)

Um resultado em nada surpreendente, mas que merece aten�c~ao maior. Como os campos
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n~ao s~ao nulos no v�acuo, excetuando o campo identicamente nulo que �e uma trivialidade sem

relevância f��sica alguma, a rela�c~ao (2.18) signi�ca que h�a 
utua�c~ao em torno de zero. A ampli-

tude da qual esta relacionada ao desvio quadr�atico m�edio

�2 = h0j�(x)�(x)j0i � (h0j�(x)j0i)2; (2.19)

por (2.18), o �ultimo termo �e zero, e como

h0jT [�(x)�(y)]j0i =

 
(�i)2
Z[J ]

�2Z[J ]

�J(x)J(y)

!����
J=0

=

"
(�i)2
Z[J ]

 
� i�F (x� y))

!
Z[J ]

#����
J=0

= i�F (x� y); (2.20)

resulta que,

�2 = h0j�(x)�(x)j0i = i�F (0) = i1: (2.21)

Vemos que a amplitude das 
utua�c~oes do campo no v�acuo �e in�nita, divergência esta que s�o

pode ser sanada com m�etodos de renormaliza�c~ao [3, 18, 19].

No caso do campo com fonte externa Jf , obtemos

h0j�(x)j0i =

 
(�i)
Z[J ]

Z[J ]

�J(x)

!����
J=0

=

"
(�i)2
Z[J ]

 Z
d4y �F (x� y)(Jf (y) + J(y))

!
Z[J ]

#����
J=0

= �
Z
d4y �F (x� y)Jf (y) : (2.22)

Desta forma conclu��mos facilmente que a fonte Jf produz 
utua�c~oes no campo, alterando seu

estado fundamental. Como consequência, a energia se altera de acordo com a forma funcional

de Jf . Um fato que torna-se expl��cito quando escrevemos a express~ao para a energia a partir
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das rela�c~oes (2.1) e (2.17), e comparamos com a equa�c~ao (2.22)

E = � 1

T
W =

1

2T

Z Z
d4x d4y Jf (x)�F (x� y)Jf (y)

= � 1

2T

Z
d4x Jf (x)h0j�(x)j0i : (2.23)

Esta �e a origem da for�ca: altera�c~oes nas 
utua�c~oes do campo em torno de seu estado de

v�acuo, causam varia�c~oes na energia conforme a equa�c~ao (2.23). Tais altera�c~oes s~ao causadas

por pertuba�c~oes devido a presen�ca de fontes ou sorvedouros dessas mesmas 
utua�c~oes.

Fica evidente que na expans~ao pertubativa, utilizada para o c�alculo dos elementos da matriz

de espalhamento S, estas fontes externas s~ao respons�aveis pelo aparecimento de part��culas

virtuais. Estas surgem devido a existência de fontes que alteram o campo em rela�c~ao ao

seu estado livre. Em termos de diagramas de Feynman, elas introduzem linhas que n~ao s~ao

conectadas aos estados iniciais ou �nais do processo [17]. Portanto, de maneira equivalente,

podemos interpretar a origem da for�ca como a transferência de momento intermediada por essas

part��culas.

2.2 Cargas Escalares

Existe grande liberdade na forma que a corrente J pode assumir. Distribui�c~oes tipo delta

est�aticas d-dimensionais acopladas linearmente ao campo escalar real, e em codimens~oes ar-

bitr�arias, ser~ao o objeto desta se�c~ao. A lagrangiana

L =
1

2
(@��)(@��)� 1

2
m2�2 +

 
NX
p=1

�p �
d(x? � ap)

!
� ; (2.24)

de�ne o modelo a ser estudado, onde �p s~ao as constantes de acoplamento entre as distribui�c~oes

delta e o campo. A corrente

J(x) =
NX
p=1

�p �
d(x? � ap) ; (2.25)
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simula assim um conjunto de cargas est�aticas, espacialmente distribu��das [5].

Consequentemente, a equa�c~ao (2.23) nos permite escrever

E =
1

2T

Z Z
dD+d+1x dD+d+1y

"
NX
p=1

�p�
(d)(x? � ap)

#
�F (x� y)

"
NX
q=1

�q�
(d)(y? � aq)

#

=
NX
p=1

NX
q=1

�p�q
1

2T
Ip;q ; (2.26)

onde de�nimos

Ip;q �
Z Z

dD+d+1x dD+d+1y �(d)(x? � ap)�F (x� y)�(d)(y? � aq) : (2.27)

A express~ao (2.26) cont�em termos de auto-intera�c~ao quando p = q, eles correspondem �a in-

tera�c~ao de uma delta consigo mesma e devem ser exclu��dos das contribui�c~oes �a energia porque

n~ao contribuem para a for�ca de intera�c~ao entre as cargas. Isto pode ser feito da maneira usual

com o emprego da delta de Kronecker, com a qual a energia (2.26) passa a ser

E ! E =
NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
1

2T
Ip;q (2.28)

Elaborando (2.14) em (D + d+ 1) dimens~oes, o propagador de Feynman assume a forma

�F (x� y) =

Z
dD+d+1k

(2�)D+d+1

eik(x�y)

k2 �m2

=

Z
dk0

2�

Z
dDkk
(2�)D

Z
ddkk
(2�)d

exp [ik0(x0 � y0)] exp [�ikk � (xk � yk)]

exp [�ik? � (x? � y?)]

(k0)2 � k2k � k2? �m2
: (2.29)

Substituindo na integral (2.27), obtemos

Ip;q =

Z Z
dx0 dy0

Z Z
dDxkd

Dyk

Z Z
ddx?d

dy? �
(d)(x? � ap) �

(d)(y? � aq)
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Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
exp [ik0(x0 � y0)] exp [�ikk � (xk � yk)]

exp [�ik? � (x? � y?)]

(k0)2 � k2k � k2? �m2
: (2.30)

As integra�c~oes em ddx? e ddy? s~ao triviais, as em dx0 e dDxk s~ao efetuadas com o aux��lio de

�(k) =

Z
dx

2�
eikx ; (2.31)

donde resulta que,

Ip;q =

Z
dy0

Z
dDyk

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
(2�)(�(k0)) (2�)D�D(kk)

exp (�ik0y0) exp (ikk � yk) exp [�ik? � (ap � aq)]

(k0)2 � k2k � k2? �m2

= �
Z
dy0

Z
dDyk

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
exp [�ik? � (ap � aq)] : (2.32)

Observando que, o volume LD da brana D-dimensional �e a integral em dDyk, o tempo T

corresponde a integral em dy0, e de�nindo apq � ap� aq, a equa�c~ao acima pode ser ainda mais

simpli�cada,

Ip;q = �T  LD

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
exp (�ik? � apq) : (2.33)

Com este resultado, a energia (2.28) torna-se:

E = �1

2
 LD

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
exp (�ik? � apq) : (2.34)

Para evitar divergências que ocorrem devido �a extens~ao in�nita das branas, fato comum

tamb�em em teoria cl�assica de campos, fa�camos uso da energia por unidade de volume, ou
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densidade de energia, E , em lugar da pr�opria energia E:

E =
E

LD
= �1

2

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
exp [�ik? � apq] : (2.35)

A partir deste ponto, os dois tipos de campo, massivo e sem massa, requerem tratamentos

diferentes.

Passamos agora ao tratamento do campo massivo. De�nindo-se

Gd(x) � x1�(d=2) K(d=2)�1(x) ; (2.36)

a integral em (2.35) pode ser calculada com a rela�c~ao (A.14),

Z
ddk?

1

k2? +m2
exp(�ik? � a) = (2�)d=2a2�d

Z 1

0

du
ud=2J(d=2)�1(u)

u2 + (ma)2
; 0 < d < 5;m > 0

= (2�)d=2md�2(ma)1�(d=2)K(d=2)�1(ma)

= (2�)d=2md�2Gd(ma) ; (2.37)

onde J�(x) �e a fun�c~ao de Bessel de primeira esp�ecie, e K�(x) a fun�c~ao de Bessel modi�cada

[20].

�E fato not�avel que, muito embora a integral do lado direito de (2.37) tenha sido obtida com

a restri�c~ao de que 0 < d < 5, e m > 0, a express~ao �nal seja v�alida para qualquer d inteiro.

Ela pode, portanto, ser considerada uma extens~ao anal��tica para a integral do lado esquerdo de

(2.37), de�nindo a energia de intera�c~ao entre correntes tipo delta de dimens~ao d qualquer.

Finalmente, basta substituir (2.37) em (2.35) para encontrar a energia de intera�c~ao, por

unidade de volume, entre as correntes:

E(�p; �q; apq;m 6= 0; d;N) = �1

2

md�2

(2�)d=2

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)Gd(mapq) : (2.38)
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Uma certa brana, localizada por um vetor perpendicular a`, sofrer�a ent~ao a a�c~ao de uma for�ca

por unidade de volume, ou densidade de for�ca, que toma a forma simpli�cada

F(`) = �
 

@

@a`k

NX
k=1
k 6=`

E
!

a`k

a`k

=
1

2

md�2

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
@Gd

@(mapq)

@(mapq)

@a`k

a`k

a`k

=
1

2

md�2

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
@Gd

@(mapq)
m(�kp�`q + �kq�`p)

a`k

a`k

=
1

2

md�1

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

[�k�`(1� �k`) + �`�k(1� �`k)]
@Gd

@(mapq)

a`k

a`k

=
md�1

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

�k�`(1� �k`)
@Gd

@(mapq)

a`k

a`k

= � 1

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

�`�k

ad�1`k

(ma`k)
d=2Kd=2(ma`k)

a`k

a`k
; (2.39)

onde utilizamos a derivada de (2.36)

@Gd(x)

@x
= �x1�(d=2)Kd=2(x) : (2.40)

Tomando o limite m! 0, �e poss��vel obter as mesmas quantidades para o campo n~ao massivo

observando-se que quando � ! 0, a expans~ao da fun�c~ao de Bessel modi�cada pode ser truncada

em seus primeiros termos [20],

K�(�) � 2��1(� � 1)! ��� + ::: ; � 6= 0

K0(�) � ln � � 
 + ln 2 + ::: ; (2.41)

onde 
 �e a constante de Euler-Mascheroni. Sendo assim, com o aux��lio da fun�c~ao gama, a

17



fun�c~ao K(d=2)�1(mapq) pode ser escrita como

K(d=2)�1(mapq) � �(d
2
� 1)2(d=2)�2

(mapq)(d=2)�1
; d 6= 2 ;

K0(mapq) � � ln

 
mapq

2

!
� 
 ; d = 2 : (2.42)

Para o caso em que d 6= 2, substituindo a primeira equa�c~ao em (2.42) na desnsidade de energia

(2.38) obtemos

E(�p; �q; apq;m = 0; d 6= 2; N) = �
�
�

(d=2)� 1
�

2(d=2)�3

(2�)d=2

NX
p=1

NX
q=1

�p�q
ad�2pq

(1� �pq) : (2.43)

Para d = 2, utilizando a segunda equa�c~ao em (2.42) e introduzindo uma constante arbitr�aria

a0, com dimens~ao de comprimento

E(�p; �q; apq;m! 0; d = 2; N) = lim
m!0

 
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq) ln

 
apq
a0

!

+
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)

"
ln

 
ma0

2

!
+ 


#!
: (2.44)

A �ultima parcela do lado direito �e divergente no limite m ! 0, e irrelevante para a for�ca por

ser totalmente independente da distância entre as branas, podendo assim ser ignorada

E(�p; �q; apq;m! 0; d = 2; N) =
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq) ln

 
apq
a0

!
: (2.45)

A for�ca sobre a brana `, no caso n~ao massivo e para qualquer valor de d, �e obtida diretamente

de (2.43) e (2.45)

F(`) = ��(d=2)2(d=2)�1

(2�)d=2

NX
k=1
k 6=`

�`�k

ad�1`k

a`k

a`k
; (2.46)

que tamb�em pode ser encontrada tomando-se o limite m! 0 em (2.39).

As aproxima�c~oes acima podem ser corroboradas por c�alculo direto com a equa�c~ao (A.16),
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v�alida para o caso d 6= 2

Z
ddk?

1

k2?
exp(�ik? � a) = (2�)d=2a2�d

Z 1

0

du u(d=2)�2J(d=2)�1(u)

= (2�)d=2 2(d=2)�2 �

 
d

2
� 1

!
a2�d ; 2 < d < 5 : (2.47)

Substituindo (2.47) em (2.35), a energia (2.43) �e obtida de maneira trivial. De forma semelhante

ao caso com massa, apesar deste resultado ter sido deduzido com a restri�c~ao, 2 < d < 5, o lado

direito da segunda linha express~ao em (2.47) �e v�alido para todo d 6= 2; 0;�2;�4:::.

Conclu��mos desta forma com os seguintes casos particulares em (3+1) dimens~oes, para o

tipo de intera�c~ao intermediada por um campo escalar com correntes externas do tipo (2.25):

1. Energia entre duas fontes pontuais, (d = 3, D = 0 e N = 2):

� Caso massivo (potencial de Yukawa)

E = ��1�2
4�

exp(�ma)

a
; (2.48)

� Caso n~ao massivo

E = ��1�2
4�

1

a
: (2.49)

2. Densidade de energia entre duas linhas paralelas, (d = 2, D = 1 e N = 2):

� Caso massivo

E = ��1�2
2�

K0(ma) ; (2.50)

� Caso n~ao massivo

E =
�1�2
2�

ln

�
a

a0

�
: (2.51)

3. Densidade de energia entre dois planos paralelos, (d = 1, D = 2 e N = 2):
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� Caso massivo

E = ��1�2
2m

exp (�ma) ; (2.52)

� Caso n~ao massivo

E =
�1�2

2
a : (2.53)

�E curioso notar que, embora exista o v��nculo l = D+ d+ 1, onde l �e a dimens~ao do espa�co,

a forma da energia de intera�c~ao entre cargas (2.38), (2.43) e (2.45), n~ao depende da dimens~ao

D das branas. Por exemplo; se tomarmos duas fontes , (N = 2), em um espa�co de (4 + 1)

dimens~oes, com 3-codimens~oes espaciais, (d = 3), teremos duas linhas, (D = 1), que interagem

ainda segundo as equa�c~ao (2.48) para o caso de campo com massa, ou (2.49) para o n~ao massivo.

2.3 Dipolos Escalares

Para encontrar a intera�c~ao entre uma distribui�c~ao de dipolos, acoplamos ao campo livre uma

corrente externa

J(x) =
NX
p=1

V�(p) @
��d(x? � ap) ; (2.54)

que depende de um quadrivetor constante V �, o qual de�ne a dire�c~ao e magnitude dos dipolos,

L =
1

2
@��@

��� 1

2
m2�2 +

 
NX
p=1

V�(p) @
��d(x? � ap)

!
� : (2.55)

O c�alculo da energia apresenta termos de auto-intera�c~ao, tamb�em neste caso, que devem ser

desconsiderados tomando-se

E ! E =
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)
1

2T
Ipq ; (2.56)
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onde

Ipq �
Z Z

dD+d+1x dD+d+1y �(d)(x? � ap)

�
V�(p)V�(q)@

�@� �F (x� y)

�
�(d)(y? � aq)

=

Z Z
dD+d+1x dD+d+1y �(d)(x? � ap) V�(p)V�(q) (�k�k�)

�F (x� y) �(d)(y? � aq) : (2.57)

Utilizando o propagador de Feynman em (D + d+ 1) dimens~oes (2.29), a distribui�c~ao �(x) na

forma (2.31), e o operador

rpq? =

�
@

@a1pq
; :::;

@

@adpq

�
; (2.58)

a integral Ip;q toma a nova forma

Ip;q =

Z
dy0

Z
dDyk

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
(2�)(�(k0)) (2�)D�D(kk)

exp (�ik0y0) exp (ikk � yk) exp [�ik? � (ap � aq)]

(k0)2 � k2k � k2? �m2

��[(V(p)k � kk) + (V(p)? � k?) + V0(p)k
0] [(V(q)k � kk) + (V(q)? � k?) + V0(q)k

0]
	

= TLD

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
(V(p)? � k?)(V(q)? � k?) exp [�ik? � (ap � aq)]

= TLD (V(p)? � rpq?)(V(q)? � rpq?)

Z
ddk?
(2�)d

exp [�ik? � apq]
k2? +m2

= TLD (V(p)? � rpq?)(V(q)? � rpq?)
md�2

(2�)d=2
Gd(ma) ; (2.59)

onde a �ultima integral foi encontrada em (2.37).

Substituindo em (2.56) e dividindo pelo volume da brana LD, encontramos a energia de in-
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tera�c~ao entre dipolos para o campo escalar, localizados em N branas paralelas D-dimensionais,

E =
1

2

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
�
V(p)? � rpq?

��
V(q)? � rpq?

� 1

(2�)d=2
md�2G(mapq)

= �1

2

md

(2�)d=2

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)

"
(mapq)

�d=2Kd=2(mapq)
�
V(p)? �V(q)?

�
�(mapq)

�1�(d=2)K1+(d=2)(mapq)
�
V(p)? � (mapq)

��
V(q)? � (mapq)

�#
; (2.60)

A energia de intera�c~ao para o caso de campo n~ao massivo �e obtida de (2.60), tomando-se o

limite m! 0, obtemos

E =
2(d=2)�2

(2�)d=2
�(d=2)

NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
1

adpq"
d

 
V(p)? � apq

apq

! 
V(q)? � apq

apq

!
�V(p)? �V(q)?

#
; (2.61)

v�alida sem restri�c~oes sobre o valor de d. Esta mesma equa�c~ao tamb�em pode ser obtida direta-

mente de (2.59), utilizando-se o resultado (2.47), apesar deste ter sido deduzido com restri�c~oes

sobre os poss��veis valores de d.

Como uma ilustra�c~ao interessante, podemos considerar o caso de duas branas, (N = 2), de

dimens~ao arbitr�aria D, em 3-codimens~oes, (d = 3), neste caso a equa�c~ao (2.60) �ca

E(d = 3; N = 2) =
exp(�ma12)

4�a312

"h
(ma12)

2 + 3(ma12 + 1)
i�
V

(1)
? � a12

a12

��
V

(2)
? � a12

a12

�

� (ma12 + 1)
�
V

(1)
? �V(2)

?

�#
; (2.62)

fornecendo para o caso n~ao massivo,

E(d = 3; N = 2;m = 0) = � 1

4�a312

h�
V(1) �V(2)

�
� 3
�
V(1) � â

��
V(2) � â

�i
: (2.63)

Que �e exatamente a energia de intera�c~ao entre dois dipolos com sinal contr�ario �a encontrada
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no eletromagnetismo cl�assico entre dois dipolos el�etricos, com momentos de dipolo V(1) e V(2)

no caso de um espa�co com (3 + 1) dimens~oes.

Aqui, como no caso anterior de cargas, tamb�em vale notar que a energia de intera�c~ao �e

independente da dimens~ao D das branas. Ou seja, alterando D em conformidade com o v��nculo

l = D + d+ 1, mantemos a forma da energia E .

Todos os tipos de intera�c~ao entre cargas est�aticas, encontradas at�e agora s~ao intermedi-

adas por campos com um �unico grau de liberdade. A generaliza�c~ao seguinte se faz com a

introdu�c~ao de campos vetoriais, que podem apresentar invariância de calibre. Muito embora

os procedimentos de c�alculo da energia de intera�c~ao entre cargas vetoriais sejam semelhantes

aos apresentados aqui, veremos no pr�oximo cap��tulo como o processo de quantiza�c~ao de tais

campos torna-se mais sutil e como a natureza das intera�c~oes �e alterada.
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Cap��tulo 3

Intera�c~oes Entre Correntes Vetoriais

Campos vetoriais pertencem a representa�c~ao (1
2
; 1
2
) do grupo de Lorentz [21]. Sendo assim,

descrevem part��culas de spin-1 apresentando quatro graus de liberdade, que s~ao mais do que os

necess�arios para a descri�c~ao dos poss��veis estados de polariza�c~ao associados ao campo eletro-

magn�etico. Isto faz necess�aria a imposi�c~ao de v��nculos que eliminam os graus de liberdade

esp�urios do modelo. Para esclarecer esta id�eia, na primeira se�c~ao �e exposto o importante caso

da eletrodinâmica massiva como exemplo de modelo que n~ao exibe invariância de calibre. A

segunda se�c~ao �e dedicada ao m�etodo de Faddeev-Popov [3, 21, 22], capaz de eliminar estes

estados esp�urios de uma forma muito geral, com a introdu�c~ao de campos �ct��cios denominados

ghosts.

As duas �ultimas se�c~oes investigam a energia de intera�c~ao entre distribui�c~oes D-dimensionais

e est�aticas de cargas e dipolos vetoriais, em um espa�co com (d + 1) dimens~oes. Como con-

sequência, os potenciais da eletrodinâmica cl�assica s~ao recuperados a partir dos m�etodos fun-

cionais da teoria quântica de campos.

3.1 Invariância de Calibre

A eletrodinâmica massiva, descrita pela lagrangiana de Proca

L = �1

4
F ��F�� +

1

2
m2A�A�
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=
1

2
A�[(�+m2)��� � @�@� ]A� ; (3.1)

n~ao sofre de ambiguidade na de�ni�c~ao da vari�avel dinâmica A�, ou seja, neste modelo n~ao h�a

invariância de calibre. As respectivas equa�c~oes de movimento,

@�F
�� +m2A� = 0 (3.2)

conduzem naturalmente a um v��nculo para a componente temporal A0 do campo,

@�F
�0 +m2A0 = 0 ) A0 = � 1

m2
r � E : (3.3)

Tomando a quadridivergência das equa�c~oes de movimento em termos dos potenciais, vemos

tamb�em que o calibre de Lorenz �e automaticamente satisfeito neste caso:

@�@
�@�A

� � @�@
�(@�A

�) +m2@�A
� = 0 ) @�A

� = 0 : (3.4)

Por causa da presen�ca do termo de massa, dados os vetores de polariza�c~ao �
(a)
� , podemos passar

ao referencial de repouso onde k� = (m; 0; 0; 0) para obtermos

k��(a)� = 0 : (3.5)

O que �xa todos os três estados de polariza�c~ao poss��veis em qualquer referencial por ser um

escalar de Lorentz.

Da lagrangiana (3.1) extraimos a equa�c~ao que de�ne o propagador para o campo de Proca,

[(�+m2)��� � @�@� ]D��(x) = ��� �
4(x) ; (3.6)

que tem solu�c~ao por ser invers��vel o operador diferencial. O modelo mostra-se diretamente
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quantiz�avel com o propagador no espa�co dos momenta assumindo a forma

D��(k) =
���� + (k�k�=m

2)

k2 �m2
: (3.7)

3.2 O M�etodo de Faddeev-Popov

Por sua vez, o campo vetorial n~ao massivo descrito pela lagrangiana de Maxwell,

L = �1

4
F ��F�� ; (3.8)

possui invariância de calibre de acordo com a transforma�c~ao,

A� �! A(�)
� = U(�)A�U

�1(�)� 1

ie
(@�U(�))U�1(�) ; (3.9)

onde U(�) pertence ao grupo de simetria U(1):

U(�) = e�i�(x) ) A� �! A(�)
� = A� +

1

e
@��(x) : (3.10)

O conjunto de todos os A
(�)
� obtidos a partir de um determinado A� por uma transforma�c~ao de

calibre forma uma classe de equivalência, denominada a �orbita do grupo de calibre, que engloba

todos os modos de campo que produzem uma mesma dinâmica:

S[A(�)
� ] =

Z
d4x [�1

4
F ��F�� ]

=
1

2

Z
d4xA(�)

� (x)(����� @�@�)A(�)
� (x)

=
1

2

Z
d4xA�(x)(����� @�@�)A�(x) +

1

2e2

Z
d4x @��(x) (����� @�@�) @��(x)

=
1

2

Z
d4xA�(x)(����� @�@�)A�(x)
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= S[A�] (3.11)

Como a medida de integra�c~ao no funcional gerador,

Z =

Z
DA� e

iS ; (3.12)

�e facilmente identi�cada como invariante por transforma�c~oes de calibre [19],

DA� =
Y
�;�;x

dA(�)
� (x) =

Y
�;�;x

dA(�)
� (x) ; (3.13)

a integra�c~ao redundante sobre todos os elementos da �orbita torna o funcional Z proporcional ao

volume das �orbitas do grupo de calibre. Este volume �e uma constante in�nita que n~ao representa

uma di�culdade importante, podendo ser cancelada por uma normaliza�c~ao conveniente. O

problema real surge porque simetrias de calibre locais implicam em um operador n~ao invers��vel

na parte quadr�atica da a�c~ao, como pode ser visto em (3.11). Em outras palavras o operador

diferencial na express~ao,

[����� @�@� ]D��(x) = ��� �
4(x) ; (3.14)

possui autovetores na forma @��(x), cujos autovalores s~ao nulos, e portanto, o propagador para

o campo de calibre n~ao pode ser de�nido.

O m�etodo de Faddeev-Popov permite selecionar um �unico elemento representante de cada

classe de equivalência. Isto �e realizado de�nindo-se uma superf��cie que transpassa cada �orbita

uma �unica vez,

F [A(�)
� ] = 0 ; (3.15)

restri�c~ao esta conhecida como �xa�c~ao do calibre. Introduzindo o chamado determinante de

Faddeev-Popov, �FP [A�], que se de�ne com a equa�c~ao

1 = �FP [A�]

Z
D� �(F [A(�)

� ]) ; (3.16)
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e notando que a medida de integra�c~ao no espa�co do grupo de calibre tamb�em �e invariante

[21, 19],

D� =
Y
x

d�(x) =
Y
x

d�
0

(x) ; (3.17)

podemos mostrar facilmente que:

��1
FP [A(�

0
)

� ] =

Z
D�0

�(F [A(�
0
)

� ])

=

Z
D� �(F [A(�)

� ])

= ��1
FP [A�] : (3.18)

Ou seja, �FP [A�] �e invariante sob transforma�c~oes de calibre. Introduzindo a unidade na forma

(3.16) no funcional gerador, obtemos

Z[J�] = N

Z
DA� �FP [A�]

Z
D� �(F [A(�)

� ]) eiS[A�]

= N

Z
D�
Z
DA� �FP [A�] �(F [A(�)

� ]) eiS[A�]

= N

Z
DA� �FP [A�] �(F [A�]) eiS[A�] ; (3.19)

onde o volume do grupo de calibre foi absorvido na constante N.

A forma funcional do determinante de Faddev-Popov �e obtida por uma simples trans-

forma�c~ao de vari�aveis,

��1
FP [A�] =

Z
D� �(F [A(�)

� ])

=

Z
DF �(F [A(�)

� ])

 
det

�F

��

!�1
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=

 
det

�F

��

!�1����
F=0

: (3.20)

Sendo �FP [A�] invariante, para campos A� que j�a satisfazem o v��nculo F [A�] = 0 temos,

�FP [A�] = det
�F [A

(�)
� ]

��

����
�=0

: (3.21)

Por isto podemos nos restringir a transforma�c~oes in�nitesimais para o c�alculo do determinante

de Faddeev-Popov. Generalizando a hiperf��cie que de�ne o calibre para F [A
(�)
� ] � f(x) = 0, �e

poss��vel efetuar uma integra�c~ao funcional de uma forma gaussiana para f(x), o que tem o efeito

irrelavante de multiplicar o funcional gerador Z, por uma constante. Podemos ent~ao escrever,

Z[J�] = N

Z
DA� �FP [A�]

Z
Df �(F [A(�)

� ]� f(x)) e�
i
2�

R
d4x [f(x)]2eiS[A�]

= N

Z
DA� �FP [A�] ei[S[A�]�

1
2�

R
d4x (F [A�])2]

= N

Z
DA� �FP [A�] ei(S+SFC) ; (3.22)

onde de�nimos a a�c~ao de �xa�c~ao de calibre,

SFC �
Z
d4x LFC = � 1

2�

Z
d4x (F [A�(x)])2 : (3.23)

Podemos ainda escrever o determinante �FP [A�] como uma integral funcional da seguinte

forma,

�FP [A�] = det
�F [A

(�)
� ]

��

����
�=0

=

Z
Dc Dc e�i

R
d4xd4y c(x) (

�F [A
(�)
� ]

��
)�=0 c(y)

=

Z
Dc Dc eiSghost ; (3.24)

29



onde

Sghost �
Z
d4x Lghost = �

Z
d4x d4y c(x)

 
�F [A

(�)
� ]

��

!
�=0

c(y) : (3.25)

Os campos c(x) e c(y) s~ao vari�aveis de Grassmann conhecidos como ghosts de Faddeev-Popov.

Substituindo (3.24) em (3.22), o funcional gerador torna-se

Z[J�] = N

Z
DA� Dc Dc ei(S+SFC+Sghost) : (3.26)

Impondo agora o calibre de Lorenz,

F [A�(x)] = @�A
� � f(x) ; (3.27)

de (3.23) vemos que a lagrangiana de �xa�c~ao de calibre assume a forma

LFC = � 1

2�
(F [A�(x)])2 = � 1

2�
(@�A

�)2 : (3.28)

Para obtermos a lagrangiana de ghost correspondente a esta escolha de calibre, notamos que

F [A(�)
� (x)] = @�A

�(�)(x)� f(x) = @�(A�(x) +
1

e
@��(x))� f(x) ; (3.29)

donde conclui-se,

�F [A
(�)(x)
� ]

��(y)

����
�=0

=
1

e
� �4(x� y) ; (3.30)

que, substituindo em (3.25) e absorvendo o fator 1
e

na constante de normaliza�c~ao, fornece ap�os

uma integra�c~ao por partes

Sghost =

Z
d4x Lghost = �

Z
d4x d4y c(x)

 
�F [A

(�)
� ]

��

!
�=0

c(y)

= �
Z
d4x d4y @�c(x) @�c(x) : (3.31)

Deste modo, a lagrangiana efetiva da teoria na presen�ca de uma fonte externa J�, assume a
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forma

Lef = �1

4
F ��F�� � 1

2�
(@�A

�)2 + @�c(x) @�c(x) + J�A� : (3.32)

Vemos que os ghosts n~ao interagem com o campo dos f�otons e por isto mesmo podem ser

descartados, j�a que n~ao contribuem para a dinâmica do sistema no caso do campo de Maxwell

em um espa�co de Minkowiski,

Lef �! L = �1

4
F ��F�� � 1

2�
(@�A

�)2

=
1

2
A�

"
�����

�
1� 1

�

�
@�@�

#
A� : (3.33)

Todavia estes mesmos ghosts acoplam-se ao campo de calibre em teoria de campos de calibre

n~ao abelianos, ou ao campo gravitacional quando o campo de Maxweell encontra-se na presen�ca

de um espa�co tempo curvo. Desta lagrangiana, obtemos a rela�c~ao que de�ne o propagador como

"
�����

�
1� 1

�

�
@�@�

#
D��(x) = ��� �

4(x) (3.34)

ou no espa�co dos momenta,

"
� k2��� +

�
1� 1

�

�
k�k�

#
D��(k) = ��� (3.35)

onde agora o operador diferencial �e invers��vel, e no espa�co dos momenta o propagador �e

D��(k) = � 1

k2

"
��� + (� � 1)

k�k�

k2

#
: (3.36)

Embora a constante � seja arbitr�aria, note que o propagador n~ao �e de�nido para � ! 1, que

�e exatamente o caso de (3.14). Fazendo � = 1 obtemos a teoria de Maxwell no calibre de

Fermi-Feynman.
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3.3 Cargas Vetoriais

Adotando o calibre de Lorenz, e acoplando ao campo a corrente

J�(x) =

� NX
p=1

�p W�(p) �
d(x? � ap)

�
; (3.37)

a lagrangiana passa a ser

L = �1

4
F��F

�� � 1

2�
(@�A

�)2 �
� NX

p=1

�p W�(p) �
d(x? � ap)

�
A� ; (3.38)

onde o vetor constante W�, localiza-se sobre a distribui�c~ao de cargas, ou seja W? = 0.

Com o propagador do f�oton,

D��(x� y) = �
Z

dD+d+1k

(2�)d+D+1

1

k2

"
��� � (1� �)

k�k�

k2

#
exp[�ik(x� y)] ; (3.39)

a energia de intera�c~ao entre as correntes J� torna-se,

E = � 1

T
W

=
1

2T

Z Z
d4x d4y J�(x)D��(x� y)J�(y)

=
1

2T

Z Z
d4x d4y

� NX
p=1

�p W�(p) �
d(x? � ap)

�
D��(x� y)

� NX
q=1

�q W�(q) �
d(x? � aq)

�

=
NX
p=1

NX
q=1

�p�q
1

2T
Ip;q ; (3.40)

onde de�nimos,

Ip;q � 1

2T

Z Z
d4x d4y W�(p) �

d(x? � ap)D
��(x� y)W�(q) �

d(x? � aq) : (3.41)
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Como no caso do campo escalar, aqui tamb�em devemos eliminar os termos de auto-intera�c~ao,

p = q, fazendo

E ! E =
NX
p=1

NX
q=1

�p�q(1� �pq)
1

2T
Ip;q : (3.42)

Adotando o chamado calibre de Feynman em (3.39), ou seja � = 1, e procedendo de forma

semelhante a empregada em (2.32), a integral Ip;q �ca

Ip;q = �
Z Z

dx0 dy0
Z Z

dDxkd
Dyk

Z Z
ddx?d

dy? �
(d)(x? � ap) �

(d)(y? � aq)

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
W�(p)W�(q) �

�� exp [�ik0(x0 � y0)] exp [ikk � (xk � yk)]

exp [ik? � (x? � y?)]
1

(k0)2 � k2k � k2?

= �
Z
dx0

Z
dDyk

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
W�(p)W

�(q)(2�)�(k0)(2�)D�D(kk)

exp [�ik0x0] exp [�ikk � yk] exp [ik? � (ap � aq)]
1

(k0)2 � k2k � k2?

= TLDW�(p)W
�(q)

Z
dk?

(2�)d
1

k2?
exp [ik? � apq] : (3.43)

Substituindo em (3.40), dividindo pelo volume da brana e com o aux��lio de (A.16), encontramos

a densidade de energia de intera�c~ao entre as correntes J�,

E =
1

2

NX
p=1

NX
q=1

�p�qW�(p)W
�(q)(1� �pq)

Z
ddk?
(2�)d

1

k2?
exp [�ik? � apq]

=
1

(2�)d=2
2(d=2)�3 �

 
d

2
� 1

!
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)�p�qW�(p)W
�(q) a2�dpq ; (3.44)

v�alida para todo d 6= 2.

Quando d = 2, introduzimos no propagador do f�oton um parâmetro de massa m que regu-
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lariza a integral em (3.44),

D��(x� y;m) = �
Z

dD+d+1k

(2�)d+D+1

1

k2 �m2

"
��� � (1� �)

k�k�

k2

#
exp[�ik(x� y)] ; (3.45)

e calculamos novamente a integral Ip;q no calibre de Feynman, para obtermos

Ip;q = TLDW�(p)W
�(q)

Z
dk?

(2�)d
1

k2? +m2
exp [ik? � apq] : (3.46)

Utilizando a f�ormula (A.14), e a expans~ao (2.58), obtemos para a densidade de energia com

d = 2,

E =
1

2

NX
p=1

NX
q=1

�p�qW�(p)W
�(q)(1� �pq)

Z
ddk?
(2�)d

1

k2? +m2
exp [�ik? � apq]

=
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)�p�qW�(p)W
�(q) lim

m!0
K0(mapq)

= � 1

4�

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)�p�qW�(p)W
�(q) lim

m!0

�
ln

�
apq
a0

�
+ ln

�
ma0

2

�
+ 


�

= � 1

4�

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)�p�qW�(p)W
�(q)

�
ln

�
apq
a0

��
; (3.47)

onde descartamos, aqui tamb�em, os termos independentes da distância apq, por serem irrele-

vantes para a dinâmica do sistema.

As equa�c~oes (3.44) e (3.47) conduzem naturalmente aos potenciais da eletrodinâmica cl�assica,

quando os poss��veis valores das dimens~oes d para as correntes s~ao considerados de maneira ad-

equada em um espa�co de dimens~ao (3+1):

1. Energia entre duas fontes pontuais, (d = 3, D = 0 e N = 2):

E =
�1�2
4�

1

a
: (3.48)

2. Densidade de energia entre duas linhas paralelas, (d = 2, D = 1 e N = 2):
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E = ��1�2
2�

ln

�
a

a0

�
: (3.49)

3. Densidade de energia entre dois planos paralelos, (d = 1, D = 2 e N = 2):

E = ��1�2
2

a : (3.50)

3.4 Dipolos Vetoriais

Em analogia ao caso escalar, correntes vetoriais que descrevem distribui�c~oes de dipolos s~ao

caracterizadas por um quadrivetor constante V �, que de�ne a magnitude e dire�c~ao dos dipolos,

no lugar de uma simples constante de acoplamento �,

J�(x) =
NX
p=1

W �(p) V �
(p) @�

�
�d(x? � ap)

�
: (3.51)

Ainda no calibre de Lorenz, a lagrangiana com esta corrente torna-se

L = �1

4
F��F

�� � 1

2�
(@�A

�)2 +
NX
p=1

W �(p) V �
(p) @�

h
�d(x? � ap)

i
: (3.52)

Basta, portanto, eliminar os termos de auto-intera�c~ao

E ! E =
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)
1

2T
Ipq ; (3.53)

e calcular a integral

Ipq �
Z Z

dD+d+1x dD+d+1y �(d)(x? � ap) �
(d)(y? � aq)

W �(p)W �(q) V �
(p)V

�
(q)

�
@�@� D

��(x� y)

�
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=

Z Z
dD+d+1x dD+d+1y �(d)(x? � ap)�

(d)(y? � aq)

W �(p)W �(q) V �
(p)V

�
(q) (k�k�)D��(x� y) : (3.54)

Para isto, utilizamos o propagador do f�oton (3.45) no calibre de Feynman, e o operador (2.58)

como segue,

Ip;q =

Z
dy0

Z
dDyk

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
(2�)(�(k0)) (2�)D�D(kk)

exp (ik0y0) exp (�ikk � yk)
�
�exp [ik? � (ap � aq)]

(k0)2 � k2k � k2?

�
W �(p)W�(q)

�
[(V(p)k � kk) + (V(p)? � k?) + V0(p)k

0] [(V(q)k � kk) + (V(q)? � k?) + V0(q)k
0]
	

= TLD W �(p)W�(q)

Z
ddk?
(2�)d

1

k2?
(V(p)? � k?)(V(q)? � k?) exp [ik? � (ap � aq)]

= �TLD W �(p)W�(q) (V(p)? � rpq?)(V(q)? � rpq?)

Z
ddk?
(2�)d

exp [ik? � apq]
k2?

: (3.55)

Substituindo em (3.53), dividindo pelo volume da brana LD, e utilizando (A.16), a densidade

de energia torna-se,

E = �1

2

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq) W
�(p)W�(q) (V(p)? � rpq?)(V(q)? � rpq?)

Z
ddk?
(2�)d

exp [ik? � apq]
k2?

= �2(d=2)�3

(2�)d=2
�

 
d

2
� 1

!
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)W
�(p)W�(q)

�
V(p)? � rpq?

��
V(q)? � rpq?

�
a2�dpq

= �2(d=2)�3

(2�)d=2
�

 
d

2
� 1

!
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq)(2� d) W �(p)W�(q) a
�d
pq

 
V(p)? �V(q)? � d

V(p)? � apq
apq

V(p)? � apq
apq

!
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=
2(d=2)�2

(2�)d=2
�

 
d

2

!
NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq) W
�(p)W�(q) a

�d
pq

 
V(p)? �V(q)? � d

V(p)? � apq
apq

V(p)? � apq
apq

!
; (3.56)

express~ao esta v�alida para todo d, muito embora o resultado para a integral em (A.16) tenha

sido deduzido com a restri�c~ao d 6= 2.

�E poss��vel veri�car a validade de (3.56), tamb�em para d = 2, adotando-se o mesmo proced-

imento que leva �a (3.47), neste caso

E =
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq) W
�(p)W�(q) (V(p)? � rpq?)(V(q)? � rpq?)

�
ln

�
apq
a0

��

=
1

4�

NX
p=1

NX
q=1

(1� �pq) W
�(p)W�(q)

1

a2pq 
V(p)? �V(q)? � 2

V(p)? � apq
apq

V(p)? � apq
apq

!
; d = 2 : (3.57)

O que con�rma a generalidade de (3.56) como a express~ao que descreve a intera�c~ao entre dipolos

el�etricos, est�aticos e uniformes, distribuidos ao longo de branas paralelas D-dimensionais. O

resultado cl�assico pode ser obtido fazendo, D = 0, d = 3, N = 2 e W �(p) = W �(q) = ��0,

implicando em

E =
1

4�a3

h�
V(1) �V(2)

�
� 3
�
V(1) � â12

��
V(2) � â12

�i
: (3.58)

A generaliza�c~ao para o caso de quadrupolos pode ser encontrada em [16].
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Cap��tulo 4

Intera�c~oes Entre Correntes Tensoriais

O campo tensorial anti-sim�etrico, descrito por uma lagrangeana que apresenta invariância

por transforma�c~oes de calibre, tamb�em pode ser considerado uma generaliza�c~ao natural do

campo escalar. Ambos apresentam um �unico grau de liberdade. Neste cap��tulo observaremos

diversas peculiaridades originais [6] deste campo.

Na primeira se�c~ao �e apresentada a sutil quantiza�c~ao do campo de Kalb-Ramond [23], atrav�es

do m�etodo de Faddeev-Popov. Outras formas podem ser encontradas na literatura [21]. Na

segunda se�c~ao estudamos a intera�c~ao entre cargas tensoriais, e na terceira entre dipolos. A

quarta se�c~ao exp~oe um novo tipo de corrente singular para este campo, e calcula a energia de

intera�c~ao entre estas fontes. A �ultima se�c~ao investiga o interessante modelo de Cremer-Sherk-

Kalb-Ramond com fontes deste novo tipo.

4.1 A Quantiza�c~ao do Campo de Kalb-Ramond

Vamos aqui analisar a quantiza�c~ao da teoria de calibre do campo tensorial anti-sim�etrico H��

descrita por,

L =
1

12
G��
G

��
 ; (4.1)
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onde o tensor, totalmente anti-sim�etrico, de intensidade de campo

G��
 = @�H�
 + @�H
� + @
H�� ; (4.2)

pode ser representado pela contra�c~ao da derivada de um campo escalar, �(x), com o tensor de

Levi-Civita,

G��
 =
1p
2
� �
��
 @�� : (4.3)

Portanto, a teoria apresenta um �unico grau de liberdade.

De (4.2) conclui-se que a lagrangiana apresenta invariância por transforma�c~oes de calibre

na forma

H�� ! H�� + @��� � @��� ; (4.4)

onde �� �e um quadrivetor qualquer que tamb�em �e invariante por transforma�c~oes de calibre,

o que introduz ghosts de ordem superior no processo de quantiza�c~ao atrav�es do m�etodo de

Faddeev-Popov [21].

Como no caso do campo eletromagn�etico, podemos assumir uma condi�c~ao de calibre covari-

ante

F �[H��(x)] = @�H
��(x)� f�(x) ; (4.5)

que acrescenta �a lagrangiana um termo de �xa�c~ao na forma,

LFC = � 1

�G
(@�H

�
)2 ; (4.6)

onde �G �e o parâmetro de calibre.

Impondo a transforma�c~ao (4.4) na condi�c~ao (4.5) encontramos

F �[H
(�)
�� (x)] = @�H

(�)��(x)� f�(x)

= @�(H��(x) + @���(x)� @���(x))� f�(x); (4.7)
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o que implica em,

�F �[H
(�)
�� ]

��


����
�=0

= @�(��
 @
� � ��
 @

�) �4(x� y)

= (��
 �� @
@
�) �4(x� y) : (4.8)

Reescrevendo a a�c~ao em termos de ghosts

Sghost =

Z
d4x Lghost = �

Z
d4x d4y c�(x)

 
�F �[H

(�)
�� ]

��


!
�=0

c
(y)

= �
Z
d4x d4y c�(x)(��
 �� @
@

�) �4(x� y)c(y)


=
1

2

Z
d4x (@�c�(x)� @�c�(x))(@�c�(x)� @�c�(x)) : (4.9)

a lagrangiana efetiva da teoria assume a forma,

Lefetiva = L+ LFC + Lghost

=
1

12
G��
G

��
 � 1

�G
(@�H

�
)2

+
1

2
(c�(x)� @�c�(x))(@�c�(x)� @�c�(x)) : (4.10)

Esta lagrangiana de ghosts tamb�em apresenta invariância por transforma�c~oes de calibre, o que

d�a origem a ghosts de ghosts, ou ghosts de segunda ordem, do tipo ghosts de Nielsen, que

novamente apresentam invariância de calibre. Podemos continuar este processo para veri�car

que a teoria exige campos de ghosts at�e a quarta ordem. Por�em, como nenhum deles acopla-se

ao campo H�� , a lagrangiana de interesse para o modelo a ser estudado �ca,

L =
1

12
G��
G

��
 � 1

�G
(@�H

�
)2 : (4.11)
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4.2 Cargas Tensoriais

Acrescentando �a lagrangiana (4.11) um termo de corrente externa com quadri-divergência nula,

@�J
�� = 0, podemos reescrevê-la na forma

L =
1

12
G��
G

��
 � 1

�G
(@�H

�
)2 + J��H
��

=
1

2
[H��(�1

2
)(������ � ������)@
@


H�� +
1

2

�
1 +

1

�G

�

H��(���@�@� + ���@�@� � ���@�@� � ���@�@�)H
�� ] + J��H

�� : (4.12)

A priori n~ao h�a restri�c~ao alguma sobre a simetria do tensor J�� , que poder�a sempre ser de-

composto em uma soma com um termo sim�etrico e um anti-sim�etrico. Contudo J�� ser�a nec-

essariamente sempre contra��do com o campo anti-sim�etrico H�� , e como a contra�c~ao de um

tensor sim�etrico com um anti-sim�etrico �e nula, �ca f�acil observar que a �unica parte da corrente

relevante para o sistema �e a parte anti-sim�etrica de J�� . Portanto �e poss��vel tomar de agora

em diante a fonte externa de campo como um tensor sempre anti-sim�etrico, por simplicidade e

sem perda de generalidade.

Com isto, e adotando-se o calibre �G = �1, obtemos o propagador para o campo H�� como

G��;��(x; y) =

Z
dD+d+1k

(2�)D+d+1

1

k2
(������ � ������) exp[�ik(x� y)] ; (4.13)

donde conclui-se que o funcional gerador para o campo de Kalb-Ramond neste calibre �e,

ZKR =

Z
DH exp

"
i

Z
dD+d+1x

�
L � 1

2�G
(@�H

��)(@�H
��) +

1

2
J��H

��

�#

= exp

"
� i

2

Z
dD+d+1x dD+d+1y

1

2
J��(x)G��;��(x; y)

1

2
J��(y)

#
: (4.14)

Da mesma maneira que nos casos anteriormente estudados, estamos considerando somente

correntes que n~ao exibem dependência temporal expl��cita, ou seja J��(x). Podemos ent~ao
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comparar a equa�c~ao (4.14) com

ZKR = lim
T!1

exp(�iET ) ; (4.15)

para obtermos a energia total do sistema como,

E =
1

2T

Z
dD+d+1x dD+d+1y

1

2
J��(x)G��;��(x; y)

1

2
J��(y) : (4.16)

�E um fato bem conhecido que o campo com o qual estamos lidando, descrito por uma 2-forma,

n~ao pode acoplar-se a um objeto pontual. Sobre este fato, vamos expor aqui um argumento

adequado aos nossos prop�ositos.

Considerando a mais simples corrente externa, capaz de descrever a intera�c~ao entre duas

distribui�c~oes de cargas D-dimensionais, em um espa�co-tempo com dimens~ao espacial arbitr�aria,

temos

J��(x?) = V ���d(x? � a1) +W ���d(x? � a2) : (4.17)

Devido �as propriedades da corrente, os tensores V �� e W �� s~ao antissim�etricos, constantes e

uniformes. A �unica maneira de assegurar a nulidade da quadridivergência,

@�J
��(x?) = V ��@��

d(x? � a1) +W ��@��
d(x? � a2) = 0 ; (4.18)

�e tomar V �� = W �� = 0 para � = 1; :::; d (ou � = 1; :::; d). O que ocorre porque, embora a

rela�c~ao (4.18) deva ser satisfeita em todo ponto do espa�co paralelo �a brana, as derivadas das

deltas s~ao dependentes da posi�c~ao. Quando D = 0 as branas tornam-se pontos e o espa�co

d-dimensional, neste caso V �� = W �� = 0 para �; � 6= 0. E sendo V �� e W �� antissim�etricos,

todas as suas componentes ser~ao nulas. Ou seja, n~ao h�a corrente para D = 0.

O c�alculo da densidade de energia de intera�c~ao para a corrente (4.17) assemelha-se ao caso

eletromagn�etico. Substituindo (4.13) e (4.17) em (4.16), e desprezando os termos de auto-
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intera�c~ao do tipo V ��V�� e W ��W�� , obtemos

E =
1

2T

Z
dD+d+1x dD+d+1y

Z
dD+d+1k

(2�)D+d+1

1

k2
(������ � ������) exp[�ik(x� y)]

V ��W �� �d(x? � a1) �
d(y? � a2)

=
1

2T

Z Z
dx0 dy0

Z Z
dDxkd

Dyk

Z Z
ddx?d

dy? �
(d)(x? � a1) �

(d)(y? � a2)

Z
dk0

2�

Z
dkk

(2�)D

Z
dk?

(2�)d
exp [�ik0(x0 � y0)] exp [ikk � (xk � yk)]

exp [ik? � (x? � y?)]
V ��W�� � V ��W��

(k0)2 � k2k � k2?

= �LDV ��W��

Z
dk?

(2�)d
1

k2?
exp [ik? � a12] ; (4.19)

onde a12 � a1 � a2. Utilizando (A.16) e dividindo pelo volume da brana, LD, encontramos a

desnsidade de energia de intera�c~ao para a corrente (4.17) como,

E = �V
��W��

2

1

(2�)d=2
2(d=2)�2�

�
(d=2)� 1

�
a2�d ; (4.20)

quando d 6= 2.

Para d = 2 procedemos de maneira inteiramente an�aloga ao caso eletromagn�etico (3.47),

introduzindo um parâmetro de massa m que regulariza a �ultima integral em (4.19), uma con-

stante positiva a0, com dimens~ao de comprimento, e descartando o termo divergente que n~ao

contribui para a for�ca entre as branas. Obtemos assim a seguinte express~ao para a densidade

de energia de intera�c~ao,

E = V ��W��
1

4�
ln

a

a0
; (4.21)

quando d = 2.

43



4.3 Dipolos Tensoriais

Nos cap��tulos anteriores foram encontradas as energias de intera�c~ao entre correntes caracter-

izadas por constantes de acoplamento e por vetores. Este �ultimo tipo mostrou-se capaz de

descrever a intera�c~ao entre dipolos. Inspirados por estes resultados, podemos tomar a corrente

J��(x?) = V ��v�@��
d(x? � a1) +W ��w
@
�

d(x? � a2) ; (4.22)

como fonte do campo tensorial anti-sim�etrico, descrito por (4.12). Temos que, v� e w
 s~ao

quadrivetores quaisquer que de�nem a magnitude e dire�c~ao dos dipolos, e D � 1 para assegurar

a quadridivergência nula da corrente, como em (4.18). De maneira que fontes de dipolos,

descritas por (4.22), n~ao podem ser pontuais. Neste caso, o c�alculo da energia de intera�c~ao nos

leva a concluir que,

E = � 1

(2�)d=2
2(d=2)�1�(d=2)

1

ad

h
(V? �W?)� d(V � â)(W � â)

i
: (4.23)

Que tem a forma da intera�c~ao eletromagn�etica entre dipolos, a menos de um sinal global que

atribui um car�ater oposto �a intera�c~ao.

4.4 Fontes Singulares para Dipolos Tensoriais

A simetria do campo de 2-forma nos permite considerar um novo tipo de fonte peculiar a este,

J��(x?) = �����V�@��
d(x? � a) ; (4.24)

onde o tensor de Levi-Civita est�a de�nido como ����� = 1. Sendo J�� um tensor anti-sim�etrico

que se contrai com o campo H�� , tamb�em anti-sim�etrico, para formar um escalar de Lorentz,

V� tem de ser um pseudovetor, porque � �e um pseudotensor.

A corrente (4.24) est�a concentrada ao longo de uma brana D-dimensional, localizada em

a. Em contraste com a corrente (4.17), n~ao h�a necessidade de restringir a dimens~ao D da
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brana para assegurar uma quadri-divergência nula. A �unica imposi�c~ao �e ditada pelo tensor de

Levi-Civita, que nos restringe a um espa�co-tempo de (3+1) dimens~oes. Logo, d pode assumir

somente os valores 3, 2 ou 1. Valores estes com os quais as branas tornam-se pontos, linhas ou

planos respectivamente.

Para entender melhor a corrente (4.24) note que suas componentes 0i, onde i = 1; 2; 3,

formam um vetor polar com quadridivergência nula

J0i(x?) = �0i��V�@��
d(x? � a) =

h
V �

�
r�d(x? � a)

�ii
: (4.25)

E com a parte espacial,

J ij(x?) = V 0�ijk
�
@k�

d(x? � a)
�
; (4.26)

�e poss��vel construir o seguinte vetor axial:

�ijkJ ij(x?) = 2V 0
�
r�d(x? � a)

�k
: (4.27)

Tomando a corrente externa como composi�c~ao de duas fontes localizadas em diferentes

branas paralelas,

J��(x?) = �����@�

h
V��

d(x? � a1) +W��
d(x? � a2)

i
; (4.28)

a energia de intera�c~ao pode ser obtida substituindo (4.28) em (4.16), efetuando duas integra�c~oes

por partes e descartando os termos de auto-intera�c~ao, donde encontramos

E = � 1

2T

Z
dd+D+1x

Z
dd+D+1y

Z
dd+D+1k

(2�)d+D+1
����������

�
@�(x)@�(x)G��;��(x; y)

�
h1

4
V�W��

d(x? � a1)�
d(y? � a2) +

1

4
V�W��

d(x? � a2)�
d(y? � a1)

i
: (4.29)

Utilizando a representa�c~ao de Fourier (4.13) para a fun�c~ao de Green, G��;��(x; y), na equa�c~ao
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acima, conclui-se que

E = �1

4
LD

Z
ddk?
(2�)d

���������� (V�W� + V�W�)(������ � ������)
k�k�
k?

exp(ik? � a12) : (4.30)

Onde os ��ndices � e � est~ao restritos ao intervalo 0 < �; � � d, porque s�o resta a integra�c~ao na

componente perpendicular do vetor k.

Com o aux��lio da identidade

������ ��
�� = �2(������ � ������) ; (4.31)

a equa�c~ao (4.30) nos leva �a densidade de energia

E =
E

LD
= �

Z
ddk?
(2�)d

[(V �W� )k
2
? + (V � k?)(W � k?)]

1

k2?
exp(ik? � a12) ; (4.32)

que pode ser reescrita, com o operador ra = (@=@a112; :::; @=@a
d
12), como

E = [(V �W� )r2
a + (V � ra)(W � ra)]

Z
ddk?
(2�)d

1

k2?
exp(ik? � a12) : (4.33)

De maneira usual, devemos calcular a integral acima separadamente para os casos em que

d = 2 com (A.14) e d 6= 2 com (A.16), encontrados no Apêndice A. Ambos os resultados levam

�a mesma energia quando substituidos na equa�c~ao anterior,

E = � 1

(2�)d=2
2(d=2)�1�(d=2)

1

ad

h
(V? �W?)� d(V � â)(W � â)

i
; (4.34)

que difere de (4.23) somente no fato de serem V e W pseudovetores.

Conclui-se de (4.23) e (4.34) que as correntes (4.22) e (4.24) d~ao origem ao mesmo tipo

de intera�c~ao. Analisando o caso de duas branas pontuais em um espa�co de (3 + 1) dimens~oes

temos que, D = 0, d = 3, E = E, V? = V e W? = W. Com isso, as energias (4.22) e (4.24)
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assumem a forma,

E(d = 3) = � 1

4�

1

a3

h
(V �W)� 3(V � â)(W � â)

i
: (4.35)

Que �e igual a intera�c~ao entre dois dipolos, intermediada pelo campo escalar (2.63).

4.5 Aplica�c~oes ao Modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond

O chamado modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond pode ser entendido como uma generaliza�c~ao

do modelo de Chern-Simons em (3 + 1) dimens~oes. Ele descreve o campo eletromagn�etico

acoplado ao campo descrito por uma 2-forma atrav�es da densidade de lagrangiana,

LCSKR =
1

12
G��
G��
 � 1

4
F ��F�� � �

4
�����H��F�� +

1

2
J��H�� + J�A� : (4.36)

OndeA� �e o campo dos f�otons, H�� o campo de Kalb-Ramond, e suas respectivas intensidades de

campo s~ao F�� e G��
. Note que a lagrangiana acima apresenta invariância por transforma�c~oes

de calibre tanto para o campo eletromagn�etico (3.9), como para o campo de Kalb-Ramond

(4.4). As correntes externas J�� e J� devem ter quadridivergência nula, como ditado por suas

respectivas simetrias de calibre.

Utilizando o m�etodo de Faddeev-Popov para a quantiza�c~ao de campos de calibre, e de-

sprezando os ghosts que n~ao acoplam-se aos campos, encontramos o funcional gerador na forma

ZCSKR =

Z
DHDA exp

"
i

Z
d4x

1

12
G��
G��
 � 1

4
F ��F�� � �

4
�����H��F��

� 1

2�G
(@�H

��)(@�H
�
�)�

1

2�G
(@�A

�)(@�A
�) +

1

2
J��H�� + J�A�

#
: (4.37)

Fixando os parâmetros de calibre com �G = �1 e �G = 1, e integrando por partes, o funcional
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(4.37) �ca sendo,

ZCSKR =

Z
DHDA exp

"
i

Z
d4xH��

 
�1

8
(������ � ������)@�@

�

!
H�� +

1

2
J��H��

+
1

2
A
(�
�@�@

� )A� + J�A� � �

4
H�������@

�A� � �

4
A
�
���@

�H��

#
: (4.38)

De�nindo uma estrutura matricial para campos X ��;� e correntes J��;�, de maneira que

X ��;� =

0B@ H��

A�

1CA ; J��;� =

0B@ J��

2

J�

1CA ; (4.39)

e um operador diferencial na forma

K��;
;��;�(x) =

0BBBB@
�1

4
(������ � ������)@�@

� ��
2
�����@

�

��
2
�
���@

� �
�@�@
�

1CCCCA ; (4.40)

o funcional gerador (4.38) pode ser escrito como

ZCSKR =

Z
DX exp

"
i

2

Z
d4x X y ��;
K��;
;��;�(x)X ��;� + J��;�X��;�

#
: (4.41)

O termo quadr�atico nos campos X ��;� nos permitem calcular a integral gaussiana em (4.41) da

maneira usual, com a qual obtemos

ZCSKR = exp

"
� i

2

Z
d4xd4yJy ��;
(x)K�1

��;
;��;�(x; y)J��;�(y)

#
; (4.42)

onde K�1
��;
;��;�(x; y) �e o inverso do operador (4.40), de�nido por

K��;
;��;�(x)K�1 ��;�
��;�(x; y) =

0B@ 1
2
(������ � ������) 0

0 �
�

1CA �4(x� y) : (4.43)
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Reescrevendo a fun�c~ao de Green no espa�co dos momenta, o propagador torna-se

K�1 ��;�
��;�(x; y) =

Z
d4p

(2�)4

0BBBB@
~A��

��(k) ~B��
�(k)

~C���(k) ~D�
�(k)

1CCCCA exp[�i(x� y)] ; (4.44)

onde os elementos de matriz s~ao,

~A��
��(p) =

2

p2 � �2

"
�� [��

�
�] �

2�2

p2
�
[�
[�

p�]p�]
p2

#
;

~B��
�(p) = i�

1

p2
1

p2 � �2
�����p

� ;

~C���(p) = i�
1

p2
1

p2 � �2
�����p

� ;

~D�
�(p) = � 1

p2 � �2

"
��;� �

�2

p2
p�p�
p2

#
: (4.45)

Utilizando o funcional gerador na forma,

ZCSKR = lim
T!1

exp(�iET ) (4.46)

e a equa�c~ao (4.42), podemos escrever a energia como

E =
1

2T

Z
d4xd4yJy ��;
(x)K�1

��;
;��;�(x; y)J��;�(y) : (4.47)

Esta �e a soma de quatro termos, E = E1 + E2 + E3 + E4, tal que

E1 =
1

2

Z
d3xd3y

Z
d3p

(2�)3
J��(x)

2
~A��;��(p)

J��(y)

2
exp[ip � (x� y)] ;

E2 =
1

2

Z
d3xd3y

Z
d3p

(2�)3
J��(x)

2
~B��;�(p)J�(y) exp[ip � (x� y)] ;
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E3 =
1

2

Z
d3xd3y

Z
d3p

(2�)3
J
(x) ~C
;��(p)J

��(y)

2
exp[ip � (x� y)] ;

E4 =
1

2

Z
d3xd3y

Z
d3p

(2�)3
J
(x) ~D
;�(p)J�(y) exp[ip � (x� y)]: (4.48)

Vamos considerar no modelo (4.36) especi�camente uma corrente tensorial composta por

duas fontes localizadas em a1 e a2, capaz de descrever a intera�c~ao tipo dipolo intermediada

pelo campo de Kalb-Ramond, como em (4.28)

J��(x) = �����@�

h
V��

3(x� a1) +W��
3(x� a2)

i
; (4.49)

e uma corrente vetorial que descreve a intera�c~ao entre duas carga el�etricas, como em (3.37),

localizadas tamb�em em a1 e a2,

J�(x?) = v��d(x? � a1) + w��d(x? � a2) : (4.50)

Desta forma, a corrente externa total concentra-se em apenas dois pontos.

Utilizando a express~ao(A.14),obtemos

Z
ddp

(2�)d
1

p2 + �2
exp(ip � a) =

1

(2�)d=2
�d�2(�a)1�(d=2)K(d=2)�1(�a) (4.51)

e procedendo de maneira similar �a que nos levou �a (4.33), encontramos a energia E1 de (4.33)

como

E1 = LD[(V�W
�r2

a + (V � ra)(W � ra)]

Z
ddp?
(2�)d

1

p2? + �2
exp(ip? � a)

= LD[(V�W
�r2

a + (V � ra)(W � ra)]
1

(2�)d=2
�d�2(�a)1�(d=2)K(d=2)�1(�a) ; (4.52)

onde os termos independentes da distância entre as fontes foram descartados. Esta �e a con-

tribui�c~ao �a energia devido somente �a intera�c~ao entre as duas partes da corrente tensorial J�� ,
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e n~ao depende da corrente vetorial J�. A contribui�c~ao E4 obtida de (4.48),

E4 = LD v�w
�

(2�)d=2
�d�2(�a)1�d=2K(d=2)�1(�a) ; (4.53)

�e devida �as duas partes da corrente vetorial J� e independente de J�� .

As contribui�c~oes E2 e E3 têm origem na intera�c~ao entre as correntes J� e J�� , e substituindo

(4.49) e (4.50) em (4.48) encontramos

E2 = E3 = LD 1

(2�)d=2
�

2
(w�V

� + v�W
�)�d�2(�a)1�d=2K(d=2)�1(�a) : (4.54)

Tomando as derivadas em (4.52) e somando com (4.53) e (4.54), a densidade de energia

total de intera�c~ao entre as correntes (4.49) e (4.50) resulta em,

E =
E

LD
=

1

LD
(E1 + E2 + E3 + E4)

=
1

(2�)d=2

h
v�w

� + �(w�V
� + v�W

�) + �2V�W
�
i
�d�2(�a)1�d=2K(d=2)�1(�a)

� 1

(2�)d=2

h
(V? �W?)Kd=2(�a)� (V � â)(W � â)�aK(d=2)+1(�a)

#
�d(�a)�d=2 :(4.55)

Considerando o caso particular de duas branas est�aticas e pontuais em um espa�co de (3+1)

dimens~oes, devemos ter D = 0, d = 3, v� = v��0 e w� = w��0. Desta forma a energia (4.55)

torna-se,

E =
vw

4�

exp(��a)

a
+

�

4�
(wV 0 + vW 0)

exp(��a)

a
+
�2V �W�

4�

exp(��a)

a

� exp(��a)

4�a3

h�
1 + �a

�
(V �W)�

�
3 + 3�a+ �2a2

�
(V � â)(W � â)

i
: (4.56)

Vemos que o parâmetro de acoplamento �, respons�avel pela intera�c~ao entre os setores veto-

riais e tensoriais do campo X ��;�, produz um decaimento exponencial na energia de intera�c~ao
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entre as fontes externas.

Quando � = 0, a energia (4.55) se reduz �a intera�c~ao mediada pelos campos eletromagn�etico

e de Kalb-Ramond desacoplados, ou seja

E =
vw

4�a
� 1

2�a3

"
V �W � 3(V � â)(W � â)

#
; (4.57)

como n~ao poderia deixar de ser.

Uma outra situa�c~ao interessante ocorre quando h�a somente fontes para o campo de Kalb-

Ramond em (4.55), ou seja, quando fazemos v = w = 0. Neste caso a energia �e a mesma que a

obtida para a intera�c~ao entre dois dipolos pontuais, mediada por um campo bosônico massivo,

mais uma intera�c~ao tipo Yukawa.

Um outro resultado interessante �e obtido fazendo-se V = W = 0 e v = w = 0, donde

conclui-se que

E =
(�V 0)(�W 0)

4�

exp(�j�ja)

a
: (4.58)

Isto revela a possibilidade de haver uma intera�c~ao tipo Yukawa entre cargas, �V 0 e �W 0, do

campo de Kalb-Ramond neste modelo.

Note que se tomarmos V � = W � = 0 em (4.56), embora a energia seja in
uenciada somente

pelas cargas el�etricas v e w, a intera�c~ao ser�a do tipo Yukawa, intermediada por uma campo

vetorial massivo. Este �e um exemplo de mecanismo capaz de gerar campos massivos e ainda

ser consistente com simetrias de calibre, sem a necessidade de quebra de simetria, contrastanto

nesse sentido com o mecanismo de Higgs. Portanto a equa�c~ao (4.55) corrobora a equivalência

entre o modelo (4.56) e o campo vetorial massivo exposta em [9].
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Cap��tulo 5

Considera�c~oes Finais

Correntes externas n~ao representam somente fun�c~oes cl�assicas arbitr�arias, elas tamb�em s~ao

estados particulares de acoplamento entre diferentes tipos de campos. No caso da Eletrodinâmica

Quântica, temos que

L = � (i
�@� �m) � 1

4
F ��F�� � e � 
� A� ; (5.1)

onde o termo de intera�c~ao entre o campo vetorial e espinorial �e dado pela corrente fermiônica

J� = e � 
� .

Se o campo fermiônico estiver em um estado no qual

J�(x) = e � 
� =
NX
p=1

�p W
�(p) �d(x? � ap) ; (5.2)

podemos estudar o sistema (5.1) como na se�c~ao (3.3).

Uma vez que estamos interessados na intera�c~ao entre as distintas partes da fonte (5.2),

mesmo com esta restri�c~ao, a energia da parte espinorial da lagrangeana (5.1) pode ser descon-

siderado. O modelo torna-se ent~ao equivalente �a lagrangiana,

L = �1

4
F��F

�� +

� NX
p=1

�p W�(p) �
d(x? � ap)

�
A� ;
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que caracteriza as intera�c~oes el�etricas entre f�ermions est�aticos, na abstra�c~ao te�orica de estados

com posi�c~oes bem de�nidas. Da mesma forma a expans~ao dos campos em ondas planas, para

o c�alculo de amplitudes de espalhamento, �e apenas uma abstra�c~ao te�orica para estados de

momento bem de�nido. O potencial coulombiano �e encontrado em qualquer dos casos partindo-

se de (5.1).

Os m�etodos de c�alculo expostos aqui, originalmente encontrados em [5], nos permitiram

calcular a energia de intera�c~ao, intermediada por campos bosônicos, entre fontes est�aticas de

dimens~oes arbitr�arias e em codimens~oes tamb�em arbitr�arias. Os mesmos m�etodos podem ser

empregados para o estudo de campos fermiônicos [5]. A importância das express~oes encon-

tradas, de forma exata, para a an�alise de modelos em diferentes dimensionalidades �e evidente.

O tratamento de multipolos manifesta-se de forma direta em todos os casos, com o emprego

das derivadas das distribui�c~oes tipo � para as correntes externas.

Ficou demonstrado que a dependência funcional dos potenciais com a distância, a2�d para

d 6= 2, tem um car�ater puramente geom�etrico, sendo determinada exclusivamente pelo n�umero

de codimens~oes do espa�co onde encontram-se a branas. Como exemplo, podemos ver de (3.44)

que duas distribui�c~oes lineares de cargas el�etricas em um espa�co de (4 + 1) dimens~oes, inter-

agem da mesma forma que duas cargas pontuais em um espa�co (3 + 1), ou seja, a intera�c~ao �e

coulombiana nos dois casos.

Como regra geral, aplic�avel a qualquer modelo, quando h�a duas codimens~oes devemos in-

troduzir um parâmetro de massa para regularizar a integral do propagador conforme (A.14).

Isto decorre da divergência da fun�c~ao gama , �(x), na origem.

Estes resultados foram utilizados para o estudo do campo de Kalb-Ramond, que �e o campo

de calibre em Teoria de Cordas Heter�oticas [7]. Foi proposta uma nova classe de correntes

localizadas pontualmente e ainda assim capazes de serem acopladas a uma 2-forma [6]. Veri�ca-

se que a mais simples forma de intera�c~ao que este campo pode intermediar �e a mesma intera�c~ao

entre dipolos escalares.

O c�alculo direto da energia de intera�c~ao entre fontes no modelo de Cremmer-Schrek-Kalb-

Ramond, que acopla o campo vetorial ao de Kalb-Ramond, revelou de maneira expl��cita um
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mecanismo capaz de criar campos massivos de forma dinâmica, sem a necessidade de quebra

de simetria e com invariância de calibre. A simples existência deste acoplamento, mesmo que

n~ao haja fontes para o campo de Kalb-Ramond, tornaria o f�oton uma part��cula massiva [6].

Dentre a ampla gama de aplica�c~oes poss��veis para as t�ecnicas empregadas aqui, destaca-se

o estudo das intera�c~oes a 4-f�ermions, como no modelo de Nambu-Jona-Lasinio [25]. Tamb�em

�e poss��vel investigar desta forma a fenomenologia de part��culas em setores escondidos. Este

�e o caso do setor U(1) dos paraf�otons e de suas in
uências nas intera�c~oes eletromagn�eticas

[26]. Outro ponto de interesse a ser abordado �e a an�alise do comportamento das intera�c~oes

intermediadas por campos de Yang-Mills. Neste caso as propostas de propagadores para o

gl�uon podem ser estudadas de maneira anal��tica.
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Apêndice A

Integrais �Uteis para o C�alculo de

Propagadores

O objetivo deste apêndice �e expor de forma expl��cita o c�alculo da integral d-dimensional

Id(a) =

Z
ddp f(p) exp(�ip � a) ; (A.1)

onde f(p) �e qualquer fun�c~ao par do m�odulo de p. Em um espa�co com d > 2 dimens~oes, p pode

ser escrito em coordenadas esf�ericas como,

p1 = p cos(�1)

p2 = p sin(�1) cos(�2)

p3 = p sin(�1) sin(�2) cos(�3)

...

pd�1 = p sin(�1) sin(�2) � � � sin(�d�2) cos(�d�1)

pd = p sin(�1) sin(�2) � � � sin(�d�2) sin(�d�1) ;

onde 0 � �1 � �, 0 � �2 � �, ..., 0 � �d�2 � � e 0 � �d�1 � 2�. Com isto, o elemento de
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volume passa a ser

ddp = (p)d�1 dp
d�1Y
i=1

sind�(i+1)(�i) d�i : (A.2)

Por simplicidade, e sem perda de generalidade, adotemos um sistema de coordenadas no qual

a = (a; 0; � � � ; 0). Neste caso, a integral (A.1) torna-se

Id(a) =

"Z 1

0

dp (p)d�1f(p)

 Z �

0

d�1 sind�2(�1) exp
h
�ipa cos(�1)

i!#
 Z �

0

d�2 sind�3(�2)

! Z �

0

d�3 sind�4(�3)

!
� � �
 Z �

0

d�d�2 sind�3(�d�2)

!
 Z 2�

0

d�d�1

!
: (A.3)

Substituindo as f�ormulas [20],

Z �

0

d� sin2�(�) exp
h
�ix cos(�)

i
= �1=2�

 
� +

1

2

! 
x

2

!��
J�(x) ; � > �1

2

Z �

0

d� sinm(�) = �1=2
�[(1=2)(m+ 1)]

�[(1=2)(m+ 2)]
; m = 1; 2; 3; ::: (A.4)

em (A.4), e efetuando a mudan�ca de vari�aveis u = ap, obtemos

Id = (2�)d=2
1

ad

Z 1

0

du ud=2J(d=2)�1(u)f

 
u

a

!
; d > 2 : (A.5)

Quando d = 2, a integral (A.1) �ca

I2 =

Z 1

0

dp p f(p)

Z 2�

0

d� exp
h
�ipa cos(�1)

i
; (A.6)

em coordenadas esf�ericas, e a primeira express~ao em (A.4) fornece

Z 2�

0

d� exp
h
�ix cos(�1)

i
= 2�J0(x) : (A.7)
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Efetuando novamente a mudan�ca de vari�aveis de integra�c~ao u = ap, obtemos

I2 =
2�

a2

Z 1

0

du uJ0(u)f

 
u

a

!
: (A.8)

Para d = 1, basta utilizar a paridade de f(p), e efetuar a mesma mudn�ca de vari�aveis, para

obter

I1 =

Z 1

�1

dp f(p) exp(�ipa)

=
2

a

Z 1

0

du f

 
u

a

!
cos(u) : (A.9)

Substituindo o cosseno na forma,

cos(u) =

r
�

2

p
uJ�1=2(u) (A.10)

em (A.9), encontramos

I1 =
(2�)1=2

a

Z 1

0

du u1=2J�1=2(u)f

 
u

a

!
(A.11)

Combinando (A.5), (A.8) e (A.11), a express~ao geral para (A.1) toma a forma

Id =

Z
ddp f(p) exp(�ip � a)

= (2�)d=2
1

ad

Z 1

0

du ud=2J(d=2)�1(u)f

 
u

a

!
: (A.12)

Para o caso em que f(p) = (p2 +m2)�1, podemos utilizar [24]

Z 1

0

du
u�+1J�(u)

u2 + x2
= x�K�(x) ; (A.13)
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v�alida para x > 0 and �1 < � < 3=2, donde obtemos

Z
ddp?

1

p2
? +m2

exp(�ip? � a) = (2�)d=2a2�d
Z 1

0

du
ud=2J(d=2)�1(u)

u2 + (ma)2

= (2�)d=2md�2(ma)1�(d=2)K(d=2)�1(ma) ; (A.14)

v�alida para 0 < d < 5 e m > 0.

Com [24] Z 1

0

du u�J�(u) = 2�
�
�
1=2 + �=2 + �=2

�
�
�
1=2 + �=2� �=2

� ; (A.15)

e fazendo f(p) = p�2 em (A.12), obtemos

Z
ddk?

1

k2?
exp(�ik? � a) = (2�)d=2a2�d

Z 1

0

du u(d=2)�2J(d=2)�1(u)

= (2�)d=2 2(d=2)�2 �

 
d

2
� 1

!
a2�d ; (A.16)

v�alida para 2 < d < 5.
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