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Resumo

Este trabalho investiga a energia de vacuo em campos quanticos acoplados linearmente
a correntes externas, paralelas e estaticas, concentradas ao longo de branas D-dimensionais
em codimensoes arbitrarias. O campo escalar é o primeiro modelo estudado. Com este, sao
encontrados os potenciais entre correntes que descrevem cargas e dipolos interagindo através
de um campo bosonico, de spin-0, massivo ou nao. Os resultados sao entao estendidos para o
caso de campos vetoriais, onde as interagoes classicas surgem como um caso particular.

Em seguida o campo de Kalb-Ramond é considerado de forma andloga, e uma nova classe
de correntes singulares é proposta. Por fim, estas novas fontes sao investigadas no contexto do
modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond. Apresentando um mecanismo capaz de gerar campos
massivos e ainda assim consistente com simetrias de calibre, este modelo descreve o campo
eletromagnético acoplado ao de Kalb-Ramond, a partir de onde surgem novas formas de in-

teracao.



Abstract

In this work it is investigated the vacuum energy of quantum fields linearly coupled to static
and paralel external sources, concentrated along D-dimensional branes in arbitrary codimen-
sions. The first model studied is the scalar field. With this one it is found the potentials
between currents, describing charges and dipoles, interacting through a spin-0 bosonic field,
massive or massless. The results are extended for the case of vector fields, where the classical
interactions appear as a particular case.

Then the Kalb-Ramond field is considered similarly, and a new class of singular currents is
proposed. Finally, these new sources are investigated in the Cremer-Sherk-Kalb-Ramond model
context. Introducing a mechanism able to generate massive fields and still be consistent with
gauge symmetries, this model describes the electromagnetic field coupled to the Kalb-Ramond

one, from where new forms of interactions arise.



Capitulo 1

Introducao

It is inconceivable that inanimate brute matter should, without the mediation of something else which is
not material, operate upon and affect other matter without mutual contact... That gravity should be innate,
inherent, and essential to matter, so that one body may act upon another at a distance through a vacuum,
without the mediation of anything else, by and through which their action and force may be conveyed from one
to another, is to me so great an absurdity that I believe no man who has in philosophical matters a competent

faculty of thinking can ever fall into it. [1]

Isaac Newton

Cenario subjacente a todos os processos que se desdobram no teatro classico, e tomado a
priori, o conceito de vacuo como algo desprovido de estrutura foi sendo elaborado até tornar-se
um elemento central nos modelos que orientam o entendimento contemporaneo sobre a natureza
das interacoes fundamentais. Em Relatividade, o vacuo torna-se uma entidade dinamica através
de uma geometria inerente cuja métrica se relaciona ao tensor energia-momento. Em Teoria
Quantica de Campos, o vacuo passa a ser o estado de vdcuo, um dentre os possiveis estados
acessiveis as entidades elementares desta teoria; os campos. Estes, por sua vez, sao sistemas
continuos, e como tais, descritos por um nimero infinito de graus de liberdade, cada qual
comportando-se como um oscilador quantico. Um conceito introduzido originalmente em 1926

por Born, Heisenberg e Jordan [2, 3].



Em 1911, Planck [2] prop6s de maneira ad hoc a existéncia de uma energia remanescente
do estado fundamental de sistemas periddicos, que posteriormente pode ser deduzida a partir
dos postulados da Mecanica Quantica. Campos quanticos tém como heranca imediata de sua
concepgao esta mesma energia de ponto zero, ou energia do estado de vacuo, que introduz na
teoria uma quantidade divergente a ser normalizada.

Podemos entender uma variedade de fenomenos observaveis como manifestacoes dessa ener-
gia caracteristica do estado fundamental dos campos. Destacando-se o desvio Lamb no espectro
atomico, a alteracao do momento magnético do elétron, e o conjunto de efeitos conhecidos de
maneira geral como Efeito Casimir. Recentemente, uma confirmacao direta da existéncia da
energia de ponto zero foi anunciada com a observagao do chamado efeito Casimir dinamico [4].

Diferentes alteracoes nesta energia causadas por fontes ou sorvedouros de campo, ou ainda,
condicoes de contorno que restringem os modos normais em certas regioes do espaco, sao res-
ponsaveis por diferentes formas de interacao. E um fato notdvel que isto nos permita nao
s6 entender a natureza quantica das interagoes fundamentais, como também a origem das
interacoes cldssicas entre objetos macroscopicos, dirimindo por completo o problema da acao a
distancia.

Ao longo deste texto, o formalismo funcional da Teoria Quantica de Campos é empregado no
calculo da energia de interacao entre branas estaticas e paralelas em um espaco de Minkowski
-1

com dimensao arbitraria e métrica diagonal (1,—1 , ., —1). A Unica exce¢do encontra-se

)
no final do tltimo capitulo, onde nos restringimos a um espaco (3 + 1). Isto resulta em uma
importante generalizagao no que concerne a modelos com diferentes dimensionalidades. Estes
sao laboratorios tedricos prolificos e tém sido aplicados a uma ampla gama de cendrios na
fisica da matéria condensada e de altas energias. O nimero de dimensoes das branas é aqui

representado por D, e as codimensoes do espaco por d. Os vetores espaciais perpendiculares e

paralelos as branas sao representados respectivamente por,

x| = (a9 2% (1.1)



No primeiro capitulo é encontrada a energia de vacuo do campo escalar real em d + D + 1
dimensoes, acoplado a N correntes externas que, dependendo de suas formas, representam
cargas ou dipolos [5]. O segundo capitulo inicia com uma discussao sobre teoria de calibre
onde é exposto o método de Faddeev-Popov, posteriormente aplicado a quantizacao do campo
eletromagnético. Isto nos permite calcular a energia de vdcuo para cargas e dipolos elétricos
em d+ D +1 de maneira andloga ao campo escalar, e como caso particular, obter os potenciais
classicos a partir da quantizacdo do campo vetorial acoplado a correntes externas [5].

No terceiro capitulo sao obtidos resultados originais [6] para o campo descrito por uma 2-
forma, também conhecido por campo de Kalb-Ramond [7]. O procedimento adotado baseia-se
nos métodos descritos nos capitulos anteriores. Devido a sua versatilidade este campo tem sido
objeto de intensa pesquisa, o que se reflete na vasta literatura a seu respeito. O fato topoldgico
bem conhecido de que uma 2-forma nao pode ser acoplada a objetos pontuais é apresentado de
uma perspectiva diferente, nao geométrica. Todavia, além de cargas e dipolos e em contraste
com o pensamento usual, este capitulo final apresenta uma nova classe de fontes pontuais,
definidas com o uso de pseudo-formas, que acomplam-se ao campo de Kalb-Ramond.

A dltima parte do terceiro capitulo é dedicada a investigacao das formas de interacao in-
termediadas pelo modelo de Cremer-Scherk-Kalb-Ramond [8], formado com o acoplamento do
campo eletromagnético ao campo de Kalb-Ramond. Considerado como a generalizacao do mod-
elo de Chern-Simons em (3 + 1) dimensoes, ele contrasta com o mecanismo de Higgs por ser
capaz de gerar campos massivos de maneira dindmica [6, 9]. Sua utilidade aparece em diversos
cendrios, como em modelos supersimétricos [10, 11, 12], cordas cdsmicas [13], cosmologia [14] e

modelos em espago-tempo nao comutativos [15].



Capitulo 2

Interacoes Entre Correntes Escalares

Com base em seu valor tedrico inestimavel, o campo escalar é a escolha natural como ponto
de partida para este texto. A primeira secao deste capitulo investiga o que pode ser considerado
como a origem quantica para o conceito macroscopico de forca. Com base nestes resultados,
nas duas ultimas secoes sao obtidas as energias de interacao, intermediada por campos massivos
e nao massivos, entre correntes estatica e paralelas que representam cargas e dipolos escalares.
Os potenciais encontrados aplicam-se a espacos com dimensoes arbitririas [5]. O interessante
caso do modelo A\¢* pode ser encontrado em [5], e o tratamento de quadrupolos encontra-se em

[16].

2.1 A Origem da Forca

Em sua forma funcional, a toria Quantica de Campos tem como quantidade basica o funcional
gerador Z = ¢ = (0[0);, que representa a amplitude de transicao do vdcuo para o vacuo na
presenca de uma fonte externa J e no limite T — oo. Sendo o estado de vacuo normalizado,

fica estabelecida a relacao entre o funcional gerador e a energia,

2= 20 = oW = (0l |0y = BT (2.1)



que conduz diretamente a energia de vacuo normalizada de modo conveniente:

@ _ m — 1 = W0 — (ol tHT|) = ¢ iET _
Z[0] ~ (0[0) 1 (0] |0) = EF=0. (2.2)

Vamos caminhar em direcao a origem da forca investigando detalhadamente as alteracoes
desta energia, causadas por perturbacoes no campo em seu estado de vacuo. O protétipo para

isto sera o campo escalar livre, descrito por
1 1 5,

Nosso interesse agora ¢ encontrar o valor esperado do campo no vécuo,

[ D¢ () ]

Olotelo) = LT E— 2.4)
onde S é a acao associada a lagrangiana (2.3)
S[g] = / 'z L. (2.5)

E possivel escrever a equagao (2.4) de forma mais conveniente acrescentando impunemente

a lagrangiana (2.3) um termo arbitrdrio de corrente externa, J@,
L= % " 40, — % m2¢* + Jé | (2.6)
a acao torna-se entao um funcional também de J
S, J] = / d'z L. (2.7)
Definindo o funcional gerador como o denominador de (2.4) dependente dessa nova acao, S[¢, J],

210 = (0[0), = N / D 5197 (2.9)



o numerador é obtido por diferenciacao funcional,

0Z[J]
6J(z)

N / Do ¢(z) 5191, (2.9)

Das equagoes (2.4), (2.8) e (2.9), deduz-se que

(0l6(x)[0) = (5(2_[?] ﬂé’]))

A saber, derivadas de ordem superior resultam em funcoes de correlacao em tempo ordenado

(2.10)

J=0

ou funcoes de Green no vacuo, que compoem a matriz S

0[T[p(x)..0()]|0) = (;ﬁ; 5J?;)Z..[.?(y))

(2.11)

J=0

O ponto crucial aqui é notar que estamos calculando as fun¢oes de Green no vacuo para
campos livres com um funcional Z dependente de uma fonte .J introduzida ad hoc. A equacao
(2.10), por exemplo, fornece o valor esperado do campo escalar livre no vécuo, definido com a
lagrangiana de Klein-Gordon (2.3) onde nao ha fonte externa.

O passo seguinte em direcao a origem da forca é perturbar o vacuo, generalizando o modelo

descrito por (2.6), com a inclusdo de uma fonte externa realmente fisica, .J;,

o
I
|

L 060,0 — 5 M+ (g + )9

= — 0"p0,b — % m2¢? + Jro, (2.12)

N | —

onde definimos Jr = J; + J. O objeto fundamental é portanto o funcional Z[.Jr|, através do
qual podemos obter as demais quantidades de interesse. Para o caso escalar, da lagrangiana

(2.12) e equagao (2.8), apés uma simples integracdo por partes obtemos

ZlJs, J] =N / D ¢t ' 300" Qutm?)o+Ira] (2.13)

10



Por causa do fator de fase oscilatério na exponencial, esta integral ndo é bem definida. Para
contornar este problema, podemos fazer uma rotacao de Wick, ou adicionar a massa um termo
imagindrio que assegura a convergéncia da integral com um declinio adequado da exponencial.
Os célculos a seguir assumem de forma implicita a soma deste termo imagindrio, i€, a massa

no propagador de Feynman

d*k e—ik(a:—y)
AF('I - y) = / (27T)4 k2 — m2’ (214)

e com uma translacao conveniente do campo,
a) = 6(o) + [ d'y Al = ) n(o) (2.15)
o funcional gerador toma a forma simplificada,

Z[J;, J] = Z]0,0] e~ 2 d [ d'e d'y Ir@)Ar@=y)ir() (2.16)

Donde podemos recuperar a equagao (2.1) definindo o argumento da exponencial, a menos da

constante i, como

Wipdl = =3 [ [ d dy s@aete - i) (2.17)

Substituindo (2.16) em (2.10), com Jf = 0, temos

R 5J(x))

= 0. (2.18)

Um resultado em nada surpreendente, mas que merece atencao maior. Como 0s campos

11



nao sao nulos no vacuo, excetuando o campo identicamente nulo que é uma trivialidade sem
relevancia fisica alguma, a relacao (2.18) significa que ha flutuagao em torno de zero. A ampli-

tude da qual esta relacionada ao desvio quadratico médio

0? = (0l¢(z)¢(2)[0) — ((0l(x)]0))*, (2.19)

por (2.18), o 1ltimo termo é zero, e como

52Z[J]

(0|T[p(x)p(»)][0) = (2_[2]25J(:E)J(y)>

J=0

e
= Z[J] <—ZAF(93_ZU)))Z[J]

= Ap(x —y), (2.20)
resulta que,
02 = {0]¢(x)d(x)]0) = iAr(0) = ioco. (2.21)

Vemos que a amplitude das flutuagoes do campo no vacuo é infinita, divergéncia esta que sé
pode ser sanada com métodos de renormalizacao [3, 18, 19].

No caso do campo com fonte externa J;, obtemos

Ol = Zméﬂ@)

= = [y Aele - st (2.22)

Desta forma concluimos facilmente que a fonte J; produz flutuacoes no campo, alterando seu
estado fundamental. Como consequéncia, a energia se altera de acordo com a forma funcional

de Jr. Um fato que torna-se explicito quando escrevemos a expressao para a energia a partir

12



das relagoes (2.1) e (2.17), e comparamos com a equacao (2.22)

E=—2W = %//cﬂx d'y Jr(x)Ap(z —y)J;(y)

1
=~ [ 4 T 0l (2.23)

Esta é a origem da forca: alteracoes nas flutuacoes do campo em torno de seu estado de
vacuo, causam variagoes na energia conforme a equacdo (2.23). Tais alteracoes sdo causadas
por pertubacoes devido a presenca de fontes ou sorvedouros dessas mesmas flutuagoes.

Fica evidente que na expansao pertubativa, utilizada para o calculo dos elementos da matriz
de espalhamento S, estas fontes externas sao responsaveis pelo aparecimento de particulas
virtuais. Estas surgem devido a existéncia de fontes que alteram o campo em relacao ao
seu estado livre. Em termos de diagramas de Feynman, elas introduzem linhas que nao sao
conectadas aos estados iniciais ou finais do processo [17]. Portanto, de maneira equivalente,

podemos interpretar a origem da forca como a transferéncia de momento intermediada por essas

particulas.

2.2 Cargas Escalares

Existe grande liberdade na forma que a corrente J pode assumir. Distribuigoes tipo delta
estaticas d-dimensionais acopladas linearmente ao campo escalar real, e em codimensoes ar-

bitrarias, serdo o objeto desta secao. A lagrangiana
1 1 al
L= §(au¢)(a“¢) - §m2¢2 + (; Op 5d(XL - ap)) ¢, (2.24)

define o modelo a ser estudado, onde o, sao as constantes de acoplamento entre as distribuicoes

delta e o campo. A corrente

J(@) =) o0, 5 x1 —a,), (2.25)

13



simula assim um conjunto de cargas estaticas, espacialmente distribuidas [5].

Consequentemente, a equacao (2.23) nos permite escrever

N
E = %//dm“d“x dPritly [Zapé(
p=1

V| Ap(z — [Z 040 q)]
= Zzgpgq%zp,q, (2.26)

p=1 ¢=1

onde definimos

I //dD+d+1x APy 5@ (x) —a)Ap(z — y)d D (yL —a,) . (2.27)

A expressao (2.26) contém termos de auto-interagdo quando p = ¢, eles correspondem & in-
teracao de uma delta consigo mesma e devem ser excluidos das contribuicoes a energia porque
nao contribuem para a forca de interagdo entre as cargas. Isto pode ser feito da maneira usual

com o emprego da delta de Kronecker, com a qual a energia (2.26) passa a ser

1
E—E= Z Z 73041 = 0pg) 3 Ty (2.28)

p=1 ¢=1

Elaborando (2.14) em (D + d + 1) dimensdes, o propagador de Feynman assume a forma

Ap(z —y) =

dP+d+1E eik(mfy)
/ (2m)PHd+1l |2 — m?

_ /dko /d al /dk)[i exp ik’ (2° — y°)] exp [~iky - (x) = y))]

exp [—iky - (x1 —y1)]

()2~ 18 — 12 -

(2.29)

Substituindo na integral (2.27), obtemos

/ / dz® dy° / / d°xd"y| / / dix_ dly, 8D (x. —a,) 6D (yL —a,)

14



/ c / - / des ~ exp [1k°(z° — y°)] exp [~k - (xy = )]

exp [—iky - (xL —y1)]

()2 —18 12 —

(2.30)

As integracdes em d?x, e d%y, sdo triviais, as em dz° e dDXH sao efetuadas com o auxilio de

ar ks (2.31)

§(k) = o

donde resulta que,

Lo = [ [y [ [ [ a5 eaee) @)

_ _ exp [—ik, - (a, — a,)]
exp (—szyO) exp (zkH ~y|\) (k())Q — kﬁ _ kpi _ :ng

'k |
=~ [a [, / o k2 o exp ik (ay —a)] (2.32)

Observando que, o volume L? da brana D-dimensional é a integral em d”y, o tempo T

corresponde a integral em dy°, e definindo a,, = a, — a,, a equagao acima pode ser ainda mais

simplificada,

7, o 4k L (—ik, - ay) (2.33)
P (2m)? k% + m? P LS '

Com este resultado, a energia (2.28) torna-se:

l\')l»—t

S d'k, 1 N
z::; pull = 0o (2m)¢ k3 + m? exp (—ik L - ayq) - (2.34)

Para evitar divergéncias que ocorrem devido a extensao infinita das branas, fato comum

também em teoria cldssica de campos, facamos uso da energia por unidade de volume, ou

15



densidade de energia, £, em lugar da prépria energia E:

E 1 & A%, 1 ,
&€= JZE) Z Zapaq(l B 6M)/ (2m)d k% + m? exp [—ik - ay] - (2.35)

p=1 ¢=1

A partir deste ponto, os dois tipos de campo, massivo e sem massa, requerem tratamentos
diferentes.

Passamos agora ao tratamento do campo massivo. Definindo-se
Ga(x) = &' Kigpi () (2.36)

a integral em (2.35) pode ser calculada com a relagao (A.14),

* g gz (w)

u? + (ma)?

1
d%k, ————exp(+ik, -a) = (27r)d/2a2_d/ , 0<d<bm>0
/ ka_ + m2 0

= (2m)"Pm2 (ma) " P K 42) 1 (ma)

= 2m)Y?m? 2Gy(ma) , (2.37)

onde J,(z) é a fungao de Bessel de primeira espécie, e K,(z) a fun¢do de Bessel modificada
120].
E fato notdvel que, muito embora a integral do lado direito de (2.37) tenha sido obtida com
a restricao de que 0 < d < 5, e m > 0, a expressao final seja vdlida para qualquer d inteiro.
Ela pode, portanto, ser considerada uma extensao analitica para a integral do lado esquerdo de
(2.37), definindo a energia de interacao entre correntes tipo delta de dimensao d qualquer.
Finalmente, basta substituir (2.37) em (2.35) para encontrar a energia de interagao, por

unidade de volume, entre as correntes:

E(op,0q,Qpg,m #0,d, N) = —= e Z Zapaq(l — 0pg)Ga(may,) (2.38)

(N}
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Uma certa brana, localizada por um vetor perpendicular a,, sofrerd entdo a acdao de uma forca

por unidade de volume, ou densidade de forca, que toma a forma simplificada

Fn = — izN:g Atk
© Dag, “— Qe
()
N N N
1 - 0G a(mapq) ask
= - 0,0, -
5 G ZZZ w1 = 0) gy B an
N N N
1 - Gy ag
= = 0p0 ———— M(0kp0eg + OkqOep) —
2 d/2 ;;; P q a(mapq) ( kpUYlq kq Zp) Otk
1 md—l ZN:[ (1 5 )+ (1 5 )] aGd Ayg
= - —— oroe(l — oop(l — —
2 (2m)ie 2= kO¢ ke Ok tk d(may,) a
k£
md-1 al 8Gd ay
= 1 §0) —2d Sk
(2r) 77 Z: okt =0 B an
kAL
— 1 zN: 00k (mwk)d/QKd (mag) Ak (2.39)
= _ ) Ly .
(2m)i0? = agy ! / a
()
onde utilizamos a derivada de (2.36)
aGd(:L’) _
5y = A, (x) (2.40)

Tomando o limite m — 0, é possivel obter as mesmas quantidades para o campo nao massivo

observando-se que quando & — 0, a expansao da funcao de Bessel modificada pode ser truncada

em seus primeiros termos [20],

K, (¢) 2" My — 1) 7V + .

Ko (&)

onde v é a constante de Euler-Mascheroni.

17

Iné—~v+in2+..,

, v#0
(2.41)

Sendo assim, com o auxilio da fun¢ao gama, a



fungdo K(4/9)—1(may,) pode ser escrita como

I'(4—1)20@/2-2
K(d/2)—1(mapq) ~ (mapq)(d/g)_l ) d 7£ 2 >

Ko(may,) = —1n(%) -y ,d=2. (2.42)

Para o caso em que d # 2, substituindo a primeira equacao em (2.42) na desnsidade de energia

(2.38) obtemos

P((d/z) . 1) 2(4/2)-3 N
(2m)/? ad

E(0p,04,ap,m =0,d#2,N) = —

Para d = 2, utilizando a segunda equacao em (2.42) e introduzindo uma constante arbitraria

agy, com dimensao de comprimento

N N
(L35 .
E(0p, 04, tpg,m — 0,d = 2,N) = T}IILHO(E — Z: Upaq(l_(qu)ln(ai;)

A qltima parcela do lado direito é divergente no limite m — 0, e irrelevante para a forca por

ser totalmente independente da distancia entre as branas, podendo assim ser ignorada

N

N
1
E(op, 0qy apg,m — 0,d =2,N) = o Z Zapoq(l — 0pg) In (%) : (2.45)
™ 0
p=1 ¢=1

A forca sobre a brana £, no caso nao massivo e para qualquer valor de d, é obtida diretamente

de (2.43) e (2.45)
T(d/2)242-1 &L oy0p ay
(27T)d/2

f(g) = — (2.46)

a1 ;
o Qe ek
[

que também pode ser encontrada tomando-se o limite m — 0 em (2.39).

As aproximagoes acima podem ser corroboradas por cdlculo direto com a equacao (A.16),
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valida para o caso d # 2

1 o0
/ddkj_ = exp(+ik, -a) = (27r)d/2a2d/0 du w72 T 4y (1)
Il

d
::(%ﬂﬂzwm2r(§—1>a2d,2<d<5. (2.47)

Substituindo (2.47) em (2.35), a energia (2.43) é obtida de maneira trivial. De forma semelhante

a0 caso com massa, apesar deste resultado ter sido deduzido com a restricao, 2 < d < 5, o lado

direito da segunda linha expressao em (2.47) é valido para todo d # 2,0, -2, —4....
Concluimos desta forma com os seguintes casos particulares em (3+1) dimensoes, para o

tipo de interacao intermediada por um campo escalar com correntes externas do tipo (2.25):
1. Energia entre duas fontes pontuais, (d =3, D =0 e N = 2):
e Caso massivo (potencial de Yukawa)

0109 exp(—ma)

E= y - , (2.48)
e Caso nao massivo
1
E:—ﬁfa. (2.49)
2. Densidade de energia entre duas linhas paralelas, (d =2, D=1 ¢ N =2):
e Caso massivo
5-——222Kdm@, (2.50)

e (Claso ndo massivo

8:0”2m<3>. (2.51)

Qo

3. Densidade de energia entre dois planos paralelos, (d =1, D =2 e N = 2):
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o Caso massivo

£ = —021:; exp (—ma) , (2.52)
e (Claso ndo massivo
£= 01202 a. (2.53)

E curioso notar que, embora exista o vinculo [ = D 4+ d+ 1, onde [ é a dimensao do espaco,
a forma da energia de interacao entre cargas (2.38), (2.43) e (2.45), nao depende da dimensao
D das branas. Por exemplo; se tomarmos duas fontes , (N = 2), em um espago de (4 + 1)
dimensdes, com 3-codimensoes espaciais, (d = 3), teremos duas linhas, (D = 1), que interagem

ainda segundo as equacao (2.48) para o caso de campo com massa, ou (2.49) para 0 ndo massivo.

2.3 Dipolos Escalares

Para encontrar a interacao entre uma distribuicao de dipolos, acoplamos ao campo livre uma

corrente externa

N
=" Vi) 0"0%x1 —a,) (2.54)
p=1

que depende de um quadrivetor constante V#, o qual define a direcao e magnitude dos dipolos,

N
L= % u¢a“¢ - % m2¢2 + (Z Vu(p) a“(sd(XJ_ — ap)) ¢ . (255)

p=1

O célculo da energia apresenta termos de auto-interacao, também neste caso, que devem ser

desconsiderados tomando-se

E—E= Z ) 2T Loy » (2.56)

plql
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onde

//dDerJrl:E APty 5@ (x, — a) (vu(p)vy(q)aﬂa” Ap(r — y)) 0 (yL —ay)

Pq

N / / AP g dP Ty D (x ) — ay) Vi Vigg (—K"E)

Ar(e —y) 6y, —a,). (2.57)

Utilizando o propagador de Feynman em (D + d + 1) dimensdes (2.29), a distribui¢do §(z) na

forma (2.31), e o operador

0 0
YV, = (——) : (2.58)
ba 8@},(1 8agq

a integral 7, , toma a nova forma

= [y [ary [ I A 5 [ G (2O ()6 k)

.10 0 . eXp[_ikL'(a _a)]
exp (—ik"y”) exp (ik) - y))) (k)2 — kﬁ — ksz — !

{~[(Vpy k) + (VL - ko) + Vo k]l (Vi - ki) + (VgL - ki) + Vok®]}

dik 1
= TLD/ @r) & 1o (VoL - ki) (Vigr - ki) exp[—iky - (a, — a,)]

ddkL exp [—ikL - a ]
= TL" (V(P)L ) quL)(V(Q)L ) quL)/ (27()d ki +m?2 H

= TL” (V)1 Vpa) (V@1 - Vpal) =5 Ga(ma) , (2.59)

onde a tltima integral foi encontrada em (2.37).

Substituindo em (2.56) e dividindo pelo volume da brana L, encontramos a energia de in-
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teracao entre dipolos para o campo escalar, localizados em N branas paralelas D-dimensionais,

~(magg) DKoy (magg) (Vi - (magy) ) (Vi - (mapq)>] ) (2.60)

A energia de interagao para o caso de campo nao massivo é obtida de (2.60), tomando-se o

limite m — 0, obtemos

o(d/2)—2 N N 1
£ = G N(d/2)Y ) o,04(1 - 5pq)a7
p:l q:l pPq

Vi - Voo -
[d( (”); apq)( (qt apq) —V(p)L.V(q)L] , (2.61)
Pq Prq

valida sem restricoes sobre o valor de d. Esta mesma equacao também pode ser obtida direta-
mente de (2.59), utilizando-se o resultado (2.47), apesar deste ter sido deduzido com restrigoes
sobre os possiveis valores de d.

Como uma ilustragao interessante, podemos considerar o caso de duas branas, (N = 2), de

dimensao arbitraria D, em 3-codimensdes, (d = 3), neste caso a equagao (2.60) fica

Ed=3,N=2) — SPltma) [[(ma12)2 +3(man + D] (V- 22) (v 212)

4rat, 12 aio
— (mapz+1) (V(f) . V(f)) : (2.62)
fornecendo para o caso nao massivo,
1
Ed=3,N=2m=0)=——-|(VD. V) _3(vD.a)(VP.a)|. 2.63
3
drai,

Que ¢é exatamente a energia de interacao entre dois dipolos com sinal contrario a encontrada
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no eletromagnetismo cldssico entre dois dipolos elétricos, com momentos de dipolo V(M) e V(2)
no caso de um espaco com (3 + 1) dimensoes.

Aqui, como no caso anterior de cargas, também vale notar que a energia de interacao ¢
independente da dimensao D das branas. Ou seja, alterando D em conformidade com o vinculo
| =D +d+ 1, mantemos a forma da energia £.

Todos os tipos de interacao entre cargas estdticas, encontradas até agora sao intermedi-
adas por campos com um tunico grau de liberdade. A generalizacao seguinte se faz com a
introducao de campos vetoriais, que podem apresentar invariancia de calibre. Muito embora
os procedimentos de calculo da energia de interagcao entre cargas vetoriais sejam semelhantes
aos apresentados aqui, veremos no préximo capitulo como o processo de quantizacao de tais

campos torna-se mais sutil e como a natureza das interagoes é alterada.
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Capitulo 3

Interacoes Entre Correntes Vetoriais

Campos vetoriais pertencem a representacao (%, %) do grupo de Lorentz [21]. Sendo assim,
descrevem particulas de spin-1 apresentando quatro graus de liberdade, que sao mais do que os
necessarios para a descricao dos possiveis estados de polarizacao associados ao campo eletro-
magnético. Isto faz necessaria a imposicao de vinculos que eliminam os graus de liberdade
espurios do modelo. Para esclarecer esta idéia, na primeira secao € exposto o importante caso
da eletrodinamica massiva como exemplo de modelo que nao exibe invariancia de calibre. A
segunda segao é dedicada ao método de Faddeev-Popov [3, 21, 22], capaz de eliminar estes
estados espurios de uma forma muito geral, com a introducao de campos ficticios denominados
ghosts.

As duas ultimas se¢oOes investigam a energia de interagao entre distribui¢oes D-dimensionais
e estaticas de cargas e dipolos vetoriais, em um espaco com (d 4+ 1) dimensées. Como con-
sequéncia, os potenciais da eletrodinamica classica sao recuperados a partir dos métodos fun-

cionais da teoria quantica de campos.

3.1 Invariancia de Calibre
A eletrodinamica massiva, descrita pela lagrangiana de Proca

1. 1
L= = FEy+ 5 m’Ara,
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AJO + m2) — 949”)A, (3.1)

N | —

nao sofre de ambiguidade na definicao da varidvel dinamica A", ou seja, neste modelo nao ha

invariancia de calibre. As respectivas equacoes de movimento,
0, F" +m*A” =0 (3.2)
conduzem naturalmente a um vinculo para a componente temporal A" do campo,

1
Ot +m*A" =0 == A°=-— V. .E. (3.3)
m

Tomando a quadridivergéncia das equacoes de movimento em termos dos potenciais, vemos

também que o calibre de Lorenz é automaticamente satisfeito neste caso:
0,0"0, A" — 0,0"(0,A") + m20,A" =0 = 0,A"=0. (3.4)

Por causa da presenca do termo de massa, dados os vetores de polarizacao eEfL), podemos passar

ao referencial de repouso onde k* = (m,0,0,0) para obtermos

kel =0 . (3.5)

O que fixa todos os trés estados de polarizacao possiveis em qualquer referencial por ser um
escalar de Lorentz.

Da lagrangiana (3.1) extraimos a equacao que define o propagador para o campo de Proca,
(O +m*)n” = 0"0"|Dya(x) = 85 6*(x) | (3.6)

que tem solugao por ser inversivel o operador diferencial. O modelo mostra-se diretamente
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quantizavel com o propagador no espaco dos momenta assumindo a forma

— N + (R /m?)
DHV(k) - : k2 _l;ng '

3.2 0O Método de Faddeev-Popov

Por sua vez, o campo vetorial nao massivo descrito pela lagrangiana de Maxwell,

1 v
£:—ZFN FMV7

possui invariancia de calibre de acordo com a transformacao,

A, — AP = UOAT(0) — —@UO)U(0) .

1
e
onde U(#) pertence ao grupo de simetria U(1):

. 1
U@)=e™ = A, — AV =4,+ = Ou0() .

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

O conjunto de todos os A,(f) obtidos a partir de um determinado A, por uma transformacao de

calibre forma uma classe de equivaléncia, denominada a 6rbita do grupo de calibre, que engloba

todos os modos de campo que produzem uma mesma dinamica:

SUP) = [ds (-] PR

1
= : / ' A (@) (70 — 90 A (2)

1
2

/d%AM(a:)(n“”D — 0"0")A,(x)

1
2
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= S[A4,] (3.11)
Como a medida de integracao no funcional gerador,
Z= /DAH e (3.12)
é facilmente identificada como invariante por transformagoes de calibre [19],

DA, = [[dAP (x) = [ dAM (2) (3.13)

w0, 10T

a integracao redundante sobre todos os elementos da drbita torna o funcional Z proporcional ao
volume das drbitas do grupo de calibre. Este volume é uma constante infinita que nao representa
uma dificuldade importante, podendo ser cancelada por uma normalizacao conveniente. O
problema real surge porque simetrias de calibre locais implicam em um operador nao inversivel
na parte quadritica da agdo, como pode ser visto em (3.11). Em outras palavras o operador

diferencial na expressao,

[0 — 8#9” D,y (z) = 6§ 6*(x) , (3.14)

possui autovetores na forma 0,60(z), cujos autovalores sao nulos, e portanto, o propagador para
o campo de calibre nao pode ser definido.

O método de Faddeev-Popov permite selecionar um unico elemento representante de cada
classe de equivaléncia. Isto é realizado definindo-se uma superficie que transpassa cada orbita

uma Unica vez,

FIAD =0, (3.15)

restricao esta conhecida como fixagao do calibre. Introduzindo o chamado determinante de

Faddeev-Popov, App[A,], que se define com a equacao

1= App[A,] / DO §(F[AY]) | (3.16)
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e notando que a medida de integragao no espago do grupo de calibre também ¢ invariante
(21, 19],
DO =[] do(z) =[] db' (x) , (3.17)

podemos mostrar facilmente que:

= Al (3.18)

Ou seja, App[A,] é invariante sob transformacoes de calibre. Introduzindo a unidade na forma

(3.16) no funcional gerador, obtemos
210 = N / DA, ApplA,] / DO §(FIAQ)]) ¢S4
= N / DY / DA, App[A,] §(F[AD)]) ¢Sl
= N / DA, App|A,] 6(F[A,]) eS| (3.19)
onde o volume do grupo de calibre foi absorvido na constante N.

A forma funcional do determinante de Faddev-Popov é obtida por uma simples trans-

formacao de variaveis,
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(3.20)

—1
SF
= [ det ==

Sendo App[A,] invariante, para campos A, que ja satisfazem o vinculo F[A,] = 0 temos,

F=0

SF[AD

AFP[AH] = det 50

(3.21)

0=0

Por isto podemos nos restringir a transformacoes infinitesimais para o calculo do determinante
de Faddeev-Popov. Generalizando a hiperficie que define o calibre para F [Agf)] — f(z)=0,46
possivel efetuar uma integragao funcional de uma forma gaussiana para f(z), o que tem o efeito

irrelavante de multiplicar o funcional gerador Z, por uma constante. Podemos entao escrever,
_ i [dir )12
A N/DAM ApplA,] /Df S(FIAD] = f(z)) e 7] 4" U@P cisla,]
B N/DAM ApplA,] PSIA =3¢ [ d'z (F[AL))°]

- N / DA, Appl[A,] e5+5r0) (3.22)
onde definimos a acao de fixagao de calibre,

Spe = / 'z Lo = —21—5 d'x (F[A(2)])? . (3.23)

Podemos ainda escrever o determinante App[A,] como uma integral funcional da seguinte

forma,

App[A,] = det —=Hd

sralf))

= /DE De ot d'zd'y €@) (—5—)o=0 ()

= / DE Dc e Fanost (3.24)
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onde

SF[AY
Sohost = /d4x Lohost = —/d4:z: d*y ¢(z) ( ESQM ]> c(y) . (3.25)
9=0

Os campos ¢(x) e c(y) sao varidveis de Grassmann conhecidos como ghosts de Faddeev-Popov.

Substituindo (3.24) em (3.22), o funcional gerador torna-se
Z[J,) =N / DA, D¢ De " S+5rctSnost) (3.26)
Impondo agora o calibre de Lorenz,
FlAu(0)] = 9, A" — [(x) (3.27)

de (3.23) vemos que a lagrangiana de fixacdo de calibre assume a forma

1 9
Lrc = _i (F[Au(2)])" =

1

% (8,4")% . (3.28)

Para obtermos a lagrangiana de ghost correspondente a esta escolha de calibre, notamos que
1
F[AD (2)] = 0,A"D(x) — f(2) = 8u(A"(2) + = 0"8(x)) — f () , (3.29)
e

donde conclui-se,

SF[AYD @) 1,
—r ) =0 e —y), 3.30
00) | (@ —y) (3.30)

que, substituindo em (3.25) e absorvendo o fator % na constante de normalizacao, fornece apds

uma integracao por partes

SF[AY
Sghost:/d4m Lohost = —/d4m d'y ¢(z) ( [60“ ]> c(y)
=0

= —/d4x d'y 9,c(z) 0P c(z) . (3.31)
Deste modo, a lagrangiana efetiva da teoria na presenca de uma fonte externa J*, assume a
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forma

1 1
£e - —_ FNVFV__
f H 25

; (0, 4" + 8,6(x) Dc(z) + JPA, | (3.32)

Vemos que os ghosts nao interagem com o campo dos fétons e por isto mesmo podem ser
descartados, ja que nao contribuem para a dinamica do sistema no caso do campo de Maxwell

em um espaco de Minkowiski,

1 1

Lef — L = ~1 F*F,, — 2 (9,A")?
1 s 1 P

Todavia estes mesmos ghosts acoplam-se ao campo de calibre em teoria de campos de calibre
nao abelianos, ou ao campo gravitacional quando o campo de Maxweell encontra-se na presencga

de um espaco tempo curvo. Desta lagrangiana, obtemos a relagao que define o propagador como

wY _1 mav ) = 6% §4x
70 (1 g)aa]DM() 5t 5%(a) (3.34)

ou no espaco dos momenta,

[— K+ (1 - %) k”k”] Don(k) = 8t (3.35)

onde agora o operador diferencial é inversivel, e no espaco dos momenta o propagador é

P (E— 1) k”’““] . (3.36)

Embora a constante & seja arbitraria, note que o propagador nao é definido para & — oo, que
é exatamente o caso de (3.14). Fazendo & = 1 obtemos a teoria de Maxwell no calibre de

Fermi-Feynman.
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3.3 Cargas Vetoriais

Adotando o calibre de Lorenz, e acoplando ao campo a corrente

N
Tulr) = {Z op Waip 0%(x1 - ap)} ) (3.37)
p=1
a lagrangiana passa a ser
1 1 N
E = —ZFMVF'MV — %(GMA“)Q — (pz; O'p Wﬂ(p) (Sd(xL _ ap))AlL , (338)

onde o vetor constante W, localiza-se sobre a distribuigao de cargas, ou seja W = 0.

Com o propagador do féton,

y aPritlg 1 ” k*EY ,
D¥(z —y) =— / (2m)i D 2 N = (1= &)= | expl—th(z —y)] , (3.39)
a energia de interagao entre as correntes .J, torna-se,

1
EFE = =W
T

|
= 5 [ [y @D - )
1 N
= a7 / / A d'y [Z ap Wy 0/(x1 — a,) [ DM (z —y)
p=1
N
{Z g Wie) 6d(XL - aq)}
g=1

N N 1
= > > 030y 3 Lo (3.40)

p=1 ¢=1

onde definimos,

1
T, = T //d% d'y W) 6%(x1 — a,) D" (x — y) W) 6%(x1L —a,) . (3.41)
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Como no caso do campo escalar, aqui também devemos eliminar os termos de auto-interacao,

p = q, fazendo

) 1
E—E= Z Z 030 (1 = 0pg) 5 Ty - (3.42)

p=1 g=1
Adotando o chamado calibre de Feynman em (3.39), ou seja £ = 1, e procedendo de forma

semelhante a empregada em (2.32), a integral 7, , fica

I, = —//d:vo dy® //de|dDy| //ddeddyL (5(d)(XJ_ —a,) 5(d)(yL—aq)

A [ dk dk | , : ‘
/ / H / T Wi Woig 1 exp [—ik®(z° — y°)] exp [ik)| - (x) — yy)]

1
(k)2 =13 — K

_ / da” / "y, / dk? / dk| / dde W W@ (2m)3 (k) (2m) P67 (k)

exp [ik; - (XL —y1)]

‘ : ‘ 1
exXp [_Zkoajo] exp [_ZkH ’ YH] exp [Zkl_ ) (ap - aq)] (ko) k2 k2
[
dk, 1 .
= TLPW, W+ / i i P [k -2y, . (3.43)

Substituindo em (3.40), dividindo pelo volume da brana e com o auxilio de (A.16), encontramos

a densidade de energia de interagao entre as correntes .J,,
N N
1 d'k, 1 ,
£=3 DD a0 W WO (1 - 5pq)/W 2 P [—ik | - ay,]

N N
1 _ d )
= —(27r)d/2 o(d/2)-3 F(§ — 1) ZZ (1-— 5pq)gpanu(p)Wu(q) azqd 7 (3.44)

valida para todo d # 2.

Quando d = 2, introduzimos no propagador do fé6ton um parametro de massa m que regu-
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lariza a integral em (3.44),

dD+d+1k 1 BV .
DM (z —y;m) = _/ (2m)d+D+1 |2 — 2 [nw - (1= f)?] exp[—ik(z —y)] (3.45)

e calculamos novamente a integral Z, , no calibre de Feynman, para obtermos

dk | 1
(2m)? k2 + m?

Tpq = TLPW, i WHD / exp [ik, - a,,] - (3.46)

Utilizando a férmula (A.14), e a expansao (2.58), obtemos para a densidade de energia com

d=2,

IR " dlk, .
£ = 2 ;; 0 Wop W (1 _5pq)/ (2m)d K2 + m? exp [—ik | - ay]

N N
) a ma
- B (@) 1: pq _0
- L ZZ (1= 8,0) 0,0, W) W4 J%%mo [1n<—a0> + ln( 5 ) + 7}

N N
1 a
= 0 DN (1= 8500y W WHD {ln(al()q)} , (3.47)

onde descartamos, aqui também, os termos independentes da distancia a,,, por serem irrele-
vantes para a dinamica do sistema.

As equages (3.44) e (3.47) conduzem naturalmente aos potenciais da eletrodinamica cldssica,
quando os possiveis valores das dimensoes d para as correntes sao considerados de maneira ad-

equada em um espaco de dimensao (3+1):

1. Energia entre duas fontes pontuais, (d =3, D =0 e N = 2):

L (3.48)

2. Densidade de energia entre duas linhas paralelas, (d =2, D=1 ¢ N =2):
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£=-21% 1n<ﬁ> . (3.49)

2 agp

3. Densidade de energia entre dois planos paralelos, (d =1, D =2 ¢ N = 2):

(3.50)

3.4 Dipolos Vetoriais

Em analogia ao caso escalar, correntes vetoriais que descrevem distribuigoes de dipolos sao
caracterizadas por um quadrivetor constante V¢, que define a magnitude e direcao dos dipolos,

no lugar de uma simples constante de acoplamento o,

N
=> W ye o, [5‘1(xL — ap)} . (3.51)
p=1

Ainda no calibre de Lorenz, a lagrangiana com esta corrente torna-se

1
L= ——F, " —

; L (9,am +Z W) Ve g, [(sd(xL - ap)} . (3.52)

2€

Basta, portanto, eliminar os termos de auto-interacao

E—E= ZZ Spg) 2T Ty (3.53)

p=1 ¢=1

e calcular a integral

//dD+d+1x APy 5@ (x, —a,) 6 (y, —a,)

WH® v () 175 Vﬁ <a 95 DM (z — y))
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WHE) @ V(g)v(/;) (kaks) D™ (z — y) . (3.54)

Para isto, utilizamos o propagador do f6ton (3.45) no calibre de Feynman, e o operador (2.58)

como segue,

= [ [y 2 [ 5 [ G (2600 mPa7q)

exp [tk - (a, — a,)]

(K0)? —kj — kT

exp (ik%y") exp (—iky - y) (—
{Ve k) + (Vi - k1) + Vo k'l (Vi) - k) + (Vg - ki) + Vo ]}

1 .
= (V)L ki) (Vigo - ki)explik, - (a, — ay)]

ddkj_ exp [ij_ . apq]
(2m)4 ki

= —TL” W""W,) (Vp)L - Vpar) VgL - Vpal) / (3.55)

Substituindo em (3.53), dividindo pelo volume da brana L?, e utilizando (A.16), a densidade

de energia torna-se,

N N N(p) dko_ eXp [ZkJ_ ‘ apq]
—= ) D (1= 85) WHOIW,) (VL - Vi) (VgL - Vipgs) - 5
(2m) k|

p=1 ¢=1

B 2(d/2)—3F d )
o (2m)92 T\ 2

B z(d/zmF d ,
T (2m)dz T\ 2

l\')l»—t
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o(d/2)-2

_ —d
(27 d/2 ( ) - Z (1= 0p) W W q) Upq
p=

g=1

(3.56)

expressao esta valida para todo d, muito embora o resultado para a integral em (A.16) tenha
sido deduzido com a restri¢ao d # 2.
E possivel verificar a validade de (3.56), também para d = 2, adotando-se 0 mesmo proced-

imento que leva a (3.47), neste caso

3

N N
1 a
£ = 4_22(1 = 8pg) WHPI Wy (Vipy1 - Vg ) (Vg - Vi) [m(ﬂﬂ

p=1 ¢=1

1 L& 1
= i 22(1 _6pq) W“(p)Wu(q) a2
p=1 ¢g=1 pq
Vi - Vi -
Vil VgL — 2 (»)L " 3pg V(p)L - 3pq d=2. (3.57)
Upq Upq

O que confirma a generalidade de (3.56) como a expressao que descreve a interagao entre dipolos
elétricos, estaticos e uniformes, distribuidos ao longo de branas paralelas D-dimensionais. O
resultado cldssico pode ser obtido fazendo, D = 0, d = 3, N = 2 e WHP) = [y = pro

implicando em

- (Vi Vi) =3(Viy a1z (Viay - s )| - (3.58)

4ras

A generalizacdo para o caso de quadrupolos pode ser encontrada em [16].
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Capitulo 4

Interacoes Entre Correntes Tensoriais

O campo tensorial anti-simétrico, descrito por uma lagrangeana que apresenta invariancia
por transformacoes de calibre, tamhbém pode ser considerado uma generalizacao natural do
campo escalar. Ambos apresentam um tnico grau de liberdade. Neste capitulo observaremos
diversas peculiaridades originais [6] deste campo.

Na primeira se¢do é apresentada a sutil quantizacao do campo de Kalb-Ramond [23], através
do método de Faddeev-Popov. Outras formas podem ser encontradas na literatura [21]. Na
segunda secao estudamos a interacao entre cargas tensoriais, e na terceira entre dipolos. A
quarta secao expoe um novo tipo de corrente singular para este campo, e calcula a energia de
interacao entre estas fontes. A ultima secao investiga o interessante modelo de Cremer-Sherk-

Kalb-Ramond com fontes deste novo tipo.

4.1 A Quantizacao do Campo de Kalb-Ramond

Vamos aqui analisar a quantizacao da teoria de calibre do campo tensorial anti-simétrico H,,

descrita por,

1
_ afy
L = 19 Ga[gryG , (41)
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onde o tensor, totalmente anti-simétrico, de intensidade de campo
Gaﬁ'y = aaH[%/ + aBH“/a + a’yHaﬁ > (42)

pode ser representado pela contracdo da derivada de um campo escalar, ¢(z), com o tensor de
Levi-Civita,

Gaﬁ’Y = 7 0’¢ . (43)

1
E Capy
Portanto, a teoria apresenta um tnico grau de liberdade.
De (4.2) conclui-se que a lagrangiana apresenta invariancia por transformagoes de calibre

na forma

H — HYP 4 9%¢P — 9P¢> | (4.4)

onde &% é um quadrivetor qualquer que também ¢ invariante por transformacoes de calibre,
o que introduz ghosts de ordem superior no processo de quantizagao através do método de
Faddeev-Popov [21].

Como no caso do campo eletromagnético, podemos assumir uma condicao de calibre covari-
ante

FP[Hap(x)] = 0 H* (x) — [*(x) , (4.5)
que acrescenta a lagrangiana um termo de fixagao na forma,

Lrc=—— (0;H), (4.6
oG

onde ag € o parametro de calibre.

Impondo a transformagao (4.4) na condigao (4.5) encontramos

FrHS ()] = 0,HO(x) — f*(x)

= 0u(H"(z) 4+ 0%¢ (1) — 0°¢%(x)) — f"(x), (4.7)
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o que implica em,

e H) .
- = 0a(08 0" — 05 0°) 6" (v — y)
£=0

= (60— 08,0") 6z —y) .

Reescrevendo a acao em termos de ghosts

SF?[HY)]
Sghost = /d% Lohost = —/d% dty Cp() (Tﬁ 7 (y)
£=0

= [ d @8 0-0,07) e - p)etu)

1
2

a lagrangiana efetiva da teoria assume a forma,

£efetiva = L+ £FC + Lghost

1 1
= Gy G — — (9 HP)?
12 By aG ( B )

+% (€ () = Dpta(@)) (0% (x) = 8"¢* () .

_ 1 / 4 (02, (2) — B0 (1)) (07 (&) — () .

(4.10)

Esta lagrangiana de ghosts também apresenta invariancia por transformacoes de calibre, o que

da origem a ghosts de ghosts, ou ghosts de segunda ordem, do tipo ghosts de Nielsen, que

novamente apresentam invariancia de calibre. Podemos continuar este processo para verificar

que a teoria exige campos de ghosts até a quarta ordem. Porém, como nenhum deles acopla-se

ao campo H,,, a lagrangiana de interesse para o modelo a ser estudado fica,

1 1
— afy _ Bv\2
L= GapyG ” (05 HP)? .
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4.2 Cargas Tensoriais

Acrescentando a lagrangiana (4.11) um termo de corrente externa com quadri-divergéncia nula,

0,J" = 0, podemos reescrevé-la na forma

1 1
L = — Gop, G — — (9H)? + J, H"
12 ag
1 1 1 1
= [H (=) (NauNsy — NewNen) 0,0V H™ + = (14 —
2[ ( 2)(77 1By — NawTpu) Oy +3 ( +aG>
H (110,050, + 130000y — Nay030, — 13,020,  H"™| + J,, H* . (4.12)

A priori nao hd restricao alguma sobre a simetria do tensor .J,,, que poderd sempre ser de-
composto em uma soma com um termo simétrico e um anti-simétrico. Contudo J,, serd nec-
essariamente sempre contraido com o campo anti-simétrico H,,, e como a contracao de um
tensor simétrico com um anti-simétrico ¢ nula, fica facil observar que a tnica parte da corrente
relevante para o sistema ¢ a parte anti-simétrica de J,,,. Portanto é possivel tomar de agora
em diante a fonte externa de campo como um tensor sempre anti-simétrico, por simplicidade e

sem perda de generalidade.

Com isto, e adotando-se o calibre g = —1, obtemos o propagador para o campo H,, como
dD+d+1k 1 .
Gapyw(@,y) = /Wﬁ(%wﬁu = NawNgu) expl—ik(z —y)] (4.13)

donde conclui-se que o funcional gerador para o campo de Kalb-Ramond neste calibre é,

Zxp = /DHexp [i/dD+d+1:E (L— QL@H"”)(E)@HW) +%JWH“”>]

8 7¢]

1

' 1
= exp [—%/ dP Ly gPratly, —Jag(x)gaﬂ’“”(x,y)—JW(y)] . (4.14)

2 2

Da mesma maneira que nos casos anteriormente estudados, estamos considerando somente

correntes que nao exibem dependéncia temporal explicita, ou seja J,,(x). Podemos entao
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comparar a equagao (4.14) com
Zgr = lim exp(—iET) , (4.15)
T—o0

para obtermos a energia total do sistema como,

1
T

1 1
/ qPrd+1l, dD+d+1y §Jaﬁ(x)gaﬁ’“’/($,y)§Juu(Y) . (4.16)

E

E um fato bem conhecido que o campo com o qual estamos lidando, descrito por uma 2-forma,
nao pode acoplar-se a um objeto pontual. Sobre este fato, vamos expor aqui um argumento
adequado aos nossos propdésitos.

Considerando a mais simples corrente externa, capaz de descrever a interacao entre duas
distribuicoes de cargas D-dimensionais, em um espago-tempo com dimensao espacial arbitraria,

temos

J(x1) = VPe4(x, —ay) + W (x, — ay) . (4.17)

Devido as propriedades da corrente, os tensores V# e WH sao antissimétricos, constantes e

uniformes. A tnica maneira de assegurar a nulidade da quadridivergéncia,

aHJHV(XJ_) = V”Vaﬁt&d(XJ_ — al) + W”Vau(sd(xj_ - a2) =0, (418)

é tomar V# = WH# = 0 para p = 1,...,d (ou v = 1,...,d). O que ocorre porque, embora a
relagdo (4.18) deva ser satisfeita em todo ponto do espago paralelo a brana, as derivadas das
deltas sao dependentes da posicao. Quando D = 0 as branas tornam-se pontos e o espaco
d-dimensional, neste caso V* = WH* = ( para u,v # 0. E sendo V* e WH antissimétricos,
todas as suas componentes serao nulas. Ou seja, nao ha corrente para D = 0.

O célculo da densidade de energia de interagao para a corrente (4.17) assemelha-se ao caso

eletromagnético. Substituindo (4.13) e (4.17) em (4.16), e desprezando os termos de auto-
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interacao do tipo V#V,,, e WH' IV,

w»> obtemos

E = i dD+d+1$ dD+d+1 mi ( . )ex [—ik:(x— )]
= 5T Yy (27)D+d+1 k2 naunﬁu naunﬁu p Yy

VOéﬁW,lW 5d(xL — 3.1) 5d(yi — 8.2)

1
= ﬁ//dl’o dyo //dDX|dDy| //ddeddyL 5(d)(XL—a1) 6(d)(yL—aQ)

/dk / dk| /dde exp [—ik"(x” — )] exp[ik) - (x — y))]

| VOS5 — VOB,
exp [ij_ . (XJ_ - YL)] (k,()) o kQ kQﬁ
Il €

dk 1
_ LDVaﬁW / ld k_2 exp [ij_ . al?] , (419)

onde a;5 = a; — ay. Utilizando (A.16) e dividindo pelo volume da brana, L”, encontramos a

desnsidade de energia de interagao para a corrente (4.17) como,

£ = —WVQW"” (27T1)d/22<d/2 ((d/2)—1) : (4.20)

quando d # 2.

Para d = 2 procedemos de maneira inteiramente andloga ao caso eletromagnético (3.47),
introduzindo um parametro de massa m que regulariza a tltima integral em (4.19), uma con-
stante positiva ag, com dimensao de comprimento, e descartando o termo divergente que nao
contribui para a forca entre as branas. Obtemos assim a seguinte expressao para a densidade
de energia de interagao,

E = VHVWHVZI_IH_ N (421)

o

quando d = 2.

43



4.3 Dipolos Tensoriais

Nos capitulos anteriores foram encontradas as energias de interacao entre correntes caracter-
izadas por constantes de acoplamento e por vetores. Este ultimo tipo mostrou-se capaz de

descrever a interacao entre dipolos. Inspirados por estes resultados, podemos tomar a corrente
T (x,) = V‘“’v”apéd(xL —aj) + W‘“’w”@véd(XL —ay), (4.22)

como fonte do campo tensorial anti-simétrico, descrito por (4.12). Temos que, v* e w? sao
quadrivetores quaisquer que definem a magnitude e dire¢ao dos dipolos, e D > 1 para assegurar
a quadridivergéncia nula da corrente, como em (4.18). De maneira que fontes de dipolos,
descritas por (4.22), ndo podem ser pontuais. Neste caso, o célculo da energia de interagao nos

leva a concluir que,

1

&=~ (2m)d/2

2<d/2)11“(d/2)$ (V.- W) —d(V-a)(W-4)] . (4.23)

Que tem a forma da interacao eletromagnética entre dipolos, a menos de um sinal global que

atribui um carater oposto a interacao.

4.4 Fontes Singulares para Dipolos Tensoriais

A simetria do campo de 2-forma nos permite considerar um novo tipo de fonte peculiar a este,
J“V(XL) = EuyaﬁVﬁaa(Sd(XL - a) s (424)

onde o tensor de Levi-Civita estd definido como e#*®? = 1. Sendo J*” um tensor anti-simétrico
que se contrai com o campo H,,, também anti-simétrico, para formar um escalar de Lorentz,
Vs tem de ser um pseudovetor, porque € é um pseudotensor.

A corrente (4.24) estd concentrada ao longo de uma brana D-dimensional, localizada em

a. Em contraste com a corrente (4.17), nao ha necessidade de restringir a dimensao D da
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brana para assegurar uma quadri-divergéncia nula. A Unica imposi¢ao é ditada pelo tensor de
Levi-Civita, que nos restringe a um espaco-tempo de (3+1) dimensoes. Logo, d pode assumir
somente os valores 3, 2 ou 1. Valores estes com os quais as branas tornam-se pontos, linhas ou
planos respectivamente.

Para entender melhor a corrente (4.24) note que suas componentes 0i, onde i = 1,2, 3,

formam um vetor polar com quadridivergéncia nula
Jix)) = 9P1,0,00(x, —a) = [V X (v(sd(xL - a))} . (4.25)
E com a parte espacial,
J(x1) = VO (a,gad(xL - a)) 7 (4.26)
¢é possivel construir o seguinte vetor axial:
€k Jii (x| ) = 21" (vad(xL - a)) . (4.27)

Tomando a corrente externa como composicao de duas fontes localizadas em diferentes

branas paralelas,
J(x)) = "0, | Vadt(xy —a)) + Wsd%(x, — as)| , (4.28)

a energia de interagao pode ser obtida substituindo (4.28) em (4.16), efetuando duas integragoes

por partes e descartando os termos de auto-interacao, donde encontramos
1 d+D+1 d+D+1 a1 B
E= 2T / I x/d y/ (2m)d+D 1 e (aa(m)a”(z)g“”’)‘p(x’ y))
1 d d 1 d d
[Zvﬁma (0 — an)d (v — az) + VW0 (ke — 229 (y2 — al)] . (4.29)

Utilizando a representagdo de Fourier (4.13) para a funcdo de Green, G, (%, y), na equacao
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acima, conclui-se que

1 d%k koky .
b= __LD/ = BT (VW + Vo Wg) (Mg — Muothon) —— exp(iky - arz) . (4.30)
4 (27) k)

Onde os indices a e o estao restritos ao intervalo 0 < o, 0 < d, porque sé resta a integracao na
componente perpendicular do vetor k.

Com o auxilio da identidade

e, 7" = =20’ —n"Ty’) (4.31)

a equacao (4.30) nos leva a densidade de energia

e=fr = [ GRS W+ (V ROW KOl el an) . (132)

(2m)4 ki
que pode ser reescrita, com o operador V, = (8/dak,, ...,d/dal,), como

dik, 1
€= [(VTW)V? + (V- V) (W Vo)) / HL 1 ik, - an) . (4.33)
(2m)? k7
De maneira usual, devemos calcular a integral acima separadamente para os casos em que

d =2 com (A.14) e d # 2 com (A.16), encontrados no Apéndice A. Ambos os resultados levam

a mesma energia quando substituidos na equagao anterior,

1

£€=- (2) /2

2(‘1/2)11“((1/2)% (V- W) —d(V-a)(W-8a)| , (4.34)

que difere de (4.23) somente no fato de serem V' e W pseudovetores.
Conclui-se de (4.23) e (4.34) que as correntes (4.22) e (4.24) dao origem ao mesmo tipo
de interagao. Analisando o caso de duas branas pontuais em um espaco de (3 + 1) dimensoes

temos que, D =0,d =3, £ =FE,V, =V e W, =W. Com isso, as energias (4.22) e (4.24)
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assumem a forma,

Bld=3) :—ﬁaig (V- W) —3(V-a)(W-a)| . (4.35)

Que é igual a interagdo entre dois dipolos, intermediada pelo campo escalar (2.63).

4.5 Aplicacoes ao Modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond

O chamado modelo de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond pode ser entendido como uma generalizagao
do modelo de Chern-Simons em (3 + 1) dimensdes. Ele descreve o campo eletromagnético

acoplado ao campo descrito por uma 2-forma através da densidade de lagrangiana,

1 1 1
£CSKR = ﬁGaﬁvGagv - ZFIWF/W - %EuyaﬂHMVFag + §J“VH/W + JNAV . (436)

Onde A, é o campo dos fétons, H,, o campo de Kalb-Ramond, e suas respectivas intensidades de
campo sao F,, e G,3,. Note que a lagrangiana acima apresenta invariancia por transformacoes
de calibre tanto para o campo eletromagnético (3.9), como para o campo de Kalb-Ramond
(4.4). As correntes externas J* e J* devem ter quadridivergéncia nula, como ditado por suas
respectivas simetrias de calibre.

Utilizando o método de Faddeev-Popov para a quantizacao de campos de calibre, e de-

sprezando os ghosts que nao acoplam-se aos campos, encontramos o funcional gerador na forma

1 1
ZoskR = / DHDAexp|i / d*z EGW”G&M — " Fw = %MWHWFW
1 14 « 1 v 1 v
———(0,H")(0aH) — —(0,A")(0,A”) + =J"H,, + J'A,| . (4.37)
QOJG 26@ 2
Fixando os parametros de calibre com ag = —1 e S5 = 1, e integrando por partes, o funcional
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(4.37) fica sendo,

ZCSKR:/DHDAGXP 3

‘ 1 1

) /d%H“B (——(naungy — na,,nﬁu)8787> H" + §J‘“’HW

A (2,07 AN 4 TP A, — PP, oA — e, arE | L (4.38)
5 UEoN%s i Z €aBr Z Eyrpuy . .

Definindo uma estrutura matricial para campos X*** e correntes J*** de maneira que

H JH
XA — N G : (4.39)
A J>

e um operador diferencial na forma

— 1 Moy — Nawnpu)0-07  —5eapnr 07
Kop iy (T) = , (4.40)

- %G'yﬂruu o7 nfy)\a’r o7

o funcional gerador (4.38) pode ser escrito como

ZCoSKR = /DX exp [% / d'z X' aﬂﬁKaﬁ,v;uu,A(x)XW’)\ + JW’Aqu,A] . (4.41)

BV

O termo quadrético nos campos X’ nos permitem calcular a integral gaussiana em (4.41) da

maneira usual, com a qual obtemos

?
ZosKRr = €xp [—5 / d433d4?/ﬂ aﬁ’V(x)K;é%W,)\(x’ ?/)JW’A(?J)] ) (4.42)

onde K;ﬁlmwy/\(x, y) é o inverso do operador (4.40), definido por

1 _
o NaoMgp — NapTs) 0

0 Thve
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Reescrevendo a fungao de Green no espaco dos momenta, o propagador torna-se

[ A B
K e = [ 58 expl-i(z—y)],  (444)

(2m)! )
ap(k) D)\G(k)

onde os elementos de matriz sao,

i 2 20° PP
v _ uw v [M 0]
A (p) = P [77 AT e e e |
v _ 1 w7
B a(p) = ZMFPQ //JQE P >
3. 1 1 T T
C/\Up(p) - Z:u]?pg _ 26/\ opP s
_ 1 ) 2 A
A _ X KPPy
DYy(p) = e [77 0T ] : (4.45)
Utilizando o funcional gerador na forma,
ZCSKR = 111_{1010 exp(—zET) (446)
e a equacao (4.42), podemos escrever a energia como
1 — v
E = ﬁ d4ZEd4yJT aﬁ,V(X)Ka,B},'y;uu,)\(x7 y)JM ’)\(y) : (447)

Esta é a soma de quatro termos, £ = EF1 + E2 + E3 + FA4, tal que

3 af(x) . v
E = %/d:sts}’/(;lTP;?’J 2< )Aaﬁ;uu(p)JT@)eXp[ip' (X_y)]7

3 af x) -
Br = g [y [ GRS Bao) P el (x =)l
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B = g [exty [ G250 el x-y).

Ey = % /d3xd3y/ (;leI))?» JV(X)f)v;/\(p)JA(Y) explip - (x —y)]. (4.48)

Vamos considerar no modelo (4.36) especificamente uma corrente tensorial composta por
duas fontes localizadas em a; e ay, capaz de descrever a interacao tipo dipolo intermediada

pelo campo de Kalb-Ramond, como em (4.28)
Jw(x) = €9, V6% (x —a;) + W (x —ag)| , (4.49)

e uma corrente vetorial que descreve a interagao entre duas carga elétricas, como em (3.37),

localizadas também em a; e a,,
JHx,) = v*6%(xy —ay) + whé(x — ay) . (4.50)

Desta forma, a corrente externa total concentra-se em apenas dois pontos.

Utilizando a expressao(A.14),obtemos

d'p 1 . 1, )
/ T exp(ip-a) = _(27r)d/2 Md 2(Ma)1 (d/2)K(d/2)_1(/m) (4.51)

e procedendo de maneira similar & que nos levou a (4.33), encontramos a energia E; de (4.33)

como

d'p, 1 ‘
g ; exp(ipL - a)

Bi = LGOI (Vo)W v [ R

1 _ _
= LP[(V\WV2 + (V'Va)(W'Va)]WMd 2(ua) " YD K 491 (pa) , (4.52)

onde os termos independentes da distancia entre as fontes foram descartados. Esta é a con-

tribuicao a energia devido somente a interagao entre as duas partes da corrente tensorial J*,
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e nao depende da corrente vetorial J#. A contribui¢cdo F, obtida de (4.48),

U)\w/\

i = L7 S ) K1) (4.53

¢ devida as duas partes da corrente vetorial J# e independente de J#”.

As contribuicoes Fs e E3 tém origem na interacao entre as correntes J* e J*| e substituindo

(4.49) e (4.50) em (4.48) encontramos

1w _ _
Ey=E;= LDW§(wAVA + oW 2 (pa) = K g1 (pa) (4.54)

Tomando as derivadas em (4.52) e somando com (4.53) e (4.54), a densidade de energia

total de interacdo entre as correntes (4.49) e (4.50) resulta em,

E 1
g:L_D = L—D(E1+E2+E3+E4)
1
= )i [vmﬂ + M(wAVA + UAW’\) + MZV)\W/\ Md_2(ﬂa)1_d/2K(d/2)_1(Ma)
_1 A ~ —
B (2m)d/2 [(Vi W) Kgpo(pa) — (V- a)(W - G)MGK(d/Q)H(Ma)] ud(,ua) d/f4,.55)

Considerando o caso particular de duas branas estaticas e pontuais em um espago de (3+1)
dimensoes, devemos ter D = 0, d = 3, v* = v’ e w = wn®. Desta forma a energia (4.55)

torna-se,

B o= SRR e gy SPCR) | VW exp(—pa)
47 a 47 a A a
— —exp(—ua) . _ 2 2 - .
PCRDT (14 ia) (VW) = (34 3pa-+ ) (V- a)W-a)] . (456)

Vemos que o parametro de acoplamento u, responsavel pela interacao entre os setores veto-

riais e tensoriais do campo X#**  produz um decaimento exponencial na energia de interacio

o1



entre as fontes externas.
Quando p = 0, a energia (4.55) se reduz a interacao mediada pelos campos eletromagnético

e de Kalb-Ramond desacoplados, ou seja

=2 L lvwosv.awal, (4.57)

Ara  2ma’d

como nao poderia deixar de ser.

Uma outra situacao interessante ocorre quando ha somente fontes para o campo de Kalb-
Ramond em (4.55), ou seja, quando fazemos v = w = 0. Neste caso a energia é a mesma que a
obtida para a interacao entre dois dipolos pontuais, mediada por um campo bosonico massivo,
mais uma interacao tipo Yukawa.

Um outro resultado interessante ¢ obtido fazendo-se V.= W = 0 e v = w = 0, donde
conclui-se que

pVO) (uW?°) exp(—|ula)

o - - . (4.58)

Isto revela a possibilidade de haver uma interacdao tipo Yukawa entre cargas, uV° e pW? do
campo de Kalb-Ramond neste modelo.

Note que se tomarmos V# = W# = ( em (4.56), embora a energia seja influenciada somente
pelas cargas elétricas v e w, a interacao sera do tipo Yukawa, intermediada por uma campo
vetorial massivo. Este é um exemplo de mecanismo capaz de gerar campos massivos e ainda
ser consistente com simetrias de calibre, sem a necessidade de quebra de simetria, contrastanto
nesse sentido com o mecanismo de Higgs. Portanto a equacao (4.55) corrobora a equivaléncia

entre o modelo (4.56) e o campo vetorial massivo exposta em [9].
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Correntes externas nao representam somente funcoes classicas arbitrdrias, elas também sao
estados particulares de acoplamento entre diferentes tipos de campos. No caso da Eletrodinamica

(Quantica, temos que

=Y (in"d, — m)y — % FMF,, —epy'pA, (5.1)

onde o termo de interacao entre o campo vetorial e espinorial é dado pela corrente fermionica

JH = elhytah.

Se o campo fermionico estiver em um estado no qual
N
TH(a) = ety = 30, WHO 5l(x, —ay) | (52)
p=1

podemos estudar o sistema (5.1) como na se¢ao (3.3).
Uma vez que estamos interessados na interacao entre as distintas partes da fonte (5.2),
mesmo com esta restri¢ao, a energia da parte espinorial da lagrangeana (5.1) pode ser descon-

siderado. O modelo torna-se entao equivalente a lagrangiana,

L:—EF S 4 (Zap XL—ap)>A“ :
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que caracteriza as interacoes elétricas entre férmions estaticos, na abstracao tedrica de estados
com posicoes bem definidas. Da mesma forma a expansao dos campos em ondas planas, para
o calculo de amplitudes de espalhamento, é apenas uma abstracao tedrica para estados de
momento bem definido. O potencial coulombiano é encontrado em qualquer dos casos partindo-
se de (5.1).

Os métodos de célculo expostos aqui, originalmente encontrados em [5], nos permitiram
calcular a energia de interacao, intermediada por campos bosonicos, entre fontes estaticas de
dimensoes arbitrarias e em codimensoes também arbitrarias. Os mesmos métodos podem ser
empregados para o estudo de campos fermionicos [5]. A importancia das expressdes encon-
tradas, de forma exata, para a andlise de modelos em diferentes dimensionalidades é evidente.
O tratamento de multipolos manifesta-se de forma direta em todos os casos, com o emprego
das derivadas das distribuicoes tipo ¢ para as correntes externas.

2= para

Ficou demonstrado que a dependéncia funcional dos potenciais com a distancia, a
d # 2, tem um cardter puramente geométrico, sendo determinada exclusivamente pelo nimero
de codimensdes do espaco onde encontram-se a branas. Como exemplo, podemos ver de (3.44)
que duas distribuigbes lineares de cargas elétricas em um espaco de (4 + 1) dimensoes, inter-
agem da mesma forma que duas cargas pontuais em um espago (3 + 1), ou seja, a interagao é
coulombiana nos dois casos.

Como regra geral, aplicavel a qualquer modelo, quando ha duas codimensées devemos in-
troduzir um parametro de massa para regularizar a integral do propagador conforme (A.14).
Isto decorre da divergéncia da fungao gama , I'(z), na origem.

Estes resultados foram utilizados para o estudo do campo de Kalb-Ramond, que é o campo
de calibre em Teoria de Cordas Heterdticas [7]. Foi proposta uma nova classe de correntes
localizadas pontualmente e ainda assim capazes de serem acopladas a uma 2-forma [6]. Verifica-
se que a mais simples forma de interacao que este campo pode intermediar é a mesma interacao
entre dipolos escalares.

O calculo direto da energia de interacao entre fontes no modelo de Cremmer-Schrek-Kalb-

Ramond, que acopla o campo vetorial ao de Kalb-Ramond, revelou de maneira explicita um
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mecanismo capaz de criar campos massivos de forma dinamica, sem a necessidade de quebra

de simetria e com invariancia de calibre. A simples existéncia deste acoplamento, mesmo que

nao haja fontes para o campo de Kalb-Ramond, tornaria o f6ton uma particula massiva [6].
Dentre a ampla gama de aplicagoes possiveis para as técnicas empregadas aqui, destaca-se

o estudo das interagbes a 4-férmions, como no modelo de Nambu-Jona-Lasinio [25]. Também

[N

possivel investigar desta forma a fenomenologia de particulas em setores escondidos. Este

[

o caso do setor U(1) dos parafétons e de suas influéncias nas interagoes eletromagnéticas
[26]. Outro ponto de interesse a ser abordado ¢ a andlise do comportamento das interacoes
intermediadas por campos de Yang-Mills. Neste caso as propostas de propagadores para o

glion podem ser estudadas de maneira analitica.

%)



Apeéndice A

Integrais Uteis para o Célculo de

Propagadores

O objetivo deste apéndice é expor de forma explicita o cdlculo da integral d-dimensional

Io(a) = / d'p f(p) exp(Lip - a) . (A1)

onde f(p) é qualquer funcao par do médulo de p. Em um espaco com d > 2 dimensoes, p pode

ser escrito em coordenadas esféricas como,

plo= p cos(fy)
p° = p sin(f;) cos(6y)

p® = p sin(6))sin(fy) cos(03)

p™' = p sin(6,)sin(6y) - - - sin(By_s) cos(fy_1)

p® = p sin(#)sin(fy) - - - sin(fy_o) sin(b4_1) ,

onde 0 < 0 <m, 0< b, <m, .., 0<O;o<me0<0;_1 <2rm. Com isto, o elemento de
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volume passa a ser
d—1

dp = (p)* ! dp Hsind’(”l)(ei) db; . (A.2)

i=1
Por simplicidade, e sem perda de generalidade, adotemos um sistema de coordenadas no qual

a=(a,0,---,0). Neste caso, a integral (A.1) torna-se

I(a) = /OOO dp (p)* ' f(p) (/07r df, sin"?(f,) exp [j:z'pa cos(@ﬂ})]

( /0 ' db, sind3(92)> ( /0 ' dbs Sind4(93)> ( /0 ' dfy_, sind3(9d_2)>
/0 - ded_1> | (A.3)

Substituindo as férmulas [20],

" 1 -~ 1
/ df sin® () exp [j:z'm Cos(e)} = /T (1/ + —) (E) L), v>—3
] 2 )\ 2 2

T[(1/2)(m + 1
ra/2)m+2) -

—
—

/d9 sin™(f) = 7wt/? m=1,2,3,... (A.4)
0

em (A.4), e efetuando a mudanca de varidveis u = ap, obtemos

1 [~ u
I, = (27r)d/2—d/ du u? Jgj9)-1(u) f (E) , d>2. (A.5)
0

a

Quando d = 2, a integral (A.1) fica

I, = /000 dp p f(p) /0% df exp [j:ipacos(ﬁl)] : (A.6)

em coordenadas esféricas, e a primeira expressao em (A.4) fornece

/0 " dbexp [z cos(6,)] = 2mJo(a) (A7)
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Efetuando novamente a mudanga de varidveis de integragdo u = ap, obtemos

2 [ u

0

(A.8)

Para d = 1, basta utilizar a paridade de f(p), e efetuar a mesma mudnga de varidveis, para

obter

I

Substituindo o cosseno na forma,

em (A.9), encontramos

11:

:=/f@f@wmﬂm)

o

_ z/oooduf(%> cos() -

cos(u) =[5 VTl

1/2 00
ey

Combinando (A.5), (A.8) e (A.11), a expressao geral para (A.1l) toma a forma

I = /Wpﬂmﬂmﬂpﬂ)

Para o caso em que f(p) = (p* + m?)~!, podemos utilizar [24]

| au v ()
0

w2+ a2 7K, (z)
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)



valida para x > 0 and —1 < v < 3/2, donde obtemos

u’? Jayay 1 (u)
u? + (ma)?

= (27r)d/2md’2(ma)l’(d/Q)K(d/g)_l(ma),

1 o0
dd - 4 .a — 9 d/2 2d/ d
/ pL 7+ exp(+ip, - a) (2m)"=a i u

valida para 0 < d < 5em > 0.
Com [24]
o D(L/2+v/2+ 1/2)
D(1/2+v/2—p/2)’

/ du v J,(u) =2
0

e fazendo f(p) = p 2 em (A.12), obtemos

1 00
/ddkL k—2 exp(:l:z'kL . a) = <27T>d/2a2_d/ du u(d/g)_QJ(d/g),l(u)

1 0

— (27T)d/2 2(d/2)—2 F(g _ 1) a2—d ,

valida para 2 < d < 5.
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