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“A modern physicist is a quantum theorist on Monday, Wednesday, and Friday, and a
student of gravitational relativity theory on Tuesday, Thursday, and Saturday. On Sunday
the physicist is neither, but is praying to his God that someone, preferably himself, will
find the reconsiliation between these two views.”

(I am a mathematician (1956), Norbert Wiener)

“ Ora (direis) ouvir estrelas! Certo

Perdeste o senso!” E eu vos direi, no entanto,
Que, para ouvi-las, muita vez desperto

E abro a janela, pdlido de espanto...[...]”
(Ouvir Estrelas, Olavo Bilac)






Resumo

Nesta dissertacao, estudamos as ondas gravitacionais primordiais amplificadas em um
Universo sem singularidade quando um fluido perfeito representando matéria dura, isto é,
com parametro da equacao de estado proximo da unidade, domina durante o ricochete.
Analisamos, por meio do espectro de sua densidade de energia, se é possivel observa-las com
detectores de ondas gravitacionais atuais. Para tanto, investigamos sua evolucao quando
efeitos quanticos geram um ricochete, aplicando ao caso de um Universo preenchido com
radiagao, poeira e o fluido que representa a matéria dura. Mostramos que com a inclusao
da matéria dura havera amplificacdo das ondas gravitacionais geradas numa época anterior
ao ricochete, podendo ser medidas pelos detectores atuais. Para alcancar esse objetivo,
separamos a teoria da Relatividade Geral em espago e tempo, possibilitando construir a
hamiltoniana da teoria, cuja dindmica quantica ¢ construida pela equacao de Wheeler-de
Witt e descrita pela interpretacao de de Broglie-Bohm da mecanica quantica. Este trabalho
estende o caso apresentado no artigo (BESSADA et al., 2012) com o acréscimo da matéria
dura, ja que naquela situacao a amplitude das ondas gravitacionais ¢ imperceptivel em

qualquer faixa observavel de frequéncia.

Palavras-chaves: ricochete. ondas gravitacionais. cosmologia quantica.






Abstract

In this dissertation, we study the primordial gravitational waves amplified in a universe
without singularity when a perfect fluid representing stiff matter, i. e., the state parameter
close to unity, dominates during the bouncing. We analyze, through its energy density
spectrum, if you can observe them with current gravitational wave detectors. To this end,
we investigated its evolution when quantum effects generate a bouncing applying to the
case of a universe filled with radiation, dust and the stiff fluid. We show that the inclusion
of stiff matter will amplify the gravitational waves generated before the bouncing, which
can be measured by current detectors. To achieve this goal, we separate the theory of
General Relativity in space and time, what allows to build the Hamiltonian of the theory,
whose quantum dynamics is built by the Wheeler-de Witt equation and described by
the de Broglie-Bohm interpretation of quantum mechanics. This work extends the case
presented in the article (BESSADA et al., 2012) with the addition of stiff matter, since
in that situation the amplitude of gravitational waves is too low to be detected in any

observable frequency range.

Key-words: bouncing. gravitational waves. quantum cosmology.
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Introducao

Os astros sempre fascinaram a humanidade. Distantes, etéreos e divinos perma-
neceram os brilhos celestes até a compreensao da gravitagao, a atracdo mitua e nunca
repulsiva de objetos massivos. Em 1589 Galileo ja fazia experimentos mostrando que
a aceleragdo de materiais que caiam nao dependiam de suas massas (DRAKE, 2003),
mas foi quase um século depois, em 1686, quando foi publicado Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica da autoria de Newton, que os brilhos do céu seriam descritos pelas
mesmas leis que regem os objetos terrenos (NOVELLO NELSON PINTO NETO, 2010).
Essa teoria foi testada até dezenas de microtrons (HOYLE et al., 2004), todavia nao
existem experimentos que detectem uma gravitagao a nivel molecular, cujas interagoes

eletromagnéticas sao importantes e o regime da mecanica quantica se torna importante.

Assim como possivelmente existe um limite de pequenas dimensoes a teoria de
gravitagdo newtoniana, ha um limite superior. Ela perde a validade em situacoes onde o
potencial gravitacional, gerador da forca motora da gravitagao de Newton, é superior a
interacao do Sol com Mercirio (NOVELLO NELSON PINTO NETO, 2010). Foi no intuito
de propor uma lei de gravidade que contemplasse a relatividade especial, que Einstein
propds, em 1916, (EINSTEIN, 1916b; EINSTEIN, 1920) a teoria da Relatividade Geral,
que associa a cinematica das trajetoérias de particulas sob a agao da gravidade nao mais
a uma forga, mas a geodésicas em um espago quadridimensional pseudo-Riemanniano
curvo. As curvas que as particulas seguem possuem dindmica, relacionada a evolucao da
curvatura descrita pela equacao de Einstein, que pode ser exposta pela minimizacao da
agao (CARROLL, 2003)

A= —21I£/R\/—_gd4x , (1)

cujas variaveis representam o escalar de curvatura R, o determinante da métrica do espacgo
g e a constante que ajusta o limite newtoniano da teoria Kk = %1. Como, neste trabalho,
procuraremos tratar efeitos quanticos na gravitagao, utilizaremos o sistema de unidades
naturais (RYDEN, 2002), no qual a velocidade da luz ¢ e a constante de Planck & sao
unitarios, ¢ = 1 e h = 1. Nessa convencao, a escala de energia é dada em termos h e a de
tempo em c. Podemos, entdao descrever x em termos das novas unidades, obtendo

A= —1/R\/—_gd4x , 2)

60p1

onde ¢p; ~ 10733 cm é o comprimento de Planck, associado a escala de efeitos fundamen-

talmente quanticos (RAGAZZONI; TURATTO; GAESSLER, 2003).

Diferente da gravitacao newtoniana, a Relatividade Geral impede que informagcoes

se propaguem com velocidade ilimitada. Os campos da teoria se propagam com a rapidez
1

As constantes ¢ e G sdo a velocidade da luz e a constante gravitacional de Newton.
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da luz, assim como o eletromagnetismo de Maxwell. Da mesma forma que na outra teoria,
a gravitacao de Einstein possui radiagdo, no caso, ondas gravitacionais. Elas sao ondas de
forcas de maré que se propagam no espaco e no tempo, geradas por efeitos gravitacionais da
mesma maneira como ondas eletromagnéticas sao geradas (TAYLOR; WHEELER, 2000).
E esperado que sejamos bombardeados diariamente com uma infinidade dessas ondas, de

diferentes fontes e formas, mas sua intensidade é muito pequena para ser observada.

As primeiras solucoes de ondas gravitacionais foram feitas por Einstein e Eddington
(WEBER, 1960a; EDDINGTON, 1922; EINSTEIN, 1916a; EINSTEIN, 1918) em artigos
de 1916 e 1923, as quais revelam-se como perturbagoes tensoriais da métrica que se
propagavam com uma equac¢ao de onda no espago plano. Sua deteccao foi proposta
somente em 1959 por Weber (WEBER, 1960b), que foi responsavel pela evolugao dos
detectores atuais (LEVINE, 2004). Ele foi o primeiro a enfrentar as dificuldades dos
pequenos sinais gerados pelas ondas gravitacionais, menores que as interagoes elétricas
dos constituintes do experimento (GIBBONS; HAWKING, 1971). Em 1974, foi detectado
o pulsar binario PSR B1913+16 cujo decréscimo do periodo de rotacao foi associado a
geragao de ondas gravitacionais (WEISBERG; TAYLOR; FOWLER, 1981). Todavia, elas
nao foram detectadas diretamente. Alguns anos depois, em 2000, Weber morreu sem ver

um sinal que apontasse para a deteccao direta de ondas gravitacionais.

As ondas gravitacionais podem ter origem astrofisica, que possuem fontes localizadas
como buracos negros, um conjunto binario de estrelas etc; ou cosmoldgica, que sao geradas
em todo o Universo em algum tempo. Este trabalho trata do segundo caso, para ondas

gravitacionais oriundas de flutuac¢des quanticas em todo o Universo.

Ainda nao foram detectadas diretamente ondas gravitacionais, isto é, observagoes
das forcas de maré por experimentos controlados pelo homem. Mas, neste ano (2014),
foram observados padroes na Radiagdo Césmica de Fundo (RFCF) que podem ter origem
na acao de ondas gravitacionais sobre a polarizacao da radiacao na época em que ela se
desacoplou da matéria (BICEP2 Collaboration et al., 2014). O efeito detectado remonta
de ondas gravitacionais primordiais, perturbacoes que passaram por uma época quando
o Universo era muito quente e denso, quando fenémenos quanticos dominavam sobre a
dinamica, fato que possibilitou a investigagdo de uma gravitacao quantizada, que até hoje

nao foi detectada.

Os medidores diretos de ondas gravitacionais obtém um sinal relativo a passagem
delas que altera o comprimento em direcoes diferentes. Um exemplo de sinal obtido pode ser
a variacao de tamanho de duas hastes ortogonais. Um sinal comum é composto pelo sinal
feito pelas ondas gravitacionais s(t) mais o ruido gerado por outras fontes nao esperadas
r(t), S(t) = s(t) + r(t). O sinal gerado pela ondas depende da forma do detector e é
relativo & sensibilidade do detector em cada modo e dire¢do das ondas s(t) = D®w,b(t),
onde D ¢ conhecido como o tensor do detector (MAGGIORE, 2000). Para que a deteccio
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seja de origem cosmolégica, o tensor D nao pode ter dependéncia angular, ou seja, deve

ser isotrépico.

As solugoes classicas de Universo homogéneo e isotrépico possuem uma singularidade
no passado, que seria o Big Bang (MUKHANOV, 2005). Essa singularidade pode ser
evitada por efeitos quanticos, que impedem que ele se contraia a um ponto degenerado,
gerando um ricochete no Universo. Ou seja, ele possuia um periodo anterior aonde depois
se contrairda (NOVELLO; BERGLIAFFA, 2008).

Ja é conhecido fato de que um Universo dominado por poeira e radiacao nao é
capaz de gerar ondas gravitacionais detectdaveis(BESSADA et al., 2012). Nesse mesmo
trabalho, mostrou-se que a amplificacao das ondas gravitacionais ¢ maior nas frequéncias
que sao mais influenciadas pela radiacao, que possui um parametro de estado maior do que
a poeira. Neste trabalho, investigamos o caso da adi¢ao de um fluido com parametro de
estado maior do que a radiagao, quase duro, observando a sua influéncia sobre o espectro

de amplitudes das ondas gravitacionais primordiais.

Para atingir esse objetivo, analisaremos a dinamica de ondas gravitacionais origina-
das por flutuagoes quanticas em uma fase do Universo em que ele era plano homogéneo
e isotrépico antes do ricochete. No primeiro capitulo, definiremos uma hamiltoniana da
Relatividade Geral através da separagao 3+1 da teoria, e a aplicaremos na abordagem
da dindmica classica de ondas gravitacionais em um Universo homogéneo e isotrépico.
No segundo capitulo, abordaremos a dinamica quantica das pertubagoes tensoriais com
a equagao de Wheeler-deWitt, e a interpretacao de de Broglie-Bohm. Aplicaremos a
teoria desenvolvida no terceiro capitulo para o caso do Universo preenchido com matéria,
radiacao e uma matéria quase dura, no intuito de observar a influéncia desta tltima sobre
a amplificacdo das ondas primordiais. Concluimos, no tltimo capitulo, a respeito dos

aspectos abordados.






1 Cosmologia Classica

Nesse Capitulo, desenvolveremos a teoria hamiltoniana da relatividade geral e

a aplicaremos para o caso da propagacao de perturbagoes tensoriais na solu¢ao
de minisuperespaco homogéneo.

“Caio, logo existo.”
(Cosmologia(2010), Mdrio Novello)

17
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1.1 Formalismo Hamiltoniano

SO NN

Figura 1 — Quadriespaco seccionado

O formalismo hamiltoniano nao é covariante. Nele é necessario separar a variedade
em secoes espaciais a tempo constante 1, cabendo a hamiltoniana o papel de gerador
das translagoes temporais entre as hipersuperficies espaciais. Nem todas as variedades
da Relatividade Geral podem ser separadas em espaco e tempo dessa forma. A solucao
de Goédel (GODEL, 1949) é um exemplo de variedade que nao pode ser seccionada por
superficies espaciais globais a tempo constante. Essa peculiaridade surge por haver curvas,

tipo tempo, que podem ser fechadas, o que possibilita, por exemplo, a volta no tempo.

Para situacoes em que nao é possivel a volta no tempo, sempre podemos separar a

teoria em uma parte espacial e temporal relativa a um observador.

1.1.1 Separando o espaco-tempo

Se nao é possivel voltar no tempo; o agora tem sentido Universal. Nenhum ser pode,
nesse cenario, viver o mesmo instante duas vezes. E possivel, assim, separar o espaco-tempo

em superficies espaciais simultaneas globais de um observador. Cada ponto no quadriespaco
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possui somente um valor de tempo ¢(z), medido pelo observador. As hipersuperficies
simultaneas sdo o conjunto de pontos tais que possuem o mesmo tempo. O gradiente de ¢,
a um-forma dt, é perpendicular & hipersuperficie no sentido de que (dt,u) = Vi-u=0,
para qualquer vetor u pertencendo ao espaco tangente da hipersuperficie simultanea!',
onde V2 ¢ o dual métrico de dt. Para haver consisténcia fisica, t(x) deve ser continuo
e Vt deve ser um vetor tipo tempo nao nulo, de forma que o tempo sempre cresca em
direcao as folhas espaciais do futuro. Como o tempo t nao possui pontos estacionarios, é
possivel montar um quadrivetor perpendicular as folhas espaciais que seja normalizado,

n=—NVt onde N = ——L— ¢ o lapso®.
VS vA Y P

As folhas de simultaneidade podem ser trabalhadas independentemente do quadri-

espaco, com uma métrica propria, a trimétrica

y=g+n@n (1.1)

em componentes

’Yaﬁ = 55 + nanﬂ

que também é o projetor na hipersuperficie?. Isto é,
wBm| _ o A An - oy
v Tal...an b - 7011 P P)/oan ’70'1[31 to P)/Umﬁ T)\l"')\n e (12)

As folhas possuem propriedades geométricas independentes do espago em que estao
mergulhadas como, por exemplo, a curvatura. O tensor de curvatura de Riemann das
folhas tridimensionais, a curvatura intrinseca, é definida pelos operadores diferenciais
D = ~[V-] atuando sobre vetores que sdo tangentes a ela, por exemplo, a projecao de um
vetor quadrimensional sobre a hiperssuperficie, v*,v®. Similarmente a defini¢ao do tensor
de Riemann, responsavel pela ideia de curvatura, o tensor de curvatura tridimensional é

definido como
Dy Dy’ v = R, 0" (1.3)

apy

A curvatura intrinseca nao é suficiente para caracterizar unicamente as folhas
dentro do espaco quadridimensional. Duas com trimétricas iguais podem ser imersas no
espaco quadridimensional de forma diferente 2. A mudanca estd em como o vetor normal

varia sobre a hipersuperficie, i.e., a derivada direcional do vetor normal dada por uma

L O espaco tangente referido sdo os vetores gerados pelas tangentes de cuvas que pertencem & hipersu-

perficie.

O dual métrico Vit é o vetor associado & um-forma dt com a métrica g. Em notacao de indices,
VHt = g''V, t = g (dt),

A assinatura escolhida para a métrica é +2, o que significa que vetores tipo tempo tem norma negativa,
tipo nulo zero e tipo espago norma positiva (WALD, 1984) .

Se dois vetores u e v pertencem & folha de simultaniedade, entdo g (u,v) =« (u, v). Portanto, vy tem
o papel de métrica na folha. Mais ainda, com o projetor é possivel separar um vetor h do quadriespaco
em parte paralela, v (h), e perpendicular, (h-n)n , & hipersuperficie de simultaneidade.
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Figura 2 — Duas folhas de papel, que nao planas, podem ser organizadas de formas dife-
rentes no espaco tridimensional. Na primeira forma, linhas retas desenhadas
na folha seguem uma linha reta no espaco 3D; no segundo caso, nao.

curva pertencente a folha espacial. Podemos generalizar esse tensor, chamado de curvatura

extrinseca, na forma

K(u,v)=—-u-V,yn
K,)”=-,"Van” , (1.4)

onde u e v sao vetores do espago quadridimensional. Esse tensor pertence, por defini¢ao,
a hipersuperficie espacial. Isso é visto se observarmos que a quantidade v [VT] = DT
(Yo 767+ NV = DMTB"’O__) é um operador diferencial na folha espacial, de forma

que®

K(u,v) = —u-Dyn
K,”=-D,n" (1.5)

De maneira mais geral, o gradiente V,n” pode ser escrito em uma parte espacial

relativa a curvatura extrinseca e uma perpendicular a folha tridimensional

V.V,
/—/;
nv,n, = —ntV,(NV,t) = "NV, V,t —n'V, tV,N =
n 1
_ N, (;) + VLN = NV, (N> b (4% — 6V, In N
=V, InN -V, InN+~+*V,InN = D,In N

ntn,

5 E interessante observar que D sé é um operador diferencial se aplicado a um objeto pertencente a
hipersuperficie espacial. Caso contrario, deve ser tratado como a projecao da derivada covariante
quadridimensional. Por exemplo, de (1.5), Yo K,” = Yar Dpn” # Dyyaun” = 0 , apesar de que,
para todo v¥ que pertence as folhas espaciais ’ym,DHve = Dl/ya,,ve.
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Vun" = (vo‘u — no‘nu) Van”
=-K," —n, (n"V,n")
=-K,”"—n,D"InN (1.6)
(1.7)

A partir de uma hipersuperficie espacial, podemos montar as demais levando cada
ponto p da superficie inicial a um tempo ¢ até outro p’ = p + mdt referente a um tempo
posterior ¢t + 0t infinitesimalmente maior, propagado na dire¢do normal, levado pelo vetor

otm = andt

t(p + otm) = t(p) + (dt,m)ot = t(p) + it

(dt.m) = 1 = a(dt,n) = aVt- (-NVt) = =

sm=—-N*Vt . (1.8)

A relagao de dt e m é parecida com a de dualidade de base (1.13). Todavia, nem
sempre o dual relativo a base de dt, J¢, possui a mesma dire¢cao que o seu dual métrico
Vit. Apesar do dual métrico de dt ser tipo tempo, o dual de base nao necessariamente o é.

A parte espacial do dual de base é o shilft.

d=m+=(dt,f)=0=Vt-Sxn-f (1.9)

O dual métrico de uma quantidade (por exemplo, Vt é dual métrico de dt) nem
sempre € igual ao seu dual de base. De fato, um exemplo é o sistema de coordenadas como

o da figura 3.

O vetor Vt = —ﬁm esta ligado a dire¢ao em que o tempo ¢ cresce, assim como
na figura 3 os gradientes apontam para o crescimento das variaveis. Ja o vetor d; € a
direcdo em que todas as demais variaveis sao constantes, exceto t, no sentido crescente dele,
assim como 0, e dy sdo perpendiculares aos eixos de v (v constante) e u (u constante),
respectivamente. Calcular a variacdo de um objeto sobre a curva dada pelo 0; é calcular
sua derivada parcial: L5, O = %—? = 0. Sao essas variacoes sobre curvas dadas por 0y que

serao as velocidades que se relacionarao com os momentos na teoria hamiltoniana.

Como visto na equagao (1.9), e como proposto acima, curvas geradas por Jg e Vy
sao diferentes. E interessante relacionarmos a evolugao da trimétrica v com sua velocidade,

a taxa de variacao da trimétrica sobre uma curva 9;, L,y = 7. A evolucao de vy

LinYap = m"V 1 Yap + 78 Vamt + 70, Vsm* = —2N K,z (1.10)

Entao, como apontado por (1.10), a taxa de variacao de v estd associada com a

fungao lapso e a curvatura extrinseca. Agora, dada a relagdo (1.9), podemos relacionar a
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Figura 3 — Diferenca entre dual métrico de 1-formas (V) e seus duais ().

curvatura extrinseca com as velocidades. Isso é importante, pois é a curvatura extrinseca

que carregara os termos de velocidade na lagrangiana da relatividade geral.

me}/aﬁ - LBt'YaB - L,BfYoz,B - _QNKCYﬁ = "Yaﬁ - D(aﬁ,@) (111)

o Kap = 2;[ [D(aﬁﬁ) - '701/3} (1.12)

Com as quantidades definidas: 3, m, 0, J; e N, somos capazes de separar a
lagrangiana da relatividade geral em espaco e tempo. Nesse feito, vamos utilizar a base

-

{8,}5, onde os vetores da base {0y, dy,d,}" formam uma base para as folhas espaciais. E

6 Na base {9,}, m = (N,0,0,0) e 8= (0,51, B2, 83).
7 O vetor (’9“ é a tangente da curva que passa pelo ponto avaliado e que possui todas as componentes com
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possivel montar uma base para o espago cotangente a partir da base usando a relagao de
dualidade de bases: Se {e;} sdo vetores base do espaco tangente e {bk} sao um-formas
que atendem a equacao.

(b e) =0t | (1.13)

J

entao {bk} sao duais a base {e;} e formam uma base no espago tangente. Dessa forma,
{dt,dx, dy,dz} é uma base do espaco cotangente dual a {0, Ox, Oy, 0, }. Todas as quanti-
dades agora serao expressas nessa base, em que indices gregos para componentes espago-

temporais e latinos para espaciais.

e Componentes temporais
g(0k, O) = goo =m* + 3> = —N? + '3, (1.14)

e Componentes espago-temporais

0

—
g(0, &) = goi = gio = g(m, &) +g(B, %) = B (1.15)
e Componentes espaciais
8(%, 65) = vi; = vji = 1(6;, %) (1.16)
Dessa forma
~N? 4 B B
gp,y - / P (117)
Bi Yij
_1 B
v o__ N2 N2
9=\ 5 y_sw ! (1.18)

VEI=NyT (1.19)

onde foram usadas a identidade de Banachiewicz para inverter a matriz e a férmula de
determinante de Schur (ZHANG, 2005).

Definidas agora as quantidades na base {0,}, dividiremos os vetores em suas

componentes espaciais representadas com o indice latino, e as espago-temporais com

excegao da componente p constantes. Em notagdo de indices,d," = % Essa quantidade é o campo
vetorial formado pela tangente de curvas geradas por coordenadas espaciais constantes e tempo variavel,
ou seja, o conjunto delas é determinado por I'(tg, 1,2, x3) : {x ERYWIER,z = (o + l,thg,xg)}.
Qualquer vetor descrito na base espacial escolhida é perpendicular a Vit g(ﬁt, 8;) = (dt,8;) = 6Y = 0.
Note que 0y # ﬁu e que a base espacial utilizada nio é necessariamente ortogonal. A base do espago
tangente {0, } é dual a base do espago cotangente {dx"} ({9,,dx") = d}/), enquanto a base de vetores

{ﬁx“} é dual métrico de {dx*} (ﬁx/’/ = g(dx*,-)).
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indices gregos. Nessa notacao, as quantidades pertencentes as folhas de simultaneidade

nao possuem componentes 0. Por exemplo, o tensor métrico das hipersuperficies de tempo

constante
You = Yuo = 0
Yig = Vji
,y()u — ,Y/LO =0
y N
¥ =)

Agora que conseguimos definir nossas folhas, somos capazes de substituir essas
quantidades na acao da relatividade geral entre duas hipersuperficies simultaneas e, ao

remover os termos superficiais da agao, ela tem a forma (Apéndice A)

A= —%/t /ZN [R+ KKV - K?] Ravde (1.20)

onde a integral é feita sobre a folha de tempo constante ;.

A equacao (1.20) apresenta a agao em termos das variaveis de configuracdo N, e
7, que representam unicamente as variaveis da métrica. Nessa nova forma dada em (1.20),
fica nitida a separacao entre espago e tempo, o que torna possivel definir uma hamiltoniana
em funcao das velocidades N, f e 4 8. Todavia, das dez varidveis de configuracao por
ponto, apenas duas representam graus de liberdade reais, que irdo evoluir no tempo
independentemente, isto é, havera apenas dois momentos linearmente independentes. Neste
caso, serao os momentos associados a . Os momentos relacionados a 5 e N serdao nulos.
Portanto, nao ha inversa no mapa entre os momentos e velocidades dessas quantidadess.

Ou seja, o mapa nao ¢ bijetor e ha necessidade de vinculos.

1.1.2 A hamiltoniana vinculada

Para desenvolvermos o método hamiltoniano, primeiro encontramos os momentos a
partir de (1.20). Analisando a lagrangiana, o tnico termo que possui dependéncia explicita
em derivadas temporais é a curvatura extrinseca (R sé depende de derivadas espaciais da

métrica das folhas).

Como apontado na equagao (1.12), a lagrangiana sé possui dependéncia explicita
em 7 dentro de K. Isso significa que os momentos associados a 3, Pg, e N, Py, ndo podem
ser quaisquer momentos, devem ser nulos. Isso significa que devemos nos ater ao espaco
de solugoes em que esses momentos sao nulos, isto é, onde Pg = 0 e Px = 0. Devemos
montar a hamiltoniana usando 5 e N como novas varidveis, responsdveis pelos vinculos dos

momentos nulos, que junto com as quantidades Py, N, 3, Pg, Il e v formarao o espaco

8 O ponto nas varidveis representa a derivada parcial em relacio ao tempo, por exemplo, ¥ = ;7.
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de fase dela. Da dinamica obtida, retiramos a solu¢ao impondo as equagoes as restrigoes

dos momentos nulos de 3 e .

O momento canonicamente conjugado a -, IL, pode ser obtido com a equagao (1.20)
e (1.12)

v = 5 (Kjy7 - K9) (1.21)

A densidade de Hamiltoniana gerada pela transformacao de Legende nao pode
ser feita de forma tradicional, pois nao existem momentos relacionados a 8 e N. Para
resolver esse problema, fazemos a transformagao com BeN, Py, N, 8, Pg, II e y varidveis
independentes. Da dinamica obtida, escolhemos um subconjunto em que Pg e Py sao

nulos. Nessa escolha, teremos um mapa bijetor.

"= | 9555 + NPy + 8'(Ps); — £] dV
— / [ N?—[o + 28"H; ) + NPy + Bi(PB)i] av (1.22)
3t 66131
onde

2 ij 3605, (1 opTTik
Ho=R+ K" - K;;K" =R+ (270p7jk — %ﬂpk> [1°PTTY (1.23a)
H; = D,K! — D;K = %Dbﬂib (1.23b)

V7

onde K pode ser posto de forma a depender do momento IT

66131 ( b
Kmn = YabYmn — ’Vma’}/nb) I 124)
Vi \2 |

Toda a dindmica vem das equagoes de Hamilton com a varidvel H em (1.22), que
impoe a restricdo de que os momentos de § e N devem ser nulos. A evolucao é descrita a

partir dos parénteses de Poisson

6(z—=x')

(N(a', 1), H(t)} = / (e, )N (2, 1), Pr(x, 1) }dV = N(2', 1) (1.25a)
S(z—a')

(B 1), Ht)} = /E B (1), (Pa), (@, 0) fdV = B(a', 1) (1.25b)

(i O HOY = o [ [N t) ('), Moo, 0} = 28'(a.1) {0, 8), Mol )} V74V =
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—&(x—z")
{(Py), (', :/zt% Py), (', 1), B(x, t)}(j\z;dv (Ps), (@ ) =0

L Hy(2 1) =0 (1.25d)

—6(z—1")
{Py(',t), H(t)} = /Et Ho(x, t){Pn(2,t), N(z, t)}gz;dv Py(2',t) =0
 Ho(z' 1) =0 (1.25¢)
(/1) H(t)} = 62131/2 [N (2, 1) {T1°(2’, 1), Hol(x, 1) } — B (x, t) {1 (', 1), M, £) } | yAdV =
= I1%(2/, t)

" (Lo, — Lg) Kij = =DiD;N + N (Ry; + K Ki; — 2K} Ky;) - (1.25¢)

As equagoes (1.25a) e (1.25b) ndo acrescentam nova informagao ao sistema, mas
sao esperadas pelo formalismo de Hamilton. As equagoes (1.25d) e (1.25¢) sdo equagoes
relacionadas aos vinculos, e estao ligadas a conservagao de momento linear e energia |,
respectivamente. J4 as equagoes (1.25¢) e (1.25f) ndo sdo equagoes independentes e tratam

da evolugao do sistema.

Na proxima secao, vamos obter as equagoes de Friedmann a partir do método
hamiltoniano. Todavia, ndo com as equagbes geradas em (1.25), mas com a exigéncia da

métrica homogénea e isotropica.

1.2 Universo Homogéneo e Isotrépico

Dados da radiacao césmica de fundo indicam um Universo quase homogéneo e
isotropico, ou seja, igual em todas as direcoes e em todos os locais para todos os observadores

comoveis ao observador césmico? (ULLRICH, 2007). A métrica que esse observador analisa

G = <_N2(t) 0 ) , (1.26)

tem a forma

0 a(t)Cij(x7y7z)

onde (;; é uma trimétrica maximalmente simétrica'® cuja curvatura é

C
Rmnab = ? (CmaCnb - Cmana) . (127)

O sistema de coordenadas que observa o Universo de Friedmann homogéneo e isotropico é um
observador césmico. Um observador que nao é comével ao observador césmico nao verd um Universo
homogéneo e isotrépico. Um efeito de um observador nao comovel pode ser observado no dipolo da
radiagao césmica de fundo (Kogut et al., 1993).

9

10 n(n+1)
2

Uma métrica de um espago n-dimensional é dita maximalmente simétrica se possui isometrias
continuas. Para o caso tridimensional estudado (n=3), a curvatura de uma métrica maximalmente

simétrica tem a forma R, 5 = % (CualvB — (upCra), onde o escalar de Ricci, R = 6C, é constante.
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As quantidades de (1.20) geradas por essa métrica sao

N=N (1.28)
5=0 | (1.28b)
Vij = QQCij ) (1.28¢)
v=d¢C (1.28d)

com essas quantidades, as demais sdo construidas'®.

0L 0L 0a  PuayY

g 2= 7= = 1.29
Oy 04 0 6 (129)
Usando a relagao (1.24)
60p1Pyij PaGij
K,=_--——"9%" _ 1.
) 12&2\/Z 6€P1 12\/6 ( 30)
Hi=0 (1.31a)
6C , P?

= — 2 — 1.31

7‘[0 o + <6£p1) 24a4C 0 ( 3 b)
P2 :

H = [ |66 (6Cay/C+ 6tpr ) + NPy | dV 1.31

5, [ Pl ( a\/g-i- P124a\/z>+ N] (1.31c)

A equagao (1.31b) é um vinculo da dindmica relacionado a conservacao da energia.
As equacoes geradas sao para um Universo vazio, autogravitante. A dindmica se torna
interessante quando sao adicionadas fontes ao Universo. Isso sera discutido na préxima

secao.

1.2.1 Universo preenchido com um fluido perfeito

O Universo nao é vazio, mas preenchido com objetos formados por atomos, radiacao
e outras particulas. Esse conteiido gera a dinamica do Universo. Esta se¢do é dedicada a
contabilizar essa participagao na hamiltoniana (1.31) para o caso em que o contetido do

Universo é tratado como um fluido perfeito'? 3.

11 E possivel relacionar @ com +;; por meio de sua defini¢do

a?Cij = Yij
. 2a
= Yij = ;'Yij
oa ay"

T 0 6

12 Um fluido perfeito ¢ um fluido sem conducdo de calor nem viscosidade (SELIGER; WHITHAM, 1968;
SCHUTZ, 1985).

Anélises de modelos perturbados aos de Friedmann mostram que o fluido perfeito é uma boa
aproximagao para dimensoes superiores as dimensdes de aglomerados de galdxias (WEINBERG, 2008).

13



28 Capitulo 1. Cosmologia Cldssica

Mais a frente, observaveis do fluido serao usados para medir o tempo, que é perdido
durante a quantizacdo canodnica. A acao de um fluido perfeito é dada pela sua pressao p

(SELIGER; WHITHAM, 1968), que esta ligada ao campo de quadri-velocidades do fluido,
u(z,t)", através de seus potenciais velocidade o, 3, @, S e h descritos por Schutz (SCHUTZ,
1970). Aqui « e 3, que sdo responsaveis pela vorticidade do fluido, serdo tomados nulos,
pelas simetrias espaciais da métrica de FRLW. O fluido sera responsavel pela dindmica de
FRLW. Portanto, o observador especial das hipersuperficies maximalmente simétricas sera
aquele que estd parado em relacao ao fluido: 0} = % A relacao entre os potenciais e a

quadri-velocidade, com excessao dos parametros de vorticidade, é

g (@, +6S,)
— - ’

u” (1.32)

onde S e h sdo a entropia e entalpia, respectivamente. As demais quantidades nao tém

interpretagao direta (TAUB, 1954). A quadrivelocidade é normalizada (nem todos os

potenciais sdo independentes), gerando a relagdao entre os potenciais'®

_<i>+05’

h =
N

(1.33)

Vamos tratar de fluidos que, como a radiagdo, possuem equacao de estado p = Ap,
onde p é a densidade de energia do sistema que possui uma contribuicao referente a energia
de repouso, pg, e a energia interna especifica, II: p = po(1 + II). A entalpia, que esté
presente na quadrivelocidade, é a soma de pressao p com a densidade sobre a densidade

especifical®. Pela primeira lei da termodinamica

7dS = dll + pd(1/po) = (1 +)d [In(1 + 1I) — Aln(po)]

1411
=7=1+4+11I : S:1n< S )
Po
Sp = Apy T expl(s) (1.34)
Mais ainda

dp = podh — pordS | (1.35)

1

onde obtemos que py = [he)fi(;s)} X
14 A quadrivelocidade do fluido é um campo vetorial tipo tempo normalizado, utu,, = —1, que determina

o fluxo do fluido.

15 A condiciio de normalizacio tem a forma

gty = -1 =g(0,u) =
0D, +0/'S .0
B h
Phi + 68

Soh= N
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A agdo de Friedmann com o fluido perfeito toma a forma
A= / (Luteno +pv/=9) d'x (1.36)

A equagao (1.36), para ser passada para o formalismo hamiltoniano, deve seguir
0s mesmos passos anteriores, pois o mapa entre os momentos do fluido e as variaveis de
configuragao nio é bijetor (a hessiana tem determinante nulo)'”. A definicio dos momentos

nos da dois vinculos e uma relacao entre as velocidades e um momento

Ps = 0Py Vinculo (1.37)

Py=0 Vinculo (1.38)

Py = poa®y/C (1.39)
Py \ M

=p=2A <a3\/z> exp(.S) (1.40)

A hamiltoniana resultante tem a forma

6C P?
60p1 24a\/C

_ (%)M eXp(S)a?’\/E)

cujas equagoes sao as equagoes de Friedmann para um fluido perfeito. As variagdes de .S, 0

H= [NPN+9P9+S(PS—9P¢)—N( -

pI

v, (1.41)

e ® e seus respectivos momentos provém as equacoes de movimento do fluido, e a variagao

de a e N geram as equagoes de movimento da métrica.

o Métrica Ca p2
. 6Ca
Po HY — Po=0— — _ a 3 1.42
(Py,HY = Py =0 el NG (1.42a)
NP,
H a 1.42
{a,H} =a 6€P112a\/f (1.42Dh)
. 2
{Pa,H}:Pa:—@ 60p) Fu ¥ — 3pa®\/(N (1.42c¢)

66131 * 24&2\/Z
As equagoes de Friedmann sdo geradas por essas equagoes (MUKHANOV, 2005)

s\ 2 N2
(a> — N = © y (1.43a)
a a
a (IN EplNQ (p + 3]9)
B S U 1.43b
a alN 2 ( )

. . 2 .
17 O fato da matriz hessiana, dada por %, ter determinante nulo em algum ponto (no caso, teremos
10qj

sobre todos os pontos) significa que na vizinhanca dele ndo é possivel obter uma inversa. Um caso é
Py que é nulo, e nao é possivel relacionar um Py diferente para cada 6, e vice-versa.
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e Fluido
{®,H} = d = —hN (1.44a)
(Pp,H} = Py =0 = ﬁgt [(pexp(9))77 @’ (1.44D)
{P),HY =Py =0=SPy (1.44c)
PyNp

{Pg,H} = P = 6Py = (1.44d)

Po
As equacoes de movimento do fluido geram as equagoes esperadas da dindmica

(SCHUTZ, 1971)
1

S=0 (1.45b)
0=1N (1.45¢)

Para o fluido quantizado é interessante usar outras variaveis canonicas para que

tenhamos bem determinado o tempo. A transformacao de variaveis
{G,Pa7N,PN,N,S,S,PS,Q,G,PQ,Q),RP} — {aaPa7N7PN7N7S79)Q)P0aPTaTa(DNa-P‘PN}

onde

Pr—— (i‘%)m exp(S)y/< (1.46a)

Py ~O)
Oy = PN+ 1)PP)S (1.46¢)
@
Poy=Ps (1.46d)

é uma transformagao canonica, pois seus parénteses de Poisson s6 sao nulos quando formam

unidade com sua respectiva variavel conjugada (LEMOS, 2007)'8.

18 De fato, é uma transformacio candnica. Os tinicos parénteses que nao sio explicitamente zero sdo

{T,<I>N}:(A+1)P%7(A+1)£,O

Ps N
{(I’vaT} = {T7P‘I>N} =0
{®n(t,2"), Pr(t,z)} = {®n(t,2"), Pr(t,z)} = 6(z — ')
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A hamiltoniana tem a forma

- [ [N <6a\/z P P

ﬁ) + NPy 40Py — S(TPp+60Py,)| dV |
(1.47)

que é mais simples que (1.41). As equagbes para as antigas varidveis permanecem, somando-

6€p1 + 0t 24&\/Z + CL3)‘

se & dindmica das novas variaveis.

(THy=T="

o (1.48a)
{Pp,HY=Pr =0 (1.48D)
{Poy, H} = Py, =0 (1.48¢)
Py, = by =0 (1.48d)
onde da (1.48a) obtemos a relagdo entre o tempo préprio e o tempo ¢
N

Possuimos, entao, a hamiltoniana de um fluido perfeito em um Universo igual
em todos os pontos e em todas as diregoes. Na realidade, nao observamos um Universo
estritamente dessa forma. A existéncia de galaxias ou nés mesmos sao fatos que corroboram
com a existéncia de inomogeneidades no nosso Universo. Em certas escalas, muito maiores
que o tamanho de galaxias (WEINBERG, 2008), as inomogeneidades sao pequenas o

suficiente para permitir o tratamento perturbativo do modelo de Friedmann.

1.2.2 Ondas gravitacionais

O espectro térmico da RCF foi medido em 1965 (WEINBERG, 2008), e apresentou

pequenas flutuacoes de temperatura da ordem de 2£ ~ 10~ medidas pelo telescopio

T
COBE em 1992 (SMOOT et al., 1992). Elas sao referentes a aglomeracoes de matéria do
Universo primordial que formaram as estruturas cosmolégicas atuais como aglomerado de
galaxias. Apesar de pequenas as diferencas de temperatura entre pontos na RCF, nao é
possivel descrever todos os objetos existentes no Universo a partir das condig¢oes iniciais
apresentadas nela, ou seja, ndo é possivel determinar totalmente o passado de todos os
objetos existentes somente com a RCF. Todavia, é possivel descrever a gravitacao com
esses resultados iniciais para grandes escalas a partir de pequenas perturbagoes do modelo
cosmologico de Friedmann. Essas tltimas sao descritas por um termo extra na métrica
(1.50),0g, referente ao desvio da homogeneidade, e seu dominio de aplicagao se limita as
pequenas frequéncias de sua expansao em modos de Fourier (1.58), o limite de grandes

escalas.

19 Em comparacio com o tempo conforme, basta que N = a.
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A perturbagao dg é ambigua. Mudancas infinitesimais de coordenadas podem
gerar termos adicionais & métrica como o 6g (MUKHANOV, 2005). Para contornar esse
problema, as perturbacgoes sao trabalhadas com quantidades invariantes formadas por
termos da decomposigdo em harmdnicos tensoriais de dg (HALLIWELL; HAWKING,
1985). Em segunda ordem de perturbagao, valida para baixas frequéncias, as componentes
da decomposicao tensorial evoluem independentemente. Esse é o caso da perturbacao
tensorial, um invariante representado pela parte harmonica tensorial da parte espacial da

métrica.

As perturbagoes tensoriais nao sao ambiguas. Nao é possivel, através de uma
transformacao de coordenadas, gerar um termo harmoénico tensorial espacial extra na
métrica. Ela nao contribui para perturbagoes do tensor momento energia, e se configura
como variagoes da prépria geometria. Para fatores de escala a proximos aos de hoje, as
perturbacoes tensoriais sao solugoes de uma equagao de onda, por isso as perturbagoes

tensoriais também sao conhecidas como ondas gravitacionais.

Os detectores que pretendem observar diretamente ondas gravitacionais medirao
sua densidade critica de ondas gravitacionais por logaritmo de frequéncia, Qp¢, ligada ao
seu tensor de energia momento. Como puramente geométricas, s6 é possivel definir um
pseudo-tensor momento energia para as ondas gravitacionais. Existem duas formas de
defini-lo, que sdo iguais para fatores de escala préximos ao de hoje?® (GIOVANNINTI, 2010).
Neste trabalho, optaremos pelo pseudo-tensor dado pela derivada funcional da lagrangiana

pela métrica nao perturbada.

Neste capitulo, serda desenvolvida a teoria das ondas gravitacionais no contexto
da Hamiltoniana do capitulo 1.2. Sua equac¢do de movimento e densidade critica serdo

determinados para o caso nao quéntico.

1.3 Hamiltoniana das ondas gravitacionais

A métrica espacial com as ondas gravitacionais possui um termo extra referente as

anisotropias tensoriais
Yij = az(t) [Cij(xvy’z) +wij(x7y>z)] (150)

A perturbagao tensorial é um tensor espacial transverso de traco nulo, segundo (;;.

Como ela ¢ um tensor no triespaco, a métrica (;; serd responsavel pelas operagoes de traco

20 O pseudo tensor momento-energia pode ser dado pela perturbacio da componente tempo-tempo do

tensor de Einstein ou pela derivada funcional da lagrangiana em relacdo a métrica nao perturbada.
Neste trabalho, optaremos pela segunda forma.
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e duais métricos deste tensor.

wi; ¢V =w', =0 (1.51a)

wh ;=0 (1.51Db)
onde O, ; ¢ a derivada covariante relativa a métrica ;.

A Hamiltoniana das ondas gravitacionais é obtida perturbando a equacao (1.22) e

adicionando o momento referente as ondas gravitacionais na equagao®' (1.29)

i (P, P, Pii
) [ Tw w
M7 — ¢ (6a 202 ) + (1.52a)
1 -
v — a®C (1 — Zwijw”> (1.52b)
ot
Pr— Py (1 + wwi“’) (1.52¢)

Com as quantidades perturbadas, a hamiltoniana toma a forma

ab//c
H= N 6C — Cw®™wy, — v Wab/ /e a Ve
boM 4 6€p1

6£p1 [Pg (1 B 5wabwab> B PgwijPa B ng(w)u‘| PT (

+

T |21 12 3a2 P 4

w
s e 1+ wabwab> } dV+

. . . w

+ [NPN 1 0P — & (TPT (1 + 4wabw“b) + 9P¢Nﬂ v . (1.53)
P

Até a primeira ordem, todas as equacgoes geradas para o caso nao perturbado

sao iguais. A diferenca se encontra no fato de que agora temos uma dindmica para as

perturbagoes. Com os parénteses do Poisson, obtemos a dinamica do sistema

1 [ waPs  2Pu
{wi(2), H(t)} = tij(z) = 6Lp /zt\/z [‘wgi;z -

_6€p1N lwijPa i 2P(w)ij]

] {wij(z), Pi(a)} dV' =

VC | 3a? a’
PH— —(ﬁﬁ <2Hwkl + “’;) (1.54)
Entao, em primeira ordem, a evolugdo das perturbagoes seguem a equagao (apéndice
B)
~ (b, HY 66\/51 — iy = —x&ﬁw] + ];faiwj + N;”“ {f;,H} - GN;PJ + QZX (P, H}
S+ 3HWws — wwx + 2]\;220101-]- — <];;2wij>//c//c =0 (1.55)

2L Ver apéndice B.
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Essa equacao pode ser simplificada pela transformacgao canoénica feita em segunda

ordem perturbativa®?

wabwab wabwab
a=ae ~ 1-— 1.
a=ae 12 a ( D ) (1.56a)
~ wabwab wabwab
P,=Pe 1z ~P, 1+ 15 (1.56b)
"J)ij = Wyj (1560)
P, QP
pi—piy? Gw = Py + 222 (1.56d)
que gera uma Hamiltoniana mais simples em segunda ordem
C w ey, V¢
H = N 60 — — ab b — ab//c \ ~
., {( 2w Wab 1 a6€p1+
6€p1 p2 Pijp(w)ij PT
a _ w dV
+ V¢ [24& as asw *

+ Dinamica das demais variaveis.

Essa nova equagao gera uma dindmica para as perturbacoes mais simples. Daqui

por diante, nao utilizaremos o til e N = a(t)

Wiy — w;;’°, .+ 20w + 2Haby; = 0 (1.57)

A perturbagdo w;; possui apenas 2 graus de liberdade®, que sdo os modos de polarizagao
das perturbacoes tensoriais. Para melhor compreender como os modos evoluem, eles sao

divididos em sua série de Fourier?*.

A e tkx
w;; = 27r 572 Z/ € w,(g) KX AV (1.58)

A transformada de Fourier da equagao (1.57) leva a evolugdo dos modos das ondas
gravitacionais )
ﬂ+(k2+20—a)u:0 , (1.59)
a

onde p = w,gA)a representa a amplitude dos modos das perturbacoes tensoriais.

A equagao (1.59) nos da a evolugao dos modos de Fourier que depende das escalas,
representadas pelo comprimentos de onda, e em funcao do tempo. Os detectores de ondas
gravitacionais de forma direta® pretendem, através de seus dados, determinar a densidade

critica de ondas gravitacionais por logaritmo de frequéncia Qo (f).
22

A transformagao permanece candnica para a segunda ordem perturbativa (PETER; PINHO; PINTO-
NETO, 2005).

O tensor w;; possui 9 indices e 7 equagoes: 3 devido a simetria wy;; = 0; 1 devido ao trago nulo
wi = 0; 3 devido & divergéncia nula w/ -}

A integracao da transformada de Fourler é feita sobre X, espaco de fase relativo ao espaco compacto
3.

E possivel detectar ondas gravitacionais de forma indireta, como feito com medidas de polarizacdo da
RCF (ADE et al., 2014).

23

24

25
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1.3.1 Densidade de energia de ondas gravitacionais

Os detectores de ondas gravitacionais medem o seu espectro, isto é, a intensidade
do sinal pela frequéncia das ondas. A equagao (1.59) possui solugdes oscilatorias para
comprimentos de onda que estdo dentro da escala de curvatura®® e que sao medidos por
esses detectores. Uma caracterizacao desse espectro é feita por meio da densidade critica
de ondas gravitacionais por logaritmo de frequéncia Qog(f)*, que estd relacionada com a
densidade média de energia das perturbagdes tensoriais®® (MAGGIORE, 2000; BESSADA
et al., 2012).

poc _ (T%) 2 0L®
Qoc(n) = = = - oo
Pc Pec Pe / —g(o) 898(()))
1 1 Lok
12€ < w bwab/ — iw] U)Uk> (160)
2
onde p, = (22)" é a densidade critica. Novamente, podemos expandir os wg, em suas
Lp

transformadas de Fourier, obtendo

Qoc(n Py Z/d (Ink) r U /\)” _ 2’HR6{ Ml(f }+ (k‘2+7—l2) <"u’(€)\)‘2+ ’/M({\)l 2)]

:/d(lnk;)QOG( n (1.61)
) _

onde Qoc(k,n) é o parAmetro densidade de energia por logaritmo de frequéncia, e

awk . Quando as perturbacgoes estdo dentro da escala de curvatura no regime onde k > H,

a densidade de energia das ondas gravitacionais tem uma forma mais simples
32

)

Qoglk,n) = —5—— 1.62

onde, na aproximacao perturbativa de dentro da escala de curvatura, u(n) oc e~ 7.

Os detectores gravitacionais procuram medir Qog(k,n) para obter um espectro
primordial de ondas gravitacionais, assim como se obteve o espectro de ondas eletromag-
néticas. A observacao dessa quantidade nos dara informacao da evolucao das perturbacoes
tensoriais, principalmente em uma fase em que elas foram muito importantes: quando o
fator de escala a(n) foi muito pequeno. No préximo capitulo, abordaremos essa regiao no

cenario de ricochete causado por efeitos quanticos.

%0 comprimento de onda observado hoje, devido a expansdo do Universo, cresce com o fator de

escala, A = £, enquanto a escala de curvatura do Universo para as ondas gravitacionais, Ry = \/% ,
dependente do conteiido que domina o Universo na era analisada. Quando o comprimento de onda da
perturbacdo estd dentro do raio de Hubble, Ry, k? > % e a equagao (1.59) admite solugoes tipo onda.

O espectro de ondas gravitacionais pode ser caracterizado pela densidade critica por logaritmo de
frequéncia (Qoa(f)), pela densidade espectral da média das componentes de Fourier da métrica
(Sh(f)) e pela sua amplitude caracteristica (h.(f)) (MAGGIORE, 2000) .

No caso quantico, a densidade das ondas gravitacionais estara relacionada com o valor esperado
no vacuo do operador relativo ao tensor energia momento, pog = (0|7% |0) (MAGGIORE, 2000;
BESSADA et al., 2012).

27
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2 Cosmologia Quantica

Nesse Capitulo, desenvolveremos a teoria canodnica de quantizacao baseada na

hamiltoniana obtida no capitulo 1 e na teoria da onda piloto.

“The sober, practical, matter-of-fact nineteenth century - wich carries over into our day -
suspected all speculative and interpretative tendencies as “metaphysical” and limited its
programme to the pure description of natural events.”

(Variational Principles os Mechanics, (1952), Lanczoz, C.)
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A Relatividade Geral e a Mecanica Quantica sao teorias que se aplicam a escalas
diferentes. Enquanto a teoria de Einstein discursa sobre sistemas que possuem energia e
momento suficientes para curvar o espago-tempo como as estruturas em grande escala
— galaxias, aglomerado de galaxias e estruturas maiores —, a teoria quéntica trata de
fendomenos nanoscépicos, em que a acao do principio variacional esta na ordem da constante
de Planck. Até hoje, ndo existe experimento que demonstre um elo entre as duas teorias.
Todavia, existem fendmenos quanticos, e também existem fenémenos gravitacionais. Ambos
sao observados no mesmo Universo, mas em escalas diferentes. Pela soluc¢ao apresentada
no capitulo anterior, a distancia de dois objetos no espago depende do fator de escala
a, que a milhdes de anos atras possuia um valor muito pequeno. Deste modo, pequenas
dimensoes no passado, como as que pertencem ao reino da fenomenologia quantica, podem
ter influenciado comprimentos maiores com o crescimento do fator de escala. Nesse sentido,
para se entender a formacgao das estruturas atuais, precisamos dominar a fisica quéantico-

gravitacional.

Quanto menor o fator, mais densa é a energia. A aglomeracao de matéria apresentada
da RCF, vestigio direto mais antigo que se tem do Universo atualmente, data mais de
13 bilhoes de anos (RYDEN, 2002). Espera-se que tenha havido um periodo em que a
densidade era tao grande que efeitos quanticos nao poderiam ser desprezados para a
evolu¢ao do Universo como um todo. Apesar disso, até hoje ndo existem experimentos
conclusivos que observam efeitos quanticos na gravitagao. No modelo abordado neste
trabalho, o comportamento quantico do Universo domina sobre sua evoluc¢ao no ricochete
quando o fator de escala a atinge seu valor minimo. Nessas condigoes, utilizaremos uma

teoria que unifica o comportamento gravitacional e o quantico de um sistema.

A quantizacao da geometria na teoria da Relatividade Geral ainda nao é consenso
(KRAEMER, 2013). Nao ¢é de todo légico que se as fontes dessa teoria sdo quantizadas,
ela também deva ser. Existem diversas formas de quantizar a teoria da gravitacao, cada
qual com sua funcao definida em razao de um objetivo especifico. Entre esses métodos de
quantizar, temos a quantizagao por loop (LQG), a teoria de cordas (ST) e quantizagao
dindmica triangular casual (CDT). Aqui escolheremos um método de quantizagdo que nao
depende de condi¢oes de contorno assintdticas, que servird para o Universo fechado: a

quantizagao canodnica.

O roteiro deste capitulo sera trabalhado com a quantizagao da teoria abordada
no capitulo anterior no contexto de secoes espaciais fechadas, que sera aplicada ao mi-
nisuperespago homogéneo, referente ao modelo cosmolégico de Friedmann. Depois, sera
aplicada a interpretacao de De Broglie-Bohm para que seja obtida a trajetoria bohmiana

dos autovalores da teoria.
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2.1 Quantizacao

Para quantizacao da Hamiltoniana, é necessario fazer o transporte do espacgo de
fase da teoria classica para o espago de operadores que atuam sobre o espaco Hilbert
da mecanica quantica. Para tanto, as variaveis da teoria e seus respectivos momentos
canonicamente conjugados devem ser transformados em operadores auto-adjuntos que

obedecem a relacao de comutagao oriunda dos parénteses de Poisson

{48} - — [A Bl
onde h é a constante de Planck. Para as variaveis de fase e seus momentos, por exemplo,

[N(t), Pu(t)] = in (2.1a)
Bi(t, ), Py (t, 2)| = ihdjo(x — /) (2.1b)

Aant, ), 117 (¢, 2')]

25 (6207 + 0463) b(x — ') (2.1¢)

Esses operadores atuam sobre um espaco de estados, o espaco de Hilbert. Um
estado define completamente o sistema, no caso, o Universo. Um determinado estado |¥)
evolui segundo a equagao de Schroedinger da mecénica quantica (COHEN-TANNOUDJI;
DIU; LALOE, 1991)

mf\\m HW) | (2.2)

cuja hamiltoniana Héo operador auto-adjunto oriundo da quantizacao da equagao (1.22).

Além do mais, o estado tem que obedecer aos vinculos da teoria. No caso da relatividade

geral
H|W) =0 (2.3a)
Py|®) =0 (2.3b)
Peyl¥) =0 (2.3¢)
Ho|W) =0 (2.3d)
H | ) =0 (2.3¢)

A interpretacdo dos vinculos fica mais clara na representacao dos estados em
funcionais de onda W [h;;,t, N, ;] = (hi;, 8%, N|¥), que sdo coeficientes do estado ¥ na
base de auto vetores de h;;, N, 8*: |h;;, 8%, N)

W) = [(Wlhis, 6, N) (hig, 8%, Nl d*dN
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Nessa representacao, os operadores sao da forma

hi; = hi
5
7 = —
Zhdhij
N=N
. )
P —ih—
N ZhéN
pr=p
N )
Py = =it g
. )
H=—ih—
st

A primeira equagao de vinculo (2.3a) mostra que o funcional de onda nao pode

depender da parametrizagao temporal

N ow

HY = —zhﬁ =0 , (2.4)
ou seja, ele nao pode depender da forma como seccionamos o espago-tempo, questao
relacionada com a invariancia da relatividade geral sobre reparametrizagao temporal
(t(z) = t'(x) = t(x) + dt(z)). Os dois vinculos que sucedem, (2.3b) e (2.3¢), sdo relativos
a independéncia da funcao de onda de N e 3¢

ow

P = —inY — 2
N m(SN 0 (2.5a)
. v
PV = —th— = 2.5b
(B)i ¢ 6/62 0 ’ ( 5} )
sobrando a ¥ a dependéncia somente na trimétrica limitada pelos vinculos (2.3d) e (2.3e)
3603, /1 520
(L) T ,
A n 0 [ oV G
DI = — [ — | + TV =— = 2.6b
b oI <(5h1]> + ]kﬁhjk 0 ( 0 )

Ambas as equagdes, (2.6a) e (2.6b), apresentam problemas de ordenamento nos

termos 365’1 (%%p%k - 'Ayoﬂpk) [P e fzkﬁjk, respectivamente. Até hoje, nao existe um
ordenamento conclusivo para as equagoes (2.6). Todavia, como a relatividade geral é
invariante sobre reparametrizacao espacial, o ordenamento de (2.6b) é plausivel. A equacao
(2.6a) é conhecida como equacao de Wheeler-De Witt e governa a evolugao do sistema a

nivel quantico, mesmo sem possuir dependéncia explicita com o tempo.

Na préxima secao, sera retomada a nocao de tempo quando existe uma quantidade
que interage gravitacionalmente e possui, adicionado a hamiltoniana gravitacional, um
termo linear de momento. No caso apresentado, o pardmetro 1" do fluido perfeito, quantizado

de (1.46b), tomara esse papel.
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2.2 Ondas gravitacionais

Pra quantizar um sistema quéntico, é necessario fazer o transporte das variaveis
de fase para operadores que agem em um espaco de Hilbert, o qual contém todos os
estados possiveis do Universo quantico. Esses operadores devem atender uma algebra de
comutagao segundo os parénteses de Poisson classicos e que sattisfazem os vinculos. Com
isso, os mesmos resultados do capitulo anterior sao obtidos, inclusive para transformagcoes
candnicas(ANDERSON, 1994).Todos os ordenamentos da hamiltoniana sdo equivalentes
(PETER; PINHO; PINTO-NETO, 2005). Todavia, para cada situacao, é necessério ajustar
o produto escalar, de forma que a hamiltoniana seja auto-adjunta, ou seja, ela deve ser tal

que, para o produto escalar entre dois estados ) e ¢

(¢, H) = (Ho, ) (2.7)

Para facilitar, sera utilizado o ordenamento da hamiltoniana' (1.53)

R R ~ab/[con o
o= N!{6c—cotn, — LT, \/E 1
3t 4 6£P]

64p A Bwl A B 1 - (pij@ij +U7z‘jp f;j)
+ ——Pa?* P|1l—-—— | — =P, +
\/E |:24&3w2+1 a < 12 a2 3

T I
e el (1 n 4wa%ab)}dv (2.8)

em que esta explicita somente a parte da dinamica responsavel pelo fator de escala,

perturbagoes cosmoldgicas e o pardmetro T' do fluido.

A equagao (2.8) pode ser simplificada, como foi a (1.53), pela transformagao
canonica (1.56), ao aplicar a mesma transformagio para o regime quantico (PETER,;
PINHO; PINTO-NETO, 2005), tomando o cuidado de deixar os operadores resultantes

auto-adjuntos?

by ey " ~ab
G=ae "z ~aq (1 - wai;U ) (2.9a)
A N "Dubﬁ’ab R wabwab
0w = Pae” 2 = B[ 1+ 15 (2.9b)
Tf)ij = wij (290)
o (aBor Payar (@bt Rt
PY =PJ+ 15 =P + B (2.9d)

L A transformacdo canénica quéntica do fluido, ndo apresentada explicitamente nesse trabalho, provém

de uma transformagdo ponto nas coordenadas S e depois de uma inversdo momento-coordenada
(ANDERSON, 1994).
2 Queremos que os operadores continuem observaveis (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991)
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gerando a hamiltoniana e desconsiderando as barras sobre as variaveis transformadas,

R R C ab//c
H:/EN{<6O—2W%Q6— “”’”)a\/ZJr

4

6€p1 1 A Bw—1 A jjlzvjp(w)zj p
W han - M| By o
Aplicando (2.10) a um estado, na notacao de funcional de onda
OV 501 CVC 3w+l \/_ b// 6/p) 62
_— = W ab “ a ¢ Qa c L7 II}
Yar <a T20p, Y War H T G W by g = 7 s Swidwy ) T
C lpy 02
i [ 3wt1 \/_ \/;_»14 52 ] U = Hp V¥ , (2.11)
onde Y= ﬁaii(lfw)

A nogao temporal perdida pelo vinculo (2.3a) é recuperada pelo pardmetro 7' do
fluido que gera a hamiltoniana Hr. A nova hamiltoniana Hr é definida sobre o espago de

Hilbert dotado pelo produto escalar

w.o)= [~ woddw=[" [ o

onde o dominio (0,00) de x implicard em uma condi¢do de contorno necessaria a ser

Y pdadw , (2.12)

atendida pelos ¥, de forma que Hr seja auto-adjunto. Isso define uma densidade de

probabilidade em uma equacao de continuidade, que sera explicada na proxima secao.

A fungao de onda solucao de (2.11) pode ser separada em duas partes ¥ = pi:
uma referente ao fundo, ¢(x,T), e outra referente as perturbacoes v|x, 7', w;;]. Aplicando

essa separagao a (2.11)

3w CfC \[ : 60p1 62 .
_ 3w+1 3w+1 ab//c _ I
0 90(“ 120p, oy + 24€p1 Wab/fe = 7z o5 guiiswy  oT) VT
C\/_ p] .0 ﬁp] 099 01/; (921/)
8w+l — — 2=~ 2.13
“/’[ f4a 2 OT] + f( ooy Yoz o @1

onde, para conseguir a separagéo entre fundo e perturbacao, basta que ¥|x, T, w;;| =
[T, wij] + [T, wij] [ -4 2 . Assim, o 1dltimo termo em destaque de (2.13) se anula, e cada

parte da funcao de onda total deve atender

(W 3w+1 C\/E ab 3w+1 \/_ ab//c 6£p1 52

‘or (“ oty e T g b e~ ) Sugig, ) ¥ (2 149)
(9<p lp 0° o 45,1 CVC

o7 e 2.14
or T Vaao: Y Tt 7 (2.14b)

Para o caso sem curvatura espacial C' = 03, a exigéncia da hamiltoniana Hp ser auto-
)

adjunta implica que, se duas fungoes de onda ¢(§,T) e o(§,T) pertencem ao conjunto de

3 Até o final da dissertacéo, a curvatura espacial serd nula, portanto, ¢ = 1.
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solugdes de (2.14b), elas devem ser tais que

oo *820' ~ o) 82925* ~
/ %dex—/o 7oy X

> o ae)l e o)
X OX Jlew ox  Ox )l
09 Jo

Ay ag o ao : (2.15)

onde o é um parametro que definirda as condigoes de contorno do sistema, aos quais
delimitarao o espago de solugoes de (2.14b) (LEMOS, 1996).

Sera estudada, de agora em diante, a solucdo da forma de um pacote de onda
gaussiano concentrado em y = 0

8 \i —2
*"°:<Tow> er (2.16)

que servird de condigao inicial para (2.14b). O fator Tj define a largura da gaussiana. Mais
a frente, serd mostrado que Ty é o tempo caracteristico do ricochete. Com a condicao

inicial apontada em (2.16) para a equagao (2.14b) em fungao do fator de escala a é

(1) 8T, 1/4 —4Tya30w) y
a/’ = |— X
14 r+12)| Plorr 1) (1 -w)?

4T ¢3(=w) 1 T T
X exp s —1t + —arctan () - = , (2.17
p{ [9(T2+Tb2) (1-w)® 2 T) 4 (2.17)

A mecanica quantica usual, regida pela interpretacdo de Copenhagen, nao da

suporte ao Universo na escala quantica porque supoe um observador classico externo
ao sistema quéntico, ou seja, maior que o Universo, e um regime frequentista para as
realizagoes do Universo. Uma das soluc¢oes desses problemas é a interpretacao de De
Broglie-Bohm das ondas piloto, que entende que existem trajetérias reais nas quais as
variaveis de configuracdo percorrem. Nesse sentido, na préxima se¢ao descreveremos a
teoria e obteremos a trajetoria bohmiana do fator de escala, a qual representara o fator de

escala dependente do tempo a nivel quantico.

2.3 A teoria da onda piloto

A teoria da onda piloto propde que existe uma trajetéria quantica do sistema
no espaco de configuragao com realidade objetiva, descrita por ¥, que nao depende da
observacao. Ela é relacionada a corrente conservada ; e densidade de probabilidade p do

sistema descrito pela funcao de onda W quantica pela equagao

, (2.18)
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similar a uma definicdo de momento linear na mecéanica newtoniana. Esta interpretacao
exige mais condigoes iniciais que a de Copenhagen: a posicao inicial Z(¢y), da qual ndo temos
acesso. Isso faz da interpretacao de de Broglie-Bohm uma teoria de varidveis escondidas
(PINTO-NETO, 2010). Uma fungao de onda que satisfaz a equagao de Schroedinger e os
seus vinculos pode ser separada de forma geral por ¥ = Aei%, onde A e S sado fungoes

. . . . . . 7 p2 >
reais dos graus de liberdade dos sistema. Para uma hamiltoniana classica H, = f—m +V,

0S . (VS)? R V2ZA 98 -
L A2
j = VS (2.19Db)
m

p=A? (2.19¢)
8p =
_F g 2.1
BIE +V-7=0 (2.19d)

onde a equagao (2.19a) pode ser interpretada como uma transformagao de Hamilton-Jacobi
com o gerador S e hamiltoniana H + Q. De fato, quando H é muito maior que Q, é
retomada uma equacao para o espaco de fase classico com o gerador S, sendo () o papel
da interface classico-quantico, o potencial quantico. Nesse sentido, VS seria o momento

canonicamente conjugado a posicao da particula.
P=VS (2.20)

Todas as particulas seguiriam trajetorias definidas pelas curvas integrais de seus momentos
e a forma probabilistica seria dada pelo desconhecimento das suas posi¢oes iniciais,
variaveis ocultas da teoria. Como nao sabemos onde estao inicialmente, temos que impor
uma condigdo de provével localizacdo no tempo inicial, dada por Py = A%(ty). Como
apresentada na equagao (2.19d), que é uma equagao de continuidade, a densidade de
probabilidade de particulas se conserva no tempo. Mesmo se as condigoes iniciais das
particulas nao coincidirem com a densidade de probabilidade |¥|?, elas vao ser iguais a um
tempo finito (VALENTINI, 1991b; VALENTINI, 1991a). Dessa forma, as quantidades do
espaco de fase possuem uma trajetoria real, chamada trajetéria Bohmiana, que depende
das condigoes iniciais. Com isso, ndo ha a necessidade de um observador classico externo,
nem de vérias realizagoes do Universo para tratar de mecanica quéantica no periodo de

pequeno fator de escala.

A equagao de continuidade tipo (2.19d) para o caso da hamiltoniana do fundo

classico definida em (2.15) tem a forma
Bipy + Oy =0, (2.21)

onde p, e j, sao a densidade de probabilidade e a corrente de probabilidade, respectiva-

mente, para a variavel &, definidas por

Cp1p
P‘2 X5.8 . (2.22)

px = |o|? Jx =
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Para o caso do fator de escala a

€ 3w—1 3w—1
Ol + ;1 570, (™ [9l?0,5) = 0

1—

—a
Oy (a 2 |g0|2> + O [(a%wﬁ) a3“_18a5} =0

onde a densidade e a corrente de probabilidade para o fator de escala sao

1-3w

pa=a7 |pf? (2.23a)
ja = paafﬁw—laas (223b)

A equagao que define a trajetéria bohmiana do fator de escala, segundo (2.18),

deve ser

da _ 3w-1
T =a7a,8 (2.24)

Usando a interpretacao ontolégica da funcdo (2.17), onde ¢ = Ae'®, é possivel

obter a trajetéria do fator de escala a no espago de fase

/4 3(1-w)
8T, ]1 l —4Tya ]
p (2.25a)
) 9(

A= |26
[w(TQ Iy T2+ 77) (1 - w)

AT g3~ 1 T, w
S =— + — arcta () - — 2.25b
l9<T2+T3><1—w>2 y retan (7 41 (2:250)

A equagao (2.25b) aplicada a equagdo para a trajetéria bohmiana (2.24) fornece

o(T) = ay l1 + (;;ﬂ o (2.26)

Como a(T) pode ser visto como uma funcao de T, é possivel implementar as

seguintes transformacoes canonicas dependentes do tempo. Primeiramente?

V120p
Wij — —— [ij
a
) o a )
——
5wij \/T‘gpl(sﬂw
9 0 iowal 0 0
ot ot 2 ot \Mou " o

—1

4 A nova varidvel y;; representa a quantidade quantica da varidvel p em (1.59)
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e em seguida’®

Wij —> Mij
.0 Y a
—i i w
O fhij Opij @

onde o fator de escala a foi tratado como uma fun¢ao do tempo, a trajetoria bohmiana, e
nao um operador. Quando aplicada & equagao (2.14a), gera a equagao de evolugao temporal
para as perturbagoes

az/}(,uabu ) :uab//cluab//c CLN ab 1 52

on - 2 T gl e 2 6 110 12

] blwm) (2.28)

onde foi usada a relacao do tempo medido pelo fluido e o tempo conforme a**~1dT = dn.

A equagao (2.28) escrita em termos dos operadores fica

nab//en " 1
2 2 Hab/ /e a . b~ Sab D
H=—"——i"0w+ -P"PF, 2.29
K 2 Qa” b o b ( )

onde podemos usar os comutadores para encontrar a evolucao dos operadores

[ﬂabv [:In} = ﬂgb = Pab
"
[ﬂ;lﬁ ﬁn} = flgy = |:Pzzb7 ﬁn} == /lab//c//c + %ﬂab
i a/l R

oy — [ //C——u =0 2.30
ab ab//c a ab ( : )
igual a equacgao classica para as perturbagoes (1.57).

Como no capitulo anterior, as perturbacoes serdao expandidas em séries harmonicas
para o espectro da perturbagdo. Porém, diferente do caso da equagao (1.58), ji é um

operador no espaco de Hilbert.

dVi ex AN |+ o ikex A (A
poten) = 3 [ el [ me @ s O sy
A=+,X
onde ,u,(;\) sao os modos harmonicos da expansao, e &E)T e dl(()‘) sao os operadores de criagao

e aniquilagdo, respectivamente, que formam uma base no espaco de Hilbert. Eles atendem

a algebra de operadores representada pelos comutadores em uma mesma hipersuperficie

espacial
2,601 = 80— 1) (232)
A) A~ AT) AT
4, "] = [, a = 0 (2.32D)

5  Ambas as transformacdes canonicas podem ser feitas pelo operador unitario

U = exp {z </ dV\/faw;J;”ij )} exp {z U av <w“P”ij ;wa“ In <@)>} } . (2.27)
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onde o vacuo quantico é definido pela agao do operador de aniquilagao &1(3) sobre esse

estado
&(A)\O) =0 (2.33)
k .

Para que a equagao (2.32) seja satisfeita na expansao (2.31), atendendo a relagao
de comutacao p e seu momento, os modos harmoénicos devem satisfazer a condicao de
normalizacao®

D ) = 1 () =i (2.34)

Usando a expansao na equagao de Heinseinberg (2.30)

n
V" + <k2 - ‘;) i =0 (2.35)

I

similar & equagao (1.59) para os modos cléssicos.

Para regides muito distantes do ricochete, a equagao (2.35) possui solugao tipo

onda, o< e~ respeitando a condicdo de normalizacio

e_ikn()

1k (10) = NGTE

(2.36)

A equagdo (2.36) servird de condigao inicial das perturbagoes tensoriais antes do

ricochete.

No proximo capitulo, sera aplicada a teoria de evolucao das pertubacoes tensoriais
para o caso de um Universo preenchido com matéria barionica, radiacao e um fluido mais
duro. No modelo, as perturbacoes iniciais sao geradas antes do ricochete em uma era
dominada pela matéria barionica, e que foram amplificadas durante o ricochete. A equagao
que rege as ondas gravitacionais tera dois regimes, quéantico e classico, que se diferenciam

pelo potencial <.

6 Ver apéndice C.
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3 Ondas Gravitacionais em Modelos de Rico-

chete

Nesse Capitulo, aplicamos a teoria ao caso de um Universo composto de poeira,

radiacdo e uma matéria quase dura.

“[...JFor Advanced LIGO to succeed, technology has been developed by LIGO scientists and
engineers to measure displacements less than 1/10,000 the diameter of an atomic

nucleus|...|
(https:/ /www.advancedligo.mit.edu/tech__overview.html, junho de 2014)
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Nos capitulos anteriores, desenvolvemos a teoria de perturbagoes tensoriais em
um Universo homogéneo e isotropico preenchido por um fluido perfeito, tanto a nivel
classico, quanto a nivel quantico. Neste capitulo, aplicaremos a teoria para o caso do
Universo preenchido por matéria escura, radiagdo e um fluido mais duro, cuja velocidade
de propagacao das perturbacoes tende a velocidade da luz!. O objetivo deste modelo é
observar a variagao da intensidade de ondas gravitacionais quando existe um fluido com
velocidade das perturbagoes proximo a luz, quando acontece o ricochete. Em resultados
anteriores (BESSADA et al., 2012), mostrou-se que, para um Universo de matéria escura
e radiagao, as perturbacoes geradas num periodo anterior ao ricochete nao sao intensas o
suficiente para serem observadas hoje, e que possivelmente um universo que possuisse uma
matéria mais dura no momento do ricochete conseguiria amplificar as ondas gravitacionais
a ponto de que elas pudessem ser medidas hoje. As ondas gravitacionais primordiais teriam
origem em uma fase do Universo altamente plana e homogénea, predominante em sua fase

de contragao anterior ao ricochete. Nesta fase, as ondas gravitacionais seriam amplificadas
e talvez observadas hoje (BESSADA et al., 2012).

Neste capitulo, utilizaremos se¢oes espaciais planas C' = 0, com o calibre do tempo

conforme, N = a.

3.1 Solucao Classica

Nesse modelo, vamos trabalhar com trés fluidos nao interagentes: radiagao, poeira
de matéria escura e a matéria dura. As equagoes de estado, que seguem a relacdo p = Ap,
sao respectivamente (RYDEN, 2002)

Pr 1
r = 5 )\r:*
Pr=13 3
pp:() )\p:
Pad = WP4q )\d:w

A pressao e densidade totais do Universo serdo compostas pela soma das compo-
nentes dos trés fluidos sem que estes interajam, isto é, sem que na ac¢ao haja um termo

misto de suas varidveis. Rearranjando a equacao (1.43), para N = a

ajz = -3 (1+w)pd+pp+§pr (3.1a)
pa= s (3.1b)
L py = % (3.1¢)
L pp = % (3.1d)

(3.1e)

1 9p
ap L
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onde pqo, pro € ppo sao as densidades desses fluidos medidos hoje. Também foi usado que
p/a = dp/da.

Obtemos a dindmica do fator de escala a substituindo (3.1) em (1.43a).
N2 2 2 Qd
(@)” = (H(a)a)” = Hg | Q + —775 +{ha (3.2)

onde as quantidades €2 sdo parametros de densidade do fluido, definidos como

pogPl
0=
H

O Universo, dependendo do fator de escala, é dominado por um tipo de fluido em
diferentes fases da sua evolugao. Nessas regides de dominancia, a equagao (3.2) pode ser
aproximada a somente um fluido, formando um potencial aproximado da forma

a” 23X — 1)

o (L4+3\22 (3:3)

onde A\ é o parametro da equacao de estado do fluido dominante.

3.2 Solucdo quantica

Quando nos aproximamos do ricochete, o efeito do fluido de matéria dura sobre a
dindmica domina sobre os demais. Sera o fluido mais duro que dominara na era quéantica
do ricochete, onde vale a equagao (2.26). Colocando essa rela¢do em termos do tempo

conforme pela transformacao (1.49), obtemos

-]

3U=Ty () termo em destaque na equacao provém do potencial quantico, o qual,

Onde o = a3(1_w)2

b ~
quando o fator de escala é grande o suficiente, a > a;, é desprezivel, retornando a situagao

classica.

3.3 Analise do potencial

Com as equagoes (3.2) e (3.4), somos capazes de calcular a evolugdo das ondas
gravitacionais dada por (2.35) com a condicao inicial (2.36) em um tempo muito anterior

. . 7
ao ricochete. Para tanto, devemos fazer um estudo do potencial <.

O potencial total possui cinco picos, trés no regime quantico e dois no classico 1. Os
picos classicos ocorrem na passagem da era da radiagdo para a era da matéria mais densa,

enquanto os picos quanticos se devem a passagem do regime classico para o quantico da
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matéria mais densa e um pico central. Os maximos sao simétricos em relacao ao ricochete,

e sao maiores quanto mais perto dele 5.

Suporemos que o regime quantico esta dentro da era dominada pela matéria mais
dura, de forma que podemos definir um regime transiente sem a interferéncia dos demais
fluidos. Nesse periodo entre o regime quantico (fator de escala da ordem de a;) e o classico
(fator de escala muito maior que a;), a matéria mais densa domina (a contribuicao da

matéria quase dura deve ser igual a da radiagdo na equagao (3.2)), ou seja, quando

Qw 3w—1
a K a <K <Q> agp , (3.5)

onde ag ¢ o fator de escala hoje.

A existéncia desse limite implica em limites para w: seja £ tal que a = 10%a;, esteja

nesse intervalo transiente. Entao, ele deve atender as seguintes desigualdades

1083079 > 1 (3.6a)

1
Qw Bw—1 ao
10¢ - — . 3.6b
< (Qr> o ( )

Uma solugao para as desigualdades em (3.6) é que w seja limitado pela inequagao

2 Qo 1 QT
— logy [2) - = logy, [ == .
3w 1) - w0 (ab) Bw— 1 o0 (Qd> ’ (3.7)

onde foi usado que para atender a desigualdade (3.6a), bastava 10230~%) = 102, Da
desigualdade (3.7), vemos que para existir a regiao intermediaria, quanto maior o w, menor
deve ser o fator de escala, cujo limite para w — 1~ implica em a, — 0. A desigualdade

(3.7) nos servird para obtermos limites inferior e superior para w.

Uma vez que existe o dominio intermediario, devemos igualar (3.4) e (3.2)

1 <ab)3w—1_H2 Qd
a?al \ a 0 gdw—1 ’

ap 3w—1 1
_ 3.8
@ \/(&0> H%Qw ( a)
e ! ! (3.8b)

3(1—w) (ma0) "= \[HZO,

O pico lateral quantico acontece nas proximidades de ay, chegando em a, exp(%) no

o que leva as equagoes

limite em que w é um. Esse pico ainda é inferior ao pico central, podendo ser, no maximo,

Yenuwal (O pico central atinge um méaximo em w =1 — —1 .
2 exp(3) 31n( %0
2 ™M o

Conhecendo o potencial em que as ondas gravitacionais seguirdo, na préxima secao

desenvolveremos, para elas, uma aproximacao analitica. Uma andlise do potencial, fora de

escala, é apresentado na figura 4. Uma representagao em escala é apresentada na figura 5.
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Figura 4 — Comparagao dos potenciais classico e quantico, apresentados em azul tracejado
e vermelho sélido, respectivamente. O grafico nao esta em escala.
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Pico Fator de escala Valor do potencial
Sw—1
3(1—w) a 2
Vientral Qay ) aZv/HoQuw (i) .
VLateral quantico (Pl) aqu= ay [(3w+1)8(3w,1)} ) VCentral (354?1) {(3&1-&-1)8(30.1—1)} e
1 3w+1
3w w(3w—1) QuwH2 w
Wiateral Classico (Pcl) acl= {[(Bw —1)(3w + 1)%::] }3 ay > (32 2 a2 . ((3w+1)§(23";_1)9w> ’

Tabela 1 — Picos do potencial. Para cada pico lateral exite um outro simétrico, em relagao
ao ricochete (Fig. 5), com as mesmas propriedades.

o | P,
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I

! (b) Potencial no limite em que a parte quan-

(a) Potencial préximo ao ricochete. tica domina.
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(d) Potencial na escala classica. A parte
quantica estd localizada muito préxima
a0 eixo, e ndo é visivel no gréfico.

(c) Potencial na regido intermediaria.

Figura 5 — Potencial classico, linha pontilhada, e quantico, linha sélida, apresentados em

diferentes escalas.

3.4 Resultados analiticos

As perturbagoes tensoriais evoluirdo segundo a equacao (2.35) com a condigao

inicial (2.36). Podemos separar essa evolugao segundo a relagdo do comprimento de onda
fisico do modo k, ls;s = ¢, e a escala de curvatura do Universo, [, = \/g Enquanto o
comprimento de onda fisico for menor que a escala de curvatura, teremos que k* > %”
Nessa situacao, px possuira amplitude constante, o que significa que as perturbagoes

tensoriais serdo proporcionais ao inverso do fator de escala |ug| o % Depois que os
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. /. . 2 a//
comprimentos de onda fisicos ficam maiores que a escala de curvatura, portanto, k* < «-

o potencial domina e p; nao é mais uma onda, mas possui solucao geral da forma

) = [ (1] aen) AT a6

onde 7, ¢ o modulo do tempo de cruzamento quando as perturbacgdes cruzam a escala de

curvatura. Como depois de cruzar a escala de curvatura a intensidade das perturbagoes
ficara congelada, a amplitude das ondas gravitacionais observadas hoje 79 é a mesma de
quando elas cruzaram pela ultima vez a escala de curvatura, ou seja, |ux(n)| = |pr(no)|. A
seguir, mostraremos esse resultado, ao obter o espectro primordial das ondas gravitacionais

provenientes de uma flutuacdo do vacuo anterior ao ricochete.

Dependendo do fator de escala, estaremos numa fase do Universo dominada por
um tipo de fluido. Em cada era classica, a perturbacao deve atender a equacao (2.35),
sendo A o parametro da equacgao de estado do fluido dominante, com o potencial que pode
ser descrito por (3.3)
23X —1)

" k)2 — 1

cuja solugao ¢ da forma

[y, = VF k|n|H,, (k|n|) +—*v|nH2Mm : (3.11)

onde H! e H? sdo fungdes de Hankel?, cujos coeficientes dependem do pardmetro da
equacao de estado A fluido dominante
3(A—1)
T2BA+1)
Essas solugoes sao boas aproximagoes para as perturbagoes quando elas cruzam a escala de
curvatura. As fungées de Hankel comportam-se como fungoes oscilatorias com amplitude
proporcional a —— quando k|n| > 1, de forma que, para atender as condi¢es iniciais,

V | |
basta que C'1 e C2 nao dependam de k. O cruzamento da escala de curvatura acontece em

Ne, quando k = {/|%| de forma que, por (3.3)
203A — 1|
ke = | 22" _r oy 3.12

2 A funcio de Hankel é uma composicio linear de funcdes de Bessel que oscila com frequéncia constante

quando esta longe da origem, diminuindo a amplitude com o inverso da raiz da distancia da origem.
Ou seja,
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onde f.(\) é uma fun¢ao que depende somente do pardmetro da equagao de estado do

fluido dominante.

Depois de cruzar a escala de curvatura, os termos de frequéncia serdo maiores que

o potencial

“| > k, entdo podemos aproximar as perturbagoes a funcao (3.9) pela
aproximagao da equagao diferencial (3.10)
" "

aH " / a
pe(n) — —p=0=a (uk) +2d (uk) e —
a a a a a

- (2 ) o
= (=) a*=C"
()
S ) = (cm vop [1 dft)) a(n) (313)
onde
O] = ’;‘“((__nzc)) (3.14a)
o2l = (5)  alon = p=ndaln) = pe(=na'(=n.) (3.14)

Usando a solugao (3.3), o fator de escala quando as pertubagoes cruzam a escala
de curvatura é
ae oc kTF3% (3.15)

As condigoes de contorno na hora do cruzamento da escala de curvatura antes do

ricochete sao dadas pela equacao (2.36) aplicada a (3.11)

e’
pu(—ne) = \/E\//Tmﬂf(knc) : (3.16)

onde ¢ é uma fase. Da equacao (3.12), o termo e**\/kn.H?(kn.) nao depende de k, de
forma que

1
pur(—1ne) o NG (3.17a)

(=) o< VE (3.17b)

Assim, a funcao, depois de cruzar novamente a escala de curvatura, sera

1-3X\

o R
pelrne) =~ + ac | VEDRJae + DBIZ | [ 50 (3.18)

onde as constantes D nao dependem de k. A integral, na equacao acima, deve ser avaliada

da seguinte forma

ne  dt ac da 2 Gc da
—9 / 2 p / e =
j(qh az(t) ap GQG/ [ ]_% }JOV gZA aza ;A
3(A—1)

— D[4] + D[5)ac 2
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deste modo

(1—2X) (A-1)
1 (7c) _ F[l]kg(T?)AA) + F[Q]k% (3.19)
%

Com isso, é possivel encontrar a dependéncia das ondas gravitacionais com a
frequéncia das perturbagoes iniciais, o seu indice espectral. Como estamos no limite para

baixas frequéncias, somente o modo de F'[2] domina na equacao (3.19)

2 —1
P13 oc ke o 3 T (3.20)
0%
12X

onde A é o coeficiente do fluido que domina quando as perturbacoes cruzam a escala de
curvatura. Utilizando a equagao (3.21) na equacdo (1.62), a densidade de energia das

ondas gravitacionais hoje para frequéncias, tais que k > H, é da forma
2

k5
477-2pca0

2(92—1)

ol a? oc kT ; (3.22)

Qc

QOG(ka 770) =

onde A é o pardmetro do fluido perfeito que domina quando a perturbacao de frequéncia k
cruza a escala de curvatura. O pardmetro obtido é o mesmo esperado em (PETER; PINHO;

PINTO-NETO, 2006). O espectro de energia é separado na tabela 2, com base em (3.22),

k
2mag

por frequéncia f, onde f = . Separamos o dominio de cada fluido pela aproximacgao

H . . ,
feq = %3, que representa a frequéncia intermediaria entre duas eras. Como o potencial
A VCentral

2mag

entram na escala de curvatura em nenhum momento.

¢ finito, existe uma frequéncia limite, f,.: = , a qual frequéncias superiores nao

Fluido Poeira Radiagao Matéria dura (w — 1)
Intervalo | f, S fI, =10"""Hz | 107" Hz < f, S f& =10°Hz | 107° Hz < fa S fmaz
i, -2 2 4

din(k

Tabela 2 — Comportamento da evolu¢do das ondas gravitacionais segundo o periodo em
que a onda sai da escala de curvatura. A frequéncia de equivaléncia entre a
radiacao e a matéria dura foi obtida com a densidade maxima de matéria dura
3.24.

Para baixas frequéncias, a poeira domina o comportamento da densidade de energia
das ondas gravitacionais, a qual é proporcional a o< k~2. Em seguida, para as perturbacoes
que entram da escala de curvatura na era de radiacao, a intensidade de Qpg cresce
proporcional a k2. Quando a frequéncia da perturbacio ¢ grande o suficiente para cruzar

a escala de curvatura na era de matéria quase dura, a densidade de energia das ondas

3 A aproximacdo é obtida derivando-se a equacio (3.2)

"

1
o 27T(10

a

a

f

A ‘d(m%) 1’NH

~ 2mag \/ | d(Ina) ~ag (3:23)
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gravitacionais tende a um crescimento de quarta poténcia. Se o fator de frequéncia for
maior que o pico central do potencial, apresentado na tabela 1, as perturbagoes nunca

sairdo da escala de curvatura, e manterdo sua amplitude constante (|ug|? o< 1), e Qog o< k.

A densidade de energia em (3.22) depende da era em que houve o cruzamento de
escala. Quanto mais denso o fluido, maior é o crescimento, de modo que se a matéria
mais dura for dominante em mais regides no Universo, maior serd a densidade de energia
observada hoje. O periodo de dominacao esta relacionado com a quantidade de matéria
dura presente no Universo, segundo a equagao (3.5). Existe, portanto, um limite superior
da densidade de energia de ondas gravitacionais observaveis dado pelo valor méximo de

densidade de matéria mais dura no Universo.

Um limite superior para a densidade de matéria dura pode ser alcancado impondo

ao modelo que a radiacdo domine no perfodo de nucleossintese, a,, = 3 x 10™%ag, e que a

igualdade radiacdo e matéria aconteca no fator de escala a, » 4 x 10~*ay. No limite em

que a transi¢do entre a matéria quase dura e radiacdo acontece na nucleossintese, de (3.5),
temos

Q, <107 (3.24)

que representa a densidade de energia da matéria dura hoje. Para que possamos observar as
ondas gravitacionais primordiais, devemos encontrar uma densidade de energia Qpg > 10712
para frequéncias da ordem de f ~ 10Hz (BESSADA et al., 2012) para densidades de
matéria dura que atendam (3.24), ou seja, para situagoes onde a matéria dura domine

somente depois da nucleossintese.

Para pequenas frequéncias, é esperado que a matéria dominante no ricochete nao
influencie a intensidade das perturbagoes primordiais, de forma que é esperado que haja
um fator de escala minimo a; tal que Qog = 107 na baixa frequéncia f = 107®¥Hz,
assim como feito no artigo (BESSADA et al., 2012). Neste caso, trata-se de um ricochete
profundo, com a;, muito pequeno, que nos servird de limite superior. Portanto, a densidade

de energia com e sem o fluido quase duro dominando do ricochete é

N f 2
sem duro — e ob
QOG d (fob) =107 <10—q18> (fr )

€q

r —2 d\ 2 4
uro — e e fob
R AN AT
eq eq

2
Qsoeg duro(fob) _ (g})
Q%uGro(fob) Jfob

=

A presenca de matéria dura no modelo amplificou a densidade de energia por um

I\ 2
fator de (“) . Neste caso, é possivel observar as ondas gravitacionais*, pois Q3% (10Hz) <

e
fub

4 Para o cdlculo de gq usou-se a densidade méxima de matéria dura (3.24) para encontrar o fator de

escala da equivaléncia matéria dura e radiacao.
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1077 > 107'2. De fato, os detectores Einstein, sensivel a Qo > 10712, e AdvLigo, sensivel
a Qog > 1077, identificariam o sinal das ondas gravitacionais primordiais (BESSADA et
al., 2012).
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Consideracoes Finais

Vimos que, devido a efeitos quanticos, um Universo homogéneo e isotrépico pode
evitar a singularidade do fator de escala a(n), gerando um ricochete. Usamos a interpretacao
de de Broglie-Bohm para calcular o efeito quantico do ricochete e obtemos uma trajetoria
para o fator de escala, que serviu de solucao de fundo para o calculo das perturbagoes

tensoriais.

Ao aplicarmos a teoria para o caso do Universo preenchido pelos fluidos, vimos
que quanto mais densa e abundante a matéria que domina no ricochete, maior é a
amplitude da densidade de energia das ondas gravitacionais por logaritmo de frequéncia,
nao excluindo a possibilidade de deteccao direta de ondas gravitacionais primordiais.
Todavia, a amplificagdo nao é suficiente para explicar os resultados obtidos pelo experimento
BICEP2 (ADE et al., 2014), que necessitaria de amplitudes maiores para frequéncias na

faixa da radiacao cosmica de fundo.

O proximo passo do trabalho é gerar numericamente o espectro de ondas gravitaci-

onais e comparar com outros cendrios, como os inflacionario (MUKHANOV, 2005).
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APENDICE A - A acido de Einstein-Hilbert

no formalismo 341

Para o desenvolvimento do formalismo hamiltoniano da relatividade geral, usado
para quantiza-la, é necessario expressar a ac¢ao em espaco tridimensional mais tempo
global. Isso é feito ao se separar a variedade quadridimensional em folhas tridimensionais
a tempo constante. Esse apéndice se dedica a expressar a parte gravitacional da agao da
relatividade geral, equagao (2), em quantidades relativas as folhas, a curvatura intrinseca
(1.3), a curvatura extrinseca (1.4), a normal as hiperssuperficies (1.8), ao vetor de shift
(1.9) e ao lapso N.

Observando a definigdo da tricurvatura (1.3), é possivel expandi-la em termos
das derivadas covariantes de forma a relacionar a curvatura intrinseca das folhas com as

quantidades do espaco em que elas estao mergulhadas

DLLLDZ/}’}/UO(’UOC = 7[M€17V]§27§3U |:v§1r)/>\1£2 763)\2 (V)q'y)@ava)} = Raauuva
— 7[M§17y]£27§30 [,YM& 753)\2 (V&VM,Y)QQUOC) +
+(Var e, ) 7 (Varar®) + 7Y%, (Var™s,) (Var2e®)] =
=759, (Vi Va2 0®) +

+ ’Y[Mél%}&%ga (vAl’Y)\Qava) [(V§1n§2) n/\1763A2 + 7)\162 Txs (V& n@)] =

K =0

= 5, B, 0 1,579 (Vene) |1, ” (Vo 2a”) ny®y, +

A 3
—y 2avav>\ln/\2:,}/\ava[( 3

)\1)\2 7K§1
e )] () -

= 2,577,770 R e 0 0 — KT K 0"

S M, o B ey = B — KK o (A.1)

Essa equagao (A.1) é conhecida como a relagao de Gauss, que nos sera ttil para
descrever a acao da relatividade geral em termos de quantidades da hipersuperficies

espaciais. Para tanto, devemos contrair a equagao (A.1) com d#v*”, obtendo
7£1>\2 7/\1'04R/\2p§1>\1 =R—-K,K" + K?

() (P ) R
0

_ 4 4 AMop | 4P P2, A1
=" "R+ 2R, n™'n” + "R™ . \ ny,nn>*n

o 'R =R— K, K"+ K*=2'R, n*nf (A.2)
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A equagao (A.2), chamada de relagao escalar de Gauss, possui um ultimo termos
que nos impede descrever o escalar de curvatura R em termos de quantidades das folhas.
Todavia, ele esta relacionado com a variagao do vetor normal, que pode ser descrito por
quantidades conhecidas

4 4 pa v a v
R, n'n" = ( R Mal,n“) n” = (V[avy]n )n
= —Via |[K," + (D" In N)nyy| n” =
=n"V,K —n"V,k,*+ V4 (D*InN)
= LK + K°,Von” + (7%, = n°na) Vs (D*In N)
= Lo K — K, K" + Do, D* (In N) — n°n, Vs (D*In N)
D,D*N

= Lok — K, K" + =

(A.3)

Aplicando (A.3) na equagao (A.2), obtemos a relacdo entre a curvatura a quatro
dimensoes em termo das quantidades da folha

‘R=R+ K+ K, K" — ; (LK + D'DiN) (A.4)

A acdo da relatividade geral deve ser avaliada com variaveis definidas nas hipersu-

perficies espaciais de forma a definirmos uma hamiltoniana. Usando (2) e (A.4), podemos

escrever a agao em termos das quantidades das folhas

A=— / V=g Rd's = ——— /t / (R+ ¥ + kW K") — 2LmK — 2D,D'N] \/7dVt

65})1 6EPI

(A.5)
onde o volume a ser integrado corresponde as folhas que se encontram entre o tempo tg e
ts. Para o caso estudado, elas tém volume finito e nao possuem bordas, sao compactas. Os
ultimos termos da equagao (A.5) possuem derivadas segundas que podem ser descartadas
em uma acao equivalente, pois sdo divergentes espaciais (nulos, pois nao existem bordas)
e divergentes totais (cuja variacdo é nula). De fato
-K

—
LK =m'V, K =Nm'V, k=N |V, (kn")—kV,n"

1
= —0(v=gkn") + NK* (A.6a)
VA —
divergente total

divergente espacial

) . 11—
D;D'N =D; (D'N) =—0; (/7D'N A.6b
H(DN) = =0 (ViID'N) (A6b)
Descartando as derivadas totais de (A.6b) e (A.6a) em A
t ¢
5/f/ 8(\/—gKn“> dth:5/ \/—gKnOdV/f =
to b by 0
0 (VAD'N) av = ¢ DINdS; =
Jo (AN = § Vi

o

e}
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APENDICE B - Hamiltoniana perturbada

Neste apéndice, seréa encontrada a hamiltoniana gravitacional das perturbagoes
tensoriais de segunda ordem. A notacgao deste apéndice é a mesma da se¢ao 1.3. Procuramos
expressar hamiltoniana (1.22) em termos das quantidades do minisuperespago quantizado,

isto ¢, nas varidveis a, w;; e seus momentos canonicamente conjugados, P, e P}/

oL

P, =

“ a
v 8@%

onde as relagoes com as varidveis da equagao (1.22) sdo

Vi = a® (Gij + wij)
g =0

Primeiramente, vamos expressar a quantidade K;; em funcao do momento 1I;;
para entao relaciona-lo com as variaveis do modelo de Friedman perturbado. Em seguida,

substituimos o resultado na equac¢ao do momento (1.22).

A parte da Hamiltoniana H que contém os momentos pode ser escrita como

L/ vabVij > b
Kij = — — YiaYjo | 11 =
J ﬁ < 9 YiaYjb

= —N 7K Kap (Y77 = *9*) =

N cd (YK Yij abYed ij _a ia_j
- ﬁnkln g ( L zwjz) ( - mm) (777 =7y ??) =
’Ykl’%] )

R Yik Vil

N (
~

N c
,YHMHCd (%l; 4 _ ck’de>

De (1.21), a relagao acima do momento e o tensor K pode ser expressa como

M9 — ﬁKkz (,ykl,yij B ,Yki,yz]')



APENDICE B. Hamiltoniana perturbada

74
Calculando os momentos para o caso perturbado
1 _ -1,
Ki; = ON ( @By — %j) = ﬁ%’j
Bi=0
Yij = 2a%j +a? Wij
L — —N\/_ K, (,yij,yab . ,yiafyjb>
6£ 0K, b o ; ; Yab
Pa 7:_2 ‘Z\[}‘(z a ijab _ _ia,. gb :2 aHab
% val % (Y9 = 7y )
YVab iJ A, ia . J IYZJ
= 2Kij7\/’7(7]’7 b—n VJb) = 4Kz’j\/§? -
2 , 21/Ca? SHw w,; . .
e == i) = 20 (= P )
aP,
’YabHab o
onde foi usado que 3 aw“b =68 ZC“” , de forma que se anula ao ser multiplicado por algum
¢ ou (.
1 . -1,
Ki; = ON ( ) %j) = ﬁ%‘j
Bi=0
Yij = ZCL%J + a2u'1ij
a
L= —N VKK (VijWQb 7w7jb>
oL oK, . o ow
kl ab ij . ab ia_ jb 2 ab rrab
= — = —2,/YNK;; Ty ) = g2 =201 =
v = B VINK 5 (77 yeyt) “ i
ow @b o
ab 3 ab 7 ia
\/_Kwa (7 J'Y ) \/_Kua ( ’ 2 +7 'V]b> a’ =
2\/_(1 8wab w? w . W 2\/_(1 Oy w® w?®
6 2 = 6 -2
2N Owy < H a? +2Hy T+ a? 2N Owy H a? Huw a? + a?
Via® w, W
— ) i
N Hw™ + 5
. awab ab __ szﬁl
' 8wkl N a?

Dos resultados acima mencionados, para primeira ordem de P* encontramos que o trago

)

de wy, nao varia com o tempo; P, possui corregoes de segunda ordem nas perturbagoes

tensoriais; e 0 momento canonicamente conjugado as perturbacdes, P% é da ordem de

wjj, e perpendicular & ¢;;. Obtendo IT¥ em fungdo da métrica maximalmente simétrica, da
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perturbacgao e do fator de escala

0% aa 8% 8wkl 8’)/”

.. oa CZJ
1 i Gad = _ 5"
Tig “T 94, 6a
a’.)/zzb —9 da rYab +a awab Cz] ’Yab awab
(3%-] a’ylj a 871] 3@2 871]
O 1 09, g
) - b= i b C (Cab + wab)

94 a2 0%,  3a?
W pSia, P Puad

* 6a a? 3a?
—— ~~
Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2

Conseguimos o momento II em fun¢ao da solug¢ao de Friedmann perturbada. Em
seguida, aplicaremos esse resultado a hamiltoniana

2
:/;Y[ [_NﬁKin“b (Vij’yab - 7ia7jb>} = ™1™ (W;ai - ’Yck’Ydl) = <Hkl;kl> — HleCd’Yck’de

Podemos encontrar o termo acima em funcao das variaveis perturbadas, analisando
cada ordem de perturbacao dos seus termos individuais através da aplicacao (5(”)( f) =

onf 2n
—J tw e
67a1b1"'57anbn ( ) albl

f

Wq, b, , que representa a n-ésima ordem de perturbacao da fungao

(Hkl%l)Z B 2P2
2
s (HleCd’Y k’de) = 25 (HM) I yegeyar + MW (yva) = 0
0@ (MM gy ) = 260 (T1%) Ty + 26 (T17) 60 (T1°0) v+

+ 460 (Hkl) s (Yeryar) + ISP (yepyar) =

_ 2P{§bwaba N 3a’P, L opip . 4 8PIw;; Pya®  2P2ww™ _
3a? 6 W 36a? 36a2
2P4w;; P.a y 2 P20 wapw®
= T 2P Puy + T 6O (M v

B P?a*3 _ P2a?
36a2 12

Hinij () (HinU) + ;5(2) (Hinij) =

P%a?>  Piw;;P,a P2 2w,,w®
=@ WIS 4 PYPuj+ 22 ——
12 3 + ity 24 3
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Perturbando o fator /v

2
o N | (I .
—N/VKij Ko (’Y]’Y b—ny ’ij> = —ﬁ (2> — "Iy | =
B N P2 2 1 BWapw™ PgwijPaa
o \/_a3 12 3

em que foi usado que as quantidades IT e w estao definidas sobre espagos métricos diferentes:

- PZ;J Pwij
1% = y.11%¢, enquanto w? = (pw*

L) VJ_V( N K Koy (777 —’yi“’yﬂ’»] =

— 95 (sz) T7¢d (”Ykl;cd _ %k’m) 4 Tk Ted s (’Ykzz%d _ %de> —0

em que a quantidade em primeira ordem ¢é nula, pois é composta de tracos da perturbacao

e de seu momento canonicamente conjugado.

52 [:/]_V( NAAK K (777 vajb))] _

_ 9@ (sz) I1ed (%lQ%d _ wﬂﬂ) 4 95 (Hkl) 50 (Hcd) <7kl2%d _ ’Vck%u) N

0

1 45W (sz> [1ets() (’Vkl;cd B %k%ﬂ) 4 M) (%l;cd B %Wdl) _

W, P\ 3a* : P9\ (P,
=2 ( Pgb?)a;) (6@) 2 — 2Py Py —8 ( a? ) <6a> wia’

a Pa
- 3(13;’”“” ”) (2 )a4—2PwUP”
a

E mais com

\s

L (I an (97 )| =60 [ (Rt (7 =229) | 4

=

+ ;5@) [:/; (= NVAK G Ky (797 — viavﬂ’))} =

P2 ab Wab P\ 4 ij
24a2a -3 (Pw ) (4@) @ = Fui Py

. . N [ P? w®wy, wap\ [P, P, Pi
N K Ky (797 — ylandt) = — | Za (] A (paba) <“> WY w
. ﬁ J b('}/ Y 7Y ) \/Z [24@( + 4 ) 3 w a2 4 a3
(B.1)

Obtemos a perturbacao dos termos que possuem componentes de momentos. Agora

perturbaremos o escalar de Ricci. Para facilitar os calculos durante essa perturbacao,
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faremos a=1. Ao final, reobteremos a perturbacao para o caso de Friedmann substituindo

— e (= (i

= Dhpom) + Tepml oo

bmv
Ry, = Fa[v al + Fe[a v]b
ORabmv = (Camev - Cavam)
'Ry, = 2CG,
S@R .
Ry = 0By + 0 Ry, + = °

sy = ; (wg//c +we — wzfc/a)
O = (39T3), + (T TS, (0T T (T, e T 0

ale

(1)
(Dpa
(5 Lo //al
@R, — (5@
@)

)
0T [v)//a] (6(1 b[v) ( a]@)
b[v)// ] (5(1)Fb[v> ( Z]e)
CGo + (5(1)F§[v)// +3 <5(2)FZ[”)//¢1} + (6(1)F§[v) (5(1) Z]e)

’va — va U} + wbcwv

) (
§OR,, = (5
—9

onde foi usado que §MT¢, é um tensor, apesar de ', ndo ser.

R =
= 6C + 20w ™ wy, — ((5 Fb[v)// | w® + (5(1) i[v) ((5(1) a]6> ¢ + Divergéncias totais
= 6C + 2CwW ™ wq, + 61 FZUw//a ((5(1)F6 ) (5(1)Ff}‘e) ¢ + Divergéncias totais (5(1)F36 = 0)
= 6C + 2Cw™wgy + ((5 Fbv> ( W), — STV Cbe) + Divergéncias totais
= 6C 4 2CW ™ we, + (5(1)F,‘jv) (w// L Cbe) + Divergéncias totais

1
= 6C + 20w ™ wy, + 3 (5(1)F§v) (2w//a w//a — w7+ wb//”> + Divergéncias totais

1
= 6C + 2Cw ™ wy, + 3 (6(1)F§v) w//a + Divergéncias totais

1 1
= 6C 4+ 2Cw™wy, — Zw“b//cwab//c + iw“b//cwac//b + Divergéncias totais
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Para as derivadas

wab//c ab//c Wae

Wae/ /b = b w//c//bw
( ebcweb + Rebc ae) =
+ w [Cadc (Cdc(eb gdbCec) ,web - QCCecwae} -

— 3Cw; Cecw™ (w“b//cwac> e 3C W w*

wab//c

ac

ac

/1%

(" wac)
( )//b
(wab//c )
(0 wac)

ab//c
Wace /b

onde

(wV8) g = Béca™Vo = (wfiVo+ 0 Vi),

= w(/ll/?[cd Vi + nggcdve = w?? cd]‘/b - waeRch‘/b
w//[dc] =w eRecd + Recdw

valida para qualquer vetor V,. Portanto,

1 3Cw™w,
R = 6C + 2Cw™w,, — Z1,(;“”//‘3uzab//c - % + Divergéncias totais (B.2)
Entao, retomando o fator a
ab ]‘ ab//c . A . .
R =/Ca | 6C — Cw*w,p — —w Wap/ /e + Divergéncias totais B.3
4 //

em que

- ve(- )

Substituindo os termos do escalar de curvatura (B.3) e da curvatura intrinseca
(B.1) na Hamiltoniana das segoes espaciais(1.22), desconsiderando as divergéncias totais,

a hamiltoniana das perturbagoes tensoriais é

_ 1 ij . ab ia . jb _
H = i [N [R KK (795 =7/ | y7dv =
ab//c
/N{(GC’—{—Cwabwab—w wdb//C)a\/Z—l—
p

4 6/p;
% P(12 1— 5wabwab o Ptijwijpa _ Plzvjp(w)l] dV
V< | 24a 12 3a? a3

gerando a equagao (1.53).

= wjeq Vo + Vo + wiaVessa + Wi Ve
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APENDICE C - Condicdo de normalizacio
na expancao de Fourier dos operadores de

perturbacao

No capitulo 2, foi desenvolvida a teoria das perturbagoes tensoriais quanticas figp.
Elas foram separadas em coeficientes de Fourier na equacao (2.31), os quais dependiam
dos operadores de criagao e aniquilagao d,(;\)J[ e ay, e dos coeficientes dependentes do tempo
i Este apéndice tem como objetivo encontrar a relagdo (2.31) impondo a dlgebra da
equacao (2.32) sobre os operadores de criagdo e aniquila¢ao na relagdo de comutacao de

flap € seu momento canonicamente conjugado fil,

d‘/}c A A —ikxAa(A *(A ik-x ~ (A
e = 3 [ e [ e el s O merad] e
A=+,X

Ao expandir a relacdo de comutacao das variaveis conjugadas em coeficientes de

Fourier

o, ) i, )] = 5 (520% + 667) 6 (a — 7) = (C2)

dede/ e [ A0 e
= Z // e e [N (m)e a4

AN =

*(A 1kx A —tkx A *(A ikxa(A
+u;”<n> . (),u;f)(n) o+ et e =

_ Z // dede/ (/\’)ab [,U N *o zk(xfx/)_i_
AN =

_Iuku;;lezk(x z’ } 5»\,5(1{3 . k/) _

3 000+ 570) | 0 o) =) =

1 / 1% / *
= 5 (0707 +0707) o — o) [y — ] (C.3)

Ao identificar (C.3) com (C.2), chegamos ao resultado esperado

[y — iy, =1 (C.4)
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