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Resumo

Calculamos exatamente inser¢oes do operador associado a anomalia de calibre em algu-
mas funcoes de Green bosonicas e fermionicas selecionadas, no contexto da eletrodinamica
quiral em duas dimensoes. Mostramos que essas inser¢oes conduzem a resultados nulos
quando os correladores sao operadores invariantes de calibre. Quando eles nao sao, as
funcoes de Green com insercoes da anomalia nao se anulam. Tais fatos indicam a nao

trivialidade da teoria andomala considerada.
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Abstract

We compute exactly some bosonic and fermionic Green’s functions with insertions of
the gauge anomaly operator, in the context of chiral electrodynamics in two dimensions.
We show that these insertions give null results when the correlators are gauge invariant
operators. When this is not the case, Green’s functions with gauge anomaly insertions do
not vanish. These facts indicate that the gauge anomalous theory under consideration is

not trivial.
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Introducao

As interacoes fortes, fracas e eletromagnéticas s@o bem descritas, atualmente, pelo modelo
padrao [1]. Esse modelo incorpora 12 férmions (dos quais se contabiliza uma metade de
quarks e a outra, de léptons) interagindo através da troca de bdsons vetoriais (8 para as
interagoes fortes, 3 para as fracas e 1 para as eletromagnéticas). Os bésons relacionados
as interagoes fracas (W', W~ e Z°) possuem massa e isso representa um problema para
a definicao operacional da teoria. Por um lado, os dados experimentais comprovam a
natureza massiva dessas particulas, bem como o seu spin 1 (o que diz que elas devem
ser descritas por campos vetoriais). Por outro lado, a presenca de um termo de massa
para um campo vetorial destrdi a simetria de calibre, simetria essa crucial para garantir
a renormalizabilidade e a unitaridade do modelo.

Para resolver este viés, foi proposto o mecanismo de Higgs. A simetria de calibre
estd presente e explicita numa fase em que nenhuma das 24 particulas possui massa. O
grupo de simetria de calibre é SU (2) x U (1) e refere-se a isospin fraco e hipercarga.
Uma particula escalar massiva adicional interage com as demais através de acoplamentos
minimos (bdsons vetoriais) e de Yukawa (quarks e léptons). Nessa fase, todos os férmions

sao quirais, alguns aparecem nas duas quiralidades e elas se organizam em multipletes



diferentes (as esquerdas, em dubletes de SU (2) e as direitas em singletes de U (1)). A
partir desse ponto, supoe-se que, por alguma transicao de fase, a massa da particula
escalar assume valores imagindrios (através de corregoes quanticas) e a simetria de calibre
é espontaneamente quebrada. Na nova parametrizacao dos graus de liberdade da teoria,
todo o cendrio muda: as componentes esquerda e direita dos férmions sao acopladas
através de termos de massa oriundos dos acoplamentos de Yukawa e os 3 bdsons vetoriais
das interacoes fracas ficam massivos.

Apesar da teoria envolver campos vetoriais massivos e da simetria de calibre nao
mais se apresentar manifesta na fase de simetria quebrada, o ponto crucial é que ela ja
foi renormalizada na fase em que a simetria estava explicita. Essa renormalizacao nao é
perturbada pela transicao de fase [2] e 0 modelo, entdo, faz sentido fisico. Assim, qualquer
discussao do processo de renormalizacao do modelo padrao deve se dar antes da transicao
de fase.

Todavia um obstaculo poderia estragar a renormalizabilidade do modelo padrao na
fase simétrica. Como dito previamente, nessa situagao, o modelo consiste em férmions
quirais interagindo minimamente com campos de calibre abelianos e nao abelianos. Tais
interagoes sao reconhecidamente anomalas. Isso quer dizer que a simetria de calibre,
presente formalmente no nivel classico, é aparentemente violada quanticamente. Um
sinal dessa violagao é a nao conservagao covariante das correntes de Noether, quando
elas sdo tomadas como operadores (com os campos de calibre tidos como externos, nao
quantizados). Se a simetria de calibre for violada, ficamos sem resposta para a questao
de como renormalizar o modelo padrao. Por essa razao, escolhemos cuidadosamente as

representagoes onde colocamos os quarks e os 1éptons [3], de modo que as anomalias de



calibre sejam canceladas. Uma das consequéncias desse procedimento ¢é a previsao de que
o nimero de familias de quarks deve sempre ser igual ao de familias de léptons.

No entanto, desde os anos 1980, varios autores se voltaram para a questao da con-
sisténcia de teorias de calibre envolvendo férmions quirais [4, 5, 6, 7]. Os resultados
encontrados apontaram para a possibilidade de que tais teorias poderiam vir a ser con-
sistentes e de que a simetria de calibre, aparentemente violada pelas anomalias antes da
quantizacao do campo de calibre, poderia vir a ser restaurada apds a mesma. Mais re-
centemente, foi mostrado que a anomalia de calibre, enquanto operador quantico, tem
valor esperado nulo no vacuo e insercoes nulas em fungoes de correlacao de operadores
invariantes de calibre [8]. Isso aponta para a restauragao da simetria de calibre no nivel
quantico, na mesma linha dos trabalhos ja mencionados anteriormente.

Uma possibilidade importante, no entanto, precisa ainda ser investigada. Se a ano-
malia possuir insercoes nulas em quaisquer fungoes de correlacao, ela terd que se anular
fortemente, enquanto operador. Isso poderia implicar na anulacao do préprio campo de
calibre, o que significaria a trivialidade de teorias de calibre com férmions quirais. Tal
questao é muito dificil de ser investigada em 4 dimensoes, por envolver necessariamente
métodos nao perturbativos.

Porém, em 2 dimensoes, um modelo simples se mostrou extremamente 1til para forne-
cer informagoes sobre acoplamentos quirais. Trata-se da eletrodinamica quiral, ou modelo
de Jackiw-Rajaraman [4]. O modelo é exatamente solivel e unitario, tendo sido anali-
sado e discutido desde diversos pontos de vista [9, 10, 11]. Ele exibe divergéncias nao
perturbativas, que podem ser tratadas e removidas [12, 13, 14]. Em funcao da sua solu-

bilidade (aqui entendida como a possibilidade de calcular qualquer funcao de correlagao



exatamente), este modelo se revela um cendrio ideal para investigar o comportamento da
anomalia de calibre em funcoes de correlacao arbitrarias. E nossa intencao, neste trabalho,
realizar esse estudo.

Organizamos nossa exposi¢ao em dois capitulos principais. No primeiro, apresentamos
uma revisao sobre as consequencias classicas e quanticas da existéncia de simetria de
calibre, manifesta na agao classica de um modelo em que férmions quirais interagem com
campos de calibre minimamente. No segundo capitulo, particularizamos nossa analise
para o modelo de Jackiw-Rajaraman, calculando diversos tipos de fungoes de correlagao
emblemadticas, que nos ajudarao a analisar a questao da anulagao, ou nao, da anomalia.
Ao final, expomos nossas conclusoes e perspectivas futuras. No Apéndice, mostramos o

calculo do propagador associado a agao efetiva.



Capitulo 1

A Anomalia de Calibre e o seu

Cancelamento

Neste capitulo, vamos fazer inicialmente uma rapida revisao sobre a simetria de calibre e
a conseqiiente conservacao de corrente em teorias classicas. Em seguida, passamos a con-
sideracao da lei de conservagao na situacao quantica, onde iremos identificar o surgimento

do fenomeno da anomalia e detalhar algumas de suas caracteristicas.

1.1 A simetria de calibre no caso classico

Consideremos uma acao tipica de uma teoria de calibre classica num espago de Minkowski

d-dimensional

S (06, A4u] = Sur [0,5. A + Sa 4] = [ deiDv+ [ doges B (1)

onde dx = d%z. A acdo Sy é a porcao da acdo associada & matéria e Si, ao campo de ca-
libre, definidas em termos dos campos fermionicos ) e ¥ que carregam uma representagao
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fundamental de SU(N) e dos campos de calibre A,. Estes tltimos tomam valores na

algebra de Lie de modo que

Ay = AT, Fu,=0,A, —0,A, +ie[A,, A,
e os geradores T, satisfazem a algebra

[T T) = ifuscTer 0 (TT3) =~
O operador D, também chamado de operador de Dirac, é dado por
D = iy" (0, + ieA,) =iv"'D,,.
Sob elementos de SU (N) dependentes de z*,
g = exp(16*(x)T,),
tomamos mudangas nos campos da seguinte maneira:
AZ = gAMg_l + é(au )9_17

VI =gy, Y=g

Para g associado a 0 infinitesimais
1 .
A, — A, — - (0,0 +ie[A,,0]),

V= P40y,  h — p— b,

(1.2)

(1.4)

(1.6)

(1.7)



(onde 0 = 6°T,). E fAcil perceber que Sy, e S sao, separadamente, invariantes de calibre

e temos!
S[p?, 9, A9 = S [, 4, A,] - (1.10)
Uma vez que a acao de matéria permanece invariante sob o conjunto de transformacgoes

locais acima, ela assim continua ao se utilizar transformacoes globais, isto é, quando se

considera 0,0* = 0. A simetria se reduz, nesse caso particular, a:

A, — A, —i[A,, 0] (1.11)
= 0AY = facALH", (1.12)
5 = 0y, (1.13)
51p = —in)b), (1.14)

E claro que, se aplicarmos as transformacoes (1.12 — 1.14) aos campos, com 9,0 # 0, Sy
nao continuara mais invariante de calibre. Entretanto, sua variagao devera ser linearmente
dependente de 0,0, para 0 infinitesimal, para que seja nula quando 9,0 = 0. Desse

modo,
ISy = /dx@ﬁ%x)Jé‘(:c) = —/de“(x)ang(x), (1.15)

sendo J¥ uma funcao dos campos, a ser obtida. Por outro caminho, explorando a de-

1A equagao (1.10) assume ainda outra forma (a ser utilizada posteriormente):

st oo A = si(ve ) (0) " Al



pendéncia de Sj; nos campos, temos:

_ a OSM . 3 0Su b 0Sy
0SSy = /dm@ (x) (5¢($>2Ta@/}(x) w)(x)Ta&Z(:v) fabCAM(x)éAz<$)) . (1.16)
Dai se deduz, para §%(x) arbitrario,
0Sm . - d0Su b 0Smu
o, J! (x) + 5¢($)2Taw($) — zw(:v)Tam — fabCA“(m)éAz(x) =0. (1.17)

No caso abeliano (fue =0, T, = 1, J# = J*), obtemos

05w 8Su
CONIAC

0u7+e) =i (2 (o)) (1.18)

Essa expressao nos da a forma funcional explicita de J#. Ao lancarmos mao das equacoes

de movimento para os campos fermionicos,

5Su  8Su
ov(x) — S(x)

=0, (1.19)
concluimos imediatamente que
d,J*(x) = 0. (1.20)

Agora voltemos a considerar as transformagoes locais, dadas pelas equagoes (1.6) e
(1.7). Valendo-nos de uma dada configuragao para o campo de calibre A, = gAg7

rapidamente vemos que

Sl 09, AL) = Sl 6 (A = Sule, B, A+ @) (121)

Logo, em sua forma infinitesimal, fica-se com a variagao

1 . S
0Su = g/dxﬁlﬁ (x)(SAZ(x) (1.22)

No entanto a agao Sy (9, ¥, A;] é exatamente a acao original transformada pela lei de
transformagao modificada (1.11) em sua forma local (que nao ¢é simetria de Syy). Assim
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sendo, esta dltima variagdo, (1.22), tem que ser igual aquela (1.15), encontrada mais cedo.

Portanto
u u 1 0Su
/ 46 ()0, () — / 46" ()9, (5W> | (1.23)
Novamente, admitindo 6%(z) arbitrdrio, podemos concluir que?
1
_ 1 %5 (1.24)

a(r) =~ :
e dAL(x)
Apés inserir (1.24) em (1.17) e usar as equagoes de movimento para os férmions, chega-se

a lei classica de conservacao covariante de corrente
(Dp)anJf =0, (1.25)
onde
(Dy)ab = 0ap0,, + e fabe Ay, (1.26)

Em forma matricial, se B = B*T, é um elemento da algebra de Lie de SU (N), escreve-se
D,B =0,B+ie[A,, B|. (1.27)

A conservacao de m quantidades em funcao da invariancia da agao perante uma si-
metria continua parametrizada por m parametros é a expressao do teorema de Noether.
Notamos que, tanto no caso abeliano quanto no nao-abeliano, o teorema de Noether nao
s6 nos diz que ha quantidades conservadas, mas fornece uma prescricao concreta para

calculé-las®.

*Notemos que a equacéo de movimento para A% néo é §Sy;/5A%(x) = 0, e sim 65/6A%(x) = 0, o que

faz com que a expressao da corrente de calibre nao seja nula sobre as equagoes de movimento.

3A apresentacdo do teorema de Noether contida nessa secio esta fortemente baseada naquela contida

na referéncia [15].



1.2 Simetria de calibre no caso quantico

A quantizacao de uma teoria cldssica de campos envolve a integracao funcional sobre
todos os seus campos [16]. No caso das teorias de calibre, é comum se trabalhar com
uma acao efetiva na qual apenas os campos fermionicos sao quantizados e os de calibre
permanecem como campos externos cldssicos. Isso permite analisar detalhes pertinentes

aos problemas relativos a quantizacao exclusiva dos férmions. Tomemos a acao efetiva:

expliW[A4,)) = [ ddd expliSuly. 5. A (1.28)

e a partir dela fagamos uma transformacao de calibre somente nos campos A,

exp(iWV (A1) = [ dudd exp(iSuly. 5. A7) (1.29)

Nesta integracao funcional os campos fermionicos sao apenas varidaveis mudas de modo

que podemos redefinir os mesmos e escrever
exp(iV[AL]) = / A expliS ¥, 49, AT)). (1.30)

Como sabemos, a acao ¢ invariante de calibre. Se somarmos a esse fato a hipétese de que

a medida fermionica seja também invariante, isto é,

dp?di? = dipda), (1.31)
teremos, como consequéncia,
WI[AI] = W[A,]. (1.32)

Portanto, a invariancia local da agao e da medida fermionica nos conduz a uma acao

efetiva invariante de calibre. Vamos mostrar que este resultado implica na lei quantica de

10



conservacao da corrente. Primeiramente, notemos que a transformagao infinitesimal de

A, pode ser escrita em termos da derivada covariante

1
Ay — A, —=D,f
€

Logo,
exp(iTV[A2]) = / dipeih exp(i S [, 6, A,))

« [1—1' / dxé (D) o8"(x) 52% i

Nos valendo de que a derivada covariante respeita a regra de Leibnitz

8/1(&(1511) = (Dbeab)ﬁa + aa(DZbﬁb)v
mostra-se, a menos de um termo de superficie, que

exp (iW[AJ]) — exp (iW[A,]) = i/dxﬁa(x)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

x / ddi (D) " (x) exp(iSu i, &, A)).  (1.36)

Mas a agao efetiva W[A] é invariante e, mais uma vez, 0%(z) sdo parametros infinitesimais

arbitrarios. Isso nos diz que

/ dpdi (D) 7" () exp(iSu [, &, A,]) = 0.

Esta é a versao quantica da lei de conservacao covariante de corrente.

(1.37)

Iremos repetir o procedimento acima, desta vez considerando a medida fermionica nao-

invariante, ou seja, introduzindo um Jacobiano por causa da transformacao de calibre:

dIdy? = J [A,, g] dipdy.

11
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Desse modo, é facil chegar a
T [Aus 9] = exp(ilIW[AL] — WA]).
Denotemos convenientemente o Jacobiano por
J[Ay, g] = exp(ion[A,, g]).

Assim,

a1[Ay, gl = WIAS] — WI[A,].

Nesta forma fica clara sua propriedade (cociclo) sob transformacgoes de calibre

al[AZ,g] = W[Azg} - W[AZ] = aq[A,, hg] — a1[A,, h].

Para transformacoes infinitesimais

) = [ date(e) el

o0
ja que J[A,, 1] =1= oq[A,, 1] = 0. Por sua vez

WAL = WA + [ deoe(a) (D) (%Téﬁ) |

Introduzindo estas formas infinitesimais na expressao (1.41), obtemos

don Ay, g]
36 (x)

o= O ()

Antes de chegarmos a expressao final, percebamos primeiro que

o OF[A] A a 0 pia
((DM) bW) A (D), (WQF[ g

Inserindo esta ultima equagao em (1.45) com F[A] = iW[A], fica-se com

don[Ay, g]
d0%(x)

A 15 .
WAL Z (D) (_ ezww)
o v\ e dAL(x)

= [ avdi (D)7 () e

12
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(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)



Cdan[Au | [dedy (D) " (x)_eiSM[w,J;,AM]
00%(x) oy [ dipdipeiSuloi Al

(1.48)

A partir desse resultado se define a anomalia de calibre: ela é o operador cujo valor
esperado no vécuo (ndo nulo) obstrui a conservacao covariante quantica do operador

associado a corrente classica:

50(1[14 ,g]
A, = —trmdl
36°(z) o=
[ dpdy (D) ™ (2) eiS[ ¥, Al
N [ dpdieiswi.A

(1.49)

— (0](D)" 7 )] 0),,

onde a marca A, abaixo do valor esperado indica que ele estd sendo tomado sem que o
campo A, seja considerado quantizado. Este fenomeno estd ligado a parte fermionica da
integracao funcional. E a ndo invariancia deste setor por transformagoes de calibre que
possibilita o aparecimento da anomalia. Na proxima secao abordaremos o papel dos graus

de liberdade remanescentes no tratamento da anomalia de calibre.

1.3 Cancelamento da anomalia de calibre na teoria

completamente quantizada

A consequéncia direta da defini¢ao (1.49) é a violagao da conservagao de corrente para uma
teoria anomala. Vamos analisar a situacao primeiramente desde o ponto de vista de uma
teoria efetiva classica. Para isso, consideremos a acao remanescente, apds a integracao

sobre os férmions:

S'[A] = S [A] + W [A,]. (1.50)

13



As equagdes de movimento geradas por essa acao sao

056[Al)  OWI[A]

0 Aa () B 0Aa(x)’

(1.51)

Tomando uma divergéncia covariante desta equacao, introduzimos a anomalia na ex-

pressao:
o 0SalA] o WA
(D,) VAL ) (D,) VA ) Aa. (1.52)
Entretanto a invariancia de calibre de Sg
1
Sa [A“ — ED“H] =S¢ [A,], (1.53)
implica na seguinte identidade:
1 3Sq[A)] 1 dSq[A,
_Z D)%, == b (D), — 1.54
;[ ar s 542 (x) ;[ a0 VoAl (154)
o 056l (1.55)

= (D) o535
a 6 AL ()
Com a acdo Sg definida na equagao (1.1), a relacdo acima fornece a relagao familiar

D,D,F" = (. Tal identidade implicaria, entao:
A, =0.

Esta situagao contraditéria nos pede uma ética diferente. Precisamos enxergar a anulagao
da anomalia como uma condigao subsididria (do mesmo tipo que aparece na teoria de
Proca, onde 0,A" = 0 surge exatamente dessa forma) que os campos de calibre terdo de
satisfazer para que a teoria seja consistente. Isso mostra uma riqueza dinamica adicional,
associada a teorias com anomalia de calibre.

Outra opgao de andlise diz respeito a quantiza¢do completa da teoria [8]. Afinal, nos
focamos apenas na integragao sobre os férmions e ainda nos falta integrar funcionalmente

14



sobre os campos de calibre A,. Analisaremos a amplitude de transicao vacuo-vacuo, que

envolve tal integracao:
00y = Z = / dA, expli (Se [A + WIAL) (1.56)

Sendo invariantes a medida bosonica (dA, = dAY) e Sg, ao redefinirmos os campos de

calibre como A¢ poderemos escrever

7z - / 49 exp(i (Sc [A9] + W[AL)) = / dA, exp(i (Se [A,] + W[AD))).  (L57)

Transformando infinitesimalmente, expandindo e mantendo apenas os termos de primeira

ordem, teremos

7 — /dAuei(Sc[AuHW[AuD (1.58)
. o (LOWIALY itsaiauewia)
+/dx8 (:c)/dAH (D) (g 5Ag<x))e (1.59)
) a 15W[Au] i(SqlA+WIAL) _
../dAM (D)%, (e s ) e =0 (1.60)
Logo,
(0]Aq| 0) = (0 [(D,,)" yJ"*] 0) = 0, (1.61)

ou seja, a conservagao de corrente ¢é resgatada numa teoria que contenha anomalia de
calibre, caso ela seja plenamente quantizada.

Neste ponto, uma pergunta crucial é: o que significa este cancelamento da anomalia
em relacao a invariancia de calibre da teoria, vista como operacao de simetria no espaco
de Hilbert? Sera tal cancelamento suficiente para garantir a invariancia de calibre no nivel
quantico? Implica ele numa anulagao da anomalia enquanto operador, de maneira similar
a condicao subsidiaria classica que discutimos inicialmente? Se a resposta a esta ultima

15



duvida for positiva, estaremos frente a uma condigao por demais restritiva da dinamica
quantica dos campos, que poderia resultar, potencialmente, na mera trivialidade da teoria
(A =0= A% =07).

Uma forma de investigar a anulacdo operatorial (ou nao) da anomalia é através de
insercoes da anomalia em funcoes de correlacao arbitrarias. Se tais insercoes fossem
sempre nulas, seriamos forgados a concluir que A, = 0 (no nivel operatorial). Embora
esta ainda seja uma questao em aberto para funcoes de correlacao arbitréarias, é possivel
respondé-la para a sua insercao em fungoes de correlacao contendo somente operadores
invariantes de calibre.

Para computar as fungoes de correlacao descritas acima é preciso lembrar que todo
operador O invariante de calibre pode ser expresso em termos de v, 1 e A, e satisfaz a

propriedade
O, 99, A%) = O(¥, 9, A,). (1.62)

Uma expressao equivalente da afirmacao acima é:
O, v, A) = O 47" A,). (1.63)
Considerando o funcional gerador
Z[n] = / dpdpdA, exp (z’S (0,0, A,] +i / AN Os (1., A#)> L)

podemos obter funcoes de correlagao arbitrarias

8" Z[Ai]

(0|T(O4,(21)...04, ()] 0) = (—4)" ONi; (x1)...0N;, (xy)

(1.65)

A=0

Fagamos a redefini¢ao usual A, — A% em (1.64) e depois usemos a invariancia dos ope-
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radores O;, assim como a da acao, para obtermos
ZN) = / dpdipd A, exp (zswl,wgl,Au] i / dmoi(wgl,wl,AM)) (1.66)

Lembrando-nos da invariancia de calibre da medida bosonica e da nao-invariancia da

medida fermiodnica

1

dA, = dA%,  dpdd = exp (—ion[A,, g7')) dy? dy? (1.67)
temos

ZINi| = /d@bdwdAu exp (iS[w,zp,Au] +z‘/dx)\i0i (v, 9, Ay) —ial[AM,g_1]>. (1.68)
Infinitesimalmente,
cn[A,, 0] = — / 46" Ay(A,), (1.69)

de modo que, apds a expansao, acabamos com
ZIN] = Z[N] +i / a6 (x) / dpdipd A, Ay(A,)e S PAlti [ de)iOi(0An) (1 70)

= / dpdipd A, Ag(A,)e S EAl [ dax0(vd.Au) _ (1.71)

Por fim, tomando derivadas funcionais arbitrarias com relacao aos \; e depois levando-os

a zero, conclui-se que
(01T (A(AL) 04, (21)...0;4, (2,,))] 0) = 0. (1.72)

Portanto, a anomalia de calibre tem insercao nula em funcoes de correlacao com opera-
dores invariantes de calibre arbitrarios. Esse é um resultado de suma importancia, pois
indica que a anomalia pode ser nula no subspacgo de Hilbert definido pelos estados fisicos.
Infelizmente, nao é possivel fazer uma conta similar para operadores nao invariantes de
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calibre. Analises nesse sentido devem envolver cdlculos numéricos na rede, por exemplo,
ou outros tipos de aproximagoes, para abordar o problema em um numero arbitrario
de dimensoes. No préximo capitulo, no entanto, vamos nos focar num modelo em duas
dimensoes exatamente soluvel (a eletrodinamica quiral), o que nos permitird analisar a

questao acima até o final.
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Capitulo 2

Funcoes de correlacao no modelo de

Jackiw-Rajaraman

No capitulo anterior, vimos que o surgimento da anomalia em uma teoria de calibre nao
implica necessariamente num enterro prematuro da mesma. Sob outra lente, mais do
que apresentar um elemento estranho as teorias normais, essa anomalia pode ser usada
para se encontrar uma condicao subsididria que o campo A, deve satisfazer, o que expoe
uma teoria anémala como sendo um modelo dinamicamente muito rico. Além disso, numa
situacao de quantizacao de todos os graus de liberdade do modelo, vimos que ha evidéncias
de que a anomalia é cancelada e a simetria de calibre é restaurada. Neste capitulo vamos
nos aprofundar nesta andlise, considerando a eletrodinamica quiral em duas dimensoes (o
modelo de Jackiw-Rajaraman [4]), que é exatamente soltivel e onde podemos responder

todas as questoes relativas as inser¢oes da anomalia em fungoes de Green arbitrarias.
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2.1 Acao efetiva para a Eletrodinamica Quiral em d =

1+1

A eletrodinamica quiral em (1 + 1) dimensoes, ou modelo de Jackiw-Rajaraman (JR), é

definida pela acao:

Sy, A, = /d% (—EF“”FMV—F@Z_)D [A,)] ¢> : (2.1)

onde F),, é o tensor de intensidade de campo, 1 sao férmions de Dirac e D [A,,] é o operador

de Dirac da teoria, definido por
D[A,] =" (i + eA,(x)Py) . (2.2)

A convencao que utilizaremos para as matrizes 7, no espago de Minkowski, é

0 1 0 —1
,}/0 =01 = , v = —iUQ = ; (2 3)
10 1 0
5 _ 0.1 1 0
Y=y =03 = : (2.4)
0 —1

Este conjunto de matrizes v é escolhido de modo que a algebra de Clifford seja respeitada,

{77} =291, (2.5)

sendo que estamos usando 7% = —p'' = 1. As matrizes satisfazem (70)" = 0, (41)7 =

—le (y‘r’)Jr = . Os projetores Py sao dados por Py = % (1 4++°). Temos também mais
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duas relacoes importantes, validas apenas em duas dimensoes:

[,Y,u’,yu] = —2e" 5’
'7;/75 = 5;11/7/”’
= tr(y""Py) = " — e (2.6)

onde definimos ¢y; = —&% = 1.

A presenga de P, no operador de Dirac assegura que apenas as componentes esquerdas

Y = P, (2.7)

se acoplam ao campo A,. As componentes direitas

Y = P_1, (2.8)

representam férmions livres. Em termos dessas componentes a acao pode ser aberta como

S [V n, v A = [ @ (<3P (0 + e, (0))
+r (iV"05)) Vr. (2.9)

A representacao em termos de férmions de Dirac é, portanto, equivalente aquela escrita
em termos de férmions quirais. No entanto, se vamos falar do determinante de D [A,], é
preferivel usarmos férmions de Dirac pois, nesse caso, o problema de autovalores de D ¢é
bem definido, ao contrério do que acontece se utilizarmos férmions quirais [17].

O interesse no estudo de teorias de calibre quirais bidimensionais se baseia em dois
motivos. O primeiro é o fato da teoria ser exatamente soltivel, o que permite calcular a
funcao de dois pontos fermionica associada a uma configuracao arbitraria de campo de
calibre externo e, consequentemente, o determinante fermionico e fungoes de correlagao

21



arbitrarias. O segundo ¢ a aparicao de uma anomalia na corrente acoplada ao campo de
calibre. Com tais caracteristicas, o modelo se mostra adequado para investigar, num caso
concreto, a realizagao do cancelamento da anomalia de calibre, visto no capitulo anterior.

Comecaremos mostrando em que sentido essa teoria se mostra exatamente solivel. O

funcional gerador das fungoes de Green da teoria acima é

Z[ .m0 = %/dAﬂdwdlﬁ exp (iS[i/J,zZ,AH] +¢/d2x(¢?n + i + J“AQ) . (2.10)

onde N = N4, N, ¢ um fator de normalizagao necessério para garantir que Z [0,0,0] = 1.

Fazendo a translacao
v v = v [ EyGlAenty) (211)
onde usamos a fun¢ao de Green na presenga de uma configuragao A, arbitraria,
DA G(Au; 2, y) = G(A 2,y)D[A,] = 6*(z — y), (2.12)
a medida fermionica é mantida invariante e a acao muda para
_ 1 _
S ' Al = /dzx <_1_1FWF’W +¢'D[A,] ¢'>
1 - — _
— /d2x (_ZLFWFW + YDA —¢m — 771/1)
+ /d2xd2y nG(Au; z,y)n. (2.13)
Por sua vez, o termo com as correntes se torna
[t + 2 a) = [ Eotnvno+ A

—2/d2xd2ynG(Au;x,y)n. (2.14)

22



Juntando tudo, obtemos

1 _
X exp (i/d% (—;lF“”FW + YDA Y+ JHA,
—i/dedeﬁG(Au;x,y)n>). (2.15)

A integral acima é quadratica na parte fermionica. Ela corresponde, formalmente, a

L ) | dPxe) _ 1 et i =exp (i
m/d¢d¢exp (@/dm/}D (A,] ¢) = 5 detiD(A) = e (W (4,]). (210

O funcional W [A,] serd a agdo efetiva. Uma boa escolha de Ny, que remove as singula-

ridades inerentes ao calculo do determinante [18], é
Ny = det D [0] = det i (iv"0,) .

Isso nos da

_ det D[A,]

exp (1W [A4,]) = W.

Assim, o funcional gerador assume a forma

1 1
Z[Jm, 1) = o / dA, exp <z / d*x (—ZFWFW> +iW [A] + JFA,
—i/d%deﬁG(Au;w,y)n)- (2.17)

Como se vé na formula acima, os efeitos dinamicos dos férmions foram incorporados a
funcao de Green G(A,; x,y) e a agao efetiva W [A,], que corresponde, essencialmente, ao
logaritmo do determinante fermionico. As manipulagoes acima poderiam ter sido feitas
em qualquer dimensao d. Conforme mostraremos abaixo, se soubermos a funcao de Green
fermionica, poderemos conhecer a agao efetiva. O problema é que tal cdlculo nao é factivel
fora do caso de d =1 + 1.
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Mais além veremos que, gragas as peculiaridades de d = 1 4 1, podemos escrever
2 1 ©v A 2 1A Hr A
dx _ZF Fo|+WI[A]=[d 5 JSUTA,, (2.18)
com Q" sendo um operador inversivel. Desse modo,
_ 1 . 2 1 v
Z|Jy,n,n) = — [ dAyexp | i | d°z | zA Q" A, | + JFA,
Ny, 2

—i/dedenG(Au;x,y)n). (2.19)

O fato da parte da acao que nao depende de 71 e 77 ser quadratica nos leva a redefinir o

campo de calibre A, como

Ay() = AL () = Ay (x) - / Py @), (2, 9) T (), (2.20)

onde (271),,(z,y) é a inversa do operador Q" (z,y) = Q*§? (x — y). Logo,

1 1
Z[J/Mnaf]] = m /dAu exXp (Z/dQZE <§AMQMVAV)

— 5 [ eyl @) @ @) )

—i/ded2y77G(Au — (Ql)WJ”;:c,y)n> , (2.21)

o que nos faz selecionar N4, de maneira a garantir que Z [0,0,0] = 1,
. 2 1 v
Ny, = [ dAjexp (i | d°x §AHQ“ A ). (2.22)

2.2 Funcao de dois pontos fermionica e acao efetiva

Nos concentraremos, primeiramente, no calculo da funcao de Green fermionica. Notando

que ela satisfaz,
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o (i@i +eA,(z)Py) G(Ay; z,y) = 6% (z — y), (2.23)
propomos um ansatz apropriado como
G(Ay;2,y) = expli(p(x) = 6(y)) Pr]Gr(z — y), (2.24)
onde Gp(x — y) ¢ a inversa do operador de Dirac quando A, = 0,
" OGr(x —y) = 6%(z — y), (2.25)
e ¢ (z) deve ser determinado pela equagao (2.23). Substituindo (2.24) em (2.23),
7" (107 + eAu(2) Py ) expli(d(z) — ¢(y)) Pr]Gr(a - y)
= "0, (v) PG (A, 2,y) + expli(o(x) — ¢(y)) P-]iv"0,Gr(x — y)

+ ey A, () PrG(A; z,y)

= ("5 (x) + e Au(x)) PLG(Au ) + 6% (x —y) = 6% (z — y). (2.26)
Isso implica
(Voip(x) — en' Au(z)) Pr = 0= (O¢ — ey7"9,4,) Py = 0. (2.27)
A partir dai, usando

v 1 v 1 v
Yy = 5{7“,7 }+§W‘,7 ]

= — MO, (2.28)
e notando que v’ P, = P, , obtemos

(¢ —e(n™ —e")0,A,) Py =0

= 0¢p—e(n” —e")0,A, =0.
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A introdugao da funcao de Green para o d’Alembertiano livre, Dp,
ODp(x —y) = 0*(z — y), (2.29)
permite escrever ¢ como:
6(x) = e / P2Dp(x — 2)(0F + 57 A (), (2.30)

onde definimos 5# =g,0".
Para prosseguir, precisamos de expressoes mais explicitas para Dp(z —y) e Gp(x —vy).

De (2.29) temos

A2k eik(xfy)
Dp(z —y) = _/ (2m)? k% + ie (2.31)

Introduzindo a seguinte integral na equacao acima

1 '/OO it (k241
— =i [ dteFHE) (2.32)
k2 +ie 0

= Dp(zr —y) = ﬁ /0 dte™* / AP kelhe—y)+th] (2.33)

Apés completar o quadrado na exponencial, realizar a integracao em k e fazer ¢ — 0

ficamos com

1  dt _i(z—y)?
DF(x—y):E/O A

O integrando possui uma singularidade em ¢ = 0, que torna o propagador mal definido. E
possivel remediar o problema através da introdugdo de um parametro de corte (violando
alguns dos axiomas de Wightman [19]). Felizmente, tais problemas nao afetam derivadas

do propagador. O propagador livre fermionico pode ser escrito como

Gr(z —y) = —iv"0; Dp(z — y). (2.34)
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Nessa forma, é ébvio que ele satisfaz (2.25). Dal,

1 > dt i(z—y)2
Gr(r —vy) = “/ ?856_ e
0

_ EV
7 > dt _i(z—y)?
0 18(x— 2
= SLfy“(a: — y)“/ dse= T
Mz —y)
27 (z — y)*’

onde foi feita a mudanga de varidveis s = 1/t. Substituindo em (2.24), temos

G(Au;z,y) =exp {iePJr/szSu(z;x,y)A“(z)} X (—%) , (2.35)
sendo
Su(z;2,y) = [Dp(r — 2) — Dp(y — 2)] (9;, + 5;) (2.36)

Como dissemos, se conhecemos a funcao de Green fermionica, podemos calcular o
determinante de D [A,]. Ele pode ser definido em termos da fun¢ao de Green, de modo
formal, com o uso da identidade In (det D) = tr (In D). Calculando a sua derivada em
relagdo a constante de acoplamento [20],

diln (det D) = dietr (InD) = tr (% In D> =tr (Dld—D) . (2.37)

e de

Lembrando que a inversa do operador de Dirac D! = G(4,; x,y), obtemos
d 1 2 A A*
T ndet D = [ d°z tr [G(A,; z, x)y, P A¥(x), (2.38)

onde o traco remanescente é sobre os indices espinoriais. A funcéo de Green G (4,;x,y)
¢ singular na diagonal, como é bem sabido. Uma prescricao encontrada comumente na
literatura é a regularizagao via separacao de pontos [21]:

3

2)7#P+] + (e +— —¢). (2.39)

1 3
tr|G(A,; x, )y, Py = ll_r)% §tr[G(A#; T+ 3@
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Nesta regularizacao, ha uma ambiguidade na definicao do trago: ele pode ser definido a

menos de um operador que tenda a identidade quando x — y:

y
tr [G(Au; 2, y)7, Py = tr |G(Au; 2, y)v, Py exp (ieaP+/ A”dz,,)] :

Dessa forma, o trago passa a ser formalmente invariante de calibre quando a = 1, uma
vez que, por uma transformagao de calibre A, — A} = A, + e 19,A (que implica ¢ —
¢ = ¢ + A) as contribuiges vindas da fungdo de Green cancelam com as oriundas da

exponencial. Logo,

d 1- 2 9 g
%lndetD = 53:% dz tr [G (Au,x+§,x— 5) Y Py

T3
X exp (ieaP+/ A”dzl,>
T+5

No entanto, o processo de subtracao das divergéncias, implicito na adocao do limite

AR (z) + (e ¢— —¢). (2.40)

simétrico acima, ird culminar num resultado que nao é invariante de calibre. Vejamos

a contribuicao de cada parte:

DF(x—i—g —2) —Dp(x—%—z) ~ "0, Dr(z — 2); (2.41)
6@ =60 1 4 jep, / &z [e" 07 Dp(x — 2)] [(aj + éj)A”(z)] : (2.42)
Ven
~ 2" 2.4
GF({':) 271'82, ( 3)
exp (ieaP+/ : A”dzy) ~ 1 —ieaPc, A" (x). (2.44)
z+5
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Tendo em maos os tracos relevantes (2.6), chegamos a:

d
%lndetD

— L [ @ru {(1 +iePy / d*z [*0% Dp(x — 2)] [(85 + 55)A”(Z)D

2 e—0

x (—giig) Y P A (z) (1 — z'eaPJrevAV(x))] + (e +— —e)

L 2 &8 B B
——221_{1(1) dx27rg2 (n"* — ") A ()

1. o VEAEBEY [/ 3 B\ Ay

— 1lim d%eigaeﬂ (775“ — 66“)
< [ 2 0EDr(e — 2)) [0 + 3 47(2)] Aula)
+ (e ¢— —¢) (2.45)

Os termos impares em &* sao cancelados pela natureza simétrica do limite. De modo a
preservar a invariancia de Lorentz, tomamos também
v 1 2. pv
ghe? = € . (2.46)
Obtemos assim,
d Indet D = i/dQ:v a At(x2)A,(x)
de N 4 "
. € x AT z 32\ AV
i / Lad®2 A (z) (au + au) Dp(x — 2) [(ay +)A (z)]

— i 2. AR uyo l 9 v
=i [ dzA (an (au +au) = (0, +ay)) A, (2.47)

Integrando em e,

/ de (ilndetD) = lnde,i
0 de det iyrd,
o2

= iW[A] =i~ / Pz AP (an“” - (aﬂ + a}) é(ay + 5,,)) A (2.48)
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O termo deti7y*d, nao depende nem de campos, nem de correntes e é esperado, como
fator de normalizacao, para definir adequadamente o funcional gerador. Conforme obser-
vado anteriormente, a razao dos determinantes é bem definida, embora cada um deles,

isoladamente, nao o seja.

2.3 A anomalia de calibre e seu valor esperado

Tendo calculado a acao efetiva W [A,], podemos, agora, nos concentrar em encontrar a
anomalia. Para tanto, vamos usar os resultados do capitulo anterior para calcular o termo

de Wess-Zumino, o [A, g]:
aulAy, 9] = WIAZ) — W[4, (2.19)

Lembramos que, no caso abeliano em questao, se g = exp (i),

1
AZ =A, - g((),ﬂ, (2.50)
e entao
W A9 = ¢ d?x AP i 0 ) ! 0 ) AYI
[u]_g xr an _<u+ u)i(v"‘ »)

_ i 2 I my 3 l A v

& d°xo"0 <a77 (8# + ('L) D(8V + 8l,)> A

+ L [ eror an — (a +0 ) 1z (8, +,)) 0”8 (2.51)
8 N B A ' '
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Fazemos algumas integragoes por partes na férmula acima, tendo em mente as proprie-

dades:
90" = £,,0"" = 0 = 9,0",

S0f (@)= [ #Dr(e -0 () = [ E(@Dr (@ 2) f(2) = £ ).

5 f @)= [@LrDr@ =21 () = f @), (2:52)
e obtemos

W [A9] =W [A,]

- [ dar ((a=1)00 - 8,0) + “— ! /d% 0"09,,0

s (A g] = / P (“8;1@“96“9 ~ L (a-1y0.6- é,ﬁ)) L @53)

A anomalia de calibre é calculada como visto no capitulo anterior:

_ daq[A,, g]
AD=T50) s,
- i ((a ~ 1), - 5“) A" (z) = h, A" (z), (2.54)
hy = 1= ((a=1)0u-3,). (2.55)

Essa anomalia é a que aparece violando a conservacao da corrente de calibre, definida no

capitulo 1:

Pa) = s = Pt
(010, ()]0}, = Alx). (2.50
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E nossa intencao aproveitar o fato de que o modelo JR ¢é exatamente soluvel para calcular

explicitamente insercoes de A em funcoes de Green arbitrarias.
Vamos comecar com o proprio valor esperado de A:

K(z) = (0]A(2)] 0). (2.57)

Este objeto é facilmente calculdvel a partir do funcional gerador (2.17) como

() = (o) (3577 ) #1900

onde lembramos que o funcional gerador com as correntes fermionicas nulas é dado por

(2.58)

3

Jr=0

1
NA

/ dA eXp( / d*x (—EF“”FW) +iW [A,] +i / d%J”AM) : (2.59)

Como mencionamos anteriormente, observamos agora que a parte da acao independente

Z1J,,,0,0] =

de J* é quadratica em A*:

1
/ d*x (—ZF‘“’FW> + WA,
1
= /de (ﬁAu (Ot — 0ro”

& (an’“’ - (af‘ - 5") é(a” + 5”))) Av)

41
E/dQSL’%AHQ'uVAV. (2.60)
Portanto,
)
K@) = 5-h@) (757755
/dAexp( / AMQ’“’A,,+J“AM)> (2.61)
Ju=0
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Redefinimos o campo de calibre A, como

A () = AL () = Ay (x) - / Py( @) (1, 9) 7 (), (2.62)

onde
/ P20 (2, 2) (0 Vo (2,9) = 662 (2 — y) | (2.63)

com QF (z,2) = Q62 (z — 2). Isso nos d4

K (z) = (0]A(2)[0)

(2.64)

=0, (2.65)

onde lembramos que escolhemos o fator de normalizacao que faltava como

NAH = /dAH exp (Z/d2$ <%A#QMVAV>> . (266)

O resultado nulo para o valor esperado da anomalia era esperado pela argumentacao do
capitulo anterior. O mérito de nosso calculo é precisamente o da verificacao explicita dessa
propriedade no exemplo em questao, o que mostra, no minimo, a consisténcia interna do
método de integracao funcional. Na verdade, como a anomalia ¢é linear no campo de
calibre, devemos supor que a anulagao do seu valor esperado no vacuo seja compulsoria,

desde que se queira preservar a simetria de Poincaré da teoria ([8]).
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2.4 Insercoes da anomalia de calibre em funcoes de

correlacao

O resultado obtido acima (anula¢do do valor esperado no vacuo da anomalia de calibre)
pode se dar em fungao do préprio operador de campo ser nulo (por alguma questao de
consisténcia desconhecida). Uma indicagao de que isso esteja ocorrendo seria a obtengao
de um resultado nulo para a insercao do operador que representa a anomalia em fungoes de
correlagao arbitrarias. Se isso for verdade, o fato do valor esperado da anomalia de calibre
ser nulo nao possui nenhum valor, pois a teoria teria uma grande possibilidade de revelar-
se trivial ou inconsistente. Para verificar se é esse o caso, precisamos calcular insercoes
da anomalia em fungoes de correlagao quaisquer. Caso o resultado seja sempre nulo, isso
podera requerer que A, = 0, no sentido operatorial, o que implicaria na trivialidade da
teoria. Dando sequéncia a este raciocinio, nesta secao, iremos calcular algumas fungoes de

correlacao representativas, para testar as conclusoes gerais obtidas no capitulo anterior.
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2.4.1 Exemplos de funcoes de correlacao bosonicas

Comecamos pela insercao da anomalia na funcao de 1 ponto bosonica:

K"(xz,y) = (0[T[A(z) A" (y)]| 0) = (0|T'[hy (x) A*(2) A" (y)]| 0)
2 52

— h, (2) (<%> m) 2[J,,,0,0]
() e

Ju=0

Ju=0
= ih, (x) (Q" )" (z — y). (2.67)
O operador Q7! (x — y) foi calculado no apéndice. Ele é dado por
—1\pv d*k —1\pv ik(z—y)
Q)" (x —y) = 5 (7)™ (k)e™ ), (2.68)
(2m)
onde
1
QY™ (k) = ;
@)W =Ty
, o (k:/* + l%ﬂ) (K + k)
x | (K* = Xa) " + K"k — X P~ , (2.69)

com \ = e%/4r. Dessa forma,

i (1) (@ ) = 2 (0= 1) 8~ 8) (@) — )

[ () e

2
— _1/ d°k kueik(mfy)
e ) (2n)

35



O resultado acima pode ser imediatamente generalizado para o cédlculo de
K#tn (g g, x,) = (0| T[A(x) A* (1) AP (29)... AP (22,)]] 0)

Se n for par, em todos os termos possiveis sempre teremos um .J sobressalente que caira da
exponencial, tornando impossivel o pareamento de todas as derivadas funcionais'. Nesse

caso,

K#tn(g o 2y..x,) =0, npar. (2.71)

Se n for impar, poderemos ter uma contribuicao nao nula a funcao de correlagao. Consi-

deremos, como exemplo, n = 3:

KHH2Rs (p py, w9, 23)

= (0 |T[A(x) A" (21) A2 (22) A" (3)]] 0)

= (0T [hy, () A () A" (1) A= (2) A (5)]] 0)

= by @) (7 (@ — 1)) () ( — )
£ By () (G071 (0 — ) (9 1 — )
() (271 (= ) (7)1 (1 — 2)
= L0 (x— ) () (s — )

L0962 (2 — ) (i(Q7) (21 — )

e

+ éawa? (v —21) (I )#2 (21 — 29)) - (2.72)

IPara produzir um resultado néo nulo, o ntimero total de derivadas funcionais agindo num termo do
tipo
1 Padry QY (z—y)J,
exp | =5 [ dzdydy () () (@ —y) Ju (y)

deve ser par. Dessa forma, quando tomamos J,, = 0 ao final da conta, havera contribui¢des nao nulas.
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O resultado pode ser facilmente generalizado para n impar qualquer. O importante, para
nosso estudo, é o fato de que tais funcoes de correlagao, nao invariantes de calibre, nao
sao nulas.

Vamos agora calcular a inser¢ao da anomalia de calibre em fungoes de Green de campos

invariantes de calibre. Exemplificamos com

K" (2,y) = (0|T[A(x) F* (y)]] 0)

no (e () o0 )

X exp (—% / o' Py Ty () ()8 () — ') T (z/))

Ju=0

= ih, (z) O5(Q")" (x —y) —ih, (x) Oy (A1) (x —y). (2.73)

Calculando os termos parciais:

iy () 0y ) = 2 ((a = 1) 35— 85) 04(@ ) (2 )
2 d2k 7. n —1\pY ik(x—y
=] Gy <(a— 1)kp—k:p) k() (k) ety
= 3/ d2k2 kP Y etk(z—y)
¢ ) ()
= _éaua’fﬁ (z—1vy); (2.74)
ihy (2) Oy (Q 1) —y) = —28”6“52 (x —y). (2.75)

Portanto,

K" (z,y) = 0.
Tal anulagao se repetird para cada pareamento entre A(x) e FFk(zy), fornecendo um
resultado nulo para a fungao de Green genérica

FHtnn () = (0 [T[AG) FP (2. F# (2,)] | 0) = 0, (2.76)
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com n arbitrario. Mais uma vez, esse cédlculo confirma as conclusoes mais gerais do

capitulo 1.

2.4.2 Exemplos de funcoes de correlagao fermionicas

Vamos analisar inser¢oes da anomalia em funcoes de correlagao com operadores que con-

tenham campos fermionicos. Antes de passar a essa conta, no entanto, vamos calcular
K(z,z) = (0|T [¢(z)¢(x)]]0). (2.77)

O resultado para K (7, x) serd utilizado nos calculos das fungoes de Green com insercoes.

Utilizando a expressao para Z[J,,n, 7] dada pela equacao (2.21):
K(z,2) = (0|T[¥(z)¢()]0)
15 (175
) (Zaﬁm) Z0m <?5n<f>>' ,
n=n=0

1 (17 N
= N_AM <;M> /dA“exp (z/d xéAuQ A,

o
_@'/de'd%'n(x') G(A, 2, @) (x)) (% 577(;’17))

= L/dAMG(AM;a:,m)exp <i/d2x'1AMQ’“’A,,). (2.78)
N, 2

Inserindo a forma explicita de G, eq. (2.35), temos

' 1
K(z,z) = ﬁ /dAN exp (z’/dzx’iAuQ“"Al, + ePySH(a! 2, 7) A, (:U’))

x Gp(x — ). (2.79)
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Observamos agora que, se a é uma funcao escalar qualquer,
1 2
exp (Pra) =1+ Pra+ o0 (Pra)” + ...
Ly
=P +P; 1+a+§a + ...

=P_ + Prexp(a). (2.80)

Levando isso em conta, escrevemos

+ —/dAM exp (i/de'%AMQ“”AV +eSH(a' x,T)A, (x’)) P .Gp(x — )
— [P + P, exp (z’e2/d2x’d2x”5ﬂ(x’; z,2) ()" (2" — ") S, (2 x,a‘:))]
X iGp(x — ). (2.81)
Vamos calcular em detalhe o termo dentro da exponencial, na equacao anterior:
/d2x'd2x”5u(a:’; z,z) ()" (2" = 2") S, (2" z, 2)

_ / d*'d?" [Dp(x — ') — Dp(z — 2')] (7' + &%)

ko _ v k(' —x!
S G O W

x (0, + ;") [Dr(x — ") — Dp(z — a")]

_ / &2’ d" [Dp(x — 2') — Dp(i — o)

x [Dp(x —a") = Dp(z — 2")]. (2.82)

Observamos que

]C4
Aa—1) (k2 = X2)

(R B ) (R ) (271 (k) =

(2.83)
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Um termo tipico da soma acima é:

k* .
Zk’( / II)
Aa—1) (k2= 22)

= /d2x/d2x/// d2k1 / d2k2 / ko iik4eik($,_$”)eikl(x_x/)ei@(l’_x”)
2
@2r)? ) @) ) @r)?kE  Aa—1) (k2 - \25)

A’k 1
B / @2m)* A(a—1) (k2 — Aaa__"’l) (2.84)

/d2$/d21‘//DF({B — 2 YDp(x — ")

O outro termo tipico é:

k4 N / 11
d2$,d2$/,D 7 —aNDw(T — 2" _ ezk(x —z'")

:/de/d%u/ d*k; / d2/~€2/ d*k iik4eik(m/_x”)eikl(x_z/)e“”(j_r”)
em?) @) @Rk Aa-1) (k2 - 22)

d?k eik(z—7)
- / 22 A(a—1) (k2 — A2 (2.85)

Dessa forma, temos

/de’de”Su(a:’;x, z) ()" (2 = 2") S, (2" 2, 2)

B 1 / d2/{7 (2 _ eik(az—i) _ e—ik(w—i))

CAa—-1)J @2r) k2 — A2 (286)

Este termo tende a zero quando z — , fazendo com que a estrutura de singularidades na

diagonal de K (Z,z) seja exatamente a mesma daquela do propagador livre, Gr(z — ).

A insercao da anomalia na funcao de correlagao fermionica calculada acima é dada
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por

K(x,z1,21) = <O|T (2)(21)(2, |0>

1 ki
= I (2) (Z&],AZL‘)) <2 577(3:1)>

15
X Z[J,“U 77] (Z(Sn(ﬂfl)>

17
= I () (Z 5»’#(1’))

x [exp <—% / A2’ d®y T () (CHEY (2 — o) T (y’))

i | o
X m/dAu exp (z/d%’éAuQ“ A,,)

x G(A, — () w21, 51)) Jumt" (2.87)

JN :7]:7—]:0

Lembrando que
G(Au;z,y) =exp [z'ePJr/szSM(z; z,y)A*(2)| Gr (z —vy),
onde
Su(z 2, y) = [Dp(x — 2) — Dp(y — 2)] (9% + 0;),

vemos que

G(A, — (U ), J"; 21, 21)

= exp [—ieP+/dQZdeSM(z;xl,i'l)(Q1)W(z,y)J”(y)

X G(A#;xl,jzl). (288)

O fator na exponencial é independente de A, e sai da integral funcional (no entanto, ele

tem que ser levado em consideragao na conta, pois temos que tomar ainda uma derivada
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funcional em relacao a J, ()). Com isso, vemos que o resultado é

K(z, &1, 21) = hy, (v) <%5J§x)>

x {exp (—% / A2/ d%y T () ()Y (2 — ) Ty (z/))

X exp {—iep+/dzdeZJSa(Z;thl)(Ql)aﬁ(zay)tfﬁ(y)}

J,=0
x ﬁ / dA, exp (2 / d%’%A#Q“”Ay) G(A,; 21, 71)
K(-;rlvi’l)
— ieh, (x) < / dzzSa(z;xl,il)(Q1)a”(z,:c)) P K (21, 51). (2.89)

Outras funcoes de correlacao do tipo
(O|T[A@) (@) (1) (T2) ¢ (w2) ) (Tn) 1 () | 0)

vao essencialmente envolver produtos de fatores como o calculado acima. Vamos analisar
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em maior detalhe o fator anterior a P, K (x1,%;) em (2.89):

/dQZhM (2) Sa(z; 21, Z1) (A (2, 2)

=2 (=13 - 3) [ @eDrlo— )05+ 5)

e

- g/dQZDF(xl —2)
— (21 +— 1)

d2p ezp(x1 z)
/ / 2 p? —He

< [ (0= D= ) oot Ryt

= (0(zy —2x) =6 (71 — ). (2.90)
Portanto,
K(x,Z1,21) =1 (0 (1 —x) — 0 (71 — x)) PLK (21, 74). (2.91)
Vemos, entao, que a estrutura de singularidades de K(z,Z;,x1) quando x; — 71 é a
mesma de K(Z1,21). A funcdo de Green nesse limite
K(z1,21) = (0|T[(z1)¢(z1)] 0)

demanda renormalizacdo extra (renormalizacao de operador composto [22]), com regu-
larizagao e subsequente subtracao de divergéncias. No entanto, o termo § (r; —z) —
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0 (1 — =) nao é divergente, nem necessita de regularizagdo. Quando z; — 7 ele sim-
plesmente vai a zero, o que nos diz que, independente da renormalizacao a ser feita sobre
K((Z’l, .Il),

K(z,21,21) = (0|T[A(x)¢(z1)(z1)] 0) = 0. (2.92)

Isso confirma, mais uma vez, o que encontramos no capitulo anterior, de maneira geral e

independente da dimensao do espaco-tempo.
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Conclusao

A questao da consisténcia e/ou nao trivialidade de uma teoria com anomalia de calibre
permanece nao respondida em geral. No entanto, no caso especifico de duas dimensoes, o
exemplo oferecido pelo modelo de Jackiw-Rajaraman fornece boas razoes para que espe-
remos por progressos rumo a solucao dessa questao. O modelo é intensamente estudado
desde a sua formulacao e solucao, em 1985. Mais recentemente, com o advento do re-
sultado geral de anulacao da anomalia de calibre no subespaco de Hilbert associado aos
estados fisicos, ele voltou a ser relevante como laboratoério, devido a podermos calcular
explicitamente todas as fungoes de Green que necessitamos.

Com isso em mente, varios cdlculos foram desenvolvidos explicitamente no presente
trabalho. Verificamos a anulacao direta do valor esperado no vacuo da anomalia. Também
calculamos insercoes da anomalia em fun¢oes de Green puramente bosonicas e puramente
fermionicas com correlatores invariantes e nao invariantes de calibre. Nossos resultados
confirmam as expectativas formuladas com base na andlise mais geral (em d dimensoes): a
anomalia de calibre, inserida em funcoes de Green com correlatores invariantes de calibre
fornece resultado nulo. No entanto, quando os correlatores nao sao invariantes de calibre,

o resultado é definitivamente nao nulo. Isso significa que a anomalia de calibre é um
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operador nao nulo no espaco de Hilbert, o que nos afasta da hipétese da trivialidade da
teoria.

A sequéncia natural deste trabalho é a analise do caso nao abeliano, também em duas
dimensoes. Também neste caso os efeitos dinamicos associados aos férmions foram calcu-
lados. A acao efetiva resultante é a agdo de Wess-Zumino-Witten [19]. No entanto, dado
o fato dela nao ser quadratica no campo de calibre, a teoria efetiva nao é exatamente
solivel e o calculo de fungoes de correlacao arbitrarias sé pode ser feito de maneira apro-
ximada. Dada a sua natureza nao perturbativa, tal estudo requer o emprego de métodos

numéricos, sobre os quais pretendemos nos debrucar a partir de agora.
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Apéndice: Calculo de Q_lluy

Vamos calcular explicitamente (Q71)" (z — y). Para isso, utilizamos a sua representagao

de Fourier:

(@ =) = [ @b, 0

O requerimento de que a expressao acima seja a inversa de 2" nos da

2
A2 (2 = 2) (A aw (2 —y) = 846 (x —y) = &) / (;l ’;2 M=)
s

—

(Q Naw (k)

2

({Dn’w‘ oro* + e—an“o‘] 6% (r — 2)
4 v

A

)DF (2= 2) (02 + 02) ) =)

2
, (k) (—kzn“o‘ + EFEY + e—an“a) ek(@=y)
47

2

/ / d2k (O Yo (k) Z—W ((35 + 55) Dp (x — 2) (09 + 5?)) ey ()

47



Vamos trabalhar mais detalhadamente o ultimo termo. Para isso, notamos que

/ @z (0 + ) Dp (x = 2) (90 + 82) ) G0

= — /d2z ((85 + 55) Dp(x —2) (0 + 52‘)) eth(z=v)

- / @z (Dp (x = 2) (02 + 1) (92 + 32)) €0

= — /d22 (DF (x — 2) </€“ + l%“) (k* + /%O‘)) ek(z=y)

= /d2z (/ (pr;Q;Li_; (k“ + l%”) (K~ + l;:“)) e (z=y)

2 . ]%u) ko 4+ ko
e /d22/ d_pei(k*p)zei(pmfky) ( ( )
(2m)” p? +ie

(k:“ + l%f‘) (k* + k%)
= etk@=y), (3)
k2 +ie

Com isso,

/ P20 (2 — 2) (0 Ve (2 — 1)
:/ d*k eik(x—y)(Q_l)aV (k:)

(2m)”
, o2 o2 (k“ + /%”’) (k* + k*)
_p2ppe g e o C gope
8 U et k2 + e
2
_ / d’k 5ueik(r—y)’
(27_[_)2 v
, o2 o2 (k“ + /;5“) (b + k%) X
I 4 RS+ anp — Q) (k
I v K2+ e (0 (k)
= o~ (4)

Notamos que (271),,, tem que ser simétrico em relagao a e v (pois ele aparece contraido

com duas correntes J, e J,). Como ele s6 pode depender de k*, k" e k2, sua estrutura
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tensorial tem que ser do tipo
Q) (k) = & (K2) 1 + B (k) ke + v (K2) (ks + ki), (5)
com «, [ e vy sendo fungoes a serem determinadas através da equagao (4). Definimos
A= —. (6)

Vamos optar pela inversao direta da matriz {2, dado que ela é bidimensional e sua inversao

é simples. De fato, se

a c
1= (7)
c b
e det Q = ab — c® # 0, entdo
-1 1 b —c
= 8
ab — 2 (®)
—c a
A matriz 2 (k) é dada por
2 (k“ + 12:#) (k@ + &)
Qre (k) = (—k + )\a) e+ kFEY — X 12 . 9)
Explicitamente,
KO+ k1)
Qoo = (kl)z + Aa — /\%,
> (KO + k1)
Q= (ko) —\a — /\T’
KO+ k1
QOI - /{?Okl - )\%,
KO+ k1)’
Qo = kK" — )\%.
Lembramos que £**¢,, = —d" e que, portanto, l%“l%u = —k2%. Além disso, k“lzzu =0e
KREY — kR = K2, (10)
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o que mostra que os tensores k*k" e k*k” nao sao independentes. Componente a compo-

nente do vetor k* temos
=%y = —ky = k' ko= eqkt = =k, (11)
l;}l = €1Ok'0 = ko = ko, ];31 = 810]{?0 = —ko. (12)

Com isso, podemos calcular o determinante de €2:

(K + &) 02 (K + k*)*
det Q) = <k) + Aa —)\T) <(k) —)\a—)\T>

(k%l ko +k;1) >2
< KO+ k1)
- ()

2t >\a> (k)= 2a) = ((K)* + 2a) A(T
]

= (opy? 4 apopa B R (A(k0+kl)2>

k? k?
2 2 2 2 2 (kY + k1)2
=a (K = (K)") = () = ()" + (k)" = 268" ) A"
o (KO + K1)
= Aak? — (\a)® — (K — k') A%
2 a?
=Xa—1)k* = (\a) :/\(a—l)(k:2—)\ 1).
a —
Ele é diferente de zero, o que nos leva a escrever diretamente a matriz Q!:
1 KO 4+ k1Y
Ot - () - aa AR
Aa—1) (kQ—)\ﬁ) k
1 ko — kp)?
= — | (ko)* = Xa — A% , (13)
Aa—1) (k2 — 2\-2) k
. 1 2 (K0 + &1)?
Q7 5 EN" 4+ da — \—n
TN 1) (B2 - 22 <( ) k2
1 2 (ko — k1)
= 5 k)" 4+ Xa — A\—5—— |, 14
Aa—1) (K2 =22 (( 2 k2 (14)
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1 KO+ k1)
ST (—kolir)\—( . )>

Aa—1) (k2 = X%) k2
B 1 (ko — k1)?
- s () "
1, 1 1071 (K0 + k1)
O CERI S ( e )
B 1 (ko — k1)?
TA-D (- aE) (kokl P ) | "

Essas formulas podem ser resumidas em notagao explicitamente covariante:

1
Aa—1) (k2 — 2%)

k,+k,) (k, + k,
X((’?M)mﬁfwhA(ﬁ MZQ( . ))- (17)

(7)., (k) =
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