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Resumo

Apresentamos aqui a proposta de B. Mashhoon para a modificacido da teoria eletrodinamica para ob-
servadores nao-inerciais. Essa nova teoria, que abre mao do postulado da localidade, generaliza o conceito
de transformacao entre referenciais inerciais e acelerados e influencia diretamente o comportamento dos
campos fisicos.

Baseado nisso, analisamos como as ondas eletromagnéticas sao percebidas por observadores uniforme-
mente acelerados e entao aplicamos esse resultado a uma radiagao de corpo negro homogénea e isotropica,
de onde vimos que os efeitos ndo-locais fazem-se (significativamente) presentes apenas no inicio do movi-
mento acelerado.

Palavras-chave: Eletrodinamica; Nao-localidade; Observadores Acelerados; Corpo-negro.



Abstract

We present here B. Mashhoon’s proposition for the modification in the electrodynamic theory for
non-inertial observers. This new theory, which relinquishes the assumption of locality, generalizes the
concept of transformation between inertial and accelerated reference systems and directly influences the
behavior of the physical fields.

Based on this, we analyze how the electromagnetic waves are perceived by uniformly accelerated
observers and then apply this result to an homogeneous and isotropic blackbody radiation, from where
we’ve seen that the non-local effects are only (significantly) present at the beginning of the accelerated
movement.

Keywords: Electrodynamics; Nonlocality; Accelerated Observers; Blackbody.



Conteudo

Introducao

1

Revisao Tedérica
1.1 Principio da Relatividade de Galileu . . . . . . . . . .. . . ... ... .. .. ... ...,
1.2 Teoria Eletrodinamica de Maxwell . . . . . . . . . . ... .. .. ... ...
1.2.1 Ondas Eletromagnéticas Planas . . . . . . . .. .. ... . ... ... ...
1.2.2  Vetor de Poynting Eletromagnético . . . . . . . ... ... . Lo
1.3 Relatividade Restrita e a Transformacao de Lorentz . . . . . . .. ... ... ... ....
1.3.1 Composicao de Velocidades Relativisticas . . . . . ... .. ... ... ... ....
1.4 Movimento Hiperbdlico . . . . . . . . . . . .
1.5 Formalismo Covariante . . . . . . . . . . . ...
1.6 Descrigao Covariante dos Campos Eletromagnéticos . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.7 Transformacao de Lorentz para o Campo Eletromagnético . . . . . . . .. .. ... .. ..
1.8 Tensor Energia-Momento Eletromagnético . . . . . . ... .. ... ...
1.9 Corpo Negro . . . . . . o i i e e
1.9.1 LeidePlanck . . . . . . . . . . e

Observadores Acelerados

2.1 Tetradas . . . . . . . .
2.2 Construgao de Frenet-Serret . . . . . . . . .. L L
2.3 Transporte Fermi-Walker . . . . . . . . .. ..

Eletrodinamica Nao-local

3.1 Limitagoes da Localidade . . . . . . . . . . . ..

3.2 Equacoes Integrais . . . . . . . . .
3.2.1 Equivaléncia entre Equagoes Diferenciais Lineares e Equacoes Integrais. . . . . . .
3.2.2  Solugdo de Equagbes Integrais . . . . . . . . . . ..o oo

3.3 Construindo a Teoria Nao-local . . . . . . . . . . .. .. .. .. ... ... ...

3.4 Eletrodinamica Nao-local por Observadores Uniformemente Acelerados . . . . . . .. . ..

A Radiagao de Corpo Negro por Observadores Acelerados

4.1 Propriedades de Coeréncia da Radiacao de Corpo Negro . . . . . .. .. ... .. ... ..

4.2 Influéncia da Nao-Localidade na Radiagdao de Corpo Negro . . . . . . ... ... ... ..
4.2.1 Nao-Localidade na Densidade de Energia . . . . . ... .. ... ... . ......
4.2.2 Nao-Localidade no Fluxode Calor . . . . . .. ... ... ... ... .......
4.2.3 Nao-Localidade no Tensor de Tensoes . . . . . . . .. . ... ... . ....

Consideracgoes Finais

24
26
27
28

31
31
32
33
34
36
38

44
46
52
52
98
60

63



Introducao

O desenvolvimento da Fisica nao gravitacional e, em particular, da teoria eletrodinamica, foi baseado
no conceito de referenciais inerciais, proposto por Newton na sua descri¢ao da dinamica dos corpos rigidos.
Em contrapartida, é bem sabido, que tais referenciais nao passam de artificios matematicos, pois todos
os referenciais reais sdo, em certo grau, acelerados. Além disso, até o momento, ao descrever a relacao
entre sistemas inercias e acelerados, fez-se uso do chamado postulado da localidade, o qual é aqui posto
em cheque.

Apenas abandonando esse postulado é possivel uma descricio completa dos sistemas ondulatérios
em referenciais acelerados. Nesse sentido, uma generalizagao na teoria eletrodinamica é desejada nao
somente pelo cardter mais realistico a ela conferida, mas também por uma questdo de principio, cujo
entendimento pode alargar nossa compreensao da natureza e apontar efeitos que, em sua auséncia, nao
nos seriam tangiveis.

E justamente atras da manifestacdo desses efeitos que aplicamos a teoria nao-local na descricao da
radiacao de corpo negro, uma vez que este é um exemplo de amplo interesse e recorrente na Fisica.

Essa dissertacao estd organizada da seguinte maneira:

No capitulo 1, exponho a formulacao tedrica basica sobre radiagao eletromagnética, transformacao
de Lorentz, relatividade restrita, movimento hiperbdlico e corpo negro. Todos esses assuntos nao sao
dificieis de serem encontrados (inclusive com abordagens mais aprofundadas) em livros textos, no entanto,
é conveniente em prol da didética e estruturagao das idéias apresenta-los aqui. Com isso, espero que a
dissertacao seja, pelo menos modestamente, auto-suficiente.

O capitulo 2 é focado na descrigao de observadores acelerados dentro da relatividade restrita, onde
apresento o conceito de tetradas que constitui parte fundamental do formalismo matematico em referen-
ciais acelerados.

No capitulo 3, apés uma breve explanacao sobre equacoes integrais, apresento os argumentos que
sustentam a teoria nao-local e também sua construgao. Ainda reproduzo, explicitando todos os calculos,
a aplicacao dessa teoria para o caso de um observador uniformemente acelerado e como a onda eletro-
magnética se comporta de acordo com este observador.

Finalmente no capitulo 4 calculo os efeitos da teoria nao-local no tensor energia-momento de uma

radiacao de corpo negro homogénea e isotrépica vista pelo observador constantemente acelerado.



Capitulo 1

Revisao Teorica

1.1 Principio da Relatividade de Galileu

No século XVI, Galileu Galilei observou que o comportamento dos fendémenos mecanicos permanecia
inalterado fossem estes executados em terra firme ou qualquer outro local o qual se movimentasse com
velocidade constante em relagao a superficie terrestre. Jazia nesse fato o pilar que fundamentaria as bases
para a mecanica dos corpos desenvolvida por Isaac Newton alguns anos depois. J4 na Primeira Lei de
Newton, a lei da inércia, enunciada como

“Todo corpo em repouso ou com velocidade constante em relacao a um referencial inercial assim
permanecerd a menos que sobre ele alguma forca atue.”
ele faz uso dos referenciais analisados por Galileu, chamando-os de referenciais inerciais, como pano de
fundo do seu sistema descritivo.

Em boa aproximacao podemos considerar localmente a superficie terrestre como um referencial iner-
cial. Supomos entdo uma particula cuja posigao é caracterizada por r e velocidade v = % em relagao a
algum determinado ponto do chao. Imaginemos agora outro sistema de referéncia que se movimenta com
velocidade constante u em relagao ao referencial anterior e cuja origem coincida com a deste no instante

de tempo ¢t = 0, um vagao que parte do ponto mencionado, por exemplo. Nesse sistema, o vetor posicao

r’ da particula em questao relaciona-se com as coordenadas anteriores por
r' =r—ut, (1.1)

e “evidentemente” o tempo em ambos os sistemas de referéncia é o mesmo
t=t, (1.2)

essas duas Eqgs. 1.1 e 1.2 representam a chamada transformacao de Galileu e parecem ser intuitivas
com base no ponto de vista cotidiano. Ainda delas é imediato obter a relacdo entre as velocidades de
ambos os referenciais

vi=v-—u,, (1.3)
de onde vemos que a velocidade em diferentes referenciais é um soma direta com a velocidade relativa

entre esses referenciais. No entanto, a variacao dessas velocidades, isto é, a aceleracao é invariante perante
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a mudanca de referencial, pois uma vez que u = constante temos

A v "
dt dt dt ' )
Com base nisso se da a Segunda Lei de Newton, F = ma, onde Newton especifica a equagao que governa
um sistema mecanico através do conceito de for¢ga F' que atua em um corpo de massa inercial m e provoca
neste uma aceleracao a. Naturalmente, o principio da relatividade apontado por Galileu estd assimilado
na Segunda Lei, pois apenas a aceleragao é levada em consideracgao na dinamica do sistema de modo que

é impossivel detectar um movimento retilineo uniforme entre referenciais inerciais pelas leis da dinamica.

1.2 Teoria Eletrodinamica de Maxwell

Em 1864, o fisico-matematico escocés Maxwell resume o conhecimento sobre os fendmenos elétricos
e magnéticos [1], adquirido devido a vérios cientistas de maneira essencialmente empirica, em quatro

equagoes que em notacao diferencial sdo expressas pela Lei de Gauss
V-E=—, (1.5)

pela forma magnética da Lei de Gauss, a qual prevé a auséncia de monopdlos magnéticos

V-B =0, (1.6)
pela Lei de Faraday
0B

E=——— 1.7
V x 9 (1.7)

e pela Lei de Ampére

. OE

V x B = poj+ Hoco 5, (1.8)

para quaisquer distribuicoes de carga p e corrente elétrica j. Essas quatro equagoes 1.5 - 1.8 sao as
chamadas equacgoes de Maxwell e representam o conjunto de leis que dita o comportamento de toda
eletrodinamica classica.

As equagoes acima além de descreverem todos os fendmenos eletromagnéticos observados até entao,
levam a conclusoes que dificilmente seriam percebidas sem a estruturacao dada por Maxwell. Isso pode
ser visto mais facilmente considerando um sitema sem cargas ou correntes elétricas, isto é, p=0e j=0

de modo que ficamos com as chamadas as equagoes de Maxwell homogéneas

V.-E=0, (1.9)
V-B=0, (1.10)
0B
E+—= 1.11
VxE+ 5 0, (1.11)
E
VxB-— M()GOaf =0. (1.12)

ot
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As Eqgs. 1.11 e 1.12 mostram a dependéncia mutua entre os campos elétricos e magnéticos. Aplicando o

rotacional na Eq. 1.11

oV xB
VX(VXE)+%:0 (1.13)
utilizando a identidade
VxVxA=V(V-A)-V?A (1.14)
e as Egs. 1.9 e 1.12 em 1.13 ficamos com
1 0°E
2
I = 1
V°E 22 0 (1.15)
e da mesma forma para B
1 0°B
‘B — 1.1
\Y% 290 0 (1.16)

da onde vemos que cada componente dos campos E e B obedece a equagao da onda e propaga-se com

velocidade

=2,99792458 x 10® m s~* (1.17)

CcC =
Ho€o

a qual concordava surpreendentemente bem com os valores medidos da velocidade da luz na época.
As equacgoes de Maxwell ainda sao passiveis de estudo no que diz respeito a sua estrutura matematica.

A Eq. 1.6 permite a defini¢do do campo magnético em termos de uma nova funcao A(r,t)
B=VxA, (1.18)

uma vez que

V.V xA=0, (1.19)

é um identidade vetorial, ou seja, é valida para qualquer vetor A.

Levando esse resultado na Eq. 1.7

0A
de forma que podemos escrever
0A
E+—=- 1.21
+ 5 =V, (1.21)
ou ainda
0A

E=-V¢— —. 1.22
Voo (1:22)

As fungoes A(r,t) e ¢(r,t) sdo denominadas potenciais vetor e escalar, respectivamente. H& neles, no
entanto, uma arbitrariedade a ser explorada, pois a forma através da qual os campos E e B relacionam-se

com os potenciais nao € alterada ao incluirmos um fungao escalar arbitraria

A — A"+ V9, (1.23)
ja que V x V¢ = 0. E consequentemente
0A ,  OA'
- _Ud — _ _ == 1.24
E Vo 5 — —V¢ ETR (1.24)

0
onde ¢ = ¢+ —w A essa liberdade na escolha dos potenciais é dado o nome de transformagao de calibre.

ot
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1.2.1 Ondas Eletromagnéticas Planas

Vamos agora analisar o caso mais simples, onde E e B sao ondas planas de frequéncia w que se

propagam na dire¢do z. Podemos representa-las por

E = Eq cos(kz — wt) (1.25)

B = By cos(kz — wt) (1.26)

onde Eg e By sao vetores constantes que representam a amplitude das ondas elétrica e magnética, res-
pectivamente.

Agora através das equagoes de Maxwell podemos expressar quatro vinculos aos quais essas ondas
estdo submetidas. Levando-as na Eq. 1.15 (ou 1.16) obtemos que a frequéncia estd ligada ao ntimero de

onda k pela relacao

k? 4+ c2w? =0 — w = ck. (1.27)
E as Egs. 1.9 e 1.10 nos dao que
20,  E=0—-2-E=0 (1.28)
e também que
z-B=0, (1.29)

ou seja, ambos os campos E e B sao perpendiculares a diregao de propagacao da onda.

Finalmente com a Eq. 1.15 (ou 1.16) obtemos um tltimo vinculo
—kz x Egsen(kz — ket) + kcBgsen(kz — ket) =0 (1.30)
de onde temos que os campos elétrico e magnético nao sao independentes e sim relacionados por

B(r,¢) = %z < B(r, 1) (1.31)

mostrando que E e B sao perpendiculares entre si. Devido a esse entrelagamento dos campos se deu a
definigao do conceito de onda eletromagnética, que serd reforcado, como mostraremos mais adiante,

ao introduzirmos a notagao covariante na descricao da eletrodinamica.

1.2.2 Vetor de Poynting Eletromagnético

A densidade de energia (energia por unidade de volume) de um campo eletromagnético é definida por

1 1
= —¢E? — B2 . 1.32
u(rt) = JoE (rt) + 5 -B(r.t) (1.32)

Consideremos agora a variagao temporal dessa densidade de energia

E 1 B
du_ L OB 1p0

ot at ' po ot (1.33)
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juntamente com as Eqgs. 1.7 e 1.8

@:,E.j+iE.vXBfiB.VXE (1.34)
ot Ho Ho

e usando a propriedade V- A x B=V x A-B + A -V x B teremos que

ou 1
A _pi_v.[ZExB
ot =V (Mo ) )

=-E-j-V-8,

(1.35)

onde

S = iE x B (1.36)
Ho

é o vetor de Poynting. Sua interpretagao fisica é rapidamente obtida reparando que ao fazermos j =0
a Eq. 1.35 fica com a mesma estrutura da equacao da continuidade e portanto se consideraramos que o
campo eletromagnético esta contido em um volume V que por sua vez é delimitado por uma superficie

>’ de vetor normal n, teremos ao integrar sobre todo esse volume e usando o teorema da divergéncia que

é/udvz/v-de
at ),

1%
:fS-ﬁdE
b

e portanto pela lei de conservagao de energia, S deve representar o fluxo de energia eletromagnética

(1.37)

através de .

1.3 Relatividade Restrita e a Transformacao de Lorentz

Apos a formulagao de Maxwell, a analogia entre ondas eletromagnéticas e mecéanicas parecia ser
total. Dai uma grande questao fora levantada: em relagao a qual referencial as ondas eletromagnéticas
propagavam-se com velocidade c?

A hipdtese primeira foi justamente que da mesma forma que as ondas mecanicas propagavam-se em
meio material, assim também faziam as ondas eletromagnéticas e seria em relagao a ele a velocidade
mostrada através das Eqs. de Maxwell. A esse meio rarefeito que deveria permear todo o espaco foi dado
o nome de éter.

A fim de verificar a existéncia do éter, Michelson e Morley propuseram um experimento baseado
na técnica de interferometria. Assim se houvesse um referencial previlegiado, que estivesse parado em
relacdo ao espaco absoluto, seria valida, como argumentado na Se¢. 1.1, a transformacdo de Galileu
conectando-o a outro referencial inercial. Na pratica, assumiu-se o Sol parado em relagao ao éter e, num
certo instante, o laboratério terrestre com velocidade constante em relagao a ele. No entanto, chegaram
a conclusao de que nao havia éter; um referencial absoluto nao existia.

Em 1905 Einstein deu inicio a uma grande revolucao no pensamento humano ao chamar a atengao
entre a incompatibilidade da mecanica classica, desenvolvida em grande parte por Newton, com o ele-

tromagnetismo consolidado por Maxwell. O problema estava nas transformacgoes de coordenadas que
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deixavam invariantes as equacoes de cada uma das teorias. Einstein foi levado a concluir que a trans-
formacao de Galileu, que fundamentava a teoria classica, nao concordavam com os dados experimentais
0s quais indicavam a constancia da velocidade da luz independente do referencial. Propos assim dois

postulados que norteariam a chamada Teoria da Relatividade Restrita [2] (TRR)
1. As leis fisicas apresentam a mesma formulacao matemdtica em quaisquer referenciais inerciais.

2. A wvelocidade da luz no vdacuo € uma constante universal, ¢, independente do movimento relativo

entre fonte e observador.

Na TRR o tempo aparece apenas como mais uma coordenada juntamente com as outras trés compo-
nentes espaciais e a quantidade que se mantém invariante, nao é o comprimento ou intervalos temporais,

mas o intervalo entre eventos, s, dado por

3
s? = (cAt)” = > Aa}. (1.38)
i=1
Em palavras, se um observador move-se durante um intervalo de tempo ¢ com velocidade v; = AA‘? em

um referencial inercial S, a grandeza s como definida acima se mantém invariante, ou seja, em outro
referencial inercial S’, verifica-se a igualdade

3 3
(cAt)? = Az? = (cAY)* =) Azj?, (1.39)
=1

i=1

Podemos reescrever 1.38 em notagao diferencial como

ds” = [CQ B 23: (dd:c;)Q] e (1.40)

= (® —v?)dt?

e definindo o tempo préprio 7 do observador por

02\ ?
dr = (1 - > dt, (1.41)

2
ficamos com

ds = cdr. (1.42)

Ainda classificamos s de acordo com

(a) s2 >0 ¢é dito ser do tipo-tempo e corresponde v < c,

(b) s? =0 é dito ser tipo-luz (ou nulo) e corresponde v = ¢ ou dt = 0,
(c) s < 0 é dito ser do tipo-espaco e corresponde v > c.

Disso decore a definicdo do conceito de cone de luz no diagrama r X t, no qual eventos com velocidade
inferiores a da luz ocorrem internamente ao cone definido por v = ¢ enquanto os com velocidade maiores

ocorrem externamente.
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Precisamos saber agora qual a transformagao de coordenadas entre os referenciais S e S’ que satifaz
1.39. Vamos assumir que em ¢t = t' = 0 a origem de ambos os referenciais coincidam e que o movimento
se d& apenas na direcdo 1, de modo que a velocidade de S’ vista por S é u = ux e portanto nenhuma
mudanga ocorrerd nas demais coordenadas, x2 = x4 e x3 = x4. Com essas hipdteses podemos esperar

que

xy =z (21,t) (1.43)

t' =1t (x1,t). (1.44)

A transformacao mais simples possivel de coordenadas é uma relagao linear entre as varigveis [3], por isso

vamos procurar se existem constantes A, B, C' e D tais que

' = Az, + Bt
(1.45)
t'=Cx + Dt

satisafacam 1.38. Fisicamente, a linearidade dessa transformacao reflete a homogeneidade e isotropia
espacial e temporal do sistema.

Inserindo 1.45 em 1.39, ficamos com

s? = *(CAxy + DAL)? — (AAz, + BAt)? — Axi — A}
= *(C?Ar} + 2C DAz At + D*At?) — (A?Ax? + 2ABAz At + B*At?) — Az — Az (1.46)
= (c*D* — BH)At? — (A% — 2C%)Ax? 4+ 2(c*CD — AB)Ax At — Ax3 — Az’

e comparando com 1.38, vemos que os coeficientes devem satisfazer

?CD - AB =0, (1.47)
*D? - B? = ¢, (1.48)
A% - 2C* =1, (1.49)

que representa um sistema de trés equacoes para quatro incégnitas. A quarta equacao é obtida observando

que para z} = 0 devemos ter z1 = ut, de onde achamos que

B = —Au, (1.50)
e com isso a equacgao 1.47 fornece
A? = —éCD, (1.51)
U
assim as equagoes restantes ficam
D(D +uC) =1, (1.52)

—%C(D—i—uC) =1, (1.53)



CAPITULO 1. REVISAO TEORICA 10

de onde dividindo uma pela outra encontramos

p=-‘¢ (1.54)

u

e levando esse resultado em 1.53
U 1
C=4t———>—. 1.55
c? (1— %;)1/2 ( )

Aqui se faz conveniente definir as grandezas adimensionais

U
= — 1.
p=" (1.56)
e
2
us,_1
r=01- 3" (157)
de modo que
C= :l:gfy7 (1.58)
D=7+, (1.59)
e ainda
A= :i:g =+~ (1.60)
B
e finalmente
B = Fcfy (1.61)

e portanto vemos que 1.45 fica
x) = +y(x1 — cft)
1.62
t =4y (ﬁxl—t>. (1.62)
c

A ambiguidade nos sinais é resolvida exigindo que no limite de baixa velocidade, isto é, 8 < 1, recupe-
remos a transformacdo de Galileu. Como
1 3
7:1+562+§B4+... (1.63)
podemos, nesse limite, aproximar v ~ 1 e portanto para reproduzir 1.1 e 1.2 devemos ter
ct’ = (ct — Bxq)
zy = (21 — cBt)
(1.64)
Ty = X2
T3 = T3
que é a conhecida transformacgao de Lorentz, nesse caso também chamada de boost na diregao x;. As

equagoes acima podem ser expressas em um forma matricial

ct’ vy =B 0 0 ct
v | _| -8 v 00 T
xh 0 0 1 0 To
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A inversa dessa transformagao de coordenadas pode ser facilmente obtida observando que o movi-
mento do referencial S visto de acordo com S’ é u' = —ux = —u, de forma que basta trocarmos 8 — —f3
nas Eqgs. 1.64

ct =~y (ct’' + )
w1 = (7 + Bt
) (1.65)
To = T
x3 = Th.

A fim da transformacao de Lorentz ser sempre real devemos ter que 5 < 1. Esse é o primeiro indicio

de que ¢ nao s6 é uma constante, mas também o limite superior de qualquer velocidade e portanto todos

0s processos fisicos sao condicionados a ocorrerem dentro do cone de luz mencionado anteriormente.

1.3.1 Composicao de Velocidades Relativisticas

Devido a linearidade da transformacao de Lorentz, podemos obter diretamente a relagao entre as

velocidades em ambos os referenciais S e S’, pois é valido

At/ =7 (At - fAlj)
Az = y(Azy — cBAL)

(1.66)
Azl = Axg
Azl = Azs.
Assim, tomando as equagoes 1.66 no limite infinitesimal podemos escrever
dz’;
==t 1.67
com ¢ = 1,2,3. Entao para a componente paralela ao movimento
d(z; — cft
’U/1:’7 ( 1dt/ B)
1.68
_ <v1 ﬁ) det ( )
T\ dt'’
mas como
det’
det = S 4 Bday, (1.69)
temos
det ¢ PBupdet
v~ 4 T e dt
B c (1.70)
(1 - 2)
de maneira que chegamos a
vy = a= P (1.71)
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e para as componentes da velocidade perpendiculares a direcao do movimento temos

/ dry g dt

V23T Ty ar
V2.3

y(1- 5y

As Eqs. 1.71 e 1.72 representam assim a conexao entre as velocidades de dois referenciais inerciais.

(1.72)

E interessante notar que ao fazermos x; = 0 na primeira equagao de 1.66 e v; = 0 em 1.71, corresponde

a um observador parado na origem do sitema de referéncia S e o tempo t registrado em seu relégio

4 ~ . . ~
relaciona-se com o tempo no referencial S’ por At = ATt, de modo que nao foi por acaso a definigao 1.41

de tempo-préprio. Ainda como v > 1 temos que dr < dt, ou seja, os intervalos de tempo no referencial

vinculado ao observador passam mais vagarosamente e por isso esse efeito leva o nome de dilatacao

temporal.

1.4 Movimento Hiperbdlico

A TRR néo estd limitada a descri¢do de fenémenos com velocidades constantes [4]. Para mostrar

isso, continuemos a analise da transformacao de Lorentz. Dessa vez vamos supor que a particula, a qual

nos referirmos até agora, possua, de acordo com S, uma aceleracao a = i—: ainda na direcdo x;. Assim

no referencial S’ teremos que

- (TR () (1.73)

Um caso interessante surge ao fazermos u, que até o momento era arbitrario, igual a velocidade
instantanea da particula em S, isto é, u = v(t), dessa forma S’, durante o instante ¢, é dito um referencial

comével da particula e portanto, nesse momento, v’ = 0. Com isso 1.73 fica

o= (1- ) W

onde a’ é a chamada aceleragdo de repouso da particula. Uma vez que a aceleracdo de repouso é
conhecida, podemos, em principio, integrar 1.74 para obter a trajetéria da particula.

Vamos analisar o caso de uma aceleracao constante a’ = gg em uma tnica diregao, portanto

v(t) 02\ "2
/( ) <1 - (:2> dv = got, (1.75)
v(0
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essa integral pode ser resolvida fazendo a substituigdo de varidveis v = csend e resulta fazendo v(0) = 0
em

1
2 -2
v = (1 + 9021?) got (1.76)
C

e integrando mais uma vez

t 92
x—xozgo/ t(1+002 2) dt, (1.77)
0

onde z( corresponde a posi¢ao em t = 0. Com a mudanca de varidveis t = g% senh ¢, chegamos a

Nl

1

2 2 3 2

c c
mar S (e 2e) 2 .

go c go

que podemos rearranjar como

2\ ? ,
T — xo _|_ J— — Ct = — 1.79
( 90 ) (ct) 9o?’ ( )

de onde vemos que a equagao de movimento em questao tem a forma de uma hipérbole, e por isso leva o

nome de movimento hiperbdlico.

X(t)

Figura 1.1: Movimento hiperbdlico - x versus ct. As trajetérias hiperbdlicas sdo confinadas ao interior do cone
de luz definido por z = ct.

E possivel reparametrizarmos essas expressoes pelo tempo préprio do observador definido em 1.41,

assim
02\ 2
dr = <1 — 02> dt, (1.80)

onde v é dada por 1.76, e entao

(1.81)
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que integrando vem

t
7 = — arcsenh (go)) (1.82)
9o c
ou ainda
t = < senh (gO—T>, (1.83)
9o c
e a equacao de movimento se torna
2 2 4
(x —0)? + g—co(a? —Tp) — % senh g =0, (1.84)

que é uma equagao de segundo grau para x — xg e tem como solucao

2 2
T =z — € 4% cosh <@> , (1.85)
go 9o c

e naturalmente, as demais coordenadas seguem inalteradas y = yg e z = zp.

1.5 Formalismo Covariante

Até a pouco tratamos de espago e tempo como conceitos independentes, no entanto, na transformacao
de Lorentz fica evidente que essa aparente distingao nada mais é do que uma consequéncia da eleigao
(arbitraria) de um sistema de referéncia. Nesse sentido, vamos buscar nessa se¢ao desenvolver um forma-
lismo que nao esteja a mercé de sistemas de referéncias. Para tal, comecemos assumindo uma variedade

Riemanniana 4-dimensional [5]-[6] onde as coordenadas z* sao
07:171"1:2"1;3)7 (1'86)

' = (x

com z° = ¢t a componente temporal e ', 22, 23 as componentes espaciais do 4-vetor posicio.

Ainda definimos o produto escalar entre os vetores A e B como
9(A,B) = g, A*BY, (1.87)

onde g,, = g, € o tensor métrico da variedade e os indices gregos variam de 0 a 3 de acordo com a

dimensao do espago. Estamos usando também a convencao de soma de Einstein

3
> AMB, = A'B,, (1.88)
pn=0

as componentes A* com o indice sobrescrito sao ditos vetores contravariantes enquanto os subescritos

A,, s@o os vetores covariantes'. O tensor métrico e sua inversa guv definida por
(0%
gll« Gav = 5”1/7 (189)
sendo ¢*, a delta de Kronecker, sao usados para levantar e abaixar os indices

Af=gv A, (1.90)

1Em geometria diferencial os vetores contravariantes sdo chamados de simplesmente vetores e os vetores covariantes de
1-formas.
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Ay = gu A (1.91)

Em relagdo a mudanga do sistema de coordenadas x® — ', os vetores contravariantes transformam-se

de acordo com a regra

ozt
AM(x') = 8x’0‘A (x), (1.92)
enquanto os vetores covariantes
;o o0x'?
A, (x') = Dk Ap(x), (1.93)

essas definigoes se dao a fim de manter o produto escalar 1.87 invariante frente a mudanca de coordenadas.

De fato,

ozt 0z'P
9" B) = 5 G Do
ox'8
- 8x’“A Be

= 6P, A°Bg

(1.94)
= A“B,
=g(A,B).

Os operadores diferenciais também sao tratados como vetores

0
oy = pyn (1.95)

de onde define-se o operador d’Alembertiano

0% = 0,0 (1.96)

As propriedades discutidas acima nao restrigem-se a apenas vetores e podem ser diretamente extendidas

a tensores de qualquer rank. Na préatica podemos tratar cada indice do tensor como um vetor.

1.6 Descricao Covariante dos Campos Eletromagnéticos

Vamos aqui construir uma descricao covariante do eletromagnetismo de Maxwell no espaco-tempo

plano [7], caracterizado pelo tensor métrico de Minkowski expresso em coordenadas cartesianas por

1 0 0 0
o =1 0 o
=1 "9 0 -1 0
0 0 0 -1

de onde temos, como regra geral, que para cada manipulac¢do de um indice espacial (i = 1,2, 3) ganhamos
um sinal negativo enquanto que para o indice temporal nada se altera.

Baseado no final da Se¢. 1.2 podemos definir o potencial 4-vetorial A* a partir de ¢ e A como

AP = (¢, A (1.97)
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Ay = A’ = (¢, -A) (1.98)

através do qual os campos eletromagnéticos sao definidos pelo o tensor eletromagnético
F,, =0,A4,-0,A4,, (1.99)

também chamado de tensor de Faraday. Da definicao acima vemos que F*” é antissimétrico em seus
indices, de onde resulta que possui apenas 6 graus de liberdade correspondentes as 3 componentes de B

e 3 componentes de E. De fato, expresso em notagdo matricial, F'*¥ é representado por

0 El/C EQ/C E3/C
—El/C 0 —Bg B2
7E2/C B3 0 7B1 ’
—Eg/C —BQ Bl 0

P —

e para I}, = nuan,,BFo‘fB temos

0 El/C EQ/C E3/C
7E1/C 0 B3 7BQ
py —EQ/C —Bg 0 B1

—E3/C BQ —Bl 0

Agora vamos definir o 4-vetor densidade de corrente, o qual engloba a densidade de carga p e a corrente

elétrica j
Pt (1.100)

Podemos entao reescrever as Eqgs. 1.5 e 1.8 na notacgao 4-vetorial como
O, FH*Y = pgJ*, (1.101)

de forma que fazendo p = 0 recuperamos a lei de Gauss e com g = i obtemos a i-ésima componente da
lei de Ampére.
Para escrever o segundo par das Eqs. de Maxwell, é conveniente definir o tensor dual G obtido de

FH através da substituicdo E/c - B e B — —E/c

0 —B; —By —DBs
QM = Bl 0 E3/C —EQ/C
- B2 7E3/C 0 E1 ’

Bg EQ/C 7E1/C 0

de modo que ficamos com

8,G" =0, (1.102)

ou seja, com p = 0 recuperamos a Eq. 1.6 e para u = ¢ obtemos a i-ésima componente da lei de Faraday

1.7.
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1.7 Transformacao de Lorentz para o Campo Eletromagnético

Das Egs. 1.92 e 1.93 podemos escrever que um tensor de rank 2 como F* transforma-se como

, Ozt oz
e s (1.103)
e
lo 18
= 080 (1.104)

w0 = Do g e
Para fins que ficarao claros mais adiante, vamos obter a relagao das componentes do campo eletro-
magnético em dois referenciais inerciais. Ainda, por simplicidade, vamos continuar assumindo que o
movimento relativo entre esses referenciais se dé apenas na diregdo x1. Nesse caso, a relagdo entre as
coordenadas é dada pela transformacao de Lorentz expressa por 1.66.

Assim sendo ¢ direto o cdlculo de F'*” (ou F’,,). Devido a sua simetria, o tensor eletromagnético

fica totalmente determinado ao obtermos F/10, F/20 30 pr12 pr13 o /23 Entao segue que

F/lO o (9%1 5x0 afB
Ozl Ox'B
0zt 92, Ozt 020 o)
= 92/ 90 920 9/l (1.105)
= (v* —*B*)F"°
_ plo.
20 _ O0x? Ox° pab
Ox'> Oz’
_0x? 02Y 0 Ox? 020 (1.106)
- ox'2 §x'0 0’2 9!
= Y F20 4 By F?,
130 O 02° s
R e
0% 020 4 023 020 g (1.107)
- ox'3 90 ox'3 o't
=y F? + gy F;
e a parte espacial F'%
Ox! Ox?
12 _ afB
= Ox'e 8x’5F
Ozt 0z, Oz 027 4, (1.108)
T 90 9’2 Ox'l 2
= yF'? 4 By F%%
Ox! Ox®
/13 _ afB
B = Ox'e 8x’ﬁF
Ozt 0z g Oz 02 4 (1.109)
- ox'0 91’3 Ox'l Hr'3

= yF'? 4 By F%;
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F,23 85E 39:3 af
- Ox' 9P
_ 022 0% Loy (1.110)
922 H'3
_ F23

Deixando explicito para os campos (E’, B’)
E''=E
Elg = ’}/(EQ — CﬂBg) (1111)

E's =~(E3 + ¢fBs)

By =B

By =7(B2 + gEa) (1.112)

By =By~ )

que representam a comportamento dos campos elétrico e magnético submetidos a um boost: as compo-
nentes misturam-se. Disso vemos que campos elétricos ou magnéticos nao possuem significado absoluto
[1], sdo de fato apenas parte de um conceito mais abrangente, o de onda eletromagética, descrita por
F. E interessante notar ainda que as componentes do campo paralelas a diregao do movimento nao sao

alteradas pela transformacao.

1.8 Tensor Energia-Momento Eletromagnético

Tendo em vista as vantagens de uma descricao covariante vamos introduzir mais uma grandeza
tensorial que engloba os conceitos apresentados na Seg. 1.2.2 e que nos serd fundamental nos capitulos

que se seguem: o tensor energia-momento eletromagnético. Na auséncia de fontes é escrito como [7]-[8]

1 1
T = — — (F“(XF”“ — n“”F) , (1.113)
1o 4
onde, por calculo direto
8 . E?

Da definicao 1.113 podemos observar a simetria T* = T"* e também que tr(T"") = T*n,, = 0.
Identificamos suas componentes como

TOO _ _i (FO(XFOOL _ IF)
Ho 4

(1.115)
= 650 (E2 + C2B2) 5

que é a densidade de energia eletromagnética definida em 1.32.
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As componentes tempo-espago representam as componentes vetor de Poynting dado em 1.36

) 1 . 1
TOZ - _ Fanza +-F
Ho 4

. (1.116)
=— (ExB)’
Ho
e os termos espago-espago fazem parte do chamado tensor de tensoes de Mazwell
g 1 o 1
TV = —— (FlaFJ"‘ + 4F>
Ho (1.117)

1 . . L
=€ {2 (E* + ¢*B?) Y — (E'E’ + *B'BY) |,

as componentes diagonais 7% independem da direcio e representam a pressao, enquanto as demais estao
associadas a forca de cisalhamento.

Temos ainda que TH" obedece

THv
%y =0, (1.118)

representando a conservagao do tensor energia-momento.

1.9 Corpo Negro

No inicio do século XX, a Fisica teve grandes avangos através de nomes como Einstein e Lorentz; no
entanto nao foi apenas em eletrodinamica que tais avangos ocorreram. Concomitantemente com a Teoria
da Relatividade, uma linha de pesquisa inteiramente nova, a Fisica Quantica, surgia com o estudo de
Max Planck sobre a radiagdo emitida por corpos aquecidos [9].

Todo corpo emite e absorve radiagdo eletromagnética para o/do meio que o cerca. Quando esse
corpo atinge o equilibrio térmico, isto é, as taxas de absorgao e emissao de radiagao sao iguais, o espectro
de emissdo (e absorcao) independe da forma ou composigao do corpo e sim apenas de sua temperatura
absoluta. Sabia-se ainda que para um corpo que absorve toda a luz que nele incide, denominado por essa
razao de corpo negro, o espectro de frequéncias possui um carater universal. Essa distribuigao espectral
pode ser especificada pela densidade de energia, pr(v), definida de forma que pr(v)dv seja a energia
emitida por unidade de volume no intervalo de frequéncias v e v 4+ dv por um corpo negro a temperatura
T. E pela densidade de energia ser independente do corpo em questao, podemos dizer que essa distribuigao
é uma caracteristica do préprio campo de radiagao e por isso passivel de ser obtida através de uma analise

estatistica, como veremos a seguir.

1.9.1 Lei de Planck

A fim de reproduzir matematicamente a curva espectral do corpo negro, Planck precisou lancar
mao de uma hipétese que ia diretamente contra os principios da Fisica Classica: a de que as ondas

eletromagnéticas fossem compostas por particulas; a elas deu-se o nome de fotons. Cada féton associado
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a uma onda de frequéncia v teria uma energia proporcional a essa frequéncia, implicando que a energia

total da onda eletromagnética deveria ser quantizada, isto é, assumisse apenas valores inteiros de hv
Em (V) = mhy, (1.119)

ondem=1,2,3,...e h=6,62 x 1073* m? - kg - s~! é a famosa constante de Planck.

Agora para a deducdo da lei de distribui¢do espectral do corpo negro [10]-[12] vamos supor uma
cavidade ctibica de lado [ e volume V = I3 composta por paredes internas que refletem toda a radiacio,
de modo que as ondas eletromagnéticas dentro da caixa 14 permanecerao indeterminadamente. A rigor o
numero de fétons ndo se conserva, mas sim a energia total associada as ondas eletromagnéticas. Ainda
essas ondas devem ser estacionarias, isto é, as componentes do campo elétrico assumem a forma

E;(xz;,t) = Ep; sen (iﬂxz) sen (27vt), (1.120)
i

com i = 1,2, 3 e sao submetidas as condigoes de contorno

E;(0,t) = Ey(1,t) =0, (1.121)
0 que implica em
2
jgil:: i, (1.122)

onde n; é um inteiro positivo. Resolvendo para A;
A = —, (1.123)

ou ainda

21 21
A= M2+ 22+ A2 = ==, 1.124
VA e T 2

sendo que n também é um inteiro positivo. Dai vemos que apenas certos comprimentos de onda e

consequentemente apenas algumas frequéncias sdo permitidos existir dentro da caixa.

c c
v=—

- S 1.12
2" (1.125)

Portanto se quisermos saber a quantidade de fétons que estdo entre v e v + dv precisamos contar a
quantidade dos numeros n contidos nesse intervalo de frequéncia. Podemos expressar em coordenadas
esféricas para n que a quantidade de fotons nessa frequéncia corresponde a um oitavo do volume de uma
casca esférica de raio n e espessura dn, ainda devemos levar em conta a polarizagao dos fétons, isto é,

ondas se propagando para esquerda ou direita, teremos um fator 2 a considerar, assim

1
Nw)dv =2- g 4rn2dn
8V

= — v2dw.
c

(1.126)

Uma vez sabendo a quantidade de fétons, precisamos descobrir a energia média associada a cada onda

de frequéncia v. Para isso utilizamos a distribuigao obtida por Boltzmann na teoria cinética dos gases, a
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qual diz que a probabilidade de, nesse caso um féton, possuir energia £ é dada por

__£_
e FBT

PE) = el

onde kg 21,38 x 10723 m? - kg - s 2 - K~! é a chamada constante de Boltzmann.

(1.127)

Assim, assumindo o carater discreto da energia dado em 1.119, a energia média & associada a radiagao

eletromagnética é, por definicao, a média ponderada de £

2 =0 EmP(Em)
Y=o P(Em)

que com a definicao 5 = kE%T pode ser escrita como

Ev) =

o0 —mfBhv
> m—oMe

Z:;:O efmﬁhu

d o0
=———1In e—m,@hv,
"2

é facil de se obter o resultado do somatério acima, observando que = = e

E(v) = hv

—Bhv < 1, assim

ixmzl—l—x—i—xQ—i—...

m=0

=l14+z(l+z+2+..)
:1+x2xm
m=0

logo

= 1
mzzoxmzlf:r

e portanto 1.129 fica

_ d 1
Ew) = —@ <1n 1—6—5’W>

efﬁhlz
g
hv
= v 1

=h

e finalmente a densidade de energia serd o produto de 1.126 e 1.132 dividido pelo volume V'

)

pr(v)dv = E(v) v dv

de onde resulta a distribuicdo de Planck para o corpo negro

8th  v3
pr(v)dv = 3 g — (W
que ainda pode ser expressa pelo vetor de onda k = 27” = 27”1/
he K3
pr(k)dk = 25— dk,

2 ek — 1

(1.128)

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)
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PO)(YMPHZ)

8.x107°

6.x107°

4.x107°

2.x107°

T=4000K

T=6000K

T=8000K

T=10000K

Figura 1.2: Espectro de energia do corpo negro. Quanto maior a temperatura maior a frequéncia com que a

densidade atinge o seu maximo.

h

onde h = o

e o=

hc
kpT "

A Fig. 1.2 ilustra o comportamento da lei de Planck.

A densidade de energia total do corpo negro é obtida integrando 1.134 em todas as frequéncias

com a mesma manipulacao que fizemos

e assim 1.136 fica

sabendo que o valor do somatério ¢ > 2 n~

onde

2]4:347'('5
15¢2h3

g

= /000 pr(v)dy

anteriormente, podemos escrever

~567x1078).s7 .- m™2. K%

obtemos a lei de Stefan-Boltzmann

(1.136)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

2A rigor a lei de Stefan-Boltzmann relaciona a radidncia com a temperatura, no entanto como esta difere apenas pelo

fator % da densidade de energia nao ha grandes problemas nessa denominac3o.
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Como esperado, vemos de 1.139 que a energia total de um corpo negro depende apenas de sua temperatura.

Ainda, como podemos ver na Fig. 1.2, h4 uma dependéncia direta do maximo da energia com a
temperatura. De fato, derivando a expressao 1.134 encontramos a chamada lei do deslocamento de Wien,
na qual a frequéncia onde a densidade de energia atinge seu maior valor aumenta proporcionalmente a

temperatura Vy,q. o 1.



Capitulo 2

Observadores Acelerados

No capitulo anterior ja abordamos a descricao de um movimento constantemente acelerado de acordo
com o panorama da TRR. Vamos aqui aprofundar essa andlise. Para isso continuaremos a fazer uso da
notagao covariante introduzida também no Cap. 1.

A posigao no espago-tempo (ou histéria) de um observador é representado pelo 4-vetor definido em
1.86 e apesar de suas componentes ndo possuirem, a priori, um significado absoluto, a sua norma! deve
manter-se invariante

9(x,x) = gaﬁxaxﬁ = C', (2.1)

que nada mais é do que a grandeza s para o caso em gog = 7ag, OU seja, podemos reescrever a Eq. 1.38
como

ds? = napdzda”. (2.2)

Agora, ja que estamos interessados em descrever a evolu¢do do observador em questdo, é necessario
computarmos a taxa com a qual sua posicao varia, isto é, sua 4-velocidade. H4, no entanto, o problema
de “qual tempo” ser usado, uma vez que, como vimos, o préprio conceito de tempo é dependente do
referencial. Uma breve reflexao mostra que o candidato mais apropriado é justamente, o tempo-proprio
1.41, nao sé por ele ser o tempo medido no referencial do observador, mas também por ser um invariante.

Definimos portanto

dz#
ut = —, 2.3
dr (2.3)
onde u®u, = c%. O 4-vetor velocidade, pela prépria interpretacio geométrica, é chamado de vetor
tangente da curva z* (7).
Analogamente definimos o vetor 4-aceleragao
dut
at = — 2.4
=a (24)

IDefinida como a raiz quadrada do produto escalar do vetor com ele préprio.

24
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o qual é ortogonal a u*, pois

2¢g(u,a) = uqpa™ + u“aqy

_dudug

% dr dr

= 2 (upue) (2.5)

Cdr e :
d ,

=4

=0.

Fisicamente, podemos entender esse fato, se escolhermos analisar u* em um referencial onde suas com-
ponentes espaciais sao nulas, de modo que a 4-velocidade ficard apenas com a componente temporal
diferente de zero, u* = (¢,0). Em contrapartida se hd uma aceleragao no sistema, ela deve afetar apenas
a parte espacial, pois a velocidade da luz ndo se altera, ou seja, a* = (0,a") e portanto u*a, = 0. Por
isso a 4-velocidade é dita ser um vetor tipo-tempo enquanto a 4-aceleracao é do tipo-espaco.

Vamos ainda definir o chamado transporte paralelo (TP) de um 4-vetor arbitrario A(7) ao longo de

uma curva caracterizada por seu vetor tangente u, como [5]

d dz, O
AR = X T A
dr dr Oz,
= u“ 0, A"
(2.6)
=V, A"
= 07

ou seja, se a variagao de cada componente de A na direcao de u for nula, dizemos que ele é paralelamente
transportado ao longo da curva.

As defini¢oes das Eqgs. 1.92 e 1.93 garantem a invariancia dos produtos escalares frente a qualquer
mudanca de coordenadas, no entanto até o momento tratamos aqui apenas de referenciais inerciais, onde
a relagao entre as coordenadas é expressa estritamente pela transformacao de Lorentz
_ Ozt

~ oxe (2.7)
= Auaxaa

xt

onde A*, representam as componentes da matriz de Lorentz dada em 1.64. Uma vez que A¥, néo
depende das coordenadas z*, a transformacdo de Lorentz é dita possuir um cardter global. Assim é
possivel para um tunico sistema de coordenadas mapear completamente o espago. No entanto, esse tipo
de transformacao é um caso muito particular e, em geral, uma transformagao de coordenadas envolvendo
referenciais acelerados é valida apenas localmente [12]. Dai segue que a prépria definicdo de medida de
espaco e tempo para observadores nao inerciais é incompativel com as obtidas em um referencial inercial

ou até mesmo com outro referencial acelerado [13].
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2.1 Tetradas

A abordagem pratica para o problema mencionado anteriormente é feita tomando como sistema de
referéncia uma base formada por vetores ligados ao observador (inercial ou nao), isto é, um sistema
de referéncia local [13]-[14]. Ao tratarmos de um observador acelerado é esperado que a regido de
aplicabilidade desta técnica seja inversamente proporcional a sua aceleracao, de forma a recairmos num
sistema de coordenadas global para o caso inercial.

Podemos representar o sistema de referéncia local de um observador num espaco-tempo quadrimensio-
nal por um conjunto de vetores ortonormais. O conjunto desses vetores, um tipo-tempo e trés tipo-espaco,

s&o denominados tetradas ou vierbein?

e() = (e(),€(1),e) e)) - (2.8)

O quadrivetor e(g) é um vetor tipo-tempo ligado ao relégio do observador e normal & hiper-superficie
formada pelos demais vetores tipo-espaco e(;), i = 1,2,3. Cada tetrada pode ser expressa em termos dos
quadrivetores do espaco-tempo e,

€(a) = €(a)" ey, (2.9)
com pu=0,1,2,3.

As tetradas sdo por definigdo ortonormais, ou seja, satisfazem

Nab = €(a)" " €v)" Guv = €@)" ey (2.10)
e possuem uma inversa (e‘l)(a)” = e(“)# que obedece
e(a)ue(a)y = &M,
(2.11)
e(a)“e(b)ﬂ = 5ab.

Decorre das defini¢oes acima, que podemos localmente, transmitir toda a informagao, antes contida

na métrica g,,, para o campo de tetradas

Gy = e(“)#e(b)unab = e(“)#e(a)u. (2.12)

Nas Eqgs. 2.10 e 2.12 usamos que indices locais, representados por letras latinas entre parénteses, sao

contraidos com a métrica de Minkowski 745 € os indices gregos espaco-temporais com a métrica g,,,,
elan — n“be(b)“, (2.13)
() = Juv€(a)” - (2.14)

O campo de tetradas possui 16 componentes e o tensor métrico, por sua simetria, apenas 10. Esses

graus de liberdade excedentes sao eliminados exigindo que em cada ponto = seja valida a transformacao

e'(a)“(x) = Al (x). (2.15)

2Do Aleméao vierbein significa “quatro pernas” e estd associado a dimensdo do espago. Para dimensdes maiores sio
referidas como wvielbein, “muitas pernas”.
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Os seis graus de liberdade restantes correspondem entao aos 3 boosts e as 3 rotacoes das transformacoes
de Lorentz.

Temos ainda que a relacao de ortonormalidade é mantida nesse novo sistema de coordenadas
9(€{ay €)= GurAae(ey Nve(a)” = 1acA oA = Tap- (2.16)

E importante salientar que o campo de tetradas nao representa uma transformacao de coordenadas
2.7, mas sim uma proje¢ao no referencial local do observador. De fato, o que o observador ira medir é a

projecao de uma grandeza tensorial A, no sistema de referéncia a ele associado, isto ¢é,
Aa = e(a)“A#, (217)

sendo que tanto A,, quanto sua projecao sao expressos através das coordenadas de um sistema de referéncia

global.

2.2 Construcao de Frenet-Serret

Vamos agora mostrar como construir sistematicamente uma base de vetores com as propriedades
descritas na se¢ao anterior. Definimos primeiramente o vetor tipo-tempo do sistema de referéncia como o

versor tangente a linha de universo do observador, isto é, sua 4-velocidade dividida pela respectiva norma

u
e = ———, (2.18)
Vy(u,u)
de forma que temos automaticamente g(e(o), e(o)) =+1.
O segundo vetor, este tipo-espago, é definido na direcao do 4-vetor aceleragao V,u = a
a = VUE(O) = a€(1), (2.19)
onde a = —g(a,e()) ¢ a prépria magnitude da aceleragao de modo que g(e(1),e1)) = —1. A relagao de
ortogonalidade entre e e e(;) ¢ imediatamente satisfeita uma vez que
1 1
g(ewy,eq)) = Eg(uu Vau) = %vug(ua u) =0. (2.20)

O terceiro vetor é obtido computando a variagao Vyue(;) que é perpendicular a e(;), mas nao neces-

sariamente & €(gy. A projecao na direcao de u é
g(u, Vyen)) = —g(Vau,eq)) = a, (2.21)
com isso podemos expressar Vy€(1) em termos de u e de um vetor tipo-espaco perpendicular a u, e(g)
Vuen) = ae) + be(y), (2.22)

daf segue que e(o) também é ortogonal a e(;) e g(e(2), e(g)) = —1 de modo que b = g(Vue(l), e(z)). Nesse

espirito, computamos a variacao de e(2), Vyue(2), cujas projegoes nas diregoes u e e(1) sao respectivamente

g(ew), Vue(z)) = —g(aeq),ep) =0 (2.23)
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g(ew), Vue(z)) = —9(Vueqy, e@)) = b, (2.24)
assim

Vue(g) = —be(l) + ce(s), (225)

onde ¢ = g(Vyue(a),€3)) e e(3) € o tltimo vetor da triade espacial que satistaz
Vue(g) = 706(2). (226)

As equagoes
Vue) = aeq),
VUE(U = ae() + be(g),
(2.27)
Vue(g) = —be(l) + ce(3),
Vue(g) = —ce(g)
sao chamadas equacoes de Frenet-Serret e para uma dada curva e seu vetor tangente, eis o procedimento

para construir um sistema de referéncia ortonormal em um dado ponto.

2.3 Transporte Fermi-Walker

Uma questao que imediatamente se poe é o fato de que apesar de as tetradas serem construidas para
serem ortonormais, nada garante que elas continuarao assim sendo em outro ponto caso os vetores nao
sejam paralelamente transportados ao longo da curva.

Na secao anterior exigimos implicitamente que o transporte de cada um dos vetores do sistema de
referéncia satisfizesse essa propriedade ao exigir que o produto escalar entre eles permanecesse invariante
ao longo da curva. Porém para observadores acelerados, pela prépria definigao V,u* = a*, o transporte
paralelo nao se aplica. Por exemplo, seja w* um vetor que obedece ao TP V,w* = 0, o produto escalar

g(u, w) ja nao se conserva. De fato
Vug(u,w) = Vyu'w, + v'Vaw, = a"w, # 0. (2.28)

Assim se faz necessario uma forma de transporte que contemple observadores nao-inerciais e mantenha o
sistema de referéncia o mais proximo da visao classica de sistemas ortogonais e rigidos. A rigidez nesse
sentido refere-se da nao rotabilidade dos vetores tipo-espago, ou seja, nao hé variagoes dos mesmos nas
diregoes espaciais (e.g. um giroscépio).
Como as tetradas formam uma base no espago, podemos decompor a variagao dos vetores de base
neles préprios [14]-[15], ou seja
Vue" = ¢a’ew)", (2.29)
onde ¢4 € um tensor antissimétrico. E facil de visualizar a propriedade de antissimetria utilizando a Eq.
2.11 na Eq. 2.29
1ea€'” 1, Vue(a)" = neada’ 0% = daa = €@y Vue(a)", (2.30)
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assim
(bab + ¢ba = e(b)yvue(a)u + e(a),uvue(b)u
(2.31)
= Vue(b)ue(a)u = vu(sab = 07
logo
Pab = —Pba- (2.32)

O tensor ¢, relaciona-se diretamente com a aceleragao do observador e é por isso denominado de tensor
aceleracao. Podemos identificar as componentes ¢g; como a i-ésima componente da aceleracao ¢g; = a;
e ¢i; como a variacao do vetor e(;) na diregao e(;, com i,j = 1,2, 3.
Queremos agora eliminar as rotagoes espaciais, para isso escolhemos os vetores e(,)* tal que ¢ =0.
Logo
Vaeiy = ¢:’e)" = ¢;"ut, (2.33)

com ¢;° = g(u, Vyueg)) = —g(a, e;)) = —a;, portanto
Vue' = —g(a, eq) )u (2.34)

¢ a equagao que deve ser obedecida pelos vetores de base e(;)”, denominada transporte de Fermi.

No caso de um vetor arbitrario v* podemos decompo-lo em
v =), (2.35)
entao, como estamos construindo um transporte que deixe invariante o produto escalar, exigimos que
Vat® = Vug(v,el®) =0, (2.36)

com isso
Vuot = UOVue(O)“ + viVue(i)“, (2.37)
inserindo a Eq. 2.34 em 2.37
Voot = o — via;ut
(2.38)
= v%uqa” — v¥aqu”,
ou ainda
Vav = ag(u,v) —ug(a,v) (2.39)
que é chamado de transporte Fermi-Walker (F-W) [14] - onde os tri-vetores da base nao rotacionam e
o produto escalar é mantido constante mesmo para curvas ndao-geodésicas, i. e., aceleradas.

A extensao natural do transporte F-W para tensores de rank n, A#1#2Hn ¢
vuAul;tzm;tn — AOCMQ'“Hnuaaul _ AaHT“Hnaaqu 4+ 4+ ANINT"O‘uaa“n — AM1M2"‘OéaauNn7 (240)

dai segue que a derivada covariante continua compativel com a métrica, i. e.

Vug"’ = g% uaa — g™ aqu” 4+ g"uqa” — gHaqu”
(2.41)

=u"a" — d"u* + uta” — atu” =0,
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e da mesma forma o produto escalar - como fora construido para ser - permanece invariante por vetores

que obedecem ao transporte F-W
Vug(A,B) = B,V A + A, V,B“
= Bo(APuga® — APagu®) + A, (BPuga® — BPagu®) (2.42)
= Baa®ugAP — BPagu® A, — APagBou® + Ana®BPug = 0.
Portanto, agora estamos matematicamente amparados para analisar qualquer grandeza fisica tanto em

referenciais inerciais quanto em referenciais acelerados.



Capitulo 3

Eletrodinamica Nao-local

Um postulado que permeia toda a Fisica de observadores acelerados é o chamado postulado da loca-
lidade [16]-[18]. Ele pode ser enunciado por

“Um referencial acelerado € equivalente a uma sucessao de referenciais inerciais instantaneamente
comoveis.”

Em outras palavras, podemos entender que a curva que representa a evolucao do observador acelerado
no espaco-tempo é, para todos os efeitos, o conjunto de retas tangentes as trajetorias dos referenciais
inerciais a ele comdveis.

Esse postulado tem origem na mecanica Newtoniana, onde a trajetoria de uma particula é comple-
tamente caracterizada apenas por sua posicao e velocidade e se aplica perfeitamente para os casos onde
as propriedades do sistema podem ser medidas instantaneamente, porém para ondas de maneira geral, é
apenas uma aproximacao [19], tanto melhor quanto menor a acelera¢do. Assim mesmo teorias muito bem
sucedidas, como a eletrodinamica e a mecanica quantica, estao fundamentalmente incompletas uma vez
que todos os referenciais reais sao de fato acelerados. Todas essas teorias, nesse sentido, sao ditas teorias

locais.

3.1 Limitacoes da Localidade

Como dito acima, a hipétese da localidade, para a teoria ondulatéria, é uma aproximacao e é mantida
apenas em prol da simplificagao por ela fornecida. Vamos aqui estabelecer até onde pode se levar tal
aproximagao sem comprometer o poder de descrigao da teoria.

Para esse propésito, consideremos uma onda eletromagnética plana de frequéncia w analisada por um
observador! acelerado. E de se esperar que o postulado da localidade seja bem sucedido em situacoes nas
quais a distancia necessaria L para a velocidade do observador variar de maneira consideravel seja muito

maior que o comprimento de onda A [20]-[21], ou seja,

L> ) (3.1)

1O termo observador aqui empregado pode referir-se tanto a um cientista quanto ao seu aparelho de medida.

31
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e portanto, nesse regime, é possivel registar vérias oscilagbes da onda enquanto o observador mantém-
se praticamente a uma velocidade constante. Assim se considerarmos que o observador possui uma
velocidade instantanea v(t) em relacdo ao background global, a hipdtese da localidade é vélida para a

descrigao da onda se [22]
1dv

v(t) > TR (3.2)

ou seja, a velocidade instantanea do observador deve ser muito maior do que o produto da sua aceleragao
instantanea com (pelo menos) um perfodo da onda 27w ~".

Com isso podemos analisar dois casos para a aceleracao. Primeiro para uma aceleracao puramente
translacional dv/dt = g(t) podemos, usando que w = 2w¢/A e v < ¢, escrever a Eq. 3.2 como

CQ

AL —; (3.3)
g
e para um observador em rota¢ao uniforme dv/dt = Qu(t) Eq. 3.2 fica

C
A< g (3.4)

Essas grandezas, por terem unidade de distancia, sao denominadas comprimentos de acelera¢ado.
A fim de ilustracao, temos que o comprimento de aceleracio associado a translacao da Terra em torno

do Sol é

02

— ~1al? 3.5
P (3.5)

enquanto a rotagao terrestre em torno do seu préprio eixo conduz a
¢ 3
— ~ 28 u.a. (3.6)
Qg
o que explica o sucesso do postulado na localidade na pratica.
Todavia faz-se necessdario, para a completeza da teoria, ir além do postulado da localidade ao lidarmos

com fenémenos envolvendo L < A.

3.2 Equacoes Integrais

Tendo em vista que o formalismo utilizado no desenvolvimento da formulagao nao-local da teoria ele-
trodinamica é essencialmente expresso em termos de equacoes integrais, é interessante uma revisao sobre
0 assunto ou até mesmo uma primeira introdugdo do mesmo [23]-[24]. Apesar de usualmente trabalhar-
mos com equagoes diferenciais, em alguns casos, as equagoes integrais sdo mais tteis e/ou permitem uma
associagao mais direta da simbologia matematica com os fendmenos em estudo. Naturalmente, ambas as

abordagens sao equivalentes como mostraremos a seguir.

2a.]. abreviatura de ano-luz e equivale a distincia percorrida pela luz em um ano, 9,4605284 x 101° m.
3u.a abreviatura de unidade astronémica e equivale a 1,495978707 x 101! m.
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3.2.1 Equivaléncia entre Equacgoes Diferenciais Lineares e Equacgoes Integrais

Para mostrar como podemos obter uma equacao integral, consideremos a equagao diferencial linear

mais geral possivel para a fungao u(x)

U
—— 4+ ...+ an(x)u = F(x),
juntamente com as condicoes iniciais
u(0) = o, 1’ (0) = ¢, ..., u™ 1 (0) = ¢,_1.

Definimos entao
e inversamente

integrando por partes

e sucessivamente chegamos ao n-ésimo termo

D—%ﬁzlf*uf—”@::vb1Dhéﬂw—yrhﬂﬂwdy

agora lenvando em conta as condigoes inciais podemos escrever

dnflu B
P S

dn72u B
T2 Cn1T + Cyg + D720

voltando a Eq. 3.7

¢+ a1 (x) [Cn—l + D—1¢] + ...+ ap(x) {cn_lg

ou ainda

! i /Or(m —y)" " o(y)dy =

¢+ ay /Ozd)(y)dy—&—...—kan(x)(n_

n—1 xn—Q

=F(z)—a1(x)ep-1— ... —an [cnl 1) +cn,2m +...+czx —&-co}

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

x
T 2oy +...—|—c1x+co+D_"¢} = F(z),

(3.14)

(3.15)
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e com a defini¢ao
n

K(z,y) = Zai(x)(x(i__yi;!l, (3.16)
i=1
onde a funcio K(x,y) é denominada de kernel* da equacao, ficamos com
271 272
f(z)=F(z) —a1(z)cp—1 — ... —ap [cn_l(n—l)! + cn_gm +...+ecx+col, (3.17)
chegando finalmente a .
o)+ [ K)oty = ) (318)

A equagdo acima é nomeada equagdo de Volterra de 2° tipo. Esta classificagio [25] é dada a partir dos
limites de integracdo: se forem fixos (constantes) serd uma equacdo de Fredholm, porém se ao menos um
dos limites for varidvel leva o nome de Volterra. Ainda se a fungéo ¢(z) aparecer apenas no integrando,

a equagao ¢ dita de 1° tipo, caso contrario serd de 2° tipo. Ou seja,
e Eq. de Fredholm de 1° tipo: f(z) = f; o(y) K (z,y)dy
e Eq. de Fredholm de 2° tipo: ¢(z) = f(x) + /\f: o(y)K (z,y)dy
e Eq. de Volterra de 1° tipo: f(z) = [7 ¢(y)K (z,y)dy
e Eq. de Volterra de 2° tipo: ¢(z) = f(x) + )\f: d(y) K (z,y)dy,

com Aeaé€R.
Apesar da equivaléncia entre as Eqgs. 3.7 e 3.18, um diferenca importante a ser notada é a de que na

equacao integral ja estao assimiladas as condigoes iniciais.

3.2.2 Solucao de Equacgoes Integrais

No que diz respeito a solucdo de uma equagdo integral é intuitivo esperar que a solugdo ¢(z) da
equacao deva estar diretamente associada ao kernel, uma vez que ele representa os coeficientes da equagao
diferencial original.

O método de resolucao da equacao é, em geral, iterativo, isto é, sucessivas aproximagoes ¢, (x), com

n € Z>o, se identificam com a solu¢do ¢(x) no limite em que

¢(x) = lim ¢y, (x), (3.19)

n—oo

onde as ¢, (z) podem, por sua vez, serem expandidas em poténcias de A
on(x) =D Nopu(a), (3.20)
i=0

assumindo, é claro, que a série convirja.

Como primeira aproximagao, podemos fazer ¢y(x) = ¢o(x) = f(z) e assim determinar ¢; ()

61(x) = f(a) + A / " () K (2, y)dy: (3.21)

4“Nicleo”em Alemao.
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continuando por esse caminho, chegamos a relagao de recorréncia

bu(e) = J(2) + A /O " bt () K (2, )y,

de onde, comparando com a Eq. 3.20, podemos expressar ;(x)

() = / " () K (2. )dy.

() = / " Ko, 2)dz / T WK (= y)dy,

aqui vamos fazer uma hipétese sobre o kernel em estudo

K(z,y)=0 se y>u,

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

tal hipotese é andloga a dizer que os coeficientes da matriz que representa um sistema de equagoes

algébricas sao identicamente nulos acima da diagonal principal. Esse requerimento previne a existéncia

de multiplas solugoes associadas a equagoes integrais de 1° tipo. Com isso em mente e invertendo a ordem

de integracao ficamos com

vale) = [ 1)y [ KooK
0 Y
~ [ Kalw) 1w
0
Assim em geral
ine) = [ Kule.0) F)
0
com os kernels iterativos definidos a partir da relacao de recorréncia
Kon(o9) = | Kl 2)Kne,)dz,
0

comn=123,...e Ki(z,y) = K(z,y).
Assim finalmente

0u(0) = fa) + [ SONKie) f)y

0u(0) = 1) | " H(z,y: ) F(y)dy.

onde chamamos H(x,y; \) de kernel resolvente

H(z,y;\) = =Y NKi(z,y).
=1

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Portanto ao fazermos n — oo em 3.31 a Eq. 3.30 fornece exatamente a solugao para a equacao integral.

No entanto, o valor do somatério em 3.31 pode nao ser simples de ser obtido e assim, em apenas alguns

casos particulares de K (z,y) teremos uma solucao fechada para H(z,y).
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3.3 Construindo a Teoria Nao-local

Vamos considerar um campo qualquer 1 o qual é expresso através de um sistema de coordenadas
x de um background global , que por sua vez podem ser parametrizadas pelo tempo préprio 7 de um
observador hipotético. Em um novo sistema de coordenadas x’, associado a outro referencial inercial, o
campo manifesta-se como
B (7)) = A (x(r)) (3.32)
onde A é a matriz de Lorentz®.
Todavia ao lidarmos com um observador acelerado, o que fazemos é computar a proje¢do de ¥(7) no
referencial local do observador, analogamente a Eq. 2.17. Assim, denominando por T a matriz construida

a partir das tetradas, podemos escrever

P(x(7)) = T(T)p(x(7)). (3.33)

Agora de acordo com o postulado da localidade o campo que o observador de fato mede @(T) é, a

cada instante, equivalente ao de um referencial inercial comével, ou seja,
W (r) = (1), (3.34)

No entanto, como argumentado anteriormente, é de se esperar que essa hipdtese seja falha ao lidarmos
com fenémenos onde L < A. Assim a associagdo direta, ponto a ponto, entre os campos deixa de valer e
no seu lugar devemos ter algo que contemple a histéria do observador. Nesse sentido, Mashhoon [26]-[28]

propos o ansatz

.
B(r) = d(r) + / K(r,7)d(=")dr, (3.35)
To

onde Ty é o instante no qual a aceleracao tem inicio e o kernel é esperado ser diretamente proporcional
a aceleragio do observador, uma vez que ao fazermos K(7,7') = 0 devemos recair na Eq. 3.34.

O ansatz 3.35 é uma equagao integral de Volterra do 2° tipo e representa a relagao linear mais geral
possivel entre os campos medidos por observadores acelerados e inerciais consistente com a causalidade.

Dito isso, vamos voltar a atengdo ao kernel da Eq. 3.35. Até o momento ele permanece completa-
mente indeterminado, no entanto, podemos esperar que ele seja diretamente proporcional a aceleragao
do observador, uma vez que ao fazermos K (7,7') = 0 recaimos na Eq. 3.34. Vamos entdo empregar um
novo principio fisico, ou melhor, uma generalizagao de um dos principios que motivou o desenvolvimento
da TRR:

“Nenhum observador - acelerado ou inercial - pode ficar em repouso em relacdo a uma onda eletro-
magnética.”

Matematicamente essa exigéncia implica que se ¥ for constante, ¥ também deverd sé-lo. Assim

tomando ¥ = ¥, a Eq. 3.35 pode ser escrita como

Tl + [ " K(r )T () dr = o, (3.36)

50u composta a partir da matriz de Lorentz.
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devemos ter ¢ = g
{T(T) —|—/ K(r, 7)Y () dr| v = ¥, (3.37)

o que conduz a

Y(r)+ /T K(r, 7)Y (r)dr’" = T, (3.38)

onde Y é uma matriz constante.

No entanto, essa hipdtese sozinha nao é suficiente para determinar o kernel univocamente. Para
isso mais uma imposi¢ao deve ser feita, a de que o kernel seja funcdo de uma tunica varidvel, isto é
K(r,7") =k(7") ou K(7,7") = k(r — 7’). O primeiro é caso mais simples, e pode ser resolvido através da

diferenciacao da Eq. 3.38

o+ KT | o (339)
resultando em
k() = -1y, (3.40)

onde a existéncia da matriz inversa Y~! é garantida uma vez que o préprio campo de tetradas tem sua
inversa definida em 2.11. O kernel acima possui, como esperado, uma dependéncia direta com a variacao
temporal de T e assim, uma vez cessada a aceleragao do observador, a contribuigao nao-local restringe-se
a um termo constante nos campos. Por esse carater, tal kernel é chamado de kernel cinético.

Em contraste ao kernel cinético, k(7—7') é denominado kernel dindmico, pois mesmo apds o observador
parar de acelerar, o termo nao-local continua presente, o que pode levar, e de fato leva [29]-[30], a uma
divergéncia nos campos. Sendo, portanto, o kernel cinético a tnica solugao fisicamente aceitavel.

Assim, podemos nos focar um pouco mais no caso cinético. Levando o resultado 3.40 na Eq. 3.35,

ficamos
N - TdY (7 -
V(1) = (1) — / d(7’- )T_l(r’)z/)(r’)dr’, (3.41)
T0 T
levando em conta 3.33 e integrando por partes chegamos a
R R T d /
B(r) = (ro) + / ey 3D 4 (3.42)
o dr
de onde vemos que se o observador passar por uma regiao do espago-tempo onde %(:) = 0, ele também

medird um campo constante, pois ¥(7) = (7).

Até o momento, tratamos de um campo genérico, nada foi dito sobre (7). Na presente dissertagao,
no entanto, estamos interessados na eletrodinamica e portanto as grandezas a serem estudadas sao os
campos (E, B) representados pelo tensor de Faraday. Faremos isso na segao seguinte. De qualquer forma
é bom salientar que, por exemplo, na Mecanica Quantica o potencial vetor possui significado fisico e

portanto pode ser interessante uma andalise baseada em A,,.
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3.4 Eletrodindmica Nao-local por Observadores Uniformemente
Acelerados

Vamos agora obter o comportamento do campo eletromagnético em um referencial uniformemente
acelerado. Porém antes de mais nada precisamos computar o campo de tetradas a ele associado.
De acordo com o que foi apresentado na Se¢. 1.4, podemos descrever a evolugao de um observador

submetido a uma acelaracao constante gy na diregao crescente de z por

T = X,
Y = Yo,
2 3.43
z:zo—i—i(coshQ—l), (343)
9o
t= £ senh 6,
9o
onde definimos, por conveniéncia, () = £7.
Dessa forma, sua quadri-velocidade v* é
u_ 9o da”
v c db
dct dz (3.44)
=(=.0.0.=2 .
< dr’ 777 dT)

= c(cosh#,0,0,senh ),

portanto, de acordo com a descrigao da Seg. 2.2, o primeiro vetor do referencial local do observador

acelerado é

=

v
— (3.45)
C
. , . ~ w T ~
e como o movimento acelerado se d4 na diregao z, vamos escolher €(3y cOmo o vetor unitério da aceleragao
alLL

1
et = —a"
(3) g0

1dv? (3.46)
c df

= (senh 0,0,0, coshf).
Nosso terceiro vetor e(;) ¢ obtido tomando da derivada de e(s), a qual é exatamente e(). Isto se d& pois
apenas senos e cossenos hiperbdlicos estao presentes em v#. Assim temos que b = 0 na Eq. 2.22, de modo
que podemos escolher arbitrariamente a forma de e(;) contanto que satisfaga as relacoes 2.27. Assim o
caso mais simples possivel é

ey =(0,1,0,0), (3.47)

0 mesmo ocorre para e)*, ¢ = 0 na Eq. 2.25, de modo que podemos escolher

6(1),1' = (O, 0, ]., 0) (348)
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Entao temos que a nossa base de tetradas para o caso de aceleracao constante na diregao z é

coshd 0 0 senh®
L 0 10 0
Cla)” = 0O 01 0
senhd 0 0 coshé
e sua inversa dada pela Eq. 2.11
coshd 0 0 —senhf
o) _ 0 1 0 0
H 0 0 1 0
—senh® 0 0 cosh@

Em posse do campo de tetradas podemos obter os campos vistos pelo observador acelerado. No

entanto, antes disso, é conveniente definir o vetor coluna

= ()

que nada mais é do que a representagao do tensor de Faraday através de uma matriz 6 x 1.
Da mesma forma que um observador acelerado mede a projecao de F*¥ no seu campo de tetradas,
isto é

F(@)®) — e(a)ue(b)yF‘“’, (3.49)
a projecao de F serd
F'(r) = X (1)F(7), (3.50)

onde Y é uma matriz 6 x 6 formada a partir das tetradas e que determinaremos a seguir. Voltando a Seg

1.6 observamos que as componentes do campo elétrico podem ser escritas como
E' = _CFOi (351)
e 0 campo magnético pode ser expresso por

S
Bl = ie”ijk, (3.52)

onde os indices representam as componentes espaciais e €% é o simbolo de Levi-Civita, definido por

- +1 se (ijk) = (123) ou permutagoes pares dos indices
€7F = { —1 para permutacdes fmpares dos indices
0 nos demais casos.

Assim para o observador acelerado o campo elétrico E’ serd
E" = —cFy,
= —ce) e Fu
=—c (e(o)oe(i)”FOl, + e(o)je(i)”ij) (3.53)
= —c (e e "Foo + e e For + ey’ e Fjo + ey’ e Fi)

1 0 1 ] 0 m j l
= E7 (e0) ey’ — eo)’ew)”) — B eimey’ ey’
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analisando componente a componente, temos para i = 1
1 . ) ) .
E" = E (e ey — e’ e”) — eB"eiimeq) eq)’

= E7 cosh 96(1)j - cBmEﬂme(o)j

(3.54)
= E'coshf — 03263126(0)3
= F'coshf — ¢B?senh,
logo
Y1; = (cosh6,0,0,0, —senh 6, 0), (3.55)
a componente 2 fica
E” = B (eq0) e’ — e er2)’) = eB™ eimey’ e’
= E7 coshfe(p)? — cB™€ime 0y €2
(2) JIlmE(0)” €(2) (3.56)
= E?cosh6 — 08163216(0)36(2)2
= E?coshf + ¢B!'senh,
assim
T2; = (0,cosh6,0,senh 6,0,0), (3.57)
e a compomente 3
B® = B (e ey’ — e’ e”) — B eimeoy e’
= E3(cosh? § — senh? 0) (3.58)
=E3
entao
T3i = (ana 1,07070)' (359)
Agora para a parte magnética de F’ temos
B = e IRE
= 57 e ew) Fuw
1 ijk 0 v l v
= 5¢7" (e e Fou + ey e i)
1 (3.60)
= 5€7 (ei) e ™ Fom + e e) " Fio + €)' eqry" Fin)
1 .. 1 .. 1 ..
= €7 e " Fom = 5€M eay'eq) " For + 57 e e ey B”

(1 E
ijk l n 0 1
=€’ (2%‘) e " emp BT — e(j) eqw) C) )
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a quarta componente de F/ que corresponde a B’y fica

1 a1 £,
B =t (2€<j>l€<k>”ﬁlnp3” - €<j>06<k>lc)

1 E 1 E
=€ <2€<2>l6<3>"€lnp3p - 6(2)06@”) + el (26(3>l€<2>"6mp31’ —e@ e’ l)

Cc

C
_ 1 BP l n __ l n 0 I 0 l E
= 5B’ (e@'em” —e@'er)”) + (e em)’ — e em’) (3.61)
= a123B’ (e2) ' e)” —e(3)'e2)?) + e132B” (e() 'e3)” —ea)'er)’) +
Ey
+enB' (ep’em’ — e ’ee’) —em e’ —
E
= B'coshf + —= senh 6,
C
com isso
Y4 = (0,8enh 6,0, cosh 6,0,0), (3.62)
prosseguindo
1 E
B =t (f(j)lff(k)"ezanp - €<j>°€<k>lcl>
| E 1 E
= <2€<1>l€<3>"€lnp3” - 6<1>°€<3>lcl) +e (26<3>l€<1>"61np3” - €<3>Oe<1>lcl>
_16 Bp(e leey™ — eyle ”)Jr(e Oeimt — e(3% l)g
= sam B (e@)'e)” = e)'ew) m'em' —emem’) = (3.63)

=anB® (e@)'eq)” —ewy'e?) +anB’ (es'en)’ —en)es?’) +
B
+ 623131 (6(3)26(1)3 - 6(1)26(3)3) — 71 senh 6
E
= B2coshf — —L senh 0,
C

assim

Ts5; = (—senh 6,0,0,0,cosh,0), (3.64)

e a ultima componente

Cc

3 ajk 1 l, n o, 1L
B = (2%‘) e " empB” — () e )

1 E 1 E
— (312 <2e(1)le(2)"elnp3p _ 6(1)06(2)l cl> + 321 (26(2)l6(1)n6lanp _ 6(2)06(1)1 Cl>
_ 1 BP l no__ l n 0 I 0 l Ey
= samB’ cny'ee)” —ep'en)”) + (e@ e’ —en)er)’) — (3.65)

= a23B° (eqy'ey” — eyt e)®) + @2 B” (ey e’ —ep)le)’) +
+em B! (eqy’e)® —e’en’?)
=B3

entao

Ts; = (0,0,0,0,0,1). (3.66)
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Agrupando todas as linhas, Y toma a forma de

cosh 6 0 0 0 —senhf 0
0 coshd 0 senhf 0 0
¥ _ 0 0 1 0 0 0
o 0 senhf® 0 coshf 0 0
—senh 6 0 0 0 coshfd 0
0 0 0 0 0 1
e portanto os campos no referencial nao-inercial serdao dados por
E E
(& )-"(as)
ou em componentes
E'y = By coshf — cBysenh 6,
E'9 = Eycosh + ¢By senh 6, (3.67)
E's = B3
e
E
B’y = By cosh + =2 senh,
c
B’y = Bycosh — B senh 0, (3.68)
c

B’'3 = Bj.
O resultado acima mostra como se entrelacam as componentes do campo eletromagnético em um refe-

rencial acelerado, porém até agora nao levamos em conta os efeitos da nao-localidade.

De acordo com a Eq. 3.35, podemos escrever os campos nao-locais (€, B) na forma

()= (B ) [ (B )or

como o kernel é dado pela Eq. 3.40, a expressao acima torna-se

& _( E\ Tg E dr
cB ]\ B o dr’ \ B i

onde
senh 6 0 0 0 —coshf 0
0 senhf 0 coshf 0 0
dY _ go 0 0 0 0 0 0
dr ¢ 0 coshd 0 senhd 0 0
—cosh 6 0 0 0 senhf O
0 0 0 0 0 0

resultando em

&1 = E; cosh® — cBysenh§ + 9 / (¢Bgcosh @' — Eqsenh ¢)dr’
¢ Jo

&y = Eycosh 4 cBysenh — 0 / (cBy cosh @ + Fysenh#')dr’ (3.69)
¢ Jo

&3 =Es
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e
E T (E
By = B; cosh 6 + ?2 senh § — %/ (02 cosh ' + B, senh@’) dr’
0
E T (E .
By = Bycosh — —% senh @ + 9 / (1 cosh @' — By senh 9’) dr’ (3.70)
c cto e
B3 = Bs,
ou ainda
’ go " 1 ’ ’
& (1) = E'1(7) —l—c?/ By (mhdr,
0
E(1) = FE'5(1) — c@/ B'y(7")dr’, (3.71)
¢ Jo
E(1) = E'3(7)
e
T E/ /
Bin) = 1) - 2 [ E2 g
c Jo c
T !/ /
Bo(7) = Bla(r) + @/ ELT) 4 (3.72)
c Jo c
83(7') = Blg(T).

De imediato vemos que as componentes paralelas a direcao de movimento permanecem inalteradas de
maneira andloga ao que ocorre aos campos (E, B) através de um boost na dire¢ao z, como mostrado na
Sec. 2.7.

Em posse dos campos nao-locais estamos habilitados a investigar, entre outras coisas, a influéncia da

nao-localidade em uma radiagao homogénea e isotrépica, como veremos a seguir.



Capitulo 4

A Radiacao de Corpo Negro por
Observadores Acelerados

Nesse capitulo iremos descrever de que maneira a nao-localidade afeta a radiagao vista por um obser-
vador inercial como homogénea e isotrépica.

Vamos inicialmente obter as caracteristicas de uma radiagao eletromagnética para um observador
com aceleracdo constante a fim de deixar claro quais os efeitos devidos puramente a nao-localidade. J&
calculamos no Cap. 3 como os campos elétrico e magnético no referencial acelerado relacionam-se com
os campos no referencial inercial, 3.67 e 3.68. Assim podemos representar o tensor de Faraday F’,; no

referencial nao-inercial por

0 E’l/c E/Q/C Elg/C
F, _ 7E/1/C 0 Bé 7B’2
HY —E/Q/C —B’3 0 Bll
—Elg/C B/Q —B/l 0

donde segue que o tensor energia-momento 1", é entao

T'ap = ()" ) Tuw

1 1
= ——ewtem)’ | FuaF® — =1, FPF, )

1o C@ €®) ( n 77 s (4.1)
— _i (FlacF/ c _ 177abF/CdF’Cd) )

Ho 4

Assim vemos que T4, e T}, s@o estruturalmente idénticos e podemos portanto representar o tensor

energia-momento nao-inercial apenas modificando (E,B) — (E’,B’). Suas componentes sao a densidade

de energia
Tl = %0 (E’2 + c2B’2) 7 (4.2)
o vetor de Poynting
1 .
Ty = —eijn B B'" (4.3)
Ho
e o tensor de tensoes de Maxwell
1
T/ij = T/ji = €0 |:2 (]1—‘4/2 + CZB/2) 6ij — (E,iE/j + CzB/iB/j) . (44)

44
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Queremos agora expressar essas grandezas através dos campos do referencial inercial (E,B), pois
como veremos mais adiante, as propriedades da radiagao que estudaremos sao definidas em fungao desses
campos. Isso pode ser feito por substituicio direta das Egs. 3.67 e 3.68 em 1”4, ou entao calculando
componente a componente da projegao de T, no referencial local do observador acelerado. A dltima
alternativa é a mais simples.

Comecemos entao com a componente tempo-tempo do tensor energia-momento
T oo = e(o)ue(o)va
= e(0)"e(0)"Too + €(0) *e(0) " Tro + €(0) "e(0) *Tos + €(0) *e(0) * T (4.5)
= Too cosh? 6 + 2Tp3 cosh 0 senh 6 + T3 senh? 0,

ou seja, além da densidade de energia nao-inercial aumentar rapidamente com 6 ela depende diretamente
da componente do fluxo de calor paralela a diregao de movimento e também da pressao.

As componentes do vetor de Poynting nao-inercial serao
T/Ol = e(O)ue(l)VTp,V
= e eq) Tor + eqo) ety T (4.6)

= Tp1 cosh 6 + T31 senh 6,

T2 = ey e Ty
= ¢(0) e2)"To2 + e(0) *e(2)* T2 (4.7)

= Tyo cosh 6 + T35 senh 0

T 03 = ey e(s) T
= 6(0)06(3)0T00 + 6(0)36(3)0T30 + 6(0)06(3)3T03 + 6(0)36(3)3T33 (4.8)
= Ty cosh O sinh 6 + ng(sinh2 0 + cosh? 0) + T53 cosh 6 sinh 6.

Aqui ocorre uma mescla entre as componentes do vetor de Poynting com o tensor de tensoes. Para
a componente 3 hd ainda a influéncia da densidade de energia: mesmo que nao haja fluxo de calor no
referencial inercial, havera no referencial acelerado, pois Tyg # 0.

E para o tensor de tensoes de Maxwell temos que seus termos cruzados sao
T'12 = eqye2) Tuw
= 6(1)16(2)2T12 (4.9)

= T2,

T's = eqye) Tu
= eq)'e@) T1s + ey e Tho (4.10)

= Ti3cosh @ + Tigsenh 6
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T'93 = 6(2)“6(3)VTW,
= e@)’e(3) Tos + e(2)"e3)" Tao (4.11)
= T23 cosh 6 + T20 senh 9,

onde ocorre novamente a mistura das componentes do tensor de tensdes com o vetor de Poynting. Final-

mente os termos diagonais

T'1 = ey e) T

= 6(1)16(1)1T11 (4.12)

= Tlla

T’y = ey e) Thw

= e(2)”e2) Tz (4.13)
= Th
T's3 = e3)e3)" Tuv
= e e Tas + e3)°e3) " Tao + e3) e3)° Tos + e3) e(3) " Too (4.14)

= Ts3 cosh? 6 + 2 cosh 6 senh 0T50 + Tho sinh? 6.

Assim, dos termos T”;;, que representam a pressao da radiacao, apenas a componente associada & direcao
de movimento sofre modificagao, enquanto as demais permanecem inalteradas.

Como teste de consisténcia, notemos que ao tomar 8 — 0 nas expressoes acima, todas as grandezas em
ambos os referenciais sdo exatamente iguais. Podemos ainda verificar que a relacio T”,,n% = T,n"" =0

é mantida, como esperado.

4.1 Propriedades de Coeréncia da Radiacao de Corpo Negro

Nessa se¢ao, baseada em [31], vamos definir o que se entende por radiagdo homogénea e isotrépica e
investigar de que maneira estao associadas as componentes eletromagnéticas de uma radiagao de corpo
negro em diferentes instantes de tempo.

Supomos aqui inumeras cavidades idénticas, sem cargas ou correntes elétricas, que encerrem a radiagao
em questdo, analogamente ao que fizemos na Se¢. 1.9. Associada a cada ponto (r,t) dentro destas
cavidades hd uma densidade energia eletromagnética dada pela componente tempo-tempo do tensor
energia-momento Tpg = p(r, t).

Consideremos agora uma radiacdo homogénea, a qual é definida [32] de forma que, em média, a

densidade de energia nao dependa de posicao ou instante de tempo

po = (p(r,1))

3 3
5 (Z<Eﬁ> +c2Z<Bf>>
i=1

i=1

(4.15)
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e assumimos também a isotropia do campo de radiagado, isto é, as contribuicoes para a densidade de

energia devidas a cada componente F; e B; sao, em média, iguais

<E2> _ Lo

! 360
2,12 Po (4.16)

c(Bi") = 5

€0

onde (...) representa uma média de ensembles!. Esse tipo de média baseia-se em intimeros (a rigor

infinitos) sistemas idénticos. Assim uma grandeza g(z) tem sua média definida por

(g(x)) = lim ian(o:), (4.17)

se essa grandeza ¢é dita constante, entao ela deve ser de tal forma que elimine a dependéncia em z. Isso
dar-se-4 se g(x) for descoerente, como é o caso dos campos eletromagnéticos que estamos analisando.
Entao para o i-ésimo ensemble temos que além da dependéncia em x haverd uma constante de fase

@ € [0, 27| que caracterizara g;

9i = g(x, ¢5), (4.18)
entao
L
(9(x)) = i ~ Zg(x, ®i) (4.19)

e para um grande nimero de ensembles (N — oo) podemos tornar essa média um grandeza continua

2m

(9(z)) = f(@)g(x, ¢)do, (4.20)

0
onde f(¢) é a fungao de distribuigdo de ¢. Para o caso de uma distribuigdo homogénea, onde todos os
angulos sdo igualmente provéveis temos f(¢) = % E facil de ver ainda que, para essa distribuigao,
no caso de grandeza oscilatérias, g(r) o sen(x), cos(z), sen?(z), cos?(x), ... a média em ensembles
corresponde exatamente a média em x.
Dito isso, a terceira condicao sobre a radiacao ¢ a de descoeréncia dos campos, isto é, o produto E;B;

em pontos quaisquer é, em média, zero
(Ei(ry,t1)B;(r2, t2)) =0, (4.21)

se (r1,t1) = (ra,t2) a condigdo 4.21 implica que nao ha fluxo de calor associado a essa radiagao.
Podemos assim sintetizar as caracteristicas de uma radiagao homogénea e isotrépica em um referencial
inercial por

(4.22)

para i,j =1,2,3.

LConjuntos, em Francés.
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Contudo, desconhecemos ainda a correlagao entre as mesmas componentes do campo eletromagnético
em diferentes instantes de tempo e posicao. Para tal, assumimos a estacionaridade no espago e no tempo
de modo que a correlacao entre os campos dependam apenas das suas diferencas espacial r = rg —rp e

temporal t = t5 — t1, assim convém definir
Cij(l‘,t) = <E (I‘l,tl)E (I‘Q,tg)> = 02<B (I‘l,tl)B (I‘Q,t2)> (423)
Ainda se as componentes individuais F;, B; satisfazem a equac@o da onda entdo C;; também o fara

1
<v2 - CQ@E) Cij(r,t) = 0. (4.24)

Dai segue que se pode construir as fungoes de coeréncia como um combinagao linear de fungoes periédicas

no tempo e espago. De maneira geral
Cij(r /flj ) cos (kct) exp (ik - r) d3k, (4.25)

dado que f;;(k) = fi;(—k).

Ainda a correlagao entre as componentes eletromagnéticas é andloga a das componentes do campo
de velocidade v de um fluido desenvolvida na teoria de turbuléncia homogénea. Além disso, para fluidos
incompressiveis V - v = 0 é equivalente a condi¢ao de vacuo V- E = 0. Sob essas condicoes um tensor de

segunda ordem como f;;(k) tem sua forma mais geral dada por [33]
fij(k) = A(k)k;k; + B(k)d;;, (4.26)

onde A e B sdo, em principio, fungoes arbitrarias de k. No entanto a condigdo de continuidade, expressa
por

k' fii(k) = K fi;(k) =0, (4.27)
imp6e um vinculo adicional, de modo que

B(k) = —A(k)k?, (4.28)

e entao

fij(k) = A(k)(k*0;; — kik;). (4.29)
Substituindo 4.29 em 4.25 para o caso em que r = ( e utilizando coordenadas esféricas

2
/ / / A(k)(k*6;; — kikj) cos (kct)k* sen §d0dpdk
o (4.30)
= 4l A(k)k cos(ket)dk — / / / k)k;k; cos(ket)k? sen 0d8dgdk.
0

A segunda integral de 4.30 nao é tao imediata quanto a primeira. Primeiramente convém definir

27 T
)ij E/ / k;k; sen 6d0de, (4.31)
o Jo
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para entdo analisar cada par (4, 7), lembrando que
k1 = ksenf cos ¢,
ko = ksenfsen ¢,
ks = kcosf,

assim teremos que cada termo vale

27 T
Y1y = k? / / sen® 0 cos? pdfd¢
o Jo

2m 3
=k2/ (COb 9—C089>
0 3

4 2m
= —k? / cos? ¢pdg
3 Jo

A, (¢ 20\
= 3" (2+4>

cos? pdo
0

0

47
= k2
3 )

2m T
Yoo = k* / / sen® 0 sen? ¢pdfde
o Jo

4 27

= k2 / sen? ¢pdo
3 Jo

_ A (0 20\
3 2 4],
4

= 2
3 b

2m ™
P33 = k? / / sen 6 cos® 0dAd¢
o Jo

= 2mk? / cos? ¢ sen 6d6
0

012 —cos® 0
=27
3

= 41;&
3 )

™

0

12 = Y21
2m ™
= k2 / / sen® 6 cos ¢ sen ¢pdfd e
o Jo

4 2
= k2 / cos ¢ sen ¢pd¢
3 Jo

4, (sen®¢
-5+ (%)

:O,

27

0

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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P13 = P31
27 T
=k? / / sen? 6 cos 6 cos ¢pdfde
0 0
= o7k? / sen? 0 cos 6d8
0

_ ékz sen® 0
3 3
0,

T

0

e
P23 = P32
= k> /0% /O7T sen? 6 cos 0 sen ¢pdfde
=k? /27T (sen39> Trsenqﬁdqzﬁ
0 3 0
=0.
Portanto temos que
Yij = 4%7625@‘7
e a expressao 4.30 fica
Cij(t) = %”5” /0 h A(k)k* cos (ket)dk.

Comparando 4.40 & expressao 4.22 vemos que

PO s.. = C..
3606” Ci;(0),

ou ainda

po _ 8 [

= AR k*dk
50 3 ), (k)k>dk,

mas para um corpo negro sabemos que a densidade de energia total é dada pela integral da Eq.

logo

he [ k3 e
— ———dk=8n A 4
2/0 oxplak) 1dk 8 60/0 (k)k*dk,

de onde determinamos A(k)
he 1

~ 8l exp(ak) — 1

kA(k)

e por conseguinte

Ci;(t) = ﬂé- ; /OO P cos(kct)dk
TANT T 3n2¢0 Y Jy explak) — 1 ’

que pode ser reescrita como

103 [
Cis(t) = I 0 / sen(kct) k.
0

T 372 2 Ot3 exp(ak) — 1

> sen(ax) ™ am 1
_SMAT) gy = T oeoth (25) - —
/0 exp(bx) — 1 T ( b ) 2a’

ainda sabendo que

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

1.135,

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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temos
A 18 [n et 1
Ciij(t) = ————=—==5 |z=—coth| — | — — d;5, 4.48
i) 3m2e ¢ Ot3 {Qa «© ( o ) 20t:| / (4.48)
fazendo agora seguinte mudanga de varidvel
mct
= — 4.49
= (1.49)
a expressao 4.48, torna-se
A2 03 (1 )
Cij(t) = — —— | = —coth{ ) &
T g e (e ) (4.50)
. hem? £7(E)0i
T 6Begat R
onde L(z) é a fungao de Langevin, definida por
1
L(z) = cothx — —. (4.51)

X

Uma anélise do comportamento dessa fungdo se mostrard ttil mais adiante, por isso graficamos L(x)
e suas trés primeiras derivadas na Fig 4.1. Dela fica visivel que tais fungdes nao sé sao suaves e bem
comportadas como também sao limitadas ao intervalo [—1, 1], de fato, £L(z — o0) = 1 e nesse limite suas
derivadas sdo nulas, o que faz com que a correlacao 4.50 seja perdida pra diferengas temporais de medida

muito longas. Outra caracteristica interessante é a simetria dessas funcoes, temos que
LO(=z) = (=)L (2), (4.52)

parai=0,1,2,...

10~

08

06
—_ L

- Lx

- L")
04 ‘

— L")

021

-02%-
Figura 4.1: Func¢@o de Langevin e suas derivadas.
Com isso esta completamente determinada a fungao de coeréncia entre as componentes eletromagnéticas

para quaisquer diferencgas temporais entre os campos. Para a correlagao espacial, a deducao é andloga,

porém um pouco mais sutil, no entanto nao precisaremos desses resultados.
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4.2 Influéncia da Nao-Localidade na Radiacao de Corpo Negro

Ja vimos quais sao as diferengas que surgem ao compararmos os campos no referencial inercial a outro
com aceleragao constante. No entanto, a descrigao dessa radiagao ainda nao estd completa. Vamos agora
reproduzir os célculos feitos no inicio do capitulo para o tensor energia-momento nao-local.

De antemao, alguns pontos ja podem ser ressaltados no que diz respeito as definigbes de homogeneidade
e isotropia da radiagao. Tais conceitos foram estabelecidos a partir de um referencial inercial e nao ha,
portanto, nenhuma razao, a priori, para supor que eles se mantenham em um referencial acelerado. De

fato, o tensor energia-momento associado a essa mesma radiacdo em um referencial acelerado é

(Too) cosh? @ + (Ts3) senh? @ 0 0 (Tpo)cosh@sinh @ + (T53) cosh fsinh §
0 (Tv) 0 0
<T/W> =
0 0 (Tz2) 0
(Too) cosh @sinh 6 + (T53) coshfsinhd 0 0 (Ts3) cosh® @ + (Tpo) sinh? @

ou seja, o observador acelerado percebe um fluxo de calor na direcao do seu movimento, o que mostra a
quebra das propriedades que definem homegeneidade e isotropia.
De todo modo, analisaremos os efeitos que surgem ao introduzirmos os campos nao-locais. Essencial-

mente o que faremos é a substituigdo (E’,B’) — (&, B) no tensor energia-momento 4.1, assim

1 1
Tow = —— (fwf,,a - nwfaﬁfaﬁ> , (4.53)
Ho 4

onde Fup € o tensor de Faraday nao-local.
Vamos entao analisar a média de cada componente de 7, fazendo uso das propriedades de homoge-

neidade e isotropia (no referencial inercial) para uma radiacao de corpo negro definida através da Eq.

1.135.

4.2.1 Nao-Localidade na Densidade de Energia

A densidade de energia média p,;, que de fato é medida pelo observador acelerado, é dada por

3
pui =5 Y (€2 +(B2). (4.54)

i=1
Precisamos, portanto, computar cada termo de 4.54. O primeiro sera

- 2
(&1&) = ([El cosh @ — cBysenh § + g / (¢Bgcosh ' — Eysenh @')dr’| )
¢ Jo

= ((Ey cosh § — cBy senh 0)?)+

9o i , o (4.55)
+ (2= (FE; cosh® — ¢Bysenh§) [ (cBgcoshf — Eysenhd)dr’)+

¢ 0

2

<{go/ (¢Bycosh ' — E; senh&’)dT’] )
¢ Jo

_|_

onde apenas os termos envolvendo as integrais estao associados a nao-localidade. Levando em conta as



CAPITULO 4. A RADIACAO DE CORPO NEGRO POR OBSERVADORES ACELERADOS 53

propriedades 4.22, ficamos com

((E1 cosh @ — cBy senh 8)?) = (E1?) cosh? 6 + ¢?(By?) senh? 6

4.56
= (cosh? @ + senh? 6) (4.56)
360
e o segundo termo
29—0((E1 cosh @ — c¢By senh 6) / (¢cBycosh @ — Eysenh 0')dr') =
¢ 0 (4.57)

_— {cosh@ / (E1(7')E1 (7)) senh 8'dr’ + senh 8 / 2(By(7')Ba(1)) cosh 0/dr’ | ,
c 0 0

sendo que (E;(7")E;(1)) e (B;(7")B;(7)) representam a funcdo de correlagao, dada pela Eq. 4.50, em
diferentes instantes de tempo (préprio). Assim fazendo uso da associagdo entre as coordenadas 1.82,

podemos escrever

= Ciy (¢ (7') ~ #(r) (4.58)
=C(7',7)dy5,
onde
)= =B[22 (s (227) s ()] 45

entao a expressao 4.57 fica

2g—o<(E1 cosh § — ¢Bg senh 6) / (¢Bgcosh ' — Eysenh @)dr') =
¢ 0
. i (4.60)
— o0 [cosh 9/ C(7',7)senh @'dr’ + senh 9/ C(7',7) cosh H/dT/:|
¢ 0 0

e o terceiro termo de 4.55

2

<{go/ (¢Bg cosh§' — E; senh 9/)d71:| )y =
¢ Jo

2 T T T T
= (@) {/ / 2(By(7")By(1")) cosh ¢’ cosh #”dr'dr"” + / / (Ey(7")E1(7")) senh 6 senh 9”d7’d7’”}
¢ o Jo o Jo

2 T T
= <@> / / C(7",7")(senh @ senh 6 + cosh ' cosh §")dr’dr".
¢ o Jo
(4.61)

Reagrupando-os, obtemos
(£:161) = Sp—(coshg 6 + senh? ) — 2%° {cosh@ / C(7',7)senh §'d7’ + senh @ / C(7', ) cosh 9’d7’} +
c 0 0

0
€0
g\ [T [T "o ’ " ’ N At N
+ (?) C(7",7")(senh 0" senh 6" + cosh 6’ cosh 0")dr'dr".
0 0
(4.62)
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O préximo termo é

. 2
(E265) = ( |:E2 cosh @ + ¢B; senh § — go (¢Bjy cosh @' + Eosenh Gl)dTi )
¢ Jo

= ((Fy cosh 6 + ¢By senh §)?) — 2g—o<(E2 cosh  + ¢Bj senh 6) / (¢Bj cosh @’ + Eysenh 0')dr')+
¢ 0

. 2

+( {go / (¢Bj cosh @ + E,senh 9’)d7'} )
¢ Jo

= (EyE5) cosh? 0 + ¢*(B) B ) senh? 6+

— 2— {senhﬂ/T (B1(7)B1(7")) cosh 0'dr’ + coshG/OT<E2(T)E2(T’)> senh Q/d’]'/:| + (4.63)
gO / / By (7")) cosh 0 cosh 0" + (Ey(7")E2(7")) senh 6’ senh 6] dr’dr”

= ;6(; (cosh? 6 + senh? §) — 290 [benhﬁ/ C(r,7")cosh@'dr’ + COth/ C(r,7")senh ¢’ dT:|

+(2) / / C(7',7")(cosh ¢ cosh ¢ + senh 8’ senh ¢”)dr'dr”

e o Jo

e a contribuicdo associada a componente do campo paralela a direcao do movimento nao sofre nenhuma

alteragao

(€3&3) = (E3E3) = ;:0 (4.64)

As contribuigoes devido ao campo magnético sao

A(B1By) = ( {cBl cosh @ 4+ E5 senh 6 — ‘%0

- 2
(E3 cosh#' + ¢By senh 0')d7-’] )
0

= ((¢By cosh 8 + Ey senh 6)%) — 29—()((031 cosh  + E; senh 0) / (E3cosh @ + ¢Bysenh @')dr')+
¢ 0

2

" <{90 / (E3cosh @ + ¢By senh @ )d’l':| )
¢ Jo

= 02<BlBl) cosh? 6 + (B9 Es) senh? 6+

- 27 {cosh@ / 2(By(1)B1(7")) cosh 'dr’ + senh 8 / (Ey(7)Eq (7)) senh o’df'} + (4.65)
0
gO / / By (7")) cosh 0 cosh 0" + (E5(7')E2(7")) senh 6’ senh 6] dr’dr”
€0

= ;O (cosh20+senh29)—2— |:COSh9/ C(r,7")cosh@'dr’ —l—senhﬁ/ C(7,7")senh ¢’ dT:|

2 T T
+ (g—co) / / C(r',7")(cosh @ cosh §” + senh 0’ senh 0" )dr'dr"
o Jo
= (&&)
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- 2
(BaBy) = ( |:CB2 cosh @ — By senh 6 + 2 / (E1 cosh 0" — ¢Bjy senh 0’)d7’] )
¢ Jo

= ((¢cBy cosh — Ey senh 6)?) — 2g—o<(cB2 cosh  — E; senh 6) / (E1 cosh @’ — cBysenh §')dr’)+
¢ 0

- 2
+ <{go / (¢Bg cosh § — Fj senh H)dT’] )
¢ Jo

= ¢%(ByB,) cosh? 6 + (Ey E;) senh? 0+

_ 2@ {cosht‘)/ c2<Bz(T)B2(T’)> cosh @'dr’ + senha/ (E1(7)E1 (7)) senh 9’d7’} n (4.66)
c 0 ;
2 [T T
+ (@) / / [(E1(T")Er (")) cosh @ cosh 0" + (¢? Ba (') Bo(7")) senh 6 senh 0] dr'dr”
¢ 0

= ?)p—o(cosh2 6 + senh? §) — 2%0 {senh@/ C(r,7")cosh@'dr’ + cosh@/ C(r,7") senh 0’d7”] +
0 0

€0
+ (% ? /T /OTC(T/, 7")(cosh 6 cosh §” + senh @’ senh 0" )dr'dr"
= (&i&1)
e como esperado
*(B3Bs) = ¢*(B3Bs) = ;600 (4.67)

Assim para obtermos a densidade de energia nao-local precisamos resolver as integrais que aparecem
na Eq. 4.62, onde a contribuigao nao-local aparece associada diretamente com a aceleracao, como se
suporia.

Podemos perceber ainda que essa contribuicdo se dd em termos de > e (%0) e portanto se as integrais
que acompanham os termos quadraticos em gg forem finitas para todo 7 teremos que £ f flrdr < 1

g0

podemos, em boa aproximacao, considerar apenas as contribuigoes de primeira ordem em <. Nesse

intuito vamos analisar as integrais

Ioo(T / / C(r",7") cosh @ cosh ¢”dr'dr"” (4.68)
e
Iss(T / / C(7",7")senh @ senh 6" dr'dr". (4.69)
Explicitando Io¢c para 7 ela torna-se
Lec(r) = fiem” / / |l enh( ”) — senh (g—07’>> cosh (g )cosh (go ") dr'dr”,
 begat a go c c c c
(4.70)

agora com a mudanca de varidveis

z(1) = %Cg% senh ( - ) =dz = 7TEccosh (g—COT> dr, (4.71)



CAPITULO 4. A RADIACAO DE CORPO NEGRO POR OBSERVADORES ACELERADOS 56

a expressao 4.70 fica

Ioo(T) = — 6600a2/ / L (2" — ') da’ da’

_ Geocaz /0 L (2 — 2) — £ (—a')] da (4.72)
i L 5) 4 L)+ £(-a) - L0,

voltando as varidveis originais e utilizando o fato de que £'(—xz) = £'(x) obtemos

Too(r) = —" [z’(())—c' (mcsenh(gOT>>}7 (4.73)

3egca? a go c

de onde é facil de ver que o apenas o primeiro termo de I; contribui quando 7 — oo.

Prosseguindo para a anélise de Igg

Iss(7) 67:7;4/ / " {ago ( enh (gco ”) — senh (chT/)ﬂ senh (gc )Senh (gco ”) dr'dr”,

(4.74)

com a mesma mudanca de varidveis 4.71, ficamos com

£/// " ",
Iss(r) = / / TV o, (4.75)
6600042 \/G,Q + l’”2 \/a2 + x/2

— TCc C
@ go’

onde a =
Nao conseguimos resolver analiticamente essa expressao, porém podemos aproximar
x Q{ L se v<a
Vaztz2 |1 se x>a,
a comparacgao grafica entre essas fungoes estd na representada na Fig. 4.2. Nela fica evidente que, no
dominio considerado, essa aproximagao é sempre maior que a fungao original e portanto se sua integral
convergir, a integral original também o faréd.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

1 2 3 4 5

Figura 4.2: Diferenca entre a fungdo analitica e sua aproximacdo. Aqui fizemos a = 1.

Com isso, Igg reescreve-se como

h x x a 2 z
I ~ d / £/// "o 7d u / E/// "o d "
ss(7) GEOCQQ/O T [/0 (¢ = 2) —da” + ’ (2" —2)dx

h a: 'Z'/ ! 1 ! 1 A / / / 1 / " /
76600042/0 a2+w/2dx {E (a—2)Y—=[L(a—2") = L(-a"N]+ L (x—2")— L' (a—2) ;.

a
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Aqui cabe voltarmos a atencao ao termos proporcionais a a~*. Vemos da definicio de a que este parametro
depende da aceleracao do observador e da temperatura associada a radiacdo, de fato a ~ 2 x 10'? gzo
Entao, a menos que estejamos tratando de temperaturas realmente préximas a zero, ou altissimas ace-
leragbes, teremos que a > 1, e como a func¢ao de Langevin e suas derivadas sdo sempre finitas, podemos

desprezar tais termos. Dessa forma ficamos com

x /
Iss(r) L/ V) W —; o

2
Gegear A /a2 + 22

6600a2 [/ L@ —a) dx +/ £ /} (4.77)
= [£'(a —x) + L7 (x — 2) = L'(~2)]

||Z

6€Oca2
— h / / /!
= besea? [£'(z —a)+ L(0) — L' (z)],
ou ainda
h 1 T ¢ 90 T ¢ )
1 > == h(Z=7)—-1)| - £ |——senh (> 4.
s5(7) Gegea? {3 L [a 90 (Sen ( c T) )} £ {a 9o sen ( c T)} }’ (4.78)

que se comporta suavemente e tende a uma constante para 7 — oo.
P . . 2
Portanto, é licito, conforme mencionado anteriormente, desprezar os termos de ordem (970) nas
componentes do tensor energia-momento. Assim, a densidade de energia eletromagnética para os campos

nao-locais 4.54 fica

Pnl = %0 (4(&1&1) + 2(E383))

200 ) s 1 o M. / )
= 5 (cosh 0 + senh” 6 + 2) - 860? /0 C(7,7")(senh 0 cosh &’ + cosh 6 senh §")dr
as integrais acima sao calculadas da mesma maneira que Icc e Igg
Io(7) E/ C(r,7")cosh@'dr’
- 660a3 / £l =)
— - I 1L(0) - £ () (4.80)
- 66723 £(w)

Is(T) / C(r,7")senh ¢'dr’
0
wh r x
- _ £/II x_x/ 7(1%‘/
6600[3 /0 ( ) \/ a2 + 1./2
@ ! © 4.81
,667;7;3 [/0 EIN(I . I/)%dzl Jr/ ,CW(IZ? . x/)dI/:| ( )
mh 1" " "
=— L'z —a)+ L (z—2) - L (x — a)]

6egad
= O’




CAPITULO 4. A RADIACAO DE CORPO NEGRO POR OBSERVADORES ACELERADOS 58

entdo, definindo o pardmetro adimensional \(7)

Mr)= 29877

Po €
__ O 90 [”c senh (gofﬂ (4.82)
2nckg T Jo @ c
= X L"(0),
podemos expressar a densidade de energia como
2po 2 2,1
Pl = 5 cosh” 6 + senh” 0 + 3) 8poA(T) senh § (4.83)
ou
Pnl senh 6

=1-12X(7) (4.84)

(T"00)

E importante notar que, como pode ser visto na Fig. 4.1, a funcao £”(x) é sempre negativa para z > 0

cosh? 6 + senh? 0 + % '

de forma que A é positivo definido, implicando assim em um decréscimo na densidade de energia.
Ainda é possivel termos uma ideia da ordem de grandeza de A substituindo os valores das constantes
h,cekp
_ 5 go
= onckp T (4.85)

~2x10°10 9
T7

o que faz com que seja necessario uma grande razao aceleragao-temperatura para tornar mensuravel os

efeitos nao-locais.
A Fig. 4.3 ilustra o comportamento da magnitude do termo nao-local na Eq. 4.84. Vemos que, mesmo
para valores relativamente altos de A, a influéncia da nao-localidade na densidade de energia corresponde

a cerca de 1 % do seu valor absoluto.

4.2.2 Nao-Localidade no Fluxo de Calor

Vamos agora analisar outra grandeza presente no tensor momento-energia, o vetor de Poynting nao-
local é dado por

(i) = —es0 (E1BF). (4.86)
Ho

A condigo 4.21 permite apenas contribuicoes do tipo (F;?) e (B;?) ao fluxo de calor, o que faz com

0s termos que envolvam a componente z dos campos sejam automaticamente zero. Assim para ¢ = 1

_ L

(S1) = — [(E285) — (E3B2)]
Ho
1 T
= — {( [Ez cosh @ + cB; senh 6 — 9 / (¢Bj cosh 0" + Eq senh 0')d7’} B3)+
Ho ¢ Jo (4.87)
El 9o T El ’ / ’
— (FE5 | By cosh — — senh 6 + — — cosh @’ — Bysenh ¢’ | d7'|)
c c Jo c

= 0,
0 mesmo ocorre para ¢ = 2

(S) =0, (4.88)
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lo_nl/p'-1|

0.030f

0.025¢

0.020f

0.015¢

0.010f

0.005

3.0 35
Figura 4.3: Comportamento do termo nao-local da densidade de energia. Os valores de A\¢ plotados vao de
1x107% a 100 x 10~°.

porém na dire¢ao do movimento temos uma contribuigao nao-nula

1

(8a) = Ho

[(€1B2) — (&281)], (4.89)
calculando ambos os termos acima

(E1B3) = ( {El cosh @ — cBysenh 6 + go (¢Bg cosh § — By senh 0')d7"]
c

0

E T E
X {Bg coshf — —Lsenhg + % / (=L cosh 6’ — By senh 9’)d7”} )
c cJo ¢
, , , , (4.90)
= 2P cosh@senhd + =90 [cosh 0 / C(7',7)cosh@dr’ + senh 6 / C(7',7)senh O'dr’} +
0 0

ceg cc

1 790 27 "o ’ 1 / " 1 3.1
- - (?) C(t",7") (senh ' cosh 6" + senh 6" cosh ") d'dr
0o Jo

c

Cc

(E2B1) = <[E2 cosh @ + ¢B; senh § — g / (¢Bj cosh @’ + E;senh 9’)d7”}
0

E T (E
X {Bl cosh + =2 senh g — %2 / (2 cosh @' 4+ By senh 9') dTI:| )
c cJo \c
2 T T
_ 2r0 cosh@senh @ — =% {cosh 6 / C(7',7) cosh@’dr’ + senh 6 / C(7’,7) senh Q/dT'} + (
3ceq cc 0 0

4.91)

1 9o 2 (" "ot / " / " R/
+ - (—) C(t",7") (senh ' cosh 6" + senh 6" cosh ") dr'dr
C & 0 0

= —(&1By).
Caimos aqui na integral

Isc(T)E/ / C(r",7")senh & cosh §”dr’dr" (4.92)
o Jo
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que possui uma parte integravel analiticamente e outra apenas aproximadamente. Ainda com a mudanga

de variaveis 4.71 podemos reescrever Igc como

L:/// " /)
Isc(r) = “Geca? / / = z'da" dz’
€gCQL a2 + 2/
h El/ !/ ) E//( ) (4'93)
= x'da’,
~ 6Begea a2 + 22

recorrendo novamente a aproximagao utilizada em Igg ficamos com

Isc(T) = f {/Oa (£ (2 —x) — L' (2)] %Id:ﬂ’ + /al‘ (£ (2 —x) — L' (2))] dx'} (4.94)

6egcar?

e desprezando os termos proporcionais a a~!

Isc(T) = 660% [L'(a—2z)—L'(a)+ L (x —x)— L () — L (a — ) + L (a)]
::éafgﬁ[zc%a)+-£%0)-»cxxﬂ (4.95)

h 1 ;| e me goT
=———3J-— — —senh | =— .
6egca? {3 £ L}o a o ( c )}}

Assim, podemos novamente manter os termos até primeira ordem em %“ e com isso a terceira componente

do vetor de Poynting fica
(S3) = —%po cosh f senh 6 + 4609—00 {cosh 0 /OT C(7',7)cosh@’dr’ + senh § /OT C(r',7)senh@'dr’| (4.96)
que com a definicao 4.82 torna-se
(S3) = —%po cosh 6 senh 0 + 4\ (7)po cosh 6, (4.97)
ou ainda

(S3) _ |4 M)

(S'3) senh @’

(4.98)

Aqui devemos ter um pouco mais de cuidado com a andlise, pois para § = 0 a divisdo acima nao pode,
a rigor, ser feita. No entanto, isso nao representa nenhum problema fisico, ja que para § — 0 temos que
(S3) — 0. Com isso em mente, percebemos que a contribuigdo nao-local é mais acentuada no inicio da

aceleracao e cai rapidamente a zero com o decorrer do tempo, como mostra a Fig. 4.4.

4.2.3 Nao-Localidade no Tensor de Tensoes

Finalmente, o tensor de tensoes nao-local é dado por

1
'@:ﬁpqoiwhw%%%fa@féa@. (4.99)
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Figura 4.4: Influéncia da nao-localidade na componente do vetor de Poynting paralela ao movimento do obser-
vador. Os valores de A plotados véo de 0 a 100 x 1073.

Calculando cada componente

<7-11> = €p % (<g2> + 02<82>) — <(€151> — C2<8181>

- %0 [—(E161) + (E2E2) + (E3E3) — A(BiB1) + 2 (BaBa) + ¢* (B3 B3))
€0
=3 ((E3&3) + *(B3By)) (4.100)
= %0 ((E3Es) + ¢*(B3Bs))
_ P
3
= (T11)
e pelo fato de que (€1&1) = (E2&2) e (B1B1) = (BaBs), teremos que
(Ta2) = %0 ((E161) — (£269) + (E3E3) + A (BiB1) — 2 (BaBo) + 2(B3B3)) (w10
= (T2),
ja para o terceiro termo
<’7§3> = 650 (<€151> + <8252> - <€353> + 02<6131> + CQ<8282> — 02<B383>)
= €0 (2<5151> - <5353>) (4102)
= % [2(cosh2 6 + senh? §) — 1 — 2\(7) senh 0]
e a razao entre as quantidades nao-locais e locais é
(Ts3) senh 6
=1-A , 4.103
(T"33) (™) cosh? 6 + senh? 6 — : ( )

e portanto hd uma variacao da pressao associada a nao-localidade da forma mostrada na Fig. 4.5.
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Figura 4.5: Nao-localidade na componente T33. Os valores de A vao de 1 x 1073 a 100 x 1073,

Os termos cruzados serao todos identicamente nulos

(Ti2) = —€o ((E1€2) + C2<8182>)

:—60|:(E11+c /B' dT)( £ —c—/ B’y (7)) '>>+
/ / /A /
(ot (52 e )
C 0 C C 0 C

=0,

(4.104)

(Tis) = —eo ((£1€3) + ¢*(B1Bs))

= ¢ [<<E’1 + C%O /OT B’Q(T’)d7'> Bs) + c2<<B’1 - %0 /OT El?{f”d#) B3>] (4.105)

=0

(Tas) = —€o ((£263) + ¢* (B2 Bs))
= €o {((E’g - c%o ’ B/l(Tl)dTl) E3) + c2<(B’2 + %0 /OT E‘llc(Tl)dT/> Bg,)] (4.106)

0
=0.
Portanto, a influéncia da nao-localidade enfraquece os efeitos provocados pela aceleragao do observador

e é mais evidente na densidade de energia. No entanto, todos esses efeitos, devido ao comportamento da

fungao de correlagao 4.50, sao rapidamente atenuados.



Consideracoes Finais

Apresentamos o conceito de localidade que permeia a Fisica e mostramos como ele pode ser extendido.
Nesse sentido, as teorias que dai se sucedem sdo ditas nao-locais. Analisamos entdo o caso da eletro-
dinamica, onde a definicao do campo eletromagnético foi aprimorada a fim de contemplar os observadores
nao-inerciais. Isso garante que nenhum observador permaneca parado diante uma onda eletromagnética.

Utilizamos assim esses novos campos para descrever como um observador uniformemente acelerado
percebe uma radiagdo homogénea e isotrépica de corpo negro. Para isso calculamos o tensor energia-
momento associado a essa radiacdo no referencial acelerado de onde obtivemos quantitativamente a in-
fluéncia da nao-localidade na densidade de energia, fluxo de calor e pressao.

Vimos entao que as propriedades que caracterizam uma radiacgao homogénea e isotrépica deixam de
ser validas ja para um observador acelerado, no entanto, com a nao-localidade essas diferencas séo ate-
nuadas. Porém devido ao comportamento da funcao de correlagao, os efeitos nao-locais sao rapidamente
suprimidos, de modo que qualquer medigao que tenha em vista detectar tais efeitos deve ser feita tao
logo a aceleracao se dé inicio. Mostrou-se 1til caracterizar esses efeitos pelo parametro A o qual depende
diretamente da razao go/T.

Ainda, de acordo com a definicao 4.85 h& uma possivel conexao entre A e a chamada temperatura de

Unruh Ty = 2:”5,23 , 0 que permite investigacoes futuras nessa linha.

Outro aspecto interessante, é que por a teoria nao-local basear-se na construgdo dos campos é possivel
generalizar as leis fisicas para o caso nao-inercial [34]. No entanto, as novas equagdes assim obtidas
sao validas apenas para um determinado observador acelerado, de forma que perdem parte do carater
abrangente que possuem nos referenciais inerciais.

A nao-localidade, como ja mencionado, ndo limita-se apenas a eletrodinamica, pelo contrério, ela
deve ser considerada sempre que os fenémenos em estudo envolvam ondas e referenciais acelerados, o
que faz com que a Mecanica Quéantica seja um candidato natural & aplicacao da teoria nao-local. Nao

obstante, hd esforcos [35]-[37] para empregé-la no dominio gravitacional, onde simula, por exemplo, o

comportamento da matéria escura na Teoria da Relatividade Geral.
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