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"A vida existe sem argumento algum e a Verdade nao necessita de provas - necessita
apenas do teu coracgao . Nao de argumentos, mas do teu amor, da tua confianga, da tua

disponibilidade para receber."

Osho

"Sem amor

toda a adoracao ¢ um fardo

toda a danca se transforma em rotina

toda a musica ¢ um mero barulho.

Toda a chuva do céu poderia cair sobre o mar -
Sem amor,

nenhuma gota se transformaria em uma pérola."

de um poema de Rumi
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Capitulo 1

Introducao

Em Teoria Quéntica de Campo (TQC), devido a dificuldade de se tratar, com exatidao, a
dindmica dos campos, em particular no caso de teorias interagentes, métodos de aproximacao
foram desenvolvidos para o aprofundamento do estudo de tais teorias. Esses métodos se
situam em geral em dois grandes grupos: métodos perturbativos e nao-perturbativos. No
primeiro caso podemos destacar as expansoes perturbativas na constante de acoplamento e
no segundo as re-somagoes, como as expansoes em anéis associadas a potenciais efetivos. O
primeiro é muito eficiente e amplamente usado, porém, quando as flutuagoes quanticas se
tornam importantes, ele é limitado. Ja os potenciais efetivos sao mais eficientes nestes casos

e existem diversas formulagoes diferentes, com suas vantagens e desvantagens.

Nosso interesse nesta dissertacao esté orientado para o estudo dos métodos que dao
origem a aproximagcoes nao perturbativas, como as ac¢oes efetivas e os os potenciais efetivos

associados.

Observando com cuidado a evolucao histérica do estudo de TQC em abordagens nao-
perturbativas constata-se que a partir do final dos anos 70 se tém procurado por aproxi-
magoes analiticas eficientes em descrever os modelos fisicos associados, como no caso de
modelos de campos escalares ou modelos mistos com interacao de Yukawa entre bosons e
férmions. A maior parte destas aproximacoes se baseia na dominancia de um tipo particular
de configuracdo de campo (solitons, instantons, etc) ou em alguma situacao fisica do va-
cuo de fundo nao-perturbado (vacuo de Copenhagen, vacuo supercondutor dual, ...). Essas
técnicas aumentaram bastante a compreensao da natureza nao-perturbativa da TQC, no
entanto nenhuma delas pode fornecer resultados quantitativamente confidveis. Sempre se
limitavam ao regime de acoplamento fraco (aproximagoes semi-classicas) ou nao puderam

encontrar um meio sisteméatico de melhorar as aproximacoes.

O potencial efetivo teve grande impacto por sua utilidade na compreensao dos processos
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envolvendo quebra de simetria, que vem a ser o processo subjacente ao mecanismo de Higgs.
O potencial efetivo é definido como o menor valor esperado da Hamiltoniana relativamente
a todos os possiveis funcionais de vacuo. Claramente uma quantidade cuja obtengao exata
beira o impossivel. Entretanto, como mencionamos, diversas aproximagoes foram introdu-
zidas. A mais conhecida sendo o potencial efetivo de 1 anel (1-loop) langada na década de
60.

No inicio dos anos 80 surgiu a proposta do Potencial Efetivo Gaussiano (PEG), nos
dando uma estimativa variacional para o potencial efetivo, através de um funcional de
vacuo Gaussiano. A largura da Gaussiana é o parametro variacional €, que é a massa na
teoria. O potencial Gaussiano por nao ser necessariamente convexo - condi¢ao necessaria
para se obter o potencial a partir da expansdo em loops [12| - nos traz uma abordagem
qualitativamente melhor, nos provendo de uma visao mais realista da fisica subjacente aos
modelos. Além disso, o potencial a 1-loop perde sua eficacia quando efeitos quanticos de
ordens maiores que 1 em h se tornam significantes. Como, na abordagem do PEG estamos
tratando de um método variacional, que sabemos que em geral é eficiente para todos os tipos
de acoplamento, restou o desafio de se aprimorar a técnica para obter resultados de maior
precisao. De acordo com Stevenson, este método contém os resultados da aproximagao em
um loop e os primeiros termos da expansao em 1/N [6], [16] e [24]. A desvantagem dele ¢ a

falta de controle na aproximagao variacional.

Posteriormente, foi elaborado o Potencial Efetivo Pés-Gaussiano (PEPG), cujo objetivo
foi acrescentar corregoes ao potencial Gaussiano. [15]* Nesta abordagem o PEG é o resultado
em primeira ordem da série de expansao da densidade de energia do vacuo. O método para
obter o PEPG consiste fundamentalmente em adicionar um termo de massa, parametrizado
por ), a parte livre da Hamiltoniana original Hy, e subtrai-lo da parte que contém os termos
de interacao H;. Um parametro ¢ ¢é introduzido artificialmente na parte da Hamiltoniana que
contém os termos de interacao, de tal modo que quando 6 = 1 restauramos a Hamiltoniana
original, independente do parametro 2. Neste método se expande perturbativamente ¢,
para se alcancar o PEPG. Pode-se ver que o PEG é o resultado em primeira ordem da série
de expansao perturbativa gerada a partir de H;, que nos fornece a densidade de energia do
vacuo. Desta forma, usa-se como artificio teoria de pertubacao, porém nao estamos tratando
de uma genuina teoria de perturbacao visto que o parametro J foi introduzido artificialmente
na teoria, e nao é, de modo algum, uma constante de acoplamento. Como os resultados em
1 loop coincidem com os do PEG, podemos pensar neste método como indo além do PEG

- em uma expressao, pos-Gaussiano.

“Em [16] e [27] encontramos a origem do método
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Alternativamente aos formalismos tradicionais da mecanica quantica, podemos calcular
potenciais efetivos usando o formalismo de funcionais geradores. Podemos definir, com o
conceito de integrais de trajetoria, o funcional gerador das fungoes de Green, Z(J). A
partir deste, calcula-se o funcional gerador da fung¢oes de Green conexas, W(.J), e a partir
de n transformagoes de Legendre deste, podemos obter o funcional gerador das func¢oes nPI
- irredutivies a n particulas, que sao fungoes cujos diagramas nao se separam em partes
isoladas ao cortarmos n linhas internas. Este funcional ¢ chamado acao efetiva, pois ele
contém além da acao cléssica, as correcoes quanticas. Podemos expandir a acao efetiva de
modo a obter o potencial efetivo, que como a acao efetiva, ja possui correcoes quanticas.
Dentro desta metodologia, a aproximagao 1PI é a mais imediata e simples, pois leva em
conta apenas uma fonte e um operador de campo no calculo da agao efetiva. Os diagramas
gerados a partir dela sao classificados como 1PI, ou seja, irredutiveis a uma particula, porque
ao cortarmos uma tnica linha interna, que corresponde a um propagador simples do campo,
o diagrama nao se separa em partes isoladas. Ja a aproximacao 2PI tem uma construcao
mais elaborada, levando em conta no calculo da agao efetiva duas fontes, J(z) e R(z,y),
e além do operador de campo ordinario ¢(z), temos um operador composto de campo que
é o produto ordenado no tempo To(x)é(y). Os diagramas gerados a partir desta agao sao
classificados como 2PI, irredutiveis a duas particulas, porque ao cortarmos 2 linhas internas
quaisquer, o diagrama nao se separa em partes isoladas. Esta formulacao ¢ vantajosa para
teorias que apresentem quebra espontanea de simetria, ja que o potencial efetivo pode, por
construgao, exibir uma forma de pog¢o duplo com um méximo local na origem simétrica, o
que nao era possivel antes, no método 1PI, pelo fato dele ser definido por uma transformada
de Legendre de apenas um termo, o que o tornou uma fung@o necessariamente convexa. A
expansao 2PPI é bastante similiar, porém mais simples que o 2PI por se tratar de operadores
compostos locais, ou seja, avaliados num mesmo ponto. Isto torna a expansao mais simples.
Um diagrama ¢é classificado como 2PPI, irredutivel pontualmente a duas particulas, se ao
cortarmos duas linhas de um mesmo vértice ele nao se separa em partes isoladas. Desta
forma, a expansao 2PPI estd num lugar intermediario entre a expansao 1PI e a expansao
2PI.

Nesta dissertacao vamos estudar estas abordagens nao-perturbativas: o potencial efetivo
Gaussiano, o pos-Gaussiano e os potenciais efetivos obtidos das agoes efetivas irredutiveis

1PI, 2PI e 2PPL

No capitulo 2 temos uma apresentagao dos conceitos basicos que serao utilizados no

decorrer da dissertagao.

No capitulo 3 fizemos uma breve revisao do conceito de potencial efetivo e em seguida

expomos o procedimento e os calculos do potencial efetivo Gaussiano, como foi desenvolvido
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em |[7], através do formalismo tradicional da mecanica quantica. A finalidade é comparar
estes resultados com os desta dissertacao e expor esta outra forma de calcular o potencial
efetivo, fundamentada no formalismo algébrico da mecénica quantica. Ainda neste mesmo
capitulo nos estendemos a aplicagao do método pos-Gaussiano, como feito em [15], a uma

teoria com termos de auto-interacio ¢* e ¢°.

No capitulo 4 fizemos uma introducao as agoes efetivas irredutiveis a n particulas e em
seguida analisamos particularmente o potencial efetivo a partir da acao efetiva 1PI, onde
usamos o método do ponto cela para obter os diagramas de Feynman 1PI de acordo com as
ordens de h, que equivale a expansido em loops . Noés estendemos a aplicacio deste método,
como feito em [§8], para uma teoria com termos de auto-interagao tipo ¢* e ¢°. Na segao
seguinte expomos a aproximacao 2PI, preliminar ao estudo da 2PPI, ja que esta tltima pode
ser vista como um caso particular da 2PI, em que o operador composto é uma funcao local,
ou seja, funcao de apenas uma varidvel independente, invés de duas varidveis, como é na

formulacao 2PI.

Prosseguimos com o capitulo 5, em que fizemos uma discussao da aproximacao 2PPI e
analises diagramaticas pertinentes para o calculo do potencial efetivo, tendo como referéncia
os trabalhos publicados [20] e [18], porém reformulando e aplicando a uma teoria com termos

de auto-interacao tipo ¢* e ¢°.

No capitulo 6 chegamos as conclusoes, e em seguida, temos alguns apéndices detalhando

questoes abordadas ao longo da dissertagao.

Boa leitura.

TVide apéndice C



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Notacao

Ao longo desta dissertacao vamos realizar os calculos num espago quadri-dimensional
Euclidiano, que é concebido através da rotacao da coordenada temporal para o eixo ima-
ginario. Esta manipulagao matemética é conhecida como rotagao de Wick. Desta forma
as integrais podem ser tratadas como uma extensao das coordenadas esféricas num espago

quadri-dimensional * . A rotagao da componente temporal do quadrivetor z# = (2°, %),
2% — —iz”, (2.1)
produz um novo quadri-vetor z%, = (—iz?, Z), cujo quadrado serd sempre negativo:

vy =—(2°)" = & = —|a|- (2.2)

Com esta nova coordenada xp podemos realizar integrais euclidianas em 4 dimensoes.

Também usaremos uma pratica notacao que abrevia os argumentos espaco-temporais em

*Um ponto neste espago ¢ identificado, em coordenadas "quadri-esféricas", por
2 = (rsinwsin @ cos ¢, r sin w sin 0 sin ¢, 7 sin w cos O, r cos w)

e o elemento de volume é
d*z = 73 sin? w sin OdpdOdwdr.
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/E/d4x , Oy

[=]65 W= e (2.4)

indices. Definindo:

0 (z —y) (2.3)

Vamos escrever a acao para uma teoria com termo de auto-interacao tipo ¢* somada ao

termo de fonte de Schwinger, no espago de Minkowski:

/IL +Jp= /x%((m)? - %m2¢2 - %& + Jo. (2.5)

Apos a rotagao de Wick, se torna

~i [ (e v o) =i [ (—%(%W o 2ot J¢) (20

E o gerador funcional Z[J| se escreve:

217 = /D¢ exp ME(.CE+ J¢)1 | (2.7)

Trabalharemos ao longo deste estudo no espago Euclidiano.

2.2 A Integral de Trajetoria

O uso de integrais de trajetoria em TQC, proposto por Feynman, é uma alternativa ao
formalismo tradicional da mecanica quantica desenvolvido por Heisenberg e Schroedinger.
Essa formulagao é baseada na nocao de propagador. No propagador esta resumida a meca-
nica quantica do sistema. Na formulacao usual da MQ, dada uma funcao de onda inicial,
pode-se achar a fun¢ao de onda final depois de resolver a equacao de Schrodinger depen-
dente do tempo. Alternativamente, nesta formulagao proposta por Feynman, o propagador
fornece a solucao diretamente. A idéia é expressar o propagador através da integral de

caminho. Vejamos:

Dada uma fungao de onda em um tempo ¢;, U(x;,t;), o propagador nos permite achar a

fungao de onda correpondente em um tempo posterior y:

\I’({L‘f,tf):/ K(fftf,l‘iti)\l/(fbi,ti), (28)

em que, por simplicidade, estamos considerando apenas uma dimensao espacial. Na in-
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terpretacao da MQ, W(zy,ts) é a amplitude de probabilidade da particula se encontrar no
ponto x, em um tempo t;. Com isso, o propagador K (xsts, z;t;) ¢ a amplitude de proba-
bilidade da transicao de z; em ¢;, para xy em t;. A probabilidade de se observar a particula

em s, no instante ty, &

O propagador K ¢ na realidade a quantidade (x st s|z;t;). T

Dividindo o intervalo entre z; e ¢ em duas partes, com ¢ sendo o tempo intermediario

e x o ponto espacial intermediario, pela aplica¢ao sucessiva de (2.8), temos
U(xg, ty) = // K(zsty, at)K(xt, xit;) V(2 t;), (2.10)
de onde podemos concluir que
K(zpty, xit;) /K zsty, xt) K (at, zt;). (2.11)

Sendo assim, a transicao (x;,t;) — (xy,ts) é resultado da transi¢do de (z;,t;) para todos
os pontos possiveis  intermediarios, seguido da transicao (z,t) — (zy,ts). Sendo assim,
podemos dividir um intervalo entre (x;,t;) e (xy,ty) em n + 1 pedagos, de modo que o

propagador se torne

(st |aits) = / / (2t [t ) (| En 1t 1) (1t |its). (2.12)

fPodemos perceber isso lembrando que
U(x,t) = (x|Tt)s
em que o vetor |¥t)g de Schrodinger esta relacionado com o de Heisenberg |¥) g por
Wt) g = e~ HUAgY

Definindo o vetor _
|xt> _ GZHt/h‘\I/>H,

temos que
U(x,t) = (at|¥) . (2.9)

E usando a propriedade que fz |zt (xit;| = 1, temos

(st [ 0) = / (st aits) (it | 0.

Que com a (2.9),
\p(xf,tf):/ (25t |t )0 (3, 1),

Comparando com a (2.8), vemos que (xsts|zit;) = K(xpty, xit;).
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Esta integral é feita em todos os possiveis “caminhos”. Em [3], podemos encontrar este
calculo, que é feito utilizando a algebra desenvolvida para a mecénica quéntica, nos casos

em que a Hamiltoniana pode ser escrita como

chega-se a .
(wstr|zit;) :N/Dxexp <%/£($,$)dt), (2.13)

em que Dx = [[dz; e L é a Lagrangeana do sistema. O fator A/ tende a infinito no
limite n — oo, porém isso nao é realmente um problema pois trabalharemos apenas com

amplitudes de transi¢ao normalizadas.

Em teoria de campo, ao invés do elemento de volume []dz(t), do espago das fungdes,
trabalha-se com o elemento de volume []d¢(x), definido no espago dos campos classicos.

Ele ¢ abreviado como D¢(x). Vamos definir a partir da equagao (2.13), o funcional I(¢(t)):

60) = [Doesp [ 5060 .14

que serd usado mais adiante para definir o funcional gerador da fungoes de correlagao.

2.3 Funcgoes de correlagao e funcionais geradores

As fungoes de correlacao de n-pontos, G™ (2, ...,x,), n = 2,3,... de uma teoria sdo
de grande interesse fisico pois além de permitirem a construcao das matrizes S, de onde
extraimos as probablididades de transicao na teoria quantica e segoes de choque,toda a
teoria de perturbagao e os procedimentos de renormalizagao sao tradiconalmente expressos
a partir destes objetos. Elas podem ser escritas compactamente gragas a uma técnica muito
util desenvolvida por Schwinger, que consiste em modificar a acao S pela adi¢gao de um termo
[, J(x)¢(x), onde J(x) é uma funcao escalar, de modo que o produto .J(z)¢(x) se transforma
em relagao a todas as simetrias de £ se mantendo invariante. Ao calcularmos a amplitude
de transigao vacuo-vacuo, com esta agao modificada, obtemos um funcional Z(J), que ao
ser funcionalmente expandido em poténcias de J(x) nos fornece as fungoes de correlagao
da teoria. Podemos ainda obter o funcional gerador das fungoes de correlacao conexas,
W (J) tomando o logaritmo de Z(J). Este funcional, ao ser representado graficamente,
abrange os diagramas de Z(J) que nao sdo separaveis em partes disjuntas. Ou seja, esta
classe necessariamente nao apresenta partes desconectadas umas das outras. E, ao fazer

uma transformacao de Legendre em W (J), obtemos o funcional gerador das fungoes de
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correlacao irredutiveis a uma particula, I'(¢(z)), em que ¢(x) é variavel conjugada de J(z).
Este funcional, ao ser representado graficamente, abrange os diagramas que nao se separam

em partes desconexas ao cortarmos uma tunica linha interna.

Vejamos um exemplo prético: considere uma Lagrangeana no espago de Minkowiski,

descrevendo um campo escalar massivo auto-interagente através dos termos ¢* e ¢b:

i¢4

¢6
_ 1 —

& (2.15)

£(6) = 5(0"0)(0,6) — ym*e?

O funcional gerador Z[.J] das fun¢oes de correlagao na presenga de fontes é definido como

a amplitude de transicao vacuo-vacuo na presenca da fonte J:
Z(J) = (0, —00|0, 00) s, (2.16)

que em termos de integral de caminho se traduz por

_ Do) exp {5 [S(0) + [, J(x)6()] }

Z1J] JDo@) exp {31500}

(2.17)

onde S(¢) = [ L(¢). Z[J] é definido de forma a apresentar naturalmente a normaliza-
¢do Z[J=0] = 1. O fator 1/h além de tornar o argumento da exponencial adimensional,

nos permite realizar a expansao em loops de acordo com a poténcia em h.f. Explicitamente:

B J Do(x) exp [—,% . (—%@chaﬂqs +m?e 4 NG D - ng)}

[ Do) exp |~ [, (~30,0000 + m2% + 25 + €% )] (2.18)

Para trabalharmos no espaco Euclidiano vamos realizar uma rotacao de Wick, em que

0 0 0

se substitui a parte temporal do quadrivetor z# por z° — —ix}, em que xy é variavel

Euclidiana. Desta forma, em vez de (2.17), trabalharemos com

7= | Do(xg) exp <% [SE(¢) + sz J¢])

2.19
fD¢($E)eXP (% [SE(¢)]) 7 ( )

em que Sg(¢) = fxE Lr(¢). Com esta transformagao, (2.18) se torna
210] - | Do(xk) exp [—%L . (%(8@2 + mz% + )\% + f% — ng)] 2.20)

[ Dé(zp) exp [—%me (%(8@2 + mQ%Q + )\‘Z—? + 52—?)}

#Vide apéndice C para mais detalhes
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em que o termo

wr-E(2)

i=0
é o quadrado do gradiente Euclidiano. Daqui para frente vamos omitir o "E" em zg para

nao sobrecarregar a notacao.

A grande utilidade do funcional Z[J] é que os momentos em relagdo a ¢, de onde se
obtém as fungoes de correlagdo, sdo gerados de modo simples, diferenciando-se Z[.J] em

relagao a J(x). Expandindo funcionalmente Z(J) em poténcias de J,

> t (n) L1y ey Ty
2(J) :Z%ﬁ/ll[d%ij(xi)] G L ), (2.21)

Os coeficientes G™ (1, ..., 1,) sdo as funcdes de correlagdo de n-pontos da teoria e englobam
a soma dos diagramas de Feynman com n linhas externas. O termo 1/A" aparece para
corrigir os efeitos da introdugao de 1/ em (2.17), que faz com que ao derivarmos Z(J) em

relagdo a J, aparega um fator 1/h a cada derivagao.

As fungoes de correlagao de n-pontos G (z1, ..., z,,) sdo classificadas em conexas (irredu-
tiveis) ou desconexas (redutiveis), dependendo se geram diagramas de Feynman com partes
naturalmente disjuntas ou ndo.! Apenas as funcoes conexas, G"(x1, ..., x,,), contribuem para

o espalhamento, e elas sdo geradas pelo funcional W[J], definido como:

W(J) = hlog Z(J). (2.22)

O funcional W(J) tem uma expansao analoga a (2.21), com uma pequena diferenga no

expoente de h devido a definigdo adotada em (2.22):

(n)

W(J) = gﬁ/q[d%ﬂ(m)] Ce (gi’_'l'"x"). (2.23)

As fungdes de correlagdo conexas, G%(z1, ..., x,), englobam a soma de todos os diagramas
de Feynman conexos - ou seja, que nao podem ser separados em partes isoladas - com n

linhas externas.

Agora podemos introduzir a acao efetiva I'(¢), que é o gerador funcional das fungoes de
correlagao irredutiveis a uma particula. Estas fungoes de correlagao englobam os diagramas

de Feynman tipo 1PI, ou seja, aqueles que nao se desconectam ao se cortar uma tnica linha

$no apéndice A se encontra um exemplo gréfico
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interna. A acdo efetiva ¢ obtida a partir de uma transformada de Legendre de W (.J),¥

I(p) = W(J) - / J(z)p(a), (2.24)

em que ¢(x) é chamado campo médio ou cléssico e é definido por

_ OW[J]

(2.25)

Podemos ver de (2.22) e (2.19), que realmente

60J(x)  Z[J])6J(x) | Dé(z) exp %fx (L + J(Z))}

/{oje@)o)
- ( 0[0) > (2:26)

é o valor esperado normalizado no vacuo do operador de campo ¢(x) sob influéncia da fonte
J(x).

WL _ b Z[J] _ | Délx) dlx)exp
[

Vamos assumir que podemos inverter a relacdo entre ¢ e J em (2.25) e escrever J(x; ¢).
Assim podemos eliminar J na (2.24) e substitui-lo por ¢ como uma variavel independente.

Desta forma fica claro que I'(p) é apenas funcao de p(z).

Da (2.24) também temos

oT(e) _ 50,
So(e) ~ J(z). (2.27)

Como a fonte J ¢é ficticia, j& que foi incluida por constru¢ao com o intuito de se obter as

fungoes de correlagao da teoria, podemos considera-la nula no final das contas. Esta situacao
é chamada de ponto fisico. Assim, quando J — 0, o campo médio ¢ torna-se constante
devido & invariancia translacional do vacuo, dada por (¢) em (2.26). Sob circunstancias
normais, quando a fonte J vai a zero, p(xz) — 0. Porém ha excegoes, no caso da teoria
apresentar quebra espontanea de simetria, que é caracterizada pelo fato de o valor esperado

do campo no vécuo ser diferente de zero.

No ponto fisico temos que o campo médio no vacuo, (¢), é solu¢ao da equagao

—2 =0, (2.28)

O que nos diz que o vacuo quantico é o ponto estacionéario de I'(p). Pode-se mostrar que

Ymais detalhes sobre a transformada de Legendre no apéndice B
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no limite & — 0, a acdo efetiva I'(¢) é igual a agdo do campo escalar livre. Ela apresenta
além da acao cléssica, corregoes quanticas provenientes da interacao do campo com o vacuo

quantico. Dai o nome agao efetiva.

Pode-se também checar que a segunda derivada da agao efetiva,

8°T() __5J(x)
Sp(x)dp(y) — dp(y)’ (2.29)

corresponde ao inverso do propagador.

A agao efetiva I'(p) pode ser expandida em poténcias de ¢(z) na chamada série de

Volterra,

T(p) :Z%/ / DO 2y, . 20) (1) 0(). (2.31)

Os coeficientes '™ (z1, ..., z,,) sdo as funcdes de correlagdo 1PI - irredutiveis a uma particula,

também conhecidas como fungoes vértice de n- pontos:

o"L'(p)
do(xy)...0p(x,)

T (zy, ..., 2,) = (2.32)

I'™ ¢ a soma de todos diagramas de Feynman 1PI, com n linhas externas. Os diagramas

1PI nao possuem propagadores associados as linhas externas.

Podemos notar que a expressao (2.31) é nao-local, ou seja, depende simultaneamente
do valor do campo ¢(x;) em diversos pontos diferentes. No entanto, podemos reescrever
o funcional I'(p) como uma expressao local adicionada de mais algumas corregoes, ao ex-
pandirmos cada campo ¢(x;),7 # 1 em torno do ponto x;, comum a todos os termos de

(2.31):
p(zi) = p(x1) + (20 — 21);0;0(21) + (20 — 1) (2 — 21)19;0kp(T1) + ... (2.33)

(os indices j,k = 1,2, 3... indicam somatorio)

fVemos que a (2.29) ¢ inversa a

(z
(y
que é a igual a G./h. Ou seja, se fizermos J =0, §2W (0)/8.J(x)dJ(z) é proporcional ao propagador, entao
—82T(0) /3¢ (2)¢(y) é proporcional ao inverso do propagador.

W)
5J

)
ST@sI(y) ~ 3I(y)° (2.30)
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Podemos reescrever a acao efetiva: como

[(p) = / (—V(gp) + %(@gp)(@igp)F(ap) + Derivadas Maiores) : (2.34)

V(p) e F(p) sao fungoes locais do campo . Ha contribui¢oes de termos com derivadas
de ordem arbitrariamente altas. O termo que nao contém derivadas, V(¢), é chamado
potencial efetivo. Na aproximacao tipo arvore (“tree aproximation”, que significa que es-
tamos desprezando os termos com loops fechados, ou seja, as corre¢oes quanticas), V' é o
potencial ordinario. Integralmente ele engloba além do termo massivo %ngﬁ e da parte
auto-interativa da teoria, flutuagoes quanticas que podem ser estudadas através da expansao

em loops.

No caso de ¢ e J serem independentes das coordenadas x;, temos 0;pp = 0, e podemos

ver, comparando (2.34) com (2.27) que
Vip) =J (2.35)

e sendo assim, no ponto fisico, em que consideramos a fonte nula, temos a minimizagao do

potencial em relagao a ¢. E entao o potencial assume um valor constante, independente de .

Este formalismo funcional da acao efetiva foi introduzido na década de 60 por Weinberg,
Salam e Goldstone [22]| e Jona-Lasinio [?] como um meio de tratar o fenémeno da quebra
espontanea de simetria em teorias de campo. Ele se tornou o método padrao para o estudo de
teorias relativisticas com quebra espontanea de simetrias por trazer bons resultados quanto

a renormalizacao, em teorias renormalizaveis.
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Capitulo 3

Potencial efetivo Gaussano e po6s-(Gaussiano

3.1 Introducao

Vamos olhar para o conceito de potencial efetivo e, em seguida, examinar algumas for-
mulacoes diferentes. Em mecanica classica, o potencial efetivo é uma formulagao que traduz
a realidade do sistema, levando em conta além das forgas que agem sobre ele, efeitos fisicos
menos Obvios, em termos de um potencial. No problema classico de dois corpos de mas-

sas diferentes, m; e ms, sujeitos a um potencial V(75 — 77), podemos transformé-lo num

mims
mi1+my’

problema de um tnico corpo de massa p = sujeito a um potencial efetivo

+ w, (31)
em que r é a distancia entre os dois corpos. Este potencial, além de um termo que descreve
a interagao entre as particulas devido a forga de atragao entre elas, V(r), contém o termo
L?/2ur*, consequéncia da conservacdo do momento angular do sistema, que corresponde a
uma barreira centrifuga e se opoe a que a particula se aproxime de r = 0. Essa oposicao
desaparece quando o momento angular é nulo, L = 0, mas para L # 0, ela impede a particula

de passar pela origem (a menos que V' (r) venga esta barreira).

Em um sistema em que efeitos quanticos sao relevantes, como por exemplo no atomo
de hidrogénio, o potencial efetivo corrige o potencial classico, que nao “enxerga’ os efeitos
quanticos, de modo a ser coerente com a realidade. No atomo de hidrogénio, classicamente,
o elétron, sujeito ao potencial Coulombiano —e?/r? ilimitado inferiormente, cairia dentro
do nucleo. Se isto realmente acontecesse nos sequer estarfamos vivos, pois o mundo teria
colapsado. E o fenomeno quantico de “claustrofobia”’ quantica, que vem do principio da
incerteza, que impede este acontecimento: ao se restringir a funcao de onda do elétron a

uma pequena regiao, a incerteza associada ao seu momento cresce correspondentemente de

15
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acordo com Ap > h/A¢, em que A¢ é a regiao associada a posigao espacial do elétron.
Sendo assim, quanto maior o confinamento, maior o momento, e a energia cinética gerada e
a particula tende a ir para uma outra regiao, mais larga. Com isto, o estado fundamental,
em que a energia do sistema é minima, é diferente do esperado classicamente. No caso do
atomo de hidrogénio, temos um estado fundamental finito, centrado na origem, mas com
uma extensao espacial definida. Podemos entao traduzir esta situagao em termos de um

potencial efetivo, como mostra graficamente a fig 3.1 abaixo:

4 V(r)

Figura 3.1: Potencial Coulombiano e o potencial efetivo (linha pontilhada), retratando o efeito
da “claustrofobia” quantica

Vamos entao definir mais especificamente um potencial efetivo, usando a mecanica quan-
tica:

Vea(do) = ming (V[ H ),

em que

W) =1 e (Y[olY) = ¢o.

Em palavras, considere o valor esperado da energia do sistema, obtido para todas as fungoes
existentes [¢)) que sejam normalizadas e centradas em ¢y (no sentido do valor médio do
campo ¢ ser ¢y). O potencial efetivo em ¢y é o minimo desse valor esperado. O estado )

que nos da este minimo global da energia é o estado fundamental.

Outro aspecto importante da definicao acima, é que devido a sua intepretacao como
energia, V.q(do) deve ser convexo (d?V.z/dg2 > 0).8 Sendo assim, V.; nunca poderd ter a
forma de pogo duplo, mesmo quando esta é a forma de se descrever a fisica do sistema. Por

isso, temos absurdos nestes casos, como vemos na figura 3.2.

O crucial da questao ¢ que a condigao (¥|¢[1)) = ¢g requer que a fungao de onda esteja

simplesmente centrada, e nao necessariamente localizada ou concentrada ao redor de ¢y. Um

§Veja a prova da convexidade em [25]
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Figura 3.2: Comportamento inadequado do potencial efetivo no caso de um pogo de potencial
duplo

bom potencial efetivo deve indicar corretamente as regidoes mais provaveis de se encontrar a
particula, e ¢ justamente neste ponto que surgem problemas. Na figura 3.2, vemos que |¢)|?
tem dois grandes picos dos dois lados de ¢y e é pequeno em sua vizinhanga. O respectivo
potencial efetivo, centrado em ¢y, tem seu minimo exatamente no meio da barreira de
potencial. Logo, este potencial efetivo nao estd sendo um bom indicativo das condigoes

neste ponto.

Uma outra formulagao, conhecida na literatura como one-loop effective potential, ¢ uma
construcao semi-classica, em que adiciona-se ao potencial classico, as correcoes quanticas de
ordem h e as de ordens superiores sao negligenciadas. Nesta formulagao, o potencial efetivo

se escreve como uma expansao em poténcias de h, considerando o limite A — 0:

Via(o) ~ V(o) + Y h"Va(¢o), (32)
n=1
que considerando até ordem 1 em A, temos

Vi(¢o) = V(o) + AVi(¢o). (3.3)

A desvantagem desta aproximagao é que ela falha quando os efeitos quanticos se tor-
nam importantes; que é o caso de muitas teorias interessantes. Vamos ver a seguir outras

alternativas.

3.2 O potencial efetivo Gaussiano, PEG, no formalismo canénico*

* Nesta secdo vamos usar o formalismo candnico, que requer estratégias diferentes das usadas quando
tratamos um problema com integrais de caminho. Neste ultimo caso, usamos a rotacao de Wick para se

chegar a uma convergéncia nas integrais envolvidas. O campo é tratado como varidvel estocéstica sobre
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a qual realizamos as integragoes. Ja no formalismo canoénico, o campo é um operador, que tem em si os
operadores de criagao e aniquilagao de quanta. Neste formalismo, a estratégia usada é a integracao da
componente temporal da transformada de Fourrier do campo. Sao dois modos distintos de se encarar um

problema, porém equivalentes, como pode ser visto com mais detalhe em [26].

Uma outra formula¢do bem interessante é o potencial efetivo Gaussiano (PEG) por sua
assertividade em formalizar nosso conhecimento intuitivo sobre as flutuacoes de ponto-zero
da mecéanica quantica. Como vimos na primeira formulagao do potencial efetivo, os aspectos
indesejaveis vinham da possibilidade da func¢ao de onda ter duas ou mais cristas, nao cen-
tradas em ¢g, mas com uma média caindo em ¢g. Para se obter um potencial efetivo mais
realista pode-se restringir a forma das func¢oes de onda candidatas a representar o estado
fundamental para fung¢oes Gaussianas centradas em ¢, de modo que elas estarao verdadei-

ramente concentradas ao redor de ¢y. Esta é a proposta do potencial efetivo Gaussiano:

Vi (o) = mingVe (o, ) = ming (| H), (3.4)
¢ 1/4
1) = (%) exp (—%%(& — ¢0)2> com > 0. (3.5)

Em que qg é o campo livre e ¢y € um campo de background constante. Esta é a funcao de
onda do estado fundamental do oscilador harménico. O parametro variacional €2 é a largura
da Gaussiana e também, significa na teoria, a massa do campo livre. Este parametro é
ajustavel. Ao utilizarmos ele de forma a minimizar (H), para cada ¢ escolhido, obtemos
a funcao de onda mais proxima ao estado fundamental verdadeiro. Desta forma, podemos
considerar o potencial efetivo Gaussiano, Vi, uma versio variacional do potencial efetivo

cléssico.

Podemos calcular Vi utilizando o formalismo algébrico da mecéanica quantica. Vamos

escrever o campo ¢ como um campo livre, ¢, mais um campo de fundo, ¢:

¢(x) = ¢(x) + do,

onde gz~5 é um campo quéantico livre, de massa (), positivo definida*. Usando a &algebra de

operadores de criacao e aniquilacao, temos

o(z) = do + / (dk)alag(F)e™ + a (F)e=]. (3.6)

*para que o funcional de onda representando o estado fundamental definido acima possa ser normalizavel,
assim como o ¢ em mecanica quantica.
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Logo,

0,6(x) = / (dk)a(—ik,)lag(F)e ™ — aly(F)e™*]. (3.7)

A componente temporal do quadrivetor k* é
K = wi(Q) = (k2 4 0%)7 (3.8)
e o elemento de integragao, em 4 dimensoes espaciais é
d*k

(o = iz (3.9)

Os operadores de criagao e aniquilagao obedecem a usual relagao de comutagao
laa(k), ab(K)] = S = 2wi,(Q) (27) 164 (k — &) (3.10)

e o indice €2 nos lembra que os operadores aq e a}l dependem da frequéncia do oscilador
harmonico, cujo estado fundamental |¢))q sera representado pela fungao Gaussiana (3.5). O

estado fundamental é normalizado e representa o vacuo do campo livre, e portanto

a(Y)a =1 o(¥|olv)a = do, (3.11)

etambém

aq(k)|1)q = 0. (3.12)
Avaliando a seguinte expressao para o potencial:

Va(0o, Q) = (@ |H ), (3.13)

e substituindo o valor de {2 que o minimiza,

Vg(gf)o) = minQVG(gbo, Q), (314)

obtemos o potencial efetivo Gaussiano Vi(¢g). Este valor de € é obtido simplesmente
pela condicao dVg(¢o,Q)/dQY = 0, que nos fornece Q(¢y). Para uma teoria regida pela

Hamiltoniana (3.19), podemos calcular o potencial Gaussiano de acordo com (3.13):

<1/1 w> : (3.15)

1 12 2 1 22 A 4 ¢6
5@+ (Vo)) + 3m?6” + o'+ €5
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que nos fornece, com o uso de (3.6), (3.7), (3.8), (3.10), (3.11) e (3.12):1

<
6!

1

A A
Vi (o, ) = §m2q§(2) + IQSZOL + S

1 A )
¢S+ 1 + §(m2 -0 + Z[(J(bg + glg + @(Ioﬂfol + 31505 + 1),
(3.16)

em que

Iv(2) = [ (@Ralud(@)"

Minimizando o potencial Gaussiano em relagao a €2, através da condigao dVi (o, 2)/dQ =

0, obtém-se seguinte expressao para Q(dy):

§

ﬁ(qbé + 6Iyp2 + 312). (3.17)

Q=m*+=(Ih + ¢3) +

DO | >

Substituindo © em (3.16), temos o seguinte potencial efetivo Gaussiano,

€¢8+I1—A]2—€

ol <l 16 I (3.18)

_ 1 A
Va(do) = §m2¢(2) + Eﬁbé + I35 — BVl

3.3 Uma teoria “perturbativa” otimizada

Nesta se¢ao desenvolveremos os calculos do potencial efetivo para uma teoria com ter-
mos de auto-interagio tipo ¢* e ¢5, utilizando o mesmo método ja aplicado em [15], para
uma teoria com ¢*. Chegaremos ao mesmo resultado obtido através do potencial efetivo
Gaussiano (PEG), [7], exposto acima, em que foi utilizado como ferramenta o formalismo
canonico. Os resultados serao comparados com o método da acao efetiva 2PPI, no capitulo

d.

Vamos comegar expondo a proposta do método: Queremos calcular a energia do estado

fundamental, £y, de um oscilador anarmoénico, cuja dindmica é governada pela Hamiltoniana

_12 1 2 42 /\4 (bﬁ
H=p +om’d’ + o' + g (3.19)

Para tanto, vamos considerar a Hamiltoniana modificada

Hs = Ho + Hint,

TPara mais detalhes nos célculos vide [6] e [7]
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em que
_ 1 2 l 2,2
H() == 2]7 + QQ Qb
_ Lo, 2 Ay ¢°
Hine = 5(§(m — 0% —I—Egb +§§ ) (3.20)

Para 6 = 1, o parametro (2 é cancelado e temos a Hamiltoniana H original. Em teoria de
campo, para ¢ = 0 a Hamiltoniana descreve uma teoria de um campo livre, escalar e de massa
Q. Tratando pela mecanica quantica, temos um oscilador harmonico simples. Podemos
entao aplicar teoria de perturbacao para obter a energia do estado fundamental, usando
séries de poténcia em ¢. Extrapolando a série para o = 1 obtemos a aproximagao para Fj.
Como a energia exata do estado fundamental Ej independe de €2, esta aproximagcao truncada
do potencial se torna confiavel apenas quando nao temos uma forte dependéncia em 2. Por
isso se usa, como estratégia para otimizar o resultado, o "principio da sensitividade minima'",
ou seja, a aproximagao adequada é aquela que apresenta menor sensitividade a variagao do
parametro 2, em que {2 é escolhido a cada ordem (se € for mantido fixo os resultados
nao convergem; para mais detalhes ver [15]). Usualmente, isto se resolve achando o ponto

estacionario do potencial efetivo.

E interessante notar que apesar do célculo ser basicamente de teoria de perturbacio,
a aproximacao € genuinamente nao -pertubativa visto que § é um parametro introduzido
artificialmente e nao é << 1. Este método consegue uma boa abordagem de problemas como
oscilador quartico e potenciais singulares, como a funcao ¢ e o potencial de Coulomb, que
sao problemas que até entao falharam ao tentarem ser resolvidos por teoria de perturbacao e

expansdo em loops.*

A seguir vamos calcular a aproximacgao pos-Gaussiana exposta acima para o potencial
efetivo numa teoria com auto-interacao tipo ¢* e ¢°, em 4 dimensoes Euclidianas, através
deste método ja aplicado por I.Stancu e P.M.Stevenson em [15], numa teoria com auto-
interacao tipo ¢*. Considere a seguinte acao :

(3.21)

6
S(g) = /B(—@Mmz)sb%%&%gb].

6!
O gerador funcional das fungoes de Green ¢é obtido pela integral funcional

20)= [Doexp |-sto(e) + [ @t (3.22)

tEstes exemplos estdo desenvolvidos em [16].
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Tomando o logaritmo, produzimos o gerador funcional das fungdes de Green conexas:

W(J) = Z(J). (3.23)

A agdo efetiva é obtida por uma transformagao de Legendre de W (J):

P(g) = W(J) - / J(2)olx), (3.24)

em que o (;SJW B /D¢¢exp [_ (¢)+/xJ(x)¢(x)]

¢ o valor esperado do campo no estado de vacuo, sob influéncia da fonte J(x).

O Potencial efetivo, Vie(p), é obtido do I'(¢) fazendo ¢ constante, como explicamos em

(2.27). Isto nos fornece, como podemos ver de (2.34),

F(SO)‘@:const 4 ‘/ef(g))? (325>

em que V é o elemento de volume [ d*z. E como

isto também implica que J é independente de x.
Vamos reescrever o operador de campo como um campo livre, mais um campo de fundo,
Po:
o(x) = o(z)+ o, (3.26)

e definir:

L= (Lo+ Lint)st, (3.27)

em que Ly é a Lagrangeana do campo livre, com massa {2:

Lo = 50(2)(~0" + 9)(a) (3.29)

e a Lagrangeana de interagao é:

Ling = 0(vo + Ulé + U2<£2 + U3<53 + ’114(54 + ’115&5 + ’U6$G>7 (3.29)
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em que as constantes v; sao dependentes de ¢q:

§

vy = %m%g + %¢3 + aﬁbg

o= 4350+ Sl

v = k-9 + 36+ ot

vz = %Gﬁo + %Qﬁ

vy = % + %ﬁbg

Us = éﬁbo

v = é (3.30)

O parametro artificial 0 é usado para nos indicar a ordem calculada da aproximacao.
Obteremos uma série de Taylor em ¢, centrada em 6 = 0 e truncada, que sera usada
para extrapolarmos para 0 = 1, que expressa a Lagrangeana original. Podemos ajustar o
campo ¢y como o campo médio ¢y = ¢ = a7 no intuito de simplificar os calculos, sem
comprometer a consisténcia dos resultados®. 2 é fixado a cada ordem, de acordo com o

"principio da sensitividade minima", como explicitado previamente.

Podemos escrever a acao do campo livre, abreviando os argumentos espago-temporais

1 . .
/Eo,m = 5//¢1’G;y1¢y7 (3.31)
x zJy

em indicesY, como

em que
G,y = (0> + Q%) (3.32)
Cujo inverso, no sentido matricial
/ GoyG, = baz, (3.33)
y
é a funcao
1 )
Goy= | 55 e PV 3.34
o= [ (334

o propagador no espaco Euclidiano de coordenadas.

§Vide apéndice E para o exame mais detalhado desta questdo.

ﬂG(l‘,y) = Gxu € (b(x) = fu
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Seguindo o procedimento padrao®, vamos reescrever o gerador funcional Z(.J), eq.(3.22),
usando (3.26):

Z(J) = exp (/ZngbO) exp (_/f” (%)) /Dé exp (—/Zﬁo,z+/z<]zg£z>, (3.35)

em que 0 campo ngﬁ foi substituido pelo operador %. Podemos realizar a integragao em ngS,
que tem a forma de uma integral Gaussiana, como podemos ver de (3.31), nos dando

JGJ > | (3.36)

Z(J, o) = exp (J¢o) (det G’l)’l/ZeXp (—Lint) €xp <T

Estamos omitindo temporariamente as integracoes nos argumentos das exponenciais acima

*Pode ser encontrado em [3] e [17], que numa teoria com interac¢ao, podemos escrever

Z(J) = Nexp [— [ £ ((;‘Jﬂ 20(0)

no espag Euclidiano. N é uma constante de normalizagao e

_ [ Dsexp {= [, Lo+ [, ]9}
D¢ exp {—fT Lo+ Ling}

Zo(J)

TPara uma integral Gaussiana
n n 1 n
I(A,b) = / (H dz;)exp ( _Zl i AiT; + E‘Tbi) ,
7 1,]= 1=
o resultado da integracao é

I(A,b) = (2m)™2(det A) " 2exp [Z ;bi(A—l)ijbj] .

ij=1
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para simplificar a notacdo. O determinante funcional acima nos fornece:
(det G™H Y2 = exp (=VL(Q)), (3.37)

em que V = [d'z e [,(Q) = 3 [ In(p? + Q?).

2

Tomando o logaritmo de Z(.J, ¢g), e substituindo exp (— L, ) por sua expansao em série,

temos

W2, 60) = Jon = VR() +1n (1= L+ 112+ )0 (T50) ] (339)

Tomando ¢ = ¢ = const temos que I'(¢) é dado por W (.J, ¢y), mas sem o termo J@g. A

ordem zero em ¢, pegaremos apenas o primeiro termo da expansao da exponencial, temos:

1
Wo(J, o) = / Joo — VI(Q) + 3 / / 1.Goyd, (3.39)
z zJYy
Podemos obter J(p) através de ¢ = 5T Nesta ordem em 6 é
%
bo =57 = ®o + /Gway = ¢o + (GJ),. (3.40)
z y

Adotando ¢ independente de x e igual a ¢y, vemos que J = 0 nesta ordem. Logo

[(p) = =VL(9).

Em primeira ordem em 9, pegaremos até o segundo termo da expansao da exponencial

ftemos que

1
log(det G=1)~1/2 = ~3 log(det G™1)

1
—§Tr logG~!

1
-5 T log(—0% 4 Q)4

1 )
= fiTrlog(fﬁerQQ) /e”’(w*y)

Jp
1 )
—f//6Iylog(—82+Q2)/e7’p(:‘7_y)
2ty P
1
~5 [ [ o807 + 2.
2 ) dp

Que ¢é precisamente —VI;. Tomando como argumento da funcao exponencial, temos a equagao (3.37).
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m (3.38). Lembrando (3.35), que o termo Liy tem uma integracdo implicita, e usando
apenas o primeiro termo da expansao de In(1+x) =z — 2%/2 + 2%/3 — ... em (3.38), pois &

ele que nos fornece a primeira ordem em 9, temos

W(J,¢0) = Wo(J,¢0) — Lint

- /ijqso —VL(Q //J Gyl — /Emt (&5] ) (3.41)

Substituindo L, da (3.29),em que as poténcias do campo é foram calculados a partir

)
dJ(x)

de (3.38) através da substitui¢cao do campo QB(ZL“) pelo operador em L;n, temos

W(JJ (b()) = WO(J7 (b()) - 6/[U0 + UI(JG):E + UZGxx + U33Gxx(=]G):p + U43G§x +
+ v515(JG)3 +vsl5G3, + O(J?)].  (3.42)

1
Indentificando G, = Iy = / g temos
p Pt 8

W(J, (bo) = W(J, (b0)|(0) -0 |:('Uo + 'UQ[O + ’043[3 + 1)61513)]/

+ (Ul —|—1)33]0 —|—U515]g) /(JG);E:| 3 (343)

x
em que V é o elemento de volume fw d*z.

Analisando o sistema a ordem zero em ¢, vemos da (3.40) que a fonte deve ser nula.
Considerando a ordem seguinte em 0, a equacao (3.40) fica diferente e temos a presenca
de fonte nao nula no sistema. Isto implica que se analisarmos J em termos de J ele teréd
contribuic¢oes a partir da primeira ordem em ¢. Nao havera contribuicao de ordem zero,
visto que a fonte é nula quando analisamos o sistema nesta aproximagao. Através de uma
breve andlise de ¢ a primeira ordem em 4, que é obtido pela derivagao de (3.43), podemos

checar J(z) em termos de ¢:

oW
e =S

= ¢o + (GJ)y — 6(v1 + v331y + v51517) / Gar + O(52,6]). (3.44)

Multilplicando por G™!, e considerando ¢ = ¢y = const, temos

J = 0(vy +v33ly + v51515) + O(6?), (3.45)
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nos confirmando que a expansao de J em termos de § tem como primeiro termo, um termo
de ordem 1 de 6. Os demais termos de (3.43) que contém o fator §J ou J? sido de ordem &>

e portanto podem ser desprezados no calculo do potencial efetivo a primeira ordem em §.

Para chegar ao potencial efetivo, vamos primeiro calcular a acao efetiva a primeira ordem
em 0, desprezando entdo os termos de segunda ordem em .J e §, e considerando ¢ = ¢g =

const. De acordo com a (3.24) e analisando (3.43) e (3.39), temos
[(p) = =V () — 6(vo + valo + 04313 + v615I3) V. (3.46)

Substituindo as constantes de (3.30), obtemos

§

Sot+ (Gt -0+ 3t + £t ) 1

48
A
+ <§ + f—6¢§) I+ %Ig] } (3.47)

O potencial efetivo que buscamos é a expressao entre as chaves, ajustando 6 = 1:

[p) = ~V{ (@) + | 3 + 104 +

A A
V(90,92) = 11(2) + %m%% + 1%+ §¢8 + (%(mQ — )+ 0+ %«ﬁé) Iy
v (Frm) B (3.48)

E o mesmo obtido em [7] através do formalismo canonico.

O potencial efetivo mais verossimil é obtido substituindo o valor de €2 que minimiza o

potencial acima:
V(o) = ming V (¢, Q). (3.49)

Este valor de 2 ¢ obtido simplesmente pela condi¢ao dV (¢g,€2)/d2 = 0, que nos fornece

Q(¢p). Sabendo que, com auxilio do apéndice D,

dI
d—g = (2N — D)QIy_1,

temos a seguinte expressao para Q(¢y):

§

ﬂ(d)é + 612 + 312) (3.50)

Qo) = m” + %([0 + ) +
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e o seguinte potencial efetivo:

I? 2—313. 3.51
308 — 710 (3.51)

13 A
5¢8+]1—§ 0~

§

_ 1 A
Vi(go) = §m2¢(2> + 5053 + 16

Este resultado, obtido na aproximacao em 1 loop, é idéntico ao obtido por meio do PEG

em |7].



Capitulo 4

Funcionais da Acao Efetiva

4.1 Visao Geral

Em TQC o conhecimento de todas as funcdes de correlacdo de n-pontos, ¢(x), G (x,y),
G(3)(x,y, z),... nos fornece uma descrigdo completa da teoria quantica em questdo. Elas

constituem um conjunto dinamico de "graus de liberdade". [1]

As equagoes de movimento para todas as fungoes de correlacao de n-pontos sao conve-
nientemente condensadas num funcional gerador chamado agao efetiva. Existem diferentes
representacoes funcionais da acgao efetiva. A chamada acao efetiva irredutivel a n parti-
culas (n-particle irreducible (nPI) effective action), I'(p, G, G®), ... G™), ¢ representada
em termos das funcdes o, G@ GO .. G™ e é particularmente eficiente na descricdo de
esquemas aproximativos em TQC fora do equilibrio. As equagbes de movimento para
©,G? GO . G™ sao determinadas por derivacdo funcional em primeira ordem e sio

também chamadas de condigoes estacionarias:

SL(p,G?,G® ) 0 SL(p,GP, GO ) ST (p, GP, GO )

5 e —0, 5 =0, . (41)

Podemos classificar as contribuiges de I'(ip, G Ge), ..) pelas poténcias de um paré-

metro de expansao (acoplamentos/loops ou 1/n).

De acordo com as variaveis ¢, G®, G®)| .. usadas na composicdo da acio efetiva, existe
uma resposta definida para sua expansao até determinada ordem. E crucial observar que
ndo é necessério calcular o I'(p, G®, G®) ... G"™) mais geral, com um n arbitrariamente

grande para uma solucao satisfatéria. Existe uma hierarquia de equivaléncias entre as nPI

29
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acoes efetivas. No contexto de expansao em loops temos,

Flloop(gp) _ Fuoop(% G(Q)),
F2loop(gp) ] leoop(% G(Z)) _ leoop@’ ) G(3)),
FSloop(gp> ” FSloop((’D7 G(2)) ] Fsloop((p’ a® G(3)) _ F31oop(% a® q® G(4)),
ete (4.2)

onde I'"™°°P denota a aproximacao da respectiva acao efetiva a uma ordem n em loops, na
auséncia de fontes externas. Para uma aproximagao em dois loops, todas as descrigoes nPI
com n>2 sao equivalentes, e a acao efetiva 2PI ja captura a solugdo completa para uma
descricao autoconsistente até esta ordem. No entanto, para uma solucao completa auto-
consistente em trés loops é necesséario, pelo menos, a agao efetiva 3PI. Tipicamente uma

acao efetiva 2PI, 3PI, ou até 4PI ja captura a solugao completa até a ordem desejada.

4.2 Acao efetiva 1PI e o método do ponto sela

Vamos agora ao cilculo da agao efetiva I''F1(p) para uma teoria com auto-interagoes tipo
¢t e ¢°, da qual extrairemos os graficos de Feynman do tipo 1PI. Usaremos o método do
ponto sela que consiste em expandir o expoente do numerador de Z(J) ao redor do ponto
®o, onde ele é estacionario. O denominador é apenas um fator de normalizagao, que permite
W(0) = 0.

Vamos considerar uma Lagrangeana, descrevendo um campo escalar massivo através
dos acoplamentos ¢* e ¢°, transformada para o espaco Euclidiano por uma rotacao de Wick

como foi feito no capitulo anterior:

¢4 6

Lo(68) = —5(00)? — w6 — AT €5, (1.3
3 2
em que (0¢)? ; ( 81:1)
O funcional Z(J) na presenca da fonte J se escreve como em (2.20),
[ Do(@exp |~ [, (300 + m?G + 2% + €% - Jo) |
_ (4.4)

JDo(@)exp [~1 [, (L0072 mQ%QH%@;—?)}

Vamos definir I(¢, J), a integral que é o argumento da exponencial no numerador da
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(4.4):

2 4 6
160.9) = [ (007 +mG 425 465 - o)

— [ o)+ 9). (15)

T

Definindo o ponto sela ¢g em que I(¢, J) é estacionéria, ou seja

01(¢, J)
=0, 4.6
9(r) o
i
temos
(=04 m?)¢o + A% + 5@ = J, (4.7)
em que ¢ = Z (x) & funcional de J(x). Vamos escolher a fonte

J(z) nula no mﬁmto A solugdo para (4.7) é tnica e também sera nula no infinito. Ou seja,

Po=0se J=0.

Expandindo (¢, J) em torno do ponto estacionario ¢y,

O O o

(¢(x) — ¢o(2)) +

5 666~ ulo) o Sl (600) = ) +
Usando (4.6) ficamos com,
1(07) = 10w, 1)+ 5 [ 010) ~ nla) 50, RTINS
As cinco primeiras derivadas de I(¢, J) séo:
% i ( O+ m? +A¢0 +5¢4) oy (4.9)
T >‘ (65 ) it T j| 8ot
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g 51(6, )
(”5 )5“’5“5”” S50 )00 (3) |

0*1(¢, J)
0¢()00(y)od(2)0p(w)|

§¢0 0 y(sa:z 5xw 5:vs .

Podemos entao reescrever (4.8) como

I+ 0.0) == [ (Co(on)+ o0 + [ [% (-t 2% g2
””1 5 * 5 ¢5 & (4.10)
+§( do+E57 )¢3 (A+£ °)¢ +&bogy +E }
Vamos agora obter Z[.J], o funcional gerador das fungoes de correlagao:
(@)
Z[J] = % = e, (4.11)
[ Dpen

Considerando a medida D¢ invariante sob translagao, e de acordo com (4.5), (4.10) e
(4.11),

w J D¢ exp {—%fx [% (—D+m2—|—)\¢—°2+£¢—°4> ¢2+...]}
Jsexp {-1 [ [(-O+m)% + 2 1) ]

, (4.12)

em que Iy = I(¢o, J).

Vamos obter W (J) através de sua expansao em ordens de h, que equivale a sua expansao

em loops, como pode ser visto no apéndice C. Escrevendo
W(J) =Wy + AW, + R*Wy + B3 Wy + ... (4.13)

e substituindo em Z[J], temos

w(J) %

Z=cn =cn. M M0 (4.14)

Reescalando o campo ¢ — ¢'v/A na (4.12), e omitindo a linha para nao sobrecarregar a

notacao, a integral no numerador desta sera reescrita como

/D¢(\/ﬁ) exp {—/x [% (—D +m® + )\¢2 —l—é% ) ¢ + ?O\% +E00°) ¢’

) (4.15)
+a <A+§¢0> ¢4+£h\/_¢0 e ”
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e a do denominador sera

Do(Vh) exp { — [ [(-O+ mQ)(ﬁ—2 + hA—T + h%“—? : (4.16)
. 2 4! 6!

Resumidamente,

Z[J] = e _ 4 6 (4.17)
fD¢em){—j;«—D%wﬁU%+Jﬂ%~+W§%>}
Comparando com a (4.14), podemos identificar
Wa=~I(én.) = [ Lo(6) + Jon (4.18)

Este termo gera os diagramas tipo arvore, que sao a parte classica. Tendo em vista (4.14)
e (4.18), podemos obter W; ao dividirmos (4.17) por e%, ou seja, por e~ # e selecionarmos
apenas os termos que contribuem com a ordem zero em A, o que equivale a considerar A — 0
na (4.17):

| D¢ exp {—fx [%qﬁ (—D +m? + )\%g +§qi—;é> ¢]}
- I Do exp {= [, [36(-0+m?)¢]} '

Wi

e (4.19)

Como as integrais na expressao (4.19) acima sao Gaussianas, podemos resolvé-las usu-

almente*. Obtemos entao

detD—1\ /2
¢ ) : (4.20)

Wi =log (detDO_ !

*Para uma integral Gaussiana
n n 1 n
I(A)D) = /(H dx;)exp | — 7;1 §inAijxj + ; bixi |,
o resultado da integracao é
n - —~ 1,
I(A,b) = (27)"/*(det A) " ?exp [Z Sl l)ijbj] .
1,)=

No nosso caso, b = 0.
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em que

D' = ( O+ m? +A¢° +5¢° ) (4.21)
Dyt = (=O+m?). (4.22)
Podemos chamar de D, o propagador de campo da teoria sem interacao, de modo que
Do(a = y)(~O+m?) = 6*(z —y),
e D o propagador completo. Usando algumas propriedades de determinantef, obtemos

Wi (o) = —%Tr log(Dy.D™1). (4.23)

A expressao acima gera o diagrama de Feynman de 1 loop, mostrado na figura 4.1.

O

Figura 4.1: diagrama tipo 1Pl gerado a partir da expansdo em 1 loop de W1

Os diagramas de 2 loops sao gerados pelos termos da expansao (4.17) com dependéncia
de ordem 1 em h, que juntos compoe o termo Wy de (4.14). Eles serao gerados através da

expansao da exponencial dos termos com ¢3 e ¢?, no numerador de (4.17):

e fron [ [ ()t

55 L (ulo) + €u(o)" )67 D)+ E00° )0

(4.24)

—1
onde B = (f Do exp {— fx [(—D + 7712)%2 + h)\ﬁ—? + h%‘é—?] }) , € 0 denominador. Como,

para obter Wy, temos de extrair o logaritimo de (4.24), o efeito de B em W, é de se somar

as contribuigbes que vem do numerador. Os termos com ordem 1 em A no denominador sao

[roee - [(cormg)) (m)

que ja é um termo presente no numerador. Os diagramas gerados a partir de Wy estao

gerados por

fSe M ¢ invertivel: det(M)~! = detM’ (M)~! ¢ inversa de M.
Para duas matrizes, M e N, quadradas e de mesma dimensao: detM.detN = det(M.N).
E log(detM) = Tr(logM); Tr=Trago.
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representados na figura 4.2 abaixo.

Figura 4.2: diagramas tipo 1P| gerados apartir da expansdo em 2 loops de W5

Vamos agora calcular a acao efetiva I'(p), através da transformada de Legendre de W (J):

rwzwm—/www» (4.25)

o) = G (4.20)
Podemos expandir ¢ como
@ = do+ho+ ... (4.27)
Vamos agora expandir I'(¢) em loops e calcular seus termos ordem a ordem.
I(p) = Lo(p) + Al1(p) + R Ta(p) + ... (4.28)
A ordem zero em h, temos
To(e) = Wild] = [ pla) (o) (1.29)

e, como podemos notar de (4.27), ¢y = . Usando (4.18),

Top) = lﬁﬂ%%hww:/W@ﬂﬂ

T

= /EE(cp). (4.30)

Nesta ordem, a acao efetiva é a propria agao do campo médio .

Vamos encontrar as proximas ordens de I'(¢). Para isto, vamos considerar uma ordem
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a mais de (4.27), ou seja @ = ¢ + ho.

(o) ~Tole) = W)= [ ¢(e)J(@) = Tole)
= Woldo) + hWi(¢o) + B Wa(do) + ... + 1(0, J)
= —I(¢o,J) + I(p,J) + hIWi(¢o) + B*Wa(go) + ... (4.31)

Calculando até segunda ordem em £, temos, ao levar em consideragao a equagao (4.7),

A1 (@) + R Ty(p) = — /%(—D+ +)\¢2 +5¢ )h2¢2—|—hW1(cp ho) + B Way(p — ho)
B 1 cb ®o
= - h2/x§<—D+ TEAS ) >¢2
+ hWVi(p) — avgtp( )¢+h2 Wa(p). (4.32)
De onde notamos que
Ii(e) = Wily), (4.33)
2 4
- o -
fate) = [ 5 (-0 mt a4 ) o) - G b 1w, @

Finalmente, vemos de (4.28), (4.30) e (4.33), que a agao efetiva até a primeira ordem em

I'(p) :/mEE(@)_g/mp log (p - +A902/2+§¢4/4') (4.35)

p*+m?

loops é:

Considerando ¢ constante, e de acordo com (2.34) o potencial efetivo é:

1 A £ h m? 4+ \p? /2 + Ept /4!
V(gp) = §m2g02 + E(,DLI + 5906 + 5 / log ( 7{12 / . (436)
! ! p

4.3 Acao efetiva 2PI e sua expansao diagramatica

Da necessidade de se ter um formalismo geral para a derivacao das equagoes de movi-
mento dos propagadores e das fungoes de correlagao em geral, em teorias que apresentam
quebra espontanea de simetria, alguns trabalhos foram feitos na éarea de fisica da maté-
ria condensada e em seguida estendidos para a fisica de campo relativistica. Em 1974,
Cornwall, Jackiw e Tomboulis, publicaram um artigo tratando do formalismo da agao efe-

tiva para operadores compostos [10] com este mesmo objetivo. Entre outras caracteristicas,
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ele foi desenvolvido de modo que o potencial efetivo possa exibir uma forma de poco duplo
com um maximo local na origem simétrica, o que nao era possivel antes, no método 1PI, pelo
fato dele ser definido por uma transformada de Legendre de apenas um termo, o que o tor-
nou uma func¢do necessariamente convexa. Nele é considerada uma generalizagao, I'(¢, G),
da ac@o efetiva usual I'(¢), que depende nao s6 do valor esperado, ¢(x), do campo quantico

¢(x), mas também do valor esperado, G(x,y), do produto ordenado no tempo T¢(z)p(y).
As solugoes fisicas satisfazem condigoes estacionarias:

o (p, G)

5o =" (4.37)
ol (p, G)
Ty - 0. (4.38)

A acdo efetiva convencional, I'(¢), ¢ dada por I'(¢, G) na solucdo Gy(yp) obtida da
equagao (4.38): I'(¢) = I'(¢, Go(p)). Neste formalismo ¢é possivel se somar uma vasta gama
de diagramas de séries perturbativas que contribuem para a agao efetiva I'(¢). A forma do

propagador é determinada pelo método variacional em (4.38).

Para solugoes invariantes sob translagao, consideramos ¢ = const e G(z,y) uma fun-

¢ao apenas de (x — y), e entdo obtemos o potencial efetivo para o propagador inteiro:
V(.G) = ~T(0.6)/ [ d's (4.30)

O gerador funcional das fungdes de correlagao conexas, W1J, R], na presenga de dois

termos de fonte, J(z) e R(z,y) é dado por:

ZILR] = exp (@)

= [poesw ; (st0)+ [ S0+ [ yR(x,y>¢<x>¢<y>)  (0)

Podemos definir, além do campo médio ¢(z), a func¢ao de dois pontos conexa, G(x,y),
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pela variagao de W[J, R] em relacao as fontes:

SWIJLR]
I (@),
(;Z([;;]:S] - %(@(m)w(y)JrhG(:v,y))- (4.41)

A agao efetiva 2PI é construida a partir de duas transformadas de Legendre de WJ, R]

em relagao as fontes,

o6l = WA - [ - [ S R

= WLE - [ @)@~ 5 [ elarel)Ry) - [ GaR)

1

= - 5 [ e@e)R(y) - STOR (4.42)

Em que TH'(p) corresponde a agao efetiva 1PI, para uma teoria governada por uma

1

acao classica modificada Sgr(¢) = S(¢) 5/ R(z,y)p(x)p(y), que apresenta um termo
zy

"massivo"nao-constante ~ R(z,y), quadratico nos campos.

Podemos facilmente obter as condi¢oes estacionarias,

% () - / Rz, y)e(x),
iL(p.G) _ h
m _ _§R(x’ Y), (4.43)

que nos dao as equagoes de movimento na auséncia de fontes, ou seja, J =0e R = 0.

Analisando (4.42), podemos recorrer a segdo 1PI para calcular a parte 1PI da agéo
efetiva, TH ], & ordem de um loop. O termo com R, por ser quadrético no campo, pode
ser visto como um termo massivo inserido na agao classica, gerando assim uma acao classica
modificada Sk. Sendo assim, este calculo é feito, na pratica, trocando-se D~! — D! — R

em (4.21) e S — Sk em (4.30). Note que D~!(x,y; ¢) é o inverso do propagador do campo
0*5(¢)

dp(x)dp(y)
auxilio dos resultados obtidos anteriormente para I'y e I';, dados pelas expressoes (4.30) e

(4.33), que

original, obtido por . Isto nos diz que até a ordem um em loops temos, com o

Tx'(¢) = Sklp) — ngLOg(Do(D_I — R)). (4.44)
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Com isso, a agao efetiva 2PI, (4.42), até um loop, se torna

L(p, G) ~ S(p) — ;zTrLog(DO(D_l —R)) — ;LTrGR, (4.45)

e o correspondente potencial efetivo a um loop, ao considerarmos ¢ constante, como podemos

concluir a partir da (2.34):

1 A h 2R+ Mp?/2 4/41 h
Ve, G) = —m2902+5g04+ég06+—/L0g <m + A /2480 >+—GR.
! ! »

2 2 m? 2
(4.46)

Se considerarmos R = 0, retomamos o potencial obtido apartir da acao efetiva 1PI.

Nesta ordem pode ser provado que o inverso do propagador é G=! = D~! — R. Inicial-

mente vamos considerar esta sentenca verdadeira e substituir na equagao (4.45):

['(p, G) ~ S(p) — gTrLog(DOG_I) + gTr(l - D7'@). (4.47)

Derivando a expressao acima em relagdo a G e usando a (4.43), produzimos exatamente

G~ = D' — R. Nos confirmando sua validade.

Para irmos além de 1 loop somaremos a expressao acima de ['(¢, G) até um loop, um

"resto", que chamaremos de I's(¢p, G),

T(p,G) ~ S(p) — gTrLog(DOG_l) + gTr(l — D7'G) + Tay(p, G). (4.48)

Para entendermos o significado de I'y vamos derivar a equagao (4.48) acima em relacao
a (G. Obtemos,

G z,y) =D '(z,y;0) — R(z,y) — X(z,y; 0, G), (4.49)
em que
2 00, (0, G
Do i, G) = 3 G (4.50)

Vamos comparar a expressao acima com o inverso exato do propagador, que dentro da

perspectiva 1PI é obtido através da segunda derivagao da acao efetiva em relagao ao campo
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it
PTH () RGNy
Do (x)00(y) G @)
= —h (D‘l(m, y) — R(x,y) — ZR(IE,ZJ» ) (4.51)

em que X (z,y) é o termo de auto-energia, que consiste na soma de todos os gréaficos de
Feynman do tipo 1PI. Para entender melhor a equagao (4.51), temos no apéndice A o calculo
da equagao do propagador completo, incluindo todas as ordens em loops. Nele encontra-
mos a deducao detalhada da presenca do termo de auto-energia no propagador completo.
O propagador, por construgao, é o inverso do operador que age no setor da Lagrangeana
quadratico no campo. Ao comparamos com o método 1PI, podemos perceber que o pro-
pagador simples, obtido quando nao havia o termo fxy R(x,y)p(z)p(y) no lagrangeano, foi
substituido pelo propagador efetivo (D! — R)™!, pelo efeito da inclusdo do termo de fonte

R(z,y) dentro do operador do setor quadrético no campo.

Comparando (4.49) com (4.51) vemos que

Sz, y) = S(z,y; 0, G).

Como X (z,y) por ser a auto-energia contém somente graficos 1PI%, com linhas de
propagadores associadas ao propagador classico efetivo (D! — R)™!, entéo, a (4.50), nos diz
que I'y contera diagramas tipo 2PI, ou seja, irredutiveis a duas particulas, que sao diagramas
que permanecem conexos ao abrirmos duas linhas internas. Podemos perceber que I'y nao
possui contribuigdes do tipo 2PR (redutiveis a duas particulas) pois isso implicaria que 2

teria contribuigoes do tipo 1PR; o que nao condiz com sua definicao de auto-energia.

Analisando a (4.51) vemos que o propagador completo G(z,y) pode ser expresso através

de uma série infinita em termos do propagador classico efetivo e do termo de auto-energia
S(z,y):

+ (D' =R)'EHDT - R)TIEHDT - R 4 L (4.52)

Vide equagio (2.29) e (2.30)
Svide figura A.4 no apéndice A
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Portanto existe uma correspondéncia entre um diagrama 1PI com linhas de propagadores
associadas ao propagador efetivo G e uma série infinita de propagadores 1PI com linhas de
propagadores associadas ao propagador classico D. Como consequéncia disso, para cada
grafico 2PI de I'y corresponde uma série infinita de diagramas 1PI. Por exemplo, para 2 e 3

loops, temos a correspondéncia dada pela figura 4.3.
>
D o+ o~ @ - -

Figura 4.3: Correspondéncia de diagramas 2PI, de 2 e 3 loops de I's com séries infinitas de
diagramas 1Pl
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Capitulo 5

Calculo do potencial efetivo a partir da analise
da expansao 2PPI em uma teoria com termos de

auto-interacao tipo ¢* e ¢°

A expansao Two Point Particle Irreducible (2PPI) é uma aproximagcao usada para calcu-
lar a agao efetiva de operadores compostos locais. Ela é similar a 2P1, com a particularidade
de tratar de operadores compostos locais, ou seja, avaliados no mesmo ponto. Este método
também tem a vantagem de ser baseado num principio variacional genuino, diferente da

expansao perturbativa vista no capitulo 3.

Ele foi publicado em 1992, [20], aplicado a uma teoria com auto-interagao ¢*, tendo como
operador composto ¢?. Nele, o Potencial efetivo é calculado como o minimo da densidade de
energia possivel dentro de uma classe de funcionais de onda com valores esperados fixos para
os campos elementares e para operadores compostos locais. Ao minimizar a acao efetiva em
relacao aos valores dos operadores compostos obtém-se equacoes de gap, que somam séries
infinitas de diagramas de Feynman. Em [20] foi mostrado que, nesta construgao com ¢*, o

resultado a um loop corresponde ao calculado pelo PEG.

Em 2002 foi publicado este mesmo método numa abordagem um pouco diferente; em
que a contribuigao dos diagramas de Feynman redutiveis a 2 particulas (diagramas 2PPR)
é absorvida numa massa efetiva, ajustavel através de um principio variacional, [19]. A
diferenca basica estéd no parametro variacional, agora interpretado como massa efetiva. Isto
torna a expansao 2PPI mais simples de trabalhar em ordens maiores do que a expansao 2PI,

que se utiliza da funcao de correlagao de dois pontos como objeto variacional, [19] .

Neste capitulo vamos analisar a expansao 2PPI, de forma similar a [20] e [19], aplicada a
uma teoria com termos de auto-interacao tipo ¢* e ¢°. Os diagramas 2PPI sdo todos aqueles

que permanecem conexos ao cortarmos duas linhas internas que se encontrem num mesmo
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vértice. Desta forma, a expansao 2PPI est4 num lugar intermediario entre a expansao 1PI

e a expansao 2PI.

5.1 Analise diagramatica dos graficos 2PPR e 2PPI

Um diagrama 2PPR é todo diagrama que se desconecta ao cortarmos duas linhas internas
que se encontrem no mesmo vértice. Podemos perceber que numa teoria com auto-interagao
tipo A¢* as insergoes que tornam um grafico 2PPR sao do tipo gaivota (2 linhas de campo
externas) ou bolha (diagramas de vacuo), ou combinagoes destes dois tipos, como ilustra a
figura 5.1(a). Numa teoria com auto-interacao tipo £¢° as inser¢oes basicas, que também
podem ser combinadas para formar novas inser¢des 2PPR, estao ilustardas na figura 5.1(b).
Numa teoria que apresenta estes dois tipos de auto-interacao os diagramas sao mistos. Um
fato bem simples de se perceber é que os diagramas 1PI podem ser divididos nestes dois

grupos: redutiveis ou irredutiveis a 2 particulas de acordo com o critério enunciado acima.
Ou ele é 2PPR ou ¢é 2PPL

(a) (b)

Figura 5.1: diagramas 2PPR genéricos com suas insercdes em teorias com auto-interacdes tipo
¢t em (a) e ©% em (b)

Podemos entao, a partir de uma expansao de diagramas tipo 1PI, numa primeira ana-
lise, suprimir os diagramas 2PPR e inseri-los na forma de massa efetiva na expansao 2PPI
restante. Na figura 5.1(a), os graficos gaivota contribuem para a massa efetiva com termos
tipo (¢)2 = ? e os tipo bolha com (¢?) = A. Em (b), analogamente, temos contribuigoes

tipo o, p?A e A2, Poderiamos pensar em realizar isto simplesmente retirando os diagramas
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2PPR da expansao 1PI e trocando a massa m por uma massa efetiva m:

A
m=m+ §(¢2+A) +£/24(p" + 60°A 4 3A%). (5.1)

Porém ocorre um pequeno problema em que fica mal definido o que é insercao e o que é
a parte 2PPI restante. A figura 5.2(a) ilustra este problema. Como definir qual é a parte
2PPI? A principio qualquer um dos dois loops pode ser a parte 2PPI ou inser¢ao. Por isto
temos que fazer uma equivaléncia que usa de uma derivada atuando no funcional gerador
dos graficos. Esta derivada, num diagrama, tem o efeito de marca-lo de forma que nao
reste mais duvida do que é o qué. A figura 5.2(b) ilustra o diagrama marcado. A parte
sombreada, que permanece intacta, é classificada como inser¢ao, e a marcada é o diagrama

2PPI que permanece na expansao. Desta forma a equivaléncia é traduzida por:

6F1PI 2PPI
5o (PRl 8)) = —o (0, M/2(% + A) +£/24(¢" + 60°A + 3A%) — Jy(, A)). (5.2)
e ¢ @

(a) (b)
Figura 5.2: (a) diagrama 2PPI original; (b) a inser¢do 2PPR est4 sombreada e o diagrama 2PPI
restante aparece marcado

Ao tratarmos em termos da massa efetiva (5.1), diagramaticamente temos duas possibi-
lidades ao fazer a derivagao em relagao a ¢: ou a derivada incide sobre um campo externo
explicito, que nao ¢ inser¢ao, ou atinge a insercao, ou seja um campo @ que esté implicita-

mente incluido na massa efetiva. Dai temos:

STIPI
o

8F2PPI
(p,m*) = 580 (p,m
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5.2 Calculo do potencial efetivo

Considere a seguinte Lagrangeana no espac¢o Euclidiano:

£(6) = 5O+ m)o(a) — o(a)' — S o) (5.4)

Neste caso, o funcional gerador das fungoes de correlagao é

Z[J1,Ja] = exp (M)
1

= [poe ;. (s + [ o) + 5 [mwew?). 69

xT

onde  S(9) = J, £(6).

Podemos definir ¢(z), o campo macroscopico, e A(x), a fungao de apenas um ponto

conexa, pelas variagoes de W (.Jy, J2) na presenca de fontes,

T ) e T ) + M) (5.:6)

Analogamente a (4.42), na se¢ao 2PI do capitulo anterior, obtemos o I'(p, A) através da

dupla transformada de Legendre,

(g, A) = W(Jl,JQ)—/Jlga—/g(wQ—irA)

= T (o, J) —/%(gﬁ + A). (5.7)

As equacoes efetivas de movimento sao obtidas a partir de
g—i(% A) = —J; — Jyo, (5.8)
o d) =~ (5.9

na auséncia das fontes J; e Js.

Podemos separar a agio efetiva 1PI em uma parte de ordem zero em A, ['}*T | e outra

com as corregoes quanticas, I 7! :

Mt =1+ T (5.10)
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No caso da presenca de uma fonte quadrética no campo a equagao (4.30) é escrita da

seguinte forma:

L™ (g, ) _/ Lo(p, J2), (5.11)

T
em que a fonte entra como se fosse um termo massivo na Larangeana: Lo(p, J2) = L(p) +
%af . Isto ocorre devido a dependéncia quadratica no campo do termo de fonte, a seme-

lhanga do termo massivo. Ou seja

J.
g™ (0. J2) = S(@) + | 5 &%
Com isso a equagao (5.7) se torna
J
D(p.A) = S(p) — | ZA+TI (o) (5.12)

xT

Fazendo uma variacao em relacao a dp da expressao acima temos:

o oS Ad§Jy orM
= [ =222y 9 (5.13)
dp  dp L 2 0p dop

Para obtermos a acao efetiva I'?’P! usaremos a equivaléncia diagramatica descrita na

secao anterior:

5F1PI FQPPI

5?;) (0, Ja(p, A)) = ggp (0, A/2(0% + A) + £/24(p" + 60°A + 3A%) — Jr(p, A)).

Em que, como foi explicado anteriormente, estamos tirando os diagramas 2PPR da expansao
1PI e introduzindo-os diretamente nos diagramas 2PPI que restarem na forma de massa

efetiva, m(p, A),
m(p, A) = m? + z(p, A), (5.14)
em que

A §
2(p, A) = 5(902 +A)+ ﬂ(d‘ + 60>A 4+ 3A%) — (i, A), (5.15)

lembrando que a fonte serd considerada nula no final das contas.
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Integrando a (5.13), com o uso da (5.2), temos

Dlp.8) = 5(p) — [ AT (p,2(p, A)) + F(A), (5.16)

T

em que F'(A) é uma constante de integragao a ser determinada por (5.9). Este termo corrige

a dupla contagem de gréficos. Eliminando J(p, A) da equagdo acima com o uso da (5.15),

§

D(p, A) = 5() + TP (o, 2(, A)) + / = [zw, A) = 2P+ A) — S (o 16570 1+ 30%)| + F(A).

2 2 24

T

Variando a expressao acima em relagdo a z(y, A), temos

ST2PPI A
I (p,2) = -5 (5.18)
Como z entra no propagador formando uma massa efetiva, G = ———, onde m? =

k2 +m?’
m? + z é a massa efetiva, a derivagao em (5.18) é equivalente a :

%:/dk 5%@%@:/% (_(k2+n12+2)2> 5615(@' (5.19)

Em termos de diagramas, a operacao acima equivale a introduzir uma inser¢ao de mo-

mento nulo num propagador qualquer, cujo efeito final é de termos dois propagadores de
mesmo momento conectados pela inser¢ao*. Na representacao de A na figura 5.4 este pro-
pagador de momento nulo é representado como uma bolinha preta. Esta representagao é

obtida a partir da expansao de I‘ZPPI ilustrada na figura 5.3.

Podemos derivar a equagao (5.16) em A e substituir a (5.9), obtendo

Jo oL J AT, SF(A)
-G - e ) - Fen) - [ FReN TS 6
Como
51"2PPI 5F2PPI 5z
2 = 2 —_— 21
0A bz  OA’ (5:21)

T

*Vide apéndice F para mais detalhes

(5.1
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e de acordo com (5.18) e (5.15), temos

) et A 6z N €& ¢ 5J
q _ = S _ A0S 2 4 5SA P2
e T N IV LR e T
podemos obter F(A) da equagao (5.20):
OF(A)  [A[/XN &, &
A _/x2 (2+4¢ e
F(A) = / Ap? + £¢2A2 - S A3 + cte ) . (5.22)
3 16 24

A agao efetiva sera, de acordo com (5.16),

o &) = S0 + T (st ) - [ 2w (3 fara & [oara £ [0)).

z 2
(5.23)
Ou, em termos de z(¢, A),
2PPI 1 A 2 A 2
Lp,A) = 8(p) + T (0 2(0, A) + 5 [ 20, A)A =7 [@"A—o [ A
6’” ) ¢ ””2 , ’ . (5.24)

No estado de minima energia a energia cinética do campo deve ser nula, ou seja, suas
derivadas em relagao ao espago devem ser nulas (no espago de Minkowski estarfamos falando
de derivadas em relagdo ao espago e tempo). Isto equivale a considerar o campo constante
(e A também), independente da posi¢ao espacial. Sendo assim temos uma invariancia sob
translacao. Isto simplifica bastante o calculo do potencial efetivo, que como podemos ver,
com o auxilio de (2.34), sera

2
m A £ A £ £

%4 :_2+_4+_ 6+F2PPI 2 ,A ——A2——2A2——A3, 5.25
(p)= 5+ ¢ + g 1T (P29, 8) — 3 e o0 (5.25)

em que V é o elemento de volume do espago euclidiano [ d*z. I; equivale ao primeiro termo
da expansao diagramatica de FgPPI (p,2) em loops, na figura 5.3. Vemos também uma
equivaléncia entre A e I, j& que ambos representam a func¢ao de dois pontos avaliada num
mesmo ponto. Comparando este resultado com o obtido no capitulo 3 através do método

pos-Gaussiano, vemos que sao iguais. O método entao funciona bem para este caso.
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| K% © . ~.¢
Féppt _ O n @@@ + fp@ e+ ¢ @ v +
v @ 2

Figura 5.3: expansdo em até 2 loops de F?IPPI (p, z(p, A))

8 =0 v o O re-Bron

Figura 5.4: A em diagramas



Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertagao estudamos alguns métodos de aproximacao nao perturbativos aplica-
dos & TQC, em particular a uma teoria escalar com termos de auto-interacao ¢* e ¢%, e
calculamos os respectivos potencias efetivos. Apresentei as aproximacoes Gaussiana, pos-
Gaussiana e os métodos 1PI, 2PI e 2PPI que usam de funcionais geradores, aplicados a teoria
auto-interativa ¢* e ¢%, com o objetivo final de obter o potencial efetivo. Com excessao da

Gaussiana 7], estas aplicagdes ainda ndo tinham sido feitas na literatura.

Verificamos uma convergéncia de resultados a 1-loop nas aproximagoes Gaussiana, pos-
Gaussiana e 2PPI. O método 1PI nos fornece a primeira parte do resultado encontrado
através dos métodos anteriores e o método 2PI reproduz o resultado do 1PI nesta ordem
de aproximacao. A ordem de 2 loops: 2PPI e 2PI somam séries infinitas de diagramas,
porém a expansao é confiavel apenas até esta ordem de loops. Para ordem maiores precisa
do método 3PI, 4PI, etc. Com o PEPG pode-se calcular ordens maiores que 2 em h. O
método 2PPI se destacou dos demais por termos usado como parte essencial do procedimento
uma anélise grafica dos diagramas de Feynman da teoria. Este procedimento mostrou-se
adequado na investigacao da teoria, visto que concorda com resultados obtidos anteriormente

pelas aproximacgoes Gaussiana e pos-Gaussiana.

Algumas aplicagoes dos métodos aqui investigados, em especial os métodos 2PI e 2PPI
aplicados a teorias sigma nao-lineares, podem trazer resultados interessantes. Na literatura
encontramos aplicagoes recentes desses métodos em modelos O(N) sigma lineares em [27] e
[28]. Também encontramos aplicagao do método 2PI em teoria de Yang-Mills em 4 dimensoes
em [29], porém nao hé ainda aplicagao do método 2PPI, o que pode ser uma boa possibilidade

de estudo.

51



52




Apéndice A

Diagramas de Feynman e Auto-energia

Vamos usar um exemplo para expor os diferentes tipos de diagramas de Feynman e o
significado da auto-energia »(p). Vamos considerar uma teoria com um termo de auto-

interagao tipo
Ay

ﬁint = _E .

(A.1)

Em geral, para teorias com interagao, podemos escrever o funcional gerador Z(.J) nor-

malizado da seguinte forma:

exp [[. L (585) [ exp [~ [, J@)Ar(@ = )T w)]

210 = )
{exp [fz Lint (%(z))] exp [—% Joy T (@) AR (2 — y)J(Z/)]}

: (A.2)

J=0

em que a tnica forma de se tratar o termo exp ([ Lin¢) é como uma série de poténcias na
constante de acoplamento, ou seja, através de teoria de perturbagao. Podemos expandir o

numerador de (A.2), até a ordem em A desejada. No caso de (A.1),

[1—%L<5Jiz))4+O(A2)+

A primeira contribuicao de (A.3) gera o termo de ordem A\°, que é o gerador funcional da

o |- [ REIVES W) ()

2

particula livre Z.

2 3
Ja na ordem A, apos calcular cuidadosamente as etapas #s(z), (%(z)) , < 0 ) , temos

a seguinte contribuicao:
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= (#‘())Xp -1/ RO 0] =5 (| [ aete —x>J<x>]4

2 (A.4)
—6AF(O)[ / Ap(z — :U)J(x)} + 3[AF(0>]2)exp {—% / y J(2)Ap(z — y)J(y)] .

Vamos escrever esta expressao em forma de diagramas. O propagador para uma particula

livre, Ap(x —y), & representado por uma linha aberta e Ap(0) = Ap(z — x) por uma linha

fechada, um loop.
O

Figura A.1: Ap(z —y) e Ap(0)

A (A.4) pode ser escrita em diagramas como:

(100 5O+ 5 (L)

As fontes estdo representadas pelas cruzezinhas nas pontas dos propagadores, consti-

tuindo linhas externas. Se considerarmos J = 0, o segundo e o terceiro termos sao elimi-

nados e nos sobra apenas o primeiro, que ¢ conhecido como diagrama de vacuo, por nao
possuir linhas externas.

Com isso, o funcional Z em primeira ordem em A é escrito na forma:

14 i (300 + 60+ < )] (4 f720)

Z1J) =

em que na ultima linha usamos uma propriedade mateméatica bem conhecida.” Vemos

*Se x«1

~1—ux.
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que o diagrama de vacuo sumiu da expressao de Z(J) em virtude de estarmos usando o

funcional ja normalizado.

As fungoes de correlacio de n-pontos G (zy, ..., x,), geradas de Z(.J) através de deri-
vagoes:
30Z[J]
0J(x1), ey J ()

G(xy, ..., z,) = H" : (A.5)

J=0

podem gerar diagramas conexos ou desconexos. Por exemplo, a funcao de correlacao de

quatro pontos pode ser escrita diagramaticamente, usando as convencgoes gréficas, como

G¥=-3 :—3)\1—L - )\>< + O()\?)

Figura A.2: Func3o de correlacdo de 4-pontos (A.6)

Os primeiros graficos sao desconexos, pois sao facilmente separaveis, enquanto que o
ultimo é conexo. Apenas as partes conexas contribuem para o espalhamento, e elas sao
geradas pelo funcional W[.J],

W(J)=hlog Z(J), (A.7)

através de derivagoes em relagao a J. Sao denominadas fungoes de correlagao conexas em

n-pontos, G((;")(ail, ey Tp):

(A.8)

No nosso exemplo, vemos de (A.6) que

GY = — )\><

Podemos ainda dar um passo a mais e subdividir os conjuntos de diagramas conexos
Gg") em dois tipos: redutiveis e irredutiveis. Sabemos que estes tipos de diagramas nao
tem origem de simples multiplicagoes de fungoes de correlacao de ordens menores, como
podemos ver nos primeiros graficos da expressao de G¥; mas ainda sim podem apresentar
algumas redundéncias. Por exemplo, a funcao de dois pontos conexa expandida em ordens

maiores de loops é escrita graficamente na figura A.3 abaixo como:
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SN O BN

O
@,
D

+ O(XY)

Figura A.3: Expans3o em loops da funcio de 2-pontos conexa

Os diagramas da segunda linha, o terceiro da primeira linha e o segundo da terceira linha
podem ser separados em duas partes independentes ao cortarmos uma tnica linha interna.
Isto acontece porque ele possuem um propagador ligando duas partes do mesmo grafico. Eles
sao chamados de redutiveis a uma particula. Os restantes ja apresentam uma topologia nao
trivial e como nao podem ser separados desta maneira sao chamados de irredutiveis a uma

particula. Que é abreviado por 1PI (“one particle irreducible”).

A auto-energia, Y(p), é definida como a soma das inser¢oes gréficas tipo 1PI. Grafica-

mente na figura A.4.

Figura A.4: Auto-energia X(p)

Podemos entao escrever o propagador completo, que é equivalente a funcao de correlagao

de 2-pontos, obtida apartir de (A.5) incluindo todas as ordens em loops, através de propa-
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gadores para a particula livre, Go(p) = 1/(p* — m?), e de fungdes de auto-energia 3(p), que

em diagramas se traduz:

Figura A.5: Propagador completo em termos de Gy(p) e X(p)

E analiticamente como a seguinte soma:

GP(p) = Golp) + Go(p)S(p)Go(p) + Go(p)(p)Go(p)E(p)Golp) +
= Go(p) (1 +X(p)Go(p) + X(p)Go(p)X(p)Go(p) + -..)
= Golp) (1 = S(p)Go(p)) ™

= [Golp)™ —=(p)]
1

_ ) A9
p* —m? —X(p) (8.9)
Definindo a massa fisica, mpg pelo pélo no propagador completo:
GP(p) = —1 -, (A.10)
p*—mp

e comparando com (A.9), constatamos que o somatorio de diagramas tipo 1PI acrescenta a

massa comum uma parcela de energia a mais:
m% =m? + X(p). (A.11)

Dai sua denominagao de auto-energia.
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Apéndice B
A transformada de Legendre

Considere uma funcao convexa f(z). Vamos definir uma outra fungao convexa através

da transformada de Legendre como

9(y) = mingen {f(z) — zy}. (B.1)

Esta definigdo é univoca, isto é, para cada f(x) temos uma g(y). Se f(z) for diferenciavel,
podemos derivar o lado direito da equacao acima em relacao a x e igualar a zero para obter
o minimo desta diferenca. Com isso obtemos y = ﬁ Desta relagao podemos extrair a
expressao de x, em termos de y, que se adequa ao minai:mo da diferenca em (B.1). Podemos

entdo reescrever a (B.1) substituindo z(y) como:

9(y) = f(z(y)) — =(y)y. (B.2)

Esta expressao pode ser estendida também para funcionais. Ou seja, se uma funcao dife-
renciavel f(z) expressa a relacdo entre duas quantidades fisicas, e nessa relagao = é variavel
independente, podemos encontrar uma nova funcao que tenha como variavel independente
invés de z, y = —, sem perder nenhuma informagao da f(x) original. Ela é dada pela

equagao (B.2).
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Apéndice C

Expansao em loops

Em geral, exceto para teorias triviais, o conhecimento do potencial efetivo requer uma
soma infinita dos diagramas de Feynman, o que se torna uma tarefa muito trabalhosa,
inclusive além das nossas capacidades computacionais. Por isso é importante conhecermos
um bom método de aproximagao para V. Um desses métodos é a expansao em loops:
primeiro somamos os graficos sem loops fechados ("tree graphs"), depois com 1 loop, com 2
loops, etc. Em cada estagio dessa aproximacao nos deparamos com uma soma infinita; mas

estas sao simples.

Ao introduzirmos o parametro A dividindo uma Lagrangeana inteira, veremos que a
expansao em loops é equivalente a uma expansao em série de poténcias do parametro h. Ao

efetuarmos esta alteracao podemos escrever o funcional gerador Z da seguinte forma:

Wi _ [ Déexp [-(1/h) [, [§E+m*)6 + 56" — J¢)]

e = Do e [-(Uh) [, (20 + m2)o + 3o7)]

(C.1)

Com isto, os vértices (V') sao multiplicados por um fator 1/h, os propagadores (I) por um

fator h e as linhas externas (F) por 1/h. A poténcia de h associada aos graficos seré:

RI-V-E), (C.2)

Sabemos que o nimero de loops esta relacionado com o nimero de linhas internas (1) e

vértices por:

L=I-V+1. (C.3)

Isto é assim porque o ntumero de loops de um grafico é igual ao nimero de integracoes em
momento independentes, e cada linha interna contribui com uma integragao independente.

Cada vértice contribui com uma funcao delta §, que reduz o nimero de integragoes por um,
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exceto por uma funcao delta que é deixada para a conservacao global de energia e momento.

Combinando (C.2) com (C.3), temos

f(L-1-E)

Se pensarmos em termos da agdo efetiva, os diagrama da expansao (1/h)['(¢) sdo os
mesmos da expansao de de (1/R)W(J), s6 que sem a contribui¢do de linhas externas. Ao
consideramos F = 0 vemos que os termos da expansao de (1/h)I'(¢) terdo fatores em h do
tipo:

REY = (1/R)(R)E. (C.4)

E entdo fica simples de ver que na expansao de I'(p) a poténcia de h é igual ao nimero de
loops. Para h = 0 temos os diagramas tipo arvore ("tree diagrams"), que corresponde a

aproximacao classica.



Apéndice D
PEG

Em [6] é apresentada a seguinte notagao para as seguintes integrais:

Iv(@) = [(dpalui@)”. D.1)

em que w,(Q) = (p* + Q%)Y/2 = p° ¢ a parte temporal do quedri-vetor energia-momento p*,

cuja parte espacial é p> = - p. A medida de integracao em d dimensoes é:

d%p
dp)g = ————.
)0 = oy, (@)
De (D.1) pode-se deduzir que:
dI
d—g = (2N —1)QIy_,. (D.2)

Desta forma temos, em 3 dimensoes espaciais, para N = 0:

I(Q) = / (dp)o = / (%32@2 +192>1/2. (D.3)

Esta integral é quadraticamente divergente e correponde ao valor esperado de ¢2, o quadrado

de um campo escalar. Ela é equivalente a seguinte integral no formalismo covariante:

1(Q) = /%m. (D.4)

A equagao (D.3) pode ser obtida a partir da (D.4) ao realizarmos a integragao na coordenada

temporal.
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A densidade de energia do viacuo de um campo escalar livre de massa () é dada pela

seguinte integral, quarticamente divergente, num espaco de 3 dimensoes:

I(Q) :/(dp)gwf,(Q) :/Qé:)S(p2+QQ)I/2’ (D.5)

que ¢ a soma das densidades de energias de ponto-zero em todos os modos de momento.

Esta integral no formalismo covariante aparece na seguinte forma:

1 1 d*p

—Trin[G™! =1(Q) == In(p* + Q? D.6

TG @)Y = B@) = 5 [ GG+ ), (D.6)
em que V é o volume no espago-tempo do sistema fisico. A equacao (D.5) pode ser obtida a
partir da (D.6) ao realizarmos a integracdo na coordenada temporal. Surge uma constante

infinita que pode ser removida pela normalizacao da densidade de energia do vacuo.



Apéndice E

Prova da independéncia de I' em ¢

Ao identificarmos ¢y com ¢ obtemos a vantagem de J ser da mesma ordem de ¢§; no en-
tanto pode-se chegar a esta mesma conclusao com qualquer ajuste para ¢g. O que demanda
muito mais trabalho. Vamos considerar o célculo de I' até uma dada ordem em & com ¢q
arbitrario, porém fixo. Ao considerarmos )\, {2 e £ constantes, como J é eliminado de I, este

funcional depende apenas das variaveis ¢ e ¢q, logo:

or
do+ ——

ar = —
Do

5 debo. (E.1)

%)

%o

O segundo coeficiente de (E.1) é —J segundo a construgao da transfomada de Legendre.
Precisamos analisar melhor o primeiro coeficiente, que expressa a dependéncia de I' em ¢y.

Sabemos que a fonte J é fungao de ¢g e ¢. Diferenciando I' e mantendo a fonte J fixa,

temos:

ar ar Op

— == —J—. (E.2)
90|, Db " 0an|,

Como I' =1In Z — Jp temos que

or 107 Op
— === —J=—. E.3
Bn|,~ Z00n|, 00|, ("3

Comparando estas duas ultimas equagoes vemos que a dependéncia de I' em ¢, é dada

por
or
o

10z
 Z 0o

)

(E.4)

J

65



66

O funcional gerador Z é uma expansao em ¢ de
1 _
2= [Doesp |56 - oG (6 - ow) ~ 6V(6) + 7o) (£.5)
em que (G™1),, = [-0%+(1-0)Q?]d,,. Com isso, ao derivarmos Z em relagao a ¢y, mantendo

J constante, obtemos a expressio para o valor esperado da quantidade G™'(¢ — ¢g). Como
¢ = (¢) temos entao da (E.4):

or
—| =Gy — ). E.6
- (¢ — o) (E6)
@
Para ¢ independente de x,
or
— | =(1=68)%p — ¢p). E.7
3] = (9000 (E7)

Dai podemos ver que s6 hé alteragao em I' nas ordens zero e um em ¢, os outros termos sao
independentes de ¢y. Além disso, se 0 = 1 esta dependéncia desaparece. Ao considerarmos,
por exemplo, ¢y = 0, até a primeira ordem em § encontramos o mesmo resultado do célculo
com ¢g = . Isto ocorre pois ha cancelamentos entre os termos de ordem 0 e 1 em 4.
Vide [15] para mais detalhes.



Apéndice F

Efeito de realizar uma insercao de momento nulo

Considere uma teoria escalar livre, com uma Lagrangeana

- - . (F.1)

Podemos repensar o termo de massa como um termo de interagao, quadratico no campo

¢, associado a um vértice com constante de acoplamento m?. A figura mostra diagramati-
i i de i a 20272, d 1

camente o que ocorre ao inserirmos o termo de intera¢ao, m*¢*/2, de momento p nulo no

propagador de particula livre ndo massiva, 1/k? :

- :li mp
1 1 1

—_— 2

k2 k2 (k+Dp)

Como p = 0 temos simplesmente:

Somando todas as contribuicoes, temos o seguinte resultado

11 ,1 1 ,1 ,1 1 m?  (m*\®  (m?\’
1 1
T B2 \1-mk?
1
= 5 (F.2)
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Vemos que recuperamos o propagador da particula livre de massa m.
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