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Resumo

Neste trabalho usamos sistematicamente métodos de teoria quantica de campos
(em particular o formalismo em topologias toroidais) no estudo do comportamento
critico em sistemas confinados de uma geometria especifica (graos, fios e filmes). A
transicao de fase em questao é de segunda ordem, sendo possivel aplicar o método para
qualquer sistema fisico que apresenta este tipo de transicao. O formalismo é um método
consistente de introducao de efeitos de tamanho finito no estudo da criticalidade de um
sistema com esta geometria. Oferecemos uma aplicacao direta no estudo de filmes
finos supercondutores em presenca de um campo magnético externo fraco; obtendo
o resultado de diminuicao da temperatura critica ao diminuir a espessura do filme
supercondutor, concordando qualitativamente com resultados experimentais.
Palavras-chave: Supercondutividade, Ginzburg-Landau, teoria quantica de campos,
topologias toroidais.

Areas de conhecimento: Teoria quantica de campos, matéria condensada.
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Capitulo

Introducao

A classificacao de uma teoria fisica como “fundamental” é uma nocao ligada a prépria
abrangeéncia da teoria como descrigao factivel da “realidade”. Em termos praticos, ela
depende das escalas fisicas, da quantidade de experiéncias envolvidas nessas escalas, do
poder de predicao e do grau de correspondéncia entre experimento e teoria. O modelo
padrao da fisica de particulas, baseado no formalismo da teoria quantica de campos, é
um bom candidato como modelo fundamental no limite de altas energias e pequenos
comprimentos, dando conta de uma ampla variedade de fenémenos presentes nestas es-
calas. Em particular, tentativas especulativas em escalas ainda nao exploradas, devem
estar em intrinseca relagao complementar com a descri¢ao aceita como “fundamental”,
isto num sentido referencial. Porém, a relacao com outras teorias em escalas fisicas

bem conhecidas dao ainda mais firmeza a base fundacional da prépria teoria.

No contexto de teoria de campos, de grande importancia é sua relagao com o es-
tudo da matéria em baixas energias, ramo da fisica conhecido como matéria condensada.
Este geralmente estuda sistemas em ordens de comprimento maiores e energias menores
que as escalas estudadas em fisica de particulas, e pode considerar-se inserida dentro

dos dominios da mecanica estatistica quantica. Em principio, a necessaria relacao es-



taria bem estabelecida: teoria quantica de campos é, grosso modo, mecanica quantica

de sistemas fisicos com infinitos graus de liberdade.

Na realidade, os métodos de teoria de campos sao amplamente utilizados em ma-
téria condensada, sobretudo no que concerne aos estudos de sistemas fisicos perto de
uma transigao de fase (fenomenos criticos). Alguns autores [1] veem nesta conexao um
profundo significado (referente a questoes nao esclarecidas em relagao ao limite termo-
dinamico, do proprio significado da teoria quantica de campos e a fenomenologia que

esta teoria descreve) ainda nao entendido, nem bem fundamentado em sua totalidade.

O presente trabalho nao pretende inquirir sobre estas matérias fundamentais, e sim
usa sistematicamente os métodos de teoria de campos no estudo das transigoes de fase:
em particular, as chamadas de segunda ordem (dentro das quais estd a transigao fe-
rromagnética e, como uma excelente aproximagao, a supercondutora [2]). Teremos em
mente, principalmente, a transicao supercondutora e a possivel aplicagao do formalismo

da teoria quantica de campos em topologias toroidais [3] neste fenomeno.

Os efeitos de extensao do sistema fisico (ou equivalentemente efeitos do tamanho
finito) sobre a criticalidade sdao comprovados experimentalmente em filmes supercon-
dutores (a temperatura critica do supercondutor diminui ao decrescer a espessura do
filme), tal fenémeno é geralmente entendido assim: o comprimento que caracteriza a
extensao finita do sistema é menor que o comprimento de coeréncia &(T'), afetando
a configuracao microscopica do material o que incide diretamente no comportamento
critico do sistema. A teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau relaciona este compri-
mento &(T') com o parametro a(7') que governa a transigao de fase de segunda ordem. O
formalismo de teoria quantica de campos em topologias toroidais ¢ um método consis-

tente para inserir estes efeitos no parametro a(7") como corregoes da teoria até primeiro



ordem de perturbacao, se verifica que o tratamento das corre¢oes deriva no conhecido

procedimento de regularizacao que envolve fungoes zeta de Epstein-Hurwitz.

Outra possibilidade é a introducao da temperatura via este formalismo, concor-
dando com a conhecida prescricao de Matsubara, a qual é, em esséncia, um método de
insercao da temperatura diferente do usual conhecido como aproximacao de Landau.
O enfoque principal do trabalho, além de descrever o formalismo, consiste em aplicar o
modelo no estudo de filmes supercondutores em presencia de um campo magnético ex-
terno constante. Os efeitos de tamanho finito sao introduzidos efetivamente em funcao

da espessura do filme, com a temperatura introduzida via a prescricao de Matsubara.

A estrutura do trabalho é a seguinte: o capitulo 2 comega com uma breve revisao
da literatura referente a supercondutividade e da teoria geral de Landau de transicoes
de segunda ordem, mencionando a conexao intrinseca. Em vista da universalidade das
transicoes de segunda ordem, estudamos a transicao ferromagnética desde o ponto de
vista microscopico, derivando a aproximagao de Landau. O capitulo 3 introduz corre-
¢oes da teoria de Ginzburg-Landau mediante calculo perturbativo através do gerador
funcional. Descrevemos como estas corre¢oes mudam as carateristicas da teoria, e,
dentro do mesmo contexto de Ginzburg-Landau, estudamos efeitos de tamanho finito
no sistema. No capitulo 4, aplicamos os métodos de teoria quantica de campos em
topologias toroidais no caso supercondutor. O capitulo 5 contém as conclusoes do

trabalho.



Capitulo

Supercondutividade e a teoria de

Ginzburg-Landau

2.1 O fenomeno da supercondutividade

No inicio do século XX, a descoberta de novos e intrigantes fenomenos fisicos abriria
o caminho na fundamentagao de revolucionarias teorias que mudariam o edificio da
ciéncia fisica em seus fundamentos. Tais descobertas foram a principio consideradas
como anomalias que, mais cedo ou mais tarde, seriam absorvidas pelo corpo tedrico
hoje considerado como “cléssico”. A supercondutividade descoberta por Kammerlingh-
Onnes em 1911 é um notério exemplo: certos materiais com temperaturas menores
que uma temperatura critica 7. (que depende do material e préxima ao zero absoluto)
perdem toda sua resisténcia elétrica, o que no comeco foi considerado como sinénimo
de condutividade infinita (ou muito grande). Essa afirmacao implica que o campo
eléctrico E = 0 dentro do material, e (pela lei de Faraday) que

OB
o =0 (2.1)

Isto significa que o campo B somente depende da posicao dentro do material; assim,



se um campo magnético externo H é aplicado, o estado final do material dependerd de
como nos aproximamos a ele desde o estado de condutividade normal (o qual poderia
alcangar-se aplicando primeiro o campo externo e depois descendo a temperatura ou

vice-versa).

Particularmente, este nao era o caso, ja que o estado final, nas pesquisas experimen-
tais, sempre levava a uma auseéncia do campo B dentro do material. Esta propriedade
de repulsao do campo B levou a considerar os supercondutores como diamagnetos
perfeitos e foi chamado de efeito Meissner devido ao seu descobridor. Para campos
magnéticos |[H|| = H externos maiores que um certo valor critico H,, o efeito Meissner
é destruido totalmente e, portanto, o material perde sua supercondutividade. Porém, o
fato de que o campo B 6 zero dentro do supercondutor em presenca de campo externo
leva a uma descontinuidade do campo B na superficie do material. Mas, da equacao
V-B= 0, pode-se ver que s6 a componente tangencial do campo a superficie pode ser
descontinua. Isso é um verdadeiro problema no caso de filmes finos com campo externo
paralelo a normal da superficie do filme, ja que a componente normal nao pode ser
descontinua na passagem do material ao vacuo. Na realidade, o que acontece é que, em
presenca do campo externo fI, 0 campo B dentro do filme nio é zero na vizinhanca in-
terna, e sim, decresce rapidamente, “penetrando”o material, e sendo caracterizado por
um parametro chamado profundidade de penetracao A(7), o qual depende do material
do filme. Assumindo uma lei de decaimento exponencial para o campo, entao, as equa-
¢oes de London caracterizam este comportamento. Estas equagoes foram uma primeira
tentativa no contexto da eletrodinamica cléssica para descrever a supercondutividade

e especifica qualitativamente algumas de suas caracteristicas [4].



2.2 O comprimento de coeréncia ¢ e a classificagao
dos supercondutores

E claro que a supercondutividade é um estado termodinamico; assim, tomando em
conta o campo externo Hea temperatura T' como variaveis de estado ¢é possivel, em
principio, caracterizar os estados de condugao normal e de supercondutividade no dia-
grama de fase. Como a mudanca nas propriedades fisicas do material ao passar de
um estado a outro sao verdadeiramente radicais, aqui estamos em presenca de uma

transicao de fase.

Em principio, se os detalhes microscépicos do sistema fisico em questao forem co-
nhecidos, podendo ser representados com algum modelo simples que os caracterize
bem, é possivel obter o comportamento macroscépico do sistema no limite de niimero
de constituintes tendendo a infinito, no pior dos casos, qualitativamente, visto que as
interacoes dos constituintes podem ser muito complexas para ser levadas em conside-
racao completamente no modelo microscépico. Matematicamente, esta ¢ uma questao
delicada, mas, se o modelo microscépico satisfizer condigoes matematicas bem precisas
[5], entdo o procedimento é padréo: O cdlculo da funcdo de partigao fornece o vin-
culo do ponto de vista macroscépico do microscopico. Uma vez conhecida esta fungao,
ela permite obter a energia livre de Helmholtz do sistema e, portanto, as quantidades
termodinamicas relevantes. A funcao de particao também fornece quantidades estatis-
ticas importantes, como fungoes de correlagao entre duas varidveis (por exemplo, uma

quantidade fisica em duas posigoes diferentes).

Essas correlacoes refletem as flutuagoes estatisticas e quanticas em relacao aos va-
lores fisicos médios. Em particular, em fases nao criticas (longe da transicao de fase), a

flutuagao tém um caracter local para o caso de correlacoes de uma mesma quantidade fi-



sica em pontos diferentes, o que significa que um ponto do material terd um raio efetivo
de correlagao (principio da decomposigao em clusters). Assim, se define o comprimento
de coeréncia & como aquele comprimento até onde as flutuagoes sao relevantes (é uma
definicao semelhante aquela do tempo de descarregamento 7 de um condensador, por
exemplo), e descreve a extensao espacial das flutuagoes. Para o caso em que o sistema
estd na vizinhanca da curva critica (aquela que define a “fronteira’entre as duas fases),
¢ tende a infinito, o que é um traco comum e universal das transi¢oes de fase ditas de

segunda ordem [6].

Os parametros ou comprimentos caracteristicos A (profundidade de penetragao) e £
em supercondutores divergem quando 7" — T, da mesma maneira, sendo entao propor-
cionais entre si [4]. Isto nao é de nenhum modo trivial: dois parametros com diferentes
interpretacoes fisicas sao proporcionais perto da temperatura critica, onde o caracter
universal da transicao se manifesta. Assim, nao é absurdo pensar em algum tipo de
classificacao do supercondutor por meio do valor da constante de proporcionalidade k.
A classificacao existe e resulta em dois grupos de supercondutores com propriedades

bem diferenciadas:

1) Supercondutor tipo I:

1
0<k< 7 (2.2)
2) Supercondutor tipo II:
> = (2.3)
k> g :

A classificacao em questao se encontra associada a uma quantidade termodinamica
bem definida, chamada energia superficial na fronteira das fases normal e supercondu-

tora, og,. Para supercondutores tipo I (tipo II) oy, é positiva (negativa) e seu sinal



descreve diferencas na transicao de fase em cada supercondutor: s6 uma fronteira ni-
tida entre as duas fases pode ser definida para o, > 0 (supercondutores tipo I) [7].
No caso de supercondutores tipo II perto do campo externo critico H,., temos regioes
em que nao existe um limite bem definido entre a fase normal e a supercondutora. Tal
estado é chamado de misto e sua principal caracteristica é a formacao de vortices de
supercorrentes que geram fluxos magnéticos quantizados, estes vortices sao conhecidos

como vortices de Abrikosov.

Sera que este tipo de classificacao fornece algum vinculo com o tipo de configuracao
microscopica de nosso sistema?. Aqui parece ser o caso: para supercondutores tipo I,
o modelo de pares de Cooper ou teoria BCS é o mais exitoso modelo microscépico da
supercondutividade. Nao entraremos nos detalhes do modelo, basta dizer que é um
modelo perturbativo no marco da mecanica quantica nao relativista de muitos corpos
em estruturas periédicas (fisica do estado sélido) com uma interagao fonon-eléctron
mediadora de uma atragao entre dois eletréns chamados pares de Cooper. O estado
supercondutor ¢é atingido na formacao de um condensado de tais pares e pode ser
interpretado como o estado fundamental do sistema (daif o fato de que supercondutores
tipo I sejam supercondutores em baixas temperaturas). Para supercondutores tipo II,
existe uma subclasse de materiais supercondutores com uma temperatura critica alta
(em certos casos, centenas de graus Kelvin) para os quais o modelo BCS nao é adequado.
Até o dia de hoje nao existe um modelo microscépico satisfatério que dé conta da
supercondutividade de tipo II. Porém, se estiveremos sé interessados no ponto de vista
macroscopico e no comportamento do sistema perto da fase critica, o carater universal
da transicao deveria ser independente do suposto modelo microscépico. Tal estudo é
possivel por meio da teoria de Ginzburg-Landau, a qual foi usada por Abrikosov para

predizer as caracteristicas do estado misto antes citado.



2.3 A teoria de Ginzburg-Landau

A palavra universalidade aplicada aos fenomenos de transicao de fase implica um com-
portamento comum de uma multiplicidade de sistemas fisicos essencialmente diferentes.
A teoria de Landau das transicoes de fase foi o primeiro intento de construcao de uma
teoria geral para descrever este fenomeno universal. Nosso interesse principal consiste
no estudo das transicoes de segunda ordem ou continuas, as quais envolvem sistemas
com uma fase desordenada (simétrica) em temperaturas altas T > T.; e uma fase or-
denada (simetria quebrada) para 7" < T., com a tnica condigdo de que as primeiras
derivadas parciais do potencial termodinadmico na representacao apropriada (energia
livre de Helmholtz ou energia livre de Gibbs por exemplo), sejam continuas nas regioes
de criticalidade (T, se relaciona com as outras n varidveis termodinamicas {X,} do
sistema e esta relagao determina a regiao de criticalidade). Geralmente, um parametro
fisico do sistema é escolhido para caracterizar as duas fases, o chamado parametro de
ordem ., e basicamente apresenta a seguinte propriedade: Na fase de simetria, ¢, = 0,
enquanto que na fase nao simétrica, . # 0. Landau postulou a existéncia de uma fun-
¢ao L analitica num parametro geral ¢ e com coeficientes em funcao de uma série de

constantes [K|, que fornece o comportamento geral de qualquer transi¢ao de fase:

L= a,(K],T)e". (2.4)

sendo o valor ¢ = ¢, aquele que minimiza a funcao L.

Se o parametro de ordem depende da posi¢ao, £ pode depender também de V.
Assim, ¢(T) é um campo e a equagao (com a inser¢ao de Vo) (2.4) deve ser entendida
em sentido funcional. Na referéncia [6], se relaciona a fungdo £ com a termodinamica
do sistema. Um caso dentro da teoria geral de Landau é a teoria de Ginzburg-Landau,

especificamente usada para transi¢oes de segunda ordem, em que a funcao £ tem co-



nexao direta com a funcao densidade da energia livre:

Fp(F), Ve(r) = V()] + a(T) ()" + g|¢(f)l4~ (2:5)

A parte potencial desta equagao garante uma transicao de fase de segunda ordem
(ver secgao 2.3.2) e é usada em diversos fenomenos fisicos que apresentam comporta-
mento critico: Ferromagnetismo e supercondutividade. No caso da supercondutividade,
pode-se demonstrar [8] uma conexao direta com a teoria microscépica BCS (Ginzburg-
Landau também descreve os supercondutores tipo II perto da fase critica, ainda nao
tendo neste caso uma teoria microscopica). No caso ferromagnético [9], uma conexao
com o modelo de Ising , através da aproximacao de campo médio, é possivel. Tal estudo

é interessante, ja que, além de ser simples, fornece informacoes sobre:
1. A forma funcional da energia livre.
2. Uma primeira aproximacao do parametro a(7")

O interesse consiste em que as duas questoes também podem ser encaixadas dentro da

teoria de Ginzburg-Landau da supercondutividade.

2.3.1 O modelo de Ising

Ferromagnetismo inclui uma diversa gama de materiais (metais) que podem ser magne-
tizados ante a presenca de campos magnéticos externos e continuar magnetizado depois
de se retirar o campo externo. A grosso modo, podemos dizer que microscopicamente é
um fenomeno coletivo de dipolos magnéticos (spins), os quais apresentam uma interagao
spin-spin conhecida como interagao de intercambio. O modelo de Ising é a aproxima-
cao mais simples deste fendmeno, e basicamente para um sistema de N = a” dipolos
magnéticos dispostos numa rede ciibica D dimensional (cada spin sé tem dois possiveis

estados), tem o seguinte hamiltoniano para uma dada configuracao do sistema:
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N

N

=1 j€(i,j)
com S; = %1 o spin do i-ésimo dipolo, (i, j) os dipolos que interagem com o i-ésimo
dipolo, J a constante de acoplamento da interacao, i o momento dipolar intrinseco e

B o campo magnético externo.

Por convencao, um dipolo ¢ pode interagir sé com seus primeiros vizinhos contidos
nas D retas paralelas as arestas do D-cubo e que se intersectam no dipolo 7. Assim, o
ntumero de elementos do conjunto (7, j) é 2D; o fator 1/2 em (2.6) evita dupla contagem
nas interacoes. E 6bvio entao que o caracter do nosso modelo é claramente peridédico
e, portanto, uma ultima condicao deve exigir-se sobre os dipolos contidos nas faces do
D-cubo: ao desenhar as D retas paralelas as arestas, e que se intersectam no dipolo 7,
se qualquer das retas contiverem sé um dipolo vizinho, entao ¢ deve interagir também
com o dipolo mais afastado contido na mesma reta. Esta condi¢ao é claramente nao
fisica e é usada para desprezar os efeitos de borda. Mas, no limite N — oo, os efeitos
de borda sao certamente despreziveis. Assim, com nosso modelo microscépico bem

formulado, seguimos o procedimento padrao [10], a fungao de parti¢ao é, entao,

Z=3"3"N i (2.7)

S1 S SN

No caso unidimensional (isto ¢, todos os dipolos estdo numa reta e intaragem sé com
dois dipolos vizinhos) um célculo fechado de Z é possivel, como também para o caso
bidimensional (ver [9]). Mas, no caso geral D-dimensional, precisamos de aproximagoes
para obter resultados fisicos concretos. Uma das mais simples é a aproximacao de
campo médio e, para nosso modelo particular, substitui os valores S; dos dipolos j-
ésimos (que interagem com o dipolo i-ésimo) por seu valor médio (S;). Assim, de

acordo com esta aproximagao, temos que (2.6) se escerve:

11



com FE; sendo

E;=-58; Y (S;) — uBS.. (2.9)
FE(i7)
Chamando M = (S;) a magnetizacao por dipolo, devido a homogeneidade de nosso

modelo, a média V j deve ser a mesma. O nimero de elementos do conjunto (i, j) é

2D; entao,

A nova funcao de particao é:

N
Z2=3"% S [ =S e#F S e e (2.11)
=1 S Sa

S1 So Sy 1 Sn

Sendo S; = 1 os dois valores possiveis para cada 7, obtemos:

N
7 = (eD”ffF N ey “B> . (2.12)

Com a funcao de partigdo podemos calcular o valor M = (S;) por definigao:

N
1 5 1 _By _E _Ex
M = <SJ> :EZZZSJH@ KT :E e kT...ZSje kT...Ze RT
S S; SN =1 S1 S; SN
(2.13)
Usando (2.12) e substituindo cada valor de spin, obtemos (s6 sobrevivem os termos
em j):
DJM+uB DJM+uB
e kT —e kT DJM + nuB
o (P g
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0 que é 0 mesmo que

DJM + uB

tanh™' M =
an KT

(2.15)

Seguindo a andlise feita em [9] vemos que, para B = 0, as solugdes da equacao se

encontram na intersecdo das funcdes fi(M) = tanh (M) e fo(M) = 221 para os

seguintes valores de T': se % <louT > %, a Unica solucao possivel ¢ M = 0. Em

contrapartida, se % >1louTl < %, entao temos trés solugoes, M = +My(T) e M = 0,
das quais tomamos sé a solucao positiva (a solu¢do nula pertence ao outro regime).
My(T) tem a interpretacdo fisica de ser a magnetizacao espontanea do ferromagneto

na auséncia de campo magnético B. Nao temos a forma funcional exata de My(T),

mas quando T — (22)” temos que 22 — 1 e, portanto, tanh™' (M) = (1 +¢)M com

¢ — 0. Assim, a unica possibilidade é My(T — (DT)_) = (0. Se, em nossa aproximacao,

% como a temperatura critica, temos todas as caracteristicas de

tomarmos 1T, =
uma transicao de segunda ordem: Um parametro de ordem M que também varia
continuamente na transicao, sendo M a primeira derivada da energia livre de Helmholtz
F com relagao ao campo magnético B (salvo constantes multiplicativas). Lembremos

que a magnetizacao total é, por definicao, M = uzfil(&) = NuM na aproximagao

de campo médio, e, portanto,

dF = —-SdT — MdB = —SdT — uNMdB (2.16)
e entao:
1 oF
M=———(— . 2.1
pN (8B)T (217)

Se agora aplicarmos um campo magnético B suficientemente fraco, de modo a nao
destruir a magnetizacao espontanea My(T) em T < T,., entdo, perto da fase critica

(sendo %—? < 1) teremos, devido a continuidade da transi¢ao, que M < 1 e podemos
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usar o seguinte desenvolvimento em série de poténcias da funcdo tanh™ até terceira

ordem em M, para qualquer temperatura:

tanh—lM:M_i_lM?»:w.

2.1
3 kT (2.18)
Isto nos permite encontrar B em funcao da magnetizacao:
k k D
B=—M+— =AY (2.19)
3 " k

O termo que acompanha M tem um comportamento linear, sendo negativo em
T < T. (com T, = %) e positivo no outro caso. A linearidade é uma consequéncia
da aproximacao de campo médio, mas sua positividade ou negatividade caracteriza o
transito da fase simétrica a nao simétrica, respectivamente. Conhecendo a seguinte

relacao da energia livre de Gibbs I':

dl' = —SdT + pNBdM (2.20)

(onde S é a entropia), vemos que o campo B tem relacao direta com a energia livre T’

e, conhecendo S, entao, em principio I' estd determinado:

1 ar

A expressao anterior é valida na aproximacao de campo médio. Vejamos agora

como se relacionam estes resultados com a teoria de Ginzburg-Landau.

2.3.2 Ferromagnetismo no contexto da teoria de Ginzburg-

Landau

A equagao (2.5) expressa a forma funcional mais simples que deve ter a energia livre
para representar uma transi¢cao de segunda ordem (se é a energia livre de Gibbs ou de

Helmholtz é uma questdao que dependera do sistema fisico concreto). De acordo com
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o exposto na segao anterior (modelo de Ising com a aproximacao de campo médio),
vimos que o parametro de ordem é ¢, = M, sendo o mesmo para todos os dipolos, o
que implica independéncia da posicao em ¢. Em geral a teoria de Ginzburg-Landau se
formula através de um formalismo hamiltoniano em funcéo do parametro ¢ em (2.5).

Em nosso exemplo ferromagnético, temos [9]:

1 1
Hgr(p) = 5%%02 + 550904- (2.22)

A “dinamica” de tal sistema resulta da resolucao da seguinte equacao:

dHgr
dip
Se ag > 0, a unica solucao possivel é ¢ = 0; enquanto que se ag < 0 temos trés

(p) = 0. (2.23)

possiveis solugoes, p = 0, ¢p, onde o depende das constantes ag e by. Em total corres-
pondéncia com a secao 2.3.1, vemos que estas solugoes parecem ao menos reproduzir
qualitativamente aqueles resultados. Porém, vamos ainda mais longe. Se quicermos
acoplar nosso hamiltoniano com um campo magnético externo B, simplesmente modi-
ficamos Hegr:

1

1
Hy(p,B) = 5%902 + 1

onde a constante u/N é colocada por conveniéncia.

bop" — uN B, (2:24)

Como antes, aqui suporemos que o campo B é pequeno. Dados os possiveis valores
de ¢ (o espago de configuragoes) poderiamos tentar uma formulagao tipo integral de
trajetéria, com a respectiva rotagao de Wick para obter a funcao de particao deste

sistema:

7 = /d(pexp <_HGL(§2T+ “N“OB) . (2.25)

A introdugao do termo kT na equagdo anterior é uma questao polémica (para nao

dizer errada), como veremos no préximo capitulo, mas dentro da aproximagao que
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efetuaremos nao apresenta nenhuma consequéncia. Tenhamos em conta que, com a

introdugao do campo B, (2.23) é modificada:
—(p,B) =0. (2.26)

As solugoes da equagao anterior sao os minimos locais de Hy, obtendo diferentes
solucoes dependendo da positividade ou negatividade de ag e que diferem do primeiro
caso. Tomando o minimo principal ¢; e considerando na integral (2.25) sé os valores
de ¢ ao redor de ¢; (ndo necessariamente préximos) podemos aprorimar a integral

usando o método do descenso mais rdpido em ordem 0 [11], assim:

“H Ny B
Zﬁexp< cr(p1) + uNgs )

e (2.27)

Esta aproximacao é conhecida também como aproximacao de Landau. A energia

livre de Helmholtz é, entao,

F=—kTIn(Z)= Hgr(p1) — pNe1B. (2.28)

Em correspondéncia com (2.17) (lembre-se que se procura por una conexao entre

Ginzburg-Landau e a aproximacao de campo médio no modelo de Ising), temos:

1 or
= (55), = 229

resultado totalmente esperado, ja que ¢, é o parametro de ordem. Transformando

agora para a representacao da energia livre de Gibbs:

1 1
I'M)=F+uNp1B = Hgr(p1) = Hor(M) = aaoM2 + ZboM4 (2.30)
e usando (2.21), obtemos:
1 or agp b() 3
B=— || =—F5M M”. 2.31
N <8M)T N TN (2:31)
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Vemos que esta equagao tem a mesma forma funcional em M que (2.19), a qual foi
encontrada por meio de duas consideragoes: A aproximacao de campo médio no mo-
delo de Ising e o comportamento desta aproximacao perto da fase critica com campo

= %(T—Tc) e 3!’/’;’]\, = %, a

magnético fraco. Entao, se em (2.31) consideramos ;%
teoria de Ginzburg-Landau (dentro da aproximagao (2.27)) descreve o modelo de Ising
perto da fase critica e na aproximacao de campo médio, a qual ignora as correlacoes

entre os dipolos, e portanto, as flutuagoes estatisticas microscépicas do sistema.

Na teoria geral de Ginzburg-Landau das transigoes de fase de segunda ordem (2.5),
normalmente a escolha do fator ag(7) que descreve a transi¢ao perto da fase critica

toma-se como:

ao(T) = aoT — T, (2.32)

afirmagao vélida inclusive para supercondutores (a notacao aqui é ag(7") fungao de T,
e ao[T — T,] constante ag multiplicada por [T'— T,.]). Em particular, serd possivel uma

melhor aproximacao do parametro ag(7") que considere as flutuagoes estatisticas?
A aproximagao de Landau em (2.27) de fato é a primeira que pode-se fazer e, neste

sentido, admite um calculo mais exato, como se pode inferir do método do descenso

mais rapido, questao que abordaremos no préximo capitulo.
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Capitulo

Métodos de teoria de campos aplicados na
teoria de Ginzburg-Landau; efeitos de

tamanhos finitos

Como vimos no capitulo anterior, a aproximacao de campo médio é a primeira que
pode realizar-se com a finalidade de reproduzir o fenomeno de transicao de fase de
segunda ordem, mostrando-se evidente que uma melhor aproximagao ¢ possivel em
funcao de método de descenso mais rapido. Este capitulo introduz tais correcoes via
um tratamento perturbativo: na seccao 3.1 fornecemos o calculo explicito das correcoes
ate segunda ordem da teoria, o que corresponde a um célculo num loop do conhecido
potencial efetivo. A secc¢ao 3.2 mostra a relagao entre o comprimento de coeréncia & e o
parametro a(7") que governa a transicao de fase, as corregoes da teoria poderiam mudar
o carater da fungao a(7') e influir nos expoentes criticos da teoria. A secgao 3.3 introduz
o procedimento de compactificacao de coordenadas espaciais, inserindo os efeitos de
tamanho finito diretamente nas correcoes da teoria, logo analisamos diretamente os
casos de uma, duas e trés dimensoes espaciais compactificadas com a temperatura

introduzida via a aproximacao linear de Ginzburg-Landau
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3.1 Correcoes da aproximacao de Landau

Nesta seccao, consideraremos como um fato (sem prévia demonstracao, se é que tal
prova pode existir, a segao anterior foi s6 uma motivagao) que a teoria de Ginzburg-
Landau na forma (2.5) descreve uma transicao de segunda ordem perto da fase critica.
Assim, esquecendo voluntariamente a interpretacao fisica do parametro de ordem (a
tnica conexao com alguma teoria microscépica), consideraremos as corre¢oes neces-
sarias em nosso calculo além da aproximacao de Landau. Aqui permitiremos que o
parametro de ordem possa depender da posigao ¢.(r), sendo um escalar real ou com-
plexo (aqui suporemos real por simplicidade) e ¥ € R”. Com isto, supondo que a forma
de (2.5) é sempre determinada por uma densidade hamiltoniana da mesma forma funci-
onal (questao que comprovaremos; na aproximacao de Landau sdo exatamente iguais),

temos:

1

4!bg04(f"). (3.1)

Han (Vo). oli)) = 3V(F) - V() + ralT)(F) +

Esta é uma teoria classica de campos euclidianizada. De fato, se considerarmos
r € M* (espago de Minkowski), a(T) = m?, b= X e V — [J, obtemos a teoria de cam-
pos real de Klein-Gordon com um termo de autointeracao [12]. Nesta teoria de campos
dinamica, o gerador funcional das funcoes de Green fornece todas as corregoes que o
termo de autointeragao proporciona ao trata-lo como uma perturbacao na teoria de
campos livre de Klein-Gordon. O gerador funcional se obtém por meio de uma integral
de trajetoria sobre todas as “possiveis” configuragoes do campo de Klein-Gordon. E
uma questao de consenso que, se na formulacao dinamica-quantica fazemos uma rota-
cao de Wick, obtemos a formulagao estatistica-quantica do sistema, sendo neste caso
o gerador funcional a fungao de partigdo (ao menos para sistemas com finitos graus de
liberdade nenhuma excegao a regra foi encontrada). Para o caso de campos (infinitos

graus de liberdade), ndo é possivel fazer esta afirmagao, ja que ndo existe algo como
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uma mecanica estatistica de teoria de campos (se bem que existem maneiras diferentes

de se introduzir temperatura em teorias de campos quanticas [13]).

A equacgao (3.1) é o hamiltoniano de uma teoria de campos euclidiana (as coorde-
nadas do campo sao s6 espaciais) e, como tal, admite uma generalizacao da equagao
(2.25) sem o termo kT, ja que nao se pode introduzir temperatura desta forma (ver o

pardgrafo anterior). Portanto,

211 =N [laglesn ([ 4F (Henlol®) +o@76) =N [ladd e ( [ 4T (-riGot
(3.2)

sendo N uma “constante’arbitraria; J(r), um campo externo ou fonte acoplada ao

parametro de ordem e que nao necesariamente tem interpretacao fisica (no caso ferro-

magnético, é o campo magnético externo, sendo por hipétese fraco).

A introdugao de J(r) é um método usual em teoria de campos [13], [14] e [15]; e h
¢ uma constante caracteristica do sistema que deve ser pequena h — 0 (em mecanica
estatistica usual corresponde a constante i). Supondo que o método do descenso mais

rapido possa ser usado nesta integral ao redor da solugao “classica” ¢.(r) da equagao

dHer(p(F))
()

temos como primeira aproximagao (termo de ordem zero):

= J(¥), (3.3)

2l o ([ 48 CHarlo®) +o®I@) =2l G

tomando o logaritmo neperiano, definimos o gerador das func¢oes de Green conexas [14]

em ordem 0:
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W] = hln Z[J] ~ / PPF (Mo (ee®) + ) =Wl (3.5)

Definindo a transformada de Legendre I'[¢] = [ dPF (o(F).J(F)) — W[J], temos em

ordem O:

Lol = / 0PF () (F)) — WalJ] = / PFHer (0ulF). (3.6)

em correspondéncia com (2.30), aqui o indice 0 significa a fungao tomada em ordem 0.

Neste sentido, a equacao anterior seria a aproximacao de Landau para nosso sis-
tema. E claro que uma melhor aproximagao da equagao (3.2) pode ser obtida: se
considerarmos ate primeira ordem a expansao do campo ao redor de seu valor clédssico,

o(F) = @.(F) + Vhx(F), entdo temos:

— / dPH(p(F)) = / d"T (—Her(p(T)) + o(F)J(T))

_ / dPF (—~Har (0e(E)) + 0olE) I (E))
Dy, O D (— 7)) + (7). (F ¥
v far o [ [ @R CHanlol) + ol >>L% Vin(E)
L[ oz arg, O D (— ) + o(£)J(F )y (F
vy [ et e | R CHale) + eI e
+ O(h?) (3.7)

A derivada funcional pode atuar no integrando, sendo vélida a regra da cadeia e

também % = §(r; — ;). O segundo termo da equacao anterior é zero, devido a

(3.3), e levando em consideragao que

sz | )] <o (33



obtemos:

23] =exp (1) = & [lagless ([ 4F (o)
~ Zo[J]/d[X] exp <_%/dDF“dDF2W(ZW {/ dDF(HGL(SO(F)))]

jé que, em principio, [dy] = [dyx].

- X(ﬂ)X(fﬁ)) )
"(3.9)

Introduzindo (3.1) na ultima equacgao, temos que resolver entao:

=3s® (T1, T2, 0c). (3.10)

[52defHGL(€0(f)>
0 (T1)dp(T2) o=p
Para isto, reescrevamos o argumento dentro da derivada funcional (fazendo uma inte-

gracao por partes no termo com V e, como sempre, desprezando o termo de borda):

[ PiHanlo@) = [ aPRdPReld) (-, + alT) G, ~ D(E

b Do Do Do o o N aNero o o N o o
b [ RPRAPRAPES(E £33 - E)eD)(E) o))

(3.11)
Depois de um calculo extenso, obtemos:
52def’HGL(90(f))] b
———— = [=V?+a(T)]6(F1 — T2) + = pe(F1)pe(F2)0(T — Ta). (3.12
{ S (T1) 00 (T2) - [ (T)]6(ry — ) 2<P( 1)@e(T2)0(F1 —T2). (3.12)
Assim:
1 S D= Lo N
Z[J] ~ Z,]J] /d[x] exp (—5/dDradDrQS(Q)(rl,rz,cpc)x(rl)x(rg)) : (3.13)
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A 1ltima integral é uma generalizacao em sentido funcional de um tipo de integral

gaussiana:

Z(A) = /d"iexp (—% 2”: xiAijxj> = (2m)% (det A)~ 2, (3.14)

ij=1
sendo A;; os elementos da matriz A. Supondo que tal recurso ¢ vélido na integral

funcional, obtemos uma expressao em funcao do determinante funcional:

NI

(3.15)

Z[J] ~ Zy[J] {det SO (F,, Ty, %)] _

det S@ (¥, T, 0)

Ja que Z é unica, a menos de uma constante multiplicativa, introduzimos o termo
(det S (¥, T, O))% na equacao acima, onde este termo corresponde ao caso da teoria
livre (sem termo de auto-interagao). Isto é feito com o objetivo de se encontrar uma

expressao perturbativa. Considerando o logaritmo da expressao anterior, temos:

WI[J| =1n Zy[J] — 1 <ln

(3.16)

det S(z) (Fl, FQ, QDC) )
2

det 8(2) (fﬁ, FQ, 0)

1
W] = / dPT (—H(p.(T))) — 3 [Indet S@ (¥, 2, ) — Indet SP (¥, T, 0)] . (3.17)

Supondo que o determinante funcional generaliza todas as propriedades do determi-
nante matricial, temos que Indet = TrIn com Tr sendo o trago da “matriz” em questao;

assim:

WIJ] = / de<—H(<pc<F>>>—% Tr [—V2 + a(T)]|0(F) — Ta)

(3.18)
Aqui, a “divisao” de matrizes deve ser compreendida como a multiplicacao por sua
) s

inversa. De forma esquemaética temos:
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[—V? + a(T)]6(7) — 1)

[—V2 4 a(T)]6(F, :Fg) = /dD_H[_V?—f—CL(T)](S(Ij—I'Q) [[—V + a(T)]o(r, — 17’2)} = §(F)—T>)
3.19)
eI B v ) R 520

portanto:

WU = [ % Al T i (065 = ) + S EI-? + olT)] 0t~ )|

Tomando em conta I'[¢.] = [ dPF (¢.(F)J(F)) — W[J], temos:

Tl = [ 8 (Heao®) 5 T 1o (55 — 52) + G-+ a0 07 - )|
(3.22)
Ja que [ dPF (Hegr(pe(T))) é conhecida como a agao da teoria cldssica, quando cal-
culamos I'[p.] vemos que corresponde & agao e suas corre¢oes a um loop (na linguagem
de diagramas de Feynman [12]). O nome de I'[¢,] é acao efetiva, e definimos as correcoes

a 1 loop da acao como

Iy lod] = %Tr {m (5(1-«3 — )+ ggoz(f’l)[—VQ a(T)]L6(F — f@))} 323

A utilidade na escolha da normalizacao Z é que encontramos uma expressao funci-
onal em logaritmo, cuja forma é a generalizagao da expressao In(1+x), a qual tem uma
expressao em série de poténcias, que suporemos que se generaliza no caso funcional:

In(l1+42x) = i ﬂzs lz] <1, (3.24)

s
s=1
tomando em consideracao a seguinte propriedade do trago:

n n

Tr(AA) =) (AA); = zn: Ay Aji

i=1 i=1 j=1
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e considerando a delta de Dirac como um representagao da “matriz identidade”, temos:

o s+lbs
Z /dDI'1 - dPE () [V G(T>](F s )SOC( ) [~ V2 + CL(T)](_F;F;;) - (T

s=1
(3.25)

onde se considera a constante de acoplamento by suficientemente pequena para que a

expansao anterior tenha algum significado. Por defini¢cao, temos

[ee] 1 ~ - Do . . . .
Tifed =) / dPr) - dPE DY (1, - F)e(FL)pelfa) -+ pelTs); (3.26)
s=1 "~

comparando as duas ultimas equacoes:

PO, 1) = (-1 B bchpc #) (~V2 +a(T)) (3.27)

(rz 7r7,+1)

Em principio, as correcoes da acao efetiva podem ser obtidas conhecida ng) (T1, T, ..., Ts),
denominada “one-particle-irreducible Green function”. A integral (3.26) admite outra
aproximacao que contém os principios fundamentais do fenomeno de quebra esponta-
nea de simetria em fisica de particulas e, portanto, de maior utilidade em nosso estudo
de transi¢oes de fase [16] (a quebra espontanea acontece de maneira semelhante na

transicao de fase de segunda ordem). Sabemos que:

=V + a(T)]# ) = (27;3 / dPq ((;?+(}T_) D) _A@ 1), (329)

Assim, (3.26) reescreve-se:
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[ife] = %Z DY /HdDrz @c ) A(T; — f’i—kl)} . (3.29)

Iilec] = % > (_% H f(Tit1), (3.30)

onde:

dDsz‘ et (Ti—Fiy1)

(2m)% a; +a(T)

f(Fin) = /de} [P (T)A(F: — Ti)] = /dDFiSOE(f‘i)/ (3.31)

Supondo que o campo (¥;) varie pouco e que, portanto, pode sair da integral
numa primeira aproximagao (quanto mais exata tal aproximacao, implica que o com-
portamento da transformada de Fourier do campo é mais proxima a uma delta de Dirac

em torno algum valor do “momentum”; o qual escolhemos como k; = 0), temos que:

qu eZqz (Fz FiJrl)
— 2 D - 3
f(I' +1) Spc/ r / (27‘(‘ % qZ +a(T) ( )

com esta aproximacao chegamos a

o

s+1bs s eiai'(Fi_Fi+1)
_ D=
e = 3 S H/d / DE @ Tal) (3:33)

s=1 2

Consideremos agora a seguinte fungao definida como

s qu’ oL e“lz (Fi—Tit1)
(p1.pa, . ps) = [ [ d”F; T e o
P*(p1, P2, , Ps) E/ ' /(27)5 q; + a(T) .

é obvio que, fazendo todos os p; = 0, temos:

rifed = 3 P b0, ) (3.35)

s=1
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—iq; Tiq1
(3.36)

) e
q; + a(T)’

Reordenemos a pentltima equacao
it (q; —D:
/ T, e’ (di—Pi

1)

P (51, 5> H /
=3 (ry=r;

— —

e resolvamos a ultima integral no caso s = 3 (r}

/d qldD(fngq_édDr_idDr_édDI‘g ¢F1-(A1=-P1) ,ir2-(G2—P2) ,iF3- (3 —P3)
(3.37)

1
Pg _’7 _)7 ): -
(P1, P2, P3) (2#)%
|:< 6—1611'1?2 >< e—iﬁ2~F3 )( e~ 43 T1 ):|
X p—y = = )
qt +a(T) ) \ a3 +a(T) ) \ G + a(T)
ou
Pg(ﬁ,p_é,p_'g) :(21 _ /d qlquﬂQdD(iE),dDr_idDr_édD_' iT1-(G1-P1—-G3) pif2 (G2 —P2—d1) i3 (A3 —P3—G2)
TT)2
|(vam) (@) (@7
qi +a(T) ) \G; +a(T) ) \ G + a(T)
[ i bl — By~ )3l - B~ G)5(d B )
X{(l)(l)(l)}
qt +a(T) ) \d3 +a(T) ) \ G5 + a(T)
~ [ PG @5(G - B2 B~ @3~ B - @)
( ) ( m) (@)
X — — .
(P1+d q; +a(T)
(3.38)
A dltima integral nos diz que gz = g3 + p1 + Po; assim,
1

)2+ a(T)][(d3 + P1)? + a(T)][(ds + P1 + P2)* + a(T)]
(3.39)

P(Bh, By, Bb) = 6(B1+Pa-+Bs) / Vi

O caso geral pode determinar-se por inducao, entao
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1 1
pqi”.jgzgﬁ_kn+5$/fpsq S e
(Pl P = 0P VP @ o) (G B ()
1
X == = = .
[(qs +P1 e+ ps—1)2 + a(T)]
(3.40)
Por (3.35), vemos que s6 nos interessa conhecer P*(0,--- ,0) a qual é:
P(0,- -+ ,0) = 5(0)/qu; (3.41)
C (> +a(T))"
o que nos d4a as corregoes a um loop da agao efetiva. Se definirmos
T = 2m)P0(0)Us (¢.), (3.42)

com U (¢.)o potencial efetivo que, em principio, contém toda a informagao das corre-
¢oes da agao efetiva (nesta aproximagao as duas diferem salvo uma “constante infinita”

5(0)), sua expressao é:

() dPg
Ul(soc)—; o / O CET R (3.43)

Como interpretamos estes resultados? Lembremos que em nosso calculo considera-
mos . como uma constante, e dentro desta aproximacao, uma melhor forma de ver a

relacao das corregoes da acao efetiva e do potencial efetivo seria

dPr dPr

il = (2m)” [ G501 = r)PUie) [ 555 = (2r)PU(e)50). (3.4

./ Dy ud — -
ja que [ (;r—)g exp(ik - ¥) = (k).
Se tomarmos literalmente a equag@o anterior, entao U (p.) representa as corregoes

da densidade hamiltoniana de Ginzburg-Landau:
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Hor (Vee(E), 0eE)) = 2Vpu(). Vool D)+ ao T Tl G (F)+

1
2 21

4!b090§(f’)+U1(%); (3.45)

. € o parametro de ordem e, como tal para 7" > T, temos que é zero, enquanto para
T — T, temos ¢. — 0 quando J(r) = 0 (transicdo de segunda ordem em ferromag-
netismo), e assim, perto da fase critica, podemos introduzir as corre¢oes propriamente
dentro das constantes ao[T — T.] e by (0s métodos com caréter perturbativo geralmente

sempre fornecem resultados como corregoes dos parametros do modelo em primeira

ordem):
a(T) O"Har aolT — T,] + al) (3.46)
— W0 — 4c .
8@(23 pc=0 a(’pg pc=0
4 4
b ? HfL — by + 0 U41 (3.47)
a(pc goczo agpc QDCZO

Se as correcoes dadas pelo potencial efetivo nao dependerem da temperatura, vemos

>] = aO[T_TcI]a

(3.48)

que o parametro a(7") s6 pode mudar o valor de 7,:

pc=0

onde 77 é a nova temperatura critica e 7/ < T...

1 9%°U,

a(T) = ag|[T—T.]+ap w0 07

ag 0p?

2
T-(Tc—iaU1

Sendo este o caso, vemos que as corregoes continuam conservando o cardter linear
do termo a(7’) e neste sentido nao fornecem um comportamento diferente daquele des-

crito pela aproximagao de Landau: em esséncia, sao idénticos qualitativamente.

Na realidade, vemos que a forma integral das corre¢oes U;(¢) tem uma dependéncia

explicita a(T"), o que poderia mudar a forma funcional de a(7") (supondo ser possivel
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encontrar uma solucao de a(7") a partir de (3.46), a equacao é auto-constitutiva para
a(T) que é obtido como solugao). Seja este ou nao o caso, as corregoes em questao
partem da aproximacao de Landau, a qual, além de estar indissoluvelmente ligada a
aproximagao de campo médio, é uma introdugao ad-hoc da temperatura com o fim de
reproduzir o fenomeno de transicao de fase. Mas nada previne outras formas de se
introduzir temperatura que, além de reproduzir o fenomeno de transicao de fase, dé

uma melhor aproximacao deste.

3.2 O comprimento de coeréncia £ no contexto da
teoria de Ginzburg Landau

Nao é por capricho que se deseja encontrar outra expressao de a(7") com comportamento
diferente daquele linear. Um modo eficaz de comparar teoria e experimento é por meio
do comprimento de coeréncia &, que estda diretamente relacionado com o parametro
a(T). Precisamos da funcao de correlacao que corresponde, neste caso, a funcao de

Green G(17, %) da teoria. Conhecido o gerador funcional das fungoes de Green conexas

W, entao
(52W 5g0¢<_;1)
G(ry, 1) = ——————— = —; 3.49
(F1.F2) SI(FN)OT(T) |,y 0J(F2) (3.49)
sendo a equacao do campo (ver 3.3)
. S S 1 S
J(F1) = V2. (T1) + a(T)p.(t1) + 55803(1“1) (3.50)
e, derivando a iltima equacao em relacao a J(ry), obtemos:
2 b 5. o - o
(V + (Z(T) + 5(,00(1'1)) G(I‘l, 1'2) = (5(1‘1 — I'Q). (351)

Se tomarmos T > T,, vemos que ¢. = 0 e, portanto
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(V2 + a(T)) G(T1,12) = §(F1 — T2). (3.52)

Consideremos agora ry = 0 (como partimos do pressuposto de que nosso sistema
fisico € homogéneo, basta considerar a correlacao entre a origem e qualquer ponto do

=

espaco R”), temos a seguinte expressao para G(r)

[ dPq expliE- @)
G(F) = / PETE s (3.53)

A integral abarca todo o espaco euclidiano D-dimensional; convém resolvé-la em

coordenadas hiperesféricas:

27_‘_% e’} qul s Do ) )
G(F) = —/ dq—/ df sin”—* 0 """ 3.54
) (2m)PT (%) 0 ¢*> +a(T) Jo (3.54)
com ¢ = ||q|| e r = ||r]|, a integral no dngulo # é conhecida (ver [17]) e no caso D > 1

resulta:

” | 2\ /D-1
/ dfsinP =2 et = \/x ( ) r (T) Jo_(qr), (3.55)
0 2

qr

onde J é a funcao de Bessel de primeiro tipo. Ordenando termos, obtemos

D—-1

. 1 > q 1
G r)= ——F 75 - d JQ_l ). 3.56
®= g ), (a7 (3.50)

qr)%_l (]2 +a 2

Esta integral também é de tabela [17], e pode ser exatamente resolvida para o caso
0< D <5 comaz(T) >0 (quer dizer, a expressao s6 seria valida na fase simétrica).

Calculemos com estas restrigoes a fungao de correlagao a partir de (3.56):

D_1

GF) = — ( ‘“T”> Ko (V/a(T)r), (3.57)

(QW)% r

onde K ¢ a funcao de Bessel modificada de segundo tipo.

31



A funcao de correlagao tem o mesmo comportamento de uma funcao rapidamente

decrescente para a(7) finito; de fato, assintoticamente para r — oo, temos que

Este comportamento é o esperado (seccao 2.2) e, de fato,0 comprimento de coeréncia

¢ se define a partir de fungoes de correlagao do tipo

G(r) = ez (3.58)
com g uma func¢ao rapidamente decrescente em r, e n um expoente critico. Comparando
as duas expressoes de G(r), vemos que o comprimento de coeréncia associado a fungao

g é

1
a(T)

Vemos aqui uma relacao direta entre o comprimento de coeréncia e o parametro

2= (3.59)

a(T), que governa a transigao e, como se viu, deve ser um comportamento universal
para qualquer sistema fisico que apresente uma transicao de segunda ordem. Nosso
célculo é valido somente para a(T') > 0; no entanto, uma relagdo do mesmo tipo pode-
se encontrar para o caso a(T") < 0 com a condi¢ao de que o campo externo J(r) =0, o

que implica (considerando que o parametro de ordem varia pouco) que (3.50) se torna

T
02 = —6a(b ), (3.60)
E, portanto, a equagao (3.51) seria modificada da seguinte maneira:

Fazendo o mesmo procedimento anterior, chegamos ao seguinte resultado:
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, 1
€= ~ el (3.62)

Assim, de forma geral, o comprimento de coeréncia £ perto da fase critica é descrito

por

E~ T =T V2 =T —T,|7". (3.63)

onde v = 0,5 é o valor classico do expoente critico.

Vemos que v nao depende da dimensao D do sistema, sendo uma consequéncia di-
reta de nossa aproximacao de campo médio ou aproximacao de Landau. Na realidade,
a resolugao exata (n = 2) e numérica (n > 2) do modelo de Ising proporciona o valor
exato do expoente critico, tendo uma marcada dependéncia na dimensionalidade D,
sO encontramos uma coincidéncia das duas abordagens no limite n — co. Sera que as
correcoes do parametro a(7') fornecem uma melhor aproximagao do expoente critico?
Como pode-se inferir da andlise feita na secao final do capitulo 2 de [9] (a0 menos no
caso n > 4), as corregoes nao alteram a forma funcional de a(7") perto da temperatura
critica e, portanto, nao mudam a principio o expoente critico associado com o parame-

tro &.

A consideragao a(T') = ag[T'—1T,] sempre foi imposta externamente ou “com a mao”,
sendo sua finalidade obter uma coincidéncia com o modelo de Ising. O formalismo da
teoria quantica de campos a temperatura finita ¢ um meio de introduzir temperatura
diretamente nas corregoes do parametro a, pode fornecer um comportamento a(7)
nao imposto externamente e, possivelmente, uma melhor aproximacao. As correcoes
podem também incluir efeitos de tamanho finito do sistema, o que corresponderia a
compactificagoes espaciais. Vamos por partes: primeiro analisaremos os efeitos de

uma compactificagao espacial (de uma ou vérias subdimensdes) na teoria de Ginzburg-
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Landau.

3.3 Correcoes da temperatura critica por compacti-
ficacoes espaciais no modelo de Ginzburg-Landau

A formulacao matemaética de sistemas fisicos gerais em outras “geometrias” diferentes da
euclidiana (ou minkowskiana) é um trabalho recorrente por parte dos fisicos. Um exem-
plo disto foi a obtengao do espectro de energia do dtomo de hidrogénio em 3% (espaco
esférico tridimensional) estudado em [18], obtendo que o espectro de energia associado
aos estados ligados era discreto e finito (em espago euclidiano é discreto infinito), en-
quanto que o espectro positivo era discreto e infinito (em espago euclidiano é continuo).
Em particular, o espectro total do 4tomo de hidrogénio em S* é discreto, consequéncia
direta da topologia do espaco 53, que é compacto. Aqui, praticamente mudam-se as
propriedades globais do espaco, e se a teoria fisica estd globalmente definida, entao é
possivel encontrar as consequéncias de se mudar uma estrutura fundamental como a

topologia do espaco.

Em teoria quantica de campos, levando em consideracao o paragrafo anterior, um
exemplo seria a formulacao desta teoria em espacos curvos, o que frequentemente im-
plica diferentes topologias. As consequéncias sao profundas e diferem em esséncia da
formulagao em espago euclidiano [19]. Em nosso trabalho, explicitamos os problemas
para introduzir temperatura numa teoria de campos; porém, um método consistente e
paralelo aos posteriores desenvolvimentos em TFD (thermo-field dynamics) foi o for-
malismo de tempo imaginario de Matsubara o qual, além de complexificar o tempo
via a rotagao de Wick f = —it (em vista da relagao entre a integral de trajetéria
e mecanica estatistica), impde condigoes periddicas sobre ele, o que se traduz numa

compactifica¢do [0, 5] da nova coordenada temporal associada com uma temperatura
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finita do sistema (As condigoes de borda periddicas sao associadas ao caso bosonico,
enquanto condicoes de borde antiperiddicas correspondem ao caso fermionico. A equa-
¢ao (3.1), a partir da qual surge nosso estudo, é do tipo bosonico, independentemente

de que nada tenha a ver com o ponto de vista de fisica de particulas).

A consequeéncia direta é a de uma discretizacao do momentum associado ao tempo
imaginario no antigo espago de Fourier. O método explicita-se detalhadamente em [13]
e numa generalizacao deste, que envolve compactificacoes de coordenadas espaciais, foi
realizada em [20]. Nesta reférencia, demonstra-se que o formalismo generalizado de
Matsubara implica formular nossa teoria original em topologias do tipo (5*)¢ x RP—4,
sendo D a dimensao do espaco e d correspondendo ao nimero de coordenadas compac-

tificadas [3].

As correcoes do potencial efetivo em geral sao divergentes e requerem ser regulariza-
das e renormalizadas. O método de regularizacao é o dimensional e tem-se demonstrado
que, geralmente, em espagos diferentes do euclidiano fornece resultados ambiguos, salvo
no caso de topologias tipo (51)4 x RP~4, na qual o método de regularizacao dimensional

é associado a fungoes zeta generalizadas de Epstein-Hurwitz [21].

Uma das possiveis interpretacoes fisicas que tem este procedimento é a de testar
efeitos de tamanho finito nos materiais estudados pelo modelo de Ginzburg-Landau;
em particular, graos, fios e filmes. Tentemos dar uma justificacao fisica dessa associa-
¢ao: no caso da supercondutividade o parametro de ordem tem a interpretacao de uma
funcao de onda dos pares de Cooper e, como tal, deve ter um valor diferente de zero
somente dentro do material (caso contrario, existiria uma probabilidade de encontrar
pares de Cooper fora do material). Assim, a regido de interesse seria um subconjunto

de RP. Se, além disto, fizermos a suposicao de que o parametro de ordem satisfaz
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condigbes de contorno periddicas na fronteira (em geral, condigbes de contorno auto-
adjuntas, necessarias para qualquer fungao de onda), entao a regiao de interesse pode

ser considerada como (S')¢ x RP~,

Agora, nos limitaremos somente em ver as consequéncias de aplicar este procedi-
mento de compactificacao espacial na teoria de Ginzburg-Landau de forma geral, com
a temperatura introduzida a partir da aproximacao de Landau. Depois, aplicaremos o
método (com as correspondentes modificagoes) no caso da supercondutividade e, por
ultimo, tentaremos introduzir a temperatura via formalismo de Matsubara e reproduzir

o fenomeno de transicao de fase para supercondutores.

3.3.1 Ginzburg-Landau em topologias toroidais

Por generalidade, pode-se considerar um parametro de ordem ¢ de N componentes
num espaco euclidiano D-dimensional, o qual esté descrito pelo seguinte hamiltoniano

de Ginzburg-Landau:

T L a(T)e(E) +

Har(Ve(r), (1) = —Vsﬁ( r) - Vo(r) + 5

G RC XY

Supondo d dimensoes espaciais compactificadas, cada uma com um comprimento
L; com
i=1,2,...,d, entdo, no limite sem compactificagao limyy, o) a(T") = ao[T —Ty| (sendo

ap uma constante e Ty a temperatura critica sem compactificagio); o potencial efetivo

00 s+1bs 25 dD(_i 1
-3k -/ 2P (@ +a(T)) (3.65)

s=1

é:

Apliquemos o procedimento generalizado de Matsurbara para d dimensoes espaciais

compactificadas . O formalismo simplesmente exige que:
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=, = 3.66
2 - L; nz_:oo ( )
271'7%
i , 3.67
%= (3.67)
com ¢ = 1,2, ...,d, a modificacdo do potencial efetivo é
> s+1bs 1 dD d—‘ 1
SOC - Z 2s I1Lo--- L Z / 27‘( D— d 4m2n? 4m2n? 5

=1 12 - ma=—c0 Q@+t dd+a(T)>

(3.68)

Pode-se verificar que s6 um nimero finito das integrais anteriores divergem. Assim,
precisa-se de algum método de renormalizacao, que sera atingido usando em primeiro
lugar uma regularizacao dimensional. Para isso redefinimos os parametros de modo que
a constante de acoplamento b (exceto em dimensao 4, ja que nesse caso nao possivel
redefinir a constante de acoplamento) e a varidvel de integragao sejam adimensionais

em unidades naturais:

o=

a(T) = An* e, D=242

G = 27 ;.
(3.69)

b= dm2gutP

Fazendo as modificagoes necessarias, o potencial efetivo com compactificacao espa-

cial se escreve:

s+1 g¢

@dz

1
X aP-iq - (3.711
Z / (d? +niaf +--- +njaj +c?) (3.71)

s ,Ng=—00

Ul (¢7 Qq, - ,Oéd) :/*LDOél (37())

Resolvamos a integral para um s particular. Convém resolvé-la em coordenadas

hiperesféricas. As integrais sao do tipo:
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dD d—'/
I(s) = dQ d 3.72
(5) / (p? +q’2 / b d/ q (¢? +p (3.72)

sendo ||q'|| = ¢.
Fazendo a mudanca de varidvel & = ¢”~? e conhecendo o angulo sélido em D
dimensoes Qp = 2(”D 73 obtemos:
217z > dk
I(s) = § / | (3.73)
(D—=dT (Z59) Jo  (p2 + kp2a)s

Usando a seguinte integral de tabela:

I3
v

*  dyarl 1 M*T (BT (1+n-12) U
- - — 1, (3.
/0' (h + qm’”)n"rl th+1 <q) F(]_ + n) ) 0 < y < n+ 9 (3 74)

nossa integral original reduz-se a

_ - I (s— 24
I(S) = ﬂ%(a%n%_‘_ . .+a3n3+62)¥_5 ¥

s. (3.75)

Fora do limite 0 < %i < s, as integrais I(s) divergem, a regularizagao dimensional
estende o valor s ao plano complexo e pode-se demostrar que uma continuacao analitica
da fungao I(s) é possivel para s no dominio divergente; o método de regularizagao
dimensional sé considera os valores fornecidos pela dita continuagao como os tinicos de
interesse. Neste sentido, Zinn-Justin afirma que a regularizacao dimensional é também

uma renormalizac¢ao parcial [14]. Assim, o potencial efetivo é:

Do [e%S) (_1)s+lgs¢2sr S—M 2 D—d
Ui(g) =7 = pPor--aay st(s§ g (s- g )

(3.76)

onde
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oo
2

A (vyaq - aq) = Z (@2n? + -+ a2n2+ 2 = AY (v ). (3.77)
Ny, ,Ng=—00

Levando em conta que as somas sao simétricas em n;, e reagrupando a série anterior

de acordo com o numero de termos n; que sdo zero, obtemos [22]

d oo
22(,/ ;) = —I—ZZ;(Q +02

d—m~+1 d—m+2 d—m~+m=d

1
+2mz Z Z Z (a2n? +- +a12mn12m+cz)u+"'

i1=1 do=i1+1 Im=tm—1+1 Mgq 5 nzm—l o
oo
+2¢ Z 2,2 : 2.2 . o\ (3.78)
ni, - ,ng=1 (alnl oot Qall +c )

com 2 <m <d.
Seja a seguinte representagao integral da fungao gama:

['(z) = aZ/ dte "1, a>0,Re(z) > 0. (3.79)
0

Como a funcao gama admite uma continuacao analitica em todo o plano complexo,
a integral anterior permite encontrar uma expressao para 1/a* em qualquer valor de z.

Assim,

1 1 [~
— = dte~ =1, .
- /0 c (3.80)

Utilizemos este resultado como uma regularizacao de cada termo da expressao

(3.78):

39



2 1 e 2
c ) = dt —tc tu—l
d (Va « ) F(V) /0 €

d—m+1 d—m+2

I Sl ST S SR SRR

d oo
L4233 ettt

i=1 TL¢=1

i1=1 12=i1+1 im=tm—1+1 ni1,~~~,nim:1
o0
S <>] | 81)
ni, - ,ng=1
Definindo
t 041 Z efa n2t
n;=1
Tm<t’ ah’ e ’aim) — Z e (04117'1214‘ o 2 Tl?m)t7 (382)
TLil,“',TLim:l
¢ obvio que Tpy (8 0y, -+ 0, ) = Th(t; 0, ) - - - Th (8 s, ), assim:
1 [ d
(v, ;) =—— / dte N 142 " Ti(tiag) + -
I'(v) Jo i1
d—m+1 d—m+2 d
i1=1 d2=i1+1 Im=tm—1+1
+ 20Tyt 0, - -+ )] (3.83)

Usando a seguinte identidade [21]

> .o /2 & x2
Z et +2mizn _ ( ) Z 677 n—z) 7 t e |R’ = C7 (384)

n=—oo n=—oo

para o caso z = 0, é obvio que T} (t; «;) pode ser escrito como

1 \"*[1 2
Tl(t, ozi) = —5 + (@) |:§ + S (E)] , (385)

)
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onde:

2.2
Teny

2 = - 7,
S (%) =) e . (3.86)

n;=1

Podemos demonstrar (ver apéndice A) que a expressao (3.83) é idéntica a

Ve /2 1 Ood 1y (r-2)-1 {1 4 o d g w2
c = te i t\v—3)= Z
P ~T [T #2325 (5) +

d—m+1 d—m+2 d 71_2 7{'2
m E E . Sl —1---59 + ...
* : = , Z (a? t) <a2 t)

i1=1 dg=i1+1 I =Im—1+1 1

+2di[15 <§—;)] . (3.87)

Cada termo tem uma integral que é facilmente resolvida. Usando (3.79), temos a

integral do primeiro termo:

= (v—=%)-1_—tc* _ 1 _ d
/0 dtt e = Czu_dF (V 5) : (3.88)

As outras integrais sao todas do mesmo tipo e nao é dificil perceber que geram

funcoes de Bessel modificadas de segundo tipo. De fato temos:

§/2 °° a
2 (%) Ke(2Vab) :/0 dz 2 le~ 50, Re(a) > 0, Re(b) > 0. (3.89)
Portanto:
2 2 d
0o _t02_7r2<"i1 +...+nim> n? n2 1/2 VT2
/ a9l T\ i) =9 [f (—; Fof ;T") (3.90)
0 €\ X,
n? n? 12
x K, a|2mc|— 4+ 5~ . (3.91)
? a5, g,
Como podemos inferir de (3.89), as integrais sdo sempre bem definidas. Usando
agora c? = % e L; = l%% podemos obter Aff(y, a;):
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() ar--aq g 5(T 2
d o) -5
TLZLZ 2 1
225 (i) s (domn) ¢

d

d—m+1 00 2 19 2 19 1/27Y "2
m n; Li, +---+n; L7 2 72 2 712 1\3
+2 Zl Z 1[( 10 AT ) ] Kl,,g [(G(T)[”ilLu"’"""nz‘mLim])Q]

7/1: ni17...7nim7

o2t )

272 4 ... 272\ 1/2 2 )
(M) T K (e )]
My My =1

(3.92)
Resultado que podemos inserir em (3.76) e, fazendo as corregoes necessarias
(v=s— %), obtemos uma expressao para o potencial efetivo a um loop
(o] d o0 s— =
(—1)* ' b?e 1 | 2 ( D) ( n;L; ) 2 1
U(y) = r(s—=)+ K, p (a*(T)niL)
1() ; 9 +s 1,2 T (s) | g2 (T) 9 ;; al/2(T) s—2 (T)
D
d—m+1 00 2 2 192 7% _
m—1 ng Liy +- -+ L\ ® [ 272 . .2 1271\
+2 21 > 1 ( o) K, o [(a(D)[n}L; +---+nf L7 ]) |
i1= Mgy Mgy =
D
2

oo 272 4 ... 272 1/2 1
4o pood-l Z [(Th 1+a<T)+nd d) stg [(CL(T)[H%L?"‘"'"’_”L%LZ]);]

Mgy My =1

(3.93)

Suponhamos que estamos na fase simétrica, de acordo com (3.46), vemos que sé o
termo s = 1 de Uy(p) sobrevive ao se derivar em relagdo a ¢ duas vezes e tomando

¢ = 0. Assim, as corregoes do fator a(T") sao
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o) = wlT = Tl + o li 5 (TiéT)) Ko, (a3 (L) +--

i=1 n;=1
D
d—m+1 [e'e) 1 5—1
1 a(T) 2 2 12 2 712 1\3
i Z Z [(HQ L2 +..-4+n2 [2 ) K%_l [(G(T>[nilLi1 +.“+nimLim])
i1=1 Mgy Mgy = 21711 T tm )
12121
1w a(T) 1
+...+2d1 K [ T 2L2—|-~~~—|— 2L2 2] 7
R an ) ] gt (b4 kil

(3.94)

onde T,y é a temeperatura critica sem compactificacao. Na equagao anterior usamos
K,(z) = K_,(z) e uma renormalizagdo por subtracao do termo que contém o fator
r (1 — %) (lembremos s = 1) ja que este termo diverge para todo D par. (No caso D
fmpar, embora o termo seja finito, serd subtraido por consisténcia [23]). O termo a(T")

depois de compactificar deveria escrever-se como a(7T%; Ly, - -+ , Lg), por simplicidade es-

creveremos ele como a(7T).

A equagao anterior ndo é uma expressao fechada de a(T'); de fato, vemos no lado
direito uma infinidade de termos que contém a(7'), e uma resolugao fechada é pra-
ticamente impossivel. Aproveitando o fato que o termo a(7') — 0 para T" — T, (na
fronteira critica) um tratamento da equagao se possibilita, em principio, para cada caso

particular (d =1,d=2ed = 3).

Casod=1

Este caso corresponde a filmes; a equagao (3.94) é agora (ny =ne Ly = L):

a(T) = ao[T — T + ﬁ > (%) Kp_, (ﬁ(T)nL) . (3.95)
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Como nosso interesse esta no comportamento critico do sistema, temos que tomar o
limite a(7T) — 07, que permite usar o comportamento assintético da fungao de Bessel

de segundo tipo:

D
1 1. (D a2(Tynl\ '~ 2
Ko, (az(T)nz> ~ ST (5 — ) < 5 > .a(T) — 0, (3.96)
levando a
b D 271 X 1
Q,(T) = ao[T — TC()] + WP (5 — ].) QLD*Q Z ’]’I,D727 (397)

n=1

onde ((z) =Y 7, nl ¢ a fungao zeta de Riemann, a qual é convergente para Re(z) > 1,

e admite uma continuacao analitica em todo o plano complexo com um desenvolvimento

em serie de Laurent ao redor do tnico polo simples, z = 1,

() = i S %%(s _ 1y, (3.98)

m=0

com 7, um conjunto de constantes chamadas constantes de Stieltjes, incluindo a co-

nhecida constante de Euler-Macheroni v = 0.5772. No caso z — 1, temos:

1
li = — ) .
lim¢(z) = — +7 (3.99)
O caso z = 1 corresponde a D = 3, implicando que as correcoes do parametro a(7T)
sejam divergentes; assim, um processo de renormalizacao é necessario sendo alcangado

com a subtracdo da singularidade (termo z—il na equagao anterior). Considerando

['(1/2) = \/m, para D = 3 (caso fisico), obtemos:

a(T) = ao|T — T¢], (3.100)
com
1 by
T. =Ty — ———. 101
O 4n Lay (3.101)



Vemos que a temperatura critica diminui enquanto L decresce, mas nao pode di-
minuir indefinidamente. Assim, vemos que 7T, = 0 implica uma espessura minima Ly;,

do filme, abaixo do qual nao acontece nenhuma transicao de fase:

L by

Lmin == - .
4 TCQCLO

(3.102)

Caso d =2

Este caso corresponde a fios infinitamente longos com seccao transversa L; X Lo: a

equagao (3.94) se traduz como

b > /aV(T)\ 2 19
o) =l =il e [Z () Ko@)

N i <a1/2(T))L2)1 Ko, (aY2(T)nyLy)

noLo
no=1

(3.103)

Repetindo o procedimento anterior, ji que perto da temperatura critica a(T) — 0,

e usando:

v ()7 = (3.104)

obtemos:

Nl|s]

a(T) = ao[T—Tco]+4: r (2 - 1) { {L + L_} C(D —2)+2E, (E; Ly, Lz) } ;
(3.105)

com
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[e.9]

((D-2)= Z#a Es (?;Ll,la) = Z ! ., (3.106)

272 272122
n=1 n1,no=1 [niLT +n3L5] 2

respectivamente, as funcoes zeta de Riemann e zeta de Epstein.

No caso da fungao ¢(D — 2), seguimos o mesmo procedimento do caso d = 1; em
contrapartida, requeremos uma continuacao analitica da funcao de Epstein, ja que esta
somente converge para Re(D) > 3. Uma continuacdo analitica é conhecida para a

funcao zeta de Hurwitz [24]:

Z 2+ @)y 2q* T 242 1T (v) [F (V - 5) + 4;(”9”) 2K1/7%(27an>

n=1
(3.107)

Vemos que, considerando sé uma soma, a funcao zeta de Epstein contém uma fungao
zeta de Hurwitz. Porém, como temos duas somas (as quais, em principio, comutam para
todo D, incluindo aqueles fornecidos pela continuagao analitica), temos duas formas de
utilizar a continuacao da fungao zeta de Hurwitz. Para evitar possiveis ambiguidades,
consideramos uma expressao simetrizada da fungao zeta de Epstein (um método usual

utilizado em mecanica quantica):

2E2(¥;L1,L2)= Z ! S o=z T Z !

— D—2
272 | .2 272 | 272122
et [MTL7 +n3L3) 2 et [M3L7 +niL3]

]
1 > 1 1 > 1
Ly Z: 3+ i I 2

Ly

(3.108)

Usando (3.107) nas somas ns dos dois termos da expressao anterior, e calculando

cuidadosamente, temos:

46



D -2 1 1 1
28 | ——— 1, L )| = —< | 5=+ —F=| (D -2
(i) =3 [ g0

(=2 1 1
ﬁ ( 2—2) [ D—3 + D—3:| C(D _3>
2 T'(52) | LiL] LyLA
2\/m D-3
+ — W ( ;Ll,L2> , (3.109)
I (%32) 2
com
D—3

Introduzindo (3.109) em (3.105) e considerando que os termos com ((D — 2) se

somarln, Chegamos a:

oT) = T~ Tig] + T (D; 2) {% [L ; L] (D -2)

D-2 D-2
Ll L2

1 1 2T D-3
+ D—3)+ W L1, Lo ) b
|:L1L2D_3 L2Llp_3:| C( ) T D_Q) 2( 1 2)}

(%)
(3.111)

Estudemos o caso de interesse D = 3: aqui vemos duas divergéncias do tipo % para

z — 0, as quais subtraem-se mutuamente. Para ver isso em D — 3, usamos:

D -3 2 1
' (T) contpoy P m it gy (3.112)

considerando T'(1/2) = /7 e ¢(0) = —1/2, obtemos no caso D = 3,
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3wb (11 b
T) = aolT — To] + ——= ( — + — | + 5=Wa(0; Ly, L 11
a(T) = ag| c0) + T6n <L1 + Lz) +o- 2(0; Ly, Lo), (3.113)

e, portanto, a nova temperatura critica é

3700 1 1 b
T.=Tyg——|—+—| — Wa(0; Ly, L), 3.114
0 ]_67TCLO (L1 + L2> 27'('&0 2< ! 2) ( )
com
it 1 2mny 1 2mng
Ws(0; Ly, Lg) = —K L — K L . 3.115
2(0; Ly, Ly) n1§n2:1 |:L1 0( I 2n2) + T 0( Ty 1n1>] ( )

E possivel encontrar uma expressao para a minima area da secgao transversal de
fio na qual acontece uma transicao de fase. Para isso, simplesmente suponhamos que

L, = Ly, = VA, entéo, a expressio da temperatura critica é modificada:

e}

b 3’}/0 b
T.=Tyn— — + Ko(2mning) | =T — Cs. 3.116
0 Wao\/z 8 nanQ_l 0< ! 2) 0 Wao\/z ? ( )
com
02 = % + f: KO(Qﬂ'TZl’I’Lg). (3117)
8 ni,no=1

Para T, = 0, a area minima é

2
Amin:< b02 ) . (3118)

maglyo
Caso d=3

Este caso corresponde a graos: usando (3.94) com a aproximacao (3.104), temos
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=1 ? i=1 j=i+1
D —
+4E3 <T;L1,L2,L3> } y (3119)
onde
D—2 = 1
E3 (—, Ll, LQ, Lg) = — . (3120)
2 W;ﬁ (312 + n3L3 +n3L3]"T

O mesmo procedimento usado no caso d = 2 ¢é utilizado. Conhecidas as continu-
agoes analiticas das fungoes ((D — 2) e Ey (%; L;, Lj), somente precisamos de uma
continuagao da funcao FEj (%; L1, Lo, L3) a qual é uma funcao de Epstein. Assim,

uma expressao simetrizada é:

655 (?;Ll,Lz,Lg) - ¥ 1 =t Y 1

2712 2712 2712]15=
ni,n2,n3=1 [nlLl + n2L2 + n3L3] 2 ni,n2,n3=1

D—-2

[niLT +n3L3 +n3Lg] =

P> et > 1

272 272 272 272 272 272
n1,na,nz=1 [n3L3 +n3ls +nils] n1,n2,mn3=1 [n5 L7 +nils + n3L3]

D—2
2

+ > ! ¥+Z !

272 272 272 272 272 272
n1,m2,mz=1 [n3 L3 + nils + nyL3] n1,n2,n3=1 [n3 L7 + nyLs + niL3)

(3.121)

ou, resumidamente

3 00
D — 2 |€ijk|
6E; (—2 ,Ll,LQ,L3) =y > = (3.122)

2712 2712 2712
gt mumams=1 [MTL7 +n3L5 +ngLy

com €;j; o simbolo de Levi-Civita. Usando a equacao (3.107) e calculando detalhada-

mente, chegamos a uma expressao que pode ser reescrita da seguinte forma:
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D—9 2 3
6E; (T;Ll,LQ,L?,) = Z X;l&( Lz,L>

=1 j=1

_ 2 3
D — 4/ D -3
2 E s L, Lj ——— W3 | ——; Ly, Ly, L
+\/_ 2 ZZ 2( 9 ) )_‘_F(E) 3 2 y L1y L2, 43 )
i+1 2
(3.123)
CcOom
D—3

%(? Ll,LZ,Lg)z SOy l

5 172
ning,n3=1 i=1 ~° L; |:<Z .7 L2n2> _ L?n?]

J=1"3""]
) 1/2
x Kpa | = [(Z L§n§) - LGZ]
% =1
(3.124)
A funcao Fs é conhecida:
D—m 1 1 1
E i Ly, L —= D —
2( 5 2) 1 {L{j_m +L2D_m] ¢( m)
vl (55 { L L ]
+ T (D= = 1| (D —m—1)
4 T (557) LLLy™ ™ LeLy ™™
NZ3 (D —m—1
+ =W | ——— L1, L2 | ; (3.125)
r(%") 2

em nosso caso com m = 2,3 e Wy dado por (3.110). Introduzindo (3.123) em (3.119)

e usando (3.125), obtemos as corre¢oes do parametro a(7):
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() = aolT ~ T + bg llp (%) (D -2) i # + 4777 i i W, (¥; L. LJ)

3 , ,
=1 =1 j=i+1
Vi (D=3 2 1 27 |eijk] o= o D-4
e\ ZZ LD3 Tt T3 L, ZZ Wa gtk
=1 j=i+1 I =1 j=i+1
D

+%r (T_ZL) ¢(D — 4) ‘E“’“l ;;Z;( N Llezp_4> + 8?% (D2_3;L1,L2,L3)] .
(3.126)

Estudemos o caso D = 3, como antes temos duas singularidades do tipo %, mas elas

se cancelam. Para ver isto, usamos (3.112) e ((0) = 1/2, I'(1/2) = /7, T'(—1/2) =

—2+/m, ((—1) = —1/12. Fazendo as simplificagoes correspondentes, obtemos:

b e 1 L;
T) = ao|T — Tog) + 203" = .
alT) = ol — Tea] + 5o EL 144Z Z €ise] (L L I, Lk>

=1 j=i+1
S I S D) AR
> iy N 2\ y Ligy Lig
3 —1 j=it1 Gﬁ Ly, i=1 j=it1
2b
+ — 31 Wg(o; Ll,LQ,Lg). (3127)

E possivel encontrar uma expressao em funcao do volume dos graos, sempre que
sejam cubos. Assim, L = Ly = Ly = L = V3, com V o volume. Portanto, fazendo

as mudancas necessarias, a nova temperatura critica T, é:

b 9 48 > >

3a m

ni,na=1 ni,nz2,n3=1
12 O em2tmns bC
S R (3.12)
7T a1 N2 24V 5 ay
com
970 8 < - 1 12 K e Zmmme
Oy =1+ Ko (2 K (2 2 4 2 ) -
3 p 71' nl%::1 0( 7TTL17L2> + . 7;3:1 0 7TTl3(77,1 -+ n2) -+ T nl%::1 o

(3.129)
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e, portanto, o volume minimo na qual a transicao acontece é:

bCs \°
. = _— . .1
Vain (2 4Tcoa0) (3.130)

Os efeitos de tamanho finito na criticalidade sdo obtidos nos trés casos ao obter a
curva critica 7.(\), onde A = L no caso de filmes, A = v/A no caso de fios e A = V1/3

no caso de graos. No caso d = 1 obtemos que T,(1/L) é:

10

Figura 3.1: Grafico T, em funcéo de 1/L parab=1e T.,9 = 10

os graficos T,(1/v/A) e T,(1/V/3) tem o mesmo comportamento linear. Vemos em
todos a existéncia de um tamnho minimo abaixo do qual nao acontece transicao de
fase. Os efeitos de tamanho finito deixam de ser relevantes no limite A\ — oo, o que
corresponde ao limite sem compactificacao espacial. Sendo rigurosos o limite sem com-
pactificacao deveria obter-se como uma inversao da prescricao de topologias toroidais,

por simplicidade e questoes de tempo somemente consideraremos o limite L; — oo nas
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equacoes, permanecendo em abertos se os dois limites coincidem.

Este capitulo consider sistematicamente as correcoes num loop da teoria por um
tratamento perturbativo via o potencial efetivo. Em particular, os efeitos de tamanho
finito foram introduzidos nas corre¢oes do parametro a(7'), entanto que a tempera-
tura foi introduzida no termo “nu” via a aproximacao linear de Ginzburg-Landau no
limite sem compactificagdo. As correcoes nesse caso nao mudam o carater linear do
termo a(T'), mas diminuem a temperatura critica. A aproximagado de Landau nao é
a Unica forma de introduzir temperatura, tendo em conta que o formalismo em topo-
logias toroidais é uma generalizacao da prescricao de Matsubara, no seguinte capitulo

introduziremos temperatura atraves desta prescrigao.
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Capitulo

Teoria quantica de campos em topologias

toroidais

Estudamos na seccao 4.1 o caso sem dimensoes espaciais compactificadas; entretanto,
a seccao 4.2 aplica o método no caso de um supercondutor em presenca de campo
magnético externo constante para o caso de comapactificacao da temperatura e de
uma coordenada espacial, obtendo o diagrama de fase que caracteriza a criticalidade

do sistema.

4.1 Introducao da temperatura no formalismo de
Matsubara

Até aqui, somente consideramos a temperatura como um parametro externo de nosso
modelo, introduzido em conexao daquela aproximacao de campo médio, sendo esta a
mais simples que fornece uma descricao qualitativa do fenomeno de transicao de fase de
segunda ordem. Temperatura é, em realidade, um parametro bem definido relacionado
com a designacao de probabilidades aos microestados possiveis de uma multitude de

estados equivalentes que conformam o sistema macroscépico em questao. A designa-
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¢ao de probabilidades iguais aos estados acessiveis do sistema garante a prevaléncia do
equilibrio termodinamico. S6 tem sentido falar de temperatura do sistema no equilibrio

ou em relacao a este; formulacao que, em geral, exclui a consideragao do tempo.

Tempo e espago sao duas quantidades relacionadas (embora independentes) na con-
formacao de uma tunica estrutura a qual pode referir-se como espaco-tempo. O forma-
lismo de Matsubara de tempo imaginario é uma forma consistente de introdugao de
temperatura em teoria de campos (ver inicio de sec¢ao 1.4), e sua generalizagao coloca
temperatura e coordenadas espaciais compactificadas ao mesmo nivel, de fato, o para-
metro # = 1/T (com T a temperatura) pode ser considerado como o comprimento de
uma das coordenadas compactificadas em (3.93), o que significa que em (3.66) e (3.67)
consideramos L, = (3. Isto nao significa que a equivaléncia entre tempo imaginario e
inverso da temperatura tenha um sentido profundo: a acao na integral de caminho e
a fungao de particao “sumam” sobre todas as possiveis configuracoes da mesma forma,

salvo uma rotacao de Wick no argumento da exponencial.

4.1.1 d =1, Introducao da temperatura sem dimensoes espa-

ciais compactificadas

A férmula (3.95) é uma generalizacao do método de Matsubara de introdugao de tem-
peratura, aplicado a compactificagdo de coordenadas espaciais. Para o caso de Mat-
subara, de acordo com a interpretacao de que temperatura e coordenadas estejam no
mesmo marco, suporemos que sao idénticas, com a diferenca de que o comprimento L
da dimensao espacial compactificada corresponderia ao parametro § = 1/7, e sem o

termo linear correspondente ao termo de Ginzburg-Landau. Assim, temos:

N

a(T) = ap + ﬁ Z (aQn(ﬁT)> Kp_, <a (T)nﬁ) . (4.1)



Aqui, ag é um parametro sem aparente significacao fisica; porém, sua forma serd
vital para tentar reproduzir as caracteristicas essenciais do parametro a(7") envolvido
na férmula (2.5), que distingue a fase na qual se encontra o sistema em questao. Nossa
primeira tentativa serd considera-lo como uma constante, com a temperatura introdu-
zida dentro das “corregoes”. Na temperatura critica, o valor de ag deve ser tal que
a(T,) = 0. E obvio que nossas consideragoes sé terao significancia na fase simétrica
T — T.F (na fase antissimétrica o argumento da func¢ao de Bessel em (4.1) é imaginario

puro). No caso D = 4, usando (3.104), para T — T.", obtemos:

b D 1 b

Portanto, a(T") satisfaz a seguinte equagao:

a(T) = —%Tf + (22)2 ; <%6T)) K, <a%(T)nﬁ) . (4.3)

Esta é um tipo de equagao de gap cuja solucao dificilmente pode ser encontrada
usando métodos analiticos, mas um estudo de seu comportamento é possivel perto da

temperatura critica. Para ver isto, consideremos a derivada de (4.3):

da(T) b | d [Ta2(T) a(T)an\ Ta(T)z d a(T)zn
dr :4_7T2n1{d_T< " )Kl< T )+ " d_T(Kl( T ))}
(

Utilizando a regra da cadeia e a propriedade

CR(2) = TE(e) — o), (45)

obtemos:

da(T) b = [da(T) T az(T)n\  a(T) az(T)n\ 1da az(T)n
dT :(27r)2;{ dT naé(T)Kl( >+ K2< )___K2<

o6




Analisemos o comportamento desta expressao para T — T.5, o que implica um
estudo das fungoes K, (z) para z — 0. Aquela expressao assintética (3.104) nao serd
de utilidade neste caso, ja que nao se pode desprezar a contribuigao dos outros termos.
Para ver isso, usemos uma expressao mais exata em z — 0:

v—1 v+2k

l\D|’—‘

> L G () B e )

+(_21)n§k<u1+k ()" (Z Z ) 47

Nos casos de interesse, os unicos termos com contribuicao diferente de zero serao:

1 =z z z
2 1

Fazendo z = na2(T)/T, e usando as expressoes anteriores em (4.6) chegamos &

seguinte equacao:

@
dr

= —c (4.10)

Tendo em conta que

lim In (naé(T)) = —00, (4.11)

T—T+

obtemos

. da(T)
1
Tlr;lﬁ dr

= 0. (4.12)

Tentemos ir ainda mais longe, calculemos a segunda derivada de a(7') a partir de

(4.6), e usando:
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diz Kolz) = —2Kal2) ~ Ko (2), (4.13)

obtemos, depois de um longo calculo:

2a(T) b d?a T az(T)n\  a(T) a2 (T)n
T2 4W22{dT2na2(T)Kl< T )+ T2 KQ( T )

. na’ (T) s <aé(T)n> ~ nax(T) da(T) s (ﬁ(g)n)

T3 T

1 d2a(T) az(T)n n 1 (da(T)\? az(T)n
g () b () ()

Usando o par de equagoes (4.8), para calcular o limite 7' — T. e (4.12), depois de

simplificar, obtemos:

> naz(T) b — 1 da(T)\*
T (872) ;{ ( >+%H :4W2;4G(T)( AT ) - (419)

Considerando (4.10), podemos reescrever a equagao anterior da seguinte maneira:

d*a(T)
d1?

2 o iy
dda:g) = (4:)2 ; 3 » — 3 (4.16)
S ERT e )
ja que 1
Jim_a}(T)In (%) — 0 (4.17)
encontramos que
im0 _ (4.18)

T—>TC+ dT2
A solucao a(T') da equagao (4.3) ndo pode ser aproximada linearmente para 1" — T,

(como se demonstra, a primeira derivada de a(T) em T, é nula), sendo assim que ela
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nao recupera a aproximacao de Landau neste limite. Isto é razodvel no caso que de-
sejemos uma solugao de a(7') mais realista; de fato, a aproximacao de Landau fornece
s6 uma descrigao qualitativa do fenomeno de transicao de fase, o que significa que a
solugao real de a(T") ndo tem porque corresponder em algum limite com a aproximagao
de Landau. A causa disto é que a expressao (4.3) é recorrente em a(7'); implicando
que, se existir sua solucdo, esta vai além de um célculo a um loop (aqui implicitamente
estamos fazendo a suposicao de que a aproximacao a um loop esta ligada com a apro-

ximacao de Landau).

Um parametro a(7") linear implica que o expoente critico associado com o compri-
mento de coerencia v seja 1/2, o qual nao é o valor real. De acordo com as propriedades
que a solucao a(T") (inferidas a partir de (4.3) e que devem ser satisfeitas perto de Tt.)

deve ter, uma possivel forma funcional seria:

a(T — T,) < |T —T|*, l<p<?, (4.19)

com a primeira derivada tendendo a 0 em 7 e a segunda derivada tendendo a infinito.

Teriamos que encontrar uma relagao entre o expoente p e o expoente critico v, que
depende da dimensionalidade do sistema e do niimero de componentes que o campo
tenha. Nao tentaremos esta comparacao e sim um possivel cdlculo numérico do para-
metro p usando o programa MATHEMATICA para calcular a(T") a partir da férmula
(4.3) até n = 10000, 7. = 10 e b = 1 (figura 4.1). De acordo com estes valores, a

melhor funcao que os aproxima é:

a(T) = 3,53677(T — 10)19%18 (4.20)

Embora o comportamento obtido nao tenha nenhuma ligacao aparente com a apro-

ximagao de Landau (caracteristica desejavel), nossa teoria deveria conter tal aproxi-
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a(T)

0.0001 -
0.00008 -
0.00006 -
0.00004 - -

L ..o°..
0.00002 - o

[ 0®® oot ’

o, ° .\ : . . I . . I . . I . T
10.001 10.002 10.003 10.004

Figura 4.1: Célculo numérico de a(T') para 100 valores de temperatura T € (10,0005; 10, 0049)

magao para o caso de um calculo sé a 1 loop. Porém, tal calculo presenta complicagoes

neste caso. Para ver isto, a um loop a equacao (4.1) modifica-se da seguinte forma:

D_y
b 00 a1/2 2
T) = @0+ s 3 ) Ko <a(1)/2nﬁ) . (4.21)
n=1

Se ap > 0, entao, ja que K,(z) > 0 para z > 0, vemos que a(7") nao se anula para
nenhum valor de 7. Em contrapartida, se ay < 0, o argumento da fungao K, seria
imagindrio puro e a mesma fungao a(7") seria uma funcdo a valores complexos: uma
hipdtese nao contida nas formulacoes convencionais. Como veremos adiante, sob certas

condicoes especificas, este célculo é possivel para o caso supercondutor.
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4.2 Aplicacoes na supercondutividade

4.2.1 Introducao da temperatura a Matsubara para o caso

supercondutor a 1 loop e uma dimensao compactificada

As descrigoes feitas anteriormente sao, em principio, também vélidas quando aplica-
das a supercondutores perto da fase critica. Porém, algumas mudancas devem ser
efetuadas, tanto no significado fisico dos conceitos usados nesta teoria de transicao de
segunda ordem, como na estrutura mesma de nossas equagoes: por exemplo, pensando
na significacao fisica, o parametro de ordem interpreta-se como uma fun¢ao em in-
trinseca conexao com a fun¢ao de onda dos pares de Cooper, caracterizando o estado
supercondutor. Do ponto de vista da forma estrutural, o campo magnético nao é, neste
caso, um campo externo acoplado simplesmente ao parametro de ordem, na realidade
passa a formar parte dos graus de liberdade de nosso sistema e, em termos exatos,
sua flutuagoes devem ser consideradas dentro da teoria. Numa primeira aproximacao,
poderiamos ignorar tais flutuacoes e encarar o campo magnético como um ente externo
do sistema, mas, ainda assim, tem como principal consequéncia a mudanca das propri-
edades do espaco. Neste contexto, pode-se verificar que a densidade hamiltoniana do

supercondutor num campo magnético externo constante descrito pelo potencial vetor

—

A(F) é dada por [25]

— - * E3 b *
/dDI"H = /dDr (DLSO Dr +aop"p + (@ 90)2) : (4.22)

; ! .
onde ¢ ¢é agora um campo escalar complexo, D, = 55 — ieA

= 3.0 4, € a carga do eléctron,

—

e = (r1,29, -+ ,zp). O termo que corresponde a teoria livre pode ser escrito da

seguinte forma:
/de' (DL(p*D“gp + app*p) = —/dDFgo*D<p. (4.23)
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Isto pode comprovar-se facilmente integrando por partes os termos p* que sao deri-
vados e, como sempre, desprezando os termos de fronteira. Supondo D = 3, a seguinte
escolha do calibre /T(F) = xB) faz com que o campo magnético seja B = B2. Definindo

w = eB e generalizando ao caso D-dimensional, obtemos:

0
D=V?— inxla—@ — w?r? — ag. (4.24)

O operador D com condicoes de contorno adequadas sobre os elementos de seu
dominio definem um problema de Sturm-Liouville Dy = — FE1), o qual, de ter associado
como solu¢ao um conjunto ortonormal completo de autofungoes, define o propagador

da teoria livre ou funcao de Green do sistema:

GFET) =) M (4.25)
a qual satisfaz:

DG(F,T) = —6(F — F). (4.26)

Formalmente, pode-se verificar (ver apéndice B) que tal conjunto ortonormal com-

pleto existe, e é dado por

= w1/4 iq.Z iwkx _wle=k)?
Yukg(T) = W@ 4z giwkes = H,; (\/c_u(xl — k)) , (4.27)
com [ =0,1,2,--- ,d € RP2 keR, Z= (x3-,rp) e H(z) os polinomios de

Hermite. Os autovalores associados a este conjunto ortonormal completo sao

Eg=w(2l+1)+q§ + ao, (4.28)

onde os “estados’caraterizados pelo nimero [ sao os conhecidos niveis de Landau. As-

sim, de acordo com (4.25), o propagador do sistema seria
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dP=%q wdk §(T
G(F, Z/ q w ¢lkq( )T/Jl,i,q( ) 7 (4.29)
2m)P=2 21 21+ 1w+ G2+ ap
que se pode reescrever como
D-—
F Z / A4 wdk [ W2 G k(e 2 [0 -]
nr 2m)P=2 21 | (24!\/T)

(2l + 1w+ G2 + ag

Nosso interesse no propagador estd em que este, no espaco dos momenta, fornece as
corregoes ao parametro (7). Porém, trabalhar com esta expressao é dificil, j4 que nao é
invariante translacional, dificultando a procura do propagador no espaco dos momenta.
Na realidade, a funcao de Green associada a D é tinica, salvo transformagoes de calibre
A(F) — A(F) + VO(F). O campo escalar ¢ ante tal transformacio muda por uma fase

o(F) — €@ () e, portanto, o propagador sofre a seguinte modificacio:

GEF) = (O [ (¢ Dp(E)) , (/)] 10) = “CONDGE ). (431)

Serd que existe uma funcio 0(F) que fez a G(F,T') ser invariante translacional?

Seguindo a andlise feita em [26], tal fungao existe e é

/ /
o(F) = —me, o(F) = —wag. (4.32)
Verifiquemos se tal afirmacao é certa, inserindo (4.32) em (4.31), temos
G(F, 1) = e 2@t m)G(F 7). (4.33)

Usando agora (4.30), obtemos
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o0 D-2g 1/2 , / 142
oG Z/ d wdk | W'/ eia_(z,zz)ezw(wz—xz){k—%}e_g[(xl_kﬁ—(xg—k)?]
= 2m)P- 2 27 | (21! /T)

_ / _
BBl =) 1Bl =) )
(21 4+ Dw + G% + ag
Fazendo a mudanca de varidvel k = k — xl;mll, a qual redefine as varidveis
T —x] -
L e (4.35)
_ ! _
x’l—k:—{ml 2x1+k}, (4.36)

temos:

G, i/ dP2q wdk | w!/? ei(‘j-(ii’)eiwk(mg:):’2)6_;{(96129;/1_1{:)2_(0%%4_16)2

= 2m)P=2 2 | (2U!\/7)

(a5 -0) (o (- [25 +1])

(2l + Dw+G% +ag

(4.37)

Por 1ltimo, simplificando o argumento da terceira exponencial, obtemos

D2z 1/2
a Z/ dP2q wdk [ wY (i (E-) iwR(a2—a) 2 [(21-a)?+4%%]
2m)P=2 2 | (24!\/)
i (Ve (25 —F)) i (V6 (- [25% +7]))
X

(2l + 1w + G2 + ag

(4.38)

Claramente a ultima expressao é invariante sob translagoes espaciais G(r,1")

a(f‘ —1’) e, portanto, permite separar o propagador original numa parte invariante

translacional e outra nao-invariante translacional,
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dPk ik-(F—7) (10
(27T)Dek( )G(k,w), (4.39)

G(I—:’I—:/> _ ei%(wﬁrazl T~k @( ) _ ei;(x1+x’1)(x2x’2)/

com G(K,w) a transformada de Fourier de G(F — T). Fazendo a mudanca de varigvel

z = y/wdk e considerando T = 7', obtemos:

47K o dP-2q | °dr
G(F,T) = - Hy(—
(£,F) /(QW)D k,w) QWZ/ 2m)D- 2 20+ Dw + ¢ +a0/ (=2

(4.40)
Ja que, devido a que todos os polinomios de Hermite sao simétricos ou nao simé-

tricos, para todo [ temos que:

/_OO %ezzm(—z)}[l(—z) _ /_OO %ezzﬂl(z)ﬂl(z) 1, (4.41)

entao:

dPk ~ - w = [ dP2q 1
k.w) = — E . .
/ ) = 5 / @mP @+ Do+ @ + a (4.42)

Isto implica

oo
w

G(K,w) = 276 (k)6 (ko) 4.43
' 2; 20+ Dw+ K2 +ay (4.43)

com k? = k? + k2 + g2

Uma vez com a forma do propagador no espaco dos momenta, podemos generalizar o
célculo do parametro a(7") do caso ferromagnético a nosso caso. A 1 loop, as conhecidas

correcoes tipo “tadpole” do parametro a seriam

b d’q 1 b d’q ~
_ b ot ? G.w). 4.44
a=ao+ 9 / 2m)2 G + ao ao + / G(d,w) ( )
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Prestando atengao a (4.42), vemos que a generalizacao correspondente a nosso caso

[©N

dP—2q w

= : 4.45
Tt Z/ 27TD22l+ Dw + 2+ ag (4.45)

E interessante notar que a integragdo nas D — 2 dimensdes (em vez de nas D di-

mensdes totais), entende-se como uma integragdo no subespago no qual o propagador
continua conservando sua invariancia translacional; questao vital, j& que somente para
estes casos € que tem sentido aplicar as regras de Feynman para o calculo perturbativo.
A perda da propriedade do sistema de ser invariante translacional acontece nos mais
simples casos do magnetismo classico: uma particula carregada num campo magnético
aplicado na direcao fixa Z nao é afetada pela presenca do campo sempre que seu mo-

vimento seja em direcao paralela ao eixo Z.

Como introduzir temperatura na equagao (4.45)7 Tentemos com a sugestao descar-
tada no final da secao anterior, a Matsubara, somente a um loop. Como analisamos,
a unica possibilidade é que ag, seja negativo, ag = —ag, para algum ar € RT. Aqui o
procedimento de renormalizacao serda o mesmo que no capitulo anterior resultando em

funcoes de Bessel do tipo K; portanto, o procedimento serd valido sempre que

(2l +1)w —agr > 0, VoL (4.46)

Esta condicao é satisfeita para o caso em que w > ar. Compactifiquemos duas coor-
denadas das D — 2 possiveis. Uma correspondera a temperatura, outra a coordenada
espacial associada a direcao paralela ao campo magnético. Por propdsitos de generali-
dade, introduzimos também potencial quimico i da forma usual em temperatura finita

[13]. Assim, a prescrigao de Matsubara generalizada, serd
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dq, 1 2n,m .
g_)527 qT—>ﬁ—W7
dq, [ 2N,
o 7 > T (4.47)
Introduzindo esta prescrigao em (4.45), obtemos
b W = — dP—*q 1
T)=— ——
R I DD Dl B
=0 ng=—00 Ny=—00 q° + # + TT -] +a
(4.48)
com q; = (2l + 1)w — ag.
Redefinindo alguns dos parametros da seguinte forma:
1 1
¢ =27q, ;0 = T ;g = B (Mg =MN1 ;N =Ny ;¢ = 4(% S ng (4.49)
obtemos

bwa1a2 / -1 1
a(T) = d .
( ) ;rnz—oo nzz—oo /2 + & nl + Od% (nQ + 19)2 + 012
(4.50)

A tltima integral é a mesma que em (3.72) no caso I(1); substituindo este resultado,

obtemos

b o0 o oo D—4 D_4
D) = ot S S5 a0 ) (12 254,

=0 n1=—00ng=—00
(4.51)

a qual pode-se reescrever
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bwm T 3 2 D -4
a(T) = —agr + WF <1 - —> ZZ : (1 - ;af, 0350, 79) (4.52)

2
C ~ . . 7 .
com Z,' uma fungao zeta de Epstein-Hurwitz, a qual é definida como

2 D—4 1
Z (1- 2 ataton) - 3 % =
np=—00 Ng=—00 (Oé nl + 052 (712 + 19) + Cl)
(4.53)

O tratamento efetuado para a funcao A;Q(V, «;) em (3.77) pode generalizar-se para
fungoes zeta do tipo Epstein-Hurwitz (ver apéndice C), admitindo uma extensao em

todo o plano complexo:

D—4 4—D %) D
T L SIS W ) Rt Al G S <1 R Z my

2 2 ni=1
52 1
TNoC
+ZCOS 27m219)( 2) K4D( 2 Z)
1 o5} 2 %)
4—D

00 n% n% 1/2\ 2 n% n% 1/2
+2 nlnz21 cos(2mnatt) (a_% + &—%) Kap | 2m¢; (a—% + a—%)

A funcao gama do denominador é cancelada pela funcao gama do segundo termo

(4.54)

de a(T') em (4.52) quando fazemos a substitu¢ao. Entretanto, a fungao I' (4 — D)/2)
CQ .
é singular para D > 4; portanto, como de costume, renormalizamos a Z,' subtraindo

seu primeiro termo. Com estas modificacoes, e voltando as varidveis originais, obtemos
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bw - D—4 = 4-D
a(T) =—ar+ (dr)? Z |c] > [Z (nyL) 2 K% (2mny¢ L)
=0 n1=1
[e's) 4
Mo\ N2\ 2z 2TNaC
o 3 o () () 7 a2
no=
4—D
= Nap 272 N VR 272, M 2
+2 nanFlcosh (T) (nlL + ﬁ) K% 2mq <n1L + 772)

(4.55)

ar €, em principio, uma constante positiva arbitraria, que pode servir para deixar os

parametros de nosso modelo adimensionais (em unidades naturais). Se definirmos

T 2 W w
tzl—/z; )\ZCL}{/ L; 7= e 5:a_> (4.56)
CLR aR R

e dividindo (4.55) por ag, chegamos a

D—4

of) _ oy, LW i i(v(%zy‘s_l)?fcw <n1m/(2l+1)5—1)
1=0 ! ’

ag (2m) 72 (dm)? = | &

= noy\ [t/ (20+1)0 — 1 T ng
-3 (1) (VO Koo (2@ T-1)
- 12\ 7 12
% (20+1)5—1 [ oy M
49 cosh (P20 [ (202 Koo [ |[20+1)6— 1] (n2r2 4+ 2
n1,71221 < t ) n%)\Q + 7;_22 ’ 1 £

(4.57)

A condicdo w > apr implica 6 > 1, para que o nosso cédlculo tenha sentido. A
ultima expressao nao é estritamente adimensional, ja que nao fizemos a correspondente
mudanga da constante de acoplamento b. Mas, para o casso de nosso interesse (D = 4),

ela é por si s6 adimensional. A expressao pode reescrever-se da seguinte maneira:
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a(T)

aR

= 1+ K(t\7,0). (4.58)

Portanto, na criticalidade (a(7.)) teremos

K (te, A7, 0) = 1. (4.59)

A relacgao anterior se simplifica para o caso D = 4, sendo escrita como

[ee]

b > \/— > No7y N9
1_(47)2;{ :1K0 (nl)\ (2z+1)5—1> + Zcosh( ; )KO (tc (2l+1)6—1)
00 ngy
2 h
+ Z cos ( i

ni,n2=1

no=1

) K, ({[(2[ +1)6 — 1] (n?A2 + ;’—f)] 1/2) } : (4.60)

Uma tltima restricao, aplicada sobre o potencial quimico v, deve ser considerada no

estudo desta equacao para t. — 0. Para tal caso, teremos que os produtos de cossenos
hiperbdlicos e as fun¢oes K possuem o seguinte comportamento assintético em ¢, — 0

(argumento tendendo a infinito)

w0 t v,
cosh (nw) Ky (@ (20 +1)6 — 1) ~ & Ml e e (2+1)5-1
te z 2\ 2ny/(20 + 1)0 — 1

(4.61)
que é convergente quando
v<+(204+1)6 -1, (4.62)
o que estritamente acontece, para todo [, sempre que
v <Vé—1 (4.63)
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Fixando os valores dos parametros: campo magnético § = 100, constante de acopla-
mento b = 1, para quatro valores de potencial quimico v ({v = 0; delgado},{~ = 3; del-
gado tracejado},{y = 6, grosso},{y = 9; grosso tracejado}), a partir da equacao (4.60),
obtemos o grafico de temperatura critica ¢, em fungao do inverso do comprimento re-
duzido 1/X (sendo todas as somas truncadas para [ = n; = ny = 15) apresentado na
figura 4.2.

Vemos como o grafico delgado (v = 0) na (figura 4.2) é simétrico com respeito a
troca dos eixos t. e 1/), enquanto que a presenga de potencial quimico 7 faz com que
essa simetria seja perdida. Mas todos os graficos tém associada a mesma quantidade
1/\ ~ 11,7612 quando t. — 0. Tal valor do inverso do comprimento reduzido é
maximo, o que implica a existéncia de um minimo comprimento do sistema L,,
atingido quando t. — 0, sendo independente do potencial quimico.

Fixemos nossa atengdo sé no caso v = 0, para 1/\ pequeno (o que significa A
grande): temos que a temperatura critica é independente do comprimento A do sistema
(ver figura(4.2)), tomando o valor constante t.o = 11,7612. Fisicamente, isto implica
que, para uma espessura do filme o suficientemente grande, nao vemos nenhum efeito
de tamanho finito sobre o filme supercondutor.

A diminuicao da temperatura critica ao diminuir a espessura do filme é também
uma carateristica qualitativa de todos os filmes supercondutores comprovada por ex-
periéncias [27], [28], levando a existéncia de um comprimento minimo, abaixo do qual
nao acontece a transicao supercondutora.

Nossa tentativa inicial de ignorar as flutuacées do campo magnético numa primeira
aproximacao, restringe-nos de inserir o campo magnético em nosso estudo da criticali-
dade a partir da equagao (4.60); de fato, no limite A — oo, tomando o comportamento
assintético da fungao de Bessel Ky no primeiro e terceiro termo (Ky(z) ~ \/ge_z para
z — 00), vemos que estes sdo despreziveis com respeito ao segundo termo. O estudo

da criticalidade limita-se entao a
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Figura 4.2: Gréfico t. em funcao de 1/ para diferentes v ({y = 0; delgado},{y = 3; delgado tracejado
+{v = 6, grosso},{y = 9; grosso tracejado}) e 6 = 100.
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3 ( (20 + 1)0 — 1). (4.64)

lOn21

Aqui, como em (4.60), podemos analisar os valores de ¢ e t. que satisfazem a igualdade.
O resultado obtido (para b = 1) é que a temperatura critica decresce conforme aumenta
o campo magnético e, a partir de 6 ~ 30, a temperatura critica volta a aumentar (figura
4.3). Isto nao corresponde com a experiéncia, ja que campos magnéticos maiores que um
campo critico destroem a supercondutividade (embora, campos menores que o critico
afetem a temperatura critica diminuindo-a [2]). Porém, a equacao (4.64) fornece o
valor de temperatura t.o (no caso 6 = 100, obtemos o valor ¢, = 11,7612).

Sendo o campo magnético externo H e a temperatura T, dados experimentais (em
nosso modelo expressos em unidades naturais), em principio poderiam fornecer alguma
informacao sobre aquele parametro ar, dando seu melhor valor que se ajusta com a

experiéncia. Assim, o possivel valor de ar seria obtido da solucao da seguinte equacao:

2l + )(.d — GR) s (465)

an = ZZKU(

onde w, T,y e b sdo conhecidos. Portanto, inserindo este valor ag na equagao (4.60)
com o comprimento de filme L como dado experimental, poderiamos encontrar a nova

temperatura critica da solucao da seguinte equacao:

aR :(f:)Q i {i K, (Lnl\/(Ql + 1w — aR> Z K, < 2l + 1w — aR>

=0 (n=1 ng=1

+2 fif@(hm+1w—aﬂ(ﬁﬁ+ggﬂuj}. (4.66)

ni,na2=1

As unidades de ap sdo as mesmas que as unidades de w, as quais sao

1] frempo] M
[tempo]?  [L] [tempo]

lar] = [w] = [€][B] = [M] = [M]*, (4.67)
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Figura 4.3: Grafico de t. em funcéo de § parab=1¢e A — oc.
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onde [M],[L] e [tempo] sdo as unidades de massa, comprimento e tempo, respectiva-
mente. Alem disso, [L] = [tempo] = [M]~! em unidades naturais, o que implica que as
quantidades t e A definidas em (4.56) sdo realmente adimensionais em unidades natu-

rais.

Por 1ltimo, estudemos a ligacao de nosso modelo com a teoria de Ginzburg-Landau
para os casos sem correcoes de tamanho finito. Fazendo o limite ¢ — ¢., vemos que
uma aproximagao linear da curva a(t) = a(t)/ag é possivel. No caso A — oo, 86 temos

que derivar em relagao de t a seguinte expressao:

at) = —1+ <4b7f>2 Y3 K (% 20+ 1)6— 1) , (4.68)

e calcula-la em t = t.,y. Para o caso com efeitos de tamanho finito, temos que derivar

também em relacdo a t a seguinte equacao (y = 0):

) =—1+ (4[’:)2 i {i o (nlm/(Qz 1) — 1) + i Ko (%/(25 T 1)5 - 1)

=0

+2 i K ([[(21 +1)6 — 1] (nw + 7;—2%)] 1/2) } : (4.69)

ni,na=1

n=1 no=1

e calcular na correspondente t = t.; nos dois casos, a aproximag¢ao de Landau é dada

por

- (5] o= [ () sfi om

onde ag é uma constante que depende da temperatura critica em questao (ver as incli-
nagoes das retas (figura 4.4)). Para o caso § = 100, com os valores sem compactificagao
de t.o = 11,7612, e com compactificacao os valores t. = 2,62027 e A = 0,08696, obte-

mos os graficos correspondentes a(t)/ar em fungao de t (figura 4.4). O comprimento
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Figura 4.4: Graficos de a(t)/ar em fungdo de ¢ com § = 100 para t. = 2,62027, A = 0,08696
(izquerda); e t.o = 11,7612 (direita). As retas a tragos sdo as correspondes aproxomagoes lineais em

le

do A filme nao sé altera o valor de t., também altera a “constante’ag.

Como vimos na secgao anterior, a temperatura critica de filmes supercondutores
decresce ao diminuir a espessura do filme. Na literatura, nao existe acordo entre as
possiveis causas de tal fenomeno, havendo diferentes hipéteses que tentam explicar esta
supressao [28],[27]; algumas de natureza microscépica. Em particular, T, é uma quan-
tidade que ¢ diferente em filmes de diferente composicao. Entao, cabe aqui perguntar:
sera esta supressao da temperatura com relacao a espessura do filme um fenémeno

universal?.

Neste sentido, nossa descricao em nenhum momento involucra algum aspeito mi-
croscopico da supercondutividade, sendo uma descricao universal. Porém, uma com-

paracao entre teoria e experimento torna-se necessaria, implicando uma conexao com
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quantidades fisicas microscépicas. As referencias [29] e [30] sdo também estudos do tipo
universal, mas feitos no contexto da teoria de Ginzburg-Landau (3.48). O método de
comparagao tedrico-experimental deve ser semelhante ao destas referéncias, mas pre-
cisamos dos dados referentes ao campo magnético externo. [28] é a unica referencia
que faz mencao a valores de campo magnético externo H, nosso modelo depende do
campo magnético B; assim, é necessario conhecer as relagoes constitutivas do mate-
rial supercondutor. Por questoes de tempo, nao tentaremos semelhante analise neste
momento, permanecendo também em aberto o procedimento indicado para introduzir
no modelo as quantidades fisicas relevantes em unidades do sistema internacional de

unidades, para comparacoes diretas com dados experimentais.
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Capitulo

Conclusoes

A aproximacao de Landau pode ser considerada como a primeira aproximagao possi-
vel que contenha as carateristicas qualitativas de uma transicao de fase de segunda
ordem. Sendo uma teoria fenomenolégica, se encontra em intrinseca conexao com a
aproximacao de campo médio, a qual é a aproximacao mais simples possivel que parte
do ponto de vista microscopico, ignorando as flutuagoes microscépicas do sistema. Es-
tabelecendo como hipdtese que as duas aproximagoes sao equivalentes, a aproximacao

de Landau ignora as flutuagoes estatisticas microscopicas.

No caso ferromagnético demonstra-se experimentalmente que as flutuacoes estatisti-
cas sao relevantes; mostrando, ao se comparar teoria e experimento, que a aproximacao
de Landau é uma grosseira estimativa do comportamento critico do sistema. O caso
supercondutor ¢ muito particular, ja que aqui, a aproximagao de Landau concorda
(na criticalidade) excelentemente com os dados experimentais. De fato, Gorkov [§]
demonstrou que a teoria microscopica BCS, em sua forma convencional, implica a te-
oria fenomenolégica de Ginzburg-Landau [31]. Isto ndo é uma contradigao: de fato,
sO significa que as flutuagoes microscopicas sao verdadeiramente despreziveis no caso

supercondutor. Teoricamente, existe o critério de Landau, o qual diz que as flutuacoes
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sao certamente despreziveis sempre que 7 > 7, onde T = TZ — 1 e 7¢ é uma constante
c

que depende do material supercondutor em questao.

Tipicamente, 7¢ ~ 10~'* para supercondutores tipo I, e 7¢ ~ 10~¢ para super-
condutores tipo II. Em particular, 107 é um dominio de resolucao na medicao da
temperatura, por agora inatingivel com os atuais equipamentos experimentais (existem
também evidéncias de que, neste dominio de temperaturas, a transicao em questao seja
realmente de primeira ordem; porém, para fins praticos, é valido dizer que é de segunda
ordem) e, portanto, pode-se afirmar que a teoria de Ginzburg-Landau é a teoria critica

dos supercondutores.

Cabe aqui a seguinte duvida: Para que calcular as flutuagoes, se sé dariam corregoes
da teoria num grau de resolucao experimental ainda nao existente? Em sua forma cor-
rente, a teoria de Ginzburg-Landau nao considera possiveis efeitos de tamanho finito,
existindo forte evidéncia experimental de mudanca da temperatura critica em filmes
de espessura pequena (quanto mais delgado seja o filme de um tipo de material super-
condutor, menor serd sua temperatura critica). Isto pode ser interpretado da seguinte

forma: é possivel que neste caso as flutuagoes voltem a ser relevantes.

O formalismo de teoria quantica de campos em topologias toroidais é um método
consistente de introducao destes efeitos no potencial efetivo, o qual representa as flu-
tuacoes do sistema na primeira ordem de aproximacao. A “equivaléncia” tamanho
finito-compactificacao com condicoes de contorno periédicas é suposta em materiais
com uma geometria especifica (filmes, fios e graos, sendo as dimensoes pequenas as que
correspondem com a compactificagao) e, no caso de um supercondutor em presenga de
um campo magnético externo, é suposta somente em filmes (em vista da quebra de

simetria translacional que o campo magnético externo fornece). Duas abordagens sdo
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em principio possiveis no caso supercondutor:

1. Introducgao da temperatura a Ginzburg-Landau e compactificacao de uma coor-
denada espacial (5! x R?* com S! a coordenada compactificada). O método ¢é
apresentado a partir da equacao (3.95), e obtém-se uma solugao fechada linear
em T, em fungdo de 1/L (3.101). Ele é aplicado especificamente no caso super-
condutor e comparado com experimentos nas referéncias [29] e [30], obtendo-se
boa concordancia, e predizendo a existéncia de um comprimento minimo abaixo

do qual nao ocorre transicao.

2. Introducao da temperatura a Matsubara e compactificacao de uma coordenada
espacial (8! x 8! x R?, com S' x 8! a temperatura e a dimensdo compactificada).
Embora continue em aberto na equagao (4.60) (com v = 0) a relacdo das quanti-
dades fisicas reduzidas t, A, d, e b em relagao as correspondentes unidades fisicas
no sistema internacional de unidades; obtemos desta equagao, por calculo numé-
rico, o comportamento qualitativo de diminuicao da temperatura critica quando
a espessura do filme decresce (figura 4.2), e a existéncia de um comprimento
minimo abaixo do qual nao acontece transicao. Na figura 4.2, vemos um compor-
tamento em ¢. nao linear em 1/, diferente do tratamento & Ginzburg-Landau
presente em (3.101). Se introduzimos o potencial quimico via a prescrigdo de
Matsubara, obtemos que o comportamento da curva muda para diferentes valo-
res do potencial quimico v (mantendo o campo magnético ¢ constante), mas o

comprimento minimo (na qual ¢, = 0) mantém-se constante ao variar -.

Ja que ignoramos nos calculos das corregoes em (4.45) as préprias flutuagoes do
campo magnético externo, é impropria a insercao deste no estudo da criticali-
dade. De fato, no limite A — 0o (0 que em principio corresponderia ao limite
da teoria original de Ginzburg-Landau), ao resolver numericamente a equagao

(4.64) em 6(t.), ndo obtemos o comportamento critico do campo magnético ob-
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tido experimentalmente [2]. Porém, fixado o campo magnético w (6 = w/ag) e
no limite A — oo, conhecida T,y como dado experimental, a resolucao de (4.65)
permitiria, em principio, conhecer a constante ag. Uma vez encontrada ag (que
tem as mesmas unidades de w), o seguinte passo seria inseri-la em (4.60) com
todas as outras quantidades fisicas em unidades SI e comparar diretamente com
os dados experimentais. Nao conhecemos uma forma consistente de se introduzir

as unidades SI, questao que fica em aberto.

Da figura 4.2, vemos que para A maior que algum )\, temos que . toma o
valor maximo t.y, o que significa que os efeitos de tamanho finito na criticalidade

deixam de ser importantes para espessuras maiores que uma espessura finita \g.

Uma ultima consideragao de carater geral: na figura 4.4, vemos que a forma de a(7)
perto da temperatura critica recupera o comportamento linear que corresponderia a
teoria de Ginzburg-Landau, sendo esta uma descrigao que, além de descrever o limite
linear da teoria, toma em conta os efeitos da extensao espacial finita do sistema nos
aspectos da criticalidade. E uma formulacao que depende intrinsecamente da geometria
do material, continuando em aberto como poderia generalizar-se no caso de geometria

2

gerais. O termo a(7T), corresponde ao temo m? usual em teoria quantica de campos e,

em nosso caso, sua adicao a
1

4!6904(F). (5.1)

Han (Vo). oli)) = 3V(E) - V() + 3al(T)(F) +

descreve o fenémeno de transicao de fase. A procura por a(7) neste trabalho é feita
via correcoes renormalizadas a um loop de um termo “nu”. No caso de Ginzburg-
Landau, este termo “nu”é ao[1" — T,], o qual contém a temperatura. Nas corregoes, é
indiferente introduzir o termo nu ou o préprio a(7), j& que estamos interessados na
criticalidade (T" — T,.) e ambos termos anulam-se, levando ao mesmo resultado. No
caso de topologias toroidais, o termo nu é, em principio, uma constante independente

da temperatura e a introdugao nas corregoes do termo “nu” ou da prépria fungao a(7")
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produz resultados diferentes. Na secao 4.2, trabalhamos com o termo nu nas corregoes,
e pode-se dizer com propriedade que este calculo é a um loop. Porém, na secao 4.1
introduzimos nas corregoes o préprio a(7"), levando a uma equagao recorrente (4.1), a
qual pode-se interpretar como uma equagao com termos em loops de ordens superiores.
Aqui, o interessante é que nao se obtém a aproximacao de Landau em nenhum limite,
mudando os expoentes criticos da teoria. Existem célculos [31] em loops até ordem 5,
dos expoentes criticos na teoria geral ¢*. Guardarao nossos resultados alguma relacao
com aqueles? Mudam os efeitos de tamanho finito do sistema o valor dos expoentes

criticos? Todas estas questoes sugerem uma possivel extensao de nosso trabalho.
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Apéndice A

Equacao (3.83) implica (3.87)

Seja

Ty(t; ;) = —% + < Wt)m B +5 (5—;)] , (A1)

entao (3.83) é idéntica a (3.87) sempre que:

d—m~+1 d—m+2 d

d
L42) Ti(agt) 442" > Y o > Tiagit) - Talo, ;) + -
=1

i1=1 d2=i1+1 Im=tm—1+1
/ )

e 14235 (2
d7m+1 d7m+2 d 7'{'2 7T2
S S S o S(oﬂt)'“S(oﬂt)*"'“dHS(
51 tm i=1

i1=1 d2=i1+1 Im=tm—1+1

+ 29T (o t) - - - Th(ag; t) =

07:;) . (A.2)

Demostremos (A.2), primeiro redefinamos a equagao T} (t; ;) = T1(t; ;) = —% +a;,

(@) Bes ()]

Desenvolvamos cada termo do lado esquerdo de (A.2)

onde
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Termo 0

1= (g) (A.4)

Termo 1
d d d d d -1\ &
2y Ti(a;t) =— D+2» a=—-d+2)» a;=— +2 a; (A5
> Tiast) = =3 () +23 Sa=—() (") L a9
a expressao tem sentido para cada d € N, onde (Tg) = n,(%n),
Termo 2
d-1 d d—1
22ZZT1 a;; )Ty ( aj, Z ZZ al—i-aj —l—QQZZazOL]
=1 j=i+1 =1 j=i+1 =1 j=i+1 =1 j=i+1
(A.6)
Determinemos cada termo da equacgao anterior:
1)
d-1 d d d d
Y M=) M+ + )
i=1 j=i+1 7j=2 7j=3 j 1
=(d-1)+d=2)+d=3)+-+[d—(d=2)]+[d—(d—1)]
d—1
dd—1) d(d-1) d
=d(d—1) — =d(d—-1)— A
(@=1 =Y n=dd-1)- =5 —=(3) @D
2)
d-1 d d d d d
Z Z a; = Za1+za2+za3+”-+ Z aq—2 + aq—1
i=1 j=i+1 7j=2 7=3 j=4 j=d—1
=(d—1)a1 + (d = 2)az + (d = 3)az + -+ + [d — (d — 2)] ag—2 + aq-1,
(A.8)
e
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d d d d d
Z aj:Zaj—l—Zaj+Zaj+---+ Z a; + aq
=d

i=1 j=it1 i=2 i=3 i=4 j=d-1
=(ag +az+---+aq) + (a3 +as+--+ag) + -+ (ag-1 +aq) + aq
(A.9)

=ay + 2&3 + 3&4 + -4 (d — 3)ad_2 -+ (d — 2)6Ld_1 + (d — 1)CLd (Al())

somando (A.8) com (A.10), obtemos:

QL

-1

Z a; +a;) = (d — 1)2%‘ (A.11)

=1 j= =1

Portanto, (A.6) pode ser escrito assim:

22§ i Ty (as; t) Ty (a;; ) = (Z) —2<d11) iaﬁ(df) § i a;a; (A.12)

i=1 j=i+1 =1 i=1 j=i+1

A expressao anterior tem sentido no caso de d natural e d > 2.

A partir da forma das formulas (A.4),(A.5) e (A.12) é claro que pode-se tentar uma

demostragao por indugdo para o caso geral do termo N-esimo (N < d).

Termo N (2 < N < d)

Suponhamos que o termo m do lado esquerdo da expressao (A.2) possa ser reescrito

assim:
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d—m+1 d—m+2 d d—1 d
PEE S fneser(l) o () S

i1=1 do=i1+1 im=tm—1+1r=1

d—1 d
+22( mf (m )Z Z a;, a;, +
12=11+1

i1=11

d— d—m+2 d m—1
m— 1 m (m—1)
+2 ai,
m —
i1=1 tm—1=tm—2+1 r=1
d

Fom (-1 (d Om) Ei: > =

tm=tm—1+1r=1

(A.13)

Demonstremos por inducao que também ¢é véalido escrever todos os termo da mesma
forma, ou equivalentemente, se para m é certo, entao é valido no caso m + 1. Seja o

termo m + 1 em questao:

d—(m+1)+1 d—(m+1)+ d m+1 d—m
mtt Y Z Y [ e ) =) 2T (e, )
i1=1 ia=i1+1 imt1=tm+1 r=1 i1=1
d—m+1 d m+1
x 2w Y > [ T,
io=i1+1l 1 =im+1 r=2
d—m d—m
= (2ai1_1)7;1_22a1 11_2 i1
11=1 11=1 11=1
(A.14)

onde

d—m~+1 d—m+2 m+1

T, =2" > ) - Z I 7(ai,.t) (A.15)

io=11+1i3=i2+1 im4+1=tm+1 r=2
E obvio que a equacao (A.13) pode ser utilizada na formula (A.15), a qual é reescrita

assim:
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_‘_22(_1)m—2(dr—nii;2) Z Z Wiy Qi + -+ -

12=11+1 i3=iz2+1

PP <d _4 —1(m - 1)) de . i ﬁa

io=11+1 im=tm—1+1r=2

4 am gy (d— z‘(l)— m) d_mzﬂ zd: nﬁla (A.16)

io=t1+1 im+1=tm+1 r=2
podemos inserir (A.16) em cada 7;, presentes nos dois termos finais de (A.14), agru-

pando por termos que contém 2°, 2% ... 2™ 2™+l gbhtemos:

d—m
d—1 d—2 +1
2 E aﬂ}l = (—1)m2 |:( )a1 + ( )CLQ‘F"' + (m )CLdm1 +(Ldm:|
: m m m

ol fd=2 d d—3 d m d
-+ (_1)m 2 (m _ 1)&1@2&@ —+ <m _ 1) CLQ;)CLL'Q + -+ (m o 1) Ad—m—1 i2_zd;maiz
d
+ag—m Z Qi | + -+
ia=d—m+1
d—m\ e d m dem—1\ tom d m
G T SIS S | (R Joo X 3 e
i2=2  im=imo141 =2 1 =3 im=im_1+17=2
9 d—m—+2 d m d—m+2 d m
+---+(1)ad_m_1 S oY o tan S Y [[a
io=d—m im=tm—1+11r=2 io=d—m-+1 im=tm—1+11r=2
d—m d—m+1 d m+1
Jogm+ Z Z Z H a, | (A.17)
i1=lis=i1+1  imi1=im+1 r=1

e o segundo termo é:
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B A (1)
+ (=1)™2 Ki_—i)aﬁ{
Al (G
GG

d
m—1
) £
i1=d—m+1

d d
d—3 d—3 d—4
+ (=1)m 122 <m_2)a22ai2+{<m_2)+(m_ >}a32%+---
12=3 i9=4
d
d—3 d—4 m—1
Al 2) (o) () o 2 o
d—1 d
d—3 d—4 m—2
+{(m_2>+(m_2)+.”+(m_2)}i:dz;n+1i;+1ailai2
d—m+2 d—m-+2
U0 SETED S | (IRETS SRND DlN | (R
19=3 im=tm—1+1r=2 io=4 im=tm—1+17r=2

d—m+2

d m
+(d—m —1Dag_m Z Z HaZT+d M)Ag—mi1 - Qg

io=d—m+1 im=tm—1+171=2

(A.18)

Somando as relagoes (A.17) e (A.18), e usando as seguintes propriedades dos ni-

meros combinatérios para a > b (a segunda recorrentemente):
a+1 a a—1 a—2 b+1 b
= Al
o) = () (5 e () 6) e
a+1l) [a L a (A.20)
b ) \b b—1 '

obtemos:
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i1=1 i1=1 i1=1
d—?2 d—1 d
rer (8 £ e
m i1=119=01+1
d—m —(m+1)4+2 d—(m+1)+ d m
() ST S 8 e
i1=1 io=11+1 im=tm—1+1r=1
—(m+1)+1d—(m+1)+2 m4+1
d— 1
+2m+1( (ZH )) 3 T Z e
i1=1 10=11+1 imt+1=tm+1 r= 1
(A.21)

mas esta é a férmula (A.13) para o caso m — m+ 1. Assim, (A.13) ¢ valida para todo

me{0,1,- ,d—1,d}.

Uma vez com todos os termos, podemos inserir-los diretamente no lado esquerdo

da equagao (A.2), obtendo:

d—m+1 d—m+2 d

d
1+2ZT1(oz¢;t)+---+2mZ Z Z Ty(o, i) Ti(ev, ;) + - - -
=1

11=1 12=i1+1 Im=lm—1+1

+ 29Ty (ag;t) - - - Th(ag;t) = [Xd:(—w (Z) + 2%(—1)” (d; 1) zd:a

nio 1 1 2 11:1 d d—1
(RS et SO5 S e
i1=1172=11+1 n=0 n i1=140=i1+1 ig_1=tqg_o+1r=1
d
+2'T] ar (A.22)
r=1

Porém, temos a seguinte propriedade:

i(—l)" (Z) =0 (A.23)



assim

d—m+1 d—m+2

ce g om Z Z

i1=1 d9=i1+1

d
142 Ti(ast) +
=1

’im:im—l‘i’l

d
+ QdTl(al;t) o Ti(ag t) = QdHar

r=1

e usando (A.3) pode verificar-se facilmente que:

d

Tl(Oéil;t) . Tl(azmvt) + -

(A.24)

J /2 2 ) d 2 2
2 S 1+2 S| — 2 S S
o e, | 225 () =72 2 5 () () +
d—m+1d—m+2 d 2 2 d 2
gm IS ™ IS e 2d g T
=D SED DD el RREEH Gre vl REERE A | N e
11=1 dg=i;+1 Im=lm—1+1 “ tm =1 ?
(A.25)

90



Apéndice B

O problema de Sturm-Liouville do operador

(4.24)

Seja o seguinte operador diferencial D

0
D = VZ — 2Zw$18—x2 — w%% — Qg (Bl)
com a notacao estabelecida na equagao (4.24), calculemos formalmente as autofuncoes
e os autovalores de tal operador (Dyp = —FEvg). Separemos variaveis:
Uz, op) = Xi(z1)Xa(22) - - Xp(2p) (B.2)

substituindo na equagao de autovalores e, depois de algum calculo, obtemos:

1 0°X, N 1 [0%°X, o 0X,

———t — | = — 2iwz——

X1 81‘% X2 8%% ! 81‘2

1 °Xs 1 0°X, 1 0*Xp
— = . E—w??—ag)=0 B.3
+ X3 (‘9{[‘% + X4 8@21 + + XD 8952[) +< v aO) ’ ( )
para o caso m € {3,---, D} proporemos
1 0°X,, )

i E— B.4
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cuja solucao vem dada por

X (Tn) = Ae'tmem (B.5)

A é uma constante qualquer. Com a subsequente modificacao, temos que a equagao

(B.3) transforma-se em

1 0? 0?

X1 X5 [6x% N 0x3
2iwzy 0(X1X5)

XX, 00X

] X1 X

+ (B —w?r] —ag) —q*> =0 (B.6)

2

onde @* = @5 + - + q%. Uma forma de desacoplar as varidveis z; e zo da tltima

= k2. onde, em principio, k

equacao diferencial seria propor como solugao X ()
¢ uma constante real qualquer (k € R). Fazendo esta mudanga, a equagao em x; que

devemos resolver é simplesmente:

d*X,

e Wi — k)X, + (B —q* —ag) X, =0 (B.7)
1

definindo T =21 —k e E = E — q°® — ag, obtemos

% + (E —w?7%) = 0. (B.8)

Se reescrevemos a fungao X;(7) como
X1 (Z) = e 3 0(T) (B.9)

entao chegamos a equacao de Hermite, da qual conhecemos suas solugoes. Para ver
isto introduzimos em (B.7) a modificacao anterior, obtendo:
d*v(T) dv(T)

— W+ (E—w)u(T) =0 (B.10)

Por 1ultimo, fazendo a mudanca £ = T+/w, e definindo
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E 1
l=——— (B.11)
2w 2
chegamos a equacgao de Hermite:
d*v(§) dv(§)
—2 21 = 0. B.12
Vemos que [ = 0,1, 2,--- define um problema de Sturm-Liouville autoadjunto com
solugoes (normalizadas):
1/4

u(T) = (znnf—ﬁ)mﬂl@@). (B.13)

onde H; sdo os polinomios de Hermite. Usando E = E — g — ag em (B.11), temos:

E =20+ 1)w+q* + ag (B.14)

e voltando todas as mudancas de varidveis e redefinigoes até (B.2), obtemos o se-

guinte conjunto completo de autofungoes:

W4

@ nlymi

onde z = (z3,--- ,zp), k€ERel=0,1,2,---

12
iq.z iwkxo —w®=k)

Vneq(X) = e e 2 H (\/a(l’l — k)) (B.15)
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Apéndice

Extensao analitica da funcao Zeta de

Epstein-Hurwitz

O agrupamento de termos efetuado na equacao (3.78) tem a desvantagem de introduzir
uma grande quantidade de termos espurios, os quais ao final dos cédlculos cancelam-se
entre si (ver apéndice A). Um procedimento equivalente mais simples pode ser feito, e

serd aplicado no caso generalizado de fungoes Zeta de Eptein-Hurwitz:

chl2 (V;O‘%f" ’O‘Zl;ﬁlv"' ’ﬁd) = Z (a%(nl+01)2+O‘§(n2+192>2+"‘
+a§(nd + ﬁd)Q + 62>7V . (Cl)

Utilizando (3.80) diretamente na equagao anterior, obtemos:

o0

Z:f (V; oz?; 192-) :—1 / dte—t =1 Z eft(o‘%(“1+191)2+0¢%(n2+192)2+"'+043(nd+19d)2)
L(v) Jo
n1,no, - ,Ng=—00
(C.2)
1 /OO 2 d 2 2 > 2 2
- = dte—tc tl/—l e—tal(n1+191) . e—tad(nd—i-ﬁd) ) (CB)
0 J Py Py
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Centremos a nossa atencao no termo m-ésimo dos produtos de somas de exponen-

ciais da equacgao anterior:

00 o0 ¢ 9 tamz'&m
Z —ta2, (R +9m)? _ Z e_m2 (n 21 O +02, ) 7ta2 92, Z 6_( a2, )n2 +2mi Nm
Nm =—00 N =—00
(C.4)
Usando (3.84), com as correspondentes identificagoes, obtemos:
o) 1/2 oo 2 ta2 mim 2
—tam(nm—HS‘ )2 —taZ, 92, m T ta2 (nm s )
=€ ta2 e "
o
m=—00 m N =—00
r\7? & iy omid
— T +2m10)
:(t_2> 2, e =1 (C.5)
o
m Ny =—00
centremos a nossa atengao na somatoria anterior
e 7\' 7|'
Z e 1 n Z m.|_27rz19mnm Z e aW’L" +2Ti
Ny =—00 N =—00 Nm=1
:1 + g 67 ta%n [627ri197nnm _|_e—27ri19mnm]
nm=1
=1+2 E et cos(2mmnm). (C.6)
nm=1

Agora definamos:

2 222
S (ﬁ; ) Z et cos(2m0,ny,) (C.7)

Nm=1

d oo d 9 d
1__[1 Z o t0% (i +0m)? _ td/2a1a2 H [1 + 25 <t7:7;19m)1 = H I, (C.3)

- m
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d /2 d 2 ) -1 d 2 2
[ i gy | 225 () 22 20 5 () s (@)
m=1 i=1 v =1 j=i+1 g J
d—m+1 d—m+2 d 71_2 7T2 d 7T2
m . . DY . . DY d —_— .
a3 Y e 3 s s () e s ()
11=1 i9=11+1 tm=tm—1+1 1 m =1
(C.9)

Inserindo a ultima equagdo em (C.3), é claro que o procedimento de continuagao
analitica da funcao Zeta de Epstein-Hurwitz é idéntico ao realizado a partir da expres-
sao (3.87). Vemos que o argumento da funcao cosseno é independente de ¢ e, portanto,
as integrais a resolver sao exatamente as mesmas que em (3.87). A tnica mudanga

obtém-se a partir da substituicao

7T2 '/T2
—_— ] = — 0 1
S (tafn) S (mzn’ ’”) (C10)
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