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“As long as we have what we have inside -the capacity to love, to
work, to hear music,to see a flower, to look at the world as it is
-nothing can stop us from being happy...But one thing you must
take seriously. You must get rid of the ifs of life. Many people tell
you,”“I would be happy -if I had a certain job,or if I were better
looking,or if a certain person would marry me”.There isn’t any such
thing. You must live your life unconditionally, without the ifs”.
(Arthur Rubinstein)

Aos que amo.






RESUMO

Esta Dissertacdo versa sobre uma discussdo em torno da relagdo
entre spin, carga elétrica, massa e extensibilidade de particulas ele-
mentares. Trata-se de um estudo que busca destacar esses pontos
fundamentais através, principalmente, da interacdo eletromagnética
e elucubrar reflexdes no ambito das propriedades de particulas ele-
mentares.

A importancia do spin se revela 8 medida que investigamos as ques-
toes aqui propostas. Em particular, faz-se uma andlise comparativa
da estrutura da corrente eletromagnética de particulas elementares
de naturezas fermidnica e bosonica. Destaca-se especialmente o caso
bosonico cujos portadores de carga sdo spin-1, representados pelos
boésons-W do setor eletrofraco do Modelo Padrao.

ABSTRACT

This Dissertation discusses the relation between spin, electric charge,
mass and extensibility of truly elementary particles from the point of
view of the electromagnetic interactions at a semi-classical level.

The importance of spin in the framework of classical electrodyna-
mics becomes evident throughout the investigation of a number of
issues worked out in this contribution. In particular, we carry out a
comparative analysis of the structure of the electromagnetic current
for elementary particles of both bosonic and fermionic natures. Spe-
cial emphasis is placed on the case of spin-1 charge carriers, more
specifically, the W-bosons of the electroweak sector of the Standard

Model.
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“Of course there is no formula for success except perhaps
an unconditional acceptance of life and what it brings”

(Arthur Rubinstein)
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Parte I

APRESENTACAO GERAL






INTRODUCAO

A interacdo eletromagnética nos fornece a possibilidade de testar
muito do que as teorias formulam, isto é, possui fundamental impor-
tancia na formulagdo das teorias fisicas. E um fato histérico que o
eletromagnetismo serviu, e ainda serve, de modelo tedrico e foi drea
de importantissimas descobertas na Fisica. Ela é a interagdo predo-
minante em um grande intervalo de escalas espaciais, especialmente
nas escalas da vida, isto é, nas dimensdes espaciais em que a vida se
desenvolve. Gragas a isso, ela nos permite experimentar a Natureza e
criar intuigdo fisica diretamente na nossa escala “habitat”. Evidente-
mente, a Fisica j4 conhece, teoricamente, o intervalo de 10~35m (Com-
primento de Plank) a 10?®m (Raio do Universo visivel), enquanto a
vida tal qual conhecemos s6 ocupa em torno de dez ordens de gran-
deza. Porém, a interagdo eletromagnética ndo é confinada, ao con-
trdrio da fraca e da forte[1][2][3][4], e estd por trds das medidadas
experimentais que obtemos em laboratérios.

Por uma questdo observacional, foi a carga elétrica que primeiro
revelou seus efeitos para a humanidade. O spin [5] s6 foi descoberto
depois e nasceu ao longo da constru¢do da mecanica quantica, mas
conseguiu receber notdria atengdo a medida que o entendimento da
Fisica evoluia. Hoje, sabemos que alguns efeitos de spin sdo mais
fracos, no sentido da deteccdo experimental, mas existem e abrem
caminho para novas descobertas.

O conceito de spin de particulas elementares ja existe hd mais de
noventa anos, porém é um assunto atual, pois ndo chegamos ainda ao
conhecimento final que descreva satisfatoriamente como o spin surge,
atua, relacionana-se com a estrutura do espago-tempo e promove con-
sequéncias nas caracterizagdes das intera¢des fundamentais.

Ao invertigarmos a natureza do spin, considerado como uma pro-
priedade da matéria, seja bosdnica ou fermidnica, percebemos a ne-
cessidade de entender conceitos fundamentais que carecem de uma
explicagdo universal e realmente elucidadora. Embora trabalhemos
com particulas fundamentais, portadoras de propriedades fisicas, nao
conhecemos com precisdo o que é uma particula elementar. Pode-se
dizer que esse aludido nivel de entendimento que busca o presente
autor é meramente académico e nao vivifica contribui¢do concreta
para a Fisica. Entretanto, a posi¢do do autor é que jd ndo se pode mais
extrair resultados fundamentais como os muitos obtidos ao longo da
histéria da Fisica devido a uma falta de entendimento da estrutura
mais fundamental que forma a Fisica. E possivel sim avangar com os
olhos fechados em alguns trechos da Ciéncia, mas, em alguma hora,
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se faz necessario repensar o caminho que tomamos, as bases que vdo
nos direcionar ao maior entendimento dos conhecimentos que a Na-
tureza nos permite conhecer.

Sabemos que o conceito de campo surgiu com certa naturalidade
no caminho que a Fisica tomou para descerever particulas, conside-
radas inicialmente como elementos mais importantes de uma teoria
que busque entender um Todo a partir das suas partes. Embora nao
exista sempre uma bije¢do entre campo associado e particula de inte-
resse [6], foi possivel inserir os graus de liberdade de uma particula
nos de um campo, mesmo pagando, em teoria de gauge, o preco de
espurios graus de liberdade que acompanham a teoria.

E assaz notério o sucesso que teoria de campos conquistou com o
trabalho de enorme esfor¢o de intimeros fisicos ao longo da histéria[7],
especialmente através da teoria quantica de campos. Apesar disso, ha
muito a ser feito e a se entender. Hoje, a questdo da unificagdo [8] da
interagdo gravitacional com a teoria quéntica de campos é central e
uma das mais desejadas como grande resultado para a Fisica, mas,
muito provavelmente, esse é apenas um problema dos muitos a en-
frentar, caso anseiamos construir o conhecimento que nos aproxime
da identidade da Natureza.

Embora a massa e o spin parecam conceitos totalmente diferen-
tes, aparecem juntos em vdrios contextos, e o trabalho de Eugene
Wigner[9] foi um dos grandes passos concretos em dire¢do a mostrar
isso. Parte-se do conceito de representagdes unitarias irredutiveis de
um grupo e se chega a classificagdo de particulas. Os campos podem
ser construidos através das particulas [10]; o caso contrério é quando
as particulas sdo construidas pelos campos.

Interessantemente, ndo se conhece uma particula eletricamente car-
regada sem massa [11][12]. O f6ton, mediador da interagdo eletromag-
nética, ndo possui massa e nem carga elétrica. O glion, mediador da
interacao forte, também nao possui massa e nem carga elétrica, mas
possui carga de cor. Nesse sentido, conhecemos particulas ndo massi-
vas que portam algum tipo de carga, mas ndo carga eletromagnética.
Assim, a carga eletromagnética se insere na discussdo com a massa e
O spin.

Adicionalmente, Wigner descobriu, baseado na invariancia de Poin-
caré, ser possivel construir estados de particulas ndo massivas com
spins arbitrariamente altos e, por motivos histéricos, os chamou de
“continuous spin particles” (CSPs), embora o spin tenha valores dis-
cretos. Posteriormente, Weinberg e Witten[13] criam um teorema que
nega a existéncia, em (3 + 1)D, de um tensor de energia-momentum
THY invariante de Poincaré e de gauge para uma particula de massa
nula e spin (helicidade) s > 1 (e também de uma corrente conser-
vada J* para spin (helicidade) s > 1/2), servindo como um guia
para deslustrar a realizacdo dessas representacdes na Natureza. En-
tretanto, Yngvason[14] mostrou que nao é possivel associar represen-
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tagdes CSPs a campos pontuais de Wightman, ou seja, associados a
uma localizagdo pontual. Na chamada formulagdo algébrica da teo-
ria quantica de campos, o conceito de localizagdo modular indicou
a necessidade de considerarmos localizac¢do (tipo corda) em regides
ndo compactas, assim comportanto uma descri¢do, antes comprome-
tida, para essas CSPs, que podem, por exemplo, ser candidatas ao
que se chama de matéria escura, considerada extremamente inerte
[15]. Dessa forma, a questdo do spin incitou uma reconsideracdo da
localizagdo no contexto da teoria quantica de campos.

Da mesma maneira em que hé essa discussdo de campos ndo pon-
tuais, podemos introduzir a ideia de analisar particulas descritas por
campos classicos espacialmente estendidos e investigar se é possivel,
através da interagdo eletromagnética, obter alguma indicagdo que jus-
tifique essa preocupacdo em relacdo ao tratamento pontual dado a
particulas fundamentais.

A eletrodinamica quantica trata os léptons como particulas pontu-
ais [16], porém as particulas elementares possuem os chamados fa-
tores de forma, que descrevem os desvios eletromagnéticos do com-
portamento de uma auténtica carga pontual. A prépria equagdo de
Dirac costuma ser tomada como modelo de descri¢do de uma parti-
cula pontual que fornece fator giromagnético g = 2, embora nao ha
nada na equagdo em si que determine uma particula pontual. Apés
a consideragdo dos efeitos da teoria quantica de campos, corre¢des
pertubativas na interagdo com fétons virtuais e polariza¢ao de vacuo
por pares de particula e antiparticula, esse fator giromagnético me-
lhor se aproxima dos valores experimentais. Diz-se que a particula
nua (“bare”) é acompanhada de uma nuvem de fétons virtuais que
confere o desvio da caracteristica pontual e passa a ser chamada de
particula vestida (“dressed”)[17]. A particula nua é livre de interagao
e a particula vestida é resultado das interagdes. A renormaliza¢do da
constante de acoplamento é que faz essa reconciliagio em manter as
quantidades fisicas fora das indesejadas divergéncias.

No ambito de melhor entender esses varios conceitos aqui destaca-
dos, o momento magnético é um valioso objeto de estudo. Primeira-
mente, ele relaciona quantias como a carga elétrica, a massa e o spin
de um sistema em geral através de uma constante adimensional cha-
mada fator giromagnético. Adicionalmente, o fator giromagnético é
entrada para efeitos de outras interagdes fundamentais e até mesmo
de fisica além do Modelo Padrdo[18]. A questdo da elementaridade
de particulas também parece estar envolvida, pois jd constatamos que
particulas compostas possuem um grande fator giromagnético em
comparacdo aquele derivado de particulas elementares.

Nos capitulos que sucedem, o comprimento de onda de Compton
associado a uma particula parece ganhar relevancia quando busca-
mos entender determinadas propriedades inerentes a particulas. E
importante lembrar que, enquanto o comprimento de onda de Bro-
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glie estd associado a distancias em que a natureza ondulatéria de par-
ticulas se torna manifesta, o comprimento de Compton corresponde
a distancia em que o préprio conceito de particula é inextricavel, ou
seja, é o valor limite em que é seguro falar realmente de uma par-
ticula. O comprimento de Compton é obviamente menor que o de
Broglie para qualquer particula massiva, o que indica maiores ener-
gias envolvidas. Dessa forma, é natural que se possa encontrar pares
de particula e antiparticula nessa escala de comprimento. Além disso,
localizagdo de pacotes de onda, no contexto de equagdo de Dirac, esta
restrita ao comprimento de Compton.

Quanto a proposta geral desta Dissertacao:

Como necessério passo na discussdo dos aspectos tedricos aqui con-
siderados, a andlise da estrutura da corrente eletromagnética é abor-
dada, em caréter semiclassico, por envolver vdrios elementos basicos
tais como o spin, a carga elétrica, a massa e, obviamente, 0 momento
magnético. Faz-se uma comparagdo entre as caracteristicas eletromag-
néticas cldssicas do caso fermionico e as do caso bosonico. Calcula-se
o momento magnético anomalo do béson W por consideragdes semi-
classicas baseadas em um conceito de extensibilidade da particula.

Quanto a organizacdo deste trabalho;

Parte I: Contextualizamos o assunto da dissertagdo, apresentamos
motivagdes para o nosso estudo e definimos questdes a serem abor-
dadas ao longo dos capitulos.

O segundo capitulo traz uma marcagao histérica com datas relevan-
tes para os assuntos abordados na dissertagdo e uma apresentagdo de
termos e conceitos centrais para o entendimento do trabalho. Mais
do que uma reprodugdo do que ja estd escrito em um livro qualquer,
ha énfase em esclarecer alguns pontos sem abandonar o rigor neces-
sdrio. O spin recebe grande destaque, lembrando as vérias maneiras
em que ele aparece na teoria. O fator giromagnético (andmalo) é ex-
plicado. Distinguem-se a helicidade, a quiralidade, a polarizagdo e o
spin.

Parte II: Discussdo conforme os seguintes capitulos.

O terceiro capitulo apresenta os spin 0 (particula escalar) e 1/2
(particula fermidnica) com a discussdo inicial da mecénica quantica
e a problematizagdo que tornou necessario o passo além da meca-
nica quantica. Comenta-se a relacdo entre as equagdes de Schrodinger,
Pauli, Klein-Gordon e Dirac. Surge a ideia de localizagdo no sentido
de Born e Newton-Wigner, que é uma propriedade esperada como
cumprida pelas particulas elementares. O spin é revelado como pre-
sente nas equacdes de Maxwell consideradas ndo mais a nivel mas-
croscépico, mas microscopico em uma perspectiva semiclassica. A se-
¢do final é desenvolvida com uma ideia de extensibilidade espacial
para o campo dos léptons e uma possivel simulagdo de efeitos quan-
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ticos do fator giromagnético andmalo obtida sem a quantiza¢do de
campos.

O quarto capitulo apresenta o spin 1 (béson vetorial) ja na formu-
lacdo lagrangeana de campo classico. Definem-se os vetores de po-
larizagdo e a relacdo com helicidades e polarizagdes. Da-se enfase
aos bésons massivos, em especial ao béson W por ser eletricamente
carregado e, portanto, permitir a discussdo do eletromagnetismo as-
sociado em direta analogia com o caso fermidnico considerado no
terceiro capitulo. A questdo do fator giromagnético surge requerindo
a necessidade de acoplamentos ndo minimos como consequéncia da
consideragdo da interagdo eletromagnética na formulagédo eletrofraca.
E destacada a relagio desse acoplamento com o béson de Higgs do
Modelo Padrdo. As equagdes de Maxwell sdo tomadas para o béson
vetorial massivo, destacando a diferenca em relagdo ao caso fermio-
nico. A secgdo final trata novamente do fator giromagnético a partir
da ideia de extensibilidade.

O quinto capitulo discute alguns pontos que diferem, ou relacio-
nam, os conceitos de spin, carga elétrica e massa. Surge a necessidade
em questionar o préprio conceito de particulas e sua possivel funda-
mentalidade em detrimento a ideia de serem objetos totalmente deri-
vados de campos. A questdo da localizacdo é inserida naturalmente
e explicada em bases elementares no contexto de Newton-Wigner.
Comenta-se a distin¢do entre conservacao e regra de superselecdo no
ambito em que sdo relevantes para o spin, a carga e a massa. Sobre
fator giromagnético, acrescentam-se observacdes a luz dos capitulos
anteriores.

O sexto capitulo consiste nos comentérios finais.






Parte II

DISCUSSAO

Ap6s a apresentagdo geral das motivagdes desse trabalho,
prosseguimos de modo natural na sucessdo dos conceitos
e fatos abordados. A ideia é que um tépico incorra no
seguinte. Naturalmente, um tnico tépico costuma envol-
ver uma série de outros pontos relevantes. Na medidade
do possivel, houve a preocupagdo em abranger, ou ao me-
nos citar, esses pontos relevantes. Dadas as limitagdes de
tempo para esse trabalho, consideram-se como conhecidos
alguns pré-requisitos.






SPIN

O spin possui uma crescente participacdo nas discussdes da Fisica.
As primeiras ideias de spin de particulas surgiram exatamente en-
quanto a mecanica quantica e a teoria de campos eram formuladas;
ndo foram assuntos que se sucederam historicamente, mas entrela-
¢ados como consequéncia inexoravel dos esfor¢os comuns, por parte
dos fisicos do século XX, em entender a natureza da matéria.

Teoria de campos procura descrever os campos através de equacoes
que possuem embutidos os principios fundamentais que guiam a teo-
ria. Para descrever uma particula, por exemplo, é preciso ndo apenas
descrever uma idealizagdo de particula livre, mas também fornecer a
descri¢do mais real, que envolve a maneira pela qual as particulas in-
teragem entre si. A questdo de como inserir os graus de liberdade de
particulas em graus de liberdade de campos é central para as equa-
¢des de campo. Assim, o spin, como um grau de liberdade, exerce
notéria importancia na maneira em que decidimos relacionar campos
e particulas.

2.1 DATAGAO HISTORICA

O motivo em iniciar com o destaque de algumas datas é que a
Fisica segue uma sucessdo de fatos que incorrem em outros, embora
nem sempre lembremos isso. Sendo assim, conhecer os momentos
histéricos da pesquisa em Fisica é til para entendermos o funciona-
mento e motivagdes da propria Fisica.

Alguns fatos datados para facilitar o entendimento do contexto
aqui relavante

e 1896 - Efeito Zeeman .

¢ 1897 - Descoberta do elétron por Thomson.

® 1900 - Postulado de Plank e inicio da Mecanica Quantica.
* 1905 - Einstein descreve o efeito fotoelétrico.

* 1910 - Medida da carga do elétron.

® 1911 - Descoberta do nucleo.

* 1913 - Modelo de Bohr.

* 1919 - Descoberta do préton por Rutherford.

* 1921 - Compton propde o “spinning” elétron.

11



12 SPIN

* 1922 - Experimento de Stern-Gerlach testa hip6tese de quantiza-
¢ado de Bohr-Sommerfeld.

* 1923 - Dualidade onda-particula, de Broglie.

* 1924 - Principio da exclusdo de Pauli.

* 1925 - Kronig Inventa o conceito de spin, mas desiste devido
criticas de Pauli.

- Heisenberg formula a mecanica matricial.

— Uhlenbeck e Goudsmit reinventam o conceito do’spinning”
elétron para explicar o efeito Zeeman anémalo no espectro
atdmico.

* 1926 - Equacdo de Klein-Gordon.
— Schrodinger formula a equagdo de onda.

- Thomas aponta um efeito cinematico, precessdo de Tho-
mas, que retira uma possivel discrepancia no trabalho de
Uhlenbeck e Goudsmit. A ideia de spin comega, entdo, a
ser aceita.

* 1927 - Dennison descobre que o spin do préton é o mesmo do
elétron.

— Como resultado de discussdes com Einstein em 1924/25 e
com Born e Heisenberg em 1926, surge uma teoria quantica
de campos bidimensional. Os objetos considerados como
fundamentais sdo os campos - Pascual Jordan.

— QED surge com a teoria quéntica da radia¢do. Os objetos
considerados como fundamentais sdo as particulas - Dirac.

¢ 1928 - Equacdo de onda relativisitca de Dirac para o elétron.
g=2

* 1930 - QED possui divergéncias ultravioleta; Oppenheimer.
* 1930 - Pauli propde existéncia do neutrino.
* 1931 - Previsdo do anti-elétron, poésitron, por Dirac.

* 1932 - Descoberta do neutron por Chadwick e do pésitron por
Anderson.

* 1933 - Teoria de Fermi para decaimento beta marcando a intera-
¢do fraca.

* 1935 - Stern mostra que 0 momento magnético do préton ndo é
2, mas 5.5.

- Yukawa aponta existéncia do méson, particula.



2.1 DATAGCAO HISTORICA

1939 - Eugene Wigner faz um trabalho fundamental sobre a clas-
sificacdo de particulas no contexto do grupo de Poincaré.

1940 - Pauli completa trabalho de Fierz sobre conexdo spin-
estatistica.
- Schwinger, Feynman e Tomonaga met6dos para renorma-
lizagéo.
1947 - Medida do efeito Lamb shift.
- Medida do fator (g — 2) para o elétron; Kusch e Foley.
— Descoberta do méson pi (César Lattes,Powell, Occhialini),

particula escalar carregada.

1948 - Schwinger calcula a primeira correcdo da QED para o
g = 2 do elétron em concordancia com resultado experimental
de Kusch/Foley.

— TQC para monopolos magnéticos - Dirac

1949 - Freeman Dyson mostra equivaléncia dos métodos de re-
normalizacéo.

1952 - Desenvolvimento da QED escalar - Salam.
1954 - Teoria local de gauge; Yang-Mills/Utiyama.

1956 - Conferéncia internacional de fisica de particulas em Seat-
tle: Lee-Yang anunciam quebra de Paridade; Salam introduz a
simetria quiral.

1957 - Béson vetorial intermedidrio na interagdo fraca; Lee/Yang
e Schwinger.

— Descoberta experimental da violagdo de Paridade na inte-
ragdo fraca - Shiung Wu.

- “A theory of the fundamental interactions” - Schwinger.
1958 - José Leite Lopes introduz béson Z como intermediario
dos processos neutros na interac¢do fraca.

1961 - Bésons ndo massivos de Goldstone.

— Nogdo de quebra espontanea de simetria (SSB) em fisica
de particulas - Nambu.

— Principio de gauge para QFT de campos interagentes; Sa-
lam e Ward.

- Béson intermediario neutro da interacio fraca, Z°; Glashow.

1962 - Lee-Yang e Salam estudam a renormalizabilidade da QED
para bésons vetoriais carregados.
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* 1964 - Teoria com quebra espontanea de simetria com bésons ve-
toriais massivos; Higgs, Englert, Brout, Guralnik, Hagen e Kib-
ble.

- Lagrangiana da teoria eletrofraca e estimativa da massa do
béson W; Salam e Ward.

— Introducdo dos Quarks; Gell-Mann.

* 1967 - Lagrangiana da teoria eletrofraca e estimativa das massas
dos bésons W e Z; Weinberg.

* 1968 - Constatagdo experimental da liberdade assintética no
SLAC.

* 1971 - Renormalizagdo de teorias de gauge com SSB; t"Hooft.
* 1972 - Formulacgao da QCD.

* 1973 - Descoberta das correntes fracas neutras no CERN.

* 1983 - Descoberta experimental dos bésons W e Z no CERN.
e 1988 - QED é testada a distancias de 10~ "'8m

* 2012 - Béson de Higgs descoberto no LHC.

2.2 O CONCEITO DE SPIN

A primeira ideia de elétron girando em torno de seu préprio eixo
foi proposta por Compton em 1921, mas ele nao aplicou essa hip6tese
ao chamado efeito de Zeeman andmalo e nem obteve simpatia da co-
munidade académica. Em 1925, foi Kronig que teve a mesma ideia,
mas, sob conselho de Landé, conversou com Pauli, que tinha escrito
um artigo sobre efeito Zeeman em 1923. Porém, Pauli atacou a ideia,
e Kronig ndo publicou a publicou, até porque Heisenberg, Kramers
e outros também levantaram uma série de problemas ao conceito de
particula girante. J4 em 1925, Uhlenbeck e Goudsmit reintroduziram
0 mesmo conceito, mas dessa vez conseguiram o apoio de Bohr, em-
bora as criticas de Pauli. A hipotese consistia em trés partes:

1. O elétron gira;
2. Tem momento angular mg = £7;
3. Tem momento magnético 2ms.

Em 1926, com um célculo feito por Thomas, que confirmou (2) e (3),
Pauli comecou a aceitar o elétron girante e justificou a incredulidade
anterior devido ao cardter de mecanica cldssica associado a parte (1).
Depois disso, a ideia de spin seguiu evoluindo na Fisica. Hoje apren-
demos, nos cusos basicos de mecanica quantica, que a imagem do
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spin como uma rotacdo fisica do elétron ndo é correta, pois é uma
visdo cldssica. Nesse sentido, pode-se dizer que o Pauli ndo errou em
atrasar a introdugdo do conceito de spin na fisica.

E importante destacar que, ao contrdrio que o comumente ensi-
nado, ndo foi o experimento de Stern-Gerlach que foi de maior im-
portancia para o desenvolvimento do conceito de spin, mas os ex-
perimentos da fisica atdmica; efeito Zeeman da espectroscopia, etc.
Sobre a histéria do spin, as seguintes referéncias|5] [19] sdo notdrias
e recomendadas como leitura.

O conceito de spin em mecénica cldssica estd associado a um mo-
vimento mecanico girante de um objeto; spin mecanico. Quando apli-
cado a uma particula elementar, entra em sério conflito com a relati-
vidade especial. Lorentz, além do Pauli, foi um opositor dessa visdo
que, em regime de altas energias, carrega sérias inconsisténcias.

Em mecanica quantica, também a presenga do spin se manifesta
como um grau de liberdade “intrinseco” da particula, mas, inicial-
mente, ndo natural nas equagdes nao relativisticas (Schrodinger e
Pauli) até Dirac propor uma equagdo relativistica que descrevia o
spin como consequéncia natural da equagdo. A dimensao do spin é
em unidades da constante de Planck h devido ao cardter quantico,
mas a invariancia de Lorentz, relacionada ao grupo de simetria das
transformagdes no espago de Minkowski, d4 o ntiimero % no caso do
elétron. O adjetivo “intrinseco” deve ser usado, talvez, pelo fato de
o spin funcionar como um momento angular presente até mesmo no
referencial de repouso do objeto de interesse.

Ja na teoria de grupos, o spin aparece como um nimero que carac-
teriza as representagdes do grupo de simetria das transformagdes em
questdo. Como explicado mais adiante neste capitulo, as represen-
tagdes irredutiveis do grupo de Lorentz sdo caracterizadas por um
par de nimeros (j, k) j, k € %. As demais representagdes podem
ser construidas por produtos tensoriais e somas diretas das represen-
tagdes irredutiveis. O spin s das particulas, representacdes unitarias
irredutiveis do grupo de Poincaré’, estd relacionado ao “little group”,
subgrupo do grupo de Lorentz que é utilizado para construir repre-
sentac¢des do grupo de Poincaré em que estados de uma particula se
transformam. No caso de particulas massivas, por exemplo, esse “lit-
tle group” é SO(3), grupo de rotagdes espaciais, dai a importancia
de SO(3). Quando as representagdes (j, k) sdo restritas ao subgrupo
SO(3), elas sdo unitdrias, mas ndo irredutiveis em termos de SO(3);
uma decomposigdo de Clebsch-Gordan revela que ha subespagos que
se transformam com spins distintos s = [j —k|[,...,j+k—1,j + k.
Sendo assim, a escolha do espaco é relevante para a determinacdo do
spin; espaco galileano ou minkowskiano, por exemplo, possuem dife-
rentes grupos de simetria sob o conjunto das transformacoes: transla-
¢do, rotagdo, boost. Porém, em Fisica, creditamos maior fundamenta-

1 Chamado também de Lorentz inhomogéneo.
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lidade ao espago de Minkowski como responsével pela descri¢do das
particulas da Natureza®.

E comum encontrarmos a assercdo de que o spin é um efeito “pu-
ramente” relativistico. Isso, provavelmente, se deve ao fato de que a
equagdo relativistica de Dirac obtém o valor g = 2 para o fator giro-
magnético do elétron. Porém, essa frase é, no minimo, imprecisa.

Existe um procedimento devido a Lévy-Leblond [20] que consiste
na linearizagdo das equagdes de onda que descrevem uma particula
de determinado spin. Particularmente, a aplicacdo do método para
as equagdes de Schrodinger e Klein-Gordon resulta na obtencdo das
equagdes de Pauli e Dirac, respectivamente. Isso significa que o pro-
cedimento obtém com sucesso o fator giromagnético g = 2 para o
elétron. A ideia da linearizagdo, no caso de Schrodinger, consiste no
seguinte: dado um operador

S E—;Tl, (2.1)

onde S\ = 0 é a equacdo livre de Schrodinger, construimos uma
equacdo de onda para o mesmo 1 com um operador linear ©® em
termos da energia e do momentum

O =(AE+B-p+ (), (2.2)
com A, B, C operadores lineares a serem determinados. Faz-se o re-
querimento de 1 obedecer, portanto, simultaneamente a duas equa-
coes

A

eY=0 (2.3a)
Sy =0. (2.3b)
Assim, existe um operador e’ que aplicado em S equivale a atuagdo

de S a menos de constante multiplicativa. Por conveniéncia, adota-se

A A

@'e =S. (2.4)

Apos resolver o sistema de equagdes, obtém-se as chamadas equagoes
de Lévy-Leblond, que sdo nao relativisticas?

Ed+(d-p)x =0 (2.52)
(6¢-P)d+2myx =0, (2.5b)
com P = <d)> , pois sdo invariantes por uma transformagédo geral de
X
Galileu dada por
X' =Rx+vVt+d (2.6a)
t'=t+b, (2.6b)

Na pratica, ndo vivemos em uma regido invariante de Poincaré do espago-tempo.
Do ponto de vista do espaco de Minkowski. Pode-se chamar, porém, de uma relati-
vidade galileana.
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!/
¢ ) Do estudo das
X/
representagdes unitarias irredutiveis do grupo de Galileu, mostra-se
que a funcdo de onda 1 se transforma na representagdo s = 1/2 do
grupo de Galileu. Assim, a equagdo de onda em (2.5) descreve uma
particula ndo relativistica de massa m e spin 1/2.

Para obter 0 momento magnético com o correto fator giromagné-
tico, acopla-se a particula a um campo eletromagnético externo* e
utiliza-se a invaridncia de gauge da equacdo de Schrodinger, que se
traduz no acoplamento minimo do campo eletromagnético A junta-
mente com a transformacao de fase da func¢ido de onda. O resultado é
a obtencdo da equagdo de Pauli®, que surge como uma consequéncia
e ndo como“ad-hoc” fenomenolégico.

em que a fun¢do de onda transformada é \{’ (

“Thus a completely nonrelativistic linearized theory predicts
the correct intrinsic magnetic moment of a spin-% particle.”
(Lévy-Leblond)

Posteriormente, varios livros destacaram o resultado e alertaram
sobre a afirmacdo que credita todo o conceito spin a um efeito pura-
mente relativistico no sentido de Minkowski. Segue uma citagdo, em
particular, de Max Jammer[21]:

“The so often repeated statement-suggested, probably, by this
peculiar historical development-that “the spin is a puruly relati-
vistic effect” is a misconception. For it can be show that a con-
sistent theory of spin 1/2 with the correct value of the intrinsic
magnetic moment can be stablished without ad hoc assumptions
within the framework of Galileo-invariant, and not necessarily
Lorentz-invariant, wave equations, though with the exclusion
of spin-orbit interactions and the Darwin term (which thus are
truly relativistic effects).

Certamente, embora a aludida dedugdo do conceito de spin de um
um férmion elementar ndo invoque invaridncia de Lorentz, a ideia
se utiliza de um principio de invaridncia, uma relatividade galileana,
que tem consequéncias matematicas pautadas em teoria de grupos.
O grupo de Galileu pode ser obtido como uma contracdo (Inonii-
Wigner) do grupo de Poincaré no limite em que ¢ — oo, e, nesse
sentido, a 4lgebra galileana pode ser vista como um caso especial da
algebra de Poincaré.

Generalizagdes do método de Lévy para spins mais altos, utili-
zando equagoes de Bargmann-Wigner covariantes em respeito ao grupo
de Galileu, concluem que é possivel generalizar o fator giromagnético

Em que ha discussdo sobre a consisténcia, garantida para o caso de campo estético,
da teoria galileana ap6s a introdugdo de um campo de Maxwell tipicamente relati-
vistico.

5 A equagdo de Pauli contém o grau de liberdade associado ao spin.
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de uma particula com spin s por g = 1/s. Esse resultado esté errado®
para particulas elementares, pois possuem g = 2, a “tree-level”, inde-
pendentemente do spin. Interessantemente, para férmions de s = 1/2,
o valor de g = 2 é correto. Esse resultado g = 1/s poderia” estar re-
lacionado ao fato do requerimento da relatividade galileana e nos
levar a refletir sobre a maior fundamentalidade do grupo de Poin-
caré em relacdo a descricdo de uma propriedade essencialmente ele-
tromagnética (interagdo com féton) que é o momento magnético das
particulas elementares. Porém, essas equagdes de Bargmann-Wigner
possuem problemas [22] com o acoplamento minimo eletromagné-
tico, enquanto que, no caso de spin s = 1/2, as equagdes de Dirac
e de Pauli ndo sofrem desse problema. Assim, o férmion elementar
de spin s = 1/2 parece se destacar por uma provavel “fundamentali-
dade” que esta relacionada ao seu spin.

Evidentemente, a invaridncia de Galileu ndo substitui a relativi-
dade einsteniana devido a massa nula ndo ser um limite vélido na
teoria galileana e, portanto, a propria teoria de Maxwell para o féton
ficar comprometida. Particularmente, sob invaridncia de Galileu, no
vacuo, tem-se (V x B = 0), ou seja, ha a perda da corrente de desloca-
mento que faz transporte fisico de energia, a menos no caso limitante
em que o sistema é estatico, sem dependéncia temporal. Além disso,
na formulagdo galileana, uma particula elementar nédo relativistica s6
é imbuida de carga elétrica e momento de dipolo magnético; ndo de
outros momentos mais altos como quadrupolos. Sendo assim, hd um
problema de classificagdo bem definida das particulas que fica desta-
cado pela descri¢do da interagdo eletromagnética dessas particulas.

De um ponto de vista totalmente matematico, o grupo universal
de recobrimento SU(2) do grupo especial de rotagdes em trés dimen-
sdes SO(3) estd la como sendo o duplo recobrimento de de SO(3),
com nducleo discreto {+I, —I}. Da mesma forma, sabemos que SU(2)
¢ difeomoérfico a 3-esfera S3, e SO(3) é difeomérfico ao espago real
projetivo de trés dimensdes RIP?, em que os pontos antipodais na su-
perficie da esfera sdo identificados®. Quando se busca as classes de
caminhos fechados que podem ser distorcidos a um ponto, descobre-
se que SO(3) ndo é simplesmente conexo, embora seja conexo, ja que
sdo duas as classes de caminhos possiveis. Isso é fato matematico.

Entretanto, qual a motivagdo fisica para buscarmos representagdes
de um grupo de recobrimento ao invés do préprio grupo de simetria?
Argumentos de invaridncia por difeomorfismos nao sdo suficientes,
pois difeomorfismos sdo simetrias de gauge, com infinidade de pa-

6 Ver a sec¢do (5.4).

7 Argumentos de acoplamento minimo eletromagnético em equagdes covariantes de
Lorentz também obtiveram a errénea generalizagdo de g = 1/s.

8 Trata-se de uma esfera sélida de raio 7, no espaco dos parametros do grupo SO(3).
Pontos antipodais sdo identificados porque uma rotagao de + é idéntica a uma rota-
¢do de —m. O espaco RIP™ pode ser formado pela identificagdo dos pontos antipodais
na superficie da n-esfera S™ em R™*1.
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rametros, portanto ndo uma simetria real de um sistema fisico, mas
uma redundancia na descri¢do dos graus de liberdade. Simetrias ver-
dadeiras de um sistema fisico mapeam um estado fisico em outros
estados fisicos, enquanto simetrias de gauge mapeam uma espuria
descricdo de um estado em outra. Sabemos que a simetria dos raios,
ou das probabilidades de transi¢do de estados, considerada por Wig-
ner é uma necessidade de introdugdo do espaco de Hilbert, que é
motivado pelo cardter quantico da Natureza. Sendo assim, a motiva-
¢do fisica é a natureza quantica.

O spin pode ser chamado de um conceito quéntico, além da uni-
dade h, no sentido de que a nocado de graus de liberdade interno nao
encontra uma clara reconciliagdo com teoria cldssica de particulas.
Portanto, o spin? fornece um grau de liberdade aceso pela natureza
quantica, mas implementado por um principio de invariancia, isto
é, relatividade. Para descobrirmos a nocdo da existéncia desse spin,
ndo importa muito se a relatividade é de Galileu, Poincaré, etc, mas
o grupo de Poincaré é o que melhor comporta a descri¢do das intera-
¢Oes que esse spin vai se submeter.

H4 um interessante trabalho[23] que questiona a natureza do spin
e busca uma explicagdo consistente com uma visualizagédo fisica. O
autor sugere que esse grau de liberdade ndo ¢é interno a particula,
mas a estrutura de onda. Em particular, hd uma nogado de rotagao,
ndo uma rotagdo mecénica da particula, mas associada a circulagdo
de energia de campos;“circulation of energy in the wave fields”.

Embora seja um conceito abstrato, do ponto de vista visual, a im-
portancia do spin ndo se restringe a uma “mera” caracterizagdo de
particulas, mas possui consequéncias praticas. O fendmeno do ferro-
magnetismo é derivado da existéncia de spin e esté totalmente relacio-
nado a industria energética. Manipulacdo do spin do elétron permite
armazenamento e leitura de informagdes em tecnologias e utilizacao
de exames como o de ressonancia magnética(MRI) em medicina. H4
também o interesse na investigagdo da dindmica do spin em plasmas
utilizando, por exemplo, modelos de hidrodindmica quéntica[24] com
spin 1/2 carregado; onde as equagdes de Maxwell adquirem explici-
tamente termos devido ao spin. Recentemente, a spintronica e a com-
putacdo quantica[25] também se desenvolvem e mantém crescente
interesse na manipulagdo do spin do elétron e atomico.

9 Como spin de particulas elementares. Obviamente, a palavra spin pode ser usada
para descrever um certo tipo de rotacdo a nivel macroscépico como o de um pido,
mas esse “spin” ndo é o fundamental que faz a distin¢do entre um férmion e um
béson.
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2.3 MOMENTO MAGNETICO

Classicamente, o momento de dipolo magnético i de um “objeto”
relaciona o torque sentido com o campo magnético externo que atua
nesse objeto.

T=HxB. (2.7)

A energia potencial associada ao momento magnético devido ao campo
magnético atuante é dada por

U=—-B. (2.8)

Quando o campo magnético ndo é uniforme, o gradiente do potencial
produz uma forca que atua sobre o vetor de momento magnético.

Do ponto de vista da producdo de um campo magnético, o mo-
mento de dipolo magnético é responsavel pelo primeiro termo nao
nulo(considerando nulo o termo de monopolo) na expansdao multi-
polar de um potencial vetor A gerado por uma fonte magnética. O
campo magnético associado decresce com o fator de T]—g,, sendo T a dis-
tancia a fonte. Sendo assim, outras contribuicdes sdo de quadrupolos,
etc. Para o potencial A, o termo de dipolo é o de dependéncia r]7
Portanto, para distancias suficientemente afastadas da fonte, o termo
de dipolo domina, e a fonte pode ser tratada como um dipolo. Para
pequenas distancias, outros termos podem ser relevantes.

Ainda classicamente, um ““puro” dipolo magnético pode ser consi-
derado como o limite de uma corrente elétrica de uma linha fechada
ou de um par de pélos com a distancia caracteristica reduzida a zero
enquanto o momento magnético é mantido constante.

Define-se 0 momento magnético diferencial como o seguinte pseu-

dovetor
I o7 (2.9)
u - 2 ] '9

Com j sendo a densidade de corrente O momento magnético integral
de uma distribui¢do de cargas é

M = ;JJJ(?xf)dV (2.10)
No caso planar, pode-se reduzir a
M=1IS (2.11)

Assim, o momento magnético fica proporcional a corrente e a drea S
correspondente.

Para um corpo em rotac¢do carregado uniformemente, a razao entre
0 momento angular total, que é angular L, e 0o momento magnético v
4 L Hoi
é dada por 535, pois

1
i=- J d3xpeX x V(X) =

Q [ 430w x v(x) = 21
2 M Jd xXpX X V(X) = ZML (2.12)
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Onde p. é densidade de carga e p é a densidade de massa constante.
No modelo classico mais simples possivel, por exemplo, uma carga

q, de massa m, em O6rbita circular com velocidade angular w tem

. 2
momento angular L = mr?w e momento magnético u = uz;[& A

particula carregada é efetivamente representada pelo loop que cerca
a area 7r?. Assim, a razdo entre momento magnético e angular é dada
por

Y==-=—— (2.13)

Chamada de razdo giromagnética.
No caso quantico, existe expressdo andloga para a relacdo entre o
momento magnético de uma particula e o momento angular spin

—9 (21) s (2:14)
Onde g é o fator giromagnético. Dependendo da convengdo, também
pode se escreve |g|, quando considera o sinal de cargas negativas.

Sendo assim, comparando as expressoes, o caso cldssico nos daria
g = 1. O que é bem destoante do caso quantico para o elétron, por
exemplo, onde g = 2 na equagdo de Dirac; lembrando que a equa-
¢do de Dirac é para particula livre, portanto o momento angular em
questdo é spin e ndo orbital. Destacamos que, mesmo no referencial
de repouso do elétron, L=0e P = 0, ha momento magnético.

Para o elétron, que possui S = %G, g = 2, temos o seguinte mo-
mento magnético
—le[h
2m,

= 5.78838x10°eV/T é chamado magneton de Bohr.

E 1mportante deixar claro que, embora o conceito de fator giromag-
nético esteja relacionado com a razdo giromagnética, sio quantidades
distintas; o fator é uma quantidade adimensional. Além disso, o fa-
tor pode estar associado com trés momentos magnéticos diferentes:
o do momento angular de spin, do momento angular orbital e do
momento angular total.

—

}‘l‘:

- =

= —[igd (2.15)

Onde [ig =

Horbital = gL (%) L (2.16)
fspin = s (%) S (2.17)
i=gy(50)7 (218)

Onde J=L+S5.

Quando levamos em consideragdo o momento angular total T, o)
fator correspondente é chamado fator de Landé; quem introduziu
o conceito de fator g, em 1921, para dar conta do chamado efeito

Zeeman. Assim: 1ij = gipupl, 15 =gsusSe j = i + 1is.
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Entretanto, a energia de interacdo do campo magnético externo
com o momento magnético depende de —ntut - B. Que, para um elé-
tron atémico fica

AE = - (f+2§> B (2.19)
2m
Aqui ja consideramos “e” sendo a carga fundamental, positiva. O
espectro dessa energia ndo é continuo, como esperado classicamente,
mas discreto devido a dependéncia do spin.

Classicamente, temos ainda que, como o momento magnético é pro-
porcional ao momento angular, a variagdio do momento magnético é
proporcional ao torque (ja que % — 7) e (T = i x B); entdo o vetor
momento magnético precessiona em torno do campo magnético, B,

proporcionalmente a chamada frequéncia de Lamor.

Za

External
B magnate field

A1 =0L+5
NIETTTIIE:

Figura 1: Esquema vetorial

De forma pictérica bem simples, partindo da variagdo do momento

angular
AL = Lsin 0 wAt
e e
dL q - o
T=—=[ixB=Y]xB,
T it [ X ] x
chega-se a
q
frd B frnd 78 .
w="TB=g5 - (2.20)
Em geral,
Wws = %wc (2.21)

Onde w; é a frequéncia de precessdo do spin.
No caso do elétron, g = 2 implica em uma frequéncia de Larmor

igual a frequéncia de cyclotron, w, = fn—BC, para um campo magnético
externo constante.
e
we = —B = wy (2.22)

m
Sendo assim, a ideia basica em verificar experimentalmente o des-
vio do fator giromagnético é calcular a seguinte quantidade
ws - wc wa

a= Tc = we (2.23)
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Ll =#i1+1) #

[ = erkibal quantwm
nunsker

Figura 2: Precessdo do momento angular(cldssico)

Em analogia com § = 7¢; com wq = ws — we.

Na questdo experimental, os métodos mais modernos determinam
o desvio e ndo o valor exato de g diretamente [26]. O primeiro expe-
rimento para medigdo do desvio |g| — 2 do elétron foi feito por Crane
[27], e é baseado no desvio do dngulo entre o spin e momentum, de
particulas com spin 1/2, devido campo magnético solenoidal. O elé-
tron se move em Orbitas em quanto pecorre o aparato, e entdo, apds
grande ntimero de revolugdes, é observado o angulo final entre o
spin e momentum. No caso de exato g = 2, ndo hé variacdo alguma
do angulo inicial. Particularmente, inicialmente os elétrons sao longi-
tudinalmente polarizados, isto é, p H§ . Posteriormente, foi substituido
por um arranjo de campo mais sofisticado no CERN, que permite o
experimento para particulas ndo estdveis, como o muon.

Dehmelt [28][29], Nobel 1989, desenvolveu um sofisticado método
para medir o desvio do fator giromagnético através de um experi-
mento tipo Zeeman que utiliza a chamada Penning trap [30]. Onde
um Unico elétron pode ficar preso (em semanas ou meses) por apli-
cacdo de forte campo magnético axial homogéneo e campo elétrico
inomogéneo de quadrupolo. O sistema formado pelo elétron e o apa-
rato é chamado “geonium”’, uma espécie de “4tomo” da Terra, como
foi chamado por Dehmelt. Hoje, a ideia de Penning trap é utilizada
no CERN para confinar antimatéria.

Dentro dessa armadilha, o elétron possui trés tipos de movimentos:
cyclontron (devido B), axial (devido E) e magnetron (devido a Be
E). A diferenca de energia entre dois niveis de Zeeman é dada pela
frequéncia cyclotron w,

hwe = 2ugB,

23
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Figura 3: Precessdo do momento angular(cldssico)

e o flip de spin(mudar de down para up, por exemplo) também pode
mudar a energia de
hws = gupB.

As transigdes de energia podem ser escolhidas, de acordo com os
campos aplicados, para serem puramente por mudanga de 6rbita ou
por spin e 6rbita a0 mesmo tempo. No caso puramente de 6rbita, a
frequéncia é dada por w.. No outro caso, é

(gl —2)usB

Wq = Ws —We = h

%h W

Figura 4: Niveis de energia do geonium para elétron. Da esquerda para di-
reita: os niveis de energia de cyclotron,do spin, das oscilagdes axi-
ais e do movimento magnetron. Quando ws = w¢, wq = 0 implica
em degenerescéncias.

A razdo entre as duas frequéncias é

wa _ (lgl—2)
o, 2 (2.24)
Ou ainda, .
wq = —aB (2.25)
m
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Onde ¢ definido a contribui¢do andmala para o0 momento magnetico

_lgl=2

“=7

Entdo, a medida precisa dessas frequéncias permite a medida de
(lgf—2). E o que foi feito por Dehmelt e, mais recentemente, ou-
tros que aumentaram ainda mais a precisdo. A referéncia [31], por
exemplo, refina o valor da constante de estrutura, «, pela medida
experimental de g comparada ao valor calculado pela QED.

o | * magnetron motion ()
‘/// e» &
8= < S @
t?\\\ /////b modifi/ed
¢ — . ¢ cyclotron motion (®,) axial motion ()
(a) Esquema dos campos (b) Movimentos do elétron.

Figura 5: Experimento de Penning Trap

Vale aqui uma outra observagdo. A equagdo relativistica cldssica de
precessdo do vetor polarizacdo de spin, por Bargmann-Michel-Telegdi
[32], em um campo eletromagnético homogéneo é dada por

ds* e e
= RQF“VSV + R(g —2)utS, FY uy, (2.26)
onde a velocidade propria é ut = 4x- dul — € Frvy,,.

Essa equacdo simplifica exatamente para g = 2. Sendo assim, fa-
vorecendo a visdo de que o valor g = 2 seja natural para particula
de qualquer spin. Na verdade, ha um resultado geral cuja afirmacdo
estabelece o valor g = 2 para todas as particulas elementares eletrica-
mente carregadas. Na secdo (5.4), retomaremos essa ideia com outros
argumentos.

2.3.1  Momento Magnético Anomalo

. . . ) It gave just the
A equagdo de Dirac parecia ser uma descrigdo precisa de um elé-  properties that one
tron com (g = 2). Pauli acreditava que o préton fosse uma particula needed for an

electron. That was
really an unexpected
bonus for me,

de Dirac ' até que, em 1933 [33] , Stern mostrou que para o préton
vale g ~ 5.5; valor bem diferente. Em 1940 [34], foi descoberto, por

Alvarez e Bloch, que o valor para o néutron também era bem distinto.  completely
unexpected - Dirac,
on the Dirac

10 Uma particula com o valor natural g = 2. A equacdo de Dirac também fornece equation.

(g1 = 1) associado a0 momento orbital.
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Atualmente, mesmo conhecendo os quarks e glaons, o valor do mo-
mento magnético de barions é controverso [35] [36]; a chamada “spin
crisis” é listada como um dos problemas em aberto na Fisica.

Devido a esse desvio do fator giromagnético, ¢ comum o momento
magnético ser escrito como

h _
= ;Tn“ +a); a=>5—, (2.27)

“o_rmn 4

onde “a” é chamada anomalia.

Em 1947, foram observadas anomalias na estrutura hiperfina do
estado fundamental do hidrogéneo e deutérion [37]. Breit [38] sugeriu
que o desvio poderia ser explicado caso o fator de Landé “g.” fosse
um pouco diferente do valor dois. No mesmo ano [39], Schwinger
propde a corregdo radiativa para o momento magnético do elétron.
No mesmo ano, com a contribui¢do de 1-loop tanto para o elétron
quanto para o tau e muon é independente da massa e dada por

104
Ae = 2~ 0.0011e6... (2.28)

No mesmo ano, Kusch e Foley [40] mediram a anomalia para o
elétron, a., e obtiveram valor em bom acordo com o trabalho de
Schwinger. Isso representou uma grande comprovacdo em favor da
QED. Trata-se do resultado experimental mais preciso da Fisica. A
comparacdo do valor tedrico com o experimental é limitada também
pela incerteza do valor da constante de estrutura fina.

Particula | Valor Experimental | Precisdo Relativa Valor Tedrico
elétron | 2.0023193043738(82) 10-12 2.00231930492(29)
Miton 2.0023318406(16) 10710 2.0023318338(14)
Tau 2.008(71) 102 2.0023546(6)
Préton 5.585694674(58) 10-8 5.58
Neutron —3.8260854(10) 107 —3.72

Tabela 1: Fatores giromagnéticos (g) de algumas particulas. [41] [42] [43] [44]
[45]

Embora a precisdo da medida de (g—2) do elétron seja maior que
a do muon, este possui maior sensibilidade a efeitos de nova fisica
(além do Modelo Padrdo) que o elétron, pois as contribui¢cdes de
nova fisica a anomalia sdo esperadas na escala de quadrado da massa.

2
Sendo assim, ja que a razado (:1—:) ~ 43000, o fator andmalo do

muon deve ser mais sensivel a descoberta de nova fisica [46] **.
Como verificagdo da simetria CPT, a diferenca entre os momentos
magnéticos do elétron e pésitron, por exemplo, é um bom indicativo;

11 Isso também considerando valida a chamada Universalidade Leptonica.
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além de que a violacdo dessas simetrias remete a procura de fisica
além do Modelo Padrao. O teorema de CPT tem como consequéncia
a igualdade, em médulo, dos momentos magnéticos de particula e an-
tiparticula correspondente. Experimentos de 1987 [28] com Penning
Trap submeteram um elétron individual e um pésitron individual ao
teste de precisdo e obtiveram valores

Qe— = 1159652188.4(43) x 10~ 2. (2.29a)
Qe+ = 1159652187.9(43) x 10~ '2. (2.29b)

Enquanto que para o muon e antiparticula [47]

a,+ = 11659204(6)(5) x 1071°. (2.30a)
a,- = 11659215(8)(3) x 1071°. (2.30b)

Para o elétron, o valor experimental de 2008 [42] atualizou para

€

2
QP — % — 0.0015965218073(28). (2.31)

Teoricamente [48], com correcdo de 4-loops, mais estimativa de 5-
loops da QED mais as contribuicdes eletrofraca e hadronica, o fator
andmalo é dado por

sMo_ % a2 o3
a$M = = 0.328478444003(7T) +1.1812340168( )

o s (2.32)
—1.914435) (£) +0.0146) (£) +171 x 10712
Tt s
A corregdo de (1.71 x 10712) é devido aos loops hadrénicos (1.68 x
107 12) e efeitos eletrofracos (0.03 x 10~ 12).
Para o mton [49], o valor da QED em até 5 loops é dado teorica-
mente por

QED _ X 2% )3
a8 T +0.765857425(17) (n) + 24.05050996(32) (ﬂ)

4 5
+130.8796(63) (5) +753.3(1.0) (5) ¥
s s
(233)
Em geral, a contribuigdo total do Modelo Padrdo a anomalia do mton

é dada por

SM _ QED |, EW , _Had
a, —ag +a,” +a, 9, (2.34)

onde a contribuigdo de QED inclui loops fotonicos e leptonicos. A
contribuicdo (EW) eletrofraca inclui loops de bésons W*,Z e Higgs,
e a contribui¢do (Had) hadronica de quarks e gltons.

Considerando valida a QED, o fator anomalo a3™ ¢ a melhor fonte

de precisdo para o valor da constante de estrutura fina

o (ae) = 137.035999084(51).

27
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Na fisica atdbmica ou de matéria condensada, um céalculo*? baseado
na constante de Rydberg fornece valor [50] préximo, porém com um
maior erro, vinte vezes, do fator andmalo a.(Rydberg) em relagido ao
experimental ag*?.

Espera-se que contribuigdo de nova fisica seja da ordem

la.(Nova Fisica)| = [aS*P —aSM| <1071, (2.35)

Com um valor mais refinado e obtido por método independente da
QED, é possivel melhorar esse valor limite acessivel para nova fisica
[51]. J& para o muon, a constribuicdo é esperada em

la,.(Nova Fisica)| = |aP — aﬁMI <440 x 10717, (2.36)

que é até maior que a contribuicdo eletrofraca [52] dada, em até 2-
loops, por af" ~ 154 x 10711,

Como dito anteriormente, a contribuigdo de nova fisica para o fator
andmalo a. é esperada como quadratica na massa. Momento magné-
tico andmalo, assim como termo de massa, muda quiralidade, entdo

a contribuicdo (aeﬁ> de nova fisica a0 momento magnético and-
e

malo deve ser zero no limite quiral em que m, — 0. Entdo, espera-se
ao menos uma dependéncia quadratica

ae(Nova Fisica) ~ C (ﬁy ,
A
onde A é a escala de massa de nova fisica e C é uma constante depen-
dente do modelo. Assim, embora a. seja um bom parametro de teste
para a QED, ndo o é para um escala muito massiva de nova fisica.
Um refinamento da constante de estrutura fina é necessério para a
sensibilidade de prova do fator anémalo.

2.4 MOMENTO DE DIPOLO ELETRICO DO ELETRON

Quanto ao momento de dipolo elétrico do elétron, ele gera, neces-
sariamente, uma violacdo das simetrias temporal (T), t = —t, e de
paridade (P), x — —x, [53] [54]. Isso pode ser visto, por exemplo, no
hamiltoniano nao relativistico de interacdo do campo eletromagnético
com o spin 1/2 dado por

H=—-i-B—d-E (2.37)

A transformacao pelas simetrias CPT (carga | paridade | tempo) é dada
por Portanto, o termo de momento magnético, i - ]§, nio viola ne-
nhuma das simetrias, mas o termo de dipolo elétrico, d-E viola P e
T. Pelo teorema de CPT, o termo de dipolo elétrico viola também CP.

Independente da QED; deduzido da razao da constante de Plank e a massa do atomo,
no caso (Rb).
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BEOET

+
T+ - -

o]
1
+

Tabela 2: Transformagoes sob CPT.

Sendo assim, a busca por dipolo elétrico em particulas elementares
ou compostas, como elétron e néutron, constitui um teste de quebra
dessas simetrias.

Na teoria eletrofraca, que é quiral, isto é, ndo possui simetria qui-
ral, ocorre violagdo de paridade. No Modelo Padrdo, a violagdo de
CP permite a presenca de momento de dipolo elétrico. Ocorre viola-
¢do de CP, por exemplo, em uma fase na matriz de mudanga de sa-
bor de quarks, chamada matriz Cabbibo-Kobayashi-Maskawa(CKM),
devido a interagdo fraca. Ocorre também na matriz de Pontecorvo—
Maki-Nakagawa—Sakata matrix (PMNS) devido a oscilagdo de neu-
trinos.

Embora previsto pelo Modelo Padrado, o valor do momento de di-
polo elétrico é muito pequeno e constitui um limite de |d.| < 10738e.cm
para o elétron, por exemplo. Os experimentos atuais provam apenas
até a ordem de de ~ O(10728e.cm). Devido a carga total zero, o néu-
tron [55] é mais sensivel ao teste que particulas carregadas. Para o
néutron, o limite é de apenas |dn| ~ 10 3Te.cm.

O momento de dipolo elétrico é uma medida da distribuicdo de
carga positiva e negativa dentro da particula. Na eletrodindmica clas-
sica, essa medida é traduzida pelo vetor

d= J p(X)Rd3x, (2.38)

com p(X) a distribuicdo de carga. Quando o centro de distribuicado
de carga positiva ndo coincide com o centro de distribui¢do de carga
negativa para um objeto espacialmente extensivo, d # 0. Um sistema
tem momento de dipolo elétrico permanente quando d # 0 é uma
propriedade da densidade de carga do estado fundamental. O dipolo
é induzido quando d # 0 tem como causa um campo elétrico externo;
nos condutores e dielétricos, por exemplo. A escolha de uma origem
em (2.38) altera o valor do momento de dipolo elétrico exceto quando
a carga total é nula.

Para particulas elementares [56] ou niicleons em estado ndo dege-
nerado '3, a tnica dire¢do disponivel para o vetor de dipolo elétrico

Para moléculas, pode ocorrer um momento de dipolo elétrico devido a degeneres-
céncias, mas ndo para férmions, que obedecem o Principio da Exclusdo de Pauli.

29
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é o momento angular. Assim, similarmente caso do momento magné-
tico, temos a seguinte relagao
- q —
d= (7) S, 2.
¢ 5me (2.39)
com (¢ uma constante adimensional analoga ao g do caso magnético.
A violagao de CP prevista pelo Modelo Padréo é insuficiente para
explicar a predominancia de matéria, em oposi¢do a antimatéria, no
Universo. Assim, a busca por fontes de violagdo de CP é motivada
nesse contexto [57].

2.5 WIGNER E A CLASSIFICAGCAO DO SPIN

Eugene Wigner, no famoso trabalho de 1939 [58], deu um grande
passo em formalizar o conceito de particulas na descricdo matema-
tica. A ideia bdsica era descrever particulas como representagdes pro-
jetivas (raios) unitdrias irredutiveis do grupo inomogéneo de Lorentz,
ou grupo de Poincaré. Para isso, é necessario encontrar quantidades
invariantes que sirvam para classificar as representagdes irredutiveis.
A teoria de Wigner é famosa pelo sucesso em fazer completa classifi-
cacdo dessas representagdes irredutiveis do grupo de Poincaré, porém
ndo fechou a discussdo do que é realmente uma particula elementar
e que tipo de localizagdo ela obedece. No caso de uma teoria com in-
teragdo, ndo mais se aplica a classificagdo de Wigner, e o conceito de
particula estd comprometido ao limites temporais assintéticos t — 0.

Ha um teorema de Wigner que aproxima a mecanica quantica da
relatividade especial: Uma transformacado de simetria T sobre um sis-
tema quantico pode ser representada no espaco de Hilbert associado
¢, a menos de fases, por um operador linear unitario ou antiunita-
rio U(T). A transformacdo atua levando um raio em outro raio por
T:R — R’ e preservando a probabilidade de transi¢do entre pares
de estados,P(R — Rn) = P(R" — R’) com O e O’ distintos sistemas
de referéncia. O operador do espago de Hilbert U(T) é definido de
maneira que, dado um estado ¥ no raio R, U(T)¥ esteja no raio R’.

Theorem 1 Qualquer representacio projetiva de um grupo de simetria de
Lie G em um espago de Hilbert separdvel'# é equivalente a uma representagio
que € linear e unitdria ou antilinear e antiunitdria. Caso G seja conexo, as
representagdes projetivas sio equivalentes a uma representacio unitdria e
linear.

Estados fisicos sdo raios no espaco de Hilbert, ou seja, um conjunto
de vetores normalizados, (¥,¥) = 1, em que dois estados ¥ e ¥’ per-
tencem ao mesmo raio desde que valha a relagdo ¥/ = &Y com & um
nimero complexo qualquer de médulo || = 1. Para representarmos

14 Estd relacionado a possuir um subconjunto denso enumeravel em G. O espago de Hil-

bert é separavel apenas se possui uma base enumeravel, [¢pn) com (n =1,2,3,...00).
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um grupo de Lie G de simetrias do sistema fisico através das trans-
formagdes T no espago de Hilbert .7#, precisamos fazé-lo com uma
representagdo projetiva unitdria do grupo G. O motivo de ser pro-
jetiva é que, devido ao teorema de Wigner, os operadores U(T) sao
unitdrios ou antiunitdrios. Uma representacdo é um homomorfismo
que leva um grupo G sob um espaco vetorial .7” em um grupo linear
geral em ., G — GL( ). No caso em questdo: U : G — U(sZ) tal
que, para T1, T, € G, existe uma fase independente independente de
n obedecendo

W(T)U(T) Wy = e T2 TIY(T T )W, (2.40)

Particularmente quando ¢ = 0, é direto ver que U(T) é uma repre-
sentacdo do grupo de simetria das transformacgdes T. Para uma fase
geral, chamamos uma representagdo projetiva ou representa¢do a me-
nos de uma fase. Essa fase presente em representacdes ordinérias do
grupo de simetria G pode ser evitada se buscarmos as representagdes
do grupo universal de recobrimento G’. O ponto é que as representa-
¢oes de G e G’ podem estar relacionadas por uma transformacao de
similaridade, portanto serem equivalentes.

A ideia de analisar o grupo de recobrimento é extremamente ttil,
pois ignora as complicacdes globais da topologia do grupo e foca
na parte simplesmente conexa associada. Em especial, todo grupo de
Lie conexo tem um grupo universal de recobrimento que é simples-
mente conexo. Surge também a necessidade do conceito de grupo
fundamental TT; (V) de um espago V, ou primeiro grupo de homoto-
pia, que dd uma nogdo de quanto um espaco é simplesmente conexo.
Um espago™ simplesmente conexo possui um tinico elemento, trivial,
no seu grupo fundamental. Como exemplo: TT; (SU(2)) = 0. Sendo
assim, SU(2) é simplesmente conexo. Isso tudo é importante para a
compreensdo de como o grupo SO(3) estd relacionado ao SU(2), que
surge na mecanica quantica ndo relativistica devido ao spin. A relacdo
matematica é expressa pelo seguinte

SO(3) ~ SU(2)/Z; (2.41)
M (SO(3)) =T11(SU(2)/Z,) = Z,, (2.42)

em que Z; é o grupo ciclico de segunda ordem. O recobrimento uni-
versal de SO(3) é SU(2). Enquanto SU(2) é simplesmente conexo, o
SO(3) é duplamente conexo. As representagdes projetivas de SO(3)
sdo dadas simplesmente pelas representa¢des de SU(2). As represen-
tagdes fermidnicas sdo descobertas pelo fato de analisarmos as re-
presentagdes projetivas de SO(3), isto é, consideramos o grupo de
recobrimento universal. Esse é o contetido principal das expressoes
acima.

Os elementos de um grupo de Lie formam um espago topolégico. Estamos aqui
misturando os termos “grupo” e “espaco”, mas lembrando da relacdo que existe
entre eles.

31
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Estudando as representagdes de um grupo universal de recobri-
mento, é possivel encontrar as representagdes projetivas de grupos
de Lie associados. Qualquer algebra de Lie g estd associada a um
tnico grupo simplesmente conexo & que possui, como algebra de lie
correspondente, algebra g. Portanto, o grupo de recobrimento univer-
sal de um grupo de Lie $ conexo é o tnico grupo de Lie conexo'® &
que possui a mesma &lgebra de Lie do §.

A fim de expressar a relagdo formal entre o grupo de Lorentz res-
trito (ou préprio ortécrono)’” SO(1,3) e o grupo SO(3), responsével
pela invariancia rotacional no espago Euclideano R3 em trés dimen-
sdes espaciais, utilizamos o grupo SU(2), que aparece naturalmente
devido ao conceito de representagdes projetivas. No ambito de escla-
recermos as relagdes matemadticas aqui relevantes, que sdo, frequen-
temente, mal expressas na literatura, partindo do conhecimento de

su(2) @ su(2) =so(4) (2.43a)
s1(2,C) = su(2) disu(2) (2.43b)
su(2)c =su(2) @ C — sl(2,C) (2.43¢)
sl(2,C)c =s1(2,C) & sl(2,C) (2.43d)

destacamos as expressdes a seguir:

so(1,3) ~sl(2,C) (2.44a)
so(1,3)c =~ (su(2)c)c ~ su(2)c @ su(2)¢c (2.44b)
so(1,3)c ~ sl(Z Clc =sl(2,C)®sl(2,C) (2.44c¢)
SO(4;R) ~ [SU(2) x SU(2 /Zz (2.44d)
(SO(1,3))c =~ [SL(2,C) x SL(2,C)] /Zz (2.44€)

O duplo recobrimento do grupo restrito de Lorentz é SL(2,C). O
grupo de Lie [SL(2,C) x SL(2,C)], que é o “double cover” do grupo
de Lorentz complexificado SO(1,3;C), possui a seguinte dlgebra de
lie escrita como uma soma direta sl(2,C) @ sl(2,C). Assim, a alge-
bra so(1,3) precisa ser complexificada para o espago de Minkowski
complexificado, que é uma representacgdo (1/2,1/2) do grupo de Lie
[SL(2,C) x SL(2,C)], ser decomposto em subespacos da representa-
¢do do espinor de Weyl, ou seja, em (R): (0,1/2) e (L): (1/2,0). Em
suma, diferentes grupos de Lie com diferentes dlgebras de Lie po-
dem, de fato, possuir dlgebras complexificadas isormorficas.

Em geral, um grupo especial ortogonal possui a seguinte relacdo
de isomorfismo com o quociente de um grupo simplesmente conexo

SO(n) ~ Spin(n)/Zz, (2.45)

Um grupo de Lie é conexo se seu espaco topolégico & é conexo. O grupo ortogonal
O(3), por exemplo, ndo é conexo, pois é formado por duas partes disjuntas corres-
pondentes a determinantes +1 e —1.

A notagdo mais clara é a que especifica o fato de os elementos A do grupo obedece-

rem: App > 1 e det A =1; com o grupo explicitamente denominado so! 1 (1,3)
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em que Spin(n) é chamado grupo de spin, que é o duplo recobri-
mento dos grupos SO(n); assim possuem mesma dimensao, n (nj ,
e mesma algebra de Lie. O grupo spin(n) é simplesmente conexo ape-
nas para n > 2. Quando a métrica ndo é positiva definida, como no
caso de Lorentz, a topologia de um grupo*® Spin(p, q) pode ser mais
complicada, mas, no caso de interesse de Lorentz, spin(1,3) é simp-

plesmente conexo. As seguintes coincidéncias merecem destaque

Spin(2) = U(1) =S0(2) (2.46a)
Spin(3) = SU(2) (2.46b)
Spin(4) = SU(2) x SU(2) (2.46¢)
Spin(1,3) = SL(2,C). (2.46d)

(2.46€)

Para um entendimento matemdtico de como a fisica de um grupo
de simetria requer um estudo de representagdes, destacamos um im-
portante teorema. O teorema é devido a Bargmann[59] e diz o se-
guinte:

Theorem 2 As representagdes projetivas de um grupo de Lie conexo G sdo
equivalentes a representagdes comuns™ unitdrias da mdxima extensdo cen-
tral>® G'.

Definicdo: Seja G um grupo e A um grupo abeliano. Um grupo G’ é
chamado extensdo central de G pelo grupo A se cumprir

1. A é (isomérfico a) um subgrupo do centro de G/,

2. G é isomoérfico a G’ /A.

O grupo universal G’ de recobrimento de um grupo de Lie conexo
G é a extensdo central topolégica. G’ é chamado tinico e maximo, ja
que o grupo de Lie G é conexo. Uma extensdo central maxima é sem-
pre simplesmente conexa. Escreve-se: G ~ G’/N, em que 7 (G) =N
é um subgrupo normal méximo de G’. G’ é a extensdo méxima de
G pelo grupo N. Quando N é um subgrupo normal ndo necessaria-
mente maximo, diz-se que H é extensdo de G pelo grupo N; G = H/N.
Esses fatos serdo tteis para discussdo da regra de supersele¢do(s.3) da
massa.

Wigner utilizou a ideia de representagdes induzidas para constru-
¢do do grupo completo de Poincaré. Em Fisica, costuma-se chamar
pequeno grupo (“little group”) o que é chamado de grupo de isotro-
pia ou estabilizador em Matematica®'.

Vale que Spin(p, q) = Spin(q, p).

Usuais, proprias, ordindrias, verdadeiras.

Quando a extensdo é central, o subgrupo normal estd no centro do grupo e é, por-
tanto, abeliano. A méxima extensdo central é chamada de grupo de recobrimento!
A ideia inicial comegou com Frobenius, mas George Mackey é uma das referéncias
que bastante desenvolveu essa drea de teoria de representagdes estreitando a relacdo
entre Fisica e teoria de grupos.
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Dado um t € T, o grupo de isotropia do grupo G (com respeito a t)
é formado pelo conjunto de elementos em G que fixam t, isto €,

Gi=g€eGlg-t=t (2.47)

O grupo de isotropia considerado por Wigner mantinha fixo um mo-
mentum quadridimensional k" do sistema por certas transformacoes
do grupo restrito de Lorentz.

Wigner considerou que as particula sio denominados pela massa
m e pelo spin s (ou helicidade no caso ndo massivo) da particula,
enquanto o 4-momentum p e as componentes de spin o ao longo
de uma diregdo fixa selecionam os estados (de uma particula) que
geram o subespago irredutivel que forma a particula; ¥}, 5. O motivo
matematico é devido aos operadores de Casimir. Os operadores de
Casimir de uma algebra sdo func¢des dos geradores desta élgebra e
comutam com todos geradores da dlgebra. Devem-se encontrar os
operadores Casimir de um grupo para denominar as representagdes
do grupo em termos dos autovalores desses operadores. No caso de
Poincaré, os Casimir sio:

PHP. = m? (2.48a)
WHW, = —m?s(s+1), (2.48Db)

em que W é chamado operador de Pauli-Lubanski, definido através
de W, = %ewp‘x]"pP“ ; sendo ] o momentum angular total e P o
momentum linear, ambos geradores do grupo de Poincaré, W, P* = 0.
Assim, a massa e o spin surgem naturalmente com a invariancia de
Lorentz do espago-tempo.

Emquanto o0 momentum é continuo, o assume valores puramente
discreto. Em clara diferenca entre estados de particulas massivas ou
ndo, demonstra-se que o grupo de isotropia para particulas massivas,
do tipo (p? = m?), é o grupo compacto de rotagdes SO(3), enquanto
que, para particulas nao massivas (p? = 0), o grupo é ndo compacto
ISO(2) ou E(2), conhecido como grupo euclideano?. Assim, as trés
grandes classes de representag¢des sdo:

.« m#0,

e m = 0 com helicidade finita (tinicas representa¢des de dimensao
finita do grupo de isotropia do caso ndo massivo),

e m = 0 com helicidade infinita.

A terceira classe é entendida como tendo um Casimir (W = —p?), em
que p é um parametro com dimensdo de massa, ndo nulo, pois m — 0
de forma a manter o produto constante ms — p. Essa diferenca é de
fundamental importancia e possui notérias consequéncias fisicas.

22 Formado por rotagdes e translacoes em duas dimensdes; grupo de isometria do

plano.



2.6 QUIRALIDADE E HELICIDADE

Apenas como um exemplo das consequéncias do trabalho de Wig-
ner, um método de quantizacdo chamado quantizagdo geométrica foi
desenvolvido com base nessa conexdo entre teoria quantica e teoria
de representagdo de grupos. Esse método se baseia nas chamadas
6rbitas®3 coadjuntas e as referéncias sdo Kirillov, Konstant(Medalha-
Wigner deste ano, 2016) e Souriau. A importancia do método con-
siste na estreita relagdo entre uma teoria classica partindo de espago
de fase e a teoria quéntica associada; a quantizacdo de uma Orbita
coadjunta leva a representa¢des unitdrias do grupo correspondente.

2.6 QUIRALIDADE E HELICIDADE

Relacionado ao spin, existem alguns conceitos que devem ser en-
tendidos com o cuidado de ndo misturar os significados, pois a litera-
tura carece de uma explicita e precisa distincdo entre eles.

Os estados de uma particula de massa m e spin s sdo completa-
mente descritos pelo momentum p e pela componente de spin ¢ ao
longo de uma direcéo fixa arbitrdria ou, no caso de massa nula, pela
helicidade h.

* O spin é determinado pela representacdo do grupo de Lorentz
em que um campo se transforma. As representacdes projetivas
de dimensao finita do grupo de Lorentz sdo especificadas por
um par de ntmeros (j, k) que pode ser decomposto em termos
de representacdes irredutiveis de SO(3).

(G+%)
G, = P s (2.49)

s=lj—kl

em que j, k € $Z marcam um par de algebras su(2) e s sdo os
valores correspondentes de possiveis spins sob o ponto de vista
de SO(3). Cada valor possivel ocorre exatamente uma vez, isto
é, a representagdo (j, k) pode ser decomposta em

s=|j—kl,...,j+k—1,j+k. (2.50)

A dimensdo complexa de (j, k), ou nimero de graus de liber-
dade fisicos associados, é dada por

dim(j, k) = (2j+1)(2k+ 1). (2.51)
O ntimero de spin de um campo, que se transforma na represen-

tagdo irredutivel (j, k), é (j + k). Um campo escalar é represen-
tado por (0,0) e possui spin 0. Um campo vetorial (4-vector) é

23 Uma 6rbita de um grupo é um conjunto de pontos que podem ser obtidos com

uma agdo de grupo a partir de um ponto inicial. Uma agdo que atua transitivamente
implica em uma tnica 6rbita. Exemplo: o grupo de rotagdes em relagdo a um ponto
fixo atuando no espago euclideano possui esferas de raio constante, em relacdo ao
ponto fixo, como o6rbitas.
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a representacdo (1/2,1/2) e possui spin 1. Um espinor de Dirac
(%, %) & (%, %) possui spin 1/2.

Isso ocorre, pelo que vimos na se¢do anterior, devido a decom-
posicdo da élgebra do grupo de Lorentz como soma de duas
copias complexificadas de su(2), mas su(2) é isomérfica a so(3),
j& que os grupos correspondentes sdo relacionados por um ho-
momorfismo sobrejetivo com ntcleo discreto.

E preciso ter cuidado em distinguir o spin do campo e o spin
das particulas que estdo incorporadas nos campos. Por exem-
plo, o campo vetorial A* (spin 1 de Lorentz), que é caracteri-
zado pela representacdo (1/2,1/2) do grupo de Lorentz, possui
um conteddo de spin, em termos de SO(3), dado por 04 1, ou
seja, contém um spin O (escalar) e um spin 1 (vetor) de SO(3).
Pode-se escrever também (4 = 1@ 3), dizendo que uma repre-
sentagdo 4-dimensional de Lorentz é decomposta na soma di-
reta das representacdes 1-dimensional (1 grau de liberdade) e
3-dimensional (3 graus de liberdade) do grupo SO(3). Assim,
quando alguém diz que um campo vetorial A* descreve uma
particula de spin 1, é porque alguma condicdo retira o grau de
liberdade escalar garantindo que a particula descrita seja ape-
nas a de spin 1. No caso de a condi¢do decorrer da simetria de
gauge, dois graus de liberdade sdo retirados; um do escalar e
outro da parte longitudinal®*4 do spin 1. Porém, para particulas
massivas como o béson W, a parte longitudinal é restaurada
depois que ocorre o mecanismo de Higgs, e somente o grau de
liberdade do escalar, fisicamente esptrio, é realmente retirado.

Como tltimo exemplo, um campo x na representacao de Weyl
(%, 0) do grupo de Lorentz possui um contetido de spin, em ter-
mos de SO(3), com apenas uma opg¢do s = 1/2. Nesse caso, a
Unica particula incorporada no campo é um lépton de quirali-
dade left(L).

A polarizagdo o do spin da as independentes possibilidades
de dire¢des com as quais o spin pode estar alinhado. A he-
licidade representa o caso especifico da dire¢do ao longo do
movimento. Um féton, particula vetorial sem massa, por exem-
plo, possui apenas duas polarizagdes chamadas®> esquerda(L)2®
e direita(R), ou ainda (+) e (-). Uma particula vetorial massiva,
diferentemente do féton, possui os trés graus de liberdade refe-
rentes a polarizagdes (+),(-),(L); direita, esquerda e longitudinal.
Ver também sec¢éo (4.1).

24 Polarizagdo longitudinal serd explicada adiante.
25 A notac¢do (R) e (L) também costuma ser utilizada para o conceito de quiralidade,

mas se deve ter o cuidado de ndo confundir.

26 Do inglés, L de Left. Nao confundir com L de Longitudinal.
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* A helicidade representa a projegdo do spin na diregdo do mo-
mentum, entdo o operador helicidade é definido como

vy

Foa .

h=—=S§"9, (2.52)
[Pl

em que S é o operador de spin e p 0 momentum da particula.

Ou ainda, pode-se destacar a natureza operatorial por

h = ey kpizjk/ (2.53)

em que XMV é gerador do grupo de Lorentz em um dada repre-
sentacdo.

Um sistema estd apenas em um autoestado de spin ao longo
de uma certa dire¢do se uma rotacdo em torno dessa direcdo
nao muda o sistema. No caso da helicidade, a direcao de inte-
resse é a de movimento, que podemos escolher no eixo z sem
perda de generalidade. Se o sistema possui um momentum nao
nulo, uma rotacdo geral pode alterar a direcio do momentum,
portanto alterar o sistema. Existe a possibilidade de o autoes-
tado de S, cujo autotovalor é nulo ser simetrico com respeito
a uma rotagdo em dire¢do ortogonal a direcdo do movimento
desde que seja possivel um momento nulo. Assim, quando ha a
possibilidade de zerar o momentum de uma particula, ha tam-
bém a do sistema estar em um autoestado com helicidade nula;
“S, = 0”. Particulas de massa nula ndo possuem referencial de
repouso, entdo ndo ha a possibilidade de apresentar helicidade
nula.

A helicidade é um conceito invariante de Lorentz para parti-
culas sem massa, mas para particulas com massa ndo é inva-
riante, por isso é ttil na descri¢do de particulas cuja massa é
nula, ou seja, ndo possuem um referencial de repouso. Assim,
formalmente, fala-se de spin de particula massiva e helicidade
de particula ndo massiva.

Particulas com helicidade h = +1 sdo ditas transversalmente
polarizadas e com helicidade nula h = 0 sdo longitudinalmente
polarizadas. Na segdo (4.1), isso é explicado através do conceito
de vetores de polarizagao.

A quiralidade esta relacionada aos férmions. Refere-se a repre-
sentagdes irredutiveis do grupo de Lorentz nas quais os campos
espinoriais se transformam. Sdo duas as possibilidade, left(L)
(Y1) e right(R) (Pr). Fisicamente, a quiralidade tem uma relagdo
com a matriz ys no espago dos espinores de Dirac, portanto re-
lagdo também com interacdo fraca, que faz distin¢do entre uma
particula (R) e (L). {1 e g sdo autoestados da matriz s, isto é,
Ys5Wr =VPr e y5Ppr =Pr. Além disso, define-se operadores de
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projecdo nos subespagos quirais, (R) e (L), do espinor de Dirac

por
1
Pr=50£ys). (2.54)
Portanto, a atuagdo desses projetores em um espinor geral de
Dirac, que ndo possui chiralidade definida é dada por

4 y5) 0(p) = Prlp) = <“’é")> . @)
para o setor (R) e
1 0
5(1 —vs)¥(p) =bLlp) = ( > (2.56)
&(p)

para o setor (L). chamados espinores quirais (ou de Weyl), que
sdo representagdes irredutiveis do grupo de Lorentz; o setor (L)
é indicado por (1/2,0) e o setor (R) por (0,1/2).

Quando a particula livre fermidnica ndo é massiva, ou no limite
v — ¢, helicidade e quiralidade se confundem?’, subespacos
quirais sdo os subsespacos de helicidade, e sdo, portanto, ambas
invariantes de Lorentz.

Uma teoria que ndo é simétrica em relacdo a quiralidades é
chamada teoria quiral. A teoria de gauge da interagdo fraca é
quiral j& que ndo respeita a simetria de paridade.

27 Ou melhor, helicidade se torna quiralidade, pois quiralidade é um conceito invari-
ante de Lorentz relacionado a representagdes de um grupo, portanto, ndo muda.
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Logo ap6s a formulagdo da mecanica quéntica de particulas, per-
cebeu -se que a teoria quantica era inadequada como uma teoria fun-
damental, pois sofria de sérios problemas ao ser utilizada para des-
crever sistemas microscopicos a altas energias, onde a relatividade é
necessdria. Os problemas imediatos sdo

* Nio é relativistica. E ndo pode incorporar a relatividade de forma
simples através de uma mecanica relativistica. Tentativas assim
foram, por exemplo, as equacdes de Klein Gordon (KG) e Dirac,
que geram problemas desde o aparecimento de probabilidades
negativas ou energias negativas. No caso da teoria interagente,
as inconsisténcias sdo ainda piores.

* Estados com niimero fixo de particulas. Na mecéanica quantica, o
nuimero de particulas descrito por uma fun¢do de onda é fixoo.
A produgdo ou aniquilagdo de particulas ndo é natural na for-
mulagdo fora do espago de Fock.

* O conceito de particula. J& com os campos cldssicos, o conceito de
particula pode parecer secundario. A quantizacdo é tida como
fundamental a nivel de campos, ndo particulas. Ha quem sugira
total fundamentalidade aos campos em detrimento de particu-
las [60].

De forma simplificada, os seguintes requerimentos sdo desajados
para uma teoria de descricdo quantica e caréater relativistico.

(Mecdnica Qudntica) - Descri¢do dos estados fisicos em termos de
espago de Hilbert, dindmica unitdria e condi¢do de estabilidade (Ha-
miltoniana limitada inferiormente).

(Relatividade) - Covariancia de Lorentz, condigdo espectral relati-
vistica P2 > 0, Py > 0 e localidade (dinAmica hiperbélica).

Partindo da expressdo de disper¢do cldssica entre energia e mo-
mento, E = p 2 /2m, pode-se utilizar a expressdo relativisitca * cor-
respondente E = /P2 +m? para obter o que seria a equacgdo de
Schrodinger relativistica pelo principio da correspondéncia.

04 = V—=V2 +m2y, (3.1)

onde o lado direito possui um pseudo-operador diferencial que é um
operador multiplicativo depois de uma transformada de Fourier. Po-
rém, trata-se de um operador ndo local, com expansdo infinita, que

1 Em unidades naturaisc =h =1.
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sofre em ndo possuir solugdes de suporte compacto, pois a trans-
formada de fourier,p(P,t), ndo é uma funcdo analitica. Isso implica
em uma nao localiza¢do, por exemplo, da densidade }*(x)P(x). O
mesmo ocorre também para a corrente. A localizacdo esta relacio-
nada com a implementagdo de causalidade. Mais adiante, o conceito
de localizacdo serd melhor definido.

Sendo assim, vemos que ndo é sempre que uma relagdo de disper-
sdo interpretada pelo principio da correspondéncia vai fornecer uma
equagdo vdlida. A mesma relacdo entre energia e momentum, sem
retirar as energias negativas, E? = p? + m?, dd a equagio de Klein
Gordon

(O+m2)(x) =0, (3.2)

em que hd uma evolugdo temporal local, onde héd causalidade. En-
tretanto, essa equagdo possui solugdes que a transformada de Fou-
rier em relagdo ao tempo tem suporte inferior ilimitado, isto ¢é, a
frequéncia w pode assumir valores arbitrariamente negativos; dados
por w = +vk? + m?. Esses valores negativos violam a condigéo es-
pectral de energia positiva. Problema de interpretagdo para energia
negativa.

A densidade e a corrente podem ser retiradas facilmente através de
(3.2) e a equagdo conjugada . Assim ,temos

Jo =" 3p—$p2:0*) T=—ic® (b"dip—$p2id*). (3.3)

o=

Y

Porém, o que seria a densidade de probabilidade p ndo é definida
positiva, portanto tem problemas em ser interpretada como uma den-
sidade de probabilidade. O que compromete a interpretacdo de (3.2)
como uma equagdo de uma fungdo de onda ou uma quantizagdo da
funcdo de onda 3. Para adicionar interagdo eletromagnética, pode-se
fazer o acoplamento minimo através da derivada covariante; D, =
Op + %Au(x). Descrita por termos locais. Assim, a equagdo de KG
se torna

(DuD* +m?)d(x) = 0. (3-4)

Agora essa equagdo contém termos de derivadas segunda e primeira
no tempo. Novamente, a densidade Jo ndo é definida positiva j& que
é da forma

J* = cte[¢p"D"$p — (D ™) d]. (3.5)

O que daria uma densidade de probabilidade negativa no caso da
interpretacdo probabilistica. J,, ndo é vista, entdo, como a corrente
de particula. Em 1934, Pauli e Weisskopf interpretatam a equacdo
de KG como uma equacgdo de movimento de um campo com dois
graus de liberdade correspondentes a estados com carga positiva ou
negativa e energia sempre positiva. Assim, a densidade de corrente

75

2 o fator complexo “i” apenas para tornar uma quantia real.
3 O que levou o nome, inapropriadamente, de segunda quantizacéo.
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Jo é a densidade de carga, que contabiliza a diferenca entre cargas
positivas e negativas 4, e a corrente vetorial J é a corrente de cargas.
Uma solugdo geral para (3.2) é dada pela decomposi¢ao em frequén-
cias
d(x) =T (x)+ ™ (x) (3-6)
3
00 = | 5 T (o) expl-n) 4l (Plexpleikn)) - 67)

em que kx = kMx,.¢ " (x) é a solugdo de frequéncias positiva e ¢ (x)

é a de frequéncias negativa. As frequéncias possiveis satisfazem |ck®| =

lw| > mc? /h, isto é, pertencem a duas regides separadas de 2mc? /h,
chamada frequéncia de Zitterbewegung. Frequéncias em que w| <
mc? /h correspondem a solugdes evanescentes no espago.

Para o caso de apenas uma particula, a densidade J° 5 pode ser
bem definida como positiva ou negativa e permitir a interpretagdo
da equagdo de KG como equagdo para uma particula tnica; desde
que selecionemos apenas uma tnica frequéncia positiva. Isso é o que
ocorre no caso nao relativistico, em que a carga tem um sinal tnico e
ha apenas uma frequéncia. O caso relativistico mistura positivo com
negativo. A interpretacdo de particula requer uma separagdo expli-
cita dos dois graus de liberdade de KG. Uma descri¢do relativistica,
que requer a condicdo espectral, para uma dada particula com intera-
¢do de um campo externo, por exemplo a interagdo eletromagnética
de acoplamento minimo, é problemadtica pois a condi¢do de energia
positiva ndo é assegurada para a interagdo em geral.

Uma interacdo com campo externo de suporte compacto pode in-
correr naturalmente em transi¢des para solu¢des de energia negativa
mesmo partindo de solugdes iniciais de energia positiva [61]. Por
exemplo, um acoplamento minimo de um potencial eletromagnético
de suporte compacto no espago e tempo com a equagao de KG, atra-
vés da derivada covariante (D, = 0, +1ieqA), gera um termo do
tipo (Aﬁcl)(x)), ja que Aﬁ tem espectro de frequéncia ndo limitado
inferiormente.

Na formulacdo matemédtica da mecanica quantica, vemos que al-
guns operadores considerados observéveis fisicos sofrem de compli-
cagdes como a de ndo serem definidos em todo o espago de Hilbert.
O teorema de Hellinger-Toeplitz diz que um operador simétrico® de-
finido em todo o espago de Hilbert com um produto interno é um
operador limitado (“bounded”). Entdo, um operador simétrico nao
limitado ndo pode ser definido em todo o espago de Hilbert.

4 O que justifica poder ser uma quantidade negativa.

5 E possivel ter f]o a3x positiva e, ainda assim, regides em que J0é negativa quando
hé& mais de uma frequéncia na expansido de ¢ (x). Assim, até mesmo com frequén-
cias positivas, a interpretagio de J© como densidade de probabilidade é problema-
tica.

6 Definicdo matematica que se confunde com operador hermitiano na Fisica.
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A energia, por exemplo, embora esteja associada a um operador
autoadjunto’, em geral, ndo é limitada, entdo ndo pode ser definida
em todo espaco de Hilbert, mas em um subconjunto denso.

Toda essa discussdo problematiza a interpretagdo de ¢(x) como
fungdo de onda de uma particula. Sendo assim, esse é um motivo
histérico que fortalece a necessidade da utilizagdo de campos para
descrever uma particula relativistica. O trabalho [62] de Dirac, 1932,
mostra essa tentativa de estabelecer uma mecénica quantica relati-
vistica. J4 o trabalho [63], de 1958, traz uma boa discussao sobre a
descri¢do de particulas de spin 0 e spin 1/2 no contexto de mecénica
quantica relativistica e a conexdo com a teoria de campos.

3.1 KLEIN-GORDON E SCHRODINGER

Diferentemente da equagdo de KG, a equagdo de Schrodinger é
linear no tempo e possui um tnico sinal de frequéncia como parte da
solucdo.

Iy (.8)

A interpretacdo de Feynman para a equagdo (3.2) foi a de antipar-
ticulas corresponderem a particulas de energia negativa com uma
reversdo na dire¢io do 4-momentum. Porém, essa solugdo estd no
ambito da evolugdo temporal para um campo quantico e ndo para
uma funcdo de onda. Isso requer abandonar a mecanica quantica de
Schrodinger com estado de uma particula. O interessante é que se
consideramos a mesma equacdo de Schrodinger para estado de uma
particula como uma equagdo para um campo quantico, obtém-se a
generalizagdo para estados de muitas particulas. A diferenca estd na
substitui¢do da fungdo de onda complexa por um operador valorado
em uma distribuigao.

A equagdo de Schrodinger pode ser considerada para um campo
classico de matéria. A quantizacdo desse campo classico é dada pela
func¢ao de onda operatorialmente valorada; um operador. Assim, um
campo quantico que satisfaz a equagdo de Schrodinger fornece, no
limite cldssico 8, o campo classico de Schrodinger. O fato de a equa-
¢do para o campo cldssico ser idéntica a equagdo para a funcdo de
onda de uma particula gera confusdo. Particularmente, Schrodinger
interpretou a funcdo de onda \(x) de sua equagdo ndo apenas como
uma representacdo do estado de informagdo, mas como algo fisica-
mente real. A consideracgdo da realidade de 1\ (x) foi questionada pelo

7 Em um espaco de Hilbert de dimenséo finita, os operadores sdao limitados. Para
operadores limitados, os conceitos (simétrico, hermitiano, autoadjunto) sdo idénticos,
pois pode-se fazer uma extensdo para o espago de Hilbert completo, e qualquer
operador simétrico definido em todo espago é autoadjunto. Em um espago de Hilbert
de dimensdo infinita, os observaveis fisicos ndo sdo garantidos como definidos em
todo o espaco, mas sdo autoadjuntos.

8 Quando o nimero de quanta é muito grande.
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fato de haver um crescimento no niimero das possiveis varidveis fi-
sicas. Por exemplo, a funcdo de onda, na base de posigdo, para uma
particula em trés dimensdes espaciais possui trés variaveis; para duas
particulas, ja seriam seis varidveis, e assim sucesivamente. Ja para a
densidade de carga, as variaveis sdo fixas, trés, no espaco tridimensi-
onal. A interpretacdo probabilistica para a equagdo de Schrodinger é
devido a Max Born e foi a mais aceita na visdo ortodoxa.

E importante lembrar que diferentes interpretacdes da mecanica
quantica ainda consideram a fun¢do de onda com um carater rea-
listico, 6ntico, e possuem seus préprios problemas e solugdes. Par-
ticularmente, alguns exemplos sdo: a teoria de David Bohm-Broglie,
Many-Worlds, Colapso Dinamico, Interpretacdo de Penrose, etc. Uma
referéncia atual sobre o estado dessa questdo é, por exemplo, [64].

Partindo da equacdo de KG, é possivel obter um limite nado rela-
tivistico 9 que é idéntico a equagdo de Schrodinger. Para isso, basta
tomar a seguinte solugdo néao relativistica

d(X,t) =9 exP(—%mczt), (3-9)

em que ¢ oscila no tempo muito lentamente comparada a exp(—%mczt).

O limite ndo relativistico, a energia total é da ordem demc?, tal que
E’ = E—mc? com E’ < mc?. Entdo,

0
ihS? ~ E/p < mce.
ot
Assim, obtém-se, subtituindo (3.9) em (3.2), a equagdo

., 0p  h?

Tt T T om
que é idéntica a de Schrodinger, mas ndo atribuida interpretagdo pro-
babilistica. Trata-se da evolugdo de um campo cldssico em derivada
de primeira ordem no tempo.

Ao fazermos o limite nao relativistico, selecionamos uma solugao
de uma frequéncia de apenas um sinal, excluindo outras solugdes que
envolvem combinagdo de frequéncias de diferentes sinais. Essa solu-
¢do particular ndo apresenta o efeito Zitterbewegung (ZBW), que é de-
vido a interferéncia entre solugdes com frequéncia positiva e frequén-
cia negativa.

Se considerarmos a equagdo de Schrodinger como uma equagdo de
difusdo, obtemos que (P*1p) sofre espalhamento(“spreading”). Uma
densidade difusa tem problemas para ser interpretada como uma
densidade de carga. A equacdo de difusdo nos d4 uma descrigdo mas-
croscopica de um fendmeno irreversivel; a irreversibilidade estd na
segunda Lei de Fick.

V2o, (3.10)

0
% by, 1)

No sentido de relatividade espcecial, porém existe também a chamada relatividade
de Galileu.
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com D sendo a constante de difusdo e p uma concentragdo que se
difunde.

Ja a equagdo de Schrodinger é reversivel ° sob atuagdo do operador
reversdo temporal™, T, que é antilinear e antiunitdrio, pelo Teorema
de Wigner das transformagdes de simetria representadas em um es-
paco de Hilbert. Particularmente, a constante de difusdo andloga para
a equagdo de Schrodinger de particula livre seria complexa e igual

o
2m
A solugdo para a equagdo de difusdo para d-dimensdes espaciais é
dada por

(7, 1) = 1Jddr’ X F—2 (r’,0) (3.12)
P = Grogaz | 4T O Ty ) Pl G
Aplicando o mesmo procedimento para o caso de Schrodinger,
Polx,t) = [ Gx XN (', )¢ (313)
com a fung¢éo de Green
iy (M \3/2 imr?
Glx—x,t) = (2mht) exp ( 2nt ) G-14)
Se tomarmos uma solugéo inicial do tipo gaussiana de raio “a”,
1\ 2
I'I)O(X’I t) = (27’[(12> exp <_4C12> ’ (315)
teremos uma densidade que sofre o “spreading” dada por
2 1\ 2
N)O (X/ t)| - <27_[0_2> eXp <_w> ’ (316)
em que a variancia é definida
h2t?
204) — 2
o (t) =a” + m
com uma velocidade associada
v h/mc

c 2a
Assim, enquanto a equagdo (3.2) ndo possui densidade positiva, a
equacao (3.8) possui densidade difusa. Diz-se que, em mecanica quan-
tica ndo relativistica, as func¢des de onda, inicialmente localizadas em

P*(x,—t) é solucdo da equacdo conjugada. Particularmente, é facil ver no caso de
solugdes estaciondrias P (x, t) =P (x) exp(—iEt/h).

A hamiltoniana deve comutar com T, [H, T]. Um campo magnético macrosc6pico
externo, por exemplo, viola essa condigao.
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uma regido finita, desenvolve uma cauda infinita (“infinite tail”). Isso
ndo é problema no caso ndo relativistico e é comum no estudo de
difusdo de particulas, em que, formalmente, a velocidade de difusdo
das particulas é infinita. A equagdo de difusdo descreve um movi-
mento Browniano de uma particula com velocidade infinita. No caso
relativistico, ha a complicacdo de que a causalidade tem que ser obe-
decida.

Na equagdo para o campo cldssico, que ndo é atribuida interpre-
tagdo probabilistica, a densidade (P*(x)(x)) é uma densidade de
carga™. Na equacdo para a funcdo de onda, pode ocorrer a inter-
pretacdo de densidade de carga também '3, como desejava Schrodin-
ger, desde que uma grande quantia de particulas estejam exatamente
no mesmo estado ¢. Nesse caso, (P*(x)(x)) pode ser interpretada
como densidade de particulas e (q*(x)(x)) a densidade de carga.
Sabemos que isso é possivel para os bésons, que possuem essa capa-
cidade de condensarem em um mesmo estado. Para os férmions, ha
algo semelhante que é devido aos pares de Cooper na supercondu-
tividade; pares de elétrons ligados a baixas temperaturas se compor-
tando como bésons compostos.

A chamada equagdo de London, baseada no comportamento ex-
perimental de supercondutores, expressa a corrente proporcional ao
vetor potencial, no gauge de Coulomb, da seguinte maneira

- q -
em que p é uma densidade de particulas. Uma consequéncia desta
equacdo é o chamado efeito Meissner, em que um supercondutor ex-
pele exponencialmente um fluxo de campo magnético aplicado que
penetra o material; determinado pelo pardmetro Ar, largura de pene-
tragdo de London, que é da ordem tipica de dezenas e centenas de
nandmetro.

Assim, mesmo na interpretacdo probabilistica da funcdo de onda,
temos um efeito fisico em escala mascréscépica no limite em que a
fungdo de onda se comporta como um campo cléssico.

3.2 DIRAC E PAULI

A great deal of my

A equacdo de Dirac, 1928, marcou o passo de enfrentamento da di-  work is just playing
cotomia que a Fisica vivia, no inicio da teoria quéntica, entre matéria with equations and
e radiagdo. Dirac buscou uma descri¢do para o elétron que reconcili- "8 g,h”t they

Qioe - Dirac

asse a mecanica quantica com a relatividade especial. Uma equacado
linear no tempo, que ndo mais trouxesse densidade nado definida posi-
tiva e nem frequéncias negativas. O espinor \{ de Dirac, que descreve
o spin do elétron, estd na representacao (4,0) @ (0, 1) do grupo res-
trito de Lorentz, portanto tem dimensao 4, quatro graus de liberdade

12 Na verdade, a densidade de carga é qlp? (x)I.
13 Feynman explica isso em suas Lectures on Physics, por exemplo.



46

os sPINs O E 1/2

fisicos. O que Dirac encontrou foi um sistema de equagdes para qua-
tro componentes relacionadas.

(iy*d, —m) =0, (3.18)
com a algebra de Clifford das matrizes de Dirac
o yY) = 20g™.

A corrente conservada, que satisfaz a equagdo de continuidade, é
dada por

i* =Dy = (i, piap), (3.19)

em que P = pTy° é o conjugado de Dirac, e

o = <0 Ui) , B = (H O) (3.20)
(O} 0 0 —1I

com 0j as matrizes de Pauli. Ou ainda

Y'=8, v =B (3.21)

A densidade é definida positiva, mas as solugdes de energia negativa
continuam presentes.
A equagdo de Dirac pode ser colocada exatamente na mesma forma
de Schrodinger
i’h%\l’ =AY, (3.22)
desde que a hamiltoniana seja dada por

A=3&-p+mp.

Embora sejam escritas da mesma forma, ¥ de Dirac é diferente do |
de Schrodinger; esta é uma fungdo de onda, c-number, aquela é um
campo de matéria fermidnica (spinor). Particularmente, a forma da
equagdo s6 é a mesma no caso em que ndo ha interacdo entre particu-
las. No caso de interacdo, a equagdo de Dirac para perde linearidade
em ¥, enquanto a de Schrodinger para fun¢do de onda continua com
um principio de superposi¢do vélido.

Em apenas uma dimensao espacial, para um férmion carregado
sem massa descrito por uma onda plana que se move para direita,
por exemplo, P = exp(i(kx —wt)), a equagdo de Dirac é dada por

o _ oy
ot ox’
A equagdo para o mesmo férmion se movendo para esquerda é

W _ oy

ot ox

Isso destaca que o caso ndo massivo é desacoplado. Um termo de
massa € que mistura as chamadas quiralidades right(R) e left(L), que



14

3.2 DIRAC E PAULI

sdo representagdes irredutiveis do grupo de Lorentz. Em ambos os
casos, hd solugdes com energia positiva e negativa. Dirac propos a
“Hole Theory”, baseando-se no principio da exclusdo de Pauli, com
o chamado mar de Dirac, conjunto de estados de elétrons ocupados
com energias negativas. Assim, explicava o fato de elétrons de energia
positiva ndo decairem arbitrariamente; ja que a estatistica de Fermi-
Dirac tem méximo ntmero de ocupacdo N = 1. Entretanto, mesmo ar-
gumento ndo servia aos bésons, que podem se condensar no mesmo
estado. O problema s6 foi melhor explicado no contexto de teoria
quantica de campos.

Diferentemente da equacdo de KG para campo escalar, a de Dirac
mistura as componentes de \ devido as matrizes y*. Porém, a relagdo
entre a equagdo de KG e a de Dirac é que cada da componente do
espinor, 1, satisfaz a equacdo de KG™4.

(iyYdy +m)(Iy*d —m)p = —(¥¥y*0,d, +m?) =0,
que se utiliza a simetrizagdo para obter
(0v0Y +m?*)h = 0.

A equacgdo de Pauli, de 1927, forneceu uma descri¢do ainda ndo
relativistica, mas que, ao contrario da equagdo de Schrodinger, levava
em consideragdo a interacdo do spin com o campo eletromagnético
externo aplicado sobre um férmion de spin 1/2. Pode ser obtida da
equacdo de Dirac no limite ndo relativistico. Para isso, partimos de

.0 - L -

1a—t =—i&-Vyp+pmp = (&-p+ Pm)p = H,
e fazemos acomplamento eletromagnético § — p — eA; H — H — e®,
pois p* — p* —eAt em

0 -
ia—lf = [&- (P—eA)+ed+pBm|p. (3-23)

Agora uma parte da hamiltoniana é interagente
Hjnt = —ed - A+ ed

, que ao ser comparada com o andlogo cldssico H = —ev - A + eQ,
sugere que & seja o operador correspondente a velocidade. Para isso,
verifica-se a equagdo de Heisenberg

o (T o

= <1h> [FH =& (3.24)
B
T = (1’&) [T, Hl = e(E+ & x B), (3.25)

Qualquer componente de campo livre satisfaz KG independentemente da represen-
tagdo do spin, pois declara a relagdo relativistica entre momentum e energia
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em que 7@ = P — eA é chamado momentum cinético associado ao mo-
mentum candnico p. A interpretacdo de & como operador velocidade
implica que esta velocidade tem autovalores *+c, ja que o? = 1. O
spinor de Dirac pode ser escrito como

X

com ¢ e x matrizes 2 x 2. A aproximacdo ndo relativistica pode ser
colocada na seguinte forma em que a forte variagdo temporal estd na

exponencial
(?) = exp(—imt) (d)) . (3.27)
X X

Apbs simplificagdes no limite ndo relativistico, em que e® < mc?,

tira-se

e

X = Hd)' (3-28)

A equacgdo de Dirac para a matriz ¢ fica

0 0 -7t
ia—ilz = {(Zn?) + ed)} o. (3-29)

Utilizando as simplifica¢des das matrizes de Pauli &, obtem-se a equa-
¢do de Pauli para 1, parte do spinor de Dirac que contém apenas duas
componentes

_ G-B+ed
2m cha Bte

d p— SA)?
i—d’ = [(p A ch d. (3-30)

Para um campo magnético externo uniforme B com um gauge es-
colhido tal que o potencial é invariante rotacional A = 7B x T, por
exemplo, temos a expressao final, em ordem linear de B, dada por
¢ [ﬁz e

i = 2m2mc(L+ZS)-B+e®] ¢, (3-31)

com momento angular orbital [ = ¥ x § e momennto angular spin
S = 13. Assim, o fator giromagnético devido ao spin é g = 2 e 0
orbital g = 1, como jé previsto.

De Dirac, obtemos a equacdo de Pauli como limite néo relativistico,
que consiste em descartar solugdes de energia negativa. A equagdo
de Pauli se reduz a de Schrédinger 5 quando temos A = 0 j& que
ndo hd mais acoplamento com o spin. O caminho inverso, de Schro-
dinger para Pauli pode ser feito, embora menos natural, através da
substitui¢io 2 — (G - F)? e do acoplamento minimo § — F — eqA/c.

Duas equagdes desacopladas tipo Schrodinger para as duas componentes do spinor
de Pauli.
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A equagdo de Schrodinger muitas vezes é pensada como uma equa-
¢do que descreve uma particula sem spin, porém o correto é que o
spin apenas ndo é relevante; a interacdo eletromagnética do spin ndo
é naturalmente levada em consideragdo. Assim, um elétron, nio rela-
tivistico, pode ser descrito por Schrodinger quando seu estado é um
autoestado do operador de spin.

Embora a equagdo de Dirac tenha previsto a existéncia de antipar-
ticula, poésitron correspondente ao buraco no mar de Dirac, a ocor-
réncia de energias negativas é comum a todas as equagdes de onda
relativisticas. O fato de exigir uma densidade py positiva ndo é muito
determinante, pois a interpretacdo dessa quantia é modificada em
QFT. A interpretagdo inicial de densidade de probabilidade na equa-
¢do de Dirac fora reinterpretada depois, para um campo, como uma
densidade de carga. Dirac conseguiu fornecer uma descrigao relati-
vistica local para férmions de spin 1/2 em que o spin estd presente
desde o inicio, sem precisar ser colocado a mao como teve de fazer
Pauli. Um dos sucessos da equacdo foi a obtencdo, na presenca de
interacdo eletromagnética, do fator giromagnético do elétron, g =2, e
corre¢Oes de estrutura fina para o espectro do 4tomo de Hidrogénio

previstas pelo termo de Darwin?®.

3.3 ZITTERBEWUNG

Na teoria de Dirac, em uma visdo de mecéanica quantica, a equagdo
de Heisenberg para a evolucdo temporal dos operadores observaveis
pode ser utilizada para o operador posicdo, ja que a ideia de localiza-
¢do em mecanica quantica esta ligada a existéncia de um operador de
posicdo. A hamiltoniana da equacéo de Dirac livre, H = &-p +mp, é
entdo utilizada

. dx N

i [x, H] = a. (3.32)
Isso mostra o fato de o operador velocidade ndo ser paralelo ao mo-
mentum candnico e ser um operador de spin mesmo na equacao de
Dirac livre. Na teoria quantica de Schrodinger, o operador velocidade
é puramente espacial, V = X = P/m. Mesmo na presenca de intera-
¢do eletromagnética, o operador continua sendo puramente espacial
ja que v =7/m = 1/m(p — 4A.

Na representacdo de Heisenberg, o operador evoluido no tempo

é escrito como xp(t) = exp(iHt)xs exp(—iHt) em que xy e xs se
referem a operadores de Heisenberg e de Schrodinger. Entdo, para
um tempo qualquer, com as unidades fisicas destacadas, temos

dx(t) =
at = cu(t)

Afeta apenas orbitais tipo s. A contribui¢do que da ao estado 2s a mesma energia de
2p. Pode-se relacionar como uma consequéncia do ZBW [65]. J& o chamado “Lamb
shift”, que, embora seja uma menor correcao, faz a energia de 2s ultrapassar a de

2p.
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. Os autovalores da matriz c& sdo +c e —c para qualquer tempo; um
espectro puramente discreto para o operador de velocidade padrao.
Classicamente, é esperado que v = c?$/E. Por correspondéncia, o
anélogo quantico deveria ser o operador velocidade c?pH~", que é
de espectro continuo e é uma constante do movimento para particula
livre.

Prosseguindo, podemos agora calcular a derivada temporal desse
operador por

cda

i = 6@ P+ Bm) = 26pm +2ip x z (3-33)

i:(fo
0

é a matriz relacionada ao spin. Essa expressdo pode ser reordenada
como

em que

S

id =26H —2&(&-P) + 2ip x £
,ja que [0, o] = 2iegjrZi e o, B] = 2a¢B. Ulilizando que a5 =
To, o5) + 3{oi, 5}, obtemos
& = 2i (f— &H) = 2i(fH~" — alpha)H, (3.34)

que é uma diferenga entre o operador velocidade e o esperado clas-
sico. A solugdo formal, por ser uma EDO de primeira ordem, é dada

por

aft) = (F —pH ") e 2t 4 pH. (3.35)
Mas c& = %, entdo a solucdo geral do operador posicdo é
X(t) = b+ Pc?H 't — bexp(—2iHt/h), (3.36)
com ' _
5 =x(0) — %hco?(O)H_1 + %hczﬁH_z.

O dltimo termo representa uma rdpida oscilagdo do operador de po-
sigdo chamada Zitterbewegung por Schrodinger em 1930; ou ainda
“trembling motion” e “jittery motion”. A frequéncia de oscilagdo é
da ordem de w ~ 2mc?/h e estd associada com uma amplitude da
ordem do comprimento (reduzido) de Compton hcH™! ~ h/me = Ac.
Assim, associa-se esse efeito a flutuagdes na posi¢do da particula da
ordem do comprimento de Compton. Entretanto, quando calculado
o valor médio do operador, (X(t)), em um estado geral que é super-
posigdo de ondas planas de energia positiva e negativa, solu¢des da
equacdo de Dirac, verifica-se que o efeito é uma consequéncia da in-
terferéncia entre estados de energia positiva e negativa da particula.
Solugdes de pacote de onda com energia unicamente positiva ou uni-
camente negativa, como as solugdes de Schrodinger, ndo apresentam
o efeito de Zitterbewegung.
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Em uma andlise de teoria quantica de campos, em que promove-
se a fun¢do de onda de Dirac'7 para campo quantico, ZBW é muito
pouco mencionado pela comunidade em geral. Alguns trabalhaos[66]
consideram como um efeito nao fisico, que carece de realidade.

A questdo de interferéncia entre energias positivas e negativas, perde
consisténcia quando temos estados fisicos que pertencem a setores
distintos de uma regra de superselecdo como cargas elétricas distin-
tas. Assim, a superposicdo coerente desses estados é proibida, invali-
dando a observacao fisica do efeito.

Outros trabalhos [67] abrem espago para possiveis interpretacdes
desse efeito até mesmo em uma visdo de teoria quantica de campos.
Trata-se de um assunto antigo, mas que surgiu novamente com a
spintronica e a matéria condensada'®, que permitem testes de efeitos
previstos pela mecanica quantica relativistica como ZBW, Paradoxo
de Klein e Mecanismo de Schwinger. Isso é possivel devido a analo-
gia, ou simulacdo [68], do comportamento de elétrons relativisticos
com elétrons de baixa energia em materias semicondutores (sistemas
“Dirac-like”), por exemplo: [69] [70] [71] [72] [73] [74] [75].

Sobre demais questdes relacionadas ao ZBW, pode-se citar, por
exemplo, a questdo de uma geometria interna para o elétron baseada
em ZBW levantada por Barut[76], além da origem do spin como um
momento angular associado ao ZBW devido a Huang[77] e a relagdo
de ZBW com a élgebra geométrica de Hestenes[78]. Para o estudo da
propagacdo de pacotes de onda de elétron e visualiza¢do dos efeitos
de ZBW no contexto de solugdes da equagao de Dirac, referenciamos
[79] [80].

Na discussédo de localizacdo de Newton-Wigner, as fun¢des de onda
representam estados de energias puramente positivas, que possuem
dispersdo de ordem maior ou igual ao comprimento de Compton
da particula associada. O ZBW poderia estar relacionado, entdo, com
uma localizacdo além do comprimento de Compton, onde a incer-
teza de energia pode ser grande suficiente para criar pares de parti-
cula e antiparticula. Essa ideia de que particula isolada relativistica
ndo possa ser localizada em distdncias menores que o comprimento
de Compton é, novamente, no sentido de Newton-Wigner'. Dessa
forma, pode-se dizer que uma particula pontual possui uma dimen-
sdo linear efetiva da ordem do comprimento de Compton associado,
ja que a propria no¢do de particula é comprometida para menores
distancias.

Teoria de estados de uma particula apenas.

Experimentos com atomos frios e grafeno, por exemplo.

A questdo da localizagdo em teoria quantica de campos é uma outra abordagem, que
serd apenas mencionada mais adiante nesta dissertagdo.
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3.3.1 Transformagdo de Foldy-Wouthuysen

Na mecénica quantica relativistica, existe uma transformagdo cano-
nica que altera a representa¢do da fungdo de onda na teoria de Dirac.
A transformagdo de Foldy—Wouthuysen,1949, diagonaliza, através de
um operador unitdrio U, a hamiltoniana livre de Dirac separando as
solugdes de energia positiva e negativa antes acopladas devido ao
& presente na hamiltoniana.Embora o trabalho original fora descrito
para particulas de spin 1/2, ha generalizagdes para spin 0, 1 e spins
mais altos [81][82][83] [84], que promovem uma maior similaridade
entre as equagdes de onda que descrevem as particulas associadas.

Assim, qualquer operador é alterado por uma transformacdo de
similaridade, Q = UQUT e a funcdo de onda transformada

P = U = exp(iS)y, (3:37)

com S hermitiana. Por exemplo, U = exp(f& - p6), no caso de spin
1/2. Onde 20 = arctan™' (%) é o angulo que efetua a diagonalizacdo.

Nessa representacdo®’, que é a do trabalho de Newton-Wigner de
1949, as duas componentes de energia positiva do spinor completo de
Dirac ndo se misturam com as duas componentes de energia negativa;
separando o spinor inicial em outros dois, de energias definidas, com
dois graus de liberdade cada. A hamiltoniana simplifica em

F=p(m?+5%)/2

Essa transformagédo foi usada por Foldy e Wouthuysen para tam-
bém justificar de forma mais clara a transicdo da equacdo de Dirac
para a de Pauli no limite ndo relativistico, ja que, na representacdo de
Newton-Wigner, o limite cldssico da mecénica quantica relativistica
é obtido, isto é, o operador velocidade ja ndo é mais relacionado ao
spin, mas espacial; em similaridade com a teoria de Pauli.

O efeito de ZBW ndo se manifesta nessa nova representagdo, ja
que ocorre a separagao das solugdes de energias negativas e positivas.
Entretanto, a nogdo de um comprimento caracteristico da particula é
mantida e mais evidente que na representacdo de Dirac-Pauli.

No caso de haver interacdo, ndo é possivel fazer apenas uma trans-
formacdo para diagonalizar a hamiltoniana, mas uma sequéncia de
transformacdes que expandem a hamiltonia em uma séria infinita
em poténcias do inverso da massa; 1/m. Para uma série condicio-
nalmente convergente, ou semi convergente, é preciso que a massa
seja suficientemente grande comparada as componentes temporais
de Fourier da interagao.

No trabalho original de Foldy-Wouthuysen, 1é-se

“In general, \p at a given point is constituted from contribu-
tions depending on \p over a neighborhood of dimensions of the

20 A transformacdo diagonaliza na representacdo particular de Wigner-Newton.
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order of a Compton wave length of the particle about the point.
Thus a wave function, which in the old representation correspon-
ded to a state in which the particle was definitely located at one
point, passes over in the new representation into a wave func-
tion which apparently corresponds to the particle being spread
out over a finite region.”

Eles encontram que, ap6s a transformagao, o operador posi¢do ndo
é mais o usual x, mas o seguinte

$&+im&dﬂﬂ—wxﬁp
2E, 2E,(Ep +m)p

=%X—

®u

(3-38)

Considerando o chamado operador posi¢do média na nova represen-
tacdo como sendo o operador posicdo na antiga X = x, obtém-se a
posicdo média na representacdo antiga através da seguinte expressao

B3 iB(s-PIF + (3 x plp

X=x+ i
- 2E, 2E,(Ep +m)p

(3:39)
com & = -[& x & o operador de spin e energia E, = (m? +p?)!/2.
Consequentemente, outras quantidades como velocidade e momento
angular também sao alteradas®'.

A adigdo de interacdo complica a situagdo devido ao fato de per-
mitir que haja possibilidades de introducdo de energias negativas
mesmo que a situagdo inicial seja com energia positiva. Quando a
interagdo nao é fraca, a distingdo entre estados estaciondrios de ener-
gias positivas ou negativas fica comprometida, e a prépria descricao
da particula, em termos de fungdo de onda, pode perder a validade.

Para a equagdo de Dirac minimamente acoplada a interacdo eletro-
magnética, H=pm—ed +&- (p — eA) na representagdo de Dirac, a
transformacgdo de Foldy-Wouthuysen fornece a seguinte expressao

ind¥ <[5mcz+2il (ﬁ—i/i)2+e¢—zen1rsa-§—ve
b [0 (5= SA) < E-a Ex (- SA)] <. )0

que destaca mais explicitamente os detalhes da interacdo entre a par-
ticula e o campo eletromagnético.
Novamente, os autores concluem com:

“In the old representation, the Dirac particle interacted with
the electromagnetic field only at its position. However, a par-
ticle which in the old representation was located at a point is
in the new representation spread out over a region of dimensi-
ons of the Compton wavelength in the space of its mean-position
variable X = x. But in the new representation, the interaction

21 O autor utiliza “mean position, mean velocity, mean angular momentum, etc.
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between the particle and the electromagnetic field is expressed
in terms of the values of the electromagnetic field quantities at
its mean-position. Hence one must expect a series of correc-
tion terms of the nature of a multipole expansion of the field,
since the particle is actually spread out over a finite region in
the space of its mean-position variable. From this point of view,
the explicit appearance of the magnetic moment interaction and
the accompanying spin-orbit interaction in the Hamiltonian is
to be expected.”

3.4 EQUAGOES DE MAXWELL - CASO FERMIONICO

Partindo da decomposi¢do de Gordon fermidnica e tomando o re-
gime estédtico do potencial eletromagnético 0tA" = 0, obtém-se parte
das equagdes de Maxwell*? no referencial de repouso da particula.

A decomposi¢do de Gordon com interagdo eletromagética é
By = 5 (0% — (05D )0) + -0, (D) — A%, (3.41)
m m m

em que I** = 1 [y* yH] é matriz antissimétrica, gerador do grupo
de Lorentz na representacdo espinorial. O primeiro termo é chamado
convectivo, que é uma generalizagdo relativisitica do termo convec-
tivo no caso de Schrodinger e esta ligado ao movimento das parti-
culas carregadas. O segundo termo é o de magnetizagdo, que estd
ligado ao spin da particula. O dltimo termo é um acoplamento entre
o potencial eletromagnético e e a densidade de particula do portador.

No intuito de legitimar as aproximag¢des tomadas a seguir, lem-
bramos que uma solugdo geral da equagdo de Dirac, no espaco dos
momenta, com energia positiva e na representacdo de Dirac é dada
pelo espinor

5.5
E+m

W = exp(—ipx) ( 2 d)) - G42)

No limite ndo relativistico, reduz-se simplesmente a

Y = exp(—ipx) (1)) . (3-43)

Para encontrarmos a configuragdo de campos elétrico e magnético
da particula fermionica, relacionada com a lei de Coulomb, fazemos
algumas simplificagdes®3. Desprezamos a “back reaction”, ou seja, o
efeito da radiacdo gerada pela particula sobre ela prépria. Sendo as-
sim, o campo eletromagnético é gerado pela particula, mas ndo o con-
sideramos acoplado na equagdo de Dirac que descreve a particula,

Tendo o conhecimento da lagrangeana fermidnica em presenca da radiacdo ele-
tromagnética, ganha-se o correspondente a lei de Gauss e a equacdo de Ampere-
Maxwell.

Na discussdo do caso bosonico, essas simplificacdes ficardo mais bem colocadas.
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3.4 EQUAGOES DE MAXWELL - CASO FERMIONICO

ja que queremos fazer a simplificacdo de considerar o referencial de
repouso da particula; para isto, precisamos de uma particula livre. En-
tretanto, conhecemos a corrente eletromagnética de Maxwell, vinda
da variagdo da lagrangeana de Dirac-Maxwell, isto é, —%Fz + LDirac,
pois o campo eletromagnético é realmente gerado, possui dinadmica,
j& que a particula possui carga elétrica. Ao se utilizar a decomposigao
de Gordon, estamos utilizando a equagdo de campo. Entédo, o célculo
é on-shell, ou seja, provém de uma conservagdo propria** do teorema
de Noether. O caso off-shell ndo requer a utilizacdo da equacdo de
campo e vem de uma conservagao imprépria de Noether.

Agora, tomando o = 0 na decomposigdo de Gordon desacoplada®
de A%, temos

7.0 i— T A0 0.7 ] — 0j
BYOw = 5 (H3%% — (OB ) + 3 (Pp). (3.44)
Nas aproximagdes citadas e no referencial de repouso, simplifica em

i

Pyop = 5 (PP — (°P)) . (3.45)

A equagdo de Gauss para o campo elétrico vem da variagdo da lagran-
genada em relagdo ao A*. Em que a equagdo com o indice temporal

0iF? =] = eqy
é que fornece simplesmente
ieq

AV E = eqll_ﬂ/olb = Pcarga = R

(P2 — (2%P)), (3.46)

e o potencial eletrostédtico, dado por —VO = E, é entdo obtido

1 Pcarga /
O =— V. .
47TJ |F_?,|d (3-47)
Para uma particula de distribuicdo pontual,pointlike, pcarga = 5(7),
tem-se a bem conhecida equagado para o potencial

eq
O=—" :
ol (3-48)

que gera o campo elétrico de dependéncia 1/r2.
Para obtenc¢do do campo magnético, tomamos a componente espa-
cial @ = 1, que fornece a seguinte expressao

- - .- 1 o 1 _
Py =5 ($3'h — (3"P)w) + —35 (PZT) + —o (™).

i
m
(3-49)

De 1918, a nomenclatura “proper conservation law” e “improper conservation law”
foi a distin¢do de Noether sobre leis de conservacdo que dependem ou independem
das equagdes de campo associadas. No caso on-shell, a particula satisfaz a relagdo
relativistica entre momentum e energia.

Impor a ndo consideracdo da “back reation” é considerar a equagdo de Dirac livre,
que dé a decomposigdo de Gordon sem A%, e ndo simplesmente zerar o A%. No caso
bosénico, o equivalente serd utilizar a condigdo subsididria da particula livre.
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Nas mesmas aproximagdes, temos que a corrente convectiva espacial,
ﬁ (ﬂ)aiw — (aill_))ll)) é nula no referencial de respouso e obtemos a
expressao simplificada
- 1 o
by = +—2; (HZVY). (3.50)
Partindo da componente espacial da variagdo
doFOr + 3Pt = 0oE + V x B = eqpy'yp

no limite estdtico, obtém-se a equacdo de Ampere-Maxwell para o
campo magnético dada simplesmente por

(V X E)l =eqpy'p = %aj (PZIy). (3.51)

Para o potencial vetor A com gauge ja definido®®, tem-se a equacao
tipo Poisson

- (Vzﬁ)l = %aj (YY), (3.52)

que reproduz a conhecida expressdo na literatura dada por

S o [ JE) L,
A(F) = 471J = ﬁ,|dV. (353)

T—T
No referencial de repouso, ocorre que
€Ay (T5iah) — €95, (ciikgf ok
o5 (PLp) = 0y (T i) (3.54)
Sendo assim,
J=Vxi

com [it = {i{63(X) sendo 0 momento magnético proporcional ao spin

da particula responséavel pela geragdo do campo magnético®’; trata-se

do analogo cldssico de um dipolo na origem, por exemplo.
Retornando para a equacao (3.53), apés uma integracao parcial

X = Ko ’ —1 - — ’
AT =—1| |V X Hod(T)dV’. .
1= [ || x st (3:55)
Finalmente, o vetor potencial e o campo magnético, devido o spin,
gerado por essa particula fermidnica no referencial de repouso no
limite ndo relativistico se reduzem a expressdes conhecidas®®

o X T

A —
4|3

(3-56)

Na aproximacdo estatica, o gauge de Coulomb tem mesmo efeito do gauge de Lo-
renz.

27 Considerando [i pontualmente localizado
28 Célculo obtido para distancias externas ao dipolo, isto é, ndo reproduz distancias

internas.
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No eletromagnetismo classico de Maxwell, o spin da particula e
a interagdo da particula com o préprio campo gerado sdo efeitos to-
talmente desconsiderados. Trata-se de uma visdo macroscépica do
efeito de fontes eletromagnéticas. Ao considerarmos o efeito do spin
da particula, estamos, na verdade, fazendo uma analise semicldssica
que é mais microscopica.

No capitulo 4, um célculo andlogo sera feito para bésons, no intuito
de comparar as diferengas ou semelhangas.

B=VxA=

B(Fo - )T — Hol + Hod(r). (3.57)

3.5 FATORES DE FORMA E CORRENTE FERMIONICA

Embora a QED trate os 1éptons como particulas pontuais, sabemos
que particulas elementares podem apresentar os chamados fatores de
forma, que descrevem o desvio eletromagnético do comportamento
de uma carga pontual ideal.

Para medir o tamanho de um objeto, é necessdrio o uso de algum
tipo de comprimento de prova (resolugdo), que estd associado ao mé-
todo de medigdo. Algo bem pequeno requer uma resolugdo também
bem pequena para ndo parecer desprezivel frente a distancia rele-
vante da medigdo. Em [85], Jaynes defende que, assim como Louis
Pasteur teve de observar um tinico micrébio por meio de microscépio,
uma particula pontual deveria ser provada nua, fora de um pacote de
onda.

Uma medida de prova muito pequena pode ser problematizada
pelo principio da incerteza, que associa uma grande incerteza do mo-
mentum. Na prética, a quantia avaliada relacionada ao tamanho de
particulas elementares é a distribuicdo de momenta, que esta relacio-
nada a uma transformada de Fourier em relagdo ao comprimento no
espago de coordenadas; essa distribuicdo é chamada fator de forma.
O fator de forma parametriza a distribui¢do de carga e de corrente as-
sociadas as interag¢des da particula. O conceito foi inicialmente intro-
duzido no estudo de espalhamentos por raios-X. Os fatores de forma
ddo uma relagdo direta entre a observagdo experimental e a andlise
tedrica.

Na visdo de espalhamento, os fatores de forma (atdomica) aparecem
diretamente na obtencdo experimental da se¢do de choque como um
fator multiplicativo que o altera.
do do 2.2
w-(a@) . Fer 659

Eles sdo interpretados como a transformada de Fourier de uma den-
sidade de probabilidade

F(q?) = j drp(F) exp(iq - 7/h), (3.59)
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em que (q = pz —p1) é o momentum transfer ou de transferéncia.

Em célculos pertubativos da teoria quantica de campos, os propa-
gadores sdo representados no espago dos momenta, onde as divergén-
cias aparecem de uma forma mais simples de tratar que no espago de
coordenadas. Assim, ao analisarmos os elementos de matriz da cor-
rente eletromagnética, ]EM =eq)_ f Y. f, entre um estado inicial e
final para particulas de spin 1/2, por exemplo o elétron, temos

(up2)JFM u(p1)) = a(p2)Tulpr, pr)ulpr), (3.60)

com espinor de Dirac u e I, descreve a estrutura de Lorentz geral da
corrente eletromagnética. Assim, [u(p)) representa o estado de um
elétron on-shell, p? = p3 = m?, com fungéo de onda u(p). J4 o féton
é off-shell, ou seja, virtual.

Analisando todas possibilidades de estruturas invariantes de Lo-
rentz, é possivel obter uma expressdo para I' ap6s tomar em conside-
ragdo algumas restricdes que diminuem o ndmero de possibilidades:
Invariancia translacional da corrente, hermiticidade da corrente, a lei
de conservagdo da corrente devido a invaridncia de gauge, relagdes
das matrizes da é4lgebra de clifford para a equagdo de dirac (elétron
on-shell).

Como T, possui apenas um indice, os trés casos possiveis sao esse
indice vir no momentum transfer ¢, ou nas matrizes gamma da &l-
gebra de Clifford ou no simbolo antissimético € de Levi-Civita. Os
fatores de forma sdo invariantes de Lorentz, entdo eles dependem de
produtos escalares de 4-vetores, mas existem apenas dois indepenten-
tes e relevantes na descrido fisica do problema, p; e p2. Dessa forma,
as quantias invariantes sdo p%, p% e p1-p2. Como o elétron é on-shell,
P1 e p2 ndo sdo varidveis, ja que ddo a massa da particula cujo vértice
de interagdo estamos considerando. A tinica opgdo restante é a depen-
déncia em p7 - p2, mas temos liberdade para fazer uma mudanca de
varidvel mais conveniente e expressar isso em fun¢do do momentum
do féton, ja que q2 = (p2 —p1)?. Portanto, os fatores de forma podem
ser considerados todos como fungdo do momentum do féton como
F(q?).

Para simplificar o possivel, também se utiliza uma série de iden-
tidades que relacionam, por exemplo, (p1 +p2)y com v, e Z,vq".
Tratam-se de relagdes tais como a decomposicdo de Gordon da cor-
rente fermiodnica, que serd utilizada na préxima secéo.

Ap6s as devidas restrigdes, a forma final de I' é obtida como

M= Fy (@M + i iV, (g2
1(9%)y +ig o 2(97)
+i€”V“B%GaBF3(q2)

(=)
2m

(3.61)

+ vsFa(q?)
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Finalmente, a estrutura da corrente eletromagnética, ainda sem a
carga, é escrita como

wv nwve
JH =1u(p2) [H(qz)v”ﬂFz(qz)imqv+iF3(q2)€4nf“ﬁqv
+L H_Lz K F 2
m <q Y )Ys 4(q )]U(Pﬂ,
(3.62)

com momento transfer, relacionado ao féton, dado por q = p, —p1 e
o seguinte spinor de Dirac

u(pr) = ( o ) . (.69
2

Ei4+m

A corrente eletromagnética, rigorasamente definida, recebe um fator
multiplicativo que é a carga (eQ)*?, onde (e) é a carga fundamental e
Q dé o sinal e o niimero de mdltiplos da carga fundamental. Assim,
Fq é o fator de forma relacionado a carga, F, é relacionado ao mo-
mento andmalo magnético, F3 ao momento de dipolo elétrico e F4(q?)
é chamado fator de forma de Anapole, devido a Yakov Zel’dovich-
1957 [86]. E esperado que, no limite em que (g% — 0), obtenha-se as
propriedades estaticas da particula, ou seja, a carga, o dipolo magné-
tico, dipolo elétrico, anapole.

Podemos destacar algumas observagdes sobre esses fatores de forma.

Primeiramente, mesmo que uma particula nao seja eletricamente car-
regada, é possivel ter um momento magnético andmalo e um mo-
mento de dipolo elétrico (F2,F3 # 0) devido a esse efeito quantico
que se manifesta através dos fatores de forma. O fator de anapole
F4 viola a Paridade (devido vs) e corresponde a um momento que
ndo costuma receber destaque na fisica classica, diferentemente do
momento magnético e momento de dipolo elétrico.

Na eletrostatica, sabemos que uma corrente eletromagnética pode
ser expandida em termos de multipolos elétricos e magnéticos, po-
rém h4 uma familia de multipolos chamada momentos toroidais, que
fazem parte de uma expansdo multipolar no caso da eletrodinamica.
No contexto quanticos, esses momentos toroidais sdo chamados de
anapoles. Uma extensa apresentacdo de multipolos toroidais em ele-
trodindmica e em fisica do estado sélido é encontrada em [87].

Ha também pesquisas [88][89] que tentam formular interagdo ele-
tromagnética para matéria usual com a matéria escura fria (“cold
dark matter”) através dos anapoles, além dos mais usuais momentos
de dipolo elétrico e magnético. A ideia é associar matéria escura com
léptons massivos de Majorana, pois o tnico fator de forma permitido
para um férmion de Majorana é o toroidal[9o].

Aqui Q é maitscula para nao confundir com o momento transfer q, mas, em outras
situagdes desse trabalho, é possivel encontrar q(mintscula) como a carga.
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No limite ndo relativistico, ap6s acoplamento com o potencial ele-
tromagnético A,, em ordem O(q?), o termo de anapole F4, no espaco
dos momenta, é expresso por

Rars
2m

ghaid

vi
L (0P

(3.64)
Trata-se de uma interacdo entre o spin da particula e o vetor densi-
dade de corrente eletromagnética, tipo (o - j), que apareceu por moti-
vos quanticos. Uma visualizagdo cldssica de anapole é um fio helicoi-
dal tipo solenoide apertado em um anel como um toro, em que o fio
sO cria momento magnético dentro do toroide.
Embora ndo haja muitos textos sobre anapole, os seguintes traba-
lhos podem ser citados por envolver, de alguma forma, conceitos re-
levantes para esta dissertacdo:[91][92][93] [94][95].

(da°A0 = (a°)?A+q*A—d(d- 7)) =

36 CAMPO CLASSICO ESTENDIDO

Como ja mencionado anteriormente, um grande sucesso da equa-
¢do de Dirac foi obter o fator giromagnético, g = 2, para o spin dos
léptons eletricamente carregados. Esse resultado para o elétron ja era
esperado pelos estudos em espectroscopia, mas calculos em eletrodi-
namica quantica (QED) indicava maior precisdo em acordo com os
experimentos que apontavam um pequeno desvio do valor g = 2.
A equagdo de Dirac obtinha sucesso a “tree-level”, mas era preciso
considerar corre¢des quanticas a esse valor utilizando os loops nos
gréficos de Feynman.

Na prépria equagdo de Dirac, a adigdo do chamado termo de inte-

racdo de Pauli,
e

4dm,
com oV = 5 [y*,yv"] eFuv = 0u Ay — 0yA,, acomoda essa correcdo
ao valor obtido por Dirac, pois o termo a., chamado momento mag-
nético andmalo, surge no cadlculo do momento magnético da seguinte
forma

aeFuv(X) G‘Wﬂ)(x) (365)

g=2(1+ae). (3.66)

O termo de Pauli respeita a covaridncia de Lorentz e a invaridncia de
gauge, porém constitui um termo chamado operador de dimensao 5,
conhecido por prejudicar a renormalizagdo das teorias. Assim, como
um termo fundamental, esse termo ndo é esperado na expressdo da
lagrangeana, embora ele surja como resultado de loops em QFT.

O célculo do momento magnético andémalo do elétron é encontrado
nos livros de QFT como um exercicio de aplicacdo das regras de Feyn-
man para um loop de féton ao vértice eletromagnético da interagao
elétron-féton. Ao invés de reproduzirmos esse calculo aqui, analisa-
mos a possibilidade de obtencdo do mesmo valor sem fazer o uso das
corre¢des quanticas aos graficos de Feynman da QED.
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Seguindo os passos de [96], analisamos o calculo do momento mag-
nético dos 1éptons, que sdo descritos pela equacdo de Dirac. Embora
a equagdo de Dirac ja carregue um h embutido da descri¢do quantica,
a ideia é ndo utilizar o campo de Dirac quantizado, mas ao nivel clas-
sico (ou semicléssico), e verificar a possibilidade de simulagdo de um
efeito quantico por uma nogdo de extencibilidade espacial associada
ao comprimento de Compton associado.

Partindo da lagrangeana de Dirac acoplada3® ao campo eletromag-
nético

: . _ _
L= _ZFZ + % (VY*Dypd — Dppytp) —mip, (3-67)

a variacdo em relagdo a matéria e ao campo do féton (A*) fornece

doF*Y = qy™ ¥ (3.68)
"o b —gA YD —mp =0 (3.69)
iy*Dpb —mp =0, (3-70)

ou de forma andloga, no gauge de Lorenz
0xd*AY = qy™ (3.71)
o b — gAY —mp = 0. (3.72)

O potencial eletromagnético é obtido pela funcdo de Green em

7~ VAl
AY qudgr’, (3.73)

T in) 1

chamado potencial classico retardado. Ele pode ser iterado na prépria
equacao de Dirac de forma autoconsistente

'YHIL’F'Y ub !

F=7

2
wuauxp—qj

3.7 _
o >’ —mp =0, (3.74)

com P’ =P/ (t—[F—7/|,7') com efeito de retardamento e \p = Y (t, 7).

Utilizando a conhecida decomposi¢do de Gordon da equagdo de
Dirac, a corrente leptonica total, Py *, pode ser expressa da seguinte
maneira

du (T, yH) + 3 (Yo*p — 0%Yp) + (3.75)
—gA%p —mpy*p =0,

em que a corrente total é decomposta em termos que explicitam dife-
rentes contribuig¢des fisicas. Um termo relacionado ao spin da matéria
portadora da carga eletromagnética [, (+ly*,v*))], o chamado
termo convectivo [—l—%(ﬁ@ “1]))} , que estda relacionado ao transporte de

Aqui tomamos a derivada covariante dada pelo procedimento de acoplamento mi-
nimo, que associa 0, — dy + “51A, = Dy. Obviamente, podemos simplesmente
considerar, para o elétron uma carga q ja com sinal e carga elementar embutidos.
h=1.
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cargas e & variagdo temporal do campo, o termo [qA® P |, que é um
acoplamento direto entre a densidade de particula do portador e o
campo eletromagnético.

No limite nao relativistico, o potencial possui parte espacial dada

por

Y q (WYY 5,

A=— d>r’, .76

47:J|?—F’| r (3.76)

sem efeito de retardamento. Ocorre também uma simplificagdo no

espinor que causa a reducdo de componentes P = (¢T,0), com de-
pendéncias do tipo ¢’ = d'(77) e d = G (F).

A parte espacial da decomposi¢do de Gordon, « = i, é expressa por

Vx (6T 50) + 3 (6TVh —VTd) — dTdgA = mbyb,  (.77)
ja que a dependéncia temporal pode ser fatorada; (¥, t) = P(F)e LB,
O termo3* %(dﬂﬁd) —Voip) éa parte convectiva puramente espa-
cial, mas pode ser desprezado, pois, no limite de baixas velocidades
ou no referencial de repouso, é pequeno frente aos demais termos.
Sendo assim, ap6s a iteragdo autoconsistente do potencial, obtém-se
o seguinte

qz]J mWVlP’dDTd)ds

= (7S ) = mB
VXTS5 0) =mpyb+ o | e

. (3.78)

A partir dessa expressdo, utiliza-se o argumento heuristico de asso-
ciar a distancia [f— 7’| ao comprimento de onda de Compton em uma
interpretagdo de campo cléssico estendido espacialmente. A ideia ini-
cial é destacar esse comprimento como fixo e caracteristico da parti-
cula ja que estd presente em vdarios fendmenos na fronteira entre o
carater de particula e onda, entdo [F—7'| = A.

E possivel encontrar um discussdo sobre a convergéncia dessa ex-
pressdo obtida pela iteracdo do campo eletromagnético na equagédo de
Dirac em [96]. Ap6s decompor o espinor em componentes quirais es-
querda (L) e direita (R), o autor sugere que as partes de autointeracao,
tomando o limite ¥ — 17, R-R:(y*RRy,R = 0) e L-L:(y*LLy,L = 0)
sdo nulas; minimizando o problema das divergéncias ultravioletas.
Porém, o argumento requer tratar os espinores como campos classi-
cos comutantes, ndo como varigveis de Grassmann.

Na representagdo quiral, ou de Weyl, a equagdo de Dirac mostra al-
gumas peculiaridades. Em particular, é possivel decompor a corrente
de Dirac como uma soma de duas componentes de quiralidades opos-
tas. Quando se toma 1\ = Pr + P, a propria equagdo de Dirac se
divide em duas

iy"oR—mL—eqA Y*R =0 (3.79a)
iy*o,L —mR—eqA, y*L =0. (3.79b)

Esse termo é presente também no caso escalar, pois ndo depende do spin do porta-
dor.
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Ao se substituir o potencial A acima, tem-se quatro integrais finais,
mas ignoramos as que correspondem a termos RR e LL, que devem
ser irrelevantes frente as RL e LR.

Particularmente, a parte espacial, fatorada do fator de carga, é de-
composta na soma de (—LyL) e (+RyR). Assim, as duas quiralida-
des se tornam idénticas no limite ndo relativistico com densidades
espaciais de momentum opostas, ou seja, —LyL ~ +RyR e também
¢'Td’ ~ ¢Td. Dai, tem-se a expressdo

2

. G 1
< (&1 5) = mtlmb—J Mbb' dr,  (3.80)

que é reduzida para a seguinte forma final apés utilizarmos uma
normalizac¢do para o pacote de onda
= (1) o T ( _ &)
X A m 1 , 81
(@5 0) = mby (1- 2 (3.81)
2

valendo-se de mA = 2 e o = 7. Essa expressdo relaciona a cor-
rente espacial de spin com a corrente total e pode ser utilizada para
o célculo do momento magnético da particula.

A definicdo cldssica do momento magnético é dada por

R P i
0= ZJTX (qby) d*r, (3.82)
mas agora ja sabemos que a corrente leptonica é dada por
_ x -1 6
i = (1— = TZ
mpyy = (1--) V(! S0 (3-83)
Entdo, aplicando na equagdo do momento magnético
L q (p xnNTT 10 13
mas zr x [V x (d)“’d))] = d)ng) a menos de termos de superficie

escritos como derivadas totais que podem ser desprezados dentro da
integral, entdo

x

i=9 (1—27[)_12J¢*f¢ &, (.85)

2m

em que o termo que esta dentro da integral é um elemento de matriz
que representa o spin da particula leptonica. Dessa forma,

i= 2:1 (1—ﬂ) P (3.86)

A constante de estrutura fina, ~ 1/137 para a escala de energia da
massa do elétron na QED, pode ser pensada em termos pertubati-
vos ja que é pequena em relacdo a unidade. Finalmente, fazemos a
expansao de Taylor que confere o resultado

st (1420) (3-87)
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em primeira ordem de 5-, ou seja, segunda ordem em termos de
carga elétrica. Esse resultado foi obtido em 1948 por Schwinger atra-
vés do célculo pertubativo de loops de corregdes radiativas ao gréfico
de Feynman que representa o vértice de interagdo eletromagnética do
elétron com o féton responsavel pelo momento magnético.

(a) Grafico relacionado ao momento (b) Grafico relacionado ao momento
magnético leptonico a tree-level. magnético corrigido a um loop.
Corresponde ao termo de correcao

de Schwinger.

Figura 6: Diagramas de Feynman

E possivel ir além e buscar simular o valor do momento magnético
do elétron com mais precisdo ainda. Para isso, é necessario considerar
corre¢des de ordem superior na constante de estrutura fina. A inter-
pretacdo fisica pode partir de permitir que a distancia outrora fixada
com o comprimento de Compton possa variar devido a efeitos de alta
escala de energia. Sendo assim, [ —T/|=A 4 dA implica em

—1
L .q x
~S—2(1—5—— . .

H~ 5 m (1 21+ mék) (5:88)
que pode ser expandido em « and dA. Particularmente, para um oA =

k- a expansdo em termos de « é dada por

i s (14 38 + 15K |

2m

ale

}2> , (3-89)

onde o parametro k da variacdo OA s6 comega a importar para as
correcOes de ordens quadréticas em «.

O momento magnético pode ser interpolado mais precisamente
para o elétron quando k ~ 2.53, para o muion k ~ —2.11 e para o
tau k~—10.33; com os léptons em ordem crescente de massa. Essa in-
terpretacdo d4 como resultado que a primeira corregdo, a0 momento
magnético, é devido ao comprimento de Compton associado a parti-
cula e a segunda correcdo é da ordem do raio cldssico da particula
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leptonica, ja que o parametro k é aproximadamente da ordem da uni-
dade.

E importante lembrar que, no caso leptdnico, as corregoes elétricas
ao momento magnético sdo substanciais, pois as outras interagdes fa-
zem corre¢des de menores ordens de grandeza. No caso de interesse
para o béson W, a correcdo elétrica pode ndo ser assim tdo substan-
cial, j& que esse béson possui massa muito mais elevada. A massa
determina a importancia das contribui¢des dos graficos de corre¢des
a loops que constituem os efeitos de todas interagdes para o calculo
do momento magnético andmalo, pois estd no denominador do pro-
pagador.

Devido a representagdo do férmion de Dirac ser a soma direta de
duas representagoes irredutiveis correspondentes a quiralidades right
e left,(%,O) @ (0, %), pode-se interpretar que, nessa visdo de campo
estendido, o elétron é formado pelos elétron-R e elétron-L com a dis-
tdncia de Compton separando essas duas projegdes quirais. Ao se
permitir a adi¢do de uma variagdo desse comprimento (A 4 0A), a in-
terpretacdo é que essas componentes interagem e causam desvios ao
comprimento de Compton.

Assim, credita-se fundamentalidade para as representagdes irredu-
tiveis (%,0) e (0,3), jd que elas poderiam ser interpretadas como
formadoras do férmion total de Dirac. A pergunta que parece nao ter
resposta clara é de que forma esse comprimento de Compton pode-
ria se manifestar experimentalmente como relacionado as projecoes
quirais que formam o elétron. Mesmo que essa ndo seja uma situacao
realista, é interessante refletir sobre o significado da interpretagdo de
campos cldssicos estendidos em relagdo a campos quanticos pontuais.

Peter Milonni: “In QED the electron is viewed as a point
particle. There is noexperimental evidence of any internal elec-
tron structure. However, quantum fluctuations act in effect to
spread out the point electron. As recalled in the preceding sec-
tion, classical considerations collapse at very small scales of
time and distance. These scales are of order At ~ h/mc? and
Ad ~ h/mc = A, the electron Compton wavelength divided
by 2m. And A is much larger than the classical electron radius”:

A h/mc he 1 1

—_— = = — = X ~ —
o e2/mc?  e? 137
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Particulas bosonicas de spin um foram, em geral, descobertas ap6s
particulas fermidnicas de spin meio, mas, desde entdo, se mostraram
fundamentais em caracterizar interagdes fisicas. O féton, por estar
diretamente ligado a luz, apareceu cedo na fisica com a descrigdo
do efeito fotoelétrico por Einstein em 1905. Depois de uma lista de
férmions descobertos, somente em 1983 é que surgiram os bdsons
W e Z' no CERN como particulas elementares massivas e de spin
um. Os bésons W sdo eletricamente carregados e o béson Z é ele-
tricamente neutro. Enquanto o féton, que é neutro, é considerado o
portador da interagdo eletromagnética, os bésons vetorias W e Z sdo
os da interagdo fraca. Por possuirem carga elétrica, os bésons W sao
mais interessantes que o Z no sentido de permitirem uma diversidade
de transformagdo de uma particula em uma outra espécie diferente;
transformam préton em néutron, por exemplo.

Os boésons fundamentais sdo os mediadores trocados das intera-
¢oes fundamentais®. A massa dessas particulas elementares é que
estd ligada a distancia em que a interacdo é de consideravel impor-
tancia; interagdes de curto ou longo alcance. No caso do féton, a
interacdo eletromagnética é de longo alcance ja que o féton nao é
massivo, mas a interagdo fraca é de curto alcance, pois os bésons W
e Z possuem grande massa. Uma possivel eletrodindmica quéntica
(QED) com portador massivo, por exemplo, apresenta uma inevitavel
blindagem (“screening”) da carga de Maxwell que foi formalizada
por André Swieca [97]. Isso expde a importancia da massa, que influ-
encia na defini¢do de uma quantidade conservada como a carga.

Por possuir carga eletromagnética e spin, os bésons W possuem
naturalmente um momento magnético associado, diferentemente do
béson Z, que é neutro3. No ambito de fazer o cdlculo do momento
magnético no caso bosonico, utilizando a ideia de associar um com-
primento de Compton nas equacgdes de campo cldssico como feito
para os léptons, desenvolvemos, ao longo desse capitulo, o eletro-
magnetismo classico do béson W vindo de um contexto de interagao
eletrofraca ap6s ocorrido o mecanismo de Higgs e os bésons adqui-
rido massa.

José Leite Lopes, do CBPF, fez a predigédo tedrica do béson Z em 1958.

2 O boéson de Higgs ndo surge de uma condigdo de simetria de gauge e ndo é conside-
rado um mediador de uma interacdo fundamental.

O néutron também possui um momento magnético natural, mas o motivo é que ele
ndo é uma particula elementar. Ha, porém,trabalhos sobre um possivel momento
magnético anémalo do féton [98][99][100][101].
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4.1 POLARIZAGOES

Em mecanica quantica, sabemos que uma particula massiva de
spin 1, um béson vetorial, possui trés orientagdes independentes para
o spin; +h, —h, 0. No caso de massa nula, um grau de liberdade é per-
dido pela invaridncia de gauge, e a particula possui apenas as duas
helicidades. No caso massivo, existem alguns mésons e os bésons ve-
torias intermedidrios da interacgao fraca.

A lagrangeana de Proca para spin 1 é dada em termos do 4-vetor

V., que, como representagdo finita, estd na representagdo 4—dimensional

(%, %) do grupo restrito de Lorentz. Em termos de SO(3), essa repre-
sentagdo se decompde* em (4 = 1@ 3); os quatro graus de liberdade
sdo um do escalar (spin 0) e trés do vetor (puro spin 1) de No espago
de Hilbert, porém, a prescricio de Wigner requer operadores unita-
rios para descrever particulas, mas, devido a ndo compacticidade do
grupo de Lorentz, as representacdes dos campos quanticos sdo de
dimensdao infinita. Partindo da lagrangeana
L= Iy + Tn2v2 (

4 v o s 4'1)
com m # 0, as equagdes de Euler-Lagrange implicam na equacédo de
movimento

(O+m?) V. =0, (4.2)

e na condic¢do subsidiaria®
A VH =0, (4-3)

que restringe o nimero de solu¢des independentes de onda plana a
apenas trés, isto &,

30
Viulx) = ZJ SR e 1 =m?, (4
para uma base de vetores €,,(k) denominados vetores de polarizagéo.
No referencial de repouso da particula k* = (m, 6), a condicao
subssidiaria 9, e implica que a componente temporal de €, é nula.
Para um referencial geral k" = (12, w(lz)), tomamos, por exemplo, k"

na diregdo z
kM = (w,0,0,k;), w? —k% =m?. (4.5)

Distinguimos dois tipos de solugdes. As solugdes de polarizagdes
transversais, que sdo ortogonais tanto a k quanto k, e a solugdo de

A decomposigdo dos graus de liberdade poderia ser pensada também em 4 = 1®
1@ 1®1, onde estao presentes quatro escalares. A lagrangeana é quem dita como os
graus de liberdade se decompde. O interesse aqui é voltado para o spin 1, ndo para
os escalares.

Essa condigdo reduz um grau de liberdade. Assim. o escalar é retirado e resta o que
interessa para a descricdo de uma particula de spin 1.
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polarizagdo longitudinal, que possui componente espacial ao longo
da direcdo do vetor tridimensional k. As polariza¢des transversais
sdo dadas por

e, =(0,1,0,0) (4.6a)
e’ =1(0,0,1,0), (4.6b)
(4-6¢)

ja a polarizacao longitudinal é

L (K w(k
e.=1|—,0,0, = .
" (m ik (4.7)
com a normaliza¢do no espago de Minkowski e;L\*eBFL = —daB. Além
disso, (eh)2 = —1 e k"e*t = 0. Lembrando que a nogao de polariza-

¢do transversdo e longitudinal, diferentemente da quiralidade, ndo é
um conceito invariante de Lorentz.

Esses trés vetores de polarizacdo geram a representacao irredutivel
de dimens&o infinita do grupo de Poincaré, pois esses vetores de base
€u(k) dependem de uma infinidade de possibilidades que k", ou p*,
pode tomar. A integral desses vetores de base com componentes de
fourier V;(k) gera o espaco dos campos, representacdes unitdrias de
dimensao infinita do grupo de Poincaré, que satisfazem as equagdes
de movimento desejada.

Escolhemos uma base de vetores de polarizagao real, que dé as cha-
madas polarizag¢des lineares, em que o campo V¥(x) é fixado em uma
Unica diregdo, mas uma mudanca de base pode fazer com que a dire-
¢do gire em torno de um circulo formando as polarizagdes circulares.
As polarizagdes circulares envolvem autoestados da helicidade. Para
medir a componente do spin ao longo do momentum k, aplica-se uma
rotagdo ao campo em torno da direcio k. Como exemplo comum, to-
memos k na direcdo positiva do eixo z. Uma rotagio ao longo de k é
expressa pela matriz

0 0

0
cos® sin® O
, , (4.8)
—sin® cosO® O
1

©c o o =

0 0

tal que V(L(lz) =Ly V, (k). Um vetor de polarizacdo com helicidade
A é um autoestado da matriz de rotacdo com autovalor exp(iA@). E
facil perceber que o vetor de polarizagdo longitudinal é invariante
sob essa rotagdo, ou seja, possui helicidade nula. Os vetores de pola-
rizacdo transversal, agora complexos, sdo reexpressos em termos das
helicidades A = +1 por

- V2
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onde, usualmente, chamamos (0) ou (L) a polarizagdo longitudinal,
(+) ou (R) a polarizacdo circular direita e (—) ou (L) a polarizagao
circular esquerda.

Portanto, embora o nome possa sugerir o contrério, o vetor de po-
larizacdo longitudinal estd associado a helicidade A = 0, e os vetores
de polarizagdo transversal estdo associados a helicidades A = £1. E
os termos direita(R) e esquerda(L) ndo dizem respeito a quiralidades.

Neste capitulo, para o béson W em movimento ao longo do eixo z,
consideramos os seguintes vetores de polarizagao

1

e = —2(0,1,i,0) (4.10a)
€, = 7(0,1, 1,0) (4.10b)
ek = L (p2,0,0,) (4:100)

em que as polarizagdes transversais sdo associadas a helicidade h =
+1, e a polarizacao longitudinal possui helicidade h = 0. No referen-
cial de repouso, que é possivel j& que é um bdéson massivo, a conven-
¢do adotada é

—_

€ = —2 (0,1,1,0) (4.112)
€, = 7(0,1,—1,0) (4.11b)
h (0,0,0,1). (4.110)

No caso de um béson de massa nula, em que m — 0, a lagrangeana
se reduz a de Maxwell do eletromagnetismo
1

L= _ZF’WFW' (4.12)

em que o “field strength” é F,, = 0,A, —0,A,. Agora existe a
simetria de gauge, que preserva a lagrangeana pela transformacao

Ap(x) = Ap(x) +0pa(x) (4-13)

para funcdo «(x) qualquer. Ao fazer a fixagdo, ou escolha, de um
gauge especifico, é possivel retirar dois graus de liberdade dos quatro
iniciais de A*(x), deixando a particula ndo massiva de spin 1 com
apenas dois graus de liberdade fisicos.

A polarizacgdo longitudinal, de helicidade h = 0, ndo esta presente
na descrigdo de particulas on-shell (reais) sem massa, mas um féton
virtual, por exemplo, apresenta também a polarizagao longitudinal,
pois possui uma massa.

Tanto no caso de béson massivo quanto no sem massa, a base de ve-
tores de polarizagdo €}, (p) é dependente do momentum®, que confere

6 Lembrando que p* = hk" relaciona p e k.
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o cardter de uma representacdo de dimensdo infinita. As representa-
¢des irredutiveis do grupo de Poincaré sdo induzidas das representa-
¢Oes irredutiveis do “little” grupo, ou grupo de isotropia, que é um
subgrupo do grupo de Poincaré que possui representagdes finitas. O
caso massivo possui como grupo de isotropia o grupo de rotacgdes
SO(3), mas particulas sem massa possuem o grupo de isotropia dada
por 1SO(2) ou E(2) chamado grupo Euclideano.

4.2 CASO LIVRE

Particulas livres massivas de spin 1 sdo descritas pela lagrangeana
de Proca. Quando ndo ha massa, no caso do féton, a lagrangeana é
tipo Maxwell. Aqui partimos da lagrangeana (4.1) para o béson W e
obtemos a equacdo de movimento pelo principio variacional usual.

Da mesma forma como obtido para o férmion, buscaremos a de-
composi¢do de Gordon do béson vetorial livre. Para isso, partimos
da equacgdo de campo que descreve o béson W, por exemplo, livre de
interagdo e da equagdo conjugada complexa correspondente.

QuWHY £ mZWY =0 (4.14a)
WY L m2W*Y =0 (4.14b)

No intuito de escrevermos uma equagdo de conservagdo para a

corrente conservada pela equagdo de campo, isto é, on-shell, multi-

plicamos a primeira por W, a segunda por W, e manipulamos os

indices para obtermos
WHYORW, ., + m2W* YWY =0 (4.15a)
MWL WY + mEWSYW = 0. (4.15b)

Subtraindo uma pela outra, temos

mA(WHYW, — WRYWE) + WY ORW,,, — MW WEY =,

que pode se reescrita com derivadas totais como

m2 (WHYW,, — WEYWE) = R (W5, WY — WHYW,,,)

v v  (4.16)
+ M (WY)W, — WEL M WY,

Podemos identificar que um dos termos acima é a corrente global. A
corrente global é obtida subtraindo as equagdes 4.14 apds multiplica-
¢do por W3 e W,, respectivamente para cancelar o termo de massa.
Utilizando a antissimetria do field strength W*Y = a*WY — oY WH,
pode-se chegar em

— A (W W, —WKYW2) = 0
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que nos dé a corrente global
jK — W*KVW-V _ WKVW;); (417)

Acertando as dimensdes fisicas, temos a versdo final da corrente ele-
tromagnética global conservada dada por

T = ieq(W* W, — WEYW?), (4.18)

Retornando a expressdo 4.16, os termos de derivadas totais podem
ser reescritos através da matriz de spin, que, no caso vetorial, é dada
por

(Zea)s :i(éﬁg?\v_gkvéx)- (4.19)

Equivalentemente, vale a seguinte expressao

(Z)d =1(9uag™ —8)83) , (4.20)

que transforma o* (W}, WY — W*¥YW,, ) em 6“(W“B(Z$)&/W;B).
Assim, temos que
1
W*KVWV . WKVw* _ [W Vap.(w*K'V) _ W*Va},l.(wKV)]
v 28 o8

o (4.21)

i’ K
+Wau(w“5(zu)gw;ﬁ).

Portanto, a corrente (real) global escrita no tipo de decomposicdo de

Gordon é finalmente obtida

I = Wy 0 (W) — Wi 08 (W) — S0 (W (£,5) 3 W)

(4.22)

A condicéo subsididria é uma consequéncia retirada da equacao de

campo. Para este caso livre, 9, WHY + m2wYy = 0, aplicamos uma

derivada na equacdo e utilizamos o argumento de antissimetria de

WHY_ A condic¢do obtida é

MW, = 0. (4-23)

Esta condigao restringe o nimero de solu¢des independentes de onda
plana.

Anteriormente 4.14, caso multipliquemos a primeira equagdo de
campo por W7, a segunda por W, e, dessa vez, somemos, utilizando
a condicdo subsididria, obtemos a seguinte expressdo relacionada a
densidade de particulas no caso livre

2m2(WYW,) = —W%0,0*WY — W, 9, 0" W*Y (4.24)
Como visto, a corrente eletromagnética no caso livre é dada por

T = ieq(W* YW, — WSYW2).
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Podemos desenvolver essa expressdo através de uma outra maneira.
Para isso, expandimos termos através da regra do produto de deriva-
das

T =ieq 05 (W*YW,y) — (98Wo )WY — Y (W**W,,) + (¥ Wy )W** —c.c],

(4.25)
onde (c.c) significa o complexo conjugado.
Utilizando a condicdo subsididria e as seguintes expressdes,
O (WH(Z) BPW3) = +1 (8 (WEW3) — 5 (WY W3)) (4.26)

dp (WH(ZV) BW,) = 1 (Y (W W,) — 3% (W*YW,)).  (4.26b)
Simplificamos a corrente para a seguinte nova forma

IK — ieq [W‘V(aKW‘;\;) _W*V(aKWV)] + ean(W(X(ZKv)o{?M)

ook (4.27)
—eqdp(W*(2%Y) Pw,),

que podemos chamar também de uma decomposi¢do de Gordon para
a corrente eletromagnética do béson vetorial massivo. A diferenga en-
tre a forma 4.66 e a 4.27 é que esta foi obtida pela reescrita da cor-
rente em derivadas totais e aquela partiu diretamente da equagdo de
campo e de subtrag¢des apropriadas. As duas sdo on-shell, pois sdo de-
pendentes da equagdo de campo. No caso com interagdo, partindo da
lagrangeana, faremos o caso off-shell, em que a andlise é diretamente
através do féton e ndo precisa depender das equacdes de campo da
matéria bosonica.

Se fizermos uma transformada de Fourier dos campos na expressao
acima 4.27, observamos que o primeiro termo, analogo da corrente es-
calar, é da ordem da soma dos momentums (P + P’) e que os termos
derivativos, que envolvem spin, sdo da ordem do chamado momen-
tum “transfer” (P’ — P), uma espécie de momentum relacionado ao
féton emitido ou absorvido pelo béson vetorial.

4.3 CASO INTERAGENTE

Agora, fazemos o acomplamento minimo da interagdo eletromag-
nética. A preescrigdo é utilizar a derivada covariante fazendo a se-
guinte substituicdo:

D" = o" — oM 4 ieqAM.

E necessario lembrar que a carga depende do campo o qual recebe
a atuagdo. Por exemplo:

DHWKY = dHWXY — 9RWXY + ieqAMWKY; (4.28a)
DHW*SY = gHW*RY — QW Y —{eqAMW*KY, (4.28b)

A equagdo de campo com os fatores dimensionais corretos se torna

D WY +A2WY =0 (4.29)
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onde .
A= —
mc

Em forma expandida, temos que a equagdo de campo e a conjugada
complexa sdo

duWHY + % A WHY + ATZWY =0 (4.30)
D WHHY — %AHW*‘“’ FATIWRY =0, (4.30b)

Analogamente ao caso anterior, multiplicamos a primeira por W, e
a segunda por Wy.. Subtraindo as equagdes e retornando para uni-
dades naturais, obtemos:

0 = m?(W* YW, — WYWE) + WY (HW .y ) — (0HWokyy )WY
+ ie?qu(W*Kquv _i_W*uva‘V)‘

(4.31)
Novamente, reescrevemos a expressdo utilizando as derivadas totais

0= mz(W*KvWV _WKVW:/) + au(W*Kquv) _ (al»lW*K‘V)WHV

.
—OM (WA, WRY) 4 W (QHWSY) + %qA“Re[W*K"WW]

(4.32)
Entdo, obtemos o seguinte

mA(WHYW, — WRYWS) = 94 (W, WY — W YW, )
+OH (WY IW iy — W, 0HWEY — ZiTqu”Re W YW, ].
Valendo-se, novamente, da expressdo para o tensor de spin dada por
(Zp)od =i (guady — 0 9xa) (4.33)
Reescrevemos nossa equagdo da seguinte maneira

mZ(W*KvWV o WKVw:—/) — Wuvau(w*m/) —W:Wa“WKV

2 (4-34)
M (W (Z,,0) JWS ) — %qA“Re[W*KVWW]
Ou ainda, em forma mais compacta
mZ (W*KVWV o WKVW:/) — vaD u(W*KV)
(4-35)

—W, DEWSY 1M (WP (£,) YW g)

Em unidades naturais, a equagdo de campo com acoplamento mi-
nimo é simplesmente

D WY +m?WY =0 (4.36)



4.4 FATOR GIROMAGNETICO

A condicdo subsididria pode ser retirada para esse caso interagente,
porém agora ela fica dada por

_ leq

DuWH = 2m?

FuyWHY, (4-37)
em que se utilizou a seguinte relagdo de comutagdo, que expressa o
field strength como produto da falta de comutatividade das derivadas
covariantes

[Dy,Dy] =1ieqFy. (4-38)

Assim, obtemos a equagdo para o campo de Proca, correspondente
ao boéson vetorial massivo, a partir da lagrangeana acoplada mini-
mamente com interagdo eletromagnética. Porém, se desejarmos que
essa equagdo realmente descreva uma particula fundamental como o
béson W, precisamos verificar o momento magnético através do fa-
tor giromagnético, pois o valor experimental nos beneficia com esse
conhecimento adicional.

4.4 FATOR GIROMAGNETICO

Até aqui, a equacdo de campo que temos para descrever o béson
vetorial é inapropriada por um importante motivo. O fator giromag-
nético obtido, ao submeter a particula em um campo eletromagnético
externo, é diferente do valor esperado, g = 2, para particulas elemen-
tares. Sendo assim, ndo podemos prosseguir com esse erro. Porém,
aqui indicamos como podemos observar esse erro. Para isso, vamos
calcular o fator giromagnético do béson vetorial W.

Partindo da equagdo de campo e da condigdo subsididria,

D WY +m2WY =0
ieq
DH_WPL - WFMVWHV'

Ou ainda, )
0 WH +ieA WH = ~<F, ,D*WY,
m

onde omitimos ¢, que, para o béson W, vale (+1) ou (—1) depen-
dendo se é o boson WT ou o W—. Nesse caso, podemos também
absorver esse sinal na carga elementar (e) sem problemas.

A fim de calcular o fator giromagnético, consideramos que o campo
eletromagnético acoplado é externo. Sendo assim, tomamos campo
magnético constante e uniforme

Foi =E; =0 (4.39a)
Fij = —eijkBx (4.39b)
ap.FVK =0. (439C)
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Tomando o gauge temporal com a seguinte escolha

A% =0 (4-40a)

p]

1 L=
i = —5€iKX B, (4.40b)
reescrevemos a condi¢do subsididria como
QWO + W + iAW = %FUDiWi, (4.41)

ou ainda

2

¢ §~(VXW)+%§'(AXW). (4.42)

S o o i
UWO + V- W—1ieA - W=—
m
Os dois termos do lado direito da equagdo acima sdo da ordem
de (€2 2) e (€2)2 respectivamente. Consideramos que 0 campo ex-
terno aplicado produz uma energia bem menor do que a energia da
massa da particula. Sendo assim, esses termos podem ser despreza-
dos frente a termos de primeira ordem em (£) e (£2). Portanto, pelo
principio da correspondéncia, (01 = —iE) e (V = ip), e desprezando
esses termos,

wo=P Ww_¢x.w .
T T (4-43)

Estamos considerando o limite ndo relativistico, onde

Pl _ -
<E> =M< 1. (4-44)

Assim, substituimos o seguinte E ~ m,
= e .
wor P owoCAw,

- - (4-45)

que mostra a aproximacao (W® — 0) no limite ndo relativistico.
Partindo da equagdo de campo, (4.36), temos
0= (0+m>)WY —3Y (3, WH) +ie(d, A* )WY 4 2ieA , (a"WY)
—ie(0*AY )W, —ieA (AYWH) — e?A AFWY
—ieAY (0 WH +1ieA WH).
D, Wk

Utilizando a condicado subsididria e o gauge de Lorenz” (9,A"), sim-
plificamos para a seguinte equagdo

0= (04+m*WY —03Y(9,WH) 4 2ieA, (0*WY) —ie(d"AY)W,,
2 2
+ S AVFL WS 4 S AVFL ARWE — A, (9YWH) — e A ARWY,
44

7 Ludvig Valentin Lorenz (1829 — 1891) ndo deve ser confundido com o alemao Hen-
drik Antoon Lorentz (1853 — 1928).
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Novamente, fazemos o limite ndo relativistico, v < ¢, em que a
parte vetorial W, puro spin um, domina a parte temporal W°. To-
mando a componente v = i na equagao (4.46)

0 = (O4+m?)W; +0,0:W° 4 0:0;W; + 2ieA;0;W; — ieW;d;A;
2 e2
F]k(a Wi )AL +— — AiFjA Wi — 1eA;0:W; + e A2 W,
(4-47)
Agora, partindo dessa tltima expressdo, reescrevemos W° em fun-
cdo de W utilizando a (4.45). Além disso, fazemos a seguinte aproxi-
magdo ndo relativistica no operador (] + m2)

€

(O+m?) =—E2+p>+m? = —(E+m)(E—m) +p>.

—2mE . +P2

ComErr=(E—m)e (E+m)~2m.
Sendo assim, fazendo as substituicdes e utilizando novamente as

seguintes correspondéncias: (¢ = —iE) e (V = ip). Obtemos
(52 — 2mEne)Ws + s | 2 - W— S W) - pipy Wy
P nr i Pi m m —PiPj
. ie e? 8
—2eA;P;W; — — ;i W; By +— sejaBlyWi)A;  (448)

2
2
—%eilelAiA]’Wk — ieA)'ain + eZAZWi =0

que pode ser reescrito, ao tomar (E ~ m), na seguinte equacao

- T e € =~ - €= . o
EnrWi = m Wi — Rpi(A'W) - aAij i
2 2
e e o e Lo
+273€jk181(1pjwk)Ai - mejlelAiAjWk (4-49)

22 €)1kBkW — ﬁf\]hﬁl)W) + %szi-
Desprezamos os termos quadraticos em campos eletromagnéticos frente
a ordem de grandeza da massa envolvida. No caso do béson W, da
ordem de Gev.

As seguintes observagdes sdo utilizadas, entdo, para a simplificagdo
da expressdo acima

1. O potencial escolhido satisfaz o gauge de Coulomb V- A = 0,
além do gauge temporal. Entdo, (p;A; = 0)

2. Dois termos, ﬁi(Ajo) e Ajﬁjo, de (4.49) se juntam, através
da regra do produto, no termo

ie

e - - N
5 (PiA))W; = meijkBij

- 2m
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Ap6s as simplificagdes, tem-se

ry ] — = - ie — —
En:Wi = R(P —eA)*W; + mBkekijo (4.50)
Os geradores do grupo SU(2) na representagdo adjunta 8 (s = 1;
(2s +1 = 3) sdo também os geradores 3-dimensional de SO(3). Os
elementos de matriz dos geradores nessa representagdo sao dados
entdo, equivalentemente, por

(Si)y = —lewiy - (4.51a)
(Zi)k = (—1) (8151 — Sudjic) - (4.51b)

Assim, o chamado termo de Pauli, para W, é reescrito

ie - - e - - .-
+RBk€kijo = _RB . Sijo.

Finalmente, a equagdo de campo puramente espacial para o spin
um com termo de Pauli fica no formato semelhante & equacdo de
Schrodinger de uma particula na presenga de campo externo.

o 1 R e

Ene Wi = R(ﬁ —eA)*W; BSyW;. (4-52)

2m
O que se acopla ao campo magnético é o momento magnético, que
pode ser retirado da contribuigdo de energia potencial, (—fi- B), como

e -
i=-—S .
i=a (4-53)
Finalmente, o fator giromagnético do béson vetorial é dado simples-
mente por

g=1 (4-54)

Como dito anteriormente, esse valor ndo estd de acordo com o va-
lor experimental e, por isso, ja foi declarado como errado. A teoria
conseguiu fazer uma corregdo nessa valor ao custo de adicionar um
termo de acoplamento ndo minimo na equacéo de campo. A nivel de
lagrangeana, porém, é possivel ver que o termo surge naturalmente
da teoria eletrofraca, que une o formalismo da interagdo eletromagné-
tica com o da interagdo fraca. As contribui¢des para a eletrodinamica
vetorial foi motivo para o prémio Nobel de 1979, em que os laureados
foram Abdus Salam, Steven Weinberg e Sheldon Glashow.

A representagdo fundamental de SU(2) é s = 1/2. No caso de SO(3), a representagdo
fundamental é também a adjunta. A Ginica outra representacdo 3-dimensionais de
SO(3) é a trivial.
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4.5 LAGRANGEANA

Sabendo que o fator giromagnético do béson vetorial W, particula
elementar, deve ser igual a dois e ndo a um, partimos da lagrangeana
que ja d4 o acoplamento ndo-minimo, do ponto de vista eletromag-
netico, através do termo que corrige o fator giromagnético. Posteri-
ormente, iremos mostrar a obtengdo dessa lagrangeana pela teoria
eletrofraca e calcular o fator giromagnético para constatar que, de
fato, é alterado.

A seguinta lagrangeana

1 1
L= — PP — SWELWHY MWW + ieqF s WH*WY  (4.55)

Sabemos que o field strength é escrito como
Wiy = 0 Wy +ieqA Wy — 0 W —leqA W .. (4.56)

A equacgdo de campo é dada pela variagdo da lagrangiana em rela-
¢do ao campo dSW*

D WH +m*WY +ieqW,F'* =0 (4-57)

A condigdo subsididria é obtida aplicando uma derivada covariante
a equagdo acima, utilizando a antissimetria e o comutador dado por
[D s Dv] = ieunV

v _ _leq v
D,W :—FWHGVF H (4.58)

Além da equagdo de campo, podemos buscar a corrente eletromag-
nética associada a equacdo de Maxwell. Trata-se de utilizar o segundo
teorema de Noether, para simetrias locais. Dessa forma, ndo precisa-
mos passar pelas equagdes de campo para obtermos a corrente con-
servada. Isso nos dard uma corrente conservada off-shell. Assim, fa-
zendo a variagdo dA em relagdo ao féton, obteremos a equagdo de
Maxwell correspondente.

Wy = teq(8A )W, —ieq(5A, )W, (4-59)

Entao, a variagao é obtida

1 1
8L5a = —5Fuv (8FHY) — S (W, )WH
1 (4.60)

— 3 Wiy (BWHY) +ieq(8F iy ) WHWY

Portanto, pela utilizacdo da integragdo por partes, valendo-se de
que a lagrangeana estd submetida a uma integracdo na expressao da
acdo, e tomando as derivadas totais como termos de superficie, que
vao a zero no infinito ja que o préprio campo vai também a zero,

OLFHY =]V =+ieqd (WHWY —W*YWH) +ieq(WiWHY —W*HYW,),
(4.61)
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que pode ser colocada na seguinte forma
J* = +HeqWHYW, —WHYWJ] —ieqdy (WMWY —W*YWH). (4.62)

Partindo da expressdo acima, a decomposicdao de Gordon pode ser
calculada analogamente ao caso anterior, utilizando o tensor de spin
na prepresentacdo vetorial. No primeiro termo, reescreve-se as deri-
vadas utilizando a regra do produto.

ieq(DH(W*Y —DYWM)W, —c.c = +ieqDH*(WYW,) +
—iegW*YD*W, —ieqDY(W**W, ) + ieqW**DYW, —c.c,

(4.63)
onde ““c.c” significa complexo conjugado da expressao imediatamente

adjacente. Apo6s simplificagdo e utilizagdo da condi¢do subsididria, o
primeiro termo fica reexpresso? por

+Hieq(WY D W) + eq[Dp (W*(ZHY) BWE) — Dg (W*(Z4Y) BW, )]

e2q?. . e2q2
+—5 WHW (0 FY") + —5-WHWL (O, FY).
m m
(4-64)
O segundo fica reexpresso por
—eq@p (W (Z*Y) PW,, — g (W (Z*Y) Pwi)l. (4.65)

Finalmente, a decomposicdo de Gordon para a corrente do béson
vetorial

T = +ieq (WY D HWS) + 2eqdp (W (£4) FW5)

eZ 2
—2eqdp (W (I EWA) + S WHWL (0, ) (466)

eZqZ
+— WHWE (0, FY).
m

Essa decomposigdo partiu da andlise do féton, isto é, pelo segundo
teorema de Noether, porém utilizamos a condigdo subsidiaria para
obter essa expressao final. Como a condigado subsidiaria depende das
equagdes de campo, a corrente eletromagnética realmente off-shell é
a dada pela expressao 4.62, que depende explicitamente do potencial
eletromagnético em notoria diferenca com o caso fermidnico.

4.6 FATOR GIROMAGNETICO CORRIGIDO

Devido ao acoplamento eletromagnético nao minimo entre béson
W e f6ton, o fator giromagnético desse boson vetorial é corrigido para
(g = 2). Aqui mostraremos que, de fato, essa correcdo é obtida par-
tindo da lagrangeana (4.55) que d4 a equacdo de campo para o béson
W (4.57). Considerando (q = +1), por exemplo, temos

D WHY + m2WY +ieW, F'* =0

A notacgdo de fecha dupla significa um termo convectivo dado pela seguinte prescri-
cio: WY D MW = (WYDHWA — WHYDHRW, ).
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Fazemos o processo andlogo ao feito para o caso do elétron. Sendo
assim, retiramos a equacado subsididria, que podemos obter de (4.58),
tomando 9 F¥*. O motivo é que agora consideramos o FY* como um
campo de background, externo, constante. Ou seja, desconsideramos
o campo gerado pela prépria particula; a “back reaction”. Assim, a
Unica contribuigdo para FY* é externa e constante. Isso nos da a se-
guinte equagdo subsididria

D WH =0. (4-67)

Fazendo as mesmas consideragdes anteriormente feitas, obtemos no-
vamente a equagdo (4.45)

WO%E-W—E/K-W.
m m

N

Quanto a equagdo de campo, obtemos a mesma equagdo (4.46)
acrescida do termo de acoplamento ndo minimo

0= (O+mA)WY —3¥ (9, WH) + 2ieA, (3*WY) —ie(d*AV)W,,
eZ v KA /K 62 v WA /K
+ PA FucOHW* + PA FucAHW
— 1A (0YWH) — A AFWY +ieFVHW,,.
(4.68)

Olhando a componente v = 1i, tem-se toda a expressao do caso ante-
rior mais a correcao (—ieeijkgj Wk). Depois de toda a repetida sim-
plificacdo do caso anterior, a equagdo correspondente a (4.50) é

1

Eani = m

— X ry ie - - ie - —
(F—eA)*W; + RBkekijo + ﬂBj €jikWi. (4.69)
Onde os dois tltimos termos se somam para formar a seguinte con-
tribuicao

e~ .-
——B- PLijW)'-
m

A forma final da equacéo tipo Pauli para o spin 1 massivo, carre-
gado e acoplado ao féton é entdo a seguinte

—

1 -
EnW; = —(F—eA)?
nr 7 (P —eA)

—

e - S
Wi — (*Sij) -BW; (4.70)
m
Assim, fica indicado que o fator giromagnético é corrigido para
g=2

O béson vetorial massivo eletricamente carregado, exemplificado pelo
béson W, apresenta, a “tree-level”, o valor esperado como particula
elementar.
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4.7 ACOPLAMENTO NAO MINIMO DA TEORIA ELETROFRACA

Para justificar o termo de acoplamento ndo minimo, ieqF,, W**W",
utilizado na lagrangeana de béson vetorial massivo e carregado, intro-
duzimos a teoria de Yang-Mills, que descreve a interagdo eletrofraca
no Modelo Padrao. Dentro desta descrigdo, o que é acoplamento ndo
minimo no ponto de vista puramente eletromagnético surge como
um auténtico acoplamento minimo para o cendrio ndo abeliano da
teoria de interacdo eletrofraca, uma teoria de gauge.

Teoria de gauge é descrita por uma agdo invariante sob um grupo
continuo de simetria que depende do espaco-tempo. A simetria de-
pendente do espaco-tempo se chama simetria local. Nesse caso, o
grupo de simetria passa a ser chamado de grupo de gauge. Uma
particula de gauge é introduzida para garantir que a teoria seja inva-
riante sob a transformacao de simetria local. Pela invariancia de Lo-
rentz, essa particula deve ter spin um, portanto chamada de béson de
gauge. O nimero de geradores da simetria local define o nimero de
bésons de gauge associados. As teoria de gauge sdo renormalizéveis.
Inicialmente, os bésons de gauge ndo possuem massa, entdo a inte-
ragdo que descrevem possui longo alcance. Entretanto, a simetria de
gauge pode pode sofrer uma quebra espontanea de simetria (ou Sime-
tria Oculta) devido ao valor esperado no vacuo do escalar de Higgs.
Isso ocorre quando o estado de minima energia ndo respeita a sime-
tria, embora a lagrangiana seja invariante sob essa simetria. Nesse
caso, 0s bosons vetorias adquirem massa. Dentro do chamado Mo-
delo Padrdo, as interagdes fraca, forte e eletromagnética sdo descritas
por teorias de gauge renormalizéveis espontaneamente quebradas.

Aqui vamos nos direcionar para a teoria eletrofraca, uma descri¢do
que une a interagdo fraca com a eletromagnética.

A partir de duas simetrias, SU(2) e U(1), representando as duas car-
gas respectivamente correspondentes isospin fraco(I3) e hipercarga
fraca (Y), é possivel obter a simetria U(1) do eletromagnetismo, fruto
da chamada quebra espontanea de simetria. A relacdo entre esses car-
gas surgiu de uma expressdo fenomenolégica proposta por Nishijima
e Nakano em 1953 [102] e , mais tarde, por Gell-Mann em 1956 [103].
Aqui estamos considerando os léptons e ndo estamos considerando
os quarks, que fazem parte de uma outra simetria independente SU(3)
que representa a interacdo forte; com os 8 geradores correspondentes
aos glaons.

1
Q=I5+ EY (4.71)
Assim, temos o seguinte:
SU(2) xU(1) — U(Nem (4.72)

O grupo SU(2) tem 3 campos de gauge valorados na algebra de Lie
dados por: WLH, WEL_) e XLO). O grupo U(1) tem um tnico campo
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de gauge Y. O produto do campo de gauge pelo gerador associado,
®,«Gq = @y, é chamado campo valorado em uma élgebra de Lie.
E essa combinagao é o que aparece na prescrigdo da derivada covari-
ante, que faz o acoplamento minimo da matéria com o setor de gauge
na lagrangeana da matéria

Dy =0,+19P.aGq, (4-73)

onde G4 é um gerador da simetria, ®,.,q 0 campo de gauge associado

e g a constante de acoplamento. Quando o grupo é formado por ge-

radores que comutam entre si, chama-se abeliano. O exemplo fisico

mais simples é a QED, que possui simetria U(T) com tinico gerador

“Q” que da a carga elétrica e constante de acoplamento |g| = e.
Sendo assim,

(3) (1) .a(2)
A AL’ —iA
Ap=A~Aua®a=1| () g (2) . (3) . (4.74)
Au’ +HiAY —Ay
Onde redefinimos ) )
wit) = Ap” — 1Ay
o V2
(1) | -a(2)
W(_) _ An +HiAQ
S 2
X(0) = A3)

Com W(+), w(=) e x(0) carregados positivamente, negativamente
e neutro, respectivamente. O fator V2 é apenas por notacdo. Neste
ponto, ndo podemos identificar o XLO) = A(f) com o féton, pois o
féton deve vir com o gerador de uma interagdo abeliana; além de
estar associado com uma outra constante de acoplamento.

A lagrangiana eletrofra completa é composta das lagrangianas de:
puro setor gauge, Higgs, matéria leptonica e Yukawa.

Lsu2)xu() =Lg+ Lo + L1+ Ly (4.75)

A lagrangiana de Yukawa, por exemplo, é que gera as massas dos
férmions ap6s o Higgs adquirir valor esperado ndo nulo no vacuo.
A lagrangeana de puro gauge descreve as interagdes dos bdésons de
gauge.

Para justificar o surgimento do termo ndo minimo que acopla o
féton com os béson vetorias W, basta analisarmos a lagrangiana do
setor puramente de gauge.

1 L N
Lg =~ FuvaFiY = Vi V™. (4.76)

Com o seguinte

Fuva = auAva - avAua - geabcAuabAvc (4.77a)
pr = auYV - anuYu (477b)
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Ja que adotamos a convengao Fvq = 0y Avq —0vAua +1ig (A, AL
No caso abeliano, as constantes de estrutura f sdo nulas. No caso
nao abeliano quando os geradores estdo na representacdo fundamen-
tal, as constantes de estruturas sdo os epsilons, o simbolo totalmente
antissimético €. Além disso, atentamos que esse F,q ndo é o field
strength do féton. Para evitar confusdo, algumas nota¢des o chamam
de Wyva.

Ap0s substituicdo adequada, obtemos

1 1
Lg = _Z(auA\ﬂ - avAu1 )2 - Z(auAVZ - avAuZ)z

1
= 7(0uAY3 = 0vAL3)" + 9(3uAVI — OvALT )AL AS
—g(0uAv2 —3vAL)AYAY + 9(3,Avs — 0vA3)ATAY  (4.78)

2

— T (AuaAlALAY — A AV ALAY)

1

— 7 (0uYy —0vyu)*.

E agora fazemos as seguintes substituigdes

AW rw
pl = V2

(+) (-)

Ap2 W W kw”

AL = cosOAM —sinOZH
YH =sin A" + cos0ZH

Onde A" e Z" surgem da matriz de massa diagonalizada na lagrangi-
ana de Higgs ap6s a quebra espontanea de simetria. O A" é associado
com autovalor nulo e 0 Z" com autovalor ndo nulo; o que garante que
o féton ndo tenha massa e o béson Z tenha massa. Também definimos
Fuv = (0uAy —0yA ) como sendo o field strength do féton. Aqui ja
é facil ver que o sétimo termo acima é que déd origem ao termo de
acoplamento ndo minimo que estamos nos referindo.

Por fim, teremos o seguinte ap6s as simplificagdes
Lg= _%Flzﬂ/ - %wa - %

—1igcos OF ,y WHW*Y — g2 cos? OW, W*V A2

92 2 *V 92 2 *\A/V

+ 5 cos” OW, W*VA,AY + 5 cos” OW[ W A AM

Wiy WY 1ig cos OAY (W, WH — W, W*H)

+1igsin0ZY (W, W*H — W:WW”) +1igsin0Z,,, WHW*Y

2
— g% sin? OW, WV Z2 + 97 sin? OW,,W*YZ, Z"
2
+ - sin? OW; W¥Z, 2" + 297 sin 0 cos OWy W'Y A, Z¥
— g% sin 0 cos oW, W*YAHZ, — g? sin 0 cos OW, W*YZHA,,
(4.79)
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onde Fyy = (0Ay —0vAL), Wiy = (0,W, — 0, W) e, por tltimo,
Z,v = (0uZy —0yZ,). Para evitar confusdo, destacamos que nesse
ponto ambos field strength, W, e Z,,, sdo definidos pelas deriva-
das usuais, mas podem se agrupar com os termos necessarios para a
definicao através de derivadas covariantes.

Se tomarmos —gcos 0 = e, teremos que o quinto termo sera exata-
mente igual ao fator que adicionamos anteriormente,ieqF,, W**WV,
na lagrangiana do béson vetorial W; esse termo é que fez a correcdo
do fator g. Por fim, lembramos que o angulo® em questdo é chamado

de angulo de Weinberg, 0yy. Em nossa convengdo, tan 0y = (2%,).

E dependente das constantes de acoplamento de SU(2), g, e de U(1),
g’. Como visto, é o angulo que, através da quebra espontanea de si-
metria, faz a mudanca de base dos bésons Ag‘ e YH para o féton AM
e Z béson. O modelo Padrao ndo da o valor desse parametro; é um
parametro livre da teoria.

4.7.1 A Relagio com o Higgs

Para justificar o termo de acoplamento ndo minimo, analisamos a a
lagrangiana de puro gauge da teoria eletrofraca. Para inserir o Higgs
no contexto, isto é, indicar as relagdes entre Higgs, féton e bésons
vetoriais, vejamos a lagrangiana de Higgs na teoria de Yang-Mills.

Lo = (D,07)(DHO) - V(0F, D), (4.80)

que é uma parte da equagdo (4.75); onde ndo hd nenhum termo ex-
plicito que quebre a simetria de gauge. Um termo de massa para os
bésons vetoriais na lagrangiana quebraria a simetria de gauge. En-
tretanto, devido ao alcance da interacdo fraca, mediada por esses
bésons, é sabido que os aludidos bésons sdo massivos. Portanto, a
massa surge a partir do mecanismo que é a quebra espontanea de
simetria, introduzida por um valor esperado no vacuo do escalar de

Higgs, v = (¢°)o.
©— O\ (x+ig
®° h+1ip

Em geral,

Onde o dubleto de SU(2) possui componentes com isospin (I3 =
+1/2) para @+ e (I3 = —1/2) para ®°. Tomamos ®* carregado ele-
tricamente com carga Q = +1 e ®° neutro eletricamente, Q = 0,
para ndo quebrar a simetria de carga do védcuo; a simetria residual
eletromagnética. Pela relacdo de GellMann-Nishijima (4.71), ambas
componentes possuem mesma hipercarga fraca Y = +1. No chamado
gauge unitdrio,x = & = p = 0, 0 espectro fisico é simplificado: bésons
W+, W~ e Z° adquirem massa e os bésons de Goldstone desapare-
cem.
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O teorema de Goldstone diz que uma teoria com quebra espon-
tdnea de simetria global possui bésons escalares ndo massivos no
espectro fisico chamados bésons de gauge. Portanto, os bésons ve-
torias, mediadores da intera¢do fraca, ““comem”(termo usualmente
utilizado) os bésons de Goldstone e, assim, adquirem massa. Um b6-
son vetorial ndo massivo possui duas polariza¢des (Left/Right) de
spin. Um béson vetorial massivo possui trés polarizagdes, pois ganha
um grau de liberdade a mais, que é a polariza¢do longitudinal. Cada
polarizacdo pode ser pensada como um grau de liberdade indepen-
dente.

Portanto, é dito que trés bésons vetoriais ndo massivos adquirem
massa ap6s comerem trés bésons escalares (um para cada), bésons
de Goldstone, que lhe conferem o grau de liberdade longitudinal; ja
que uma particula escalar possui apenas a polarizagdo longitudinal.
O ntimero de bésons de Goldstone, excitagdes ndo massivas, que sur-
gem em uma teoria com quebra de simetria é dado pela dimensao do
seguinte Coset

# = dim (G/H) = dim(G) — dim(H) \ (4.81)

Com o seguinte: G é o grupo de simetria da teoria, H é o grupo de
simetria do vdcuo da teoria e considerando simetrias continuas. Em
geral, H é um subgrupo de G. No caso em que G =50(n) e H =50(n
—1), por exemplo, havera (n—1) bésons de Goldstone. No caso da
quebra de simetria local, diz-se que, no gauge unitdrio, os bésons
de gauge comem os bésons de Goldstone através do mecanismo de
Higgs. Esses trés bosons de Goldstones sdo, na verdade, parte dos
quatro bésons de Higgs, os Higgses. Devido a simetria de gauge da
teoria fraca, o campo de Higgs, como visto acima, é um dubleto de
duas componentes valoradas nos complexos. Sendo assim, o campo
de Higgs, @, é formado por quatro particulas chamadas H*, H™, H°
e h; duas carregadas e duas neutras. As trés primeiras é quem dao
as massas de WH, W— e 79. A particula realmente chamada de "o
Higgs” é a “"h”, que adquire valor experado no vacuo ndo nulo. As-
sim, no gauge unitario,

- - H(x)
h vt =5

Aqui chamamos H de campo de Higgs e v = (¢°)o.
Assim, temos que

DO =0,® —I—igAua%db +ig'Y, @
O potencial é dado por
u? A
V(@)= "0To+2(0T0)?%;, w2 <0,A>0, (4.82)

2 4



4.7 ACOPLAMENTO NAO MINIMO DA TEORIA ELETROFRACA

mas ndo precisamos analisd-lo se estamos interessados apenas nas
interagdes do Higgs com os bésons de gauge, pois o potencial é pura-
mente Higgs.

Ap6s substitui¢do das derivadas covariantes na lagrangiana de Higgs,
obtemos

1 g2v? V2 g’ —g99’ \[Au3
Lo = =(d,H)? WIWH 4 — 2 "
@ 2( wH)* + 7 " + 7 (Aug YH) gq’ 29/2 Yo

2

2
+9vHWﬁW”+\4[gszAH3A”3 —V2gg'vHA ;3Y* + V2g'*VHY]

V2

92 2 92 2 9g9’, 2 9/2 22
*
+TH WHW“%——H AH3A§‘——H AH3Y”+7H Yu.

8 2
(4.83)
A seguinte matriz, chamada matriz de massa é real e simétrica e

possui determinante nulo
2
T -9’ (4.84)
—99' 297) ¥

Pelo teorema espectral, pode ser diagonalizada por uma matriz orto-

gonal R
cos® sin®
R= < ) . (4-85)

—sin® coso

Um dos autovalores é nulo, entdo a diagonalizacdo segue como

(Aus Vo) R <g EZLZJ:;gQ)R(AH3 YH>. (4.86)

Por ultimo, fazemos a seguinte mudanga de base

AY = cosOAL +sinOYH (4.87a)
Z" = —sinOAY + cos OYH (4.87b)

Ou equivalentemente,
AL = cos A" —sin0ZHZ* = +sin OAH + cos 0ZM. (4.88)

O que nos fornece dois novos campos A¥, associado com o féton, e
Z*, associado com o béson Z°. A matriz de massa indica que o féton

. z . . by 2
possui massa nula e o béson Z possui massa proporcional a (4~ +
2g’?). Além disso, convencionamos que (tanG = %) Lembrando
que este angulo é o angulo de Weinberg.
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Ap6s a substitui¢do completa das especificagdes acima, obtemos

fo= (0 H)2+ﬂW*W”+ﬁ 9—2+zg'2 207, 1 9w
RO A 2w 2\ 2 W

2
+Z"Z,H ({gzv sin? 0 4+ v2gg’vsin 0 cos 8 + v'2g"%v cos? 6)

g9° 99’ g’ 9%
—I—ZHZWILW“—FZHZ“HZ (2 sin 0 cos 0 + 5 cosze—i—? sin29> ;
(4-89)

em que os termos de acoplamento do Higgs com o féton zeraram. J&
os bésons W e Z adquiriram termo de massa como esperado, através
do Higgs. A massa do béson Z é ainda maior que a dos W, entre-
tanto as massas estdo relacionadas pelo angulo de Weinberg, ou seja,
através das constantes de acoplamento; essa é uma marca notdria
da quebra espontdnea de simetria. Os valores das massas detecta-
das experimentalmente sdo de Mz ~ 91.19GeV, My, ~ 80.40 GeV e
Mp ~ 125GeV. Em termos cosmolégicos, é esperado que o campo
de Higgs sofra quebra espontanea de simetria em 10~ '2s apés o Big
Bang, na transicdo de fase eletrofraca. Como é visto atualmente, o
campo de Higgs é ndo nulo e permeia todo o espaco.

4.8 EQUAGOES DE MAXWELL - CASO BOSONICO

Partindo da expressdo (4.62) ja obtida da lagrangeana eletromag-
nética completa com termo ndo minimo, temos a corrente de Noether

Y = +HeqW*HYW, — WHYWZ]
—ieqdy (W*HWY — WY WH),

que podemos escrevé-la, no gauge de Lorenz, também como

OAM = JH = —2eqIm [W, (0*W*Y) + W*Y (0YWH)] 4 2e? 2 WY W, AH
—e?q? W*HW, + WHWHTAY —ieqd, (WYW*H — WY WH),
(4.90)
Para p = 0 e A° = @ estético™, obteremos a equagio eletrostatica
correspondente a lei de Gauss.

— V20 —2e2q*(WYW, )@ + e?q?AY (WOW,, + WOWZ)
= —2eqIm [W, (°W*Y) + WY WP)] —ieqdy (WYW*O —W*¥WP).
(4.91)
Precisamos também fazer aproximagdes vélidas paras as equagdes de
Maxwell, particularmente a desconsideragdo da chamada “back rea-
tion”, isto é, ndo considerar o campo que a prépria particula gera

H4 dois casos menos restritivos. Quando % = 0, tem-se a aproximagdo quasi-
magnetostatica. Quando %—? = 0, tem-se a aproximagdo quasi-eletrostatica.
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sobre ela propria. Nesse caso, a particula é considerada livre; des-
crita por equagdes de campo livre. No caso do spin um, a condi¢ao
subsididria, como visto anteriormente, é dada por

WY =0,
que, pela transformada de Fourier, é equivalente a
BF-W+EWC,

No referencial de repouso da particula, p = 0, ocorre de a compo-
nente temporal do béson vetorial ser nula, WO = 0. Assim, temos a
seguinte simplificagdo

— V20 + 262 ¢ (W* - W) D = +2eqIm (W : \/Y/*) (4.92)

E necessario observar que, 14 no caso livre de interacdo eletromag-
nética, A" = 0, a corrente global para a definicdo da densidade de
carga estd relacionada com derivadas temporarais do campo W'
Em KG, a densidade de carga estd associada com ieq(p*d — dp*d) =
—2eqIm(¢dp*d). Da mesma forma, para o béson vetorial, atentando as
unidades fisicas, fazemos as seguintes associagdes

2eq1m (W : W*) = Pcarga s (493)
P p éri
Pparticula = cea(r]ga = m:: 2; (4.94)
Pparticula Tk AR
——— =2W*. W, .
- (4.95)

em que a densidade de particula é uma medidade da quantidade
de particulas por elemento de volume, portanto tem dimensdo de
M3. A densidade de carga é produto da carga pela densidade de
particulas, ja que cada portador de carga contribui com sua carga
indicidual para a densidade total de cargas'>.

Feita as consideragdes anteriores, obtemos a expressao

2,2
e
— V20 + m ppartq) = Pcargar (4.96)
ou ainda
2 €q
— VO + Epcargaq) = Pcargar (497)
que é exatamente a mesma equagdo que descreve o potencial eletro-
magnético no caso do campo escalar; onde E = —VO.
Ainda com as mesmas aproximagdes antecedentes, tomamos a com-
ponente 1 = i na equagio da corrente, lembrando que W° = 0,

Algo que ocorre ja em KG para a densidade de carga do campo escalar. Ndo ocorre
na de Schrodinger por ser nao relativistica.

O caso mais simples aqui tratado é uma tnica particula ou um aglomerado de par-
ticulas da mesma espécie.
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para obtermos a expressdo correspondente a equagdo fermiodnica de
Ampere-Maxwell

CV2A 1222 (WF - WAL — e2q? (vvi*vY/- A + Wi -/K)
= +2eqlm [W- 0'W* — W - W] —ieqd; (WIWH —Wi*W?)
(4.98)
No referencial de repouso da particula, a chamada corrente convec-
tiva espacial, Im [W YW — W . 5Wi}, é nula, pois, no espaco de
Fourier, estd ligada ao momentum total do béson vetorial. J4 a parte
da corrente relacionada ao spin, 0; (WjWi* —Wj*Wi) nao é nula,
pois, no espago de Fourier, estd relacionada com o momentum trans-
fer, que é o momentum do féton associado a radiacdo eletromagné-
tica gerada pela particula™. A simplificagdo que estd implicita aqui
é de que a energia do féton envolvido seja bem pequena para nao
considerarmos o recuo que o béson vetorial sofre para conservar o
momentum linear. Ndo hé a back reation, entdo o bdson é tido como
livre. Sendo assim, o referencial de repouso da particula é possivel

como uma aproximagdo sem violar conserva¢do de momentum.

Sendo assim, temos
92+ 222 (W W)| AT —e2q2 (WIWHA) + WAWS A) 90
L . 4.99
= —ieq0; (W]Wl* — WJ*WI) .

Em particular, podemos tomar uma polarizagdo especifica para o bé-
son W, por exemplo

1
el =—(0,1,1,0).
L= 50140
O termo Wi W;jA; + Win* A; fica, entdo, expandido em
WIW, (€] ey + e €] A
Chamaremos a matriz indicada acima por

Mij = (e} e, + ey, eij), (4.100)

que é a matriz de polarizacao.
Quanto ao termo W;W;, podemos desenvolvé-lo em

W* . W = WiW, el ey, = WIW,. (4.101)

Retornando a matriz M, podemos facilmente observar que é uma
matriz idenpotente, ja que satisfaz o seguinte

M? = MijMjk = (€% €1, + et €l ) = Mix. (4.102)

Nao existe um regime ndo relativistico para o féton, ja que ele ndo possui massa,
entdo ndo é possivel zerar o momentum dele.
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Além disso, temos que as suas componentes sdo dadas por

M =

o o =

00
1 0] (4.103)
00

Retornando para a expressdo que nos da a componente espacial do
potencial vetor, tomaremos, conforme ja explicado, a seguinte expres-
sao .

IWI W, = Pparticala (4.104)
m
no desenvolvimento da equagdo 4.99

[~V + 22> WE W, ] 8i5A; — e2q? (WEWLMyjA;)

o o .10
— _1eqa] (W)Wl* o W*]wl) , (4 5)
que fica reescrita na seguinte forma
2,42 2,42
(4 T € Iy
_y2 4 &9 Ppart 51 — MM@' A;
m 2m (4.106)

= —ieqd; (WW™ — W wt).

Para retirarmos o potencial A; dessa expressdo, precisamos inverter
a equacao utilizando a fungdo de Green, por exemplo.
De forma geral, temos uma expressdo para o nosso operador que é
a seguinte
O =oll+BM = x(I+ «~ ' BM). (4.107)

Prosseguimos agora com o processo de inversdo do operador:
O = NI+ ' pM)T, (4.108)
que é expandida em
OV = T I—a "M+ a2 M —a 3B3M +...).  (4.109)
Ap6s fatoragdo dos termos em comum,

O =T (I-—o "BI—a "p+a B2 —... M),

mas (I—o "B+ a2p2—...)= I+« 'B)" ', entdo temos que
_ I B
1
o' = 7oc_7oc(oc B)M. (4.110)

Quanto a convergéncia da sequéncia, podemos formalizar os cri-
térios para os quais o nosso célculo seja valido, isto é, garantida a
convergéncia. O caso que temos aqui é uma série de Neumann, que
pode ser colocada na seguinte forma

If) = (I +AK 4+ A2K? + A3K3 +...)|g). (4.111)
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Para um operador K limitado em um espago vetorial normado V
que'# seja um espago de Banach, a convergéncia da série é garantida,

formalmente, se
AIK] < 1. (4.112)

A defini¢do da norma de um operador limitado em um espago veto-

rial normado é
{@I«m |H<w>] |

|K|]? = limsup |t (4.113)

wievy L (W)

Retornando para a expressdo do potencial vetor que desejamos
calcular, apds a inversdo do operador, escrevemos A; explicitamente
dado por

Ay =0 (—ieqaj [W+Wi (ejLj el — eijeﬁ)D , (4.114)

com o operador inverso &~ expresso por

I (_ ezqupart> M

-1 _ . 2m

o N (_vz + ezqupart) (—VZ + ezqupart> (_vz + ezqupart)
m m 2m

(4.115)
Utilizando fragdes parciais, é possivel reescrever o segundo termo do

operador 0! da seguinte maneira

(_ ezqupart ) M

2m _
<_v2 + %) <_v2 + %ﬁipm) =
(4.116)
M _ M
(-2 4 o) (_y2y o)

Dado um operador diferencial que queremos inverter, podemos re-
alizar a inversdo pela guncdo de Green. No caso de interesse, lembra-
mos que uma equagdo do tipo

(V2 +Kk*)G(R) =5V (R) (4.117)

tem solucdo dada por

1 eikh“’ff‘/l

GR) =——"——,
(R) 4t ¥ —7/|

(4.118)
em que (G(R) — 0) quando (r — c0). No caso que desejamos resolver,

temos algo do tipo
—1

VZ_&Z’

E uma condigio suficiente, porém ndo necessaria. Espaco de Banach é um espago ve-
torial normado completo. Um espago de Hilbert, por exemplo, é sempre de Banach.
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em que tomamos (k? = —&2) e fazemos a correspondéncia
I B —I B —I
e2q2ppart | V2 —§2) V2 +k2)
(_vz I Tpt) (+ £2)  (+V2+k?)

Assim, o potencial eletromagnético é obtido por

1 e—&\?—f"ldﬁi?l M e—E,|f"—?’|d3T—:/
(e

47t F—7  4m ¥ — 7|
(4.119)
Ez=__ =t
M [ e 3T T3
M 006 (3) ~/]
+4nJ P ) x|

em que interpretamos o termo de spin, assim como no caso fermio-
nico, relacionado a um rotacional por

(—ieqaj [WJFer (e+j €, — ejjeJﬁ)D = (V x {); .

Ap6s uma integracdo parcial em que os termos de superficie sdo nu-
los, obtemos

1 e ETTad3y M e EIT=Tlq3
A = | —— - = 0 o4 - =
i < 47TJV 7| +4nJV 7|
(4.120)
—51F—7] 332
_ij/e zL Jd i " [uo5(3)(17/)]
47 ¥ — 7| i

Executando o célculo do gradiente e a aplicagdo do operador sob a
delta de Dirac, a forma final do potencial é expressa pela seguinte
expressao

A=+ 1 _e,gm(ﬁoi;?) + aeaﬂ(ﬁoxﬂ]
47‘[ L T T
M [ = 0 X T . Tt X ¥
- _e—“'(”"rzr) n E,e—aﬂ(uorf)} (4121)
_|_M e*%IFIMJH{ef%IF\M ,
47t L T2 T

!

=

3

onde utilizamos V'’ (I?—]?’I) =+ _;,

=

Quando ¢ é zero, obtemos o potencial calculado no caso fermio-
nico, que é um campo eletromagnético devido ao spin da particula
em repouso. No caso geral em que & ndo é zero, constatamos que
o potencial’> gerado pelo béson ndo é apenas devido ao spin, mas
também a polarizacdo da particula.

15 Uma observagdo de como a aplicagdo de fortes campos magnéticos influencia no
eletromagnetismo do béson W é encontrada em[104]. Ocorre um efeito de “anti-
screening” em que se forma um condensado de béson W que tende a aumentar o
campo.
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Diferentemente do caso fermidnico, em que precisamos analisar a
corrente “on-shell” para vermos o efeito do spin, o caso bosodnico ja
revela toda sua estrutura na corrente “off-shell”, ou seja, bastando
fazer a variagdo em relagdo ao campo do féton SA. Portanto, despre-
zar a back reaction, nesse caso bosonico, ndo pode ser simplesmente
anular o campo A", mas tomar a condi¢do subsididria que vem da
equagdo de campo livre e requer W° = 0.

A obtencdo da corrente “off-shell” parte de uma anélise do féton,
enquanto a obtencdo da corrente “on-shell” requer uma equagao de
campo satisfeita para a particula de interesse. Portanto, a corrente
eletromagnética, que é diretamente relacionada ao féton, é obtida, de
forma geral, pelo segundo teorema de Noether, ou seja, pela variagdo
da lagrangeana em relacdo ao campo A" do féton e é, portanto, “off-
shell”.

4.9 DECOMPOSICAO DE GORDON E AUTOINTERAGCAO

Na sec¢do (3.5), a corrente eletromagnética leptdnica apresenta o
fator de forma de anapole 3.64 que ¢ bem semelhante a um termo*® da
decomposicdo de Gordon para a corrente do béson vetorial carregado
dada pela (4.66) escrita abaixo

J* = +ieq(WY D HW2) + 2eqd (WS (E4Y) SW3)
2,2
—2eqdp (W™ (Z*) BW, ) + S W W, (0, F¥)
2.2
+ S wrw e, e,
m

A aludida corrente fermionica é assim descrita, com seus fatores de
forma, pela TQC, ou seja, apds tomar efeitos relativisticos e quanticos,
enquanto a corrente bosonica descrita acima em decomposigdo de
Gordon € classica, j& que os campos da lagrangeana nao foram quan-
tizados. Isso parece sugerir que, ja a nivel classico, diferentemente
do férmion, o béson melhor destaca a propriedade de um tipo de
“autointeracdo” da corrente com ela prépria, pois a expressao da cor-
rente J¥ contém termos do tipo 9, F¥*, que ddo novamente a prépria
corrente J*; tipo uma iteragéo.

4.10 CAMPO CLASSICO ESTENDIDO

Com a mesma ideia de campo cldssico estendido espacialmente
utilizada no caso fermidnico na se¢do (3.6), podemos buscar um cél-
culo andlogo do momento magnético anémalo para o caso bosdnico
de interesse, que é o do béson W.

16 Aos dois tdltimos termos da expressdo seguinte.
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Partindo da corrente eletromagnética off-shell 4.62, podemos escreve-
la em forma expandida

" = +HeqWHYW, — WHYWJ] —ieqd, (WHWY — W*YWH)
+2e? P2 AR WY W,) — e q?AY WM W, + WHW?],
(4.122)
em que, aqui, estamos considerando W*Y = 9*AY —9VAH, sem o
acoplamento, que ja fora explicitado.

Como desejamos buscar correcdes em ordem quadratica O(e?q?)
no fator giromagnético do béson W, precisamos fatorar nossa cor-
rente de modo a nos possibilitar obter a correcdo pertubativa que
buscamos. Tendo isso em mente, definimos a corrente fatorada dada
por J* N

J¥ = eqt. (4.123)
Na parte espacial da corrente, que esta relacionada ao magnetismo, é
onde fazemos a analise do momento magnético e fator giromagnético
da particula. A equagdo diferencial que temos de resolver é simples-
mente

— VAl = eqT. (4.124)
Pela fun¢do de Green, obtemos o potencial gerado associado a essa
corrente .
S eq [J(X)d3X!
A= B2 2 .
47:J ET (4.125)

Para prosseguirmos com o calculo, indicamos duas aproximacoes
que serdo adotadas para simplificagdo do problema, porém o autor
acredita que essas aproximagdes podem mudar substancialmente o
resultado quantitativo preservando o qualitativo, isto é, a ideia do que
queremos destacar como possiveis conclusdes. A primeira aproxima-
¢do é considerar a particula livre de interagdo; isso significa diminuir
a influéncia do féton na participagdo da caracterizagdo do béson W,
pois retiramos o efeito de “back reaction”. A segunda aproximagdo
é o limite ndo relativistico, em que o termo de corrente convectiva
espacial é desprezivel. Dessa forma, utilizamos a condig¢do subsidié-
ria de particula livre 0, WH" = 0, que, juntamente com o limite ndo
relativistico, nos leva a W° = 0.

Retornando para a expressdo da corrente fatorada T, reinserimos
o potencial eletromagnético que calculamos na prépria equagdo da
corrente T em um processo autoconsistente; em similaridade ao caso

fermionico. Para isso, definimos uma nova corrente ] como um pe-

dago que envolve a parte convectiva e a de spin

~i

J =eq [2Im W o'W — W 3WH| —id; (WIW - wirw)|
(4.126)
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Agora, podemos escrever a corrente fatorada total J* utilizando o
potencial eletromagnético ja calculado. Dessa forma, obtemos

~ _:’L . zezqz Ti()—(»/)wv*wv d3)—6/
0 =7 )+ (28 ) [FEREY

(e2q2> JTV(%/) [WHW,, + Wiws] a3/
U 4n '

(4.127)

7=

Isolando todos os termos que envolvem a corrente fatorada total, lem-
brando que W° = 0, poderemos expressar uma corrente em funcio
de outra, pois deixamos a seguinte expressdo ja preparada'’ para a
fatoracdo que faremos mais adiante

~i . 2 2.2 Ti(z/ W)*W 3o/
R =T - (258 ) [P

(4.128)

(e JTJ'(%/) [wi*wj+wiw; 433’
47t '

7 =7
Por se tratar de um béson vetorial massivo, as trés polariza¢des

estdo presentes na descri¢do fisica da particula. Podemos escolher
uma polarizagdo particular para avaliarmos o resultado. Tomando a

polarizacdo e:t = %(O, 1,1,0), por exemplo, e valendo-se de 4.104,
temos?®
= ~ 2¢2q?\ [ ppart (1 ~.
) — TY(x par - * i/ 3/
I(X)_](XH—( 41t >J 2m ()\)<€+i€+j>](x)dx+
. e2q2 Ppart l (e* €. +e* ex )Tj(%/)d_%%/
47t 2m \A SRR RS SRS :

(4.129)
Em que fazemos a consideracdo heuristica de uma regido estendida

de integra¢do conforme fizéramos no caso fermidnico, onde surge o
comprimento de Compton [f— 7’| = A. De forma similar, também
pode ser escrita na seguinte forma

~“ e2q?

J =T+ ) <J Ppart) (X)d3%' — J %Miﬁi (%/)d3£’> .

47t(mA
(4.130)
Ja dentro da aludida proposta de aproximagoes, reavaliamos o con-

teddo da corrente ]. Desprezamos a parte convectiva e ficamos apenas
com a parte de spin

~

T — —16] (W]Wl* _W)*Wl) — —la] |:W+Wj_ (efheh. — €+i€j-j):| ’
(4.131)

Até este ponto, os indices sdo do espaco de Minkowski, mas, ap6s a consideragdo da
mudanga de sinais, indices contra ou covariantes significardo a mesma coisa, pois ja
serdo indices euclideanos.

Aqui ndo ha preocupacdo com a posi¢ao dos indices, pois ja sdo indices euclideanos.
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ou ainda o seguinte

~ i

] = 0 {pPaTt (eiieﬂ — €4 e:j):| : (4.132)

2m

Por se tratar de uma corrente de spin, assim como em 4.120, associa-
mos uma “funcio” delta 53)(¥') a densidade de particula. Tomamos
o spin da particula na dire¢do z, por exemplo, que dd4 uma corrente
planar.

Na expressao 4.129, a matriz de polarizagdo se destaca com funda-

mental importancia para a contribui¢do na relagdo entre a corrente |
e J, pois é particular do caso bosoénico em oposi¢do ao fermionico. Na
visdo pertubativa em que buscamos corregdes de O(e?q?), dentro das

integrais, a corrente total 7 pode ser substituida pela parte de spinT
pois ambas diferem por termos de O(eq), entdo fazemos a fatoragao
da parte de spin e obtemos a seguinte relagdo

~i . 2.2
] =T (1—1e6iz>, (4.133)

em que a quantidade mA = 27 é inserida pela relacdo de Compton.
Ou ap6s inversdo e explicitagdo de termos

Fem (1-55) 7 (0 [(552) (e -enet)]):

(4.134)
Para o gerador de rotagdes no setor euclideano, vale
(Z4)) qp = —1 (81adjb — Sibdja) (4.135)
e também
(Z4)) b = €ijn(Sn)av; (4.136a)
(Sn)ab = —i(énav)- (4.136b)

Com isso, podemos reescrever o termo de spin

(0 (25 et e )) =0 () et ]

N (4.137)
A corrente | fica expressa, entdo, por um rotacional que envolve a
densidade de particula e um valor médio da matriz S pelos vetores
de base da polarizacdo escolhida

S

] = - [V X ((ejSeJr) ppzartﬂi (4.138)

Para calcularmos o momento magnético, partimos de

I I =
i=5 Jr X (qu ar’, (4.139)
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e utilizamos o conhecimento sobre como expressar a corrente fato-
rada total em termos de um rotacional que envolve o gerador de

2.2
rotacdo em SO(3). Também sabemos que « = %L, entdo temos

i= % (1 _ ﬁ)q J?x ¥ x ((eﬁr§e+) ppz‘”t) Br', (4.140)

que pode ser simplificada, a menos de termos de superficie, pelo se-
guinte resultado T x [V X (?)] = 2F. Portanto,

- eq = =1 s Ppart 3.

M= m (1 47r> ZJ ((en8er) o5 ) @b, (4-141)
em que fazemos a seguinte associacdo da integral de normalizagdo

que define o vetor de spin a partir da matriz geradora de rota¢des no
espaco euclideano

ppart * & 3./ _ =2
J > <e+Se+) a’r’ =5, (4.142)

para obter a expressdo final do momento magnético

TR DY SO N
H=om? (] 47{) S (4-143)
que é expandida na aproximacdo em que a constante de estrutura
fina « é pequena
| eq o
=121+ -)s .
= 2(1+ )3 (4.144)
Um resultado experimental de 1992 [105] fornece o seguinte inter-
valo para os valores possiveis do momento magnético do béson W:
1
wo KEDed <3y
2m
Os dados mais atuais sdo de 2001 [106] e indicam uma melhora do
resultado para o fator giromagnético:

M 0.20

Conforme dito no capitulo anterior, era esperado que a contribui-
¢do eletromagnética a corre¢des de g = 2 para o bédson W nédo fossem
substanciais, pois outras intera¢des ddo contribuicoes relevantes, di-
ferentemente do caso fermidnico em que a massa do portador é bem
menor comparada a do béson W. Entretanto, a grandeza da correcao
é ainda da ordem esperada de /.

Como referéncia da contribuicdo de outras interagcdes, no contexto
de gréficos de Feynman, citamos [107]. Ha também discussdo do mo-
mento andmalo a altas temperaturas em [108], onde se comparam
o caso fermidnico e bosodnico. Por fim, a consideracdo de bésons W
compostos pode ser consultada em [109][110].
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Ao analisarmos as equagdes de Maxwell em uma visdo micros-
copica, passamos pela influéncia do spin, da polariza¢do, da massa,
além da prépria carga, na descrigdo da interacdo eletromagnética. Na-
turalmente, surge questionamentos sobre o que cada propriedade re-
almente significa e possiveis relagdes entre elas. Buscar entender o
conceito de uma propriedade de um objeto nos leva a entender tam-
bém o proprio objeto. Sendo assim, verificamos que o préprio con-
ceito de particula sofre mudangas desde Leucippus e Democritus até
os dias atuais, em que ndo existe, ainda, conceito universal e tinico.

A ideia de particula estendida espacialmente, em oposi¢do a uma
particula pontual idealizada de dimensédo nula, ndo é novidade na Fi-
sica, porém foi proposta, em diversas versdes distintas, por intimeras
pessoas. Além de a maioria dos modelos propostos sofrerem de in-
consisténcias com a relatividade, por exemplo, os fatos experimentais
ndo aparentam demonstrar uma posicdo favoravel, ja que particulas
elementares tém sido submetidas a experimentos que ndo evidenciam
estrutura alguma até ordens de grandeza bem inferiores ao compri-
mento de Compton associado a particula. Entretanto, qual a relacdo
entre possuir estrutura e ser pontual? E razoavel que algo com estru-
tura interna possua comprimento, mas algo que nado possui estrutura
poderia também apresentar um comprimento associado? Para Wig-
ner [111], a particula elementar ndo possui uma estrutura associada.

E notavel que o spin, a carga eletromagnética, a massa e as polariza-
¢des das particulas possuem influéncia na caracterizagdo ontolégica
da particula. Dentro da formulagdo de Wigner para particulas, ja se
destaca a marcacdo das propriedades de particulas, que sdo relacio-
nadas aos graus de liberdade envolvidos, com distin¢do entre casos
massivos, ndo massivos e os diversos valores de helicidade e spin pos-
siveis. Por exemplo, particulas sem massa possuem duas dire¢des de
polarizagdo independentemente do spin, mas uma particula massiva
de spin s possui (2s + 1) polarizagdes. Sendo assim, o estudo funda-
mental de uma propriedade pode nos levar a considerar outras pro-
priedades que estdo direta ou indiretamente ligadas a propriedade
inicial.

5.1 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS E MECANICA QUANTICA

Devido uma série de problemas enfrentados pela mecanica quan-
tica relativistica, a teoria quantica de campos ganhou relevancia como
a consequéncia da unido de relatividade especial e mecanica quan-
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... particles were
reduced in status to
mere epiphenomena.

In its essentials, this
point of view has
survived to the
present day, and
forms the central
dogma of quantum
field theory: the
essential reality is a
set of fields, subject
to the rules of
special relativity and
quantum mechanics;
all else is derived as
a consequence of the
quantum dynamics
of these fields -
Weinberg
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tica, porém, como observou Wigner [112] e Beck [113], embora ndo
haja conflito conceitual em unir as duas dreas, a unido ndo deve ser
chamada natural.

Descrever uma propagagdo de equagdo de onda relativistica com os
requisitos gerais esperados da unido entre mecanica quantica e relati-
vidade é que gera o conflito com a interpretacdo, dentro da mecanica
quantica, das solugdes. Em suma, sdo

* Espectro de energia positiva

* Localizagdo da configuragdo inicial; suporte compacto no es-
paco.

* Propagacdo com velocidade finita; Hiperbolicidade.

Diz-se que que ha um conflito entre localizagdo espacial, no sentido
de Newton-Wigner ', e espectro de frequéncia positiva das solugdes
de equacdo de onda relativistica. Dessa forma, a evolugdo relativis-
tica de equagdes de onda, em uma interpretacdo de Schroédinger, é
problematica. A ocorréncia de frequéncias negativas estd ligada ao es-
pectro do gerador de translagdes temporais ndo ser definido positivo;
o que implica em energia negativa, pois, em mecanica quantica, esse
gerador é o operador energia.

A teoria quantica de campos, embora resolva tecnicamente proble-
mas da mecénica quéntica relativistica, ndo é considerada uma teoria
fechada, isto €, concluida, mas um campo aberto que é atual drea de
trabalho. Porém, a questdo da localizagdo ndo é finalizada em TQC.
Além da versdo mais divulgada chamada “Lagrangian QFT”, inici-
ada com Dirac, encontram-se os termos “Axiomatic QFT” e “Alge-
braic QFT (AQFT)” ou “Local Quantum Physics”, versdes que bus-
cam maior fundamentagdo matemadtica dos axiomas e da estrutura
da teoria quantica de campos; em que Arthur Wightman [6] e Rudolf
Haag [114] sdo os fundadores.

Sobre a questdo de um operador de posicao e localizabilidade em
TQC, escreveu o Eduard Prugovecki[115]:

“The pragmatic attitude toward these fundamental difficulties
has been to simply ignore them by concentrating experimentally
on momentum measurements based on the suitable macroscopic
localization of particles (namely their tracks in bubble chambers,
spark chambers, etc.), and theoretically on the development of
S-matrix techniques. Some of the numerical successes of the re-
normalization program have reinforced the belief in the correct-
ness of this position, despite the fact that some of the pioneers in
that area have warned about fundamental difficulties that have
been left unresolved. In view of the present widespread feeling

1 Versdo relativistica da localizagdo de Born na MQ.
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that LQFT is the panacea for all ills of relativistic quantum theo-
ries, it is also worthwhile pointing out that the founder of LQFT
(Dirac) has himself repeatedly expressed his dissatisfaction with
LQFT as the ultimate solution to both the physical and mathe-
matical problems inherent in the renormalization program, war-
ning against complacency in accepting its faults ... Hence these
approaches leave the fundamental question of the meaning of lo-
calizability on the quantum level untouched”. ..

A discussdo da busca de operadores de posi¢do covariantes em
influéncia do spin e da localidade poder ser encontrada, além do tra-
balho de Newton-Wigner, em [116][117]; O primeiro autor, Fleming,
deixa claro isso “these difficulties are intimately related to the spin
of the particle or the intrinsic angular momentum of the closed sys-
tem, as the case may be, since for spinless systems all the position
operators discussed become identical, local, and covariant”.

5.2 PARTICULA E LOCALIZAGAO

Espera-se que uma particula, considerada como objeto diretamente
acessivel a experimentos, possua a caracteristica de ser localizdvel.
Macroscopicamente, os objetos do dia a dia possuem, dentro de uma
imprecisdo dos instrumentos de medida, uma posigdo razoavelmente®
definida. Ao buscramos os objetos mais fundamentais em menores
escalas, o conceito tedrico de localizacdo fica mais impreciso ou com-
plexo ja que fatores diversos o influenciam.

Embora a TQC possa descrever processos relacionados a particu-
las, ndo existe uma bije¢do entre campos e particulas, isto é, uma
particula pode ser associada a muitos campos. A nogao de particula é
reservada para o limite assintético (t — f00) em que a intera¢do dos
campos é dita desligada. H4 a importante discussdo[118][119][120] so-
bre quando é possivel que uma TQC realmente descreva particulas.

5.2.1 Localizagdo

Da transi¢do do quantico para o cldssico, espera-se que a nogdo de
localizagdo seja exatamente satisfeita, mas, em nivel quantico, a locali-
zagdo parece aproximada. A nogdo de particulas tem uma justificativa
operacional devido a localizacdo, registro de “clicks” de particulas
em detectores. Assim, diversas defini¢bes em diferentes niveis ma-
temadticos podem ser dadas no ambito de explicar essa propriedade
importada, a priori, da nogdo que temos do mundo classico.

Na visdo de definir um operador posicdo dentre varios possiveis, é
preciso definir os requerimentos esperados que sejam satisfeitos por

Ha a nogdo de arbitrariamente localizada, pois a questao é, em escala macroscépica,
refinar a precisdo da medida.
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the number of fields
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space; in other
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time is not a
meaningful attribute
of the electron.
Rather, ‘position’ is
an attribute of the
interaction between
the electron and a
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esse operador. A hipétese inicial é que uma particula possa ser loca-

lizada em um subconjunto B, regido, de IR3. Se essa é uma proprie-

dade observavel, associa-se um operador autoadjunto E(B) no espaco

de Hilbert que indique se a particula estd fora ou dentro da regido;

sendo, portanto, um operador de projecdo de autovalores 0 e 1.
Alguns requerimentos sdo os seguintes:

1. Para todo conjunto de Borel B C IR3, ha um operador de pro-
jecdo E(B) que a probabilidade de encontrar a particula nessa
regido seja dada por P = (\, E(B),) se o estado que a descreve
é dado por VP, com || ¢ ||= 1 e probabilidade total de a particula
estd em algum local unitdria, (\, E(IR3),y) =1,

2. Para um mesmo instante de tempo, se o sistema é localizado
em By e By, entdo é localizado na interse¢do B1 N B,

E(B; NB2) = E(B1)E(B2) VB4, Ba;

3. O subespago de estados localizados em B1 U B, é associado ao
E(B; UB>):

E(B;UB2) =E(By) +E(B2) —E(B; NB2) VB, By.

Caso B;, i = 1,2,3... seja conjuntos disjuntos de Borel, entdo

vale
o0

E(UBi) = ) E(By);

i=1

4. Tome U(@,R), @ € IR3, R € SO(3), uma representacdo unitaria
do grupo universal de recobrimento do grupo Euclideano3 no
espago de Hilbert da particula. Para qualquer conjunto de Borel
em IR3, o conjunto (RB + @) formado de rotacdo e translagio é
tal que

E(RB + d) = U(d, R)E(B)U*(a,R)

Caso E(B) satisfaca as condi¢des acima, diz-se entdo que é uma
medida espectral de um tnico operador de posicdo § = (q1,q2,93).
Defini-se, entdo, uma familia espectral Eq,(A) = E ({X € IR?|x; < A})
e operadores autoadjuntos com representagao espectral

+00
qi :J AdEq (A), i=1,2,3.
—00

Levando adiante essas consideragdes, ndo é possivel associar um
operador de posi¢do que ndo possui componentes comutantes a uma

3 O grupo Euclideano tridimensional é um produto semidireto SO(3) x IR3. O grupo
de recobrimento de E(3) é dado por E(3) = SU(2) x IR3
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medida espectral em IR3, pois viola o requerimento (2). Sendo as-
sim, vé-se, por exemplo que, na equagdo de Dirac, um operador de
posicdo, com componentes ndo comutantes, que ndo mistura ener-
gias positivas com negativas* ndo satisfaz a nogdo de localizabilidade
acima.

O valor médio do operador E(B) é relacionado a probabilidade de
encontrar a particula em B:

(b EEI) = | 1900 P

Nessa nogdo de localizagdo no espago tridimensional, para um de-
terminado instante de tempo, uma particula esta localizada em B ape-
nas se a sua funcdo de onda, 1, zerar quase que totalmente fora de B.
Se, (W, E(B)Y) =1, a particula estd localizada em B, mas ndo significa
que a fungdo de onda estd localizada em B.

Além dos requisitos acima, um teorema de Wightman [121], New-
ton e Wigner [111] acrescenta mais uma condicdo que, se satisfeita jun-
tamente com as anteriores, garante que o operador posigao requerido
é o de Newton-Wigner. Essa condigdo extra é a seguinte: Dado opera-
dor posigdo g autoadjunto no espago de hilbert L?(IR3), Eq(B) deixa
invariante os subespagos de Hilbert de energias negativas e o de ener-
gias positivas, ou seja, atua sem misturar os setores;Eq (B)h+ C h.
Sendo assim, as cinco condi¢des definem o operador posigdo como o
obtido na formulagdo de NW.

H4, porém, argumentos que indicam uma proibi¢do de uma loca-
lizacdo exata para particulas descritas por fungdo de onda com uma
energia de sinal definido. Comentaremos sobre isso um pouco adi-
ante.

E importante lembrar que toda essa nogao de localizacdo em espago
tridimensional para um dado instante poderia ser pensada para o
espago-tempo requerindo, por exemplo,

u(a A)EB)U'(a A),

com B um conjunto de Borel e (A, @) transformacdo de Poincaré. En-
tretanto, ocorre uma viola¢do 5 do estado de minima energia e, con-
sequentemente, macula esse conceito de localizacao.

Existe um famoso resultado, devido a Hegerfeldt, que é dado pelo
teorema seguinte

Theorem 3 (Teorema de Hegerfeldt) Em mecinica quantica relativistica,
ndo existe um estado de 1-particula satisfazendo a hipétese de que existe um
operador projetivo de localizagdo e que seja localizado em uma regido espa-
cial finita V enquanto, ao mesmo tempo, obedega a condigdo de localidade
relativistica.

4 Operador construido para nado sofrer o problema do efeito ZBW.
5 Relacionada a um teorema de George Mackey.
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A primeira formula¢do do teorema requeria [122][123][124] [125],
de certa forma, invaridncia translacional, mas depois Hergefeldt re-
formulou o teorema em uma versdo menos restritiva [126], que s6
requer positividade da energia e que o sistema seja representado no
espago de Hilbert com um operador de evolugdo temporal unitério.

A descricdo matematica do teorema segue do seguinte: Seja H um
operador autoadjunto limitado inferiormente em um espaco de Hil-
bert 7, para um dado o € %, definimos 1\, com t € IR, por

Yy = e iy, (5.1)
Tome um operador positivo A em 7 , A > 0, e defina pa (t) como

PA(t) = (Wi, Ay). (5-2)

Entdo, ocorre que

PA(t) #0 para quase todo t (5.3)

e o0 conjunto dos “t” é denso e aberto; ou

Pa(t) =0 WVt (5-4)

A importancia de requerer um operador de energia H autoadjunto é
que, pelo teorema de Stone (1930) [127][128] e von Neumann (1932)
[129], apenas um operador autoadjunto possui uma bije¢do com gu-
pos unitdrios a 1-pardmetro fortemente continuo® necessarios para
a dindmica dos sistemas quanticos. A prova do teorema é baseada
em argumentos de analiticidade do operador de evolugdo temporal e
pode ser encontrada nos varios artigos do préprio Hegerfeldt.

No ambito de aplicar o teorema para um operador relacionado a
localizagao da particula, prosseguimos com as consideracgdes seguin-
tes.

Supondo possivel determinar a probabilidade de encontrar uma
particula, em um dado instante, dentro de uma regido espacial V,
existe um operador autoadjunto N(V) que deve satisfazer

0<N(V) < 1.

A probabilidade de encontrar uma particula em V, no tempo t, é dada

por
(W, N(V)by).

Define-se que um estado de particula estd localizado em V, no
tempo t, quando a probabilidade de encontrar a particula em V é 1.
E dito que a particula ndo estd em V, no tempo t, se a probabilidade
é nula.

6 Esté relacionado com a existéncia de um gerador infinitesimal que é exponenciado
para permitir a evolugdo temporal dos estados quénticos.
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Assumimos que, em (t = 0), o sistema de estado puro” ) estd
estritamente localizado na regido Vo, isto €, (o, N(Vo)Po) = 1 ou
ainda

(Wo, (T=N(Vo)o) =0,

mas (1 —N(Vp) > 0, entdo, para aplicar o teorema, pode-se definir o
operador

A=1-N(Vp).
Como consequéncia,
(W, N(Vohpt) =1Vt (5.5)
ou
(b, N(Vo)pt) < 1 para quase todo t. (5.6)

A primeira alternativa significa que a particula permance em Vj a
todo momento, como um estado ligado em um potencial externo, por
exemplo. Se a particula estd estritamente localizada na regido Vo no
tempo t = 0, também deve estar em uma regido V que contém Vj,
Vo C V. Sendo as fronteiras de V e de V separadas por uma distan-
cia finita, e valendo o limite de velocidade finita de propagacao, en-
tdo a probabilidade de encontrar a particula em V também deve ser 1
para tempos suficientementes pequenos (0 < t < €). Agora, pode-se
aplicar o teorema novamente, mas para a regido Vcom A = 1 —N(V),
que indicard o fato de a particula estar em V para todo tempo t5. To-
mando um limite em que V é cada vez menor, aproximando-se da
regido Vo, concluimos que: se a particula estd estritamente localizada
na regido Vp, no tempo t = 0, com limite de velocidade finita de pro-
pagagdo, entdo a particula permanece em Vj, em todos os momentos
e, consequentemente, ndo pode se movimentar para o infinito espa-
cial. Ou ainda, equivalentemente,: Se no tempo t = 0, uma particula
é estritamente localizada em uma regido limitada Vj, entdo, a menos
que ela permaneca em V, para todo instante de tempo, ela ndo pode
ser estritamente localizada em uma outra regido limitada V, indepen-
dentemente de quao grande seja, para qualquer intervalo de tempo
finito, isto é, a localiza¢do da particula desenvolve uma cauda infinita;
espalhamento sobre todo? o espago.

O teorema mostra que uma particula, ou sistema, estritamente lo-
calizada em uma regido limitada ird imediatamente desenvolver uma
cauda infinita, exceto no caso em que a particula permanece na re-
gido original a todo momento. Como deixamos claro ao discutir a
equacdo de Schrodinger, esse espalhamento da fun¢do de onda néao é
problema no caso ndo relativistico, mas, no caso relativistico, entra em

7 Para misturas, pode-se utilizar a matriz de densidade.

8 A opgao de(Pp, N(V)Py) < 1implicaria que a particula ndo estaria mais estritamente
localizada em V, muito menos em Vy, que é subconjunto.

9 Para todo o espago realmente, é necessaria a condigdo de invaridncia translacional.
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possivel conflito com a causalidade de Einstein, caso exista esse ope-
rador autoadjunto de projecdo que consegue localizar estritamente
uma particula que obedece a mecanica quéntica. A generalidade do
teorema estd em ndo requerer a existéncia de um operador de posicao,
mas assumir positividade da energia.

No trabalho de Newton-Wigner, as fun¢des de onda sdo estados de
pura energia positiva, entdo ndo fechou essa questdo de localizacdo
estrita, ja que uma localizagdo de uma posi¢do de uma particula ndo
faz sentido com o aparecimento de pares de particulas além da pré-
pria considerada. Fun¢des de onda de Newton-Wigner inicialmente
localizadas possuem problema com propagacdo superluminal da dis-
tribui¢do de probabilidade [130] em acordo com o teorema de Heger-
feldt. Algo interessante sobre o trabalho de NW é o fato de Wigner
concluir que particulas com spins s > 1 possuem sérias complica¢des
em relacdo ao conceito de localizabilidade adotada por eles. Sendo
assim, é possivel dizer que o spin estd fundamentalmente envolvido
no proprio conceito de particula.

Embora a generalidade do teorema de Hegerfeldt, no famoso ex-
perimento mental, devido a Fermi, de um sistema formado por dois
atomos, ele apontou uma espuria violagdo da causalidade de Eins-
tein que ficou conhecida por Paradoxo de Hegerfeldt [122]. Buchholz
e Yngvason [131] apontaram erro na andlise de Hegerfeldt em que
a consideracdo da existéncia de um operador positivo relacionado a
localizacdo do sistema fisico néo é certa:

“ Any state of the type considered by Fermi which can actu-
ally be prepared in an experiment necessarily contains besides
the two atoms, other particles, e.g., photons. This inevitable cre-
ation of particles in the process of localizing physical systems
is the basic reason for the absence of locally pure states and the
ensuing uselessness of the concept of transition probability for
the study of local properties. But it is not at variance with the
existence of a maximal propagation speed c”.

Essa ideia de que ha a criagdo de particulas no processo de loca-
lizacdo é que problematiza toda a caracterizagdo de uma particula
como ente isolado e localizado. Localizacdo estrita requer quantidade
arbitrariamente alta de energia. O comprimento de Compton é que
aparece como o candidato da distancia relevante [132] para essa fron-
teira em que o conceito de estrita localizagdo de uma particula tem
ou ndo sentido. Isso confere ao comprimento de Compton a caracte-
ristica de estar naturalmente associado a importantes propriedades
de uma particula.

A cerca da relagdo dos resultados de Hegerfeldt com a visdo da
teoria de campos, a seguinte conclusdo é inferida[133]

“In a field-theoretic context permanent infinite tails can be
understood intuitively through clouds of virtual particles due
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to renormalization (“dressed states”). It is also conceivable that
whenever one tries to prepare a localized particle or system, one
automatically creates particle-antiparticle pairs outside the desi-
red localization region, and this would have the same effect as
tails”.

Ja é bem entendido que qualquer nocédo de localizabilidade que, as-
sim como Newton-Wigner, assumir o bem razoavel postulado de que
o conjunto de estados localizados em uma regido espago-temporal
O é ortogonal aos estados localizados em um regido complemental-
mente causal'® O’ é problematizada como uma localizagdo de parti-
cula [134].

Particularmente, encontra-se um conceito de localizagdo para cam-
pos na formulagéo algébrica, chamado Localizacdo Modular [135][136]
[137], que é uma nogdo mais intrinsica do que a constru¢do de um
operador de posicdo para particulas e vai além da localizacdo tipo
pontual, utilizando uma localiza¢do tipo corda''(“string-like”). Ha
inameras referéncias do Professor Bert Schroer [138] [139] [140], atu-
almente no CBPF*?, sobre o assunto.

5.2.2  Particula

A andlise do grupo de Poincaré feita por Wigner em 1939[58] é
ainda referéncia na definicdo de particula elementar. De acordo com
Wigner, particulas elementares sdo descritas por um espaco de Hil-
bert em que o grupo de Poincaré age irredutivelmente. A ideia as-
socia representacdes irredutiveis unitarias de um grupo de simetria
espago-temporal aos estados de particulas elementares.

A definigdo de particula ndo possui um cardter universal, e a de
particulas elementares continua um conceito que é muito presente em
toda a fisica, mas carece de real entendimento em niveis fundamen-
tais. No trabalho de Newton-Wigner, ha uma distingdo entre sistema
elementar e particula elementar, em que o sistema é tido como algo
muito mais geral que a particula.

O sistema elementar é associado a uma falta de estrutura caracte-
rizada pela chamada condigdo de irreducibilidade; ndo existéncia de
uma distingdo relativisticamente invariante entre os varios estados do
sistema, isto é, todos estados do sistema podem ser obtidos de qual-
quer estado previamente escolhido. Qualquer transformagao leva um
estado do sistema em outro estado também do sistema. Um exemplo
é o atomo de hidrogénio no estado de minima energia. Dessa forma,
qualquer estado do sistema é obtido de qualquer outro por combina-
¢Oes das seguintes operagdes:

O complemento causal de uma regido O no espago de Minkowski consiste de todos
os pontos que sdo deparados de O por uma distancia tipo “space-like”.
Termo que nédo deve ser confundido com “string” de Teoria de Cordas.
Instituigdo em que o presente autor realiza este trabalho de dissertagao.
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The primary
physical
interpretation of the
theory is given in
terms of local
operations, not in
terms of particles -
Haag

A particle is simply
a physical system
that has no
continuous degrees
of freedom except for
its total momentum -
Weinberg
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1. transformacdo de Poincaré em um estado inicial;
2. superposicdo linear de estados obtidos em (1);

3. tomar limite da sequéncia de Cauchy de estados obtidos em (1)

e (2).

A particula elementar, além de satisfazer a condigdo anterior, ndo
pode ser considerada como unido de outras particulas; o 4tomo de hi-
drogénio ndo é, portanto, uma particula elementar. Porém, esse con-
ceito ndo é muito ttil na pratica, pois nem sempre € facil saber se uma
particula é ou ndo constituida por outras; o préton, por exemplo, que
foi tido como particula elementar.

mass — =23 MaWic® =1.275 Gellic® =173.07 GeVic? 0 =126 Gallic®
charge = 23 u 213 c 213 t [i] da [i] H
spin =+ 112 & 112 3 12 1 @ 0
up charm top gluon H;%gﬁ
=d_8 MaWic? =5 Melic? =4 18 Ge\'ic® 0
-3 d /3 S -1/3 b 0 \
12 2 12 o 12 1 ‘»
down strange bottom photon
0.511 Mewic? 105.7 Mewic® 1.777 Gewic® 91.2 Gevie*
-1 1 -1 0 AN
e
112 e 112 l'l' 112 T 1 & J
electron muon tau Z boson
=22 eVie? =017 MaVic* <15.5 MaWVig* BD.4 GeVic®
n 0 0 +1 L
112 -I)a 112 -I)p 112 -I)I 1 W
electron muon tau
neutrino neutrino neutrino W boson

s

(a) Lista das particulas elementares de acordo com o Modelo Padrao (Wikipedia).

Figura 7: Particulas elementares

Embora o trabalho de Wigner tenha exaurido as possibilidades de
classificagdo das representa¢des unitdrias irredutiveis do grupo de
Poincaré como relacionadas a particulas elementares, a relatividade
galileana pode ser também utilizada[141] para a associagdo com par-
ticulas, mesmo que com as dificuldades associadas. O ponto central
é a questao da existéncia de representagdes irredutiveis de um grupo
de simetria®3. Barut[142] destaca o seguinte em relagdo a isso:

13 Em um cendrio completamente classico (sem espacgo de Hilbert), a operacdo (2) acima
é retirada, ja que ndo hé superposi¢do no caso cldssico. A condi¢do analoga a atua-
¢do irredutivel é um requerimento de transitividade: um sistema cldssico dotado de
simetria é elementar se o grupo de simetria age transitivamente no espago de fase. O
grupo de Poincaré tem uma agdo transitiva sobre o conjunto de estados S, chamado
espaco homogéneo do grupo de Poincaré, que forma uma variedade de dimensao
finita com estrutura (simplética) de espago de espaco de fase.
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“The concept of an elementary particle is usually used in the
following sense: (1) It is an elementary system, i.e., all states
of the system can be obtained as superpositions of transforms of
any state under Lorentz transformations (for relativistic theory)
or under Galilei transformations (for a nonrelativistic theory),
that is to say, it is described by an irreducible representation of
the Poincaré or Galilei group. (2) It is not useful to attribute
further structure to it”.

Particularmente, hd na literatura posicionamentos que pde campos
quanticos como objetos mais fundamentais em detrimento do con-
ceito de particula; por exemplo, [143] [60]. Ou afirmando explicita-
mente que “particles do not exist” [144]. Considerando particulas
como fundamentais, ha também trabalhos[145] sobre os limites da
extensibilidade de particulas elementares.

5.3 CONSERVACAO E SUPERSELECAO
A superselection

Uma lei de conservagdo costuma ser uma caracteristica extrema- rule in the broadest
mente imporante de teorias fisicas. A existéncia de constantes de mo-  sense for a quantum
vimento e geradores de simetria é intimamente relacionada a integra- ~ "echanical theory
bilidade de sistemas dindmicos, por exemplo. O fato é que simetrias can be defined as

any restriction on

possuem relagdo com leis de conservagdo através do Teorema de No-  yyat is observable in
ether. Embora seja um teorema cldssico que é levado também para the theory -
o contexto quantico, a nogdo de simetria em teorias quénticas tem Wightman/Strocchi
substanciais consequéncias que ndo estdo presentes na teoria classica.
Por exemplo, operadores que representam transformagdes em vetores
de estado sdo eles préprios observéveis enquanto que classicamente
nao o sdo; a transformagdo de paridade, por exemplo, classicamente
é apenas uma regra de transformacao.

Como simples exemplo para destacar que simetrias se manifestam
diferentemente entre teoria cldssica e quantica, lembramos o seguinte:
Em um problema tipo Kepler, de forca central, que possui invaridncia
rotacional™, o momentum angular total [ = ¥ x f é uma constante de
movimento, portanto conservado, e as condic¢des iniciais 7(0) e p(0)
determinam [ para cada 6rbita cléssica solucio do potencial central.
Escolhendo, por simplicidade, o conjunto de érbitas de magnitudes
1(0) e p(0) constantes, mas permitindo todas dire¢des possiveis para
7(0) e P(0), as solugdes sdo Orbitas circulares de mesmo raio, mas em
planos de todas dire¢des possiveis. Cada 6rbita pode ser relacionada a
outra por uma transformagdo de rotagdo nas coordenadas. Qualquer
6rbita em particular quebra a invariancia rotacional do Hamiltoniano,
mas o conjunto total de orbitas restaura a simetria esférica. Classi-
camente, as diferentes solu¢des em diferentes dire¢des estdo relacio-
nadas por uma transformacdo de simetria, mas, uma vez fixadas as

14 Com um Hamiltoniano invariante rotacional do tipo H = p2/2m+ V().
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condigdes iniciais e o sistema de coordenadas, a 6rbita é fixa. O caso
quantico analogo é o estado de minima energia do elétron em um
atomo de hidrogénio. O estado de minima energia, que possui fun-
cdo de onda proporcional a e/, possui também a simetria esférica
do Hamiltoniano (devido a realizacdo de simetria de Weyl-Wigner),
e o valor mais provével de r ndo é zero, mas o raio de Bohr ay. Po-
rém, o numero quantico de momento angular orbital dos estados é
L = 0. Isso significa que hd um tipo de superposi¢do das solugdes de
Orbitas cldssicas, relacionadas pela simetria de rotacdo, para obtencao
de uma funcado de onda correspondente ao estado de minima energia.
Duas solugdes distintas relacionadas por uma simetria se unem para
formar uma solugdo final. Entdo, a simetria na teoria quantica ganha
um aspecto marcante em relacdo a realizacdo na teoria cléssica.

Além da lei de conservagdo, existem as chamadas regras de su-
perselecdo’>. A motivagdo em distinguir esses conceitos é justificada
pelo entendimento de diferengas e semelhangas entre spin, carga e a
massa.

Usualmente, um observéavel B é conservado se comuta com a ha-
miltoniana do sistema

[B,H] =0, (5.7)

mas uma regra de superselecdo é mais restritiva, pois requer que B
comute com todos os observaveis A da teoria

em que B é agora chamado “carga” de superselecao.

Para entender o significado dessas regras, pode-se observar o prin-
cipio da superposi¢do em mecanica quantica no intuito de destacar
que tal principio, inserido em um contexto fisico, esta restrito a um
setor de superselecéao.

Dadas fungdes de onda 17 and 1, de dois estados, o principio da
superposi¢do permite que uma combinacao linear

¥ = oy + 2

também seja uma funcdo de onda de um estado quéntico. O sen-
tido da superposi¢do em mecanica clédssica, para solugdes de onda, é
muito intuitivo e claro, mas ndo o é em mecénica quantica, ja que o
valor da funcdo de onda em um ponto ndo possui um preciso signifi-
cado fisico. A prépria fungdo de onda é dependente da representacdo
escolhida.

Em geral, a seguinte superposicao

P =Py + Y2 ,pelR

Uma regra de selecdo, diferentemente da superselecdo, é apenas uma restrigdo na
possibilidade de transi¢des entre estados quanticos distintos. As regras de selecéo
estdo relacionadas com as leis de conservagéo.
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descreve um estado diferente do de V. O fato de essa fase relativa em
superposi¢do ser observavel é uma caracteristica da mecénica quan-
tica e é chamado uma superposicdo coerente. Porém, estados quanti-
cos nem sempre podem ser superpostos coerentemente, isto é, a fase
relativa da superposicdo ndo é observavel. Uma possivel superposi-
¢do do estado de um béson com o estado de um férmion foi destacada
por Wigner, Wightman e Wick (WWW) [146] como exemplo onde nao
ha uma superposigdo coerente: Seja a superposigdo dada por estados
de um férmion de spin meio, V1, e um béson de spin zero P,

P =y + B2, (5.9)

uma rotacdo de 2w transforma {7 — —; e Yy — Py, entdo P se
transforma como

P = —opy + By. (5.10)

Porém, uma rota¢do é uma fase global que transforma 1\ em 1/, en-
tdo ambas possuem as mesmas propriedades. Isso significa que todo
observavel A ndo consegue fazer distingdo entre os estados, ou seja

(B, AYp) = (W, AP’ = |ad? (D1, A7) + [BI* (W2, Ay) +

N N (5.11)
+ ("B (b1, Ad2) + ™ (W2, A1),

que é satisfeita para os dois sinais apenas se vale (1, Al,) = 0 para
todos observaveis fisicos A. Para o estado 1, os observéveis pos-
suem os mesmos valores médios que no estado mistura descrito pelo
operador densidade

p = lod? 1) (W1l +1BI% Wh2) (Wal.

A impossibilidade de fazer uma superposi¢do coerentemente é cha-
mada regra de superselecdo. A regra de superselecdo nos proibe de
formar um estado puro através da superposigdo de outros estados
puros. Sendo assim, a presenga de regra de superselecdo faz que a
superposi¢do 1 ndo seja um estado puro, mas uma mistura, ja que é
estatisticamente equivalente ao estado mistura. Na falta da regra de
supersele¢do, a superposi¢do \ nao é estatisticamente equivalente ao
estado mistura.

A ideia de regras de superselecdo leva naturalmente a uma separa-
¢do de subespagos ortogonais no espago de Hilbert, que descreve um
sistema quantico, em somas diretas'”

H = B, (5.12)
Tomando A; como a restri¢do do observavel A em um setor %,

A=Az, (5.13)

No caso da regra de selegdo, (1, H,) = 0 para um dado Hamiltoniano H.
Em geral, o espago de Hilbert sera decomposto nado discretamente, mas em um con-
tinuo chamado “direct integral”.
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o operador A pode ser escrito como uma matriz diagonal cujos ele-
mentos pertencem a diferentes setores do espaco de Hilbert total

A1 O
o . 0 0

A= , (5.14)
0 0 A

isto é, (1| Ap2) = 0 para todo observével fisicamente realizado A.

Uma superposi¢do coerente s6 é possivel dentro de um tnico su-
bespago . Um conjunto de estados que obedece, sem restri¢do, a
um principio de superposicio é chamado setor de superselecdo. E
impossivel passar de um setor para outro através de operagdes locais.
Uma regra de superselecdo para a carga elétrica diz que um estado
de carga definida q = —1, por exemplo, ndo pode se confundir com
um estado de carga q = +1; um elétron é diferente de um préton.

Em suma, o espago de Hilbert de um sistema é decomposto em
subespagos que pertencem a autovalores distintos de uma “carga”
de superselecdo, e cada subespaco é chamado setor. As quantidades
mensurdveis possuem elementos de matriz, entre vetores de estados
que pertencem a setores distintos, nulos. A fase relativa entre os dois
estados de setores distintos ndo é observéavel, e a superposicao desses
estados é, na verdade, um estado misto, ndo um estado puro obtido
de uma superposi¢do usual. Com isso, as regras de superselecdo res-
tringem o que pode ser ou ndo observavel. Por exemplo, nem todo
operador autoadjunto corresponde a um observavel.

Sobre a validade dessas regras, Susskind[147], em 1966, sugere que
seria possivel interferéncia entre estados com diferentes cargas, néu-
tron e préton, em oposigdo ao trabalho de (WWW), porém estes auto-
res respondem ([148]) reafirmando a validade da regra de supersele-
¢do para a carga. Uma referéncia na andlise dessas regras é também os
trabalhos de Wightman e Strocchi [149] [150]. No estudo de transi¢do
entre mecanica quantica e cldssica, a decoeréncia, conceito introdu-
zido em 1970 por H.Zeh, é considerada uma regra de superselecao
induzida pelo ambiente™s.

Assim como a carga elétrica total, em um sistema isolado, o mo-
mentum total e 0 momentum angular também sdo quantidades adi-
tivas conservadas'®. Entretanto, ha uma diferenga fundamental entre
essas quantidades. Naturalmente, encontramos estados que represen-
tam uma superposicdo de estados com diferentes momenta; em par-
ticular, todos sistemas mascroscépicos o sdo. A fase relativa dessa
superposi¢do de estados da a posicdo espacial. Em notéria oposicao,
nao nos é dado um estado que representa superposicao, ndo uma mis-
tura, de estados com diferentes cargas e nem hd uma interpretagao

Einselection é o nome dado por Zurek.
Momento angular e linear sdo relacionados a simetrias do espago-tempo. A simetria
da carga elétrica é uma simetria global.
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para a fase relativa. A regra de supersele¢do (“univalence”) que im-
pede a superposi¢do de férmions com bésons esta relacionada a uma
simetria de invaridncia rotacional. A superselecdo para carga elétrica
estd relacionada a conservagdo da carga total. O ntimero baridnico
também possui uma regra de superselecdo, e o niimero leptonico é
violado devido a oscilagdes de neutrinos, que sdo massivos. Existem
ideias tedricas ndo comprovadas que permitem a violagdo tanto do
namero leptdnico quanto barionico.

Na relatividade galileana, existe uma regra de superselecdo para a
massa total, isto é, uma fase (portanto, representagdo projetiva) que
surge proibindo a superposicdo de estados com diferentes massas.
Entretanto, pode-se estender o grupo de simetria (“central extension”)
com criagdo de um operador de massa M que estd no centro*® da
algebra dos observéveis e ¢ um gerador da algebra de Lie. Nesse
caso, agora os estados fisicos estdo em uma representacio comum?*
do grupo estendido de simetria.

No caso do grupo de Poincaré ou de Lorentz, representagdes pro-
jetivas podem ser descritas por representacdes unitarias do grupo de
recobrimento no espaco de Hilbert do sistema. No caso do grupo de
Galileu, representagdes projetivas ndo podem ser descritas por repre-
sentagdes unitdrias do grupo de recobrimento, mas por representa-
¢Oes unitarias projetivas do grupo de recobrimento. Nesse sentido, o
grupo de Galileu G é mais complicado que o de Lorentz.

O que se pode fazer é estender o grupo universal de recobrimento
do grupo de Galileu para obtermos verdadeiras representagdes uni-
tarias. Como estamos interessados no grupo de recobrimento, aplica-
mos o teorema de Bargmann (2), trocando a parte de rotacdo SO(3)
por SU(2), para (G = SU(2)), relacionando as representagdes proje-
tivas unitdrias do grupo de recobrimento R* x (R3 x G) com as re-
presentagdes unitdrias irredutiveis da extensdo central H do grupo de
recobrimento de Galileu. As seguintes relagdes expressam o que se
passa em termos de espago topoldgico

G~G'/N, (5.152)
G’ ~H/T, (5.15b)
G~H/T/N, (5.15¢)
H=Tx (N xG), (5.15d)

em que a extensdo H é escrita como um produto* em termos do
subgrupo normal® T relacionado a transla¢des espago-temporais e
ao subgrupo (abeliano) central de um pardmetro e do maximo sub-
grupo invariante N de H/T. Em particular, G = SU(2) = H/T/N.

O centro de um grupo G é o conjunto de elementos que comutam com todos ele-
mentos de G.

Ordindria no sentido de uma verdadeira representacéo.

A nivel de grupo, trata-se de um produto semidireto.

Também chamado de subgrupo invariante ou subgrupo autoconjugado.
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Em termos de grupo®t, o grupo de Galilei em trés dimensdes espaci-
ais é dada pelo produto semidireto G(3) = R* x (R® x SO(3)) e seu
recobrimento universal é simplesmente R* x (R3 x SU(2)).

A algebra estendida fica, portanto, livre de carga central, entdo a
parte do grupo em torno da identidade possui apenas as represen-
tagdes ordindrias e ndo requer regras de superselecdo. Para isso, é
necessdrio considerar essa extensdo de grupo.

A relagdo fisica entre simetria e regra de superselegdo ndo parece
clara. Um exemplo de como elas se relacionam pode ser visto ao
olharmos as simetrias quebradas. Correntes conservadas derivadas
de uma invariancia local de gauge ddo origem a regras de superse-
lecdo se a simetria de gauge nado for quebrada[150]. Nas palavras de
Weinberg[10]:

“It may or it may not be possible to prepare physical systems
in arbitrary superpositions of states, but one cannot settle the
question by reference to symmetry principles, because whatever
one thinks the symmetry group of nature may be, there is always
another group whose consequences are identical except for the
absence of superselection rules”.

5.4 O FATOR GIROMAGNETICO

Ap06s todas discussdes dos capitulos anteriores, podemos fazer al-
gumas conclusdes e observagdes em respeito ao fator giromagnético.

O fator giromagnético g é uma quantidade adimensional que esta
presente na fisica de diversos problemas, desde que exista um sistema
com descricdo em termos de carga elétrica q, massa m e momento
angular J. Uma expressdo geral pode ser definida por

_ 2mp
q] ’

em que u é o momento magnético associado.

(5.16)

¢ Em electromagnetismo cldssico:
Como visto em (2.13), o eletromagnetismo cldssico de Maxwell
fornece para um sistema com razdo constante entre a carga e a
massa, com uma velocidade comum para a massa e a carga,

]
2m

o valor g = 1 para o fator giromagnético. Naturalmente, é pos-

sivel obter corregdes relativisticas para um dado sistema carre-

gado massivo em que o valor a baixas velocidades seja obtido

através de um limite.

24 Ja o grupo de Poincaré é simplesmente dado por R'3 % SO(1,3).
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¢ Em teoria quéntica ou teoria de campos:
Requerindo-se o acoplamento minimo para descri¢do de inte-
ragdo eletromagnética de particulas elementares, uma grande
quantidade de trabalhos foram publicados sugerindo que o fa-
tor giromagnético de uma particula elementar de spin s pudesse
ser generalidado® a g =1/s.

O resultado é conhecido por conjectura de Belinfante[151], 1953,e
teve suporte de varios outros trabalhos que confirmavam a con-
jectura [152] [153] [154][155]. Como comentado na segdo(2.2),
Lévy-Leblond[20], além de Hagen-Hurley[156], e outros obtive-
ram o mesmo resultado, mas com invariancia galileana, apoiando-
se no acoplamento eletromagnético minimo.

Entretanto, trabalhos da década de sessenta [157] [158] aponta-
ram problemas no acoplamento minimo eletromagnético para
particulas com spin s + 3 devido a um grande ntimero de graus
de liberdade que surgem com spins mais altos. Algumas equa-
¢Oes de onda relativisticas lineares (Bargmann-Wigner 1948, Duf-
fin— Kemmer—Petiau 1938/1939/1936, Bhabha 1945, Joos-Weinberg
1964) buscavam uma descrigdo de outros spins ja que a equagao
de Dirac é apenas para spin meio. Tratam-se de equacdes de
forma matemadtica similar & de Dirac em que a &lgebra das ma-
trizes y é generalizada para outros spins.

Steven Weinberg [159], em 1970, fez a conjectura de que, na ver-
dade, particulas elementares eletricamente carregadas possuem
g = 2 independentemente do spin. Baseou-se em em anélise de
matriz-S em limites de altas energia526, renormalizabilidade e a
chamada “Gerasimov-Drell-Hearn Sum Rule”(GDH) com espa-
lhamento de Compton. A derivagdo de GDH requer conceitos
fundamentais [160] que estdo bem presentes na QFT:

Invariancia de Lorentz

Invaridncia de gauge
Analiticidade
Causalidade

— Unitariedade

— Simetria “Crossing”
— Invariancia rotacional.

Weinberg conjecturou, baseado em seus célculos, que acopla-
mentos ndo minimos poderiam ser relevantes para o calculo
correto do fator giromagnético g:

25 No caso do formalismo de Bargmann-Wigner com o acoplamento eletromagnético
minimo, um espinor com o minimo ntimero de componentes (2(2s + 1)) possui fator
giromagnético g = 1/s.

26 Amplitudes de espalhamento com bom comportamento a altas energias.
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The choice g = 2 for
the bare magnetic
moment is a
necessary (but
insufficient!)
condition of
unitarity and
renormazability in
QED - Khriplovich

SPIN, CARGA E MASSA

“As far as I know, the electrodynamics of charged par-
ticles of unit spin is unrenormalizable for any value of g.
However, even if we can’t calculate them, higher order elec-
tromagnetic (and weak) effects on photon-intermediate bo-
sons scattering amplitudes ought to be small, so if these am-
plitudes behave well at infinity, we must again have g ~ 2

77

Pelos importantes principios, especialmente em QFT, envolvi-
dos na derivagdo de Weinberg, ele destacou que descobrir o
valor experimental do fator giromagnético de um béson inter-
medidrio, como o béson W, seria muito ttil para confirmar
quais principios realmente determinam ou ndo as proprieda-
des eletromagnéticas das particulas elementares. O resultado
foi que o béson foi descoberto experimentalmente somente em
1983, mas o valor indicava que Weinberg estava certo, ja que
gw = 2.22+0.20.

Um outro trabalho de Weinberg-Jackiw[161] indicava que a con-
tribuicdo do béson W para o célculo do momento magnético
andmalo do muon s6 é finita com gy = 2.

Bem depois, em 1992, um trabalho de Ferrara-Porrati-Telegdi[162]
generalizou o mesmo resultado de Weinberg a partir de formu-
lacdo lagrangeana, ndo puramente em termos de matriz-S, mas
definitivamente desligado do requerimento de acoplamento mi-
nimo. O requerimento essencial era de: “Any theory of massive
particles interacting with photons must possess a smooth M — 0
fixed-charge limit”. O trabalho conclui que, para o Modelo-Padrao,
0 gw do béson W vem de acoplamento ndo minimo da teoria
de gauge, e que o limite de unitariedade para a descrigdo de
interagdo entre particulas de spin arbitrdrio e o fé6ton deve ser
de energias muito mais altas que as massas das particulas en-
volvidas, E > M/e. Embora o interessante resultado, os auto-
res citam que possiveis problemas de propagagdes ndo causais
podem estar presentes mesmo na formulagdo lagrangeana, em-
bora ndo tivessem interesse em elaborar mais sobre a questdo.

Assim, no capitulo (4), o aparecimento do acoplamento eletro-
magnético ndo minimo na descri¢do da interagdo com béson W
fica justificado, mais uma vez, como natural no sentido de for-
necer o valor esperado, a “tree level”, do fator giromagnético
em acordo com os resultados experimentais.

E uma visdo geral a de que altos valores para o fator giromag-
nético é uma caracteristica de particulas compostas; o pfoton
tem g, ~ 5.5 e é formado de quarks. No caso dos hadrons, a
QCD tem grande relevancia para obtengédo teérica do valor me-
dido. No caso dos léptons, a contribuicdo da QED ja é a mais
relevante.
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¢ Na gravitagao:

As solugdes das equagdes de Einstein-Maxwell[163] sdo relevan-
tes para a obten¢do da configuragdes do campo gravitacional
e eletromagnético de um corpo eletricamente carregado em ro-
tacdo. E importante buscar as solu¢des em um regime estaci-
ondrio, com simetria axial®’; solugdes assintoticamente planas
(A = 0), fora de efeitos gravitavionais fortes. Assim, podem ser
definidos, independentemente do tempo, os valores dos para-
metros que descrevem o sistema: a massa m, a carga q e o mo-
mento angular J. Diferentemente do eletromagnetismo classico,
o campo gravitacional, além do eletromagnético, é relevante.

Buracos negros podem ser formados a partir de colapso de estre-
las muito massivas em rotagdo. O fendmeno pode ser bastante
complicado, mas a conjectura “no-hair” diz que, independente-
mente de como o buraco negro foi formado, solu¢des de buraco
negro das equagdes de Einstein-Maxwell sdo completamente ca-
racterizadas por apenas trés?® parametros (assintoticos) classi-
cos observados externamente ao horizonte de eventos: massa
total, carga elétrica e momento angular.

Sucintamente, em relagdo a presenca de carga elétrica e mo-
mento angular, os buracos negros sdo chamados

=0 J£0
q=20 Schwarzschild Kerr

q # 0 | Reissner-Nordstrom | Kerr-Newman

Solugdes tipo Kerr-Newman sdo solugdes tipo Kerr carregadas
e sdo as relevantes aqui para a questdo do momento magnético;
buraco negro carregado em rotacao.

Interessantemente, a solugdo de Kerr-Newman é caracterizada
por um fator giromagnético que é o dobro do valor encontrado
no eletromagnetismo cldssico para um objeto pontual que rota-
ciona e possui uma razdo constante entre a massa e a carga, ou
seja

que é entdo resultado idéntico ao obtido pela equacdo de Dirac
para o elétron.

Por causa disso, formalmente, uma figura cldssica para o spin
do elétron seria[164] um disco de Kerr-Newman com momento
_ 1 N _ h ; -
angular ] = ;h e didmetro d = .-, que é o comprimento de

Compton associado.

27 Em inglés, o termo é “axisymmetric”.
28 A existéncia fisica de monopolo magnético deve aumentar esse ntimero para quatro.
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Na verdade, como ja mencionado, o valor g = 2 é o valor uni-
versal para particulas elementares massivas carregadas eletrica-
mente.

Um trabalho de Jayme Tiomno-Wald-Cohen[165] sobre uma casca
massiva uniformemente carregada em rotagdo obtém o valor
g = 1 quando o raio da casca é grande comparado ao raio de
Schwarzschild, mas ocorre o limite g — 2 quando a casca tende
ao proprio raio de Schwarzschild associado, que cresce com o
aumento da massa.

Embora a relatividade geral tenha obtido esse valor, em teoria
de cordas, Susskind[166] destaca que, embora seja possivel ob-
ter g = 2 em um tipo*? de teoria de cordas, o valor ndo é uni-
versal ou preferencial, pois é possivel obter outros valores de
acordo com as consideracdes tomadas nas teorias de cordas.

Se a coincidéncia do valor g = 2 ser obtido tanto em relatividade
geral quanto em teoria quantica é, de fato, apenas uma coincidéncia,
ndo existe ainda uma resposta certa. Porém, o comum resultado vem
de sistemas aparentemente bem distintos; buracos negros e particulas
elementares. Caso ndo seja mera especulagdo, pode haver uma conver-
géncia entre a teoria quantica e a gravitagdo que é centralizada nessa
importante quantidade adimensional chamada momento magnético.

29 “Heterotic string theory”.
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Ao consideramos as fontes eletromagnéticas em um cardter mi-
croscopico, em 0posi¢do ao macroscopico tido como usual do eletro-
magnetismo classico, as equagdes de Maxwell mostram efeitos adici-
onais além dos referentes a carga elétrica. Naturalmente, uma parti-
cula carregada com spin possui um momento magnético associado,
isso implica em um campo magnético devido ao spin; embora esse
efeito costume ser desprezado frente aos campos eletromagnéticos
externos em que uma particula é usualmente submetida. Entretanto,
ao consideramos apenas uma dada particula elementar eletricamente
carregada, a interagdo com o féton, que é concebido em consequéncia
da radiagdo eletromagnética gerada pela particula carregada, é rele-
vante ndo apenas em termos de carga, mas também o spin comega a
evidenciar participacdo na interagao.

No caso fermidnico do elétron, por exemplo, o spin e a densidade
de particulas se acoplam ao campo A do féton, mas é necessario
recorrer & uma andlise on-shell (uma consulta as equag¢des de campo)
para perceber esses efeitos. O termo de corrente convectiva pode ser
ignorado no limite ndo relativistico, ja que a particula é massiva.

No caso de uma particula bosonica escalar, spin zero, carregada e
massiva, o spin ndo pode estar presente, mas a densidade de parti-
cula também ¢ utilizada para o acoplamento. Diferentemente do caso
fermidnico, ndo é preciso fazer a andlise on-shell para perceber isso;
basta fazer a variagdo da lagrangeana em relacdo ao campo associado
ao féton. O termo convectivo pode ser novamente desprezado.

Ja no caso do béson vetorial, spin um, carregado e massivo, béson
W como tnico conhecido, tanto o spin quanto a densidade de par-
ticulas parecem influenciar o acoplamento, mas, adicionalmente, as
polariza¢des também contribuem, pois surge uma matriz de polariza-
¢do que, ao contrdrio da densidade de particula que é uma quantia
escalar, possui indices nos campos W,,. A matriz de polariza¢do pode
ser considerada um termo mais geral que a densidade de particulas,
ja que esta é o traco daquela. Novamente, ndo ha a necessidade da
consideragdo on-shell e o termo convectivo pode ser desprezado.

Em qualquer um dos casos citados, a massa sempre surge no deno-
minador da corrente eletromagnética, caso consideremos a expressao
on-shell. O limite em que a massa da particula em questdo é tomado
a zero, m — 0, ndo é um limite razoédvel nessa formula¢do de campos
de gauge pontuais dados por uma lagrangeana.

A mecanica quantica relativistica iniciou a busca por fornecer a es-
perada caracteristica de particulas localizaveis, mas os principios ba-
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sicos de positividade de energia (ou condigdo espectral relativistica),
causalidade e localizagdo compacta mostraram haver um conflito que
ndo permitia uma teoria consistente que descrevesse uma particula
por sua fun¢do de onda. A questdo da localizagdo foi levada para a
teoria quantica de campos, mas ndo em termos de particulas e sim de
campos. Entretanto, pode-se dizer que a teoria quantica de campos
sofre em fornecer uma interpretacdo de particulas quando ha inte-
ragdo entre os campos; o conceito de particula é restrito aos limites
assintoticos t — oo (no caso ndo massivo, hd complicagdes adicio-
nais).

Embora o trabalho de Wigner tenha completamente classificado os
estados de particulas em uma teoria quantica (espago de Hilbert) com
transformagdes de Poincaré, de uma teoria livre, nem todos os tipos
de particulas possiveis parecem se realizarem na Natureza. De acordo
com a classificagdo de massa e spin (ou helicidade), ha uma tricoto-
mia em: m > 0, m = 0 com helicidade finita, m = 0 com helicidade
infinita. Particularmente, a terceira categoria, estados com massa nula
e helicidade infinita, ndo recebe amparo algum da teoria de campos
pontuais de gauge no sentido de cumprir a localizabilidade. Na for-
mulagdo algébrica da teoria quantica de campos (AQFT), essa terceira
categoria recebe uma localizagdo (modular) causal, porém em uma re-
gido ndo compacta. Assim, o preco da localizagdo é uma formulacdo
de campos ndo pontuais, mas tipo corda semi-infinita.

Ao longo do desenvolvimento desta dissertagdo, ficou destacada
a constante presenca do comprimento de Compton A associado a
uma particula. No célculo do momento magnético com a utilizacdo
da ideia de um campo cléssico estendido, o fator giromagnético ano-
malo dos léptons, considerado o valor experimental de maior preci-
sdo entre todas as Ciéncias naturais, é exatamente obtido em primeira
ordem na constante de estrutura fina «. No caso bosbénico vetorial W,
em que o valor experimental tem uma maior incerteza na medida, o
calculo tedrico baseado na aludida extensibilidade obteve uma me-
nor contribui¢do em relagdo ao valor esperado, embora em acordo
com a ordem de /7. A correcdo calculada foi inteiramente baseada
na interacdo eletromagnética do portador da carga com o féton, entao
nao ha motivos para que esse procedimento dé conta das contribui-
¢oes devido a outras interacdes. Certamente, o béson W, por possuir
uma grande massa, permite que as contribui¢des de interagdo fraca
sejam substanciais comparadas ao caso leptonico, em que o termo do-
minante é o termo eletromagnético de Schwinger, e as outras intera-
¢des desenpenham menor relevancia para o cdlculo do fator anomalo.
Deve-se lembrar também de que o célculo desconsiderou o efeito in-
tegral da “back-reaction” e considerou um regime nao relativistico;
simplifica¢des justificadas, mas ndo inécuas. Certamente, uma carac-
terizagdo mais realista, em que se permite uma associa¢do corrigida
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por A+ 0A a extensdo do campo, possui chances maiores de amenizar
as simplifica¢cdes tomadas.

O elétron, como exemplo de particula elementar, ja foi testado a
distancias de 107 '8m e ndo demonstrou ser composto por alguma
outra substrutura. Entretanto, a relagdo entre possuir estrutura e ser
pontual ndo é totalmente clara. Parece 6bvio que algo realmente pon-
tual ndo possa ser composto de algo menor', mas uma particula, no
sentido quantico, elementar poderia possuir um comprimento espa-
cial diretamente mensuravel e ndo ser composta, ou seja, realmente
elementar. E claro, até mesmo em mecanica cldssica, que uma estru-
tura continua pode parecer pontual em relacdo ao comprimento de
teste (poder de resolucgdo) que estd associado a mediagdo.

O tamanho de particulas é determinado pela maneira a qual a par-
ticula responde aos experimentos de espalhamento, entdo os resulta-
dos dependem do poder de resolucdo envolvido. Certamente, a Fisica
ndo fechou ainda a questdo do tamanho das particulas elementares;
seja para os férmions ou para os bésons. Quanto a gravitagdo, existe
uma escala fundamental em gravitacdo quantica[167] que é pensada
como menor comprimento fisico realizavel na Natureza, o compri-
mento de Plank ~ 1073°m. Contudo, ndo hi ainda uma teoria de
gravidade quantica destituida de sérios problemas fundamentais.

Em relagdo ao comprimento de Compton, por exemplo do elétron
Ae ~ 107 12m, aparenta ser um comprimento natural, devido sua ubi-
quidade, que associa uma particula a caracteristicas esperadas satis-
feitas por ela, conforme comentado ao longo dessa dissertacao. Nesse
ponto, a localizabilidade nos fornece o comprimento de Compton
com um certo cardter especial, pois menores distancias podem en-
volver pares de particulas e antiparticulas mudando, portanto, a na-
tureza do sistema elementar inicial.

Na teoria quantica de campos, os valores dos fatores giromagnéti-
cos andmalos sdo calculados através de correcdes de flutuagdes quan-
ticas relativisticas chamadas corre¢des radiativas. A utilizagdo da ideia
de campo estendido para obtencdo do fator anomalo tem como ob-
jetivo nos questionar se é possivel, de certa forma, simular efeitos
quanticos através dessa prescricdo de extensibilidade e assim ganhar
algum significado para o que realmente é uma quantizagao, algo rea-
lizado através de inimeros métodos, mas que carece de lidima inter-
pretagdo fisica.

No ambito de prosseguir com as questdes aqui indagadas, seria, de-
certo, assaz esclarecedor compreender melhor as atribui¢des do spin,
da carga e da massa e, consequentemente, as suas relagdes inseridas
no contexto de uma Fisica mais fundamental, isto é, além do que
conquistamos até o presente momento.

No maximo por algo do mesmo tamanho, mas ai a semantica da palavra “composto”
ndo parece ser bem definida.
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A.1 CORRENTES ELETROMAGNETICAS

Na tabela a seguir, segue um resumo da corrente eletromagnética’
e a decomposicdo de gordon para o spin 0 (béson escalar), spin 1/2
(férmion) e spin 1 (béson vetorial). Em particular, considera-se o bé-
son vetorial j4 com o termo de acoplamento ndo minimo vindo do
cendrio de teoria eletrofraca para corrigir o fator giromagnético.

| spin | 0 | 1/2 | 1
(WYW, —WHW3)
R - — 1, (WHWY —WYWH)
JH 1[49 0 Hd)} T (@TRIAT Y +2eqAM (WY*W,)

— eqAY WM W, + WHW?]

i T.AX T,
5 (H0™P — (2“P))

Gordon !
7,5 %k,
+—0y (PZ*HY)

PpA*

9
m

YWY D rw)

+205 (WX(ZHY) Bws)
— 205 (WH(EHY) Bw)
+ ;—qu*“WK(ayFVK)

+ L WHWE (B, FYR).
m

Tabela 3: Correntes Eletromagnéticas

Na tabela, a corrente fatorada J* vem da lagrangeana correspon-
dente acoplada ao féton e é calculada em termos do segundo teorema
de Noether (“improper conservations”), portanto é uma corrente off-
shell. Os termos em Gordon significam que cada corrente foi colocada
na forma de decomposicdo de Gordon, em que se utiliza a informagao
das equagdes de campo com o primeiro teorema de Noether. Trata-se
de uma versdo on-shell da corrente. Ndo ha a necessidade de uma
forma de Gordon para o campo escalar, ja que o termo convectivo
aparece naturalmente ja na corrente off-shell, e ndo ha termo de spin,
obviamente.

Pode-se perceber que a massa sempre aparece ao utilizarmos as
correntes em forma de Gordon. Particularmente, a corrente de Schro-

Na verdade, estamos fatorando o termo (eq) de carga, entdo, rigorosamente, a cor-
rente fatorada (a corrente a menos de um fator (eq) ) pode ser chamada de J. Por
exemplo, no caso de spin 1/2, a corrente eletromagnética correta é (eq)Ppy*
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dinger se assemelha a corrente do campo escalar, mas a menos da
massa.
No caso de Schrodinger, o vetor densidade de corrente, associado
com a densidade de probabilidade, é dado por
g h * * eq 72
j=— (W'VY-YVY¥Y*) — —AJY|7, (A1)
2mi m
com p = [Y|%. A generalizagdo de Schrodinger para o caso relativistico
implica em considerar

o=t [0 T 0] - Sigreiar, (A=)
m m

que se reduz, na componente espacial, ao vetor densidade de corrente

de Schrodinger, mas a definicdo de p se altera devido a derivadas

temporais, permitindo toda a problematizagdo de interpretar p como

densidade de probabilidade, ja que a expressdo permite p negativos.
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