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“As long as we have what we have inside -the capacity to love, to
work, to hear music,to see a flower, to look at the world as it is

-nothing can stop us from being happy. . . But one thing you must
take seriously. You must get rid of the ifs of life. Many people tell

you,“I would be happy -if I had a certain job,or if I were better
looking,or if a certain person would marry me”.There isn’t any such

thing. You must live your life unconditionally, without the ifs”.
(Arthur Rubinstein)

Aos que amo.





R E S U M O

Esta Dissertação versa sobre uma discussão em torno da relação
entre spin, carga elétrica, massa e extensibilidade de partículas ele-
mentares. Trata-se de um estudo que busca destacar esses pontos
fundamentais através, principalmente, da interação eletromagnética
e elucubrar reflexões no âmbito das propriedades de partículas ele-
mentares.

A importância do spin se revela à medida que investigamos as ques-
tões aqui propostas. Em particular, faz-se uma análise comparativa
da estrutura da corrente eletromagnética de partículas elementares
de naturezas fermiônica e bosônica. Destaca-se especialmente o caso
bosônico cujos portadores de carga são spin-1, representados pelos
bósons-W do setor eletrofraco do Modelo Padrão.

A B S T R A C T

This Dissertation discusses the relation between spin, electric charge,
mass and extensibility of truly elementary particles from the point of
view of the electromagnetic interactions at a semi-classical level.

The importance of spin in the framework of classical electrodyna-
mics becomes evident throughout the investigation of a number of
issues worked out in this contribution. In particular, we carry out a
comparative analysis of the structure of the electromagnetic current
for elementary particles of both bosonic and fermionic natures. Spe-
cial emphasis is placed on the case of spin-1 charge carriers, more
specifically, the W-bosons of the electroweak sector of the Standard
Model.
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“Of course there is no formula for success except perhaps
an unconditional acceptance of life and what it brings”

(Arthur Rubinstein)
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Parte I

A P R E S E N TA Ç Ã O G E R A L





1
I N T R O D U Ç Ã O

A interação eletromagnética nos fornece a possibilidade de testar
muito do que as teorias formulam, isto é, possui fundamental impor-
tância na formulação das teorias físicas. É um fato histórico que o
eletromagnetismo serviu, e ainda serve, de modelo teórico e foi área
de importantíssimas descobertas na Física. Ela é a interação predo-
minante em um grande intervalo de escalas espaciais, especialmente
nas escalas da vida, isto é, nas dimensões espaciais em que a vida se
desenvolve. Graças a isso, ela nos permite experimentar a Natureza e
criar intuição física diretamente na nossa escala “habitat”. Evidente-
mente, a Física já conhece, teoricamente, o intervalo de 10−35m (Com-
primento de Plank) a 1026m (Raio do Universo visível), enquanto a
vida tal qual conhecemos só ocupa em torno de dez ordens de gran-
deza. Porém, a interação eletromagnética não é confinada, ao con-
trário da fraca e da forte[1][2][3][4], e está por trás das medidadas
experimentais que obtemos em laboratórios.

Por uma questão observacional, foi a carga elétrica que primeiro
revelou seus efeitos para a humanidade. O spin [5] só foi descoberto
depois e nasceu ao longo da construção da mecânica quântica, mas
conseguiu receber notória atenção à medida que o entendimento da
Física evoluia. Hoje, sabemos que alguns efeitos de spin são mais
fracos, no sentido da detecção experimental, mas existem e abrem
caminho para novas descobertas.

O conceito de spin de partículas elementares já existe há mais de
noventa anos, porém é um assunto atual, pois não chegamos ainda ao
conhecimento final que descreva satisfatoriamente como o spin surge,
atua, relacionana-se com a estrutura do espaço-tempo e promove con-
sequências nas caracterizações das interações fundamentais.

Ao invertigarmos a natureza do spin, considerado como uma pro-
priedade da matéria, seja bosônica ou fermiônica, percebemos a ne-
cessidade de entender conceitos fundamentais que carecem de uma
explicação universal e realmente elucidadora. Embora trabalhemos
com partículas fundamentais, portadoras de propriedades físicas, não
conhecemos com precisão o que é uma partícula elementar. Pode-se
dizer que esse aludido nível de entendimento que busca o presente
autor é meramente acadêmico e não vivifica contribuição concreta
para a Física. Entretanto, a posição do autor é que já não se pode mais
extrair resultados fundamentais como os muitos obtidos ao longo da
história da Física devido a uma falta de entendimento da estrutura
mais fundamental que forma a Física. É possível sim avançar com os
olhos fechados em alguns trechos da Ciência, mas, em alguma hora,
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4 introdução

se faz necessário repensar o caminho que tomamos, as bases que vão
nos direcionar ao maior entendimento dos conhecimentos que a Na-
tureza nos permite conhecer.

Sabemos que o conceito de campo surgiu com certa naturalidade
no caminho que a Física tomou para descerever partículas, conside-
radas inicialmente como elementos mais importantes de uma teoria
que busque entender um Todo a partir das suas partes. Embora não
exista sempre uma bijeção entre campo associado e partícula de inte-
resse [6], foi possível inserir os graus de liberdade de uma partícula
nos de um campo, mesmo pagando, em teoria de gauge, o preço de
espúrios graus de liberdade que acompanham a teoria.

É assaz notório o sucesso que teoria de campos conquistou com o
trabalho de enorme esforço de inúmeros físicos ao longo da história[7],
especialmente através da teoria quântica de campos. Apesar disso, há
muito a ser feito e a se entender. Hoje, a questão da unificação [8] da
interação gravitacional com a teoria quântica de campos é central e
uma das mais desejadas como grande resultado para a Física, mas,
muito provavelmente, esse é apenas um problema dos muitos a en-
frentar, caso anseiamos construir o conhecimento que nos aproxime
da identidade da Natureza.

Embora a massa e o spin pareçam conceitos totalmente diferen-
tes, aparecem juntos em vários contextos, e o trabalho de Eugene
Wigner[9] foi um dos grandes passos concretos em direção a mostrar
isso. Parte-se do conceito de representações unitárias irredutíveis de
um grupo e se chega à classificação de partículas. Os campos podem
ser construídos através das partículas [10]; o caso contrário é quando
as partículas são construídas pelos campos.

Interessantemente, não se conhece uma partícula eletricamente car-
regada sem massa [11][12]. O fóton, mediador da interação eletromag-
nética, não possui massa e nem carga elétrica. O glúon, mediador da
interação forte, também não possui massa e nem carga elétrica, mas
possui carga de cor. Nesse sentido, conhecemos partículas não massi-
vas que portam algum tipo de carga, mas não carga eletromagnética.
Assim, a carga eletromagnética se insere na discussão com a massa e
o spin.

Adicionalmente, Wigner descobriu, baseado na invariância de Poin-
caré, ser possível construir estados de partículas não massivas com
spins arbitrariamente altos e, por motivos históricos, os chamou de
“continuous spin particles” (CSPs), embora o spin tenha valores dis-
cretos. Posteriormente, Weinberg e Witten[13] criam um teorema que
nega a existência, em (3+ 1)D, de um tensor de energia-momentum
Tµν invariante de Poincaré e de gauge para uma partícula de massa
nula e spin (helicidade) s > 1 (e também de uma corrente conser-
vada Jµ para spin (helicidade) s > 1/2), servindo como um guia
para deslustrar a realização dessas representações na Natureza. En-
tretanto, Yngvason[14] mostrou que não é possível associar represen-
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tações CSPs a campos pontuais de Wightman, ou seja, associados a
uma localização pontual. Na chamada formulação algébrica da teo-
ria quântica de campos, o conceito de localização modular indicou
a necessidade de considerarmos localização (tipo corda) em regiões
não compactas, assim comportanto uma descrição, antes comprome-
tida, para essas CSPs, que podem, por exemplo, ser candidatas ao
que se chama de matéria escura, considerada extremamente inerte
[15]. Dessa forma, a questão do spin incitou uma reconsideração da
localização no contexto da teoria quântica de campos.

Da mesma maneira em que há essa discussão de campos não pon-
tuais, podemos introduzir a ideia de analisar partículas descritas por
campos clássicos espacialmente estendidos e investigar se é possível,
através da interação eletromagnética, obter alguma indicação que jus-
tifique essa preocupação em relação ao tratamento pontual dado a
partículas fundamentais.

A eletrodinâmica quântica trata os léptons como partículas pontu-
ais [16], porém as partículas elementares possuem os chamados fa-
tores de forma, que descrevem os desvios eletromagnéticos do com-
portamento de uma autêntica carga pontual. A própria equação de
Dirac costuma ser tomada como modelo de descrição de uma partí-
cula pontual que fornece fator giromagnético g = 2, embora não há
nada na equação em si que determine uma partícula pontual. Após
a consideração dos efeitos da teoria quântica de campos, correções
pertubativas na interação com fótons virtuais e polarização de vácuo
por pares de partícula e antipartícula, esse fator giromagnético me-
lhor se aproxima dos valores experimentais. Diz-se que a partícula
nua (“bare”) é acompanhada de uma nuvem de fótons virtuais que
confere o desvio da característica pontual e passa a ser chamada de
partícula vestida (“dressed”)[17]. A partícula nua é livre de interação
e a partícula vestida é resultado das interações. A renormalização da
constante de acoplamento é que faz essa reconciliação em manter as
quantidades físicas fora das indesejadas divergências.

No âmbito de melhor entender esses vários conceitos aqui destaca-
dos, o momento magnético é um valioso objeto de estudo. Primeira-
mente, ele relaciona quantias como a carga elétrica, a massa e o spin
de um sistema em geral através de uma constante adimensional cha-
mada fator giromagnético. Adicionalmente, o fator giromagnético é
entrada para efeitos de outras interações fundamentais e até mesmo
de física além do Modelo Padrão[18]. A questão da elementaridade
de partículas também parece estar envolvida, pois já constatamos que
partículas compostas possuem um grande fator giromagnético em
comparação àquele derivado de partículas elementares.

Nos capítulos que sucedem, o comprimento de onda de Compton
associado a uma partícula parece ganhar relevância quando busca-
mos entender determinadas propriedades inerentes a partículas. É
importante lembrar que, enquanto o comprimento de onda de Bro-
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glie está associado a distâncias em que a natureza ondulatória de par-
tículas se torna manifesta, o comprimento de Compton corresponde
à distância em que o próprio conceito de partícula é inextricável, ou
seja, é o valor limite em que é seguro falar realmente de uma par-
tícula. O comprimento de Compton é obviamente menor que o de
Broglie para qualquer partícula massiva, o que indica maiores ener-
gias envolvidas. Dessa forma, é natural que se possa encontrar pares
de partícula e antipartícula nessa escala de comprimento. Além disso,
localização de pacotes de onda, no contexto de equação de Dirac, está
restrita ao comprimento de Compton.

Quanto à proposta geral desta Dissertação:
Como necessário passo na discussão dos aspectos teóricos aqui con-

siderados, a análise da estrutura da corrente eletromagnética é abor-
dada, em caráter semiclássico, por envolver vários elementos básicos
tais como o spin, a carga elétrica, a massa e, obviamente, o momento
magnético. Faz-se uma comparação entre as características eletromag-
néticas clássicas do caso fermiônico e as do caso bosônico. Calcula-se
o momento magnético anômalo do bóson W por considerações semi-
clássicas baseadas em um conceito de extensibilidade da partícula.

Quanto à organização deste trabalho;
Parte I: Contextualizamos o assunto da dissertação, apresentamos

motivações para o nosso estudo e definimos questões a serem abor-
dadas ao longo dos capítulos.

O segundo capítulo traz uma marcação histórica com datas relevan-
tes para os assuntos abordados na dissertação e uma apresentação de
termos e conceitos centrais para o entendimento do trabalho. Mais
do que uma reprodução do que já está escrito em um livro qualquer,
há ênfase em esclarecer alguns pontos sem abandonar o rigor neces-
sário. O spin recebe grande destaque, lembrando as várias maneiras
em que ele aparece na teoria. O fator giromagnético (anômalo) é ex-
plicado. Distinguem-se a helicidade, a quiralidade, a polarização e o
spin.

Parte II: Discussão conforme os seguintes capítulos.
O terceiro capítulo apresenta os spin 0 (partícula escalar) e 1/2

(partícula fermiônica) com a discussão inicial da mecânica quântica
e a problematização que tornou necessário o passo além da mecâ-
nica quântica. Comenta-se a relação entre as equações de Schrödinger,
Pauli, Klein-Gordon e Dirac. Surge a ideia de localização no sentido
de Born e Newton-Wigner, que é uma propriedade esperada como
cumprida pelas partículas elementares. O spin é revelado como pre-
sente nas equações de Maxwell consideradas não mais a nível mas-
croscópico, mas microscópico em uma perspectiva semiclássica. A se-
ção final é desenvolvida com uma ideia de extensibilidade espacial
para o campo dos léptons e uma possível simulação de efeitos quân-
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ticos do fator giromagnético anômalo obtida sem a quantização de
campos.

O quarto capítulo apresenta o spin 1 (bóson vetorial) já na formu-
lação lagrangeana de campo clássico. Definem-se os vetores de po-
larização e a relação com helicidades e polarizações. Dá-se enfase
aos bósons massivos, em especial ao bóson W por ser eletricamente
carregado e, portanto, permitir a discussão do eletromagnetismo as-
sociado em direta analogia com o caso fermiônico considerado no
terceiro capítulo. A questão do fator giromagnético surge requerindo
a necessidade de acoplamentos não mínimos como consequência da
consideração da interação eletromagnética na formulação eletrofraca.
É destacada a relação desse acoplamento com o bóson de Higgs do
Modelo Padrão. As equações de Maxwell são tomadas para o bóson
vetorial massivo, destacando a diferença em relação ao caso fermiô-
nico. A seção final trata novamente do fator giromagnético a partir
da ideia de extensibilidade.

O quinto capítulo discute alguns pontos que diferem, ou relacio-
nam, os conceitos de spin, carga elétrica e massa. Surge a necessidade
em questionar o próprio conceito de partículas e sua possível funda-
mentalidade em detrimento à ideia de serem objetos totalmente deri-
vados de campos. A questão da localização é inserida naturalmente
e explicada em bases elementares no contexto de Newton-Wigner.
Comenta-se a distinção entre conservação e regra de superseleção no
âmbito em que são relevantes para o spin, a carga e a massa. Sobre
fator giromagnético, acrescentam-se observações à luz dos capítulos
anteriores.

O sexto capítulo consiste nos comentários finais.





Parte II

D I S C U S S Ã O

Após a apresentação geral das motivações desse trabalho,
prosseguimos de modo natural na sucessão dos conceitos
e fatos abordados. A ideia é que um tópico incorra no
seguinte. Naturalmente, um único tópico costuma envol-
ver uma série de outros pontos relevantes. Na medidade
do possível, houve a preocupação em abranger, ou ao me-
nos citar, esses pontos relevantes. Dadas as limitações de
tempo para esse trabalho, consideram-se como conhecidos
alguns pré-requisitos.





2
S P I N

O spin possui uma crescente participação nas discussões da Física.
As primeiras ideias de spin de partículas surgiram exatamente en-
quanto a mecânica quântica e a teoria de campos eram formuladas;
não foram assuntos que se sucederam historicamente, mas entrela-
çados como consequência inexorável dos esforços comuns, por parte
dos físicos do século XX, em entender a natureza da matéria.

Teoria de campos procura descrever os campos através de equações
que possuem embutidos os princípios fundamentais que guiam a teo-
ria. Para descrever uma partícula, por exemplo, é preciso não apenas
descrever uma idealização de partícula livre, mas também fornecer a
descrição mais real, que envolve a maneira pela qual as partículas in-
teragem entre si. A questão de como inserir os graus de liberdade de
partículas em graus de liberdade de campos é central para as equa-
ções de campo. Assim, o spin, como um grau de liberdade, exerce
notória importância na maneira em que decidimos relacionar campos
e partículas.

2.1 datação histórica

O motivo em iniciar com o destaque de algumas datas é que a
Física segue uma sucessão de fatos que incorrem em outros, embora
nem sempre lembremos isso. Sendo assim, conhecer os momentos
históricos da pesquisa em Física é útil para entendermos o funciona-
mento e motivações da própria Física.

Alguns fatos datados para facilitar o entendimento do contexto
aqui relavante

• 1896 - Efeito Zeeman .

• 1897 - Descoberta do elétron por Thomson.

• 1900 - Postulado de Plank e início da Mecânica Quântica.

• 1905 - Einstein descreve o efeito fotoelétrico.

• 1910 - Medida da carga do elétron.

• 1911 - Descoberta do núcleo.

• 1913 - Modelo de Bohr.

• 1919 - Descoberta do próton por Rutherford.

• 1921 - Compton propõe o “spinning” elétron.

11



12 spin

• 1922 - Experimento de Stern-Gerlach testa hipótese de quantiza-
ção de Bohr-Sommerfeld.

• 1923 - Dualidade onda-partícula, de Broglie.

• 1924 - Princípio da exclusão de Pauli.

• 1925 - Kronig Inventa o conceito de spin, mas desiste devido
críticas de Pauli.

– Heisenberg formula a mecânica matricial.

– Uhlenbeck e Goudsmit reinventam o conceito do‘spinning”
elétron para explicar o efeito Zeeman anômalo no espectro
atômico.

• 1926 - Equação de Klein-Gordon.

– Schrödinger formula a equação de onda.

– Thomas aponta um efeito cinemático, precessão de Tho-
mas, que retira uma possível discrepância no trabalho de
Uhlenbeck e Goudsmit. A ideia de spin começa, então, a
ser aceita.

• 1927 - Dennison descobre que o spin do próton é o mesmo do
elétron.

– Como resultado de discussões com Einstein em 1924/25 e
com Born e Heisenberg em 1926, surge uma teoria quântica
de campos bidimensional. Os objetos considerados como
fundamentais são os campos - Pascual Jordan.

– QED surge com a teoria quântica da radiação. Os objetos
considerados como fundamentais são as partículas - Dirac.

• 1928 - Equação de onda relativísitca de Dirac para o elétron.
g = 2

• 1930 - QED possui divergências ultravioleta; Oppenheimer.

• 1930 - Pauli propõe existência do neutrino.

• 1931 - Previsão do anti-elétron, pósitron, por Dirac.

• 1932 - Descoberta do neutron por Chadwick e do pósitron por
Anderson.

• 1933 - Teoria de Fermi para decaimento beta marcando a intera-
ção fraca.

• 1935 - Stern mostra que o momento magnético do próton não é
2, mas 5.5.

– Yukawa aponta existência do méson, partícula.
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• 1939 - Eugene Wigner faz um trabalho fundamental sobre a clas-
sificação de partículas no contexto do grupo de Poincaré.

• 1940 - Pauli completa trabalho de Fierz sobre conexão spin-
estatística.

– Schwinger, Feynman e Tomonaga metódos para renorma-
lização.

• 1947 - Medida do efeito Lamb shift.

– Medida do fator (g− 2) para o elétron; Kusch e Foley.

– Descoberta do méson pi (César Lattes,Powell, Occhialini),
partícula escalar carregada.

• 1948 - Schwinger calcula a primeira correção da QED para o
g = 2 do elétron em concordância com resultado experimental
de Kusch/Foley.

– TQC para monopolos magnéticos - Dirac

• 1949 - Freeman Dyson mostra equivalência dos métodos de re-
normalização.

• 1952 - Desenvolvimento da QED escalar - Salam.

• 1954 - Teoria local de gauge; Yang-Mills/Utiyama.

• 1956 - Conferência internacional de física de partículas em Seat-
tle: Lee-Yang anunciam quebra de Paridade; Salam introduz a
simetria quiral.

• 1957 - Bóson vetorial intermediário na interação fraca; Lee/Yang
e Schwinger.

– Descoberta experimental da violação de Paridade na inte-
ração fraca - Shiung Wu.

– “A theory of the fundamental interactions” - Schwinger.

• 1958 - José Leite Lopes introduz bóson Z como intermediário
dos processos neutros na interação fraca.

• 1961 - Bósons não massivos de Goldstone.

– Noção de quebra espontânea de simetria (SSB) em física
de partículas - Nambu.

– Princípio de gauge para QFT de campos interagentes; Sa-
lam e Ward.

– Bóson intermediário neutro da interação fraca, Z0; Glashow.

• 1962 - Lee-Yang e Salam estudam a renormalizabilidade da QED
para bósons vetoriais carregados.
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• 1964 - Teoria com quebra espontânea de simetria com bósons ve-
toriais massivos; Higgs, Englert, Brout, Guralnik, Hagen e Kib-
ble.

– Lagrangiana da teoria eletrofraca e estimativa da massa do
bóson W; Salam e Ward.

– Introdução dos Quarks; Gell-Mann.

• 1967 - Lagrangiana da teoria eletrofraca e estimativa das massas
dos bósons W e Z; Weinberg.

• 1968 - Constatação experimental da liberdade assintótica no
SLAC.

• 1971 - Renormalização de teorias de gauge com SSB; t’Hooft.

• 1972 - Formulação da QCD.

• 1973 - Descoberta das correntes fracas neutras no CERN.

• 1983 - Descoberta experimental dos bósons W e Z no CERN.

• 1988 - QED é testada a distâncias de 10−18m

• 2012 - Bóson de Higgs descoberto no LHC.

2.2 o conceito de spin

Pauli has often
called something

wrong that turned
out to be right, but

he has never judged
anything to be right
that later turned out

to be wrong -
Wilhelm Lenz

A primeira ideia de elétron girando em torno de seu próprio eixo
foi proposta por Compton em 1921, mas ele não aplicou essa hipótese
ao chamado efeito de Zeeman anômalo e nem obteve simpatia da co-
munidade acadêmica. Em 1925, foi Kronig que teve a mesma ideia,
mas, sob conselho de Landé, conversou com Pauli, que tinha escrito
um artigo sobre efeito Zeeman em 1923. Porém, Pauli atacou a ideia,
e Kronig não publicou a publicou, até porque Heisenberg, Kramers
e outros também levantaram uma série de problemas ao conceito de
partícula girante. Já em 1925, Uhlenbeck e Goudsmit reintroduziram
o mesmo conceito, mas dessa vez conseguiram o apoio de Bohr, em-
bora as críticas de Pauli. A hipótese consistia em três partes:

1. O elétron gira;

2. Tem momento angular ms = ±12 ;

3. Tem momento magnético 2ms.

Em 1926, com um cálculo feito por Thomas, que confirmou (2) e (3),
Pauli comecou a aceitar o elétron girante e justificou a incredulidade
anterior devido ao caráter de mecânica clássica associado à parte (1).
Depois disso, a ideia de spin seguiu evoluindo na Física. Hoje apren-
demos, nos cusos básicos de mecânica quântica, que a imagem do
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spin como uma rotação física do elétron não é correta, pois é uma
visão clássica. Nesse sentido, pode-se dizer que o Pauli não errou em
atrasar a introdução do conceito de spin na física. Classically

indescribable
two-valuedness -
Pauli

É importante destacar que, ao contrário que o comumente ensi-
nado, não foi o experimento de Stern-Gerlach que foi de maior im-
portância para o desenvolvimento do conceito de spin, mas os ex-
perimentos da física atômica; efeito Zeeman da espectroscopia, etc.
Sobre a história do spin, as seguintes referências[5] [19] são notórias
e recomendadas como leitura.

O conceito de spin em mecânica clássica está associado a um mo-
vimento mecânico girante de um objeto; spin mecânico. Quando apli-
cado a uma partícula elementar, entra em sério conflito com a relati-
vidade especial. Lorentz, além do Pauli, foi um opositor dessa visão
que, em regime de altas energias, carrega sérias inconsistências.

Em mecânica quântica, também a presença do spin se manifesta
como um grau de liberdade “intrínseco” da partícula, mas, inicial-
mente, não natural nas equações não relativísticas (Schrödinger e
Pauli) até Dirac propor uma equação relativística que descrevia o
spin como consequência natural da equação. A dimensão do spin é
em unidades da constante de Planck  h devido ao caráter quântico,
mas a invariância de Lorentz, relacionada ao grupo de simetria das
transformações no espaço de Minkowski, dá o número 1

2 no caso do
elétron. O adjetivo “intrínseco” deve ser usado, talvez, pelo fato de
o spin funcionar como um momento angular presente até mesmo no
referencial de repouso do objeto de interesse.

Já na teoria de grupos, o spin aparece como um número que carac-
teriza as representações do grupo de simetria das transformações em
questão. Como explicado mais adiante neste capítulo, as represen-
tações irredutíveis do grupo de Lorentz são caracterizadas por um
par de números (j,k) j,k ∈ Z

2 . As demais representações podem
ser construídas por produtos tensoriais e somas diretas das represen-
tações irredutíveis. O spin s das partículas, representações unitárias
irredutíveis do grupo de Poincaré1, está relacionado ao “little group”,
subgrupo do grupo de Lorentz que é utilizado para construir repre-
sentações do grupo de Poincaré em que estados de uma partícula se
transformam. No caso de partículas massivas, por exemplo, esse “lit-
tle group” é SO(3), grupo de rotações espaciais, daí a importância
de SO(3). Quando as representações (j,k) são restritas ao subgrupo
SO(3), elas são unitárias, mas não irredutíveis em termos de SO(3);
uma decomposição de Clebsch–Gordan revela que há subespaços que
se transformam com spins distintos s = |j − k|, . . . , j + k − 1, j + k.
Sendo assim, a escolha do espaço é relevante para a determinação do
spin; espaço galileano ou minkowskiano, por exemplo, possuem dife-
rentes grupos de simetria sob o conjunto das transformações: transla-
ção, rotação, boost. Porém, em Física, creditamos maior fundamenta-

1 Chamado também de Lorentz inhomogêneo.
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lidade ao espaço de Minkowski como responsável pela descrição das
partículas da Natureza2.

É comum encontrarmos a asserção de que o spin é um efeito “pu-
ramente” relativístico. Isso, provavelmente, se deve ao fato de que a
equação relativística de Dirac obtém o valor g = 2 para o fator giro-
magnético do elétron. Porém, essa frase é, no mínimo, imprecisa.

Existe um procedimento devido a Lévy-Leblond [20] que consiste
na linearização das equações de onda que descrevem uma partícula
de determinado spin. Particularmente, a aplicação do método para
as equações de Schrödinger e Klein-Gordon resulta na obtenção das
equações de Pauli e Dirac, respectivamente. Isso significa que o pro-
cedimento obtém com sucesso o fator giromagnético g = 2 para o
elétron. A ideia da linearização, no caso de Schrödinger, consiste no
seguinte: dado um operador

Ŝ ≡ Ê− p̂2

2m
, (2.1)

onde Ŝψ = 0 é a equação livre de Schrödinger, construimos uma
equação de onda para o mesmo ψ com um operador linear Θ em
termos da energia e do momentum

Θ̂ψ =
(
ÂÊ+ B̂ · p̂+ Ĉ

)
ψ, (2.2)

com A,B,C operadores lineares a serem determinados. Faz-se o re-
querimento de ψ obedecer, portanto, simultaneamente a duas equa-
ções

Θ̂ψ = 0 (2.3a)

Ŝψ = 0. (2.3b)

Assim, existe um operador Θ̂ ′ que aplicado em Θ̂ψ equivale à atuação
de Ŝ a menos de constante multiplicativa. Por conveniência, adota-se

Θ̂ ′Θ̂ = Ŝ. (2.4)

Após resolver o sistema de equações, obtém-se as chamadas equações
de Lévy-Leblond, que são não relativísticas3

Eφ+ (~σ · ~p)χ = 0 (2.5a)

(~σ · ~p)φ+ 2mχ = 0, (2.5b)

com ψ =

(
φ

χ

)
, pois são invariantes por uma transformação geral de

Galileu dada por

~x ′ = R~x+~vt+ ~a (2.6a)

t ′ = t+ b, (2.6b)

2 Na prática, não vivemos em uma região invariante de Poincaré do espaço-tempo.
3 Do ponto de vista do espaço de Minkowski. Pode-se chamar, porém, de uma relati-

vidade galileana.
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em que a função de onda transformada é ψ ′
(
φ ′

χ ′

)
. Do estudo das

representações unitárias irredutíveis do grupo de Galileu, mostra-se
que a função de onda ψ se transforma na representação s = 1/2 do
grupo de Galileu. Assim, a equação de onda em (2.5) descreve uma
partícula não relativística de massa m e spin 1/2.

Para obter o momento magnético com o correto fator giromagné-
tico, acopla-se a partícula a um campo eletromagnético externo4 e
utiliza-se a invariância de gauge da equação de Schrödinger, que se
traduz no acoplamento mínimo do campo eletromagnético ~A junta-
mente com a transformação de fase da função de onda. O resultado é
a obtenção da equação de Pauli5, que surge como uma consequência
e não como“ad-hoc” fenomenológico.

“Thus a completely nonrelativistic linearized theory predicts
the correct intrinsic magnetic moment of a spin-12 particle.”
(Lévy-Leblond)

Posteriormente, vários livros destacaram o resultado e alertaram
sobre a afirmação que credita todo o conceito spin a um efeito pura-
mente relativístico no sentido de Minkowski. Segue uma citação, em
particular, de Max Jammer[21]:

“The so often repeated statement-suggested, probably, by this
peculiar historical development-that “the spin is a puruly relati-
vistic effect” is a misconception. For it can be show that a con-
sistent theory of spin 1/2 with the correct value of the intrinsic
magnetic moment can be stablished without ad hoc assumptions
within the framework of Galileo-invariant, and not necessarily
Lorentz-invariant, wave equations, though with the exclusion
of spin-orbit interactions and the Darwin term (which thus are
truly relativistic effects).

Certamente, embora a aludida dedução do conceito de spin de um
um férmion elementar não invoque invariância de Lorentz, a ideia
se utiliza de um princípio de invariância, uma relatividade galileana,
que tem consequências matemáticas pautadas em teoria de grupos.
O grupo de Galileu pode ser obtido como uma contração (Inönü-
Wigner) do grupo de Poincaré no limite em que c → ∞, e, nesse
sentido, a álgebra galileana pode ser vista como um caso especial da
álgebra de Poincaré.

Generalizações do método de Lévy para spins mais altos, utili-
zando equações de Bargmann-Wigner covariantes em respeito ao grupo
de Galileu, concluem que é possível generalizar o fator giromagnético

4 Em que há discussão sobre a consistência, garantida para o caso de campo estático,
da teoria galileana após a introdução de um campo de Maxwell tipicamente relati-
vístico.

5 A equação de Pauli contém o grau de liberdade associado ao spin.
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de uma partícula com spin s por g = 1/s. Esse resultado está errado6

para partículas elementares, pois possuem g = 2, a “tree-level”, inde-
pendentemente do spin. Interessantemente, para férmions de s = 1/2,
o valor de g = 2 é correto. Esse resultado g = 1/s poderia7 estar re-
lacionado ao fato do requerimento da relatividade galileana e nos
levar a refletir sobre a maior fundamentalidade do grupo de Poin-
caré em relação à descrição de uma propriedade essencialmente ele-
tromagnética (interação com fóton) que é o momento magnético das
partículas elementares. Porém, essas equações de Bargmann-Wigner
possuem problemas [22] com o acoplamento mínimo eletromagné-
tico, enquanto que, no caso de spin s = 1/2, as equações de Dirac
e de Pauli não sofrem desse problema. Assim, o férmion elementar
de spin s = 1/2 parece se destacar por uma provável “fundamentali-
dade” que está relacionada ao seu spin.

Evidentemente, a invariância de Galileu não substitui a relativi-
dade einsteniana devido a massa nula não ser um limite válido na
teoria galileana e, portanto, a própria teoria de Maxwell para o fóton
ficar comprometida. Particularmente, sob invariância de Galileu, no
vácuo, tem-se (∇× ~B = 0), ou seja, há a perda da corrente de desloca-
mento que faz transporte físico de energia, a menos no caso limitante
em que o sistema é estático, sem dependência temporal. Além disso,
na formulação galileana, uma partícula elementar não relativística só
é imbuída de carga elétrica e momento de dipolo magnético; não de
outros momentos mais altos como quadrupolos. Sendo assim, há um
problema de classificação bem definida das partículas que fica desta-
cado pela descrição da interação eletromagnética dessas partículas.

De um ponto de vista totalmente matemático, o grupo universal
de recobrimento SU(2) do grupo especial de rotações em três dimen-
sões SO(3) está lá como sendo o duplo recobrimento de de SO(3),
com núcleo discreto {+I,−I}. Da mesma forma, sabemos que SU(2)
é difeomórfico à 3-esfera S3, e SO(3) é difeomórfico ao espaço real
projetivo de três dimensões RP3, em que os pontos antipodais na su-
perfície da esfera são identificados8. Quando se busca as classes de
caminhos fechados que podem ser distorcidos a um ponto, descobre-
se que SO(3) não é simplesmente conexo, embora seja conexo, já que
são duas as classes de caminhos possíveis. Isso é fato matemático.

Entretanto, qual a motivação física para buscarmos representações
de um grupo de recobrimento ao invés do próprio grupo de simetria?
Argumentos de invariância por difeomorfismos não são suficientes,
pois difeomorfismos são simetrias de gauge, com infinidade de pa-

6 Ver a seção (5.4).
7 Argumentos de acoplamento mínimo eletromagnético em equações covariantes de

Lorentz também obtiveram a errônea generalização de g = 1/s.
8 Trata-se de uma esfera sólida de raio π, no espaço dos parâmetros do grupo SO(3).

Pontos antipodais são identificados porque uma rotação de +π é idêntica a uma rota-
ção de −π. O espaço RPn pode ser formado pela identificação dos pontos antipodais
na superfície da n-esfera Sn em Rn+1.
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râmetros, portanto não uma simetria real de um sistema físico, mas
uma redundância na descrição dos graus de liberdade. Simetrias ver-
dadeiras de um sistema físico mapeam um estado físico em outros
estados físicos, enquanto simetrias de gauge mapeam uma espúria
descrição de um estado em outra. Sabemos que a simetria dos raios,
ou das probabilidades de transição de estados, considerada por Wig-
ner é uma necessidade de introdução do espaço de Hilbert, que é
motivado pelo caráter quântico da Natureza. Sendo assim, a motiva-
ção física é a natureza quântica.

O spin pode ser chamado de um conceito quântico, além da uni-
dade  h, no sentido de que a noção de graus de liberdade interno não
encontra uma clara reconciliação com teoria clássica de partículas.
Portanto, o spin9 fornece um grau de liberdade aceso pela natureza
quântica, mas implementado por um princípio de invariância, isto
é, relatividade. Para descobrirmos a noção da existência desse spin,
não importa muito se a relatividade é de Galileu, Poincaré, etc, mas
o grupo de Poincaré é o que melhor comporta a descrição das intera-
ções que esse spin vai se submeter.

Há um interessante trabalho[23] que questiona a natureza do spin
e busca uma explicação consistente com uma visualização física. O
autor sugere que esse grau de liberdade não é interno à partícula,
mas à estrutura de onda. Em particular, há uma noção de rotação,
não uma rotação mecânica da partícula, mas associada à circulação
de energia de campos;“circulation of energy in the wave fields”.

Embora seja um conceito abstrato, do ponto de vista visual, a im-
portância do spin não se restringe a uma “mera” caracterização de
partículas, mas possui consequências práticas. O fenômeno do ferro-
magnetismo é derivado da existência de spin e está totalmente relacio-
nado à indústria energética. Manipulação do spin do elétron permite
armazenamento e leitura de informações em tecnologias e utilização
de exames como o de ressonância magnética(MRI) em medicina. Há
também o interesse na investigação da dinâmica do spin em plasmas
utilizando, por exemplo, modelos de hidrodinâmica quântica[24] com
spin 1/2 carregado; onde as equações de Maxwell adquirem explici-
tamente termos devido ao spin. Recentemente, a spintrônica e a com-
putação quântica[25] também se desenvolvem e mantêm crescente
interesse na manipulação do spin do elétron e atômico.

9 Como spin de partículas elementares. Obviamente, a palavra spin pode ser usada
para descrever um certo tipo de rotação a nível macroscópico como o de um pião,
mas esse “spin” não é o fundamental que faz a distinção entre um férmion e um
bóson.
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2.3 momento magnético

Classicamente, o momento de dipolo magnético ~µ de um “objeto”
relaciona o torque sentido com o campo magnético externo que atua
nesse objeto.

~τ = ~µ× ~B. (2.7)

A energia potencial associada ao momento magnético devido ao campo
magnético atuante é dada por

U = −~µ · ~B. (2.8)

Quando o campo magnético não é uniforme, o gradiente do potencial
produz uma força que atua sobre o vetor de momento magnético.

Do ponto de vista da produção de um campo magnético, o mo-
mento de dipolo magnético é responsável pelo primeiro termo não
nulo(considerando nulo o termo de monopolo) na expansão multi-
polar de um potencial vetor ~A gerado por uma fonte magnética. O
campo magnético associado decresce com o fator de 1

r3
, sendo ~r a dis-

tância à fonte. Sendo assim, outras contribuições são de quadrupolos,
etc. Para o potencial ~A, o termo de dipolo é o de dependência 1

r2
.

Portanto, para distâncias suficientemente afastadas da fonte, o termo
de dipolo domina, e a fonte pode ser tratada como um dipolo. Para
pequenas distâncias, outros termos podem ser relevantes.

Ainda classicamente, um ´´puro” dipolo magnético pode ser consi-
derado como o limite de uma corrente elétrica de uma linha fechada
ou de um par de pólos com a distância característica reduzida a zero
enquanto o momento magnético é mantido constante.

Define-se o momento magnético diferencial como o seguinte pseu-
dovetor

~µ =
1

2
~r×~j (2.9)

Com~j sendo a densidade de corrente O momento magnético integral
de uma distribuição de cargas é

~M =
1

2

∫ ∫ ∫
(~r×~j)dV (2.10)

No caso planar, pode-se reduzir a

~M = I~S (2.11)

Assim, o momento magnético fica proporcional a corrente e à área S
correspondente.

Para um corpo em rotação carregado uniformemente, a razão entre
o momento angular total, que é angular ~L, e o momento magnético ~µ

é dada por Q
2M , pois

~µ =
1

2

∫
d3xρc~x×~v(~x) =

Q

2M

∫
d3xρ~x×~v(~x) =

Q

2M
~L (2.12)
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Onde ρc é densidade de carga e ρ é a densidade de massa constante.
No modelo clássico mais simples possível, por exemplo, uma carga

q, de massa m, em órbita circular com velocidade angular w tem
momento angular L = mr2w e momento magnético µ = πr2qw

2π . A
partícula carregada é efetivamente representada pelo loop que cerca
a área πr2. Assim, a razão entre momento magnético e angular é dada
por

Υ =
µ

L
=

q

2m
(2.13)

Chamada de razão giromagnética.
No caso quântico, existe expressão análoga para a relação entre o

momento magnético de uma partícula e o momento angular spin

~µ = g
( q
2m

)
~S (2.14)

Onde g é o fator giromagnético. Dependendo da convenção, também
pode se escreve |g|, quando considera o sinal de cargas negativas.

Sendo assim, comparando as expressões, o caso clássico nos daria
g = 1. O que é bem destoante do caso quântico para o elétron, por
exemplo, onde g = 2 na equação de Dirac; lembrando que a equa-
ção de Dirac é para partícula livre, portanto o momento angular em
questão é spin e não orbital. Destacamos que, mesmo no referencial
de repouso do elétron, ~L = 0 e ~p = 0, há momento magnético.

Para o elétron, que possui ~S =
 h
2~σ, g = 2, temos o seguinte mo-

mento magnético

~µ =
− |e|  h

2me
= −~µB~σ (2.15)

Onde ~µB =
|e| h
2me

= 5.78838x10−5eV/T é chamado magneton de Bohr.
É importante deixar claro que, embora o conceito de fator giromag-

nético esteja relacionado com a razão giromagnética, são quantidades
distintas; o fator é uma quantidade adimensional. Além disso, o fa-
tor pode estar associado com três momentos magnéticos diferentes:
o do momento angular de spin, do momento angular orbital e do
momento angular total.

~µorbital = gL

( q
2m

)
~L (2.16)

~µspin = gS

( q
2m

)
~S (2.17)

~µ = gJ

( q
2m

)
~J (2.18)

Onde ~J = ~L+ ~S.
Quando levamos em consideração o momento angular total ~J, o

fator correspondente é chamado fator de Landé; quem introduziu
o conceito de fator g, em 1921, para dar conta do chamado efeito
Zeeman. Assim: ~µL = gLµB~L, ~µS = gSµB~S e ~µJ = ~µL + ~µS.
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Entretanto, a energia de interação do campo magnético externo
com o momento magnético depende de − ~mu · ~B. Que, para um elé-
tron atômico fica

∆E =
e

2m

(
~L+ 2~S

)
· ~B (2.19)

Aqui já consideramos “e” sendo a carga fundamental, positiva. O
espectro dessa energia não é contínuo, como esperado classicamente,
mas discreto devido à dependência do spin.

Classicamente, temos ainda que, como o momento magnético é pro-
porcional ao momento angular, a variação do momento magnético é
proporcional ao torque (já que dL

dt = ~τ) e (~τ = ~µ× ~B); então o vetor
momento magnético precessiona em torno do campo magnético, ~B,
proporcionalmente a chamada frequência de Lamor.

Figura 1: Esquema vetorial

De forma pictórica bem simples, partindo da variação do momento
angular

∆L = L sin θ ω∆t

e

~τ =
d~L

dt
= ~µ× ~B = Υ~J× ~B,

chega-se a
ω = ΥB = g

q

2m
B (2.20)

Em geral,
ωs =

g

2
ωc (2.21)

Onde ωs é a frequência de precessão do spin.
No caso do elétron, g = 2 implica em uma frequência de Larmor

igual a frequência de cyclotron, ωc = eB
mc , para um campo magnético

externo constante.
ωc =

e

m
B = ωs (2.22)

Sendo assim, a ideia básica em verificar experimentalmente o des-
vio do fator giromagnético é calcular a seguinte quantidade

a =
ωs −ωc
ωc

=
ωa

ωc
(2.23)
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Figura 2: Precessão do momento angular(clássico)

Em analogia com g
2 = ws

wc
; com ωa = ωs −ωc.

Na questão experimental, os métodos mais modernos determinam
o desvio e não o valor exato de g diretamente [26]. O primeiro expe-
rimento para medição do desvio |g|− 2 do elétron foi feito por Crane
[27], e é baseado no desvio do ângulo entre o spin e momentum, de
partículas com spin 1/2, devido campo magnético solenoidal. O elé-
tron se move em órbitas em quanto pecorre o aparato, e então, após
grande número de revoluções, é observado o ângulo final entre o
spin e momentum. No caso de exato g = 2, não há variação alguma
do ângulo inicial. Particularmente, inicialmente os elétrons são longi-
tudinalmente polarizados, isto é, ~p‖~S. Posteriormente, foi substituido
por um arranjo de campo mais sofisticado no CERN, que permite o
experimento para partículas não estáveis, como o múon.

Dehmelt [28][29], Nobel 1989, desenvolveu um sofisticado método
para medir o desvio do fator giromagnético através de um experi-
mento tipo Zeeman que utiliza a chamada Penning trap [30]. Onde
um único elétron pode ficar preso (em semanas ou meses) por apli-
cação de forte campo magnético axial homogêneo e campo elétrico
inomogêneo de quadrupolo. O sistema formado pelo elétron e o apa-
rato é chamado “geonium”’, uma espécie de “átomo” da Terra, como
foi chamado por Dehmelt. Hoje, a ideia de Penning trap é utilizada
no CERN para confinar antimatéria.

Dentro dessa armadilha, o elétron possui três tipos de movimentos:
cyclontron (devido ~B), axial (devido ~E) e magnetron (devido a ~B e
~E). A diferença de energia entre dois níveis de Zeeman é dada pela
frequência cyclotron ωc

 hωc = 2µBB,
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Figura 3: Precessão do momento angular(clássico)

e o flip de spin(mudar de down para up, por exemplo) também pode
mudar a energia de

 hωs = gµBB.

As transições de energia podem ser escolhidas, de acordo com os
campos aplicados, para serem puramente por mudança de órbita ou
por spin e órbita ao mesmo tempo. No caso puramente de órbita, a
frequência é dada por ωc. No outro caso, é

ωa = ωs −ωc =
(|g|− 2)µBB

 h

Figura 4: Níveis de energia do geonium para elétron. Da esquerda para di-
reita: os níveis de energia de cyclotron,do spin, das oscilações axi-
ais e do movimento magnetron. Quandoωs = ωc,ωa = 0 implica
em degenerescências.

A razão entre as duas frequências é

ωa

ωc
=

(|g|− 2)

2
(2.24)

Ou ainda,
ωa =

e

m
a~B (2.25)
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Onde é definido a contribuição anômala para o momento magnetico

a =
|g|− 2

2
.

Então, a medida precisa dessas frequências permite a medida de
(|g| − 2). É o que foi feito por Dehmelt e, mais recentemente, ou-
tros que aumentaram ainda mais a precisão. A referência [31], por
exemplo, refina o valor da constante de estrutura, α, pela medida
experimental de g comparada ao valor calculado pela QED.

(a) Esquema dos campos (b) Movimentos do elétron.

Figura 5: Experimento de Penning Trap

Vale aqui uma outra observação. A equação relativística clássica de
precessão do vetor polarização de spin, por Bargmann-Michel-Telegdi
[32], em um campo eletromagnético homogêneo é dada por

dSµ

dτ
=

e

2m
gFµνSν +

e

2m
(g− 2)uµSνF

νλuλ, (2.26)

onde a velocidade própria é uµ = dxµ

dτ e duµ

dτ = e
mF

µνuν.
Essa equação simplifica exatamente para g = 2. Sendo assim, fa-

vorecendo a visão de que o valor g = 2 seja natural para partícula
de qualquer spin. Na verdade, há um resultado geral cuja afirmação
estabelece o valor g = 2 para todas as partículas elementares eletrica-
mente carregadas. Na seção (5.4), retomaremos essa ideia com outros
argumentos.

2.3.1 Momento Magnético Anômalo

It gave just the
properties that one
needed for an
electron. That was
really an unexpected
bonus for me,
completely
unexpected - Dirac,
on the Dirac
equation.

A equação de Dirac parecia ser uma descrição precisa de um elé-
tron com (g = 2). Pauli acreditava que o próton fosse uma partícula
de Dirac 10 até que, em 1933 [33] , Stern mostrou que para o próton
vale g ∼ 5.5; valor bem diferente. Em 1940 [34], foi descoberto, por
Alvarez e Bloch, que o valor para o nêutron também era bem distinto.

10 Uma partícula com o valor natural g = 2. A equação de Dirac também fornece
(gl = 1) associado ao momento orbital.
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Atualmente, mesmo conhecendo os quarks e glúons, o valor do mo-
mento magnético de bárions é controverso [35] [36]; a chamada “spin
crisis” é listada como um dos problemas em aberto na Física.

Devido a esse desvio do fator giromagnético, é comum o momento
magnético ser escrito como

µ =
q h

2m
(1+ a); a =

g− 2

2
, (2.27)

onde “a” é chamada anomalia.
Em 1947, foram observadas anomalias na estrutura hiperfina do

estado fundamental do hidrogêneo e deutérion [37]. Breit [38] sugeriu
que o desvio poderia ser explicado caso o fator de Landé “ge” fosse
um pouco diferente do valor dois. No mesmo ano [39], Schwinger
propõe a correção radiativa para o momento magnético do elétron.
No mesmo ano, com a contribuição de 1-loop tanto para o elétron
quanto para o tau e múon é independente da massa e dada por

ae =
α

2π
≈ 0.00116... (2.28)

No mesmo ano, Kusch e Foley [40] mediram a anomalia para o
elétron, ae, e obtiveram valor em bom acordo com o trabalho de
Schwinger. Isso representou uma grande comprovação em favor da
QED. Trata-se do resultado experimental mais preciso da Física. A
comparação do valor teórico com o experimental é limitada também
pela incerteza do valor da constante de estrutura fina.

Partícula Valor Experimental Precisão Relativa Valor Teórico

elétron 2.0023193043738(82) 10−12 2.00231930492(29)

Múon 2.0023318406(16) 10−10 2.0023318338(14)

Tau 2.008(71) 10−2 2.0023546(6)

Próton 5.585694674(58) 10−8 5.58

Neutron −3.8260854(10) 10−7 −3.72

Tabela 1: Fatores giromagnéticos (g) de algumas partículas. [41] [42] [43] [44]
[45]

Embora a precisão da medida de (g−2) do elétron seja maior que
a do múon, este possui maior sensibilidade a efeitos de nova física
(além do Modelo Padrão) que o elétron, pois as contribuições de
nova física à anomalia são esperadas na escala de quadrado da massa.

Sendo assim, já que a razão
(
mµ

me

)2
≈ 43000, o fator anômalo do

múon deve ser mais sensível à descoberta de nova física [46] 11.
Como verificação da simetria CPT, a diferença entre os momentos

magnéticos do elétron e pósitron, por exemplo, é um bom indicativo;

11 Isso também considerando válida a chamada Universalidade Leptônica.
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além de que a violação dessas simetrias remete à procura de física
além do Modelo Padrão. O teorema de CPT tem como consequência
a igualdade, em módulo, dos momentos magnéticos de partícula e an-
tipartícula correspondente. Experimentos de 1987 [28] com Penning
Trap submeteram um elétron individual e um pósitron individual ao
teste de precisão e obtiveram valores

ae− = 1159652188.4(43)× 10−12. (2.29a)

ae+ = 1159652187.9(43)× 10−12. (2.29b)

Enquanto que para o múon e antipartícula [47]

aµ+ = 11659204(6)(5)× 10−10. (2.30a)

aµ− = 11659215(8)(3)× 10−10. (2.30b)

Para o elétron, o valor experimental de 2008 [42] atualizou para

aexpe =
ge − 2

2
= 0.0015965218073(28). (2.31)

Teoricamente [48], com correção de 4-loops, mais estimativa de 5-
loops da QED mais as contribuições eletrofraca e hadrônica, o fator
anômalo é dado por

aSMe =
α

2π
− 0.328478444003

(α
π

)2
+ 1.1812340168

(α
π

)3
−1.9144(35)

(α
π

)4
+ 0.0(4.6)

(α
π

)5
+ 1.71× 10−12.

(2.32)

A correção de (1.71× 10−12) é devido aos loops hadrônicos (1.68×
10−12) e efeitos eletrofracos (0.03× 10−12).

Para o múon [49], o valor da QED em até 5 loops é dado teorica-
mente por

aQEDµ =
α

2π
+ 0.765857425(17)

(α
π

)2
+ 24.05050996(32)

(α
π

)3
+ 130.8796(63)

(α
π

)4
+ 753.3(1.0)

(α
π

)5
+ . . .

(2.33)
Em geral, a contribuição total do Modelo Padrão à anomalia do múon
é dada por

aSMµ = aQEDµ + aEWµ + aHadµ , (2.34)

onde a contribuição de QED inclui loops fotônicos e leptônicos. A
contribuição (EW) eletrofraca inclui loops de bósons W±,Z e Higgs,
e a contribuição (Had) hadrônica de quarks e glúons.

Considerando válida a QED, o fator anômalo aSMe é a melhor fonte
de precisão para o valor da constante de estrutura fina

α−1(ae) = 137.035999084(51).
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Na física atômica ou de matéria condensada, um cálculo12 baseado
na constante de Rydberg fornece valor [50] próximo, porém com um
maior erro, vinte vezes, do fator anômalo ae(Rydberg) em relação ao
experimental aexpe .

Espera-se que contribuição de nova física seja da ordem

|ae(Nova Física)| = |aexpe − aSMe | < 10−11. (2.35)

Com um valor mais refinado e obtido por método independente da
QED, é possível melhorar esse valor limite acessível para nova física
[51]. Já para o múon, a constribuição é esperada em

|aµ(Nova Física)| = |aexpµ − aSMµ | < 440× 10−11, (2.36)

que é até maior que a contribuição eletrofraca [52] dada, em até 2-
loops, por aEWµ ≈ 154× 10−11.

Como dito anteriormente, a contribuição de nova física para o fator
anômalo ae é esperada como quadrática na massa. Momento magné-
tico anômalo, assim como termo de massa, muda quiralidade, então
a contribuição

(
ae

e
2me

)
de nova física ao momento magnético anô-

malo deve ser zero no limite quiral em que me → 0. Então, espera-se
ao menos uma dependência quadrática

ae(Nova Física) ' C
(me
Λ

)2
,

onde Λ é a escala de massa de nova física e C é uma constante depen-
dente do modelo. Assim, embora ae seja um bom parâmetro de teste
para a QED, não o é para um escala muito massiva de nova física.
Um refinamento da constante de estrutura fina é necessário para a
sensibilidade de prova do fator anômalo.

2.4 momento de dipolo elétrico do elétron

Quanto ao momento de dipolo elétrico do elétron, ele gera, neces-
sariamente, uma violação das simetrias temporal (T), t → −t, e de
paridade (P), x → −x, [53] [54]. Isso pode ser visto, por exemplo, no
hamiltoniano não relativístico de interação do campo eletromagnético
com o spin 1/2 dado por

H = −~µ · ~B− ~d · ~E. (2.37)

A transformação pelas simetrias CPT (carga|paridade|tempo) é dada
por Portanto, o termo de momento magnético, ~µ · ~B, não viola ne-
nhuma das simetrias, mas o termo de dipolo elétrico, ~d · ~E viola P e
T. Pelo teorema de CPT, o termo de dipolo elétrico viola também CP.

12 Independente da QED; deduzido da razão da constante de Plank e a massa do átomo,
no caso (Rb).
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~E ~B ~µ ou ~d

C - - -

P - + +

T + - -

Tabela 2: Transformações sob CPT.

Sendo assim, a busca por dipolo elétrico em partículas elementares
ou compostas, como elétron e nêutron, constitui um teste de quebra
dessas simetrias.

Na teoria eletrofraca, que é quiral, isto é, não possui simetria qui-
ral, ocorre violação de paridade. No Modelo Padrão, a violação de
CP permite a presença de momento de dipolo elétrico. Ocorre viola-
ção de CP, por exemplo, em uma fase na matriz de mudança de sa-
bor de quarks, chamada matriz Cabbibo-Kobayashi-Maskawa(CKM),
devido a interação fraca. Ocorre também na matriz de Pontecorvo–
Maki–Nakagawa–Sakata matrix (PMNS) devido à oscilação de neu-
trinos.

Embora previsto pelo Modelo Padrão, o valor do momento de di-
polo elétrico é muito pequeno e constitui um limite de |de| 6 10−38e.cm
para o elétron, por exemplo. Os experimentos atuais provam apenas
até a ordem de de ∼ O(10−28e.cm). Devido à carga total zero, o nêu-
tron [55] é mais sensível ao teste que partículas carregadas. Para o
nêutron, o limite é de apenas |dn| ≈ 10−31e.cm.

O momento de dipolo elétrico é uma medida da distribuição de
carga positiva e negativa dentro da partícula. Na eletrodinâmica clás-
sica, essa medida é traduzida pelo vetor

d =

∫
ρ(~x)~xd3x, (2.38)

com ρ(~x) a distribuição de carga. Quando o centro de distribuição
de carga positiva não coincide com o centro de distribuição de carga
negativa para um objeto espacialmente extensivo, d 6= 0. Um sistema
tem momento de dipolo elétrico permanente quando d 6= 0 é uma
propriedade da densidade de carga do estado fundamental. O dipolo
é induzido quando d 6= 0 tem como causa um campo elétrico externo;
nos condutores e dielétricos, por exemplo. A escolha de uma origem
em (2.38) altera o valor do momento de dipolo elétrico exceto quando
a carga total é nula.

Para partículas elementares [56] ou núcleons em estado não dege-
nerado 13, a única direção disponível para o vetor de dipolo elétrico

13 Para moléculas, pode ocorrer um momento de dipolo elétrico devido a degeneres-
cências, mas não para férmions, que obedecem o Princípio da Exclusão de Pauli.
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é o momento angular. Assim, similarmente caso do momento magné-
tico, temos a seguinte relação

~d = ζ
( q

2mc

)
~S, (2.39)

com ζ uma constante adimensional análoga ao g do caso magnético.
A violação de CP prevista pelo Modelo Padrão é insuficiente para

explicar a predominância de matéria, em oposição à antimatéria, no
Universo. Assim, a busca por fontes de violação de CP é motivada
nesse contexto [57].

2.5 wigner e a classificação do spin

Eugene Wigner, no famoso trabalho de 1939 [58], deu um grande
passo em formalizar o conceito de partículas na descrição matemá-
tica. A ideia básica era descrever partículas como representações pro-
jetivas (raios) unitárias irredutíveis do grupo inomogêneo de Lorentz,
ou grupo de Poincaré. Para isso, é necessário encontrar quantidades
invariantes que sirvam para classificar as representações irredutíveis.
A teoria de Wigner é famosa pelo sucesso em fazer completa classifi-
cação dessas representações irredutíveis do grupo de Poincaré, porém
não fechou a discussão do que é realmente uma partícula elementar
e que tipo de localização ela obedece. No caso de uma teoria com in-
teração, não mais se aplica a classificação de Wigner, e o conceito de
partícula está comprometido ao limites temporais assintóticos t→ 0.

Há um teorema de Wigner que aproxima a mecânica quântica da
relatividade especial: Uma transformação de simetria T sobre um sis-
tema quântico pode ser representada no espaço de Hilbert associado
H , a menos de fases, por um operador linear unitário ou antiunitá-
rio U(T). A transformação atua levando um raio em outro raio por
T : R → R ′ e preservando a probabilidade de transição entre pares
de estados,P(R → Rn) = P(R ′ → R ′) com O e O ′ distintos sistemas
de referência. O operador do espaço de Hilbert U(T) é definido de
maneira que, dado um estado Ψ no raio R, U(T)Ψ esteja no raio R ′.

Theorem 1 Qualquer representação projetiva de um grupo de simetria de
LieG em um espaço de Hilbert separável14 é equivalente a uma representação
que é linear e unitária ou antilinear e antiunitária. Caso G seja conexo, as
representações projetivas são equivalentes a uma representação unitária e
linear.

Estados físicos são raios no espaço de Hilbert, ou seja, um conjunto
de vetores normalizados, (Ψ,Ψ) = 1, em que dois estados Ψ e Ψ ′ per-
tencem ao mesmo raio desde que valha a relação Ψ ′ = ξΨ com ξ um
número complexo qualquer de módulo |ξ| = 1. Para representarmos

14 Está relacionado a possuir um subconjunto denso enumerável emG. O espaço de Hil-
bert é separável apenas se possui uma base enumerável, |φn〉 com (n = 1, 2, 3, . . .∞).
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um grupo de Lie G de simetrias do sistema físico através das trans-
formações T no espaço de Hilbert H , precisamos fazê-lo com uma
representação projetiva unitária do grupo G. O motivo de ser pro-
jetiva é que, devido ao teorema de Wigner, os operadores U(T) são
unitários ou antiunitários. Uma representação é um homomorfismo
que leva um grupo G sob um espaço vetorial H em um grupo linear
geral em H , G → GL(H ). No caso em questão: U : G → U(H ) tal
que, para T1, T2 ∈ G, existe uma fase independente independente de
n obedecendo

U(T2)U(T1)Ψn = eiφ(T2,T1)U(T2T1)Ψn. (2.40)

Particularmente quando φ = 0, é direto ver que U(T) é uma repre-
sentação do grupo de simetria das transformações T . Para uma fase
geral, chamamos uma representação projetiva ou representação a me-
nos de uma fase. Essa fase presente em representações ordinárias do
grupo de simetria G pode ser evitada se buscarmos as representações
do grupo universal de recobrimento G ′. O ponto é que as representa-
ções de G e G ′ podem estar relacionadas por uma transformação de
similaridade, portanto serem equivalentes.

A ideia de analisar o grupo de recobrimento é extremamente útil,
pois ignora as complicações globais da topologia do grupo e foca
na parte simplesmente conexa associada. Em especial, todo grupo de
Lie conexo tem um grupo universal de recobrimento que é simples-
mente conexo. Surge também a necessidade do conceito de grupo
fundamental Π1(V) de um espaço V , ou primeiro grupo de homoto-
pia, que dá uma noção de quanto um espaço é simplesmente conexo.
Um espaço15 simplesmente conexo possui um único elemento, trivial,
no seu grupo fundamental. Como exemplo: Π1(SU(2)) = 0. Sendo
assim, SU(2) é simplesmente conexo. Isso tudo é importante para a
compreensão de como o grupo SO(3) está relacionado ao SU(2), que
surge na mecânica quântica não relativística devido ao spin. A relação
matemática é expressa pelo seguinte

SO(3) ' SU(2)
/

Z2 (2.41)

Π1(SO(3)) = Π1(SU(2)
/

Z2) = Z2, (2.42)

em que Z2 é o grupo cíclico de segunda ordem. O recobrimento uni-
versal de SO(3) é SU(2). Enquanto SU(2) é simplesmente conexo, o
SO(3) é duplamente conexo. As representações projetivas de SO(3)
são dadas simplesmente pelas representações de SU(2). As represen-
tações fermiônicas são descobertas pelo fato de analisarmos as re-
presentações projetivas de SO(3), isto é, consideramos o grupo de
recobrimento universal. Esse é o conteúdo principal das expressões
acima.

15 Os elementos de um grupo de Lie formam um espaço topológico. Estamos aqui
misturando os termos “grupo” e “espaço”, mas lembrando da relação que existe
entre eles.
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Estudando as representações de um grupo universal de recobri-
mento, é possível encontrar as representações projetivas de grupos
de Lie associados. Qualquer álgebra de Lie g está associada a um
único grupo simplesmente conexo G que possui, como álgebra de lie
correspondente, álgebra g. Portanto, o grupo de recobrimento univer-
sal de um grupo de Lie H conexo é o único grupo de Lie conexo16 G

que possui a mesma álgebra de Lie do H.
A fim de expressar a relação formal entre o grupo de Lorentz res-

trito (ou próprio ortócrono)17 SO(1,3) e o grupo SO(3), responsável
pela invariância rotacional no espaço Euclideano R3 em três dimen-
sões espaciais, utilizamos o grupo SU(2), que aparece naturalmente
devido ao conceito de representações projetivas. No âmbito de escla-
recermos as relações matemáticas aqui relevantes, que são, frequen-
temente, mal expressas na literatura, partindo do conhecimento de

su(2)⊕ su(2) = so(4) (2.43a)

sl(2, C) = su(2)⊕ i su(2) (2.43b)

su(2)C = su(2)⊗C→ sl(2, C) (2.43c)

sl(2, C)C = sl(2, C)⊕ sl(2, C) (2.43d)

destacamos as expressões a seguir:

so(1, 3) ' sl(2, C) (2.44a)

so(1, 3)C ' (su(2)C)C ' su(2)C ⊕ su(2)C (2.44b)

so(1, 3)C ' sl(2, C)C = sl(2, C)⊕ sl(2, C) (2.44c)

SO(4; R) ' [SU(2)× SU(2)]
/

Z2 (2.44d)

(SO(1, 3))C ' [SL(2, C)× SL(2, C)]
/

Z2. (2.44e)

O duplo recobrimento do grupo restrito de Lorentz é SL(2, C). O
grupo de Lie [SL(2, C)× SL(2, C)], que é o “double cover” do grupo
de Lorentz complexificado SO(1, 3; C), possui a seguinte álgebra de
lie escrita como uma soma direta sl(2, C) ⊕ sl(2, C). Assim, a álge-
bra so(1, 3) precisa ser complexificada para o espaço de Minkowski
complexificado, que é uma representação (1/2, 1/2) do grupo de Lie
[SL(2, C)× SL(2, C)], ser decomposto em subespaços da representa-
ção do espinor de Weyl, ou seja, em (R): (0, 1/2) e (L): (1/2, 0). Em
suma, diferentes grupos de Lie com diferentes álgebras de Lie po-
dem, de fato, possuir álgebras complexificadas isormórficas.

Em geral, um grupo especial ortogonal possui a seguinte relação
de isomorfismo com o quociente de um grupo simplesmente conexo

SO(n) ' Spin(n)
/

Z2, (2.45)

16 Um grupo de Lie é conexo se seu espaço topológico S é conexo. O grupo ortogonal
O(3), por exemplo, não é conexo, pois é formado por duas partes disjuntas corres-
pondentes a determinantes +1 e −1.

17 A notação mais clara é a que especifica o fato de os elementos Λ do grupo obedece-
rem: Λ00 > 1 e detΛ = 1; com o grupo explicitamente denominado SO↑+(1, 3)
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em que Spin(n) é chamado grupo de spin, que é o duplo recobri-
mento dos grupos SO(n); assim possuem mesma dimensão, n (n−1)

2 ,
e mesma álgebra de Lie. O grupo spin(n) é simplesmente conexo ape-
nas para n > 2. Quando a métrica não é positiva definida, como no
caso de Lorentz, a topologia de um grupo18 Spin(p,q) pode ser mais
complicada, mas, no caso de interesse de Lorentz, spin(1, 3) é simp-
plesmente conexo. As seguintes coincidências merecem destaque

Spin(2) = U(1) = SO(2) (2.46a)

Spin(3) = SU(2) (2.46b)

Spin(4) = SU(2)× SU(2) (2.46c)

Spin(1, 3) = SL(2, C). (2.46d)

(2.46e)

Para um entendimento matemático de como a física de um grupo
de simetria requer um estudo de representações, destacamos um im-
portante teorema. O teorema é devido a Bargmann[59] e diz o se-
guinte:

Theorem 2 As representações projetivas de um grupo de Lie conexo G são
equivalentes a representações comuns19 unitárias da máxima extensão cen-
tral20 G ′.

Definição: Seja G um grupo e A um grupo abeliano. Um grupo G ′ é
chamado extensão central de G pelo grupo A se cumprir

1. A é (isomórfico a) um subgrupo do centro de G ′,

2. G é isomórfico a G ′
/
A.

O grupo universal G ′ de recobrimento de um grupo de Lie conexo
G é a extensão central topológica. G ′ é chamado único e máximo, já
que o grupo de Lie G é conexo. Uma extensão central máxima é sem-
pre simplesmente conexa. Escreve-se: G ' G ′

/
N, em que π1(G) = N

é um subgrupo normal máximo de G ′. G ′ é a extensão máxima de
G pelo grupo N. Quando N é um subgrupo normal não necessaria-
mente máximo, diz-se queH é extensão de G pelo grupoN; G = H

/
N.

Esses fatos serão úteis para discussão da regra de superseleção(5.3) da
massa.

Wigner utilizou a ideia de representações induzidas para constru-
ção do grupo completo de Poincaré. Em Física, costuma-se chamar
pequeno grupo (“little group”) o que é chamado de grupo de isotro-
pia ou estabilizador em Matemática21.

18 Vale que Spin(p,q) = Spin(q,p).
19 Usuais, próprias, ordinárias, verdadeiras.
20 Quando a extensão é central, o subgrupo normal está no centro do grupo e é, por-

tanto, abeliano. A máxima extensão central é chamada de grupo de recobrimento!
21 A ideia inicial começou com Frobenius, mas George Mackey é uma das referências

que bastante desenvolveu essa área de teoria de representações estreitando a relação
entre Física e teoria de grupos.
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Dado um t ∈ T , o grupo de isotropia do grupo G (com respeito a t)
é formado pelo conjunto de elementos em G que fixam t, isto é,

Gt = g ∈ G|g · t = t. (2.47)

O grupo de isotropia considerado por Wigner mantinha fixo um mo-
mentum quadridimensional kµ do sistema por certas transformações
do grupo restrito de Lorentz.

Wigner considerou que as partícula são denominados pela massa
m e pelo spin s (ou helicidade no caso não massivo) da partícula,
enquanto o 4-momentum p e as componentes de spin σ ao longo
de uma direção fixa selecionam os estados (de uma partícula) que
geram o subespaço irredutível que forma a partícula; Ψp,σ. O motivo
matemático é devido aos operadores de Casimir. Os operadores de
Casimir de uma álgebra são funções dos geradores desta álgebra e
comutam com todos geradores da álgebra. Devem-se encontrar os
operadores Casimir de um grupo para denominar as representações
do grupo em termos dos autovalores desses operadores. No caso de
Poincaré, os Casimir são:

PµPµ = m2 (2.48a)

WµWµ = −m2s(s+ 1), (2.48b)

em que W é chamado operador de Pauli-Lubanski, definido através
de Wµ = 1

2εµνραJ
νρPα ; sendo J o momentum angular total e P o

momentum linear, ambos geradores do grupo de Poincaré,WµPµ = 0.
Assim, a massa e o spin surgem naturalmente com a invariância de
Lorentz do espaço-tempo.

Emquanto o momentum é contínuo, σ assume valores puramente
discreto. Em clara diferença entre estados de partículas massivas ou
não, demonstra-se que o grupo de isotropia para partículas massivas,
do tipo (p2 = m2), é o grupo compacto de rotações SO(3), enquanto
que, para partículas não massivas (p2 = 0), o grupo é não compacto
ISO(2) ou E(2), conhecido como grupo euclideano22. Assim, as três
grandes classes de representações são:

• m 6= 0,

• m = 0 com helicidade finita (únicas representações de dimensão
finita do grupo de isotropia do caso não massivo),

• m = 0 com helicidade infinita.

A terceira classe é entendida como tendo um Casimir (W = −ρ2), em
que ρ é um parâmetro com dimensão de massa, não nulo, poism→ 0

de forma a manter o produto constante ms → ρ. Essa diferença é de
fundamental importância e possui notórias consequências físicas.

22 Formado por rotações e translaçoes em duas dimensões; grupo de isometria do
plano.
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Apenas como um exemplo das consequências do trabalho de Wig-
ner, um método de quantização chamado quantização geométrica foi
desenvolvido com base nessa conexão entre teoria quântica e teoria
de representação de grupos. Esse método se baseia nas chamadas
órbitas23 coadjuntas e as referências são Kirillov, Konstant(Medalha-
Wigner deste ano, 2016) e Souriau. A importância do método con-
siste na estreita relação entre uma teoria clássica partindo de espaço
de fase e a teoria quântica associada; a quantização de uma órbita
coadjunta leva a representações unitárias do grupo correspondente.

2.6 quiralidade e helicidade

Relacionado ao spin, existem alguns conceitos que devem ser en-
tendidos com o cuidado de não misturar os significados, pois a litera-
tura carece de uma explícita e precisa distinção entre eles.

Os estados de uma partícula de massa m e spin s são completa-
mente descritos pelo momentum p e pela componente de spin σ ao
longo de uma direção fixa arbitrária ou, no caso de massa nula, pela
helicidade h.

• O spin é determinado pela representação do grupo de Lorentz
em que um campo se transforma. As representações projetivas
de dimensão finita do grupo de Lorentz são especificadas por
um par de números (j,k) que pode ser decomposto em termos
de representações irredutíveis de SO(3).

(j,k) =
(j+k)⊕
s=|j−k|

s, (2.49)

em que j,k ∈ 1
2Z marcam um par de álgebras su(2) e s são os

valores correspondentes de possíveis spins sob o ponto de vista
de SO(3). Cada valor possível ocorre exatamente uma vez, isto
é, a representação (j,k) pode ser decomposta em

s = |j− k|, . . . , j+ k− 1, j+ k. (2.50)

A dimensão complexa de (j,k), ou número de graus de liber-
dade físicos associados, é dada por

dim(j,k) = (2j+ 1)(2k+ 1). (2.51)

O número de spin de um campo, que se transforma na represen-
tação irredutível (j,k), é (j+ k). Um campo escalar é represen-
tado por (0, 0) e possui spin 0. Um campo vetorial (4-vector) é

23 Uma órbita de um grupo é um conjunto de pontos que podem ser obtidos com
uma ação de grupo a partir de um ponto inicial. Uma ação que atua transitivamente
implica em uma única órbita. Exemplo: o grupo de rotações em relação a um ponto
fixo atuando no espaço euclideano possui esferas de raio constante, em relação ao
ponto fixo, como órbitas.
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a representação (1/2, 1/2) e possui spin 1. Um espinor de Dirac(
1
2 , 12

)
⊕
(
1
2 , 12

)
possui spin 1/2.

Isso ocorre, pelo que vimos na seção anterior, devido à decom-
posição da álgebra do grupo de Lorentz como soma de duas
cópias complexificadas de su(2), mas su(2) é isomórfica à so(3),
já que os grupos correspondentes são relacionados por um ho-
momorfismo sobrejetivo com núcleo discreto.

É preciso ter cuidado em distinguir o spin do campo e o spin
das partículas que estão incorporadas nos campos. Por exem-
plo, o campo vetorial Aµ (spin 1 de Lorentz), que é caracteri-
zado pela representação (1/2, 1/2) do grupo de Lorentz, possui
um conteúdo de spin, em termos de SO(3), dado por 0⊕ 1, ou
seja, contém um spin 0 (escalar) e um spin 1 (vetor) de SO(3).
Pode-se escrever também (4 = 1⊕ 3), dizendo que uma repre-
sentação 4-dimensional de Lorentz é decomposta na soma di-
reta das representações 1-dimensional (1 grau de liberdade) e
3-dimensional (3 graus de liberdade) do grupo SO(3). Assim,
quando alguém diz que um campo vetorial Aµ descreve uma
partícula de spin 1, é porque alguma condição retira o grau de
liberdade escalar garantindo que a partícula descrita seja ape-
nas a de spin 1. No caso de a condição decorrer da simetria de
gauge, dois graus de liberdade são retirados; um do escalar e
outro da parte longitudinal24 do spin 1. Porém, para partículas
massivas como o bóson W, a parte longitudinal é restaurada
depois que ocorre o mecanismo de Higgs, e somente o grau de
liberdade do escalar, fisicamente espúrio, é realmente retirado.

Como último exemplo, um campo χ na representação de Weyl
(12 , 0) do grupo de Lorentz possui um conteúdo de spin, em ter-
mos de SO(3), com apenas uma opção s = 1/2. Nesse caso, a
única partícula incorporada no campo é um lépton de quirali-
dade left(L).

• A polarização σ do spin dá as independentes possibilidades
de direções com as quais o spin pode estar alinhado. A he-
licidade representa o caso específico da direção ao longo do
movimento. Um fóton, partícula vetorial sem massa, por exem-
plo, possui apenas duas polarizações chamadas25 esquerda(L)26

e direita(R), ou ainda (+) e (-). Uma partícula vetorial massiva,
diferentemente do fóton, possui os três graus de liberdade refe-
rentes a polarizações (+),(-),(L); direita, esquerda e longitudinal.
Ver também seção (4.1).

24 Polarização longitudinal será explicada adiante.
25 A notação (R) e (L) também costuma ser utilizada para o conceito de quiralidade,

mas se deve ter o cuidado de não confundir.
26 Do inglês, L de Left. Não confundir com L de Longitudinal.
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• A helicidade representa a projeção do spin na direção do mo-
mentum, então o operador helicidade é definido como

h =
~S · ~p
|~p|

= ~S · p̂, (2.52)

em que ~S é o operador de spin e ~p o momentum da partícula.
Ou ainda, pode-se destacar a natureza operatorial por

h = εijkp
iΣjk, (2.53)

em que Σµν é gerador do grupo de Lorentz em um dada repre-
sentação.

Um sistema está apenas em um autoestado de spin ao longo
de uma certa direção se uma rotação em torno dessa direção
não muda o sistema. No caso da helicidade, a direção de inte-
resse é a de movimento, que podemos escolher no eixo z sem
perda de generalidade. Se o sistema possui um momentum não
nulo, uma rotação geral pode alterar a direção do momentum,
portanto alterar o sistema. Existe a possibilidade de o autoes-
tado de Sz cujo autotovalor é nulo ser simetrico com respeito
a uma rotação em direção ortogonal à direção do movimento
desde que seja possível um momento nulo. Assim, quando há a
possibilidade de zerar o momentum de uma partícula, há tam-
bém a do sistema estar em um autoestado com helicidade nula;
“Sz = 0”. Partículas de massa nula não possuem referencial de
repouso, então não há a possibilidade de apresentar helicidade
nula.

A helicidade é um conceito invariante de Lorentz para partí-
culas sem massa, mas para partículas com massa não é inva-
riante, por isso é útil na descrição de partículas cuja massa é
nula, ou seja, não possuem um referencial de repouso. Assim,
formalmente, fala-se de spin de partícula massiva e helicidade
de partícula não massiva.

Partículas com helicidade h = ±1 são ditas transversalmente
polarizadas e com helicidade nula h = 0 são longitudinalmente
polarizadas. Na seção (4.1), isso é explicado através do conceito
de vetores de polarização.

• A quiralidade está relacionada aos férmions. Refere-se a repre-
sentações irredutíveis do grupo de Lorentz nas quais os campos
espinoriais se transformam. São duas as possibilidade, left(L)
(ψL) e right(R) (ψR). Fisicamente, a quiralidade tem uma relação
com a matriz γ5 no espaço dos espinores de Dirac, portanto re-
lação também com interação fraca, que faz distinção entre uma
partícula (R) e (L). ψL e ψR são autoestados da matriz γ5, isto é,
γ5ψR = ψR e γ5ψL = ψL. Além disso, define-se operadores de
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projeção nos subespaços quirais, (R) e (L), do espinor de Dirac
por

P± =
1

2
(1± γ5) . (2.54)

Portanto, a atuação desses projetores em um espinor geral de
Dirac, que não possui chiralidade definida é dada por

1

2
(1+ γ5)ψ(p) = ψR(p) =

(
φ(p)

0

)
, (2.55)

para o setor (R) e

1

2
(1− γ5)ψ(p) = ψL(p) =

(
0

ξ(p)

)
, (2.56)

para o setor (L). chamados espinores quirais (ou de Weyl), que
são representações irredutíveis do grupo de Lorentz; o setor (L)
é indicado por (1/2, 0) e o setor (R) por (0, 1/2).

Quando a partícula livre fermiônica não é massiva, ou no limite
v → c, helicidade e quiralidade se confundem27, subespaços
quirais são os subsespaços de helicidade, e são, portanto, ambas
invariantes de Lorentz.

Uma teoria que não é simétrica em relação a quiralidades é
chamada teoria quiral. A teoria de gauge da interação fraca é
quiral já que não respeita a simetria de paridade.

27 Ou melhor, helicidade se torna quiralidade, pois quiralidade é um conceito invari-
ante de Lorentz relacionado a representações de um grupo, portanto, não muda.
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You know, it would
be sufficient to really
understand the
electron - Albert
Einstein

Logo após a formulação da mecânica quântica de partículas, per-
cebeu -se que a teoria quântica era inadequada como uma teoria fun-
damental, pois sofria de sérios problemas ao ser utilizada para des-
crever sistemas microscópicos a altas energias, onde a relatividade é
necessária. Os problemas imediatos são

• Não é relativística. E não pode incorporar a relatividade de forma
simples através de uma mecânica relativística. Tentativas assim
foram, por exemplo, as equações de Klein Gordon (KG) e Dirac,
que geram problemas desde o aparecimento de probabilidades
negativas ou energias negativas. No caso da teoria interagente,
as inconsistências são ainda piores.

• Estados com número fixo de partículas. Na mecânica quântica, o
número de partículas descrito por uma função de onda é fixoo.
A produção ou aniquilação de partículas não é natural na for-
mulação fora do espaço de Fock.

• O conceito de partícula. Já com os campos clássicos, o conceito de
partícula pode parecer secundário. A quantização é tida como
fundamental a nível de campos, não partículas. Há quem sugira
total fundamentalidade aos campos em detrimento de partícu-
las [60].

De forma simplificada, os seguintes requerimentos são desajados
para uma teoria de descrição quântica e caráter relativístico.

(Mecânica Quântica) - Descrição dos estados físicos em termos de
espaço de Hilbert, dinâmica unitária e condição de estabilidade (Ha-
miltoniana limitada inferiormente).

(Relatividade) - Covariância de Lorentz, condição espectral relati-
vística P 2 > 0 , P 0 > 0 e localidade (dinâmica hiperbólica).

Partindo da expressão de disperção clássica entre energia e mo-
mento, E = ~p 2 / 2m , pode-se utilizar a expressão relativísitca 1 cor-
respondente E =

√
~p2 +m2 para obter o que seria a equação de

Schrödinger relativística pelo princípio da correspondência.

i∂tψ =
√
−∇2 +m2ψ, (3.1)

onde o lado direito possui um pseudo-operador diferencial que é um
operador multiplicativo depois de uma transformada de Fourier. Po-
rém, trata-se de um operador não local, com expansão infinita, que

1 Em unidades naturais c =  h = 1.

39
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sofre em não possuir soluções de suporte compacto, pois a trans-
formada de fourier,ψ̃(~p, t), não é uma função analítica. Isso implica
em uma não localização, por exemplo, da densidade ψ∗(x)ψ(x). O
mesmo ocorre também para a corrente. A localização está relacio-
nada com a implementação de causalidade. Mais adiante, o conceito
de localização será melhor definido.

Sendo assim, vemos que não é sempre que uma relação de disper-
são interpretada pelo princípio da correspondência vai fornecer uma
equação válida. A mesma relação entre energia e momentum, sem
retirar as energias negativas, E2 = p2 +m2, dá a equação de Klein
Gordon

(�+m2)φ(x) = 0, (3.2)

em que há uma evolução temporal local, onde há causalidade. En-
tretanto, essa equação possui soluções que a transformada de Fou-
rier em relação ao tempo tem suporte inferior ilimitado, isto é, a
frequência w pode assumir valores arbitrariamente negativos; dados
por w = ±

√
k2 +m2. Esses valores negativos violam a condição es-

pectral de energia positiva. Problema de interpretação para energia
negativa.

A densidade e a corrente podem ser retiradas facilmente através de
(3.2) e a equação conjugada 2. Assim ,temos

ρ ≡ 1
c
J0 = i(φ

∗∂tφ−φ∂tφ
∗) ~J = −ic2 (φ∗∂iφ−φ∂iφ

∗) . (3.3a)

Porém, o que seria a densidade de probabilidade ρ não é definida
positiva, portanto tem problemas em ser interpretada como uma den-
sidade de probabilidade. O que compromete a interpretação de (3.2)
como uma equação de uma função de onda ou uma quantização da
função de onda 3. Para adicionar interação eletromagnética, pode-se
fazer o acoplamento mínimo através da derivada covariante; Dµ =

∂µ + ieq
c h Aµ(x). Descrita por termos locais. Assim, a equação de KG

se torna
(DµD

µ +m2)φ(x) = 0. (3.4)

Agora essa equação contém termos de derivadas segunda e primeira
no tempo. Novamente, a densidade J0 não é definida positiva já que
é da forma

Jµ = cte[φ∗Dµφ− (Dµφ∗)φ]. (3.5)

O que daria uma densidade de probabilidade negativa no caso da
interpretação probabilística. Jµ não é vista, então, como a corrente
de partícula. Em 1934, Pauli e Weisskopf interpretatam a equação
de KG como uma equação de movimento de um campo com dois
graus de liberdade correspondentes a estados com carga positiva ou
negativa e energia sempre positiva. Assim, a densidade de corrente

2 o fator complexo “i” apenas para tornar uma quantia real.
3 O que levou o nome, inapropriadamente, de segunda quantização.
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J0 é a densidade de carga, que contabiliza a diferença entre cargas
positivas e negativas 4, e a corrente vetorial ~J é a corrente de cargas.

Uma solução geral para (3.2) é dada pela decomposição em frequên-
cias

φ(x) = φ+(x) +φ−(x) (3.6)

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2p0

(
b(~p) exp(−ikx) + c†(~p) exp(+ikx)

)
, (3.7)

em que kx = kµxµ.φ+(x) é a solução de frequências positiva e φ−(x)

é a de frequências negativa. As frequências possíveis satisfazem |ck0| =

|w| > mc2/ h, isto é, pertencem a duas regiões separadas de 2mc2/ h,
chamada frequência de Zitterbewegung. Frequências em que |w| <

mc2/ h correspondem a soluções evanescentes no espaço.
Para o caso de apenas uma partícula, a densidade J0 5 pode ser

bem definida como positiva ou negativa e permitir a interpretação
da equação de KG como equação para uma partícula única; desde
que selecionemos apenas uma única frequência positiva. Isso é o que
ocorre no caso não relativístico, em que a carga tem um sinal único e
há apenas uma frequência. O caso relativístico mistura positivo com
negativo. A interpretação de partícula requer uma separação explí-
cita dos dois graus de liberdade de KG. Uma descrição relativística,
que requer a condição espectral, para uma dada partícula com intera-
ção de um campo externo, por exemplo a interação eletromagnética
de acoplamento mínimo, é problemática pois a condição de energia
positiva não é assegurada para a interação em geral.

Uma interação com campo externo de suporte compacto pode in-
correr naturalmente em transições para soluções de energia negativa
mesmo partindo de soluções iniciais de energia positiva [61]. Por
exemplo, um acoplamento mínimo de um potencial eletromagnético
de suporte compacto no espaço e tempo com a equação de KG, atra-
vés da derivada covariante (Dµ = ∂µ + ieqAµ), gera um termo do
tipo (A2µφ(x)), já que A2µ tem espectro de frequência não limitado
inferiormente.

Na formulação matemática da mecânica quântica, vemos que al-
guns operadores considerados observáveis físicos sofrem de compli-
cações como a de não serem definidos em todo o espaço de Hilbert.
O teorema de Hellinger–Toeplitz diz que um operador simétrico6 de-
finido em todo o espaço de Hilbert com um produto interno é um
operador limitado (“bounded”). Então, um operador simétrico não
limitado não pode ser definido em todo o espaço de Hilbert.

4 O que justifica poder ser uma quantidade negativa.
5 É possível ter

∫
J0d3x positiva e, ainda assim, regiões em que J0 é negativa quando

há mais de uma frequência na expansão de φ+(x). Assim, até mesmo com frequên-
cias positivas, a interpretação de J0 como densidade de probabilidade é problemá-
tica.

6 Definição matemática que se confunde com operador hermitiano na Física.
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A energia, por exemplo, embora esteja associada a um operador
autoadjunto7, em geral, não é limitada, então não pode ser definida
em todo espaço de Hilbert, mas em um subconjunto denso.

Toda essa discussão problematiza a interpretação de φ(x) como
função de onda de uma partícula. Sendo assim, esse é um motivo
histórico que fortalece a necessidade da utilização de campos para
descrever uma partícula relativística. O trabalho [62] de Dirac, 1932,
mostra essa tentativa de estabelecer uma mecânica quântica relati-
vística. Já o trabalho [63], de 1958, traz uma boa discussão sobre a
descrição de partículas de spin 0 e spin 1/2 no contexto de mecânica
quântica relativística e a conexão com a teoria de campos.

3.1 klein-gordon e schrödinger

Diferentemente da equação de KG, a equação de Schrödinger é
linear no tempo e possui um único sinal de frequência como parte da
solução.

i h
d |ψ〉
dt

= Ĥ |ψ〉 (3.8)

A interpretação de Feynman para a equação (3.2) foi a de antipar-
tículas corresponderem a partículas de energia negativa com uma
reversão na direção do 4-momentum. Porém, essa solução está no
âmbito da evolução temporal para um campo quântico e não para
uma função de onda. Isso requer abandonar a mecânica quântica de
Schrödinger com estado de uma partícula. O interessante é que se
consideramos a mesma equação de Schrödinger para estado de uma
partícula como uma equação para um campo quântico, obtém-se a
generalização para estados de muitas partículas. A diferença está na
substituição da função de onda complexa por um operador valorado
em uma distribuição.

A equação de Schrödinger pode ser considerada para um campo
clássico de matéria. A quantização desse campo clássico é dada pela
função de onda operatorialmente valorada; um operador. Assim, um
campo quântico que satisfaz a equação de Schrödinger fornece, no
limite clássico 8, o campo clássico de Schrödinger. O fato de a equa-
ção para o campo clássico ser idêntica à equação para a função de
onda de uma partícula gera confusão. Particularmente, Schrödinger
interpretou a função de onda ψ(x) de sua equação não apenas como
uma representação do estado de informação, mas como algo fisica-
mente real. A consideração da realidade de ψ(x) foi questionada pelo

7 Em um espaço de Hilbert de dimensão finita, os operadores são limitados. Para
operadores limitados, os conceitos (simétrico, hermitiano, autoadjunto) são idênticos,
pois pode-se fazer uma extensão para o espaço de Hilbert completo, e qualquer
operador simétrico definido em todo espaço é autoadjunto. Em um espaço de Hilbert
de dimensão infinita, os observáveis físicos não são garantidos como definidos em
todo o espaço, mas são autoadjuntos.

8 Quando o número de quanta é muito grande.
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fato de haver um crescimento no número das possíveis variáveis fí-
sicas. Por exemplo, a função de onda, na base de posição, para uma
partícula em três dimensões espaciais possui três variaveis; para duas
partículas, já seriam seis variáveis, e assim sucesivamente. Já para a
densidade de carga, as variáveis são fixas, três, no espaço tridimensi-
onal. A interpretação probabilística para a equação de Schrödinger é
devido a Max Born e foi a mais aceita na visão ortodoxa.

É importante lembrar que diferentes interpretações da mecânica
quântica ainda consideram a função de onda com um caráter rea-
lístico, ôntico, e possuem seus próprios problemas e soluções. Par-
ticularmente, alguns exemplos são: a teoria de David Bohm-Broglie,
Many-Worlds, Colapso Dinâmico, Interpretação de Penrose, etc. Uma
referência atual sobre o estado dessa questão é, por exemplo, [64].

Partindo da equação de KG, é possível obter um limite não rela-
tivístico 9 que é idêntico à equação de Schrödinger. Para isso, basta
tomar a seguinte solução não relativística

φ(~x, t) = ϕ exp(−
i
 h
mc2t), (3.9)

em queϕ oscila no tempo muito lentamente comparada a exp(− i
 hmc

2t).
O limite não relativístico, a energia total é da ordem demc2, tal que
E ′ = E−mc2 com E ′ � mc2. Então,

|i h
∂ϕ

∂t
≈ E ′ϕ� mc2ϕ.

Assim, obtém-se, subtituindo (3.9) em (3.2), a equação

i h
∂ϕ

∂t
= −

 h2

2m
∇2ϕ, (3.10)

que é idêntica à de Schrödinger, mas não atribuída interpretação pro-
babilística. Trata-se da evolução de um campo clássico em derivada
de primeira ordem no tempo.

Ao fazermos o limite não relativístico, selecionamos uma solução
de uma frequência de apenas um sinal, excluindo outras soluções que
envolvem combinação de frequências de diferentes sinais. Essa solu-
ção particular não apresenta o efeito Zitterbewegung (ZBW), que é de-
vido à interferência entre soluções com frequência positiva e frequên-
cia negativa.

Se considerarmos a equação de Schrödinger como uma equação de
difusão, obtemos que (ψ?ψ) sofre espalhamento(“spreading”). Uma
densidade difusa tem problemas para ser interpretada como uma
densidade de carga. A equação de difusão nos dá uma descrição mas-
croscópica de um fenômeno irreversível; a irreversibilidade está na
segunda Lei de Fick.

∂ρ

∂t
= D∇2ρ, (3.11)

9 No sentido de relatividade espcecial, porém existe também a chamada relatividade
de Galileu.
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com D sendo a constante de difusão e ρ uma concentração que se
difunde.

Já a equação de Schrödinger é reversível 10 sob atuação do operador
reversão temporal11, T, que é antilinear e antiunitário, pelo Teorema
de Wigner das transformações de simetria representadas em um es-
paço de Hilbert. Particularmente, a constante de difusão análoga para
a equação de Schrödinger de partícula livre seria complexa e igual

D =
i h

2m
.

A solução para a equação de difusão para d-dimensões espaciais é
dada por

ρ(~r, t) =
1

(4πDt)d/2

∫
ddr ′ exp

(
(~r− ~r ′)2

4Dt

)
ρinit(~r ′, 0). (3.12)

Aplicando o mesmo procedimento para o caso de Schrödinger,

ψ0(x, t) =
∫
G(x− x ′)ψ0(x

′, 0)d3x ′ (3.13)

com a função de Green

G(x− x ′, t) =
( m

2πi ht

)3/2
exp

(
imr2

2 ht

)
. (3.14)

Se tomarmos uma solução inicial do tipo gaussiana de raio “a”,

ψ0(x, t) =
(

1

2πa2

)3/4
exp

(
−
r2

4a2

)
, (3.15)

teremos uma densidade que sofre o “spreading” dada por

|ψ0(x, t)|2 =
(

1

2πσ2

)3/2
exp

(
−
r2

2σ2

)
, (3.16)

em que a variância é definida

σ2(t) ≡ a2 +
 h2t2

4m2a2

com uma velocidade associada

v

c
=

 h/mc

2a
.

Assim, enquanto a equação (3.2) não possui densidade positiva, a
equação (3.8) possui densidade difusa. Diz-se que, em mecânica quân-
tica não relativística, as funções de onda, inicialmente localizadas em

10 ψ?(x,−t) é solução da equação conjugada. Particularmente, é fácil ver no caso de
soluções estacionárias ψ(x, t) = ψ0(x) exp(−iEt/ h).

11 A hamiltoniana deve comutar com T, [H, T ]. Um campo magnético macroscópico
externo, por exemplo, viola essa condição.
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uma região finita, desenvolve uma cauda infinita (“infinite tail”). Isso
não é problema no caso não relativístico e é comum no estudo de
difusão de partículas, em que, formalmente, a velocidade de difusão
das partículas é infinita. A equação de difusão descreve um movi-
mento Browniano de uma partícula com velocidade infinita. No caso
relativístico, há a complicação de que a causalidade tem que ser obe-
decida.

Na equação para o campo clássico, que não é atribuída interpre-
tação probabilística, a densidade (ψ∗(x)ψ(x)) é uma densidade de
carga12. Na equação para a função de onda, pode ocorrer a inter-
pretação de densidade de carga também 13, como desejava Schrödin-
ger, desde que uma grande quantia de partículas estejam exatamente
no mesmo estado φ. Nesse caso, (ψ∗(x)ψ(x)) pode ser interpretada
como densidade de partículas e (qψ∗(x)ψ(x)) a densidade de carga.
Sabemos que isso é possível para os bósons, que possuem essa capa-
cidade de condensarem em um mesmo estado. Para os férmions, há
algo semelhante que é devido aos pares de Cooper na supercondu-
tividade; pares de elétrons ligados a baixas temperaturas se compor-
tando como bósons compostos.

A chamada equação de London, baseada no comportamento ex-
perimental de supercondutores, expressa a corrente proporcional ao
vetor potencial, no gauge de Coulomb, da seguinte maneira

~J = −ρ
q

m
~A, (3.17)

em que ρ é uma densidade de partículas. Uma consequência desta
equação é o chamado efeito Meissner, em que um supercondutor ex-
pele exponencialmente um fluxo de campo magnético aplicado que
penetra o material; determinado pelo parâmetro λL, largura de pene-
tração de London, que é da ordem típica de dezenas e centenas de
nanômetro.

Assim, mesmo na interpretação probabilística da função de onda,
temos um efeito físico em escala mascróscópica no limite em que a
função de onda se comporta como um campo clássico.

3.2 dirac e pauli

A great deal of my
work is just playing
with equations and
seeing what they
give - Dirac

A equação de Dirac, 1928, marcou o passo de enfrentamento da di-
cotomia que a Física vivia, no início da teoria quântica, entre matéria
e radiação. Dirac buscou uma descrição para o elétron que reconcili-
asse a mecânica quântica com a relatividade especial. Uma equação
linear no tempo, que não mais trouxesse densidade não definida posi-
tiva e nem frequências negativas. O espinor ψ de Dirac , que descreve
o spin do elétron, está na representação (12 , 0)⊕ (0, 12) do grupo res-
trito de Lorentz, portanto tem dimensão 4, quatro graus de liberdade

12 Na verdade, a densidade de carga é q|ψ2(x)|.
13 Feynman explica isso em suas Lectures on Physics, por exemplo.
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físicos. O que Dirac encontrou foi um sistema de equações para qua-
tro componentes relacionadas.

(i hγµ∂µ −m)ψ = 0, (3.18)

com a álgebra de Clifford das matrizes de Dirac

{γµ,γν} = 2Igµν.

A corrente conservada, que satisfaz a equação de continuidade, é
dada por

jµ = ψ̄γµψ = (ψ†ψ,ψ†~αψ), (3.19)

em que ψ̄ ≡ ψ†γ0 é o conjugado de Dirac, e

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
I 0

0 −I

)
(3.20)

com σi as matrizes de Pauli. Ou ainda

γ0 ≡ β, γi ≡ βαi. (3.21)

A densidade é definida positiva, mas as soluções de energia negativa
continuam presentes.

A equação de Dirac pode ser colocada exatamente na mesma forma
de Schrödinger

i h
∂

∂t
Ψ = ĤΨ, (3.22)

desde que a hamiltoniana seja dada por

Ĥ = ~α · ~p+mβ.

Embora sejam escritas da mesma forma, Ψ de Dirac é diferente do ψ
de Schrödinger; esta é uma função de onda, c-number, aquela é um
campo de matéria fermiônica (spinor). Particularmente, a forma da
equação só é a mesma no caso em que não há interação entre partícu-
las. No caso de interação, a equação de Dirac para perde linearidade
em Ψ, enquanto a de Schrödinger para função de onda continua com
um princípio de superposição válido.

Em apenas uma dimensão espacial, para um férmion carregado
sem massa descrito por uma onda plana que se move para direita,
por exemplo, ψ = exp(i(kx−wt)), a equação de Dirac é dada por

∂ψ

∂t
= −

∂ψ

∂x
.

A equação para o mesmo férmion se movendo para esquerda é

∂ψ

∂t
= +

∂ψ

∂x
.

Isso destaca que o caso não massivo é desacoplado. Um termo de
massa é que mistura as chamadas quiralidades right(R) e left(L), que
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são representações irredutíveis do grupo de Lorentz. Em ambos os
casos, há soluções com energia positiva e negativa. Dirac propôs a
“Hole Theory”, baseando-se no princípio da exclusão de Pauli, com
o chamado mar de Dirac, conjunto de estados de elétrons ocupados
com energias negativas. Assim, explicava o fato de elétrons de energia
positiva não decaírem arbitrariamente; já que a estatística de Fermi-
Dirac tem máximo número de ocupaçãoN = 1. Entretanto, mesmo ar-
gumento não servia aos bósons, que podem se condensar no mesmo
estado. O problema só foi melhor explicado no contexto de teoria
quântica de campos.

Diferentemente da equação de KG para campo escalar, a de Dirac
mistura as componentes de ψ devido às matrizes γµ. Porém, a relação
entre a equação de KG e a de Dirac é que cada da componente do
espinor, ψ, satisfaz a equação de KG14.

(iγν∂ν +m)(iγµ∂µ −m)ψ = −(γνγµ∂ν∂µ +m2) = 0,

que se utiliza a simetrização para obter

(∂ν∂
ν +m2)ψ = 0.

A equação de Pauli, de 1927, forneceu uma descrição ainda não
relativística, mas que, ao contrário da equação de Schrödinger, levava
em consideração a interação do spin com o campo eletromagnético
externo aplicado sobre um férmion de spin 1/2. Pode ser obtida da
equação de Dirac no limite não relativístico. Para isso, partimos de

i
∂ψ

∂t
= −i~α · ∇ψ+βmψ = (~α · ~p+βm)ψ ≡ Hψ,

e fazemos acomplamento eletromagnético ~p → ~p− e~A; H → H− eΦ,
pois pµ → pµ − eAµ em

i
∂ψ

∂t
=
[
~α · (~p− e~A) + eΦ+βm

]
ψ. (3.23)

Agora uma parte da hamiltoniana é interagente

Hint = −e~α · ~A+ eΦ

, que ao ser comparada com o análogo clássico H = −e~v · ~A + eΦ,
sugere que ~α seja o operador correspondente à velocidade. Para isso,
verifica-se a equação de Heisenberg

~̇r =

(
1

i h

)
[~r,H] = ~α (3.24)

~̇π =

(
1

i h

)
[~π,H] = e(~E+ ~α× ~B), (3.25)

14 Qualquer componente de campo livre satisfaz KG independentemente da represen-
tação do spin, pois declara a relação relativística entre momentum e energia
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em que ~π ≡ ~p− e~A é chamado momentum cinético associado ao mo-
mentum canônico ~p. A interpretação de ~α como operador velocidade
implica que esta velocidade tem autovalores ±c, já que α2i = 1. O
spinor de Dirac pode ser escrito como

ψ =

(
φ̃

χ̃

)
, (3.26)

com φ e χ matrizes 2× 2. A aproximação não relativística pode ser
colocada na seguinte forma em que a forte variação temporal está na
exponencial (

φ̃

χ̃

)
= exp(−imt)

(
φ

χ

)
. (3.27)

Após simplificações no limite não relativístico, em que eΦ � mc2,
tira-se

χ =
~σ · ~π
2m

φ. (3.28)

A equação de Dirac para a matriz φ fica

i
∂φ

∂t
=

[
(~σ · ~π)
2m

+ eΦ

]
φ. (3.29)

Utilizando as simplificações das matrizes de Pauli ~σ, obtem-se a equa-
ção de Pauli paraψ, parte do spinor de Dirac que contém apenas duas
componentes

i
∂φ

∂t
=

[
(~p− e

c
~A)2

2m
−
e h

2mc
~σ · ~B+ eΦ

]
φ. (3.30)

Para um campo magnético externo uniforme ~B com um gauge es-
colhido tal que o potencial é invariante rotacional ~A = 1

2
~B×~r, por

exemplo, temos a expressão final, em ordem linear de B, dada por

i
∂φ

∂t
=

[
~p2

2m
−

e

2mc
(~L+ 2~S) · ~B+ eΦ

]
φ, (3.31)

com momento angular orbital ~L = ~r× ~p e momennto angular spin
~S =

 h
2~σ. Assim, o fator giromagnético devido ao spin é g = 2 e o

orbital g = 1, como já previsto.
De Dirac, obtemos a equação de Pauli como limite não relativístico,

que consiste em descartar soluções de energia negativa. A equação
de Pauli se reduz à de Schrödinger 15 quando temos ~A = 0 já que
não há mais acoplamento com o spin. O caminho inverso, de Schrö-
dinger para Pauli pode ser feito, embora menos natural, através da
substituição ~p2 → (~σ · ~p)2 e do acoplamento mínimo ~p → ~p− eq~A/c.

15 Duas equações desacopladas tipo Schrödinger para as duas componentes do spinor
de Pauli.
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A equação de Schrödinger muitas vezes é pensada como uma equa-
ção que descreve uma partícula sem spin, porém o correto é que o
spin apenas não é relevante; a interação eletromagnética do spin não
é naturalmente levada em consideração. Assim, um elétron, não rela-
tivístico, pode ser descrito por Schrödinger quando seu estado é um
autoestado do operador de spin.

Embora a equação de Dirac tenha previsto a existência de antipar-
tícula, pósitron correspondente ao buraco no mar de Dirac, a ocor-
rência de energias negativas é comum a todas as equações de onda
relativísticas. O fato de exigir uma densidade ρ0 positiva não é muito
determinante, pois a interpretação dessa quantia é modificada em
QFT. A interpretação inicial de densidade de probabilidade na equa-
ção de Dirac fora reinterpretada depois, para um campo, como uma
densidade de carga. Dirac conseguiu fornecer uma descrição relati-
vística local para férmions de spin 1/2 em que o spin está presente
desde o início, sem precisar ser colocado à mão como teve de fazer
Pauli. Um dos sucessos da equação foi a obtenção, na presença de
interação eletromagnética, do fator giromagnético do elétron, g = 2, e
correções de estrutura fina para o espectro do átomo de Hidrogênio
previstas pelo termo de Darwin16.

3.3 zitterbewung

Na teoria de Dirac, em uma visão de mecânica quântica, a equação
de Heisenberg para a evolução temporal dos operadores observáveis
pode ser utilizada para o operador posição, já que a ideia de localiza-
ção em mecânica quântica está ligada à existência de um operador de
posição. A hamiltoniana da equação de Dirac livre, Ĥ = ~α · ~p+mβ, é
então utilizada

i
dx

dt
=
[
x, Ĥ

]
= ~α. (3.32)

Isso mostra o fato de o operador velocidade não ser paralelo ao mo-
mentum canônico e ser um operador de spin mesmo na equação de
Dirac livre. Na teoria quântica de Schrödinger, o operador velocidade
é puramente espacial, ~v = ~̇x = ~p/m. Mesmo na presença de intera-
ção eletromagnética, o operador continua sendo puramente espacial
já que ~v = ~π/m = 1/m(~p− q

c
~A.

Na representação de Heisenberg, o operador evoluído no tempo
é escrito como xH(t) = exp(iHt)xS exp(−iHt) em que xH e xS se
referem a operadores de Heisenberg e de Schrödinger. Então, para
um tempo qualquer, com as unidades físicas destacadas, temos

dx(t)

dt
= c ~α(t)

16 Afeta apenas orbitais tipo s. A contribuição que dá ao estado 2s a mesma energia de
2p. Pode-se relacionar como uma consequência do ZBW [65]. Já o chamado “Lamb
shift”, que, embora seja uma menor correção, faz a energia de 2s ultrapassar a de
2p.
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. Os autovalores da matriz c~α são +c e −c para qualquer tempo; um
espectro puramente discreto para o operador de velocidade padrão.
Classicamente, é esperado que ~v = c2~p/E. Por correspondência, o
análogo quântico deveria ser o operador velocidade c2~pH−1, que é
de espectro contínuo e é uma constante do movimento para partícula
livre.

Prosseguindo, podemos agora calcular a derivada temporal desse
operador por

i
d~α

dt
= [~α, ~α · ~p+βm] = 2~αβm+ 2i~p× ~Σ, (3.33)

em que

~Σ =

(
~σ 0

~σ 0

)
é a matriz relacionada ao spin. Essa expressão pode ser reordenada
como

i~̇α = 2~αH− 2~α(~α · ~p) + 2i~p× ~Σ

, já que [αi,αj] = 2iεijkΣk e [αi,β] = 2αiβ. Ulilizando que αiαj =
1
2 [αi,αj] +

1
2 {αi,αj}, obtemos

~̇α = 2i (~p− ~αH) = 2i(~pH−1 − ~alpha)H, (3.34)

que é uma diferença entre o operador velocidade e o esperado clás-
sico. A solução formal, por ser uma EDO de primeira ordem, é dada
por

~α(t) =
(
~α0 − ~pH−1

)
e−2iHt + ~pH−1. (3.35)

Mas c~α = ẋ, então a solução geral do operador posição é

~x(t) = ~b+ ~pc2H−1t− ~b exp(−2iHt/ h), (3.36)

com
~b = ~x(0) −

i

2
 hc~α(0)H−1 +

i

2
 hc2~pH−2.

O último termo representa uma rápida oscilação do operador de po-
sição chamada Zitterbewegung por Schrödinger em 1930; ou ainda
“trembling motion” e “jittery motion”. A frequência de oscilação é
da ordem de ω ∼ 2mc2/ h e está associada com uma amplitude da
ordem do comprimento (reduzido) de Compton  hcH−1 ∼  h/mc = λc.
Assim, associa-se esse efeito a flutuações na posição da partícula da
ordem do comprimento de Compton. Entretanto, quando calculado
o valor médio do operador, 〈~x(t)〉, em um estado geral que é super-
posição de ondas planas de energia positiva e negativa, soluções da
equação de Dirac, verifica-se que o efeito é uma consequência da in-
terferência entre estados de energia positiva e negativa da partícula.
Soluções de pacote de onda com energia unicamente positiva ou uni-
camente negativa, como as soluções de Schrödinger, não apresentam
o efeito de Zitterbewegung.
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Em uma análise de teoria quântica de campos, em que promove-
se a função de onda de Dirac17 para campo quântico, ZBW é muito
pouco mencionado pela comunidade em geral. Alguns trabalhaos[66]
consideram como um efeito não físico, que carece de realidade.

A questão de interferência entre energias positivas e negativas, perde
consistência quando temos estados físicos que pertencem a setores
distintos de uma regra de superseleção como cargas elétricas distin-
tas. Assim, a superposição coerente desses estados é proibida, invali-
dando a observação física do efeito.

Outros trabalhos [67] abrem espaço para possíveis interpretações
desse efeito até mesmo em uma visão de teoria quântica de campos.
Trata-se de um assunto antigo, mas que surgiu novamente com a
spintrônica e a matéria condensada18, que permitem testes de efeitos
previstos pela mecânica quântica relativística como ZBW, Paradoxo
de Klein e Mecanismo de Schwinger. Isso é possível devido a analo-
gia, ou simulação [68], do comportamento de elétrons relativísticos
com elétrons de baixa energia em materias semicondutores (sistemas
“Dirac-like”), por exemplo: [69] [70] [71] [72] [73] [74] [75].

Sobre demais questões relacionadas ao ZBW, pode-se citar, por
exemplo, a questão de uma geometria interna para o elétron baseada
em ZBW levantada por Barut[76], além da origem do spin como um
momento angular associado ao ZBW devido a Huang[77] e a relação
de ZBW com a álgebra geométrica de Hestenes[78]. Para o estudo da
propagação de pacotes de onda de elétron e visualização dos efeitos
de ZBW no contexto de soluções da equação de Dirac, referenciamos
[79] [80].

Na discussão de localização de Newton-Wigner, as funções de onda
representam estados de energias puramente positivas, que possuem
dispersão de ordem maior ou igual ao comprimento de Compton
da partícula associada. O ZBW poderia estar relacionado, então, com
uma localização além do comprimento de Compton, onde a incer-
teza de energia pode ser grande suficiente para criar pares de partí-
cula e antipartícula. Essa ideia de que partícula isolada relativística
não possa ser localizada em distâncias menores que o comprimento
de Compton é, novamente, no sentido de Newton-Wigner19. Dessa
forma, pode-se dizer que uma partícula pontual possui uma dimen-
são linear efetiva da ordem do comprimento de Compton associado,
já que a própria noção de partícula é comprometida para menores
distâncias.

17 Teoria de estados de uma partícula apenas.
18 Experimentos com átomos frios e grafeno, por exemplo.
19 A questão da localização em teoria quântica de campos é uma outra abordagem, que

será apenas mencionada mais adiante nesta dissertação.
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3.3.1 Transformação de Foldy-Wouthuysen

Na mecânica quântica relativística, existe uma transformação canô-
nica que altera a representação da função de onda na teoria de Dirac.
A transformação de Foldy–Wouthuysen,1949, diagonaliza, através de
um operador unitário U, a hamiltoniana livre de Dirac separando as
soluções de energia positiva e negativa antes acopladas devido ao
~α presente na hamiltoniana.Embora o trabalho original fora descrito
para partículas de spin 1/2, há generalizações para spin 0, 1 e spins
mais altos [81][82][83] [84], que promovem uma maior similaridade
entre as equações de onda que descrevem as partículas associadas.

Assim, qualquer operador é alterado por uma transformação de
similaridade, Q̃ = UQU† e a função de onda transformada

ψ̃ = Uψ = exp(iS)ψ, (3.37)

com S hermitiana. Por exemplo, U = exp(β~α · p̂θ), no caso de spin
1/2. Onde 2θ = arctan−1(

|p|
m ) é o ângulo que efetua a diagonalização.

Nessa representação20, que é a do trabalho de Newton-Wigner de
1949, as duas componentes de energia positiva do spinor completo de
Dirac não se misturam com as duas componentes de energia negativa;
separando o spinor inicial em outros dois, de energias definidas, com
dois graus de liberdade cada. A hamiltoniana simplifica em

H̃ = β(m2 + ~p2)1/2.

Essa transformação foi usada por Foldy e Wouthuysen para tam-
bém justificar de forma mais clara a transição da equação de Dirac
para a de Pauli no limite não relativístico, já que, na representação de
Newton-Wigner, o limite clássico da mecânica quântica relativística
é obtido, isto é, o operador velocidade já não é mais relacionado ao
spin, mas espacial; em similaridade com a teoria de Pauli.

O efeito de ZBW não se manifesta nessa nova representação, já
que ocorre a separação das soluções de energias negativas e positivas.
Entretanto, a noção de um comprimento característico da partícula é
mantida e mais evidente que na representação de Dirac-Pauli.

No caso de haver interação, não é possível fazer apenas uma trans-
formação para diagonalizar a hamiltoniana, mas uma sequência de
transformações que expandem a hamiltonia em uma séria infinita
em potências do inverso da massa; 1/m. Para uma série condicio-
nalmente convergente, ou semi convergente, é preciso que a massa
seja suficientemente grande comparada às componentes temporais
de Fourier da interação.

No trabalho original de Foldy-Wouthuysen, lê-se

“In general, ψ̃ at a given point is constituted from contribu-
tions depending on ψ over a neighborhood of dimensions of the

20 A transformação diagonaliza na representação particular de Wigner-Newton.
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order of a Compton wave length of the particle about the point.
Thus a wave function, which in the old representation correspon-
ded to a state in which the particle was definitely located at one
point, passes over in the new representation into a wave func-
tion which apparently corresponds to the particle being spread
out over a finite region.”

Eles encontram que, após a transformação, o operador posição não
é mais o usual x, mas o seguinte

~̃x = ~x−
iβ~α

2Ep
+
iβ(~α · ~p)~p− [~σ× ~p]p

2Ep(Ep +m)p
. (3.38)

Considerando o chamado operador posição média na nova represen-
tação como sendo o operador posição na antiga X̃ = x, obtém-se a
posição média na representação antiga através da seguinte expressão

~X = ~x+
iβ~α

2Ep
−
iβ(~α · ~p)~p+ [~σ× ~p]p

2Ep(Ep +m)p
(3.39)

com ~σ = 1
2i [~α× ~α] o operador de spin e energia Ep = (m2 + p2)1/2.

Consequentemente, outras quantidades como velocidade e momento
angular também são alteradas21.

A adição de interação complica a situação devido ao fato de per-
mitir que haja possibilidades de introdução de energias negativas
mesmo que a situação inicial seja com energia positiva. Quando a
interação não é fraca, a distinção entre estados estacionários de ener-
gias positivas ou negativas fica comprometida, e a própria descrição
da partícula, em termos de função de onda, pode perder a validade.

Para a equação de Dirac minimamente acoplada à interação eletro-
magnética, H = βm− eφ+ ~α · (~p− e~A) na representação de Dirac, a
transformação de Foldy–Wouthuysen fornece a seguinte expressão

i h
∂ψ

∂t
=

(
βmc2 +

β

2m

(
~p−

e

c
~A
)2

+ eφ−
e h

2mc
β~σ · ~B−

e h2

8m2c2
∇ · ~E

+
e h

8m2c2

[
~σ ·
(
~p−

e

c
~A
)
× ~E− ~σ · ~E×

(
~p−

e

c
A
)]

+ . . .

)
ψ

,

(3.40)
que destaca mais explicitamente os detalhes da interação entre a par-
tícula e o campo eletromagnético.

Novamente, os autores concluem com:

“In the old representation, the Dirac particle interacted with
the electromagnetic field only at its position. However, a par-
ticle which in the old representation was located at a point is
in the new representation spread out over a region of dimensi-
ons of the Compton wavelength in the space of its mean-position
variable X̃ = x. But in the new representation, the interaction

21 O autor utiliza “mean position, mean velocity, mean angular momentum, etc.
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between the particle and the electromagnetic field is expressed
in terms of the values of the electromagnetic field quantities at
its mean-position. Hence one must expect a series of correc-
tion terms of the nature of a multipole expansion of the field,
since the particle is actually spread out over a finite region in
the space of its mean-position variable. From this point of view,
the explicit appearance of the magnetic moment interaction and
the accompanying spin-orbit interaction in the Hamiltonian is
to be expected.”

3.4 equações de maxwell - caso fermiônico

Partindo da decomposição de Gordon fermiônica e tomando o re-
gime estático do potencial eletromagnético ∂tAµ = 0, obtém-se parte
das equações de Maxwell22 no referencial de repouso da partícula.

A decomposição de Gordon com interação eletromagética é

ψ̄γαψ =
i

2m

(
ψ̄∂αψ− (∂αψ̄)ψ

)
+
1

m
∂µ
(
ψ̄Σαµψ

)
−
q

m
ψ̄ψAα, (3.41)

em que Σαµ = i
4
[γα,γµ] é matriz antissimétrica, gerador do grupo

de Lorentz na representação espinorial. O primeiro termo é chamado
convectivo, que é uma generalização relativísitica do termo convec-
tivo no caso de Schrödinger e está ligado ao movimento das partí-
culas carregadas. O segundo termo é o de magnetização, que está
ligado ao spin da partícula. O último termo é um acoplamento entre
o potencial eletromagnético e e a densidade de partícula do portador.

No intuito de legitimar as aproximações tomadas a seguir, lem-
bramos que uma solução geral da equação de Dirac, no espaço dos
momenta, com energia positiva e na representação de Dirac é dada
pelo espinor

Ψ = exp(−ipx)

(
φ

~σ·~p
E+mφ

)
. (3.42)

No limite não relativístico, reduz-se simplesmente a

Ψ = exp(−ipx)

(
φ

0

)
. (3.43)

Para encontrarmos a configuração de campos elétrico e magnético
da partícula fermiônica, relacionada com a lei de Coulomb, fazemos
algumas simplificações23. Desprezamos a “back reaction”, ou seja, o
efeito da radiação gerada pela partícula sobre ela própria. Sendo as-
sim, o campo eletromagnético é gerado pela partícula, mas não o con-
sideramos acoplado na equação de Dirac que descreve a partícula,

22 Tendo o conhecimento da lagrangeana fermiônica em presença da radiação ele-
tromagnética, ganha-se o correspondente à lei de Gauss e à equação de Ampere-
Maxwell.

23 Na discussão do caso bosônico, essas simplificações ficarão mais bem colocadas.
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já que queremos fazer a simplificação de considerar o referencial de
repouso da partícula; para isto, precisamos de uma partícula livre. En-
tretanto, conhecemos a corrente eletromagnética de Maxwell, vinda
da variação da lagrangeana de Dirac-Maxwell, isto é, −14F

2 + LDirac,
pois o campo eletromagnético é realmente gerado, possui dinâmica,
já que a partícula possui carga elétrica. Ao se utilizar a decomposição
de Gordon, estamos utilizando a equação de campo. Então, o cálculo
é on-shell, ou seja, provém de uma conservação própria24 do teorema
de Noether. O caso off-shell não requer a utilização da equação de
campo e vem de uma conservação imprópria de Noether.

Agora, tomando α = 0 na decomposição de Gordon desacoplada25

de Aα, temos

ψ̄γ0ψ =
i

2m

(
ψ̄∂0ψ− (∂0ψ̄)ψ

)
+
1

m
∂j
(
ψ̄Σ0jψ

)
. (3.44)

Nas aproximações citadas e no referencial de repouso, simplifica em

ψ̄γ0ψ =
i

2m

(
ψ̄∂0ψ− (∂0ψ̄)ψ

)
. (3.45)

A equação de Gauss para o campo elétrico vem da variação da lagran-
genada em relação ao Aµ. Em que a equação com o índice temporal

∂iF
i0 = J0 = eqψ̄γ0ψ

é que fornece simplesmente

∇ · ~E = eqψ̄γ0ψ = ρcarga =
ieq

2m

(
ψ̄∂0ψ− (∂0ψ̄)ψ

)
, (3.46)

e o potencial eletrostático, dado por −∇Φ = ~E, é então obtido

Φ =
1

4π

∫
ρcarga

|~r−~r′|
dV ′. (3.47)

Para uma partícula de distribuição pontual,pointlike, ρcarga = δ(~r′),
tem-se a bem conhecida equação para o potencial

Φ =
eq

4π|~r|
, (3.48)

que gera o campo elétrico de dependência 1/r2.
Para obtenção do campo magnético, tomamos a componente espa-

cial α = i, que fornece a seguinte expressão

ψ̄γiψ =
i

2m

(
ψ̄∂iψ− (∂iψ̄)ψ

)
+
1

m
∂j
(
ψ̄Σijψ

)
+
1

m
∂0
(
ψ̄Σi0ψ

)
.

(3.49)

24 De 1918, a nomenclatura “proper conservation law” e “improper conservation law”
foi a distinção de Noether sobre leis de conservação que dependem ou independem
das equações de campo associadas. No caso on-shell, a partícula satisfaz a relação
relativística entre momentum e energia.

25 Impor a não consideração da “back reation” é considerar a equação de Dirac livre,
que dá a decomposição de Gordon sem Aα, e não simplesmente zerar o Aα. No caso
bosônico, o equivalente será utilizar a condição subsidiária da partícula livre.
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Nas mesmas aproximações, temos que a corrente convectiva espacial,
i
2m

(
ψ̄∂iψ− (∂iψ̄)ψ

)
é nula no referencial de respouso e obtemos a

expressão simplificada

ψ̄γiψ = +
1

m
∂j
(
ψ̄Σijψ

)
. (3.50)

Partindo da componente espacial da variação

∂0F
0i + ∂jF

ji = ∂0~E+∇× ~B = eqψ̄γiψ

no limite estático, obtém-se a equação de Ampere-Maxwell para o
campo magnético dada simplesmente por(

∇× ~B
)i

= eqψ̄γiψ =
eq

m
∂j
(
ψ̄Σijψ

)
. (3.51)

Para o potencial vetor ~A com gauge já definido26, tem-se a equação
tipo Poisson

−
(
∇2~A

)i
=
eq

m
∂j
(
ψ̄Σijψ

)
, (3.52)

que reproduz a conhecida expressão na literatura dada por

~A(~r) =
µ0
4π

∫ ~J(~r′)

|~r−~r′|
dV ′. (3.53)

No referencial de repouso, ocorre que

eq

m
∂j
(
ψ̄Σijψ

)
=
eq

m
∂j

(
εijkφ†σκφ

)
. (3.54)

Sendo assim,
~J = ∇× ~µ

com ~µi ≡ ~µi0δ
3(~x) sendo o momento magnético proporcional ao spin

da partícula responsável pela geração do campo magnético27; trata-se
do análogo clássico de um dipolo na origem, por exemplo.

Retornando para a equação (3.53), após uma integração parcial

~A(~r) =
µ0
4π

∫ [
∇′ −1

|~r−~r′|

]
× ~µ0δ(~r

′)dV ′. (3.55)

Finalmente, o vetor potencial e o campo magnético, devido o spin,
gerado por essa partícula fermiônica no referencial de repouso no
limite não relativístico se reduzem a expressões conhecidas28

~A =
~µ0 ×~r
4π|~r|3

(3.56)

26 Na aproximação estática, o gauge de Coulomb tem mesmo efeito do gauge de Lo-
renz.

27 Considerando ~µ pontualmente localizado
28 Cálculo obtido para distâncias externas ao dipolo, isto é, não reproduz distâncias

internas.
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~B = ∇× ~A =
1

4π|~r|3
[3(~µ0 · r̂)r̂− ~µ0] + ~µ0δ(r). (3.57)

No eletromagnetismo clássico de Maxwell, o spin da partícula e
a interação da partícula com o próprio campo gerado são efeitos to-
talmente desconsiderados. Trata-se de uma visão macroscópica do
efeito de fontes eletromagnéticas. Ao considerarmos o efeito do spin
da partícula, estamos, na verdade, fazendo uma análise semiclássica
que é mais microscópica.

No capítulo 4, um cálculo análogo será feito para bósons, no intuito
de comparar as diferenças ou semelhanças.

3.5 fatores de forma e corrente fermiônica

I feel that it is a
delusion to think of
the electrons and the
fields as two
physically different,
independent entities.
Since neither can
exist without the
other - Albert
Einstein

Embora a QED trate os léptons como partículas pontuais, sabemos
que partículas elementares podem apresentar os chamados fatores de
forma, que descrevem o desvio eletromagnético do comportamento
de uma carga pontual ideal.

Para medir o tamanho de um objeto, é necessário o uso de algum
tipo de comprimento de prova (resolução), que está associado ao mé-
todo de medição. Algo bem pequeno requer uma resolução também
bem pequena para não parecer desprezível frente à distância rele-
vante da medição. Em [85], Jaynes defende que, assim como Louis
Pasteur teve de observar um único micróbio por meio de microscópio,
uma partícula pontual deveria ser provada nua, fora de um pacote de
onda.

Uma medida de prova muito pequena pode ser problematizada
pelo princípio da incerteza, que associa uma grande incerteza do mo-
mentum. Na prática, a quantia avaliada relacionada ao tamanho de
partículas elementares é a distribuição de momenta, que está relacio-
nada a uma transformada de Fourier em relação ao comprimento no
espaço de coordenadas; essa distribuição é chamada fator de forma.
O fator de forma parametriza a distribuição de carga e de corrente as-
sociadas às interações da partícula. O conceito foi inicialmente intro-
duzido no estudo de espalhamentos por raios-X. Os fatores de forma
dão uma relação direta entre a observação experimental e a análise
teórica.

Na visão de espalhamento, os fatores de forma (atômica) aparecem
diretamente na obtenção experimental da seção de choque como um
fator multiplicativo que o altera.

dσ

dΩ
=

(
dσ

dΩ

)
pontual

|F(q2)|2. (3.58)

Eles são interpretados como a transformada de Fourier de uma den-
sidade de probabilidade

F(q2) =

∫
d3rρ(~r) exp(i~q ·~r/ h), (3.59)
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em que (q = p2 − p1) é o momentum transfer ou de transferência.
Em cálculos pertubativos da teoria quântica de campos, os propa-

gadores são representados no espaço dos momenta, onde as divergên-
cias aparecem de uma forma mais simples de tratar que no espaço de
coordenadas. Assim, ao analisarmos os elementos de matriz da cor-
rente eletromagnética, JEMµ = eq

∑
f̄ γµf, entre um estado inicial e

final para partículas de spin 1/2, por exemplo o elétron, temos

〈u(p2)| JEMµ |u(p1)〉 = ū(p2)Γµ(p1,p1)u(p1), (3.60)

com espinor de Dirac u e Γµ descreve a estrutura de Lorentz geral da
corrente eletromagnética. Assim, |u(p)〉 representa o estado de um
elétron on-shell, p21 = p22 = m2, com função de onda u(p). Já o fóton
é off-shell, ou seja, virtual.

Analisando todas possibilidades de estruturas invariantes de Lo-
rentz, é possível obter uma expressão para Γ após tomar em conside-
ração algumas restrições que diminuem o número de possibilidades:
Invariância translacional da corrente, hermiticidade da corrente, a lei
de conservação da corrente devido à invariância de gauge, relações
das matrizes da álgebra de clifford para a equação de dirac (elétron
on-shell).

Como Γµ possui apenas um índice, os três casos possíveis são esse
índice vir no momentum transfer q, ou nas matrizes gamma da ál-
gebra de Clifford ou no símbolo antissimético ε de Levi-Civita. Os
fatores de forma são invariantes de Lorentz, então eles dependem de
produtos escalares de 4-vetores, mas existem apenas dois indepenten-
tes e relevantes na descrião física do problema, p1 e p2. Dessa forma,
as quantias invariantes são p21, p22 e p1 ·p2. Como o elétron é on-shell,
p1 e p2 não são variáveis, já que dão a massa da partícula cujo vértice
de interação estamos considerando. A única opção restante é a depen-
dência em p1 · p2, mas temos liberdade para fazer uma mudança de
variável mais conveniente e expressar isso em função do momentum
do fóton, já que q2 = (p2−p1)

2. Portanto, os fatores de forma podem
ser considerados todos como função do momentum do fóton como
F(q2).

Para simplificar o possível, também se utiliza uma série de iden-
tidades que relacionam, por exemplo, (p1 + p2)µ com γµ e Σµνqν.
Tratam-se de relações tais como a decomposição de Gordon da cor-
rente fermiônica, que será utilizada na próxima seção.

Após as devidas restrições, a forma final de Γ é obtida como

Γ = F1(q
2)γµ + i

qν

2m
σµνF2(q

2)

+ iεµναβ
qν

4m
σαβF3(q

2)

+

(
qµ − q2

2mγ
µ
)

2m
γ5F4(q

2)

(3.61)
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Finalmente, a estrutura da corrente eletromagnética, ainda sem a
carga, é escrita como

Jµ = u(p2)

[
F1(q

2)γµ + iF2(q
2)
Σµν

2m
qν + iF3(q

2)
εµναβΣαβ

4m
qν

+
1

2m

(
qµ −

q2

2m
γµ
)
γ5F4(q

2)

]
u(p1),

(3.62)
com momento transfer, relacionado ao fóton, dado por q ≡ p2 − p1 e
o seguinte spinor de Dirac

u(p1) =

(
ξ1

~σ·~p1
E1+m

ξ2

)
. (3.63)

A corrente eletromagnética, rigorasamente definida, recebe um fator
multiplicativo que é a carga (eQ)29, onde (e) é a carga fundamental e
Q dá o sinal e o número de múltiplos da carga fundamental. Assim,
F1 é o fator de forma relacionado à carga, F2 é relacionado ao mo-
mento anômalo magnético, F3 ao momento de dipolo elétrico e F4(q2)
é chamado fator de forma de Anapole, devido a Yakov Zel’dovich-
1957 [86]. É esperado que, no limite em que (q2 → 0), obtenha-se as
propriedades estáticas da partícula, ou seja, a carga, o dipolo magné-
tico, dipolo elétrico, anapole.

Podemos destacar algumas observações sobre esses fatores de forma.
Primeiramente, mesmo que uma partícula não seja eletricamente car-
regada, é possível ter um momento magnético anômalo e um mo-
mento de dipolo elétrico (F2, F3 6= 0) devido a esse efeito quântico
que se manifesta através dos fatores de forma. O fator de anapole
F4 viola a Paridade (devido γ5) e corresponde a um momento que
não costuma receber destaque na física clássica, diferentemente do
momento magnético e momento de dipolo elétrico.

Na eletrostática, sabemos que uma corrente eletromagnética pode
ser expandida em termos de multipolos elétricos e magnéticos, po-
rém há uma família de multipolos chamada momentos toroidais, que
fazem parte de uma expansão multipolar no caso da eletrodinâmica.
No contexto quânticos, esses momentos toroidais são chamados de
anapoles. Uma extensa apresentação de multipolos toroidais em ele-
trodinâmica e em física do estado sólido é encontrada em [87].

Há também pesquisas [88][89] que tentam formular interação ele-
tromagnética para matéria usual com a matéria escura fria (“cold
dark matter”) através dos anapoles, além dos mais usuais momentos
de dipolo elétrico e magnético. A ideia é associar matéria escura com
léptons massivos de Majorana, pois o único fator de forma permitido
para um férmion de Majorana é o toroidal[90].

29 Aqui Q é maiúscula para não confundir com o momento transfer q, mas, em outras
situações desse trabalho, é possível encontrar q(minúscula) como a carga.
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No limite não relativístico, após acoplamento com o potencial ele-
tromagnético Aµ em ordem O(q2), o termo de anapole F4, no espaço
dos momenta, é expresso por

−
ξ
†
2~σξ1
2m

(
~qq0A0 − (q0)2~A+ ~q2~A− ~q(~q · ~A)

)
= −

ξ
†
2~σiξ1
2m

(
∂νF

νi
)

.
(3.64)

Trata-se de uma interação entre o spin da partícula e o vetor densi-
dade de corrente eletromagnética, tipo (σ · j), que apareceu por moti-
vos quânticos. Uma visualização clássica de anapole é um fio helicoi-
dal tipo solenoide apertado em um anel como um toro, em que o fio
só cria momento magnético dentro do toroide.

Embora não haja muitos textos sobre anapole, os seguintes traba-
lhos podem ser citados por envolver, de alguma forma, conceitos re-
levantes para esta dissertação:[91][92][93] [94][95].

3.6 campo clássico estendido

There is no such
thing in Nature as a

point particle -
E.T.Jaynes

Como já mencionado anteriormente, um grande sucesso da equa-
ção de Dirac foi obter o fator giromagnético, g = 2, para o spin dos
léptons eletricamente carregados. Esse resultado para o elétron já era
esperado pelos estudos em espectroscopia, mas cálculos em eletrodi-
nâmica quântica (QED) indicava maior precisão em acordo com os
experimentos que apontavam um pequeno desvio do valor g = 2.
A equação de Dirac obtinha sucesso a “tree-level”, mas era preciso
considerar correções quânticas a esse valor utilizando os loops nos
gráficos de Feynman.

Na própria equação de Dirac, a adição do chamado termo de inte-
ração de Pauli,

e

4me
aeFµν(x)σ

µνψ(x) (3.65)

com σµν = i
2
[γµ,γν] eFµν = ∂µAν − ∂νAµ, acomoda essa correção

ao valor obtido por Dirac, pois o termo ae, chamado momento mag-
nético anômalo, surge no cálculo do momento magnético da seguinte
forma

g = 2(1+ ae). (3.66)

O termo de Pauli respeita a covariância de Lorentz e a invariância de
gauge, porém constitui um termo chamado operador de dimensão 5,
conhecido por prejudicar a renormalização das teorias. Assim, como
um termo fundamental, esse termo não é esperado na expressão da
lagrangeana, embora ele surja como resultado de loops em QFT.

O cálculo do momento magnético anômalo do elétron é encontrado
nos livros de QFT como um exercício de aplicação das regras de Feyn-
man para um loop de fóton ao vértice eletromagnético da interação
elétron-fóton. Ao invés de reproduzirmos esse cálculo aqui, analisa-
mos a possibilidade de obtenção do mesmo valor sem fazer o uso das
correções quânticas aos gráficos de Feynman da QED.
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Seguindo os passos de [96], analisamos o cálculo do momento mag-
nético dos léptons, que são descritos pela equação de Dirac. Embora
a equação de Dirac já carregue um  h embutido da descrição quântica,
a ideia é não utilizar o campo de Dirac quantizado, mas ao nível clás-
sico (ou semiclássico), e verificar a possibilidade de simulação de um
efeito quântico por uma noção de extencibilidade espacial associada
ao comprimento de Compton associado.

Partindo da lagrangeana de Dirac acoplada30 ao campo eletromag-
nético

L = −
1

4
F2 +

i

2

(
ψγµDµψ−Dµψγ

µψ
)
−mψψ, (3.67)

a variação em relação à matéria e ao campo do fóton (Aµ) fornece

∂αF
αν = qψγνψ (3.68)

iγµ∂µψ− qAµγ
µψ−mψ = 0 (3.69)

iγµDµψ−mψ = 0, (3.70)

ou de forma análoga, no gauge de Lorenz

∂α∂
αAν = qψγνψ (3.71)

iγµ∂µψ− qAµγ
µψ−mψ = 0. (3.72)

O potencial eletromagnético é obtido pela função de Green em

Aν =
q

4π

∫
ψ ′γνψ ′

|~r−~r ′|
d3r ′, (3.73)

chamado potencial clássico retardado. Ele pode ser iterado na própria
equação de Dirac de forma autoconsistente

iγµ∂µψ−
q2

4π

∫
γµψψ ′γµψ

′

|~r−~r ′|
d3r ′ −mψ = 0, (3.74)

com ψ ′ = ψ ′(t− |~r−~r ′|,~r ′) com efeito de retardamento e ψ = ψ(t,~r).
Utilizando a conhecida decomposição de Gordon da equação de

Dirac, a corrente leptônica total, ψγαψ, pode ser expressa da seguinte
maneira

∂µ(
i
4ψ[γ

α,γµ]ψ) + i
2(ψ∂

αψ− ∂αψψ) + (3.75)

−qAαψψ−mψγαψ = 0,

em que a corrente total é decomposta em termos que explicitam dife-
rentes contribuições físicas. Um termo relacionado ao spin da matéria
portadora da carga eletromagnética

[
∂µ(

i
4ψ[γ

α,γµ]ψ)
]
, o chamado

termo convectivo
[
+ i2(ψ∂

αψ)
]
, que está relacionado ao transporte de

30 Aqui tomamos a derivada covariante dada pelo procedimento de acoplamento mí-
nimo, que associa ∂µ → ∂µ + ieq

 h Aµ = Dµ. Obviamente, podemos simplesmente
considerar, para o elétron uma carga q já com sinal e carga elementar embutidos.
 h = 1.



62 os spins 0 e 1/2

cargas e à variação temporal do campo, o termo
[
qAαψψ

]
, que é um

acoplamento direto entre a densidade de partícula do portador e o
campo eletromagnético.

No limite não relativístico, o potencial possui parte espacial dada
por

~A =
q

4π

∫
ψ ′~γψ ′

|~r−~r ′|
d3r ′, (3.76)

sem efeito de retardamento. Ocorre também uma simplificação no
espinor que causa a redução de componentes ψ = (φ†, 0), com de-
pendências do tipo φ ′ = φ ′(~r ′) e φ = φ(~r).

A parte espacial da decomposição de Gordon, α = i, é expressa por

~∇× (φ†~σ2φ) +
i
2(φ

†~∇φ− ~∇φ†φ) −φ†φq~A = mψ~γψ, (3.77)

já que a dependência temporal pode ser fatorada;ψ(~r, t) = ψ(~r)e−iEt.
O termo31 i

2(φ
†~∇φ − ~∇φ†φ) é a parte convectiva puramente espa-

cial, mas pode ser desprezado, pois, no limite de baixas velocidades
ou no referencial de repouso, é pequeno frente aos demais termos.
Sendo assim, após a iteração autoconsistente do potencial, obtém-se
o seguinte

~∇× (φ†
~σ

2
φ) = mψ~γψ+

q2

4π

1

m

∫
mψ ′~γψ ′φ†φ

|~r−~r ′|
d3r ′. (3.78)

A partir dessa expressão, utiliza-se o argumento heurístico de asso-
ciar a distância |~r−~r ′| ao comprimento de onda de Compton em uma
interpretação de campo clássico estendido espacialmente. A ideia ini-
cial é destacar esse comprimento como fixo e característico da partí-
cula já que está presente em vários fenômenos na fronteira entre o
caráter de partícula e onda, então |~r−~r ′| = λ.

É possível encontrar um discussão sobre a convergência dessa ex-
pressão obtida pela iteração do campo eletromagnético na equação de
Dirac em [96]. Após decompor o espinor em componentes quirais es-
querda (L) e direita (R), o autor sugere que as partes de autointeração,
tomando o limite ~r → ~r ′, R-R:(γµRRγµR ≡ 0) e L-L:(γµLLγµL ≡ 0)
são nulas; minimizando o problema das divergências ultravioletas.
Porém, o argumento requer tratar os espinores como campos clássi-
cos comutantes, não como variáveis de Grassmann.

Na representação quiral, ou de Weyl, a equação de Dirac mostra al-
gumas peculiaridades. Em particular, é possível decompor a corrente
de Dirac como uma soma de duas componentes de quiralidades opos-
tas. Quando se toma ψ = ψR + ψL, a própria equação de Dirac se
divide em duas

iγµ∂µR−mL− eqAµγ
µR = 0 (3.79a)

iγµ∂µL−mR− eqAµγ
µL = 0. (3.79b)

31 Esse termo é presente também no caso escalar, pois não depende do spin do porta-
dor.
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Ao se substituir o potencial A acima, tem-se quatro integrais finais,
mas ignoramos as que correspondem a termos RR e LL, que devem
ser irrelevantes frente as RL e LR.

Particularmente, a parte espacial, fatorada do fator de carga, é de-
composta na soma de (−L~γL) e (+R~γR). Assim, as duas quiralida-
des se tornam idênticas no limite não relativístico com densidades
espaciais de momentum opostas, ou seja, −L~γL ≈ +R~γR e também
φ ′†φ ′ ≈ φ†φ. Daí, tem-se a expressão

~∇× (φ†
~σ

2
φ) = mψ~γψ−

q2

4π

1

mλ

∫
mψ~γψφ ′†φ ′d3r ′, (3.80)

que é reduzida para a seguinte forma final após utilizarmos uma
normalização para o pacote de onda

~∇× (φ†
~σ

2
φ) ≈ mψ~γψ

(
1−

α

2π

)
, (3.81)

valendo-se de mλ = 2π e α = q2

4π . Essa expressão relaciona a cor-
rente espacial de spin com a corrente total e pode ser utilizada para
o cálculo do momento magnético da partícula.

A definição clássica do momento magnético é dada por

~µ =
1

2

∫
~r× (qψ~γψ)d3r ′, (3.82)

mas agora já sabemos que a corrente leptônica é dada por

mψ~γψ =
(
1−

α

2π

)−1
~∇×(φ†~σ

2
φ). (3.83)

Então, aplicando na equação do momento magnético

~µ =
q

2m

(
1−

α

2π

)−1
2

∫
φ†

~σ

2
φd3r, (3.84)

mas 1
2~r × [~∇×(φ†~σ2φ)] = φ†~σ2φ a menos de termos de superfície

escritos como derivadas totais que podem ser desprezados dentro da
integral, então

~µ =
q

2m

(
1−

α

2π

)−1
2

∫
φ†

~σ

2
φd3r, (3.85)

em que o termo que está dentro da integral é um elemento de matriz
que representa o spin da partícula leptônica. Dessa forma,

~µ =
q

2m

(
1−

α

2π

)−1
2~s. (3.86)

A constante de estrutura fina, ∼ 1/137 para a escala de energia da
massa do elétron na QED, pode ser pensada em termos pertubati-
vos já que é pequena em relação à unidade. Finalmente, fazemos a
expansão de Taylor que confere o resultado

~µ ≈ ~s
q

2m
2
(
1+

α

2π

)
(3.87)
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em primeira ordem de α
2π , ou seja, segunda ordem em termos de

carga elétrica. Esse resultado foi obtido em 1948 por Schwinger atra-
vés do cálculo pertubativo de loops de correções radiativas ao gráfico
de Feynman que representa o vértice de interação eletromagnética do
elétron com o fóton responsável pelo momento magnético.

(a) Gráfico relacionado ao momento
magnético leptônico a tree-level.

(b) Gráfico relacionado ao momento
magnético corrigido a um loop.
Corresponde ao termo de correção
de Schwinger.

Figura 6: Diagramas de Feynman

É possível ir além e buscar simular o valor do momento magnético
do elétron com mais precisão ainda. Para isso, é necessário considerar
correções de ordem superior na constante de estrutura fina. A inter-
pretação física pode partir de permitir que a distância outrora fixada
com o comprimento de Compton possa variar devido a efeitos de alta
escala de energia. Sendo assim, |~r−~r ′|=λ+ δλ implica em

~µ ≈ ~s
q

2m
2

(
1−

α

2π+mδλ

)−1

. (3.88)

que pode ser expandido em α and δλ. Particularmente, para um δλ =

k αm a expansão em termos de α é dada por

~µ ≈ ~s q2m2
(
1+ 1

2
α
π + 1−k

4

∣∣α
π

∣∣2) , (3.89)

onde o parâmetro k da variação δλ só começa a importar para as
correções de ordens quadráticas em α.

O momento magnético pode ser interpolado mais precisamente
para o elétron quando k ≈ 2.53, para o múon k ≈ −2.11 e para o
tau k≈−10.33; com os léptons em ordem crescente de massa. Essa in-
terpretação dá como resultado que a primeira correção, ao momento
magnético, é devido ao comprimento de Compton associado à partí-
cula e a segunda correção é da ordem do raio clássico da partícula
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leptônica, já que o parâmetro k é aproximadamente da ordem da uni-
dade.

É importante lembrar que, no caso leptônico, as correções elétricas
ao momento magnético são substanciais, pois as outras interações fa-
zem correções de menores ordens de grandeza. No caso de interesse
para o bóson W, a correção elétrica pode não ser assim tão substan-
cial, já que esse bóson possui massa muito mais elevada. A massa
determina a importância das contribuições dos gráficos de correções
a loops que constituem os efeitos de todas interações para o cálculo
do momento magnético anômalo, pois está no denominador do pro-
pagador.

Devido à representação do férmion de Dirac ser a soma direta de
duas representações irredutíveis correspondentes a quiralidades right
e left,

(
1
2 , 0
)
⊕
(
0, 12

)
, pode-se interpretar que, nessa visão de campo

estendido, o elétron é formado pelos elétron-R e elétron-L com a dis-
tância de Compton separando essas duas projeções quirais. Ao se
permitir a adição de uma variação desse comprimento (λ+ δλ), a in-
terpretação é que essas componentes interagem e causam desvios ao
comprimento de Compton.

Assim, credita-se fundamentalidade para as representações irredu-
tíveis

(
1
2 , 0
)

e
(
0, 12

)
, já que elas poderiam ser interpretadas como

formadoras do férmion total de Dirac. A pergunta que parece não ter
resposta clara é de que forma esse comprimento de Compton pode-
ria se manifestar experimentalmente como relacionado às projeções
quirais que formam o elétron. Mesmo que essa não seja uma situação
realista, é interessante refletir sobre o significado da interpretação de
campos clássicos estendidos em relação a campos quânticos pontuais.

Peter Milonni: “In QED the electron is viewed as a point
particle. There is noexperimental evidence of any internal elec-
tron structure. However, quantum fluctuations act in effect to
spread out the point electron. As recalled in the preceding sec-
tion, classical considerations collapse at very small scales of
time and distance. These scales are of order ∆t ∼  h/mc2 and
∆d ∼  h/mc ≡ λc , the electron Compton wavelength divided
by 2π. And λc is much larger than the classical electron radius”:

λ

r0
=

 h/mc

e2/mc2
=

 hc

e2
= α−1 ≈ 1

137





4
O S P I N 1

Partículas bosônicas de spin um foram, em geral, descobertas após
partículas fermiônicas de spin meio, mas, desde então, se mostraram
fundamentais em caracterizar interações físicas. O fóton, por estar
diretamente ligado à luz, apareceu cedo na física com a descrição
do efeito fotoelétrico por Einstein em 1905. Depois de uma lista de
férmions descobertos, somente em 1983 é que surgiram os bósons
W e Z1 no CERN como partículas elementares massivas e de spin
um. Os bósons W são eletricamente carregados e o bóson Z é ele-
tricamente neutro. Enquanto o fóton, que é neutro, é considerado o
portador da interação eletromagnética, os bósons vetorias W e Z são
os da interação fraca. Por possuirem carga elétrica, os bósons W são
mais interessantes que o Z no sentido de permitirem uma diversidade
de transformação de uma partícula em uma outra espécie diferente;
transformam próton em nêutron, por exemplo.

Os bósons fundamentais são os mediadores trocados das intera-
ções fundamentais2. A massa dessas partículas elementares é que
está ligada à distância em que a interação é de considerável impor-
tância; interações de curto ou longo alcance. No caso do fóton, a
interação eletromagnética é de longo alcance já que o fóton não é
massivo, mas a interação fraca é de curto alcance, pois os bósons W
e Z possuem grande massa. Uma possível eletrodinâmica quântica
(QED) com portador massivo, por exemplo, apresenta uma inevitável
blindagem (“screening”) da carga de Maxwell que foi formalizada
por André Swieca [97]. Isso expõe a importância da massa, que influ-
encia na definição de uma quantidade conservada como a carga.

Por possuir carga eletromagnética e spin, os bósons W possuem
naturalmente um momento magnético associado, diferentemente do
bóson Z, que é neutro3. No âmbito de fazer o cálculo do momento
magnético no caso bosônico, utilizando a ideia de associar um com-
primento de Compton nas equações de campo clássico como feito
para os léptons, desenvolvemos, ao longo desse capítulo, o eletro-
magnetismo clássico do bóson W vindo de um contexto de interação
eletrofraca após ocorrido o mecanismo de Higgs e os bósons adqui-
rido massa.

1 José Leite Lopes, do CBPF, fez a predição teórica do bóson Z em 1958.
2 O bóson de Higgs não surge de uma condição de simetria de gauge e não é conside-

rado um mediador de uma interação fundamental.
3 O nêutron também possui um momento magnético natural, mas o motivo é que ele

não é uma partícula elementar. Há, porém,trabalhos sobre um possível momento
magnético anômalo do fóton [98][99][100][101].
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4.1 polarizações

Em mecânica quântica, sabemos que uma partícula massiva de
spin 1, um bóson vetorial, possui três orientações independentes para
o spin; + h,− h, 0. No caso de massa nula, um grau de liberdade é per-
dido pela invariância de gauge, e a partícula possui apenas as duas
helicidades. No caso massivo, existem alguns mésons e os bósons ve-
torias intermediários da interação fraca.

A lagrangeana de Proca para spin 1 é dada em termos do 4-vetor
Vµ, que, como representação finita, está na representação 4−dimensional
(12 , 12) do grupo restrito de Lorentz. Em termos de SO(3), essa repre-
sentação se decompõe4 em (4 = 1⊕ 3); os quatro graus de liberdade
são um do escalar (spin 0) e três do vetor (puro spin 1) de No espaço
de Hilbert, porém, a prescrição de Wigner requer operadores unitá-
rios para descrever partículas, mas, devido a não compacticidade do
grupo de Lorentz, as representações dos campos quânticos são de
dimensão infinita. Partindo da lagrangeana

L = −
1

4
VµνV?

µν +
1

2
m2V2µ, (4.1)

com m 6= 0, as equações de Euler-Lagrange implicam na equação de
movimento (

�+m2
)
Vµ = 0, (4.2)

e na condição subsidiária5

∂µV
µ = 0, (4.3)

que restringe o número de soluções independentes de onda plana a
apenas três, isto é,

Vµ(x) =
∑
i

∫
d3~k

(2π)3
ṽi(~k)ε

i
µ(~k)e

ikx; k2 = m2, (4.4)

para uma base de vetores εµ(k) denominados vetores de polarização.
No referencial de repouso da partícula kµ = (m,~0), a condição

subssidiária ∂µεµ implica que a componente temporal de εµ é nula.
Para um referencial geral kµ = (~k,ω(~k)), tomamos, por exemplo, kµ

na direção z
kµ = (ω, 0, 0,kz), ω2 − k2z = m

2. (4.5)

Distinguimos dois tipos de soluções. As soluções de polarizações
transversais, que são ortogonais tanto a k quanto ~k, e a solução de

4 A decomposição dos graus de liberdade poderia ser pensada também em 4 = 1⊕
1⊕ 1⊕ 1, onde estão presentes quatro escalares. A lagrangeana é quem dita como os
graus de liberdade se decompõe. O interesse aqui é voltado para o spin 1, não para
os escalares.

5 Essa condição reduz um grau de liberdade. Assim. o escalar é retirado e resta o que
interessa para a descrição de uma partícula de spin 1.
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polarização longitudinal, que possui componente espacial ao longo
da direção do vetor tridimensional ~k. As polarizações transversais
são dadas por

ε1µ = (0, 1, 0, 0) (4.6a)

ε2µ = (0, 0, 1, 0), (4.6b)

(4.6c)

já a polarização longitudinal é

εLµ =

(
|~k|

m
, 0, 0,

ω(~k)~k

m|~k|

)
(4.7)

com a normalização no espaço de Minkowski εµ?A ε
Bµ = −δAB. Além

disso, (εLµ)2 = −1 e kµεµL = 0. Lembrando que a noção de polariza-
ção transversão e longitudinal, diferentemente da quiralidade, não é
um conceito invariante de Lorentz.

Esses três vetores de polarização geram a representação irredutível
de dimensão infinita do grupo de Poincaré, pois esses vetores de base
εµ(k) dependem de uma infinidade de possibilidades que kµ, ou pµ,
pode tomar. A integral desses vetores de base com componentes de
fourier ṽi(k) gera o espaço dos campos, representações unitárias de
dimensão infinita do grupo de Poincaré, que satisfazem as equações
de movimento desejada.

Escolhemos uma base de vetores de polarização real, que dá as cha-
madas polarizações lineares, em que o campo Vµ(x) é fixado em uma
única direção, mas uma mudança de base pode fazer com que a dire-
ção gire em torno de um círculo formando as polarizações circulares.
As polarizações circulares envolvem autoestados da helicidade. Para
medir a componente do spin ao longo do momentum ~k, aplica-se uma
rotação ao campo em torno da direção ~k. Como exemplo comum, to-
memos ~k na direção positiva do eixo z. Uma rotação ao longo de ~k é
expressa pela matriz

L νµ =


1 0 0 0

0 cos θ sin θ 0

0 − sin θ cos θ 0

0 0 0 1

 , (4.8)

tal que V ′µ(~k) = L νµ Vν(~k). Um vetor de polarização com helicidade
λ é um autoestado da matriz de rotação com autovalor exp(iλθ). É
fácil perceber que o vetor de polarização longitudinal é invariante
sob essa rotação, ou seja, possui helicidade nula. Os vetores de pola-
rização transversal, agora complexos, são reexpressos em termos das
helicidades λ = ±1 por

εµ(~k;±) =
√
2

2
(0, 1,±i, 0, 0). (4.9)
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onde, usualmente, chamamos (0) ou (L) a polarização longitudinal,
(+) ou (R) a polarização circular direita e (−) ou (L) a polarização
circular esquerda.

Portanto, embora o nome possa sugerir o contrário, o vetor de po-
larização longitudinal está associado à helicidade λ = 0, e os vetores
de polarização transversal estão associados a helicidades λ = ±1. E
os termos direita(R) e esquerda(L) não dizem respeito a quiralidades.

Neste capítulo, para o bóson W em movimento ao longo do eixo z,
consideramos os seguintes vetores de polarização

ε+µ =
1√
2
(0, 1, i, 0) (4.10a)

ε−µ =
1√
2
(0, 1,−i, 0) (4.10b)

εLµ =
1

m
(pz, 0, 0,E), (4.10c)

em que as polarizações transversais são associadas à helicidade h =

±1, e a polarização longitudinal possui helicidade h = 0. No referen-
cial de repouso, que é possível já que é um bóson massivo, a conven-
ção adotada é

ε+µ =
1√
2
(0, 1, i, 0) (4.11a)

ε−µ =
1√
2
(0, 1,−i, 0) (4.11b)

εLµ = (0, 0, 0, 1). (4.11c)

No caso de um bóson de massa nula, em quem→ 0, a lagrangeana
se reduz à de Maxwell do eletromagnetismo

L = −
1

4
FµνF

µν. (4.12)

em que o “field strength” é Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Agora existe a
simetria de gauge, que preserva a lagrangeana pela transformação

Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µα(x) (4.13)

para função α(x) qualquer. Ao fazer a fixação, ou escolha, de um
gauge específico, é possível retirar dois graus de liberdade dos quatro
iniciais de Aµ(x), deixando a partícula não massiva de spin 1 com
apenas dois graus de liberdade físicos.

A polarização longitudinal, de helicidade h = 0, não está presente
na descrição de partículas on-shell (reais) sem massa, mas um fóton
virtual, por exemplo, apresenta também a polarização longitudinal,
pois possui uma massa.

Tanto no caso de bóson massivo quanto no sem massa, a base de ve-
tores de polarização εiµ(p) é dependente do momentum6, que confere

6 Lembrando que pµ =  hkµ relaciona p e k.
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o caráter de uma representação de dimensão infinita. As representa-
ções irredutíveis do grupo de Poincaré são induzidas das representa-
ções irredutíveis do “little” grupo, ou grupo de isotropia, que é um
subgrupo do grupo de Poincaré que possui representações finitas. O
caso massivo possui como grupo de isotropia o grupo de rotações
SO(3), mas partículas sem massa possuem o grupo de isotropia dada
por ISO(2) ou E(2) chamado grupo Euclideano.

4.2 caso livre

Partículas livres massivas de spin 1 são descritas pela lagrangeana
de Proca. Quando não há massa, no caso do fóton, a lagrangeana é
tipo Maxwell. Aqui partimos da lagrangeana (4.1) para o bóson W e
obtemos a equação de movimento pelo princípio variacional usual.

Da mesma forma como obtido para o férmion, buscaremos a de-
composição de Gordon do bóson vetorial livre. Para isso, partimos
da equação de campo que descreve o bóson W, por exemplo, livre de
interação e da equação conjugada complexa correspondente.

∂µW
µν +m2Wν = 0 (4.14a)

∂µW
?µν +m2W?ν = 0 (4.14b)

No intuito de escrevermos uma equação de conservação para a
corrente conservada pela equação de campo, isto é, on-shell, multi-
plicamos a primeira por W?

κν, a segunda por Wκν e manipulamos os
índices para obtermos

W?κν∂µWµν +m
2W?κνWν = 0 (4.15a)

∂µW?
µνW

κν +m2WκνW?
ν = 0. (4.15b)

Subtraindo uma pela outra, temos

m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) +W
?κν∂µWµν − ∂

µW?
µνW

κν = 0,

que pode se reescrita com derivadas totais como

m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) = ∂
µ(W?

µνW
κν −W?κνWµν)

+ ∂µ(W?κν)Wµν −W
?
µν∂

µWκν.
(4.16)

Podemos identificar que um dos termos acima é a corrente global.A
corrente global é obtida subtraindo as equações 4.14 após multiplica-
ção por W?

ν e Wn respectivamente para cancelar o termo de massa.
Utilizando a antissimetria do field strength Wµν = ∂µWν − ∂νWµ,
pode-se chegar em

=⇒ ∂κ(W
?κνWν −W

κνW?
ν) = 0
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que nos dá a corrente global

jκ =W?κνWν −W
κνW?

ν (4.17)

Acertando as dimensões físicas, temos a versão final da corrente ele-
tromagnética global conservada dada por

Jκ = ieq(W?κνWν −W
κνW?

ν). (4.18)

Retornando à expressão 4.16, os termos de derivadas totais podem
ser reescritos através da matriz de spin, que, no caso vetorial, é dada
por

(Σκλ)
µ
ν = i(δµκgλν − gκνδ

µ
λ). (4.19)

Equivalentemente, vale a seguinte expressão

(Σ κµ )
γ
α = i

(
gµαg

κγ − δγµδ
κ
α

)
, (4.20)

que transforma ∂µ(W?
µνW

κν −W?κνWµν) em ∂µ(Wαβ(Σ κµ )
γ
αW

?
γβ).

Assim, temos que

W?κνWν −W
κνW?

ν =
1

m2
[Wµν∂

µ(W?κν) −W?
µν∂

µ(Wκν)]

+
i

m2
∂µ(Wαβ(Σ κµ )

γ
αW

?
γβ).

(4.21)

Portanto, a corrente (real) global escrita no tipo de decomposição de
Gordon é finalmente obtida

Jκ=+
ieq

m2
[Wµν∂

µ(W?κν) −W?
µν∂

µ(Wκν)] −
eq

m2
∂µ(Wαβ(Σ κµ )

γ
α W

?
γβ)

(4.22)
A condição subsidiária é uma consequência retirada da equação de

campo. Para este caso livre, ∂µWµν +m2Wν = 0, aplicamos uma
derivada na equação e utilizamos o argumento de antissimetria de
Wµν. A condição obtida é

∂µWµ = 0. (4.23)

Esta condição restringe o número de soluções independentes de onda
plana.

Anteriormente 4.14, caso multipliquemos a primeira equação de
campo por W?

ν, a segunda por Wν e, dessa vez, somemos, utilizando
a condição subsidiária, obtemos a seguinte expressão relacionada à
densidade de partículas no caso livre

2m2(W?νWν) = −W?
ν∂µ∂

µWν −Wν∂µ∂
µW?ν (4.24)

Como visto, a corrente eletromagnética no caso livre é dada por

Jκ = ieq(W?κνWν −W
κνW?

ν).
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Podemos desenvolver essa expressão através de uma outra maneira.
Para isso, expandimos termos através da regra do produto de deriva-
das

Jκ = ieq [∂κ(W?νWν) − (∂κWν)W
?ν − ∂ν(W?κWν) + (∂νWν)W

?κ − c.c] ,
(4.25)

onde (c.c) significa o complexo conjugado.
Utilizando a condição subsidiária e as seguintes expressões,

∂β(W
α(Σκν) βαW

?
ν) = +i (∂ν(WκW?

ν) − ∂
κ(WνW?

ν)) (4.26a)

∂β(W
?α(Σκν) βαWν) = +i (∂ν(W?κWν) − ∂

κ(W?νWν)) . (4.26b)

Simplificamos a corrente para a seguinte nova forma

Jκ = ieq [Wν(∂κW?
ν) −W

?ν(∂κWν)] + eq∂β(W
α(Σκν) βαW

?
ν)

− eq∂β(W
?α(Σκν) βαWν),

(4.27)

que podemos chamar também de uma decomposição de Gordon para
a corrente eletromagnética do bóson vetorial massivo. A diferença en-
tre a forma 4.66 e a 4.27 é que esta foi obtida pela reescrita da cor-
rente em derivadas totais e aquela partiu diretamente da equação de
campo e de subtrações apropriadas. As duas são on-shell, pois são de-
pendentes da equação de campo. No caso com interação, partindo da
lagrangeana, faremos o caso off-shell, em que a análise é diretamente
através do fóton e não precisa depender das equações de campo da
matéria bosônica.

Se fizermos uma transformada de Fourier dos campos na expressão
acima 4.27, observamos que o primeiro termo, análogo da corrente es-
calar, é da ordem da soma dos momentums (P+ P ′) e que os termos
derivativos, que envolvem spin, são da ordem do chamado momen-
tum “transfer” (P ′ − P), uma espécie de momentum relacionado ao
fóton emitido ou absorvido pelo bóson vetorial.

4.3 caso interagente

Agora, fazemos o acomplamento mínimo da interação eletromag-
nética. A preescrição é utilizar a derivada covariante fazendo a se-
guinte substituição:

Dµ = ∂µ 7−→ ∂µ + ieqAµ.

É necessário lembrar que a carga depende do campo o qual recebe
a atuação. Por exemplo:

DµWκν = ∂µWκν 7−→ ∂µWκν + ieqAµWκν; (4.28a)

DµW?κν = ∂µW?κν 7−→ ∂µW?κν − ieqAµW?κν. (4.28b)

A equação de campo com os fatores dimensionais corretos se torna

DµW
µν + λ−2Wν = 0 (4.29)
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onde
λ =

 h

mc

Em forma expandida, temos que a equação de campo e a conjugada
complexa são

∂µW
µν +

ieq
 h
AµW

µν + λ−2Wν = 0 (4.30a)

∂µW
?µν −

ieq
 h
AµW

?µν + λ−2W?ν = 0. (4.30b)

Analogamente ao caso anterior, multiplicamos a primeira por W?
κν e

a segunda por Wκν. Subtraindo as equações e retornando para uni-
dades naturais, obtemos:

0 = m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) +W
?κν(∂µWµν) − (∂µW?µν)W

κν

+
ieq
 h
Aµ(W?κνWµν +W

?µνWκν).
(4.31)

Novamente, reescrevemos a expressão utilizando as derivadas totais

0 = m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) + ∂
µ(W?κνWµν) − (∂µW?κν)Wµν

−∂µ(W?
µνW

κν) +W?
µν(∂

µWκν) +
2ieq

 h
AµRe[W?κνWµν]

(4.32)
Então, obtemos o seguinte

m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) = ∂
µ(W?

µνW
κν −W?κνWµν)

+∂µ(W?κν)Wµν −W
?
µν∂

µWκν −
2ieq

 h
AµRe [W?κνWµν] .

Valendo-se, novamente, da expressão para o tensor de spin dada por

(Σµκ)
γ
α = i

(
gµαδ

γ
κ − δ

γ
µgκα

)
, (4.33)

Reescrevemos nossa equação da seguinte maneira

m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) =Wµν∂
µ(W?κν) −W?

µν∂
µWκν

+i∂µ(Wαβ(Σµκ)
γ
α W

?
γβ) −

2ieq
 h
AµRe[W?κνWµν]

(4.34)

Ou ainda, em forma mais compacta

m2(W?κνWν −W
κνW?

ν) =WµνD
µ(W?κν)

−W?
µνD

µWκν + i∂µ(Wαβ(Σµκ)
γ
α W

?
γβ)

(4.35)

Em unidades naturais, a equação de campo com acoplamento mí-
nimo é simplesmente

DµW
µν +m2Wν = 0 (4.36)
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A condição subsidiária pode ser retirada para esse caso interagente,
porém agora ela fica dada por

DµW
µ =

ieq

2m2
FµνW

µν, (4.37)

em que se utilizou a seguinte relação de comutação, que expressa o
field strength como produto da falta de comutatividade das derivadas
covariantes

[Dµ ,Dν] = ieqFµν. (4.38)

Assim, obtemos a equação para o campo de Proca, correspondente
ao bóson vetorial massivo, a partir da lagrangeana acoplada mini-
mamente com interação eletromagnética. Porém, se desejarmos que
essa equação realmente descreva uma partícula fundamental como o
bóson W, precisamos verificar o momento magnético através do fa-
tor giromagnético, pois o valor experimental nos beneficia com esse
conhecimento adicional.

4.4 fator giromagnético

Até aqui, a equação de campo que temos para descrever o bóson
vetorial é inapropriada por um importante motivo. O fator giromag-
nético obtido, ao submeter a partícula em um campo eletromagnético
externo, é diferente do valor esperado, g = 2, para partículas elemen-
tares. Sendo assim, não podemos prosseguir com esse erro. Porém,
aqui indicamos como podemos observar esse erro. Para isso, vamos
calcular o fator giromagnético do bóson vetorial W.

Partindo da equação de campo e da condição subsidiária,

DµW
µν +m2Wν = 0

DµW
µ =

ieq

2m2
FµνW

µν.

Ou ainda,

∂µW
µ + ieAµW

µ =
ie

m2
FµνD

µWν,

onde omitimos q, que, para o bóson W, vale (+1) ou (−1) depen-
dendo se é o bóson W+ ou o W−. Nesse caso, podemos também
absorver esse sinal na carga elementar (e) sem problemas.

A fim de calcular o fator giromagnético, consideramos que o campo
eletromagnético acoplado é externo. Sendo assim, tomamos campo
magnético constante e uniforme

F0i = ~Ei = 0 (4.39a)

Fij = −εijk~Bk (4.39b)

∂µFνκ = 0. (4.39c)
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Tomando o gauge temporal com a seguinte escolha

A0 = 0 (4.40a)

~Ai = −
1

2
εijk~xj~Bk, (4.40b)

reescrevemos a condição subsidiária como

∂0W
0 + ∂iW

i + ieAiW
i =

ie

m2
FijD

iWj, (4.41)

ou ainda

∂tW
0 +∇ · ~W − ie~A · ~W =

ie

m2
~B · (∇× ~W) +

e2

m2
~B · (~A× ~W). (4.42)

Os dois termos do lado direito da equação acima são da ordem
de
(
eA
m
p
m

)
e (eAm )2 respectivamente. Consideramos que o campo ex-

terno aplicado produz uma energia bem menor do que a energia da
massa da partícula. Sendo assim, esses termos podem ser despreza-
dos frente a termos de primeira ordem em

(
p
m

)
e
(
eA
m

)
. Portanto, pelo

princípio da correspondência, (∂t = −iE) e (∇ = i~p), e desprezando
esses termos,

W0 =
~p

E
· ~W −

e

E
~A · ~W. (4.43)

Estamos considerando o limite não relativístico, onde(
|~p|

E

)
= |~v|� 1. (4.44)

Assim, substituimos o seguinte E ≈ m,

W0 ≈ ~p

m
· ~W −

e

m
~A · ~W, (4.45)

que mostra a aproximação (W0 → 0) no limite não relativístico.
Partindo da equação de campo, (4.36), temos

0 = (�+m2)Wν − ∂ν(∂µW
µ) + ie(∂µA

µ)Wν + 2ieAµ(∂
µWν)

− ie(∂µAν)Wµ − ieAµ(∂
νWµ) − e2AµA

µWν

− ieAν (∂µW
µ + ieAµW

µ)︸ ︷︷ ︸
DµWµ

.

Utilizando a condição subsidiária e o gauge de Lorenz7 (∂µA
µ), sim-

plificamos para a seguinte equação

0 = (�+m2)Wν − ∂ν(∂µW
µ) + 2ieAµ(∂

µWν) − ie(∂µAν)Wµ

+
e2

m2
AνFµκ∂

µWκ +
e2

m2
AνFµκA

µWκ − ieAµ(∂
νWµ) − e2AµA

µWν.
(4.46)

7 Ludvig Valentin Lorenz (1829− 1891) não deve ser confundido com o alemão Hen-
drik Antoon Lorentz (1853− 1928).
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Novamente, fazemos o limite não relativístico, v � c, em que a
parte vetorial ~W, puro spin um, domina a parte temporal W0. To-
mando a componente ν = i na equação (4.46)

0 = (�+m2) ~Wi + ∂t∂iW
0 + ∂i∂j ~Wj + 2ie~Aj∂j ~Wi − ie ~Wj∂j~Ai

−
e2

m2
Fjk(∂j ~Wk)~Ai +

e2

m2
~AiFjk~Aj ~Wk − ie~Aj∂i ~Wj + e

2~A2 ~Wi.
(4.47)

Agora, partindo dessa última expressão, reescrevemos W0 em fun-
ção de ~W utilizando a (4.45). Além disso, fazemos a seguinte aproxi-
mação não relativística no operador (�+m2)

(�+m2) = −E2 + ~p2 +m2 = −(E+m)(E−m) + ~p2.︸ ︷︷ ︸
−2mEnr+~p2

Com Enr ≡ (E−m) e (E+m) ≈ 2m.
Sendo assim, fazendo as substituições e utilizando novamente as

seguintes correspondências: (∂t = −iE) e (∇ = i~p). Obtemos

(~p2 − 2mEnr) ~Wi + E~pi

(
~p

m
· ~W −

e

m
~A · ~W

)
− ~pi~pj ~Wj

−2e~Aj~pj ~Wj −
ie

2
εjik ~Wj~Bk +

e2

m2
εjkl~Bl(∂j ~Wk)~Ai

−
e2

m2
εjkl~Bl~Ai~Aj ~Wk − ie~Aj∂i ~Wj + e

2~A2 ~Wi = 0

(4.48)

que pode ser reescrito, ao tomar (E ≈ m), na seguinte equação

Enr ~Wi =
1

2m
~p2 ~Wi −

e

2m
~Pi(~A · ~W) −

e

m
~Aj~pj ~Wi

+
e2

2m3
εjkl~Bl(i~pj ~Wk)~Ai −

e2

2m3
εjkl~Bl~Ai~Aj ~Wk

−
i

2

e

2m
εjik~Bk ~Wj −

ie

2m
~Aj(i~pi) ~Wj +

e2

2m
~A2 ~Wi.

(4.49)

Desprezamos os termos quadráticos em campos eletromagnéticos frente
a ordem de grandeza da massa envolvida. No caso do bóson W, da
ordem de Gev.

As seguintes observações são utilizadas, então, para a simplificação
da expressão acima

1. O potencial escolhido satisfaz o gauge de Coulomb ∇ · ~A = 0,
além do gauge temporal. Então, (pjAj = 0)

2. Dois termos, ~pi(~AjWj) e ~Aj~pj ~Wj, de (4.49) se juntam, através
da regra do produto, no termo

−
e

2m
(~pi~Aj) ~Wj = −

ie

4m
εijk~Bk ~Wj
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Após as simplificações, tem-se

Enr ~Wi =
1

2m
(~p− e~A)2 ~Wi +

ie

2m
~Bkεkij ~Wj (4.50)

Os geradores do grupo SU(2) na representação adjunta 8 (s = 1;
(2s + 1 = 3) são também os geradores 3-dimensional de SO(3). Os
elementos de matriz dos geradores nessa representação são dados
então, equivalentemente, por

(Sk)ij = −iεkij . (4.51a)

(Σij)kl = (−i)
(
δikδjl − δilδjk

)
. (4.51b)

Assim, o chamado termo de Pauli, para ~W, é reescrito

+
ie

2m
~Bkεkij ~Wj = −

e

2m
~B · ~Sij ~Wj.

Finalmente, a equação de campo puramente espacial para o spin
um com termo de Pauli fica no formato semelhante à equação de
Schrödinger de uma partícula na presença de campo externo.

Enr ~Wi =
1

2m
(~p− e~A)2 ~Wi −

e

2m
~B~Sij ~Wj. (4.52)

O que se acopla ao campo magnético é o momento magnético, que
pode ser retirado da contribuição de energia potencial, (−~µ · ~B), como

~µ =
e

2m
~S (4.53)

Finalmente, o fator giromagnético do bóson vetorial é dado simples-
mente por

g = 1. (4.54)

Como dito anteriormente, esse valor não está de acordo com o va-
lor experimental e, por isso, já foi declarado como errado. A teoria
conseguiu fazer uma correção nessa valor ao custo de adicionar um
termo de acoplamento não mínimo na equação de campo. À nível de
lagrangeana, porém, é possível ver que o termo surge naturalmente
da teoria eletrofraca, que une o formalismo da interação eletromagné-
tica com o da interação fraca. As contribuições para a eletrodinâmica
vetorial foi motivo para o prêmio Nobel de 1979, em que os laureados
foram Abdus Salam, Steven Weinberg e Sheldon Glashow.

8 A representação fundamental de SU(2) é s = 1/2. No caso de SO(3), a representação
fundamental é também a adjunta. A única outra representação 3-dimensionais de
SO(3) é a trivial.



4.5 lagrangeana 79

4.5 lagrangeana

Sabendo que o fator giromagnético do bóson vetorial W, partícula
elementar, deve ser igual a dois e não a um, partimos da lagrangeana
que já dá o acoplamento não-mínimo, do ponto de vista eletromag-
netico, através do termo que corrige o fator giromagnético. Posteri-
ormente, iremos mostrar a obtenção dessa lagrangeana pela teoria
eletrofraca e calcular o fator giromagnético para constatar que, de
fato, é alterado.

A seguinta lagrangeana

L = −
1

4
FµνF

µν −
1

2
W?
µνW

µν +m2W?W + ieqFµνW
?µWν (4.55)

Sabemos que o field strength é escrito como

Wµν = ∂µWν + ieqAµWν − ∂νWµ − ieqAνWµ. (4.56)

A equação de campo é dada pela variação da lagrangiana em rela-
ção ao campo δW?

DµW
µν +m2Wν + ieqWµF

νµ = 0 (4.57)

A condição subsidiária é obtida aplicando uma derivada covariante
à equação acima, utilizando a antissimetria e o comutador dado por
[Dµ,Dν] = ieqFµν

DνW
ν = −

ieq

m2
Wµ∂νF

νµ (4.58)

Além da equação de campo, podemos buscar a corrente eletromag-
nética associada à equação de Maxwell. Trata-se de utilizar o segundo
teorema de Noether, para simetrias locais. Dessa forma, não precisa-
mos passar pelas equações de campo para obtermos a corrente con-
servada. Isso nos dará uma corrente conservada off-shell. Assim, fa-
zendo a variação δA em relação ao fóton, obteremos a equação de
Maxwell correspondente.

δWµν = ieq(δAµ)Wν − ieq(δAν)Wµ (4.59)

Então, a variação é obtida

δLδA = −
1

2
Fµν(δF

µν) −
1

2
(δW?

µν)W
µν

−
1

2
W?
µν(δW

µν) + ieq(δFµν)W
?µWν

(4.60)

Portanto, pela utilização da integração por partes, valendo-se de
que a lagrangeana está submetida a uma integração na expressão da
ação, e tomando as derivadas totais como termos de superfície, que
vão a zero no infinito já que o próprio campo vai também a zero,

∂µF
µν=Jν=+ieq∂µ(W

?µWν−W?νWµ)+ ieq(W?
µW

µν−W?µνWµ),
(4.61)
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que pode ser colocada na seguinte forma

Jµ = +ieq[W?µνWν−W
µνW?

ν] − ieq∂ν(W
?µWν−W?νWµ). (4.62)

Partindo da expressão acima, a decomposição de Gordon pode ser
calculada analogamente ao caso anterior, utilizando o tensor de spin
na prepresentação vetorial. No primeiro termo, reescreve-se as deri-
vadas utilizando a regra do produto.

ieq(Dµ(W?ν −DνW?µ)Wν − c.c = +ieqDµ(W?νWν) +

− ieqW?νDµWν − ieqD
ν(W?µWν) + ieqW

?µDνWν − c.c ,
(4.63)

onde ´´c.c” significa complexo conjugado da expressão imediatamente
adjacente. Após simplificação e utilização da condição subsidiária, o
primeiro termo fica reexpresso9 por

+ieq(Wν←→D µW?
ν) + eq

[
Dβ(W

α(Σµν) βαW
?
ν) −Dβ(W

?α(Σµν) βαWν)
]

+
e2q2

m2
W?µWκ(∂νF

νκ) +
e2q2

m2
WµW?

κ(∂νF
νκ).

(4.64)
O segundo fica reexpresso por

−eq[∂β(W
?α(Σµν) βαWν − ∂β(W

α(Σµν) βαW
?
ν)]. (4.65)

Finalmente, a decomposição de Gordon para a corrente do bóson
vetorial

Jµ = +ieq(Wν←→D µW?
ν) + 2eq∂β(W

α(Σµν) βαW
?
ν)

−2eq∂β(W
?α(Σµν) βαWν) +

e2q2

m2
W?µWκ(∂νF

νκ)

+
e2q2

m2
WµW?

κ(∂νF
νκ).

(4.66)

Essa decomposição partiu da análise do fóton, isto é, pelo segundo
teorema de Noether, porém utilizamos a condição subsidiária para
obter essa expressão final. Como a condição subsidiária depende das
equações de campo, a corrente eletromagnética realmente off-shell é
a dada pela expressão 4.62, que depende explicitamente do potencial
eletromagnético em notória diferença com o caso fermiônico.

4.6 fator giromagnético corrigido

Devido ao acoplamento eletromagnético não mínimo entre bóson
W e fóton, o fator giromagnético desse bóson vetorial é corrigido para
(g = 2). Aqui mostraremos que, de fato, essa correção é obtida par-
tindo da lagrangeana (4.55) que dá a equação de campo para o bóson
W (4.57). Considerando (q = +1), por exemplo, temos

DµW
µν +m2Wν + ieWµF

νµ = 0

9 A notação de fecha dupla significa um termo convectivo dado pela seguinte prescri-
ção: Wν

←→
D µW?

ν ≡ (WνDµW?
ν −W?νDµWν) .
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Fazemos o processo análogo ao feito para o caso do elétron. Sendo
assim, retiramos a equação subsidiária, que podemos obter de (4.58),
tomando ∂νFνµ. O motivo é que agora consideramos o Fνµ como um
campo de background, externo, constante. Ou seja, desconsideramos
o campo gerado pela própria partícula; a “back reaction”. Assim, a
única contribuição para Fνµ é externa e constante. Isso nos dá a se-
guinte equação subsidiária

DµW
µ = 0. (4.67)

Fazendo as mesmas considerações anteriormente feitas, obtemos no-
vamente a equação (4.45)

W0 ≈ ~p

m
· ~W −

e

m
~A · ~W.

Quanto à equação de campo, obtemos a mesma equação (4.46)
acrescida do termo de acoplamento não mínimo

0 = (�+m2)Wν − ∂ν(∂µW
µ) + 2ieAµ(∂

µWν) − ie(∂µAν)Wµ

+
e2

m2
AνFµκ∂

µWκ +
e2

m2
AνFµκA

µWκ

− ieAµ(∂
νWµ) − e2AµA

µWν + ieFνµWµ.
(4.68)

Olhando a componente ν = i, tem-se toda a expressão do caso ante-
rior mais a correção (−ieεijk~Bj ~Wk). Depois de toda a repetida sim-
plificação do caso anterior, a equação correspondente à (4.50) é

Enr ~Wi =
1

2m
(~p− e~A)2 ~Wi +

ie

2m
~Bkεkij ~Wj +

ie

2m
~Bjεjik ~Wk. (4.69)

Onde os dois últimos termos se somam para formar a seguinte con-
tribuição

−
e

m
~B · ~µij ~Wj.

A forma final da equação tipo Pauli para o spin 1 massivo, carre-
gado e acoplado ao fóton é então a seguinte

Enr ~Wi =
1

2m
(~p− e~A)2 ~Wi −

( e
m

~Sij

)
· ~B ~Wj (4.70)

Assim, fica indicado que o fator giromagnético é corrigido para

g = 2.

O bóson vetorial massivo eletricamente carregado, exemplificado pelo
bóson W, apresenta, a “tree-level”, o valor esperado como partícula
elementar.
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4.7 acoplamento não mínimo da teoria eletrofraca

Para justificar o termo de acoplamento não mínimo, ieqFµνW?µWν,
utilizado na lagrangeana de bóson vetorial massivo e carregado, intro-
duzimos a teoria de Yang-Mills, que descreve a interação eletrofraca
no Modelo Padrão. Dentro desta descrição, o que é acoplamento não
mínimo no ponto de vista puramente eletromagnético surge como
um autêntico acoplamento mínimo para o cenário não abeliano da
teoria de interação eletrofraca, uma teoria de gauge.

Teoria de gauge é descrita por uma ação invariante sob um grupo
contínuo de simetria que depende do espaço-tempo. A simetria de-
pendente do espaço-tempo se chama simetria local. Nesse caso, o
grupo de simetria passa a ser chamado de grupo de gauge. Uma
partícula de gauge é introduzida para garantir que a teoria seja inva-
riante sob a transformação de simetria local. Pela invariância de Lo-
rentz, essa partícula deve ter spin um, portanto chamada de bóson de
gauge. O número de geradores da simetria local define o número de
bósons de gauge associados. As teoria de gauge são renormalizáveis.
Inicialmente, os bósons de gauge não possuem massa, então a inte-
ração que descrevem possui longo alcance. Entretanto, a simetria de
gauge pode pode sofrer uma quebra espontânea de simetria (ou Sime-
tria Oculta) devido ao valor esperado no vácuo do escalar de Higgs.
Isso ocorre quando o estado de mínima energia não respeita a sime-
tria, embora a lagrangiana seja invariante sob essa simetria. Nesse
caso, os bósons vetorias adquirem massa. Dentro do chamado Mo-
delo Padrão, as interações fraca, forte e eletromagnética são descritas
por teorias de gauge renormalizáveis espontaneamente quebradas.

Aqui vamos nos direcionar para a teoria eletrofraca, uma descrição
que une a interação fraca com a eletromagnética.

A partir de duas simetrias, SU(2) e U(1), representando as duas car-
gas respectivamente correspondentes isospin fraco(I3) e hipercarga
fraca (Y), é possível obter a simetria U(1) do eletromagnetismo, fruto
da chamada quebra espontânea de simetria. A relação entre esses car-
gas surgiu de uma expressão fenomenológica proposta por Nishijima
e Nakano em 1953 [102] e , mais tarde, por Gell-Mann em 1956 [103].
Aqui estamos considerando os léptons e não estamos considerando
os quarks, que fazem parte de uma outra simetria independente SU(3)
que representa a interação forte; com os 8 geradores correspondentes
aos glúons.

Q = I3 +
1

2
Y (4.71)

Assim, temos o seguinte:

SU(2)×U(1) −→ U(1)EM (4.72)

O grupo SU(2) tem 3 campos de gauge valorados na álgebra de Lie
dados por: W(+)

µ , W(−)
µ e X(0)

µ . O grupo U(1) tem um único campo
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de gauge Yµ. O produto do campo de gauge pelo gerador associado,
ΦµaGa = Φµ, é chamado campo valorado em uma álgebra de Lie.
E essa combinação é o que aparece na prescrição da derivada covari-
ante, que faz o acoplamento mínimo da matéria com o setor de gauge
na lagrangeana da matéria

Dµ = ∂µ + igΦµaGa, (4.73)

onde Ga é um gerador da simetria, Φµa o campo de gauge associado
e g a constante de acoplamento. Quando o grupo é formado por ge-
radores que comutam entre si, chama-se abeliano. O exemplo físico
mais simples é a QED, que possui simetria U(1) com único gerador
“Q” que dá a carga elétrica e constante de acoplamento |g| = e.

Sendo assim,

Aµ = Aµaσa =

(
A

(3)
µ A

(1)
µ − iA

(2)
µ

A
(1)
µ + iA

(2)
µ −A

(3)
µ

)
(4.74)

Onde redefinimos

W
(+)
µ ≡

A
(1)
µ − iA

(2)
µ√

2

W
(−)
µ ≡

A
(1)
µ + iA

(2)
µ√

2

X
(0)
µ = A

(3)
µ

Com W(+), W(−) e X(0) carregados positivamente, negativamente
e neutro, respectivamente. O fator

√
2 é apenas por notação. Neste

ponto, não podemos identificar o X(0)
µ = A

(3)
µ com o fóton, pois o

fóton deve vir com o gerador de uma interação abeliana; além de
estar associado com uma outra constante de acoplamento.

A lagrangiana eletrofra completa é composta das lagrangianas de:
puro setor gauge, Higgs, matéria leptônica e Yukawa.

LSU(2)×U(1) = Lg +LΦ +Ll +LY (4.75)

A lagrangiana de Yukawa, por exemplo, é que gera as massas dos
férmions após o Higgs adquirir valor esperado não nulo no vácuo.
A lagrangeana de puro gauge descreve as interações dos bósons de
gauge.

Para justificar o surgimento do termo não mínimo que acopla o
fóton com os bóson vetorias W, basta analisarmos a lagrangiana do
setor puramente de gauge.

Lg = −
1

4
FµνaF

µν
a −

1

4
YµνY

µν. (4.76)

Com o seguinte

Fµνa = ∂µAνa − ∂νAµa − gεabcAµabAνc (4.77a)

Yµν = ∂µYν − ∂nuYµ (4.77b)
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Já que adotamos a convenção Fµνa = ∂µAνa−∂νAµa+ ig [Aµ,Aν].
No caso abeliano, as constantes de estrutura f são nulas. No caso
não abeliano quando os geradores estão na representação fundamen-
tal, as constantes de estruturas são os epsilons, o símbolo totalmente
antissimético ε. Além disso, atentamos que esse Fµνa não é o field
strength do fóton. Para evitar confusão, algumas notações o chamam
de Wµνa.

Após substituição adequada, obtemos

Lg = −
1

4
(∂µAν1 − ∂νAµ1)

2 −
1

4
(∂µAν2 − ∂νAµ2)

2

−
1

4
(∂µAν3 − ∂νAµ3)

2 + g(∂µAν1 − ∂νAµ1)A
µ
2A

ν
3

− g(∂µAν2 − ∂νAµ2)A
µ
1A

ν
3 + g(∂µAν3 − ∂νAµ3)A

µ
1A

ν
2

−
g2

4

(
AµaA

µ
aAνbA

ν
b −AµbAνbA

µ
bA

ν
a

)
−
1

4
(∂µYν − ∂νyµ)

2.

(4.78)

E agora fazemos as seguintes substituições

Aµ1 =
W

(+)
µ +W

(−)
µ√

2

Aµ2 = i
W

(+)
µ −W

(−)
µ√

2

A
µ
3 = cos θAµ − sin θZµ

Yµ = sin θAµ + cos θZµ

Onde Aµ e Zµ surgem da matriz de massa diagonalizada na lagrangi-
ana de Higgs após a quebra espontânea de simetria. O Aµ é associado
com autovalor nulo e o Zµ com autovalor não nulo; o que garante que
o fóton não tenha massa e o bóson Z tenha massa. Também definimos
Fµν = (∂µAν − ∂νAµ) como sendo o field strength do fóton. Aqui já
é fácil ver que o sétimo termo acima é que dá origem ao termo de
acoplamento não mínimo que estamos nos referindo.

Por fim, teremos o seguinte após as simplificações

Lg = −
1

4
F2µν −

1

4
Z2µν −

1

2
WµνW

?µν+ig cos θAν(W?
µνW

µ −WµνW
?µ)

− ig cos θFµνWµW?ν − g2 cos2 θWνW?νA2

+
g2

2
cos2 θWµW?νAνA

µ +
g2

2
cos2 θW?

µW
νAνA

µ

+ ig sin θZν(WµνW?µ −W?
µνW

µ) + ig sin θZµνWµW?ν

− g2 sin2 θWνW?νZ2 +
g2

2
sin2 θWµW?νZνZ

µ

+
g2

2
sin2 θW?

µW
νZνZ

µ + 2g2 sin θ cos θWνW?νAµZ
µ

− g2 sin θ cos θWµW?νAµZν − g
2 sin θ cos θWµW?νZµAν,

(4.79)
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onde Fµν = (∂µAν − ∂νAµ), Wµν = (∂µWν − ∂νWµ) e, por último,
Zµν = (∂µZν − ∂νZµ). Para evitar confusão, destacamos que nesse
ponto ambos field strength, Wµν e Zµν são definidos pelas deriva-
das usuais, mas podem se agrupar com os termos necessários para a
definição através de derivadas covariantes.

Se tomarmos −g cos θ = e, teremos que o quinto termo será exata-
mente igual ao fator que adicionamos anteriormente,ieqFµνW?µWν,
na lagrangiana do bóson vetorial W; esse termo é que fez a correção
do fator g. Por fim, lembramos que o ânguloθ em questão é chamado
de ângulo de Weinberg, θW . Em nossa convenção, tan θW =

(
g
2g ′

)
.

É dependente das constantes de acoplamento de SU(2), g, e de U(1),
g ′. Como visto, é o ângulo que, através da quebra espontânea de si-
metria, faz a mudança de base dos bósons Aµ3 e Yµ para o fóton Aµ

e Z bóson. O modelo Padrão não dá o valor desse parâmetro; é um
parâmetro livre da teoria.

4.7.1 A Relação com o Higgs

Para justificar o termo de acoplamento não mínimo, analisamos a a
lagrangiana de puro gauge da teoria eletrofraca. Para inserir o Higgs
no contexto, isto é, indicar as relações entre Higgs, fóton e bósons
vetoriais, vejamos a lagrangiana de Higgs na teoria de Yang-Mills.

LΦ = (DµΦ
†)(DµΦ) − V(Φ†,Φ), (4.80)

que é uma parte da equação (4.75); onde não há nenhum termo ex-
plícito que quebre a simetria de gauge. Um termo de massa para os
bósons vetoriais na lagrangiana quebraria a simetria de gauge. En-
tretanto, devido ao alcance da interação fraca, mediada por esses
bósons, é sabido que os aludidos bósons são massivos. Portanto, a
massa surge a partir do mecanismo que é a quebra espontânea de
simetria, introduzida por um valor esperado no vácuo do escalar de
Higgs, v = 〈φ0〉◦.

Em geral,

Φ =

(
Φ+

Φ0

)
=

(
χ+ iξ

h+ iρ

)
Onde o dubleto de SU(2) possui componentes com isospin (I3 =

+1/2) para Φ+ e (I3 = −1/2) para Φ0. Tomamos Φ+ carregado ele-
tricamente com carga Q = +1 e Φ0 neutro eletricamente, Q = 0,
para não quebrar a simetria de carga do vácuo; a simetria residual
eletromagnética. Pela relação de GellMann-Nishijima (4.71), ambas
componentes possuem mesma hipercarga fraca Y = +1. No chamado
gauge unitário,χ = ξ = ρ = 0, o espectro físico é simplificado: bósons
W+,W− e Z0 adquirem massa e os bósons de Goldstone desapare-
cem.
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O teorema de Goldstone diz que uma teoria com quebra espon-
tânea de simetria global possui bósons escalares não massivos no
espectro físico chamados bósons de gauge. Portanto, os bósons ve-
torias, mediadores da interação fraca, ´´comem”(termo usualmente
utilizado) os bósons de Goldstone e, assim, adquirem massa. Um bó-
son vetorial não massivo possui duas polarizações (Left/Right) de
spin. Um bóson vetorial massivo possui três polarizações, pois ganha
um grau de liberdade a mais, que é a polarização longitudinal. Cada
polarização pode ser pensada como um grau de liberdade indepen-
dente.

Portanto, é dito que três bósons vetoriais não massivos adquirem
massa após comerem três bósons escalares (um para cada), bósons
de Goldstone, que lhe conferem o grau de liberdade longitudinal; já
que uma partícula escalar possui apenas a polarização longitudinal.
O número de bósons de Goldstone, excitações não massivas, que sur-
gem em uma teoria com quebra de simetria é dado pela dimensão do
seguinte Coset

# = dim (G/H) = dim(G) − dim(H) (4.81)

Com o seguinte: G é o grupo de simetria da teoria, H é o grupo de
simetria do vácuo da teoria e considerando simetrias contínuas. Em
geral, H é um subgrupo de G. No caso em que G =SO(n) e H =SO(n
−1), por exemplo, haverá (n−1) bósons de Goldstone. No caso da
quebra de simetria local, diz-se que, no gauge unitário, os bósons
de gauge comem os bósons de Goldstone através do mecanismo de
Higgs. Esses três bósons de Goldstones são, na verdade, parte dos
quatro bósons de Higgs, os Higgses. Devido a simetria de gauge da
teoria fraca, o campo de Higgs, como visto acima, é um dubleto de
duas componentes valoradas nos complexos. Sendo assim, o campo
de Higgs, Φ, é formado por quatro partículas chamadas H+, H−, H0

e h; duas carregadas e duas neutras. As três primeiras é quem dão
as massas de W+,W− e Z0. A partícula realmente chamada de ´´o
Higgs” é a ´´h”, que adquire valor experado no vácuo não nulo. As-
sim, no gauge unitário,

Φ =

(
0

h

)
=

 0

v+
H(x)√
2


Aqui chamamos H de campo de Higgs e v = 〈φ0〉◦.

Assim, temos que

DµΦ = ∂µΦ+ igAµa
σa

2
Φ+ ig ′YµΦ

O potencial é dado por

V(Φ) =
µ2

2
Φ†Φ+

λ

4
(Φ†Φ)2; µ2 < 0, λ > 0, (4.82)
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mas não precisamos analisá-lo se estamos interessados apenas nas
interações do Higgs com os bósons de gauge, pois o potencial é pura-
mente Higgs.

Após substituição das derivadas covariantes na lagrangiana de Higgs,
obtemos

LΦ =
1

2
(∂µH)

2 +
g2v2

2
W?
µW

µ +
v2

2

(
Aµ3 Yµ

)( g2

2 −gg ′

−gg ′ 2g ′2

)(
Aµ3

Yµ

)

+
g2√
2
vHW?

µW
µ+

√
2

4
g2vHAµ3A

µ3 −
√
2gg ′vHAµ3Y

µ +
√
2g ′2vHY2µ

+
g2

4
H2W?

µW
µ +

g2

8
H2Aµ3A

µ
3 −

gg ′

2
H2Aµ3Y

µ +
g ′2

2
H2Y2µ.

(4.83)
A seguinte matriz, chamada matriz de massa é real e simétrica e

possui determinante nulo (
g2

2 −gg ′

−gg ′ 2g ′2

)
. (4.84)

Pelo teorema espectral, pode ser diagonalizada por uma matriz orto-
gonal R

R ≡

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
. (4.85)

Um dos autovalores é nulo, então a diagonalização segue como

(
Aµ3 Yµ

)
Rt

(
0 0

0 g2

2 + 2g ′2

)
R
(
Aµ3 Yµ

)
. (4.86)

Por último, fazemos a seguinte mudança de base

Aµ = cos θAµ3 + sin θYµ (4.87a)

Zµ = − sin θAµ3 + cos θYµ (4.87b)

Ou equivalentemente,

A
µ
3 = cos θAµ − sin θZµZµ = + sin θAµ + cos θZµ. (4.88)

O que nos fornece dois novos campos Aµ, associado com o fóton, e
Zµ, associado com o bóson Z0. A matriz de massa indica que o fóton
possui massa nula e o bóson Z possui massa proporcional à (g

2

2 +

2g ′2). Além disso, convencionamos que
(

tan θ = g
2g ′

)
. Lembrando

que este ângulo é o ângulo de Weinberg.
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Após a substituição completa das especificações acima, obtemos

LΦ =
1

2
(∂µH)

2+
g2v2

2
W?
µW

µ +
v2

2

(
g2

2
+ 2g ′2

)
ZµZµ +

g2√
2
vHW?

µW
µ

+ZµZµH

(√
2

4
g2v sin2 θ+

√
2gg ′v sin θ cos θ+

√
2g ′2v cos2 θ

)

+
g2

4
H2W?

µW
µ+ZµZ

µH2
(
gg ′

2
sin θ cos θ+

g ′2

2
cos2θ+

g2

8
sin2θ

)
;

(4.89)
em que os termos de acoplamento do Higgs com o fóton zeraram. Já
os bósons W e Z adquiriram termo de massa como esperado, através
do Higgs. A massa do bóson Z é ainda maior que a dos W, entre-
tanto as massas estão relacionadas pelo ângulo de Weinberg, ou seja,
através das constantes de acoplamento; essa é uma marca notória
da quebra espontânea de simetria. Os valores das massas detecta-
das experimentalmente são de MZ ∼ 91.19GeV, MW ∼ 80.40 GeV e
MH ∼ 125GeV. Em termos cosmológicos, é esperado que o campo
de Higgs sofra quebra espontânea de simetria em 10−12s após o Big
Bang, na transição de fase eletrofraca. Como é visto atualmente, o
campo de Higgs é não nulo e permeia todo o espaço.

4.8 equações de maxwell - caso bosônico

Partindo da expressão (4.62) já obtida da lagrangeana eletromag-
nética completa com termo não mínimo, temos a corrente de Noether

Jµ = +ieq[W?µνWν −W
µνW?

ν]

−ieq∂ν(W
?µWν −W?νWµ),

que podemos escrevê-la, no gauge de Lorenz, também como

�Aµ = Jµ = −2eqIm [Wν(∂
µW?ν) +W?ν(∂νWµ)] + 2e2q2W?νWνA

µ

−e2q2 [W?µWν +W
µW?

ν]A
ν − ieq∂ν(W

νW?µ −W?νWµ).
(4.90)

Para µ = 0 e A0 ≡ Φ estático10, obteremos a equação eletrostática
correspondente à lei de Gauss.

−∇2Φ− 2e2q2(W?νWν)Φ+ e2q2Aν
(
W?0Wν +W

0W?
ν

)
= −2eqIm

[
Wν(∂

0W?ν) +W?
ν∂
νW0)

]
− ieq∂ν

(
WνW?0 −W?νW0

)
.

(4.91)
Precisamos também fazer aproximações válidas paras as equações de
Maxwell, particularmente a desconsideração da chamada “back rea-
tion”, isto é, não considerar o campo que a própria partícula gera

10 Há dois casos menos restritivos. Quando ∂E
∂t = 0, tem-se a aproximação quasi-

magnetostática. Quando ∂B
∂t = 0, tem-se a aproximação quasi-eletrostática.
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sobre ela própria. Nesse caso, a partícula é considerada livre; des-
crita por equações de campo livre. No caso do spin um, a condição
subsidiária, como visto anteriormente, é dada por

∂νW
ν = 0,

que, pela transformada de Fourier, é equivalente a

~p · ~W + EW0.

No referencial de repouso da partícula, ~p = 0, ocorre de a compo-
nente temporal do bóson vetorial ser nula, W0 = 0. Assim, temos a
seguinte simplificação

−∇2Φ+ 2e2q2( ~W? · ~W)Φ = +2eqIm
(
~W · ~̇W?

)
(4.92)

É necessário observar que, lá no caso livre de interação eletromag-
nética, Aµ = 0, a corrente global para a definição da densidade de
carga está relacionada com derivadas temporarais do campo W11.
Em KG, a densidade de carga está associada com ieq(φ̇?φ−φ?φ̇) =

−2eqIm(φ̇?φ). Da mesma forma, para o bóson vetorial, atentando às
unidades físicas, fazemos as seguintes associações

2eqIm
(
~W · ~̇W?

)
= ρcarga ; (4.93)

ρpartícula =
ρcarga

eq
=
ρmatéria

m
; (4.94)

ρpartícula

m
= 2 ~W? · ~W , (4.95)

em que a densidade de partícula é uma medidade da quantidade
de partículas por elemento de volume, portanto tem dimensão de
M3. A densidade de carga é produto da carga pela densidade de
partículas, já que cada portador de carga contribui com sua carga
indicidual para a densidade total de cargas12.

Feita as considerações anteriores, obtemos a expressão

−∇2Φ+
e2q2

m
ρpartΦ = ρcarga, (4.96)

ou ainda
−∇2Φ+

eq

m
ρcargaΦ = ρcarga, (4.97)

que é exatamente a mesma equação que descreve o potencial eletro-
magnético no caso do campo escalar; onde ~E = −∇Φ.

Ainda com as mesmas aproximações antecedentes, tomamos a com-
ponente µ = i na equação da corrente, lembrando que W0 = 0,

11 Algo que ocorre já em KG para a densidade de carga do campo escalar. Não ocorre
na de Schrödinger por ser não relativística.

12 O caso mais simples aqui tratado é uma única partícula ou um aglomerado de par-
tículas da mesma espécie.
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para obtermos a expressão correspondente à equação fermiônica de
Ampere-Maxwell

−∇2Ai + 2e2q2( ~W? · ~W)Ai − e2q2
(
Wi? ~W · ~A+Wi ~W? · ~A

)
= +2eqIm

[
~W · ∂i ~W? − ~W? ·~∂Wi

]
− ieq∂j

(
WjWi? −Wj?Wi

)
.

(4.98)
No referencial de repouso da partícula, a chamada corrente convec-
tiva espacial, Im

[
~W · ∂i ~W? − ~W? ·~∂Wi

]
, é nula, pois, no espaço de

Fourier, está ligada ao momentum total do bóson vetorial. Já a parte
da corrente relacionada ao spin, ∂j

(
WjWi? −Wj?Wi

)
não é nula,

pois, no espaço de Fourier, está relacionada com o momentum trans-
fer, que é o momentum do fóton associado à radiação eletromagné-
tica gerada pela partícula13. A simplificação que está implícita aqui
é de que a energia do fóton envolvido seja bem pequena para não
considerarmos o recuo que o bóson vetorial sofre para conservar o
momentum linear. Não há a back reation, então o bóson é tido como
livre. Sendo assim, o referencial de repouso da partícula é possível
como uma aproximação sem violar conservação de momentum.

Sendo assim, temos[
−∇2 + 2e2q2( ~W? · ~W)

]
Ai − e2q2

(
W?
iWjAj +WiW

?
jAj

)
= −ieq∂j

(
WjWi? −Wj?Wi

)
.

(4.99)

Em particular, podemos tomar uma polarização específica para o bó-
son W, por exemplo

ε+µ =
1√
2
(0, 1, i, 0).

O termo W?
iWjAj +WiW

?
jAj fica, então, expandido em

W?
+W+(ε

?
+i
ε+j + ε+iε

?
+j
)Aj.

Chamaremos a matriz indicada acima por

Mij = (ε?+iε+j + ε+iε
?
+j
), (4.100)

que é a matriz de polarização.
Quanto ao termo W?

iWi, podemos desenvolvê-lo em

~W? · ~W =W?
+W+ε

?
+i
ε+i =W

?
+W+. (4.101)

Retornando à matriz M, podemos facilmente observar que é uma
matriz idenpotente, já que satisfaz o seguinte

M2 =MijMjk = (ε?+iε+k + ε+iε
?
+k

) =Mik. (4.102)

13 Não existe um regime não relativístico para o fóton, já que ele não possui massa,
então não é possível zerar o momentum dele.
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Além disso, temos que as suas componentes são dadas por

M =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 . (4.103)

Retornando para a expressão que nos dá a componente espacial do
potencial vetor, tomaremos, conforme já explicado, a seguinte expres-
são

2W?
+W+ =

ρparticula

m
(4.104)

no desenvolvimento da equação 4.99[
−∇2 + 2e2q2W?

+W+

]
δijAj − e

2q2
(
W?

+W+MijAj
)

= −ieq∂j
(
WjWi? −W?jWi

)
,

(4.105)

que fica reescrita na seguinte forma[(
−∇2 +

e2q2ρpart

m

)
δij −

e2q2ρpart

2m
Mij

]
Aj

= −ieq∂j
(
WjWi? −W?jWi

)
.

(4.106)

Para retirarmos o potencial Aj dessa expressão, precisamos inverter
a equação utilizando a função de Green, por exemplo.

De forma geral, temos uma expressão para o nosso operador que é
a seguinte

O = αI +βM = α(I +α−1βM). (4.107)

Prosseguimos agora com o processo de inversão do operador:

O−1 = α−1(I +α−1βM)−1, (4.108)

que é expandida em

O−1 = α−1(I −α−1βM+α−2β2M−α−3β3M+ . . .). (4.109)

Após fatoração dos termos em comum,

O−1 = α−1
(
I −α−1β(I −α−1β+α−2β2 − . . .)M

)
,

mas (I −α−1β+α−2β2 − . . .) = (I +α−1β)−1, então temos que

O−1 =
I

α
−

β

α(α+β)
M. (4.110)

Quanto à convergência da sequência, podemos formalizar os cri-
térios para os quais o nosso cálculo seja válido, isto é, garantida a
convergência. O caso que temos aqui é uma série de Neumann, que
pode ser colocada na seguinte forma

|f〉 = (I + λK + λ2K2 + λ3K3 + . . .) |g〉 . (4.111)
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Para um operador K limitado em um espaço vetorial normado V
que14 seja um espaço de Banach, a convergência da série é garantida,
formalmente, se

|λ|‖K‖ < 1. (4.112)

A definição da norma de um operador limitado em um espaço veto-
rial normado é

‖K‖2 ≡ lim sup
|ψ}∈V〉

[
〈Kψ| |Kψ〉
〈ψ| |ψ〉

]
. (4.113)

Retornando para a expressão do potencial vetor que desejamos
calcular, após a inversão do operador, escrevemos Ai explicitamente
dado por

Ai = O−1
(
−ieq∂j

[
W+W

?
+

(
ε+jε

?
+i

− ε?+jε+i

)])
, (4.114)

com o operador inverso O−1 expresso por

O−1 =

 I(
−∇2 + e2q2ρpart

m

) −

(
−
e2q2ρpart
2m

)
M(

−∇2 + e2q2ρpart
m

)(
−∇2 + e2q2ρpart

2m

)
 .

(4.115)
Utilizando frações parciais, é possível reescrever o segundo termo do
operador O−1 da seguinte maneira(

−
e2q2ρpart
2m

)
M(

−∇2 + e2q2ρpart
m

)(
−∇2 + e2q2ρpart

2m

) =

 M(
−∇2 + e2q2ρpart

m

) −
M(

−∇2 + e2q2ρpart
2m

)
 .

(4.116)

Dado um operador diferencial que queremos inverter, podemos re-
alizar a inversão pela gunção de Green. No caso de interesse, lembra-
mos que uma equação do tipo

(∇2 + k2)G(R) = δ(3)(R) (4.117)

tem solução dada por

G(R) = −
1

4π

eik|~r−~r ′|

|~r−~r ′|
, (4.118)

em que (G(R)→ 0) quando (r→∞). No caso que desejamos resolver,
temos algo do tipo

−1

∇2 − ξ2
,

14 É uma condição suficiente, porém não necessária. Espaço de Banach é um espaço ve-
torial normado completo. Um espaço de Hilbert, por exemplo, é sempre de Banach.



4.8 equações de maxwell - caso bosônico 93

em que tomamos (k2 ≡ −ξ2) e fazemos a correspondência

I(
−∇2 + e2q2ρpart

m

) =
−I

(+∇2 − ξ2)
=

−I

(+∇2 + k2)
.

Assim, o potencial eletromagnético é obtido por

Ai =

(
1

4π

∫
e−ξ|~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|
−
M

4π

∫
e−ξ|~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|

+
M

4π

∫
e−

ξ
2 |~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|

)[
∇× ~µ0δ

(3)(~r ′)
]
i

,

(4.119)

em que interpretamos o termo de spin, assim como no caso fermiô-
nico, relacionado a um rotacional por(

−ieq∂j

[
W+W

?
+

(
ε+jε

?
+i

− ε?+jε+i

)])
= (∇× ~µ)i .

Após uma integração parcial em que os termos de superfície são nu-
los, obtemos

Ai =

(
−
1

4π

∫
∇ ′ e

−ξ|~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|
+
M

4π

∫
∇ ′ e

−ξ|~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|
+

−
M

4π

∫
∇ ′ e

−ξ
2 |~r−~r ′|d3~r ′

|~r−~r ′|

)
×
[
~µ0δ

(3)(~r ′)
]
i

.

(4.120)

Executando o cálculo do gradiente e a aplicação do operador sob a
delta de Dirac, a forma final do potencial é expressa pela seguinte
expressão

~A =+
1

4π

[
e−ξ|~r|

(~µ0 ×~r)
r2

+ ξe−ξ|~r|
(~µ0 ×~r)

r

]
−
M

4π

[
e−ξ|~r|

(~µ0 ×~r)
r2

+ ξe−ξ|~r|
(~µ0 ×~r)

r

]
+
M

4π

[
e−

ξ
2 |~r|

(~µ0 ×~r)
r2

+ ξe−
ξ
2 |~r|

(~µ0 ×~r)
r

]
,

(4.121)

onde utilizamos ∇ ′
(

1
|~r−~r ′|

)
= + ~r−~r ′

|~r−~r ′|3
.

Quando ξ é zero, obtemos o potencial calculado no caso fermiô-
nico, que é um campo eletromagnético devido ao spin da partícula
em repouso. No caso geral em que ξ não é zero, constatamos que
o potencial15 gerado pelo bóson não é apenas devido ao spin, mas
também à polarização da partícula.

15 Uma observação de como a aplicação de fortes campos magnéticos influencia no
eletromagnetismo do bóson W é encontrada em[104]. Ocorre um efeito de “anti-
screening” em que se forma um condensado de bóson W que tende a aumentar o
campo.
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Diferentemente do caso fermiônico, em que precisamos analisar a
corrente “on-shell” para vermos o efeito do spin, o caso bosônico já
revela toda sua estrutura na corrente “off-shell”, ou seja, bastando
fazer a variação em relação ao campo do fóton δA. Portanto, despre-
zar a back reaction, nesse caso bosônico, não pode ser simplesmente
anular o campo Aµ, mas tomar a condição subsidiária que vem da
equação de campo livre e requer W0 = 0.

A obtenção da corrente “off-shell” parte de uma análise do fóton,
enquanto a obtenção da corrente “on-shell” requer uma equação de
campo satisfeita para a partícula de interesse. Portanto, a corrente
eletromagnética, que é diretamente relacionada ao fóton, é obtida, de
forma geral, pelo segundo teorema de Noether, ou seja, pela variação
da lagrangeana em relação ao campo Aµ do fóton e é, portanto, “off-
shell”.

4.9 decomposição de gordon e autointeração

Na seção (3.5), a corrente eletromagnética leptônica apresenta o
fator de forma de anapole 3.64 que é bem semelhante a um termo16 da
decomposição de Gordon para a corrente do bóson vetorial carregado
dada pela (4.66) escrita abaixo

Jµ =+ ieq(Wν←→D µW?
ν) + 2eq∂β(W

α(Σµν) βαW
?
ν)

− 2eq∂β(W
?α(Σµν) βαWν) +

e2q2

m2
W?µWκ(∂νF

νκ)

+
e2q2

m2
WµW?

κ(∂νF
νκ).

A aludida corrente fermiônica é assim descrita, com seus fatores de
forma, pela TQC, ou seja, após tomar efeitos relativísticos e quânticos,
enquanto a corrente bosônica descrita acima em decomposição de
Gordon é clássica, já que os campos da lagrangeana não foram quan-
tizados. Isso parece sugerir que, já a nível clássico, diferentemente
do férmion, o bóson melhor destaca a propriedade de um tipo de
“autointeração” da corrente com ela própria, pois a expressão da cor-
rente Jµ contém termos do tipo ∂νFνκ, que dão novamente a própria
corrente Jκ; tipo uma iteração.

4.10 campo clássico estendido

Com a mesma ideia de campo clássico estendido espacialmente
utilizada no caso fermiônico na seção (3.6), podemos buscar um cál-
culo análogo do momento magnético anômalo para o caso bosônico
de interesse, que é o do bóson W.

16 Aos dois últimos termos da expressão seguinte.
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Partindo da corrente eletromagnética off-shell 4.62, podemos escrevê-
la em forma expandida

Jµ = +ieq[W?µνWν −W
µνW?

ν] − ieq∂ν(W
?µWν −W?νWµ)

+2e2q2Aµ(Wν?Wν) − e
2q2Aν [Wµ?Wν +W

µW?
ν] ,
(4.122)

em que, aqui, estamos considerando Wµν = ∂µAν − ∂νAµ, sem o
acoplamento, que já fora explicitado.

Como desejamos buscar correções em ordem quadrática O(e2q2)

no fator giromagnético do bóson W, precisamos fatorar nossa cor-
rente de modo a nos possibilitar obter a correção pertubativa que
buscamos. Tendo isso em mente, definimos a corrente fatorada dada
por J̃µ

Jµ ≡ eqJ̃µ. (4.123)

Na parte espacial da corrente, que está relacionada ao magnetismo, é
onde fazemos a análise do momento magnético e fator giromagnético
da partícula. A equação diferencial que temos de resolver é simples-
mente

−∇2Ai = eqJ̃. (4.124)

Pela função de Green, obtemos o potencial gerado associado à essa
corrente

~A =
eq

4π

∫ ~̃
J(~x ′)d3~x ′

|~r−~r ′|
. (4.125)

Para prosseguirmos com o cálculo, indicamos duas aproximações
que serão adotadas para simplificação do problema, porém o autor
acredita que essas aproximações podem mudar substancialmente o
resultado quantitativo preservando o qualitativo, isto é, a ideia do que
queremos destacar como possíveis conclusões. A primeira aproxima-
ção é considerar a partícula livre de interação; isso significa diminuir
a influência do fóton na participação da caracterização do bóson W,
pois retiramos o efeito de “back reaction”. A segunda aproximação
é o limite não relativístico, em que o termo de corrente convectiva
espacial é desprezível. Dessa forma, utilizamos a condição subsidiá-
ria de partícula livre ∂µWµ = 0, que, juntamente com o limite não
relativístico, nos leva a W0 = 0.

Retornando para a expressão da corrente fatorada J̃, reinserimos
o potencial eletromagnético que calculamos na própria equação da
corrente J̃ em um processo autoconsistente; em similaridade ao caso

fermiônico. Para isso, definimos uma nova corrente ˜̃J como um pe-
daço que envolve a parte convectiva e a de spin

˜̃
J
i

= eq
[
2 Im

[
~W · ∂i ~W? − ~W? ·~∂Wi

]
− i∂j

(
WjWi? −Wj?Wi

)]
.

(4.126)
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Agora, podemos escrever a corrente fatorada total J̃i utilizando o
potencial eletromagnético já calculado. Dessa forma, obtemos

J̃i(~x) =
˜̃
J
i

(~x) +

(
2e2q2

4π

) ∫
J̃i(~x ′)Wν?Wν d

3~x ′

|~r−~r ′|
+

−

(
e2q2

4π

) ∫
J̃ν(~x ′)

[
Wi?Wν +W

iW?
ν

]
d3~x ′

|~r−~r ′|
.

(4.127)

Isolando todos os termos que envolvem a corrente fatorada total, lem-
brando que W0 = 0, poderemos expressar uma corrente em função
de outra, pois deixamos a seguinte expressão já preparada17 para a
fatoração que faremos mais adiante

˜̃
J
i

(~x) = J̃i(~x) −

(
2e2q2

4π

) ∫
J̃i(~x ′)Wj?Wj d

3~x ′

|~r−~r ′|
+

+

(
e2q2

4π

) ∫ J̃j(~x ′) [Wi?Wj +W
iW?

j

]
d3~x ′

|~r−~r ′|
.

(4.128)

Por se tratar de um bóson vetorial massivo, as três polarizações
estão presentes na descrição física da partícula. Podemos escolher
uma polarização particular para avaliarmos o resultado. Tomando a
polarização ε+µ = 1√

2
(0, 1, i, 0), por exemplo, e valendo-se de 4.104,

temos18

˜̃
J
i

(~x) = J̃i(~x) +

(
2e2q2

4π

) ∫
ρpart

2m

(
1

λ

)(
ε?+jε+j

)
J̃i(~x ′) d3~x ′+

−

(
e2q2

4π

) ∫
ρpart

2m

(
1

λ

)(
ε?+iε+j + ε

?
+i
ε?+j

)
J̃j(~x ′)d3~x ′.

(4.129)
Em que fazemos a consideração heurística de uma região estendida
de integração conforme fizéramos no caso fermiônico, onde surge o
comprimento de Compton |~r −~r ′| ≡ λ. De forma similar, também
pode ser escrita na seguinte forma

˜̃
J
i

= J̃i +
e2q2

4π(mλ)

(∫
ρpartJ̃

i(~x ′)d3~x ′ −

∫
ρpart

2
MijJ̃

j(~x ′)d3~x ′
)

.

(4.130)
Já dentro da aludida proposta de aproximações, reavaliamos o con-

teúdo da corrente ˜̃J. Desprezamos a parte convectiva e ficamos apenas
com a parte de spin

˜̃
J
i

= −i∂j
(
WjWi? −Wj?Wi

)
= −i∂j

[
W+W

?
+

(
ε?+iε+j − ε+iε

?
+j

)]
,

(4.131)

17 Até este ponto, os índices são do espaço de Minkowski, mas, após a consideração da
mudança de sinais, índices contra ou covariantes significarão a mesma coisa, pois já
serão índices euclideanos.

18 Aqui não há preocupação com a posição dos índices, pois já são índices euclideanos.
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ou ainda o seguinte

˜̃
J
i

= −
i

2m
∂j

[
ρpart

(
ε?+iε+j − ε+iε

?
+j

)]
. (4.132)

Por se tratar de uma corrente de spin, assim como em 4.120, associa-
mos uma “função” delta δ(3)(~r ′) à densidade de partícula. Tomamos
o spin da partícula na direção z, por exemplo, que dá uma corrente
planar.

Na expressão 4.129, a matriz de polarização se destaca com funda-

mental importância para a contribuição na relação entre a corrente ˜̃J
e J̃, pois é particular do caso bosônico em oposição ao fermiônico. Na
visão pertubativa em que buscamos correções de O(e2q2), dentro das

integrais, a corrente total J̃ pode ser substituída pela parte de spin ˜̃J
pois ambas diferem por termos de O(eq), então fazemos a fatoração
da parte de spin e obtemos a seguinte relação

˜̃
J
i

= J̃i
(
1−

e2q2

16π2

)
, (4.133)

em que a quantidade mλ = 2π é inserida pela relação de Compton.
Ou após inversão e explicitação de termos

J̃i =
1

m

(
1−

e2q2

16π2

)−1 (
−i∂j

[(ρpart
2

)(
ε?+iε+j − ε+iε

?
+j

)])
.

(4.134)
Para o gerador de rotações no setor euclideano, vale(

Σij
)
ab

= −i
(
δiaδjb − δibδja

)
(4.135)

e também (
Σij
)
ab

= εijn(Sn)ab; (4.136a)

(Sn)ab = −i(εnab). (4.136b)

Com isso, podemos reescrever o termo de spin(
−i∂j

[(ρpart
2

)(
ε?+iε+j − ε+iε

?
+j

)])
=∂j

[(ρpart
2

)
ε?+a

(
Σij
)
ab
ε+b

]
.

(4.137)

A corrente ˜̃J fica expressa, então, por um rotacional que envolve a
densidade de partícula e um valor médio da matriz S pelos vetores
de base da polarização escolhida

˜̃
J
i

=
1

m

[
∇×

((
ε?+Sε+

) ρpart
2

)]
i

(4.138)

Para calcularmos o momento magnético, partimos de

~µ =
1

2

∫
~r×

(
eq
~̃
J
)
d3r ′, (4.139)
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e utilizamos o conhecimento sobre como expressar a corrente fato-
rada total em termos de um rotacional que envolve o gerador de
rotação em SO(3). Também sabemos que α = e2q2

4π , então temos

~µ =
eq

2m

(
1−

α

4π

)−1 ∫
~r×∇×

((
ε?+~Sε+

) ρpart
2

)
d3r ′, (4.140)

que pode ser simplificada, a menos de termos de superfície, pelo se-
guinte resultado ~r×

[
∇× (~F)

]
= 2~F. Portanto,

~µ =
eq

2m

(
1+

α

4π

)−1
2

∫ ((
ε?+~Sε+

) ρpart
2

)
d3r ′, (4.141)

em que fazemos a seguinte associação da integral de normalização
que define o vetor de spin a partir da matriz geradora de rotações no
espaço euclideano ∫

ρpart

2

(
ε?+~Sε+

)
d3r ′ = ~s, (4.142)

para obter a expressão final do momento magnético

~µ =
eq

2m
2
(
1−

α

4π

)−1
~s, (4.143)

que é expandida na aproximação em que a constante de estrutura
fina α é pequena

~µ =
eq

2m
2
(
1+

α

4π

)
~s. (4.144)

Um resultado experimental de 1992 [105] fornece o seguinte inter-
valo para os valores possíveis do momento magnético do bóson W:

µ =
(κ+ 1)eq

2m
, −2.4 6 κ 6 3.7.

Os dados mais atuais são de 2001 [106] e indicam uma melhora do
resultado para o fator giromagnético:

µW

(
2M

eq

)
= 2.22+0.20

−0.19.

Conforme dito no capítulo anterior, era esperado que a contribui-
ção eletromagnética a correções de g = 2 para o bóson W não fossem
substanciais, pois outras interações dão contribuições relevantes, di-
ferentemente do caso fermiônico em que a massa do portador é bem
menor comparada a do bóson W. Entretanto, a grandeza da correção
é ainda da ordem esperada de α/π.

Como referência da contribuição de outras interações, no contexto
de gráficos de Feynman, citamos [107]. Há também discussão do mo-
mento anômalo a altas temperaturas em [108], onde se comparam
o caso fermiônico e bosônico. Por fim, a consideração de bósons W
compostos pode ser consultada em [109][110].
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S P I N , C A R G A E M A S S A

Ao analisarmos as equações de Maxwell em uma visão micros-
cópica, passamos pela influência do spin, da polarização, da massa,
além da própria carga, na descrição da interação eletromagnética. Na-
turalmente, surge questionamentos sobre o que cada propriedade re-
almente significa e possíveis relações entre elas. Buscar entender o
conceito de uma propriedade de um objeto nos leva a entender tam-
bém o próprio objeto. Sendo assim, verificamos que o próprio con-
ceito de partícula sofre mudanças desde Leucippus e Democritus até
os dias atuais, em que não existe, ainda, conceito universal e único.

A ideia de partícula estendida espacialmente, em oposição a uma
partícula pontual idealizada de dimensão nula, não é novidade na Fí-
sica, porém foi proposta, em diversas versões distintas, por inúmeras
pessoas. Além de a maioria dos modelos propostos sofrerem de in-
consistências com a relatividade, por exemplo, os fatos experimentais
não aparentam demonstrar uma posição favorável, já que partículas
elementares têm sido submetidas a experimentos que não evidenciam
estrutura alguma até ordens de grandeza bem inferiores ao compri-
mento de Compton associado à partícula. Entretanto, qual a relação
entre possuir estrutura e ser pontual? É razoável que algo com estru-
tura interna possua comprimento, mas algo que não possui estrutura
poderia também apresentar um comprimento associado? Para Wig-
ner [111], a partícula elementar não possui uma estrutura associada.

É notável que o spin, a carga eletromagnética, a massa e as polariza-
ções das partículas possuem influência na caracterização ontológica
da partícula. Dentro da formulação de Wigner para partículas, já se
destaca a marcação das propriedades de partículas, que são relacio-
nadas aos graus de liberdade envolvidos, com distinção entre casos
massivos, não massivos e os diversos valores de helicidade e spin pos-
síveis. Por exemplo, partículas sem massa possuem duas direções de
polarização independentemente do spin, mas uma partícula massiva
de spin s possui (2s+ 1) polarizações. Sendo assim, o estudo funda-
mental de uma propriedade pode nos levar a considerar outras pro-
priedades que estão direta ou indiretamente ligadas à propriedade
inicial.

5.1 teoria quântica de campos e mecânica quântica

Devido uma série de problemas enfrentados pela mecânica quân-
tica relativística, a teoria quântica de campos ganhou relevância como
a consequência da união de relatividade especial e mecânica quân-

99



100 spin, carga e massa

tica, porém, como observou Wigner [112] e Beck [113], embora não
haja conflito conceitual em unir as duas áreas, a união não deve ser
chamada natural.

Descrever uma propagação de equação de onda relativística com os
requisitos gerais esperados da união entre mecânica quântica e relati-
vidade é que gera o conflito com a interpretação, dentro da mecânica
quântica, das soluções. Em suma, são

• Espectro de energia positiva

• Localização da configuração inicial; suporte compacto no es-
paço.

• Propagação com velocidade finita; Hiperbolicidade.
. . . particles were

reduced in status to
mere epiphenomena.

In its essentials, this
point of view has

survived to the
present day, and
forms the central

dogma of quantum
field theory: the

essential reality is a
set of fields, subject

to the rules of
special relativity and
quantum mechanics;
all else is derived as
a consequence of the
quantum dynamics

of these fields -
Weinberg

Diz-se que que há um conflito entre localização espacial, no sentido
de Newton-Wigner 1, e espectro de frequência positiva das soluções
de equação de onda relativística. Dessa forma, a evolução relativís-
tica de equações de onda, em uma interpretação de Schrödinger, é
problemática. A ocorrência de frequências negativas está ligada ao es-
pectro do gerador de translações temporais não ser definido positivo;
o que implica em energia negativa, pois, em mecânica quântica, esse
gerador é o operador energia.

A teoria quântica de campos, embora resolva tecnicamente proble-
mas da mecânica quântica relativística, não é considerada uma teoria
fechada, isto é, concluida, mas um campo aberto que é atual área de
trabalho. Porém, a questão da localização não é finalizada em TQC.
Além da versão mais divulgada chamada “Lagrangian QFT”, inici-
ada com Dirac, encontram-se os termos “Axiomatic QFT” e “Alge-
braic QFT (AQFT)” ou “Local Quantum Physics”, versões que bus-
cam maior fundamentação matemática dos axiomas e da estrutura
da teoria quântica de campos; em que Arthur Wightman [6] e Rudolf
Haag [114] são os fundadores.

Sobre a questão de um operador de posição e localizabilidade em
TQC, escreveu o Eduard Prugovecki[115]:

“The pragmatic attitude toward these fundamental difficulties
has been to simply ignore them by concentrating experimentally
on momentum measurements based on the suitable macroscopic
localization of particles (namely their tracks in bubble chambers,
spark chambers, etc.), and theoretically on the development of
S-matrix techniques. Some of the numerical successes of the re-
normalization program have reinforced the belief in the correct-
ness of this position, despite the fact that some of the pioneers in
that area have warned about fundamental difficulties that have
been left unresolved. In view of the present widespread feeling

1 Versão relativística da localização de Born na MQ.
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that LQFT is the panacea for all ills of relativistic quantum theo-
ries, it is also worthwhile pointing out that the founder of LQFT
(Dirac) has himself repeatedly expressed his dissatisfaction with
LQFT as the ultimate solution to both the physical and mathe-
matical problems inherent in the renormalization program, war-
ning against complacency in accepting its faults . . . Hence these
approaches leave the fundamental question of the meaning of lo-
calizability on the quantum level untouched”. . .

A discussão da busca de operadores de posição covariantes em
influência do spin e da localidade poder ser encontrada, além do tra-
balho de Newton-Wigner, em [116][117]; O primeiro autor, Fleming,
deixa claro isso “these difficulties are intimately related to the spin
of the particle or the intrinsic angular momentum of the closed sys-
tem, as the case may be, since for spinless systems all the position
operators discussed become identical, local, and covariant”.

5.2 partícula e localização

It should be
mentioned that there
need be no
connection between
the number of fields
necessary to describe
a field theory and
the number of
elementary systems
it describes. One can
have one field and
many elementary
systems or many
fields and only one
elementary system -
Wightman

Espera-se que uma partícula, considerada como objeto diretamente
acessível a experimentos, possua a característica de ser localizável.
Macroscopicamente, os objetos do dia a dia possuem, dentro de uma
imprecisão dos instrumentos de medida, uma posição razoavelmente2

definida. Ao buscramos os objetos mais fundamentais em menores
escalas, o conceito teórico de localização fica mais impreciso ou com-
plexo já que fatores diversos o influenciam.

Embora a TQC possa descrever processos relacionados a partícu-
las, não existe uma bijeção entre campos e partículas, isto é, uma
partícula pode ser associada a muitos campos. A noção de partícula é
reservada para o limite assintótico (t −→ ±∞) em que a interação dos
campos é dita desligada. Há a importante discussão[118][119][120] so-
bre quando é possível que uma TQC realmente descreva partículas.

5.2.1 Localização

. . . it is not possible
to assume that an
electron has, at a
particular instant of
time, any position in
space; in other
words, the concept
of position at a given
time is not a
meaningful attribute
of the electron.
Rather, ‘position’ is
an attribute of the
interaction between
the electron and a
suitable detection
device - Haag

Da transição do quântico para o clássico, espera-se que a noção de
localização seja exatamente satisfeita, mas, em nível quântico, a locali-
zação parece aproximada. A noção de partículas tem uma justificativa
operacional devido à localização, registro de “clicks” de partículas
em detectores. Assim, diversas definições em diferentes níveis ma-
temáticos podem ser dadas no âmbito de explicar essa propriedade
importada, a priori, da noção que temos do mundo clássico.

Na visão de definir um operador posição dentre vários possíveis, é
preciso definir os requerimentos esperados que sejam satisfeitos por

2 Há a noção de arbitrariamente localizada, pois a questão é, em escala macroscópica,
refinar a precisão da medida.
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esse operador. A hipótese inicial é que uma partícula possa ser loca-
lizada em um subconjunto B, região, de IR3. Se essa é uma proprie-
dade observável, associa-se um operador autoadjunto E(B) no espaço
de Hilbert que indique se a partícula está fora ou dentro da região;
sendo, portanto, um operador de projeção de autovalores 0 e 1.

Alguns requerimentos são os seguintes:

1. Para todo conjunto de Borel B ⊂ IR3, há um operador de pro-
jeção E(B) que a probabilidade de encontrar a partícula nessa
região seja dada por P = (ψ,E(B),ψ) se o estado que a descreve
é dado por ψ, com ‖ ψ ‖= 1 e probabilidade total de a partícula
está em algum local unitária, (ψ,E(IR3),ψ) = I;

2. Para um mesmo instante de tempo, se o sistema é localizado
em B1 e B2, então é localizado na interseção B1 ∩B2,

E(B1 ∩B2) = E(B1)E(B2) ∀B1,B2;

3. O subespaço de estados localizados em B1 ∪ B2 é associado ao
E(B1 ∪B2):

E(B1 ∪B2) = E(B1) + E(B2) − E(B1 ∩B2) ∀B1,B2.

Caso Bi, i = 1, 2, 3 . . . seja conjuntos disjuntos de Borel, então
vale

E(∪Bi) =
∞∑
i=1

E(Bi);

4. Tome U(~a,R), ~a ∈ IR3, R ∈ SO(3), uma representação unitária
do grupo universal de recobrimento do grupo Euclideano3 no
espaço de Hilbert da partícula. Para qualquer conjunto de Borel
em IR3, o conjunto (RB+ ~a) formado de rotação e translação é
tal que

E(RB+ ~a) = U(~a,R)E(B)U?(~a,R)

.

Caso E(B) satisfaça as condições acima, diz-se então que é uma
medida espectral de um único operador de posição ~q = (q1,q2,q3).
Defini-se, então, uma família espectral Eqi(λ) ≡ E

(
{~x ∈ IR3|xi 6 λ}

)
e operadores autoadjuntos com representação espectral

qi =

∫+∞
−∞ λdEqi(λ), i = 1, 2, 3.

Levando adiante essas considerações, não é possível associar um
operador de posição que não possui componentes comutantes a uma

3 O grupo Euclideano tridimensional é um produto semidireto SO(3)o IR3. O grupo
de recobrimento de E(3) é dado por Ẽ(3) = SU(2)o IR3
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medida espectral em IR3, pois viola o requerimento (2). Sendo as-
sim, vê-se, por exemplo que, na equação de Dirac, um operador de
posição, com componentes não comutantes, que não mistura ener-
gias positivas com negativas4 não satisfaz a noção de localizabilidade
acima.

O valor médio do operador E(B) é relacionado à probabilidade de
encontrar a partícula em B:

(ψ,E(B)ψ) =
∫
B

| ψ(x) |2 d3x.

Nessa noção de localização no espaço tridimensional, para um de-
terminado instante de tempo, uma partícula está localizada em B ape-
nas se a sua função de onda, ψ, zerar quase que totalmente fora de B.
Se, (ψ,E(B)ψ) = 1, a partícula está localizada em B, mas não significa
que a função de onda está localizada em B.

Além dos requisitos acima, um teorema de Wightman [121], New-
ton e Wigner [111] acrescenta mais uma condição que, se satisfeita jun-
tamente com as anteriores, garante que o operador posição requerido
é o de Newton-Wigner. Essa condição extra é a seguinte: Dado opera-
dor posição ~q autoadjunto no espaço de hilbert L2(IR3), Eq(B) deixa
invariante os subespaços de Hilbert de energias negativas e o de ener-
gias positivas, ou seja, atua sem misturar os setores;Eq(B)h± ⊂ h±.
Sendo assim, as cinco condições definem o operador posição como o
obtido na formulação de NW.

Há, porém, argumentos que indicam uma proibição de uma loca-
lização exata para partículas descritas por função de onda com uma
energia de sinal definido. Comentaremos sobre isso um pouco adi-
ante.

É importante lembrar que toda essa noção de localização em espaço
tridimensional para um dado instante poderia ser pensada para o
espaço-tempo requerindo, por exemplo,

U(~a,Λ)E(B)U−1(~a,Λ),

com B um conjunto de Borel e (Λ, ~a) transformação de Poincaré. En-
tretanto, ocorre uma violação 5 do estado de mínima energia e, con-
sequentemente, macula esse conceito de localização.

Existe um famoso resultado, devido a Hegerfeldt, que é dado pelo
teorema seguinte

Theorem 3 (Teorema de Hegerfeldt) Em mecânica quântica relativística,
não existe um estado de 1-partícula satisfazendo a hipótese de que existe um
operador projetivo de localização e que seja localizado em uma região espa-
cial finita V enquanto, ao mesmo tempo, obedeça a condição de localidade
relativística.

4 Operador construido para não sofrer o problema do efeito ZBW.
5 Relacionada a um teorema de George Mackey.
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A primeira formulação do teorema requeria [122][123][124] [125],
de certa forma, invariância translacional, mas depois Hergefeldt re-
formulou o teorema em uma versão menos restritiva [126], que só
requer positividade da energia e que o sistema seja representado no
espaço de Hilbert com um operador de evolução temporal unitário.

A descrição matemática do teorema segue do seguinte: Seja H um
operador autoadjunto limitado inferiormente em um espaço de Hil-
bert H , para um dado ψ0 ∈H , definimos ψt, com t ∈ IR, por

ψt = e
−iHtψ0. (5.1)

Tome um operador positivo A em H , A > 0, e defina pA(t) como

pA(t) = 〈ψt,Aψt〉. (5.2)

Então, ocorre que

pA(t) 6= 0 para quase todo t (5.3)

e o conjunto dos “t” é denso e aberto; ou

pA(t) ≡ 0 ∀t. (5.4)

A importância de requerer um operador de energia H autoadjunto é
que, pelo teorema de Stone (1930) [127][128] e von Neumann (1932)

[129], apenas um operador autoadjunto possui uma bijeção com gu-
pos unitários a 1-parâmetro fortemente contínuo6 necessários para
a dinâmica dos sistemas quânticos. A prova do teorema é baseada
em argumentos de analiticidade do operador de evolução temporal e
pode ser encontrada nos vários artigos do próprio Hegerfeldt.

No âmbito de aplicar o teorema para um operador relacionado à
localização da partícula, prosseguimos com as considerações seguin-
tes.

Supondo possível determinar a probabilidade de encontrar uma
partícula, em um dado instante, dentro de uma região espacial V,
existe um operador autoadjunto N(V) que deve satisfazer

0 6 N(V) 6 1.

A probabilidade de encontrar uma partícula em V, no tempo t, é dada
por

〈ψt,N(V)ψt〉.

Define-se que um estado de partícula está localizado em V, no
tempo t, quando a probabilidade de encontrar a partícula em V é 1.
É dito que a partícula não está em V, no tempo t, se a probabilidade
é nula.

6 Está relacionado com a existência de um gerador infinitesimal que é exponenciado
para permitir a evolução temporal dos estados quânticos.
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Assumimos que, em (t = 0), o sistema de estado puro7 ψ0 está
estritamente localizado na região V0, isto é, 〈ψ0,N(V0)ψ0〉 = 1 ou
ainda

〈ψ0, (1−N(V0))ψ0〉 = 0,

mas (1−N(V0) > 0, então, para aplicar o teorema, pode-se definir o
operador

A ≡ 1−N(V0).

Como consequência,

〈ψt,N(V0)ψt〉 ≡ 1 ∀t (5.5)

ou
〈ψt,N(V0)ψt〉 < 1 para quase todo t. (5.6)

A primeira alternativa significa que a partícula permance em V0 a
todo momento, como um estado ligado em um potencial externo, por
exemplo. Se a partícula está estritamente localizada na região V0 no
tempo t = 0, também deve estar em uma região V que contém V0,
V0 ⊂ V . Sendo as fronteiras de V e de V0 separadas por uma distân-
cia finita, e valendo o limite de velocidade finita de propagação, en-
tão a probabilidade de encontrar a partícula em V também deve ser 1
para tempos suficientementes pequenos (0 6 t 6 ε). Agora, pode-se
aplicar o teorema novamente, mas para a região V com A ≡ 1−N(V),
que indicará o fato de a partícula estar em V para todo tempo t8. To-
mando um limite em que V é cada vez menor, aproximando-se da
região V0, concluimos que: se a partícula está estritamente localizada
na região V0, no tempo t = 0, com limite de velocidade finita de pro-
pagação, então a partícula permanece em V0 em todos os momentos
e, consequentemente, não pode se movimentar para o infinito espa-
cial. Ou ainda, equivalentemente,: Se no tempo t = 0, uma partícula
é estritamente localizada em uma região limitada V0, então, a menos
que ela permaneça em V0 para todo instante de tempo, ela não pode
ser estritamente localizada em uma outra região limitada V, indepen-
dentemente de quão grande seja, para qualquer intervalo de tempo
finito, isto é, a localização da partícula desenvolve uma cauda infinita;
espalhamento sobre todo9 o espaço.

O teorema mostra que uma partícula, ou sistema, estritamente lo-
calizada em uma região limitada irá imediatamente desenvolver uma
cauda infinita, exceto no caso em que a partícula permanece na re-
gião original a todo momento. Como deixamos claro ao discutir a
equação de Schrödinger, esse espalhamento da função de onda não é
problema no caso não relativístico, mas, no caso relativístico, entra em

7 Para misturas, pode-se utilizar a matriz de densidade.
8 A opção de〈ψt,N(V)ψt〉 < 1 implicaria que a partícula não estaria mais estritamente

localizada em V, muito menos em V0, que é subconjunto.
9 Para todo o espaço realmente, é necessária a condição de invariância translacional.
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possível conflito com a causalidade de Einstein, caso exista esse ope-
rador autoadjunto de projeção que consegue localizar estritamente
uma partícula que obedece a mecânica quântica. A generalidade do
teorema está em não requerer a existência de um operador de posição,
mas assumir positividade da energia.The concept of the

position to which
one is led by their

axioms is a
thorowghly

non-covariant one.
A particle localized
here and now has a
small but non zero

probability of being
found ten light years

away one second
later - Wightman

sobre
Newton-Wigner

No trabalho de Newton-Wigner, as funções de onda são estados de
pura energia positiva, então não fechou essa questão de localização
estrita, já que uma localização de uma posição de uma partícula não
faz sentido com o aparecimento de pares de partículas além da pró-
pria considerada. Funções de onda de Newton-Wigner inicialmente
localizadas possuem problema com propagação superluminal da dis-
tribuição de probabilidade [130] em acordo com o teorema de Heger-
feldt. Algo interessante sobre o trabalho de NW é o fato de Wigner
concluir que partículas com spins s > 1 possuem sérias complicações
em relação ao conceito de localizabilidade adotada por eles. Sendo
assim, é possível dizer que o spin está fundamentalmente envolvido
no próprio conceito de partícula.

Embora a generalidade do teorema de Hegerfeldt, no famoso ex-
perimento mental, devido a Fermi, de um sistema formado por dois
átomos, ele apontou uma espúria violação da causalidade de Eins-
tein que ficou conhecida por Paradoxo de Hegerfeldt [122]. Buchholz
e Yngvason [131] apontaram erro na análise de Hegerfeldt em que
a consideração da existência de um operador positivo relacionado à
localização do sistema físico não é certa:

“ Any state of the type considered by Fermi which can actu-
ally be prepared in an experiment necessarily contains besides
the two atoms, other particles, e.g., photons. This inevitable cre-
ation of particles in the process of localizing physical systems
is the basic reason for the absence of locally pure states and the
ensuing uselessness of the concept of transition probability for
the study of local properties. But it is not at variance with the
existence of a maximal propagation speed c”.

Essa ideia de que há a criação de partículas no processo de loca-
lização é que problematiza toda a caracterização de uma partícula
como ente isolado e localizado. Localização estrita requer quantidade
arbitrariamente alta de energia. O comprimento de Compton é que
aparece como o candidato da distância relevante [132] para essa fron-
teira em que o conceito de estrita localização de uma partícula tem
ou não sentido. Isso confere ao comprimento de Compton a caracte-
rística de estar naturalmente associado a importantes propriedades
de uma partícula.

A cerca da relação dos resultados de Hegerfeldt com a visão da
teoria de campos, a seguinte conclusão é inferida[133]

“In a field-theoretic context permanent infinite tails can be
understood intuitively through clouds of virtual particles due
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to renormalization (“dressed states”). It is also conceivable that
whenever one tries to prepare a localized particle or system, one
automatically creates particle-antiparticle pairs outside the desi-
red localization region, and this would have the same effect as
tails”.

Já é bem entendido que qualquer noção de localizabilidade que, as-
sim como Newton-Wigner, assumir o bem razoável postulado de que
o conjunto de estados localizados em uma região espaço-temporal
O é ortogonal aos estados localizados em um região complemental-
mente causal10 O ′ é problematizada como uma localização de partí-
cula [134]. The primary

physical
interpretation of the
theory is given in
terms of local
operations, not in
terms of particles -
Haag

Particularmente, encontra-se um conceito de localização para cam-
pos na formulação algébrica, chamado Localização Modular [135][136]
[137], que é uma noção mais intrínsica do que a construção de um
operador de posição para partículas e vai além da localização tipo
pontual, utilizando uma localização tipo corda11(“string-like”). Há
inúmeras referências do Professor Bert Schroer [138] [139] [140], atu-
almente no CBPF12, sobre o assunto.

5.2.2 Partícula

A particle is simply
a physical system
that has no
continuous degrees
of freedom except for
its total momentum -
Weinberg

A análise do grupo de Poincaré feita por Wigner em 1939[58] é
ainda referência na definição de partícula elementar. De acordo com
Wigner, partículas elementares são descritas por um espaço de Hil-
bert em que o grupo de Poincaré age irredutivelmente. A ideia as-
socia representações irredutíveis unitárias de um grupo de simetria
espaço-temporal aos estados de partículas elementares.

A definição de partícula não possui um caráter universal, e a de
partículas elementares continua um conceito que é muito presente em
toda a física, mas carece de real entendimento em níveis fundamen-
tais. No trabalho de Newton-Wigner, há uma distinção entre sistema
elementar e partícula elementar, em que o sistema é tido como algo
muito mais geral que a partícula.

O sistema elementar é associado a uma falta de estrutura caracte-
rizada pela chamada condição de irreducibilidade; não existência de
uma distinção relativisticamente invariante entre os vários estados do
sistema, isto é, todos estados do sistema podem ser obtidos de qual-
quer estado previamente escolhido. Qualquer transformação leva um
estado do sistema em outro estado também do sistema. Um exemplo
é o átomo de hidrogênio no estado de mínima energia. Dessa forma,
qualquer estado do sistema é obtido de qualquer outro por combina-
ções das seguintes operações:

10 O complemento causal de uma região O no espaço de Minkowski consiste de todos
os pontos que são deparados de O por uma distância tipo “space-like”.

11 Termo que não deve ser confundido com “string” de Teoria de Cordas.
12 Instituição em que o presente autor realiza este trabalho de dissertação.



108 spin, carga e massa

1. transformação de Poincaré em um estado inicial;

2. superposição linear de estados obtidos em (1);

3. tomar limite da sequência de Cauchy de estados obtidos em (1)
e (2).

A partícula elementar, além de satisfazer a condição anterior, não
pode ser considerada como união de outras partículas; o átomo de hi-
drogênio não é, portanto, uma partícula elementar. Porém, esse con-
ceito não é muito útil na prática, pois nem sempre é fácil saber se uma
partícula é ou não constituída por outras; o próton, por exemplo, que
foi tido como partícula elementar.

(a) Lista das partículas elementares de acordo com o Modelo Padrão (Wikipedia).

Figura 7: Partículas elementares

Embora o trabalho de Wigner tenha exaurido as possibilidades de
classificação das representações unitárias irredutíveis do grupo de
Poincaré como relacionadas a partículas elementares, a relatividade
galileana pode ser também utilizada[141] para a associação com par-
tículas, mesmo que com as dificuldades associadas. O ponto central
é a questão da existência de representações irredutíveis de um grupo
de simetria13. Barut[142] destaca o seguinte em relação a isso:

13 Em um cenário completamente clássico (sem espaço de Hilbert), a operação (2) acima
é retirada, já que não há superposição no caso clássico. A condição análoga à atua-
ção irredutível é um requerimento de transitividade: um sistema clássico dotado de
simetria é elementar se o grupo de simetria age transitivamente no espaço de fase. O
grupo de Poincaré tem uma ação transitiva sobre o conjunto de estados S, chamado
espaço homogêneo do grupo de Poincaré, que forma uma variedade de dimensão
finita com estrutura (simplética) de espaço de espaço de fase.



5.3 conservação e superseleção 109

“The concept of an elementary particle is usually used in the
following sense: (1) It is an elementary system, i.e., all states
of the system can be obtained as superpositions of transforms of
any state under Lorentz transformations (for relativistic theory)
or under Galilei transformations (for a nonrelativistic theory),
that is to say, it is described by an irreducible representation of
the Poincaré or Galilei group. (2) It is not useful to attribute
further structure to it”.

Particularmente, há na literatura posicionamentos que põe campos
quânticos como objetos mais fundamentais em detrimento do con-
ceito de partícula; por exemplo, [143] [60]. Ou afirmando explicita-
mente que “particles do not exist” [144]. Considerando partículas
como fundamentais, há também trabalhos[145] sobre os limites da
extensibilidade de partículas elementares.

5.3 conservação e superseleção

A superselection
rule in the broadest
sense for a quantum
mechanical theory
can be defined as
any restriction on
what is observable in
the theory -
Wightman/Strocchi

Uma lei de conservação costuma ser uma característica extrema-
mente imporante de teorias físicas. A existência de constantes de mo-
vimento e geradores de simetria é intimamente relacionada à integra-
bilidade de sistemas dinâmicos, por exemplo. O fato é que simetrias
possuem relação com leis de conservação através do Teorema de No-
ether. Embora seja um teorema clássico que é levado também para
o contexto quântico, a noção de simetria em teorias quânticas tem
substanciais consequências que não estão presentes na teoria clássica.
Por exemplo, operadores que representam transformações em vetores
de estado são eles próprios observáveis enquanto que classicamente
não o são; a transformação de paridade, por exemplo, classicamente
é apenas uma regra de transformação.

Como simples exemplo para destacar que simetrias se manifestam
diferentemente entre teoria clássica e quântica, lembramos o seguinte:
Em um problema tipo Kepler, de força central, que possui invariância
rotacional14, o momentum angular total ~L = ~r×~p é uma constante de
movimento, portanto conservado, e as condições iniciais ~r(0) e ~p(0)

determinam ~L para cada órbita clássica solução do potencial central.
Escolhendo, por simplicidade, o conjunto de órbitas de magnitudes
r(0) e p(0) constantes, mas permitindo todas direções possíveis para
~r(0) e ~p(0), as soluções são órbitas circulares de mesmo raio, mas em
planos de todas direções possíveis. Cada órbita pode ser relacionada a
outra por uma transformação de rotação nas coordenadas. Qualquer
órbita em particular quebra a invariância rotacional do Hamiltoniano,
mas o conjunto total de órbitas restaura a simetria esférica. Classi-
camente, as diferentes soluções em diferentes direções estão relacio-
nadas por uma transformação de simetria, mas, uma vez fixadas as

14 Com um Hamiltoniano invariante rotacional do tipo H = p2/2m+ V(r).
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condições iniciais e o sistema de coordenadas, a órbita é fixa. O caso
quântico análogo é o estado de mínima energia do elétron em um
átomo de hidrogênio. O estado de mínima energia, que possui fun-
ção de onda proporcional a e−r/a0 , possui também a simetria esférica
do Hamiltoniano (devido à realização de simetria de Weyl-Wigner),
e o valor mais provável de r não é zero, mas o raio de Bohr a0. Po-
rém, o número quântico de momento angular orbital dos estados é
l = 0. Isso significa que há um tipo de superposição das soluções de
órbitas clássicas, relacionadas pela simetria de rotação, para obtenção
de uma função de onda correspondente ao estado de mínima energia.
Duas soluções distintas relacionadas por uma simetria se unem para
formar uma solução final. Então, a simetria na teoria quântica ganha
um aspecto marcante em relação à realização na teoria clássica.

Além da lei de conservação, existem as chamadas regras de su-
perseleção15. A motivação em distinguir esses conceitos é justificada
pelo entendimento de diferenças e semelhanças entre spin, carga e a
massa.

Usualmente, um observável B é conservado se comuta com a ha-
miltoniana do sistema

[B,H] = 0, (5.7)

mas uma regra de superseleção é mais restritiva, pois requer que B
comute com todos os observáveis A da teoria

[B,A] = 0, (5.8)

em que B é agora chamado “carga” de superseleção.
Para entender o significado dessas regras, pode-se observar o prin-

cípio da superposição em mecânica quântica no intuito de destacar
que tal princípio, inserido em um contexto físico, está restrito a um
setor de superseleção.

Dadas funções de onda ψ1 and ψ2 de dois estados, o princípio da
superposição permite que uma combinação linear

ψ = αψ1 +βψ2

também seja uma função de onda de um estado quântico. O sen-
tido da superposição em mecânica clássica, para soluções de onda, é
muito intuitivo e claro, mas não o é em mecânica quântica, já que o
valor da função de onda em um ponto não possui um preciso signifi-
cado físico. A própria função de onda é dependente da representação
escolhida.

Em geral, a seguinte superposição

ψ ′ = αψ1 +βψ2 ,φ ∈ IR

15 Uma regra de seleção, diferentemente da superseleção, é apenas uma restrição na
possibilidade de transições entre estados quânticos distintos. As regras de seleção
estão relacionadas com as leis de conservação.



5.3 conservação e superseleção 111

descreve um estado diferente do de ψ. O fato de essa fase relativa em
superposição ser observável é uma característica da mecânica quân-
tica e é chamado uma superposição coerente. Porém, estados quânti-
cos nem sempre podem ser superpostos coerentemente, isto é, a fase
relativa da superposição não é observável. Uma possível superposi-
ção do estado de um bóson com o estado de um férmion foi destacada
por Wigner, Wightman e Wick (WWW) [146] como exemplo onde não
há uma superposição coerente: Seja a superposição dada por estados
de um férmion de spin meio, ψ1, e um bóson de spin zero ψ2

ψ = αψ1 +βψ2, (5.9)

uma rotação de 2π transforma ψ1 → −ψ1 e ψ2 → ψ2, então ψ se
transforma como

ψ ′ = −αψ1 +βψ2. (5.10)

Porém, uma rotação é uma fase global que transforma ψ em ψ ′, en-
tão ambas possuem as mesmas propriedades. Isso significa que todo
observável A não consegue fazer distinção entre os estados, ou seja

(ψ,Aψ) =
(
ψ ′,Aψ ′

)
= |α|2 (ψ1,Aψ1) + |β|2 (ψ2,Aψ2)+

± (α?β (ψ1,Aψ2) +αβ? (ψ2,Aψ1)) ,
(5.11)

que é satisfeita para os dois sinais apenas se vale (ψ1,Aψ2) = 0 para
todos observáveis físicos A16. Para o estado ψ, os observáveis pos-
suem os mesmos valores médios que no estado mistura descrito pelo
operador densidade

ρ = |α|2 |ψ1〉 〈ψ1|+ |β|2 |ψ2〉 〈ψ2| .

A impossibilidade de fazer uma superposição coerentemente é cha-
mada regra de superseleção. A regra de superseleção nos proíbe de
formar um estado puro através da superposição de outros estados
puros. Sendo assim, a presença de regra de superseleção faz que a
superposição ψ não seja um estado puro, mas uma mistura, já que é
estatisticamente equivalente ao estado mistura. Na falta da regra de
superseleção, a superposição ψ não é estatisticamente equivalente ao
estado mistura.

A ideia de regras de superseleção leva naturalmente a uma separa-
ção de subespaços ortogonais no espaço de Hilbert, que descreve um
sistema quântico, em somas diretas17

H = ⊕iHi. (5.12)

Tomando Ai como a restrição do observável A em um setor Hi,

Ai = A |Hi
, (5.13)

16 No caso da regra de seleção,(ψ1,Hψ2) = 0 para um dado Hamiltoniano H.
17 Em geral, o espaço de Hilbert será decomposto não discretamente, mas em um con-

tínuo chamado “direct integral”.
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o operador A pode ser escrito como uma matriz diagonal cujos ele-
mentos pertencem a diferentes setores do espaço de Hilbert total

A =


A1 0 . . .

0
. . . 0 0

0 0 Ai
...

. . .

 , (5.14)

isto é, 〈ψ1|A |ψ2〉 = 0 para todo observável fisicamente realizado A.
Uma superposição coerente só é possível dentro de um único su-

bespaço Hi. Um conjunto de estados que obedece, sem restrição, a
um princípio de superposição é chamado setor de superseleção. É
impossível passar de um setor para outro através de operações locais.
Uma regra de superseleção para a carga elétrica diz que um estado
de carga definida q = −1, por exemplo, não pode se confundir com
um estado de carga q = +1; um elétron é diferente de um próton.

Em suma, o espaço de Hilbert de um sistema é decomposto em
subespaços que pertencem a autovalores distintos de uma “carga”
de superseleção, e cada subespaço é chamado setor. As quantidades
mensuráveis possuem elementos de matriz, entre vetores de estados
que pertencem a setores distintos, nulos. A fase relativa entre os dois
estados de setores distintos não é observável, e a superposição desses
estados é, na verdade, um estado misto, não um estado puro obtido
de uma superposição usual. Com isso, as regras de superseleção res-
tringem o que pode ser ou não observável. Por exemplo, nem todo
operador autoadjunto corresponde a um observável.

Sobre a validade dessas regras, Susskind[147], em 1966, sugere que
seria possível interferência entre estados com diferentes cargas, nêu-
tron e próton, em oposição ao trabalho de (WWW), porém estes auto-
res respondem ([148]) reafirmando a validade da regra de supersele-
ção para a carga. Uma referência na análise dessas regras é também os
trabalhos de Wightman e Strocchi [149] [150]. No estudo de transição
entre mecânica quântica e clássica, a decoerência, conceito introdu-
zido em 1970 por H.Zeh, é considerada uma regra de superseleção
induzida pelo ambiente18.

Assim como a carga elétrica total, em um sistema isolado, o mo-
mentum total e o momentum angular também são quantidades adi-
tivas conservadas19. Entretanto, há uma diferença fundamental entre
essas quantidades. Naturalmente, encontramos estados que represen-
tam uma superposição de estados com diferentes momenta; em par-
ticular, todos sistemas mascroscópicos o são. A fase relativa dessa
superposição de estados dá a posição espacial. Em notória oposição,
não nos é dado um estado que representa superposição, não uma mis-
tura, de estados com diferentes cargas e nem há uma interpretação

18 Einselection é o nome dado por Zurek.
19 Momento angular e linear são relacionados a simetrias do espaço-tempo. A simetria

da carga elétrica é uma simetria global.
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para a fase relativa. A regra de superseleção (“univalence”) que im-
pede a superposição de férmions com bósons está relacionada a uma
simetria de invariância rotacional. A superseleção para carga elétrica
está relacionada à conservação da carga total. O número bariônico
também possui uma regra de superseleção, e o número leptônico é
violado devido a oscilações de neutrinos, que são massivos. Existem
ideias teóricas não comprovadas que permitem a violação tanto do
número leptônico quanto bariônico.

Na relatividade galileana, existe uma regra de superseleção para a
massa total, isto é, uma fase (portanto, representação projetiva) que
surge proibindo a superposição de estados com diferentes massas.
Entretanto, pode-se estender o grupo de simetria (“central extension”)
com criação de um operador de massa M que está no centro20 da
álgebra dos observáveis e é um gerador da álgebra de Lie. Nesse
caso, agora os estados físicos estão em uma representação comum21

do grupo estendido de simetria.
No caso do grupo de Poincaré ou de Lorentz, representações pro-

jetivas podem ser descritas por representações unitárias do grupo de
recobrimento no espaço de Hilbert do sistema. No caso do grupo de
Galileu, representações projetivas não podem ser descritas por repre-
sentações unitárias do grupo de recobrimento, mas por representa-
ções unitárias projetivas do grupo de recobrimento. Nesse sentido, o
grupo de Galileu G é mais complicado que o de Lorentz.

O que se pode fazer é estender o grupo universal de recobrimento
do grupo de Galileu para obtermos verdadeiras representações uni-
tárias. Como estamos interessados no grupo de recobrimento, aplica-
mos o teorema de Bargmann (2), trocando a parte de rotação SO(3)
por SU(2), para (G = SU(2)), relacionando as representações proje-
tivas unitárias do grupo de recobrimento R4 o

(
R3 oG

)
com as re-

presentações unitárias irredutíveis da extensão central H do grupo de
recobrimento de Galileu. As seguintes relações expressam o que se
passa em termos de espaço topológico

G ' G ′
/
N, (5.15a)

G ′ ' H
/
T , (5.15b)

G ' H
/
T
/
N, (5.15c)

H = T × (N×G) , (5.15d)

em que a extensão H é escrita como um produto22 em termos do
subgrupo normal23 T relacionado a translações espaço-temporais e
ao subgrupo (abeliano) central de um parâmetro e do máximo sub-
grupo invariante N de H

/
T . Em particular, G = SU(2) = H

/
T
/
N.

20 O centro de um grupo G é o conjunto de elementos que comutam com todos ele-
mentos de G.

21 Ordinária no sentido de uma verdadeira representação.
22 A nível de grupo, trata-se de um produto semidireto.
23 Também chamado de subgrupo invariante ou subgrupo autoconjugado.



114 spin, carga e massa

Em termos de grupo24, o grupo de Galilei em três dimensões espaci-
ais é dada pelo produto semidireto G(3) = R4 o

(
R3 o SO(3)

)
e seu

recobrimento universal é simplesmente R4 o
(
R3 o SU(2)

)
.

A álgebra estendida fica, portanto, livre de carga central, então a
parte do grupo em torno da identidade possui apenas as represen-
tações ordinárias e não requer regras de superseleção. Para isso, é
necessário considerar essa extensão de grupo.

A relação física entre simetria e regra de superseleção não parece
clara. Um exemplo de como elas se relacionam pode ser visto ao
olharmos as simetrias quebradas. Correntes conservadas derivadas
de uma invariância local de gauge dão origem a regras de superse-
leção se a simetria de gauge não for quebrada[150]. Nas palavras de
Weinberg[10]:

“It may or it may not be possible to prepare physical systems
in arbitrary superpositions of states, but one cannot settle the
question by reference to symmetry principles, because whatever
one thinks the symmetry group of nature may be, there is always
another group whose consequences are identical except for the
absence of superselection rules”.

5.4 o fator giromagnético

Após todas discussões dos capítulos anteriores, podemos fazer al-
gumas conclusões e observações em respeito ao fator giromagnético.

O fator giromagnético g é uma quantidade adimensional que está
presente na física de diversos problemas, desde que exista um sistema
com descrição em termos de carga elétrica q, massa m e momento
angular J. Uma expressão geral pode ser definida por

g =
2mµ

qJ
, (5.16)

em que µ é o momento magnético associado.

• Em electromagnetismo clássico:
Como visto em (2.13), o eletromagnetismo clássico de Maxwell
fornece para um sistema com razão constante entre a carga e a
massa, com uma velocidade comum para a massa e a carga,

µ =
qJ

2m

o valor g = 1 para o fator giromagnético. Naturalmente, é pos-
sível obter correções relativísticas para um dado sistema carre-
gado massivo em que o valor a baixas velocidades seja obtido
através de um limite.

24 Já o grupo de Poincaré é simplesmente dado por R1,3 o SO(1, 3).
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• Em teoria quântica ou teoria de campos:
Requerindo-se o acoplamento mínimo para descrição de inte-
ração eletromagnética de partículas elementares, uma grande
quantidade de trabalhos foram publicados sugerindo que o fa-
tor giromagnético de uma partícula elementar de spin s pudesse
ser generalidado25 a g = 1/s.

O resultado é conhecido por conjectura de Belinfante[151], 1953,e
teve suporte de vários outros trabalhos que confirmavam a con-
jectura [152] [153] [154][155]. Como comentado na seção(2.2),
Lévy-Leblond[20], além de Hagen-Hurley[156], e outros obtive-
ram o mesmo resultado, mas com invariância galileana, apoiando-
se no acoplamento eletromagnético mínimo.

Entretanto, trabalhos da década de sessenta [157] [158] aponta-
ram problemas no acoplamento mínimo eletromagnético para
partículas com spin s± 32 devido a um grande número de graus
de liberdade que surgem com spins mais altos. Algumas equa-
ções de onda relativísticas lineares (Bargmann-Wigner 1948, Duf-
fin– Kemmer–Petiau 1938/1939/1936, Bhabha 1945, Joos-Weinberg
1964) buscavam uma descrição de outros spins já que a equação
de Dirac é apenas para spin meio. Tratam-se de equações de
forma matemática similar à de Dirac em que a álgebra das ma-
trizes γ é generalizada para outros spins.

Steven Weinberg [159], em 1970, fez a conjectura de que, na ver-
dade, partículas elementares eletricamente carregadas possuem
g = 2 independentemente do spin. Baseou-se em em análise de
matriz-S em limites de altas energias26, renormalizabilidade e a
chamada “Gerasimov-Drell-Hearn Sum Rule”(GDH) com espa-
lhamento de Compton. A derivação de GDH requer conceitos
fundamentais [160] que estão bem presentes na QFT:

– Invariância de Lorentz

– Invariância de gauge

– Analiticidade

– Causalidade

– Unitariedade

– Simetria “Crossing”

– Invariância rotacional.

Weinberg conjecturou, baseado em seus cálculos, que acopla-
mentos não mínimos poderiam ser relevantes para o cálculo
correto do fator giromagnético g:

25 No caso do formalismo de Bargmann-Wigner com o acoplamento eletromagnético
mínimo, um espinor com o mínimo número de componentes (2(2s+ 1)) possui fator
giromagnético g = 1/s.

26 Amplitudes de espalhamento com bom comportamento a altas energias.
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“As far as I know, the electrodynamics of charged par-
ticles of unit spin is unrenormalizable for any value of g.
However, even if we can’t calculate them, higher order elec-
tromagnetic (and weak) effects on photon-intermediate bo-
sons scattering amplitudes ought to be small, so if these am-
plitudes behave well at infinity, we must again have g ∼ 2

”.

Pelos importantes princípios, especialmente em QFT, envolvi-
dos na derivação de Weinberg, ele destacou que descobrir o
valor experimental do fator giromagnético de um bóson inter-
mediário, como o bóson W, seria muito útil para confirmar
quais princípios realmente determinam ou não as proprieda-
des eletromagnéticas das partículas elementares. O resultado
foi que o bóson foi descoberto experimentalmente somente em
1983, mas o valor indicava que Weinberg estava certo, já que
gW = 2.22± 0.20.

Um outro trabalho de Weinberg-Jackiw[161] indicava que a con-
tribuição do bóson W para o cálculo do momento magnético
anômalo do múon só é finita com gW = 2.The choice g = 2 for

the bare magnetic
moment is a

necessary (but
insufficient!)
condition of

unitarity and
renormazability in

QED - Khriplovich

Bem depois, em 1992, um trabalho de Ferrara-Porrati-Telegdi[162]
generalizou o mesmo resultado de Weinberg a partir de formu-
lação lagrangeana, não puramente em termos de matriz-S, mas
definitivamente desligado do requerimento de acoplamento mí-
nimo. O requerimento essencial era de: “Any theory of massive
particles interacting with photons must possess a smooth M → 0

fixed-charge limit”. O trabalho conclui que, para o Modelo-Padrão,
o gW do bóson W vem de acoplamento não mínimo da teoria
de gauge, e que o limite de unitariedade para a descrição de
interação entre partículas de spin arbitrário e o fóton deve ser
de energias muito mais altas que as massas das partículas en-
volvidas, E � M/e. Embora o interessante resultado, os auto-
res citam que possíveis problemas de propagações não causais
podem estar presentes mesmo na formulação lagrangeana, em-
bora não tivessem interesse em elaborar mais sobre a questão.

Assim, no capítulo (4), o aparecimento do acoplamento eletro-
magnético não mínimo na descrição da interação com bóson W
fica justificado, mais uma vez, como natural no sentido de for-
necer o valor esperado, a “tree level”, do fator giromagnético
em acordo com os resultados experimentais.

É uma visão geral a de que altos valores para o fator giromag-
nético é uma característica de partículas compostas; o pŕoton
tem gp ∼ 5.5 e é formado de quarks. No caso dos hádrons, a
QCD tem grande relevância para obtenção teórica do valor me-
dido. No caso dos léptons, a contribuição da QED já é a mais
relevante.
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• Na gravitação:
As soluções das equações de Einstein-Maxwell[163] são relevan-
tes para a obtenção da configurações do campo gravitacional
e eletromagnético de um corpo eletricamente carregado em ro-
tação. É importante buscar as soluções em um regime estaci-
onário, com simetria axial27; soluções assintoticamente planas
(Λ = 0), fora de efeitos gravitavionais fortes. Assim, podem ser
definidos, independentemente do tempo, os valores dos parâ-
metros que descrevem o sistema: a massa m, a carga q e o mo-
mento angular J. Diferentemente do eletromagnetismo clássico,
o campo gravitacional, além do eletromagnético, é relevante.

Buracos negros podem ser formados a partir de colapso de estre-
las muito massivas em rotação. O fenômeno pode ser bastante
complicado, mas a conjectura “no-hair” diz que, independente-
mente de como o buraco negro foi formado, soluções de buraco
negro das equações de Einstein-Maxwell são completamente ca-
racterizadas por apenas três28 parâmetros (assintóticos) clássi-
cos observados externamente ao horizonte de eventos: massa
total, carga elétrica e momento angular.

Sucintamente, em relação a presença de carga elétrica e mo-
mento angular, os buracos negros são chamados

J = 0 J 6= 0

q = 0 Schwarzschild Kerr

q 6= 0 Reissner-Nordström Kerr-Newman

Soluções tipo Kerr-Newman são soluções tipo Kerr carregadas
e são as relevantes aqui para a questão do momento magnético;
buraco negro carregado em rotação.

Interessantemente, a solução de Kerr-Newman é caracterizada
por um fator giromagnético que é o dobro do valor encontrado
no eletromagnetismo clássico para um objeto pontual que rota-
ciona e possui uma razão constante entre a massa e a carga, ou
seja

J

µ
=
m

q
; g = 2, (5.17)

que é então resultado idêntico ao obtido pela equação de Dirac
para o elétron.

Por causa disso, formalmente, uma figura clássica para o spin
do elétron seria[164] um disco de Kerr-Newman com momento
angular J = 1

2
 h e diâmetro d =

 h
m , que é o comprimento de

Compton associado.

27 Em inglês, o termo é “axisymmetric”.
28 A existência física de monopolo magnético deve aumentar esse número para quatro.
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Na verdade, como já mencionado, o valor g = 2 é o valor uni-
versal para partículas elementares massivas carregadas eletrica-
mente.

Um trabalho de Jayme Tiomno-Wald-Cohen[165] sobre uma casca
massiva uniformemente carregada em rotação obtém o valor
g = 1 quando o raio da casca é grande comparado ao raio de
Schwarzschild, mas ocorre o limite g→ 2 quando a casca tende
ao próprio raio de Schwarzschild associado, que cresce com o
aumento da massa.

Embora a relatividade geral tenha obtido esse valor, em teoria
de cordas, Susskind[166] destaca que, embora seja possível ob-
ter g = 2 em um tipo29 de teoria de cordas, o valor não é uni-
versal ou preferencial, pois é possível obter outros valores de
acordo com as considerações tomadas nas teorias de cordas.

Se a coincidência do valor g = 2 ser obtido tanto em relatividade
geral quanto em teoria quântica é, de fato, apenas uma coincidência,
não existe ainda uma resposta certa. Porém, o comum resultado vem
de sistemas aparentemente bem distintos; buracos negros e partículas
elementares. Caso não seja mera especulação, pode haver uma conver-
gência entre a teoria quântica e a gravitação que é centralizada nessa
importante quantidade adimensional chamada momento magnético.

29 “Heterotic string theory”.
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Ao consideramos as fontes eletromagnéticas em um caráter mi-
croscópico, em oposição ao macroscópico tido como usual do eletro-
magnetismo clássico, as equações de Maxwell mostram efeitos adici-
onais além dos referentes à carga elétrica. Naturalmente, uma partí-
cula carregada com spin possui um momento magnético associado,
isso implica em um campo magnético devido ao spin; embora esse
efeito costume ser desprezado frente aos campos eletromagnéticos
externos em que uma partícula é usualmente submetida. Entretanto,
ao consideramos apenas uma dada partícula elementar eletricamente
carregada, a interação com o fóton, que é concebido em consequência
da radiação eletromagnética gerada pela partícula carregada, é rele-
vante não apenas em termos de carga, mas também o spin começa a
evidenciar participação na interação.

No caso fermiônico do elétron, por exemplo, o spin e a densidade
de partículas se acoplam ao campo Aµ do fóton, mas é necessário
recorrer à uma análise on-shell (uma consulta às equações de campo)
para perceber esses efeitos. O termo de corrente convectiva pode ser
ignorado no limite não relativístico, já que a partícula é massiva.

No caso de uma partícula bosônica escalar, spin zero, carregada e
massiva, o spin não pode estar presente, mas a densidade de partí-
cula também é utilizada para o acoplamento. Diferentemente do caso
fermiônico, não é preciso fazer a análise on-shell para perceber isso;
basta fazer a variação da lagrangeana em relação ao campo associado
ao fóton. O termo convectivo pode ser novamente desprezado.

Já no caso do bóson vetorial, spin um, carregado e massivo, bóson
W como único conhecido, tanto o spin quanto a densidade de par-
tículas parecem influenciar o acoplamento, mas, adicionalmente, as
polarizações também contribuem, pois surge uma matriz de polariza-
ção que, ao contrário da densidade de partícula que é uma quantia
escalar, possui índices nos campos Wµ. A matriz de polarização pode
ser considerada um termo mais geral que a densidade de partículas,
já que está é o traço daquela. Novamente, não há a necessidade da
consideração on-shell e o termo convectivo pode ser desprezado.

Em qualquer um dos casos citados, a massa sempre surge no deno-
minador da corrente eletromagnética, caso consideremos a expressão
on-shell. O limite em que a massa da partícula em questão é tomado
a zero, m→ 0, não é um limite razoável nessa formulação de campos
de gauge pontuais dados por uma lagrangeana.

A mecânica quântica relativística iniciou a busca por fornecer a es-
perada característica de partículas localizáveis, mas os princípios bá-
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sicos de positividade de energia (ou condição espectral relativística),
causalidade e localização compacta mostraram haver um conflito que
não permitia uma teoria consistente que descrevesse uma partícula
por sua função de onda. A questão da localização foi levada para a
teoria quântica de campos, mas não em termos de partículas e sim de
campos. Entretanto, pode-se dizer que a teoria quântica de campos
sofre em fornecer uma interpretação de partículas quando há inte-
ração entre os campos; o conceito de partícula é restrito aos limites
assintóticos t → ±∞ (no caso não massivo, há complicações adicio-
nais).

Embora o trabalho de Wigner tenha completamente classificado os
estados de partículas em uma teoria quântica (espaço de Hilbert) com
transformações de Poincaré, de uma teoria livre, nem todos os tipos
de partículas possíveis parecem se realizarem na Natureza. De acordo
com a classificação de massa e spin (ou helicidade), há uma tricoto-
mia em: m > 0, m = 0 com helicidade finita, m = 0 com helicidade
infinita. Particularmente, a terceira categoria, estados com massa nula
e helicidade infinita, não recebe amparo algum da teoria de campos
pontuais de gauge no sentido de cumprir a localizabilidade. Na for-
mulação algébrica da teoria quântica de campos (AQFT), essa terceira
categoria recebe uma localização (modular) causal, porém em uma re-
gião não compacta. Assim, o preço da localização é uma formulação
de campos não pontuais, mas tipo corda semi-infinita.

Ao longo do desenvolvimento desta dissertação, ficou destacada
a constante presença do comprimento de Compton λ associado a
uma partícula. No cálculo do momento magnético com a utilização
da ideia de um campo clássico estendido, o fator giromagnético anô-
malo dos léptons, considerado o valor experimental de maior preci-
são entre todas as Ciências naturais, é exatamente obtido em primeira
ordem na constante de estrutura fina α. No caso bosônico vetorial W,
em que o valor experimental tem uma maior incerteza na medida, o
cálculo teórico baseado na aludida extensibilidade obteve uma me-
nor contribuição em relação ao valor esperado, embora em acordo
com a ordem de α/π. A correção calculada foi inteiramente baseada
na interação eletromagnética do portador da carga com o fóton, então
não há motivos para que esse procedimento dê conta das contribui-
ções devido a outras interações. Certamente, o bóson W, por possuir
uma grande massa, permite que as contribuições de interação fraca
sejam substanciais comparadas ao caso leptônico, em que o termo do-
minante é o termo eletromagnético de Schwinger, e as outras intera-
ções desenpenham menor relevância para o cálculo do fator anômalo.
Deve-se lembrar também de que o cálculo desconsiderou o efeito in-
tegral da “back-reaction” e considerou um regime não relativístico;
simplificações justificadas, mas não inócuas. Certamente, uma carac-
terização mais realista, em que se permite uma associação corrigida
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por λ+ δλ à extensão do campo, possui chances maiores de amenizar
as simplificações tomadas.

O elétron, como exemplo de partícula elementar, já foi testado a
distâncias de 10−18m e não demonstrou ser composto por alguma
outra substrutura. Entretanto, a relação entre possuir estrutura e ser
pontual não é totalmente clara. Parece óbvio que algo realmente pon-
tual não possa ser composto de algo menor1, mas uma partícula, no
sentido quântico, elementar poderia possuir um comprimento espa-
cial diretamente mensurável e não ser composta, ou seja, realmente
elementar. É claro, até mesmo em mecânica clássica, que uma estru-
tura contínua pode parecer pontual em relação ao comprimento de
teste (poder de resolução) que está associado à mediação.

O tamanho de partículas é determinado pela maneira a qual a par-
tícula responde aos experimentos de espalhamento, então os resulta-
dos dependem do poder de resolução envolvido. Certamente, a Física
não fechou ainda a questão do tamanho das partículas elementares;
seja para os férmions ou para os bósons. Quanto à gravitação, existe
uma escala fundamental em gravitação quântica[167] que é pensada
como menor comprimento físico realizável na Natureza, o compri-
mento de Plank ∼ 10−35m. Contudo, não há ainda uma teoria de
gravidade quântica destituída de sérios problemas fundamentais.

Em relação ao comprimento de Compton, por exemplo do elétron
λe ∼ 10−12m, aparenta ser um comprimento natural, devido sua ubi-
quidade, que associa uma partícula a características esperadas satis-
feitas por ela, conforme comentado ao longo dessa dissertação. Nesse
ponto, a localizabilidade nos fornece o comprimento de Compton
com um certo caráter especial, pois menores distâncias podem en-
volver pares de partículas e antipartículas mudando, portanto, a na-
tureza do sistema elementar inicial.

Na teoria quântica de campos, os valores dos fatores giromagnéti-
cos anômalos são calculados através de correções de flutuações quân-
ticas relativísticas chamadas correções radiativas. A utilização da ideia
de campo estendido para obtenção do fator anômalo tem como ob-
jetivo nos questionar se é possível, de certa forma, simular efeitos
quânticos através dessa prescrição de extensibilidade e assim ganhar
algum significado para o que realmente é uma quantização, algo rea-
lizado através de inúmeros métodos, mas que carece de lídima inter-
pretação física.

No âmbito de prosseguir com as questões aqui indagadas, seria, de-
certo, assaz esclarecedor compreender melhor as atribuições do spin,
da carga e da massa e, consequentemente, as suas relações inseridas
no contexto de uma Física mais fundamental, isto é, além do que
conquistamos até o presente momento.

1 No máximo por algo do mesmo tamanho, mas aí a semântica da palavra “composto”
não parece ser bem definida.
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A P Ê N D I C E

a.1 correntes eletromagnéticas

Na tabela a seguir, segue um resumo da corrente eletromagnética1

e a decomposição de gordon para o spin 0 (bóson escalar), spin 1/2
(férmion) e spin 1 (bóson vetorial). Em particular, considera-se o bó-
son vetorial já com o termo de acoplamento não mínimo vindo do
cenário de teoria eletrofraca para corrigir o fator giromagnético.

spin 0 1/2 1

J̃µ i
1

[
φ?←→∂ µφ

]
− 2eq

1 (φ?φ)Aµ ψ̄γαψ

i(W?µνWν −W
µνW?

ν)

− i∂ν(W
?µWν−W?νWµ)

+ 2eqAµ(Wν?Wν)

− eqAν [Wµ?Wν+W
µW?

ν]

Gordon −−−

i

2m

(
ψ̄∂αψ− (∂αψ̄)ψ

)
+
1

m
∂µ
(
ψ̄Σαµψ

)
−
q

m
ψ̄ψAα

i(Wν←→D µW?
ν)

+ 2∂β(W
α(Σµν) βαW

?
ν)

− 2∂β(W
?α(Σµν) βαWν)

+
eq

m2
W?µWκ(∂νF

νκ)

+
eq

m2
WµW?

κ(∂νF
νκ).

Tabela 3: Correntes Eletromagnéticas

Na tabela, a corrente fatorada J̃µ vem da lagrangeana correspon-
dente acoplada ao fóton e é calculada em termos do segundo teorema
de Noether (“improper conservations”), portanto é uma corrente off-
shell. Os termos em Gordon significam que cada corrente foi colocada
na forma de decomposição de Gordon, em que se utiliza a informação
das equações de campo com o primeiro teorema de Noether. Trata-se
de uma versão on-shell da corrente. Não há a necessidade de uma
forma de Gordon para o campo escalar, já que o termo convectivo
aparece naturalmente já na corrente off-shell, e não há termo de spin,
obviamente.

Pode-se perceber que a massa sempre aparece ao utilizarmos as
correntes em forma de Gordon. Particularmente, a corrente de Schrö-

1 Na verdade, estamos fatorando o termo (eq) de carga, então, rigorosamente, a cor-
rente fatorada (a corrente a menos de um fator (eq) ) pode ser chamada de J̃. Por
exemplo, no caso de spin 1/2, a corrente eletromagnética correta é (eq)ψ̄γαψ
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dinger se assemelha à corrente do campo escalar, mas a menos da
massa.

No caso de Schrödinger, o vetor densidade de corrente, associado
com a densidade de probabilidade, é dado por

~j =
 h

2mi
(Ψ?∇Ψ−Ψ∇Ψ?) −

eq

m
~A|Ψ|2, (A.1)

com ρ = |Ψ|2. A generalização de Schrödinger para o caso relativístico
implica em considerar

jµ =
i h

2m

[
φ?←→∂ µφ

]
−
eq

m
(φ?φ)Aµ, (A.2)

que se reduz, na componente espacial, ao vetor densidade de corrente
de Schrödinger, mas a definição de ρ se altera devido a derivadas
temporais, permitindo toda a problematização de interpretar ρ como
densidade de probabilidade, já que a expressão permite ρ negativos.
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