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para aplicações  em Carbono-terapia 

 
 

 
Adrian Lozano Sánchez Orientador: 

Sérgio J. Barbosa Duarte 

 
 

 
Rio de Janeiro, 2017 



i  
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Resumo 

 
No presente trabalho de mestrado estudamos o espalhamento de á tomos atrav és de 

uma abordagem cl ássica. Introduzimos os principais conceitos e equa ç ões  da teoria do 

espalhamento por potencial. Usamos o potencial de Lennard-Jones para descrever a in- 

tera ç ã o  at ômica e propusemos como seria modificada a intera ç ão quando consideramos 

a ioniza ç ão entre os á tomos. Resultados numéricos de fun ç ões  de deflexão e se ç õ e s  de 

choque s ão  apresentados, os quais ser ão ú teis na elabora ç ão de trabalhos que dar ão con- 

tinuidade aos nossos estudos. Uma proposta tentativa para o mecanismo de ioniza ç ão é 

formulada meramente para estabelecer a metodologia de c álculo de se ç õ e s  de choque para 

diferentes estados de carga. Esta proposta permite incorporar caracter´ısticas atômicas, 

como energias de ioniza ç ão e polarizabilidade para a determinaç ão dos valores limites do 

parâmetro de impacto em diferentes graus de ioniza ç ão do carbono. A s e ç ã o  de choque 

´ıon-átomo em diferentes estados de carga é imprescind´ıvel para o estudo da difus ão do 

feixe em diversos meios gasosos da c âmara de “striping” de um acelerador linear. Nosso 

estudo n ã o  é conclusivo, entretanto deixamos indicadas as v árias etapas a serem seguidas 

na continuidade do presente trabalho. 

 

 

 

Palavras-chave: Se ç ão  de choque, ionizaç ão atômica, carbono-terapia. 
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Abstract 

 
In the present master’s work we study the scattering of atoms using a classical ap- 

proach. We introduce the main concepts and equations of scattering theory by potential. 

The Lennard-Jones’s potential is used to describe atomic interaction and we have propo- 

sed how the interaction could be modified when ionization between atoms are considered. 

Numerical results for the deflection functions and cross sections are presented, which will 

be useful in the elaboration of works that will give continuity to our studies. A tentative 

proposal for the ionization mechanism is formulated merely to establish the numerical 

methodology for calculating cross sections for different states of charge. This proposal 

allows incorporating atomic characteristics, such as ionization energies and polarizability, 

to determine the limit values of the impact parameter in different degrees of carbon ioni- 

zation. The ion-atom cross section in different states of charge is essential for the study 

of the diffusion of the beam in various gaseous media of the striping chamber of a linear 

accelerator. Our study is not conclusive; however we indicate the several steps to be 

followed in the continuity of present work. 

 

 

 

Keywords: Cross section, atomic ionization, carbon-therapy. 
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4.1 Resultados para as fun ç õ e s  de deflexão ................................................................. 36 
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3.1 Polarizabilidade atômica e i ônica (α/4πε0 em 10−30 m3). ..................................... 33 
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literatura. ................................................................................................................... 39 
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Caṕıtulo 1 

Introdução 

Atualmente uma das doenças responsáveis por milhares de mortes no mundo é o câncer, 

representando cerca de 12% da causa mortis no planeta, ou seja, uma a cada seis mortes é 

causada pelo c âncer [1]. Mais de 14 milh ões de pessoas desenvolvem a doen ça a cada ano 

e a pro je ç ão indica que esse número i r á  atingir 22 milh ões em 2030 [2]. Segundo dados 

da OMS (Organiza ç ão Mundial da Saúde), o número de mortes no Brasil causadas pelo 

c âncer aumentou 31% desde o ano 2000 e alcançou a marca de 223 mil pessoas ao final 

de 2015 [2, 3]. O Inca (Instituto Nacional do Câncer) estima que para o bi ênio 2016-2017 

surgir ão mais 600 mil novos casos [4, 5, 6]. 

Atrav és de estudos e pesquisas estimuladas pelo desafio em desenvolver melhores me- 

canismos de tratamento desta doença, a f´ısica se destaca em descobrir e aprimorar teorias, 

t écnicas e equipamentos, contribuindo com a comunidade m édica na melhoria da quali- 

dade de vida de pacientes acometidos pelo câncer. Diante desses desafios a f´ısica se coloca 

como adjunto a evolu ç ão das formas de diagnósticos e tratamento, tornando-os mais ime- 

diatos e precisos, o que é fundamental em se tratando de uma doen ça muita das vezes 

agressiva e letal. 

Graças à s  pesquisas na f´ısica de part´ıculas conseguimos avançar no tratamento do 

câncer. Um exemplo desses avanços é a Hadronterapia [7, 8], na qual se utilizam prótons 

(chamada protonterapia) e ́ ıons de Carbono (chamada Carbono-terapia), cuja principal 
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vantagem é a redu ç ão da dose de radia ç ão aplicada ao tecido saudável e é capaz de atingir 

de maneira precisa a regi ão tumoral, onde se observam ´ındices de cura mais elevadas do 

que a radioterapia convencional (utiliza f ótons e elétrons). 

A Hadronterapia j á  foi empregada em aproximadamente 112 mil pessoas nos ú ltimos 

20 anos. Cerca de 90% dos pacientes receberam a irradia ç ão de prótons, mais poderosa 

do que a oferecida pela radioterapia convencional, e foi t r ê s  vezes menos energética do 

que a de ́ ıons de Carbono, considerada a mais eficiente para os casos mais complicados da 

doença [9]. Os feixes de ´ıons de Carbono s ão  eficazes em concentrar na regi ão de interesse, 

a atua ç ão da radia ç ão na destrui ç ão das células cancerosas, devido à amplitude e largura 

do respectivo pico de Bragg, o que significa que t êm  uma menor dispersão lateral do que os 

prótons [10]. Entende-se como pico de Bragg [11] a grande deposi ç ão de energia próxima 

ao alcance final da part´ıcula incidente (Fig. 1.1). 

 

 
Figura 1.1: Comparaç ão dos feixes de Hadronterapia e radioterapia convencional. A figura mostra 

que os feixes de fótons atravessam o corpo inteiro do paciente e provocam danos nas células sadias, 

enquanto os feixes de prótons e ´ıons de Carbono t ê m  sua energia máxima liberada dentro do tumor e 

minimizam a dose nos tecidos sadios. Figura extra´ıda de [8]. 

 

A profundidade de ocorrência do pico de Bragg é dependente da energia inicial e da 

part´ıcula incidente [10], e dessa forma, a posi ç ão de deposi ç ão máxima de energia do 
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dx dx dx 

dx 

— 

    

´ıon é controlada pela velocidade inicial da part´ıcula incidente e tamb ém da composi ç ão 

do meio. Como consequência, pode-se preservar os tecidos sadios em regi ão anterior e 

posterior ao pico de Bragg, ampliar a dose na regi ão alvo e obter maior taxa de controle 

tumoral, atrav és da var ia ç ão  de parâmetros f´ısicos aplicados na terapia, no que consiste 

o planejamento do tratamento [12, 13]. Modulando a energia das part´ıculas incidentes, 

é poss´ıvel estender a regi ão do pico de Bragg para localizar a dose num volume mais 

extenso. Tamb ém se pode sobrepor v ários feixes para formar o pico de Bragg estendido e 

assim cobrir toda a extens ão do tumor [14]. 

As part´ıculas carregadas ao passarem pela mat éria, interagem (via intera ç ão coulom- 

biana) com um ou mais elétrons orbitais (provocando a excita ç ão e ioniza ç ão dos á tomos 

no material) ou também com os núcleos (levando à emissão de radia ç ão eletromagnética) 

do material praticamente todo á tomo por onde passa. Muitas destas intera ç ões transfe- 

rem apenas uma pequena f r a ç ã o  da energia cin ética da part´ıcula incidente, de modo que 

é conveniente pensar que a perda de energia cin ética por parte da part´ıcula incidente é 

gradual [15, 16]. Uma grandeza que descreve as propriedades ionizantes de qualquer meio 

é o poder de frenagem (stopping power ou dE/dx), que é definido como a quantidade de 

energia cin ética que perde uma part´ıcula por unidade de comprimento atravessando um 
 

meio, e resulta ser a soma dos poderes de frenagens devido 

nucleares: 

à s  interações eletrônicas e 
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total 

=

  

− 
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(1.1) 

A expressão que descreve a perda de energia eletrônica,
 
− dE

 
 

 

 
eletroˆnico 

, é conhecida 

como f órmula de Bethe-Bloch [17, 18]: 

dE 

dx eletroˆnico 

 

z2e4 

= 4πNZ 
mv2  ln 

2mβ2c2 

I¯ 

 

·γ2

 

 
 
— β2

 

 
 
, (1.2) 

onde N é o número de átomos por unidade de volume, Z é o número atômico do meio, z é 

a carga da part´ıcula incidente, m é a massa de repouso do el étron, β = v/c é a velocidade 

da part´ıcula dividida pela velocidade da luz, γ = (1 − β2)−1/2 é o fator de Lorentz da 

part´ıcula e I¯ ́e a energia media de excita ç ão. 

Um aspecto importante da terapia com h ádrons é a simula ç ão precisa do stopping 
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power e das rea ç õ e s  induzidas pelo feixe ao longo de seu percurso, para prever com 

precis ão a dose a ser depositada. Desta forma, estaremos trabalhando para obter dados 

important´ıssimos para a Hadronterapia, em colis ões de baixas energias, próximas ao pico 

de Bragg, quando a maior parte da energia é transferida do feixe de Carbono para o tecido 

tumoral [19]. 

Trabalhos recentes indicam que feixes de ´ıons de Carbono com energias menores de 

100 keV tem predominantemente estados de carga 0 e 1 ao passar pela água1 . Para esta 

si tua ç ão  a ioniza ç ão da mol écula de ́agua por Carbono neutro ́e mais do que o dobro da 

originada por ´ıons de Carbono C− [19]. Muito pouco foi feito, a t é  o momento, no que 

diz respeito à pesquisa com feixes de Carbono neutro [20], pela dificuldade em conseguir 

feixes de alta intensidade. 

No Brasil se tem aceleradores lineares (conhecidos como LINACs) para o desempenho 

da radioterapia, os quais geram feixes de el étrons e f ótons. Ainda n ã o  se conta com 

aceleradores para o tratamento com h ádrons devido ao alto custo de aquisi ç ão destes 

equipamentos. Existem outros acelerados em universidades dedicados à pesquisa nas 

á reas de F´ısica Ambiental, Arqueologia, Biologia Nuclear e Marinha, Geologia Marinha e 

Geoqu´ımica. O IF-UFF (Instituto de F´ısica da Universidade Federal Fluminense) possui 

um acelerador SSAMS (Single Stage Accelerator Mass Spectrometry) integrado a v ários 

desses projetos [21, 22]. Embora este acelerador n ã o  trabalhe na faixa de energia da 

Carbono-terapia, pode ser adaptado para o estudo dos processos colisionais entre Carbono 

neutro e material representativo do tecido humano, para a an álise da entrega de energia 

na regi ão do pico de Bragg, que acontece em n´ıveis de energias baixas [13, 23]. 

Existe um projeto INCT-FNA (Instituto Nacional de Ci ência e Tecnologia-F´ısica Nu- 

clear e Aplica ç ões) aprovado pela agência CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimento 

Cient´ıfico e Tecnológico) para o desenvolvimento de atividades de pesquisas em á reas da 

F´ısica Nuclear. Nosso trabalho se insere nesse projeto como estudo de simula ç ão dentro 

da linha Carbono-terapia. 

O feixe de Carbono passa por diferentes est ágios antes de sair do acelerador. Uma 
 

1Testes s ão  feitos em fantomas e a água  ́ e utilizada para representar boa parte do tecido humano. 
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fonte de ´ıons positivos de C ésio, Cs+, é utilizada para gerar ´ıons negativos C− de uma 

amostra de Carbono e eliminar a interferência dos elementos que n ã o  formam ´ıons negati- 

vos (Est ágio 01 na Fig. 1.2). O C ésio  ́e mantido em um reservatório em seu estado sólido. 

Ao aquecer o reservatório o C ésio se sublima e incide no ionizador, onde s ã o  produzidos 

´ıons Cs+. O C ésio ionizado é acelerado a t é  o c átodo, colidindo com o Carbono da amos- 

tra, pulverizando-o (processo conhecido como sputtering ) e extraindo ´ıons C− e outros 

elementos presentes no c átodo. Deste modo es t á  formado um feixe cont´ınuo negativo de 

Carbono. Estes ´ıons negativos ao sair da fonte encontram um defletor magnético que 

seleciona uma massa pr óxima que se deseja medir [24, 25, 26, 27, 28]. 

 

Figura 1.2: Esquema do acelerador SSAMS da UFF. 
 

 

Em continua ç ão, o feixe de part´ıculas é injetado no tubo de acelera ç ão, sendo acelerado 

por um potencial elétrico (tensão máxima de 240 kV, equivalente a 280 keV) em vários 

est ágios em sua parte central, ganhando, portanto energia suficiente para as aplica ç ões 

desejadas. Na zona do terminal destes est ágios est á aplicado um potencial elétrico, onde 

as part´ıculas sofrem um processo muito importante, chamado stripping. As part´ıculas do 

feixe passam por um tubo de g ás  (por exemplo argônio, nitrogênio, hélio), a c âmara de 

stripping. Ao colidir contra as part´ıculas do g ás  perdem um ou mais elétrons, passando 

de um estado de carga negativo a diferentes estados de cargas positivos. Este processo 
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de stripping também dissocia os ´ıons moleculares e elimina assim as interferências mole- 

culares, que s ã o  causadas por mol éculas da mesma massa que o ́ ıon que se deseja medir, 

por exemplo 7Li2,12CH2 e 13CH. Portanto, as moléculas que tiveram em seu conjunto uma 

massa igual à das part´ıculas que procuramos se rompem em fragmentos de massa menor. 

A sa´ıda do stripper com um estado de carga particular depende da energia da part´ıcula, 

da massa e número at ômico do ́ ıon, e da espessura efetiva do g á s  [29, 30]. 

Na sa´ıda do canal de stripper h á  outro ́ ı m ã ,  e em seguida um defletor eletrostático, no 

que se aplica um campo el étrico muito intenso (∼ 17-18 kV/∼ 3 cm). O defletor el étrico 

seleciona energia/carga, e junto ao ́ ı m ã  nesta zona, seleciona um dos poss´ıveis estados de 

cargas ap ós  o acelerador com uma massa e energia especificadas. 

Assim, em teoria, temos filtros de componentes do feixe para que s ó  fiquem ´ıons de 

Carbono com estados de carga positivo. 

Por ú ltimo, é usado um sistema de detec ç ão  sequencial formado por copos de Faraday 

e um detector. 

Para o estudo da Carbono-terapia, neste acelerador vai se implementar um esquema 

experimental que permita saber qual é o componente de Carbono neutro existente no 

feixe e construir uma linha deste feixe para as pesquisas. 

O foco de nosso trabalho é o processo de stripping do feixe de Carbono pelo g á s  contido 

na câmara. Quando o feixe atravessa a c âmara, v ários processos de colis ão at ômica 

acontecem ao longo de seu trajeto. O importante para o estudo da entrega de dose com 

os aceleradores SSAMS é o conhecimento da f r a ç ã o  de Carbono neutro remanescente no 

feixe. 

Em tempo, o trabalho desenvolvido nessa disserta ç ão é a primeira etapa para estudos 

teóricos e simula ç ões que analisem o comportamento de um ́ ıon de Carbono atravessando 

um g ás  de Argônio. Aqui apenas analisamos o processo colisional de um ´ıon e sua varia ç ão 

de estado de carga no processo. O objetivo é estudar o espalhamento de ı́ons/ átomos de 

Carbono por Argônio em diferentes energias incidentes e para diferentes estados finais de 

carga. 



7  

Esta disserta ç ão se compõe por cap´ıtulos escritos afim de esclarecer de forma detalhada 

o processo de intera ç ão entre Carbono e Argônio. No cap´ıtulo dois apresentamos uma 

descri ç ão da teoria do espalhamento por potencial cl ássico para obter as caracter´ısticas 

do estado final que ser ão utilizadas a partir do cap´ıtulo tr ês .  No cap´ıtulo t r ê s  se descreve 

a metodologia e procedimentos de c álculo que permitirão o desenvolvimento do trabalho, 

a l ém de propor um mecanismo de ioniza ç ão que caracteriza os estados de carga finais 

do projétil. No cap´ıtulo quatro se apresentam os resultados dos c álculos numéricos e 

se comparam com outros da literatura. No cap´ıtulo cinco, abordamos as conclusões do 

trabalho e perspectivas que i r ão  permitir a simula ç ão em estudos futuros. 

Neste trabalho todos os c álculo numéricos ser ão elaborados na linguagem de pro- 

grama ç ão Pascal. 
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Caṕıtulo 2 

 
Espalhamento de ́atomos e ́ıons  

 
Como anunciamos no cap´ıtulo anterior neste trabalho analisaremos processos colisio- 

nais de átomos e ´ıons visando a determinação de se ç ões de choque e descri ç ão do processo 

de ioniza ç ão. Apresentamos aqui, de forma resumida, os principais conceitos estabelecidos 

sobre a teoria de colis ão at ômica que ser ão utilizados ao longo do trabalho. 

Consideremos um esbo ço de um experimento t´ıpico de colis ão atômica através do es- 

quema da Fig. 2.1. Um feixe homogêneo de part´ıculas monoenergéticas (a) é colimado é 

dirigido sobre um alvo (b) que cont ém centros espalhadores. O feixe incidente n ã o  deve 

ser muito intenso para que a intera ç ão entre as part´ıculas incidentes possa ser despre- 

zada, e n ã o  muito fraco para que se possa observar um número razoável de si tua ç ões  de 

espalhamentos durante o experimento [31]. Assumimos que as condi ç ões experimentais 

foram escolhidas de tal forma que cada alvo espalhador age como se estivesse isolado. As 

part´ıculas incidentes interagem com o alvo e s ã o  espalhadas. Parte ou todas as part´ıculas 

emergentes da regi ão de intera ç ão  s ã o  coletadas por um detector situado num ângulo θ, 

fora da trajetória do feixe incidente, medido com respeito à dire ç ão de incidência do feixe, 

de modo que as part´ıculas n ã o  defletidas n ã o  s ã o  registradas [20, 32, 33]. 

A velocidade da part´ıcula incidente v constitui um parâmetro importante para clas- 

sificar as colis ões [34]. Para colis ões n ã o  relativ´ısticas temos que v é muito menor que 

a velocidade da luz c, enquanto para colis ões relativ´ısticas essa velocidade é comparável 
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a c. No nosso caso estaremos lidando com a si tua ç ão  nitidamente n ã o  relativ´ıstica, com 

energias do feixe da ordem de keV e massas dos projéteis da ordem dezenas de GeV/c2. 

Mesmo com esta simplificaç ão, o sistema em colis ão possui muitos graus de liberdade 

internos. Trata-se de um sistema de muitos corpos e com múltiplas possibilidades de 

rearranjos internos, tanto de suas part´ıculas constituintes como de manifesta ç ões coletivas 

das mesmas. Assim, devemos fazer aproximaç ões adicionais para que o processo colisional 

seja trat ável e tenhamos resultados teóricos que possam ser comparáveis aos resultados 

dos experimentos. 

Portanto, consideraremos que em energias t ã o  baixas, o processo colisional é lento 

em rela ç ão a dinâmica dos graus de liberdade internos. Estes se acomodam rapidamente 

(quase instantaneamente) quando comparado a escala de tempo τ da colis ão [34]. 

 

 

Figura 2.1: Esboço de um arranjo experimental t´ıpico de colisão entre part´ıculas. 

 

Pelo exposto acima, diferentes tipos de processos podem ocorrer na colis ão entre 

á tomos (ou ́ ıons) [32, 35, 36], de acordo com os produtos finais da rea ç ão :  

1. Espalhamento elástico 

As duas part´ıculas A e B s ã o  espalhadas sem sofrer mudança em suas energias 

internas, mas a part´ıcula incidente é defletida atrav és de um certo ângulo: 

A + B → A + B. (2.1) 
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∗
 
∗  

2. Espalhamento inelástico 

Uma ou as duas das part´ıculas sofrem uma mudança em seu energia interna ou 

estrutura durante a colis ão: 

A + B → A∗  + B 

→ A + B 

→ A + B , 

onde A∗  e B∗  correspondem a um estado excitado das part´ıculas. 

 

3. Reaç ões 

 
(2.2) 

O sistema composto A + B se divide em duas ou mais part´ıculas diferentes de A e 

B: 
 

A + B → C + D 

→ C + D + F + G + .... 

(2.3) 

No nosso caso, isto acontece quando um ou mais el étrons s ã o  ejetados dos á tomos. 

Al ém disso podemos ter transferências de el étrons entre os á tomos. Em ambos casos 

os átomos ficam ionizados. 

4. Captura 

O sistema inicial projétil-alvo fica temporariamente ou permanentemente reduzido 

a uma part´ıcula: 

A + B → C. (2.4) 

 

 

2.1 Reduç ão  de sistema de duas part́ıculas: coorde- nadas 

relativas e do centro de massa 

Vamos considerar duas part´ıculas, projétil e alvo, com massas m1 e m2 respectiva- 

mente, que interagem mediante um potencial dependente da distância que as separa 

∗  
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→ 2 ˙ 2 

m1+m2 

2 
1 1 2 

2 2 

1 2 

r = |r→2 − r→1|. A posi ç ão de cada part´ıcula é descrita por um vetor →r de tr ês compo- 

nentes espaciais (Fig. 2.2). 

 

 
Figura 2.2: Coordenadas para o problema de duas part´ıculas. 

 

 

A lagrangiana que descreve este sistema de intera ç ão pode ser escrita como: 

L = 
1 

m r→̇ 2 + 
1 

m r→̇ 2 − V (r 

 

), (2.5) 

 

Podemos fazer uma transformaç ão de coordenadas r→1 e r→2 a coordenadas relativas →r e 

do centro de massa 

R→ = 
m1r→1 + m2r→2 

, (2.6) 

m1 + m2 

desta maneira as equa ç ões de transformação ser ão 

r→ = R→ − 
 m2  

→r e r→ = R→ + 
 m1  

→r ,  (2.7) 

m1 + m2 m1 + m2 

com →r(x, y, z) sendo a separaç ão relativa entre as part´ıculas. 

 

Agora escrevemos a lagrangiana em fun ç ão  dessas novas coordenadas 

1 
L = 

2
 

 ̇ 1 
MR  + 

2 
µ →r  − V (r), (2.8) 

onde M = m1 + m2 é a massa do sistema e µ =  m1m2 
 é a massa reduzida das duas 

part´ıculas. 

 

Podemos escrever as equa ç ões  do movimento para o movimento do centro de massa 

do sistema R→ = R→ (X, Y, Z). As derivadas da lagrangiana com respeito à s  coordenadas X, 

Y e Z e velocidades Ẋ , Ẏ e Ż s ão  

∂L 
= M q̇ 

 

e 
∂L 

= 0, (2.9) 

∂q˙i i ∂q 

12 

i 
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dt 

2 

2 

com qi = X, Y e Z. Logo a equa ç ão  do movimento para cada coordenada generalizada 

tem a forma  d (M q˙i) = 0 [37]. Portanto a lagrangiana n ã o  depende explicitamente das 

coordenadas do centro de massa, estas coordenadas s ã o  c´ıclicas e se conserva o momento 

linear do sistema, em outras palavras, o movimento do centro de massa fica inalterado. 

Como o movimento translacional do centro de massa n ã o  é interessante do ponto de 

vista das órbitas das part´ıculas em rela ç ão  umas à s  outras, podemos escolher a origem 

para que o sistema de coordenadas seja o pr óprio centro de massa das part´ıculas R→ = 0. 

Isto significa que a lagrangiana corresponde à de uma part´ıcula de massa µ que se move 

em um campo de for ças centrais com seu centro na origem de coordenadas. De modo que 

reduzimos o problema do movimento de duas part´ıculas a um problema equivalente de 

uma part´ıcula [38, 39], em que devemos determinar apenas o movimento de uma part´ıcula 

de massa µ no campo central descrito pela fun ç ã o  potencial V (r), 

L = 
1 
µ→ṙ  2 − V (r). (2.10) 

 

 

2.2 A f u n ç ã o  de deflexão para o espalhamento por 

potencial 

O potencial V (r) depende da distância da part´ıcula ao centro de for ça e n ã o  da ori- 

enta ç ão ,  ent ão o sistema tem simetria esférica. Como consequência, o momento angular 

L do sistema em torno de qualquer eixo que passe pelo centro de for ça é constante. Logo 

→r e →v sempre permanecerão em um plano fixo perpendicular a L. 

Agora expressaremos a lagrangiana em coordenadas polares: 

L = 
1 

µ(r˙2 + r2θ˙2) − V (r). (2.11) 

A vari ável θ n ão aparece explicitamente na lagrangiana, portanto é uma coordenada c´ıclica 

e o momento conjugado a ela pθ é uma constante do movimento. A equa ç ão  do movimento 

para a coordenada θ é dada por 

∂L 
= µr2θ˙ = L = constante, (2.12) 

∂θ˙ 
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µr2 

2 µr2 

2µr2 

onde µr2θ˙ é o momento angular L. 

Como as equa ç ões de transformação n ão  dependem explicitamente do tempo e o poten- 

cial é conservativo ent ão se conserva a energia mecânica. Para obter a so lu ç ão completa 

do problema do movimento da part´ıcula de massa µ em um campo de for ça central ́e mais 

simples partir dos teoremas de conserva ç ão da energia e do momento angular [40, 41], 

sem escrever as equa ç ões  do movimento 

T + V = E = constante. (2.13) 

 

Substituindo o termo de energia cin ética de (2.11) na anterior equa ç ão ,  tem-se 

 

E = 
1 

µ(r˙2 + r2θ˙2) + V (r), (2.14) 
2 

mas de (2.12) θ˙ =  L , finalmente 

 

E = 
1 

µr˙2 
2 

 

 
1 L2 

+  + V (r). (2.15) 
2 µr2 

Observando que o segundo termo resulta uma energia potencial associada a uma for ça 

centr´ıfuga [42], por conseguinte a part´ıcula se mover á em um potencial efetivo Vef (r) = 

V (r) + 1 L
2 

. 

Quando V (r) é especificado, a equa ç ão  2.15 descreve a energia total do sistema. A 

integra ç ão dessa equa ç ão  nos d á  a distância r da part´ıcula ao centro de for ça como uma 

fu n ç ã o  impl´ıcita do tempo e em termos dos parâmetros E e L. Resolvendo a equação 

para r˙, 

 

ṙ = 
dr 

dt 
= ± 

s 
2
  

 
 

 

 

 
L2 

E − V (r) − 
2µr2 

 
. (2.16) 

Resulta mais fact´ıvel obter a trajetória da part´ıcula combinando a equa ç ão  anterior 

com a 2.12 
dθ θ˙ L 

= 
dr r˙ 

±

r2

r

µ E − V (r) −  L2 
 

. (2.17) 

 

Lembrando que L e E s ã o  grandezas conservadas, inicialmente temos 

L = µbv e  E = 
1 

µv 2, (2.18) 

2 
0 

µ 

  = 
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onde b é o parâmetro de impacto (vide Fig. 2.3) e v0 a velocidade inicial do projétil. O 

parâmetro de impacto es t á  relacionado com o momento angular e a energia atrav és de 

L = b
√

2µE. Substituindo L na equa ç ão  para dθ/dr, obtemos: 

dθ 

dr 
= ± 

r2

q

1 − 

b 

V (r) 
 

E 

. (2.19) 
b2 

r2 

O sinal desta expressão estar á dado segundo a trajetória da part´ıcula (Fig. 2.3). Quando 

a part´ıcula esteja se aproximando ao centro espalhador o sinal ser á  positivo (r˙ diminui 

à medida que θ˙ diminui) e o sinal negativo corresponderá quando se afaste desse centro 

espalhador (ṙ  aumenta à medida que θ̇ diminui). A dist ância mais pr óxima ao centro 

espalhador acontecerá quando a velocidade de aproximaç ão relativa da part´ıcula seja 

nula, r˙ = 0 e E = V (r) + b2/r2, esse ponto é conhecido como ponto de retorno cl ássico 

r = rm. 

 

 
Figura 2.3: Espalhamento em um potencial central. 

 

 

A trajetória completa pode ser determinada integrando a equa ç ão  (2.19) desde r = 

−∞ ao ponto de retorno cl ássico e deste ao infinito, 
 

Θ = θ(r = rm) + 
∞ dθ 

dr,  mas  θ(r = rm) = π + 
rm 

rm dθ 
dr, (2.20) 

−∞ dr 

e colocando o correspondente sinal para dθ/dr, 
∫ ∞  dr  

Θ(b, E) = π − 2b  

rmin r2 

q

1 − 
 
V (r) 

E 

. (2.21) 
 b2 

r2 

— 

∫ 

dr 

∫ 

— 
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m 

Esta rela ç ão  entre o â ngulo de deflex ão e parâmetro de impacto para uma energia cons- 

tante é chamada fun ç ão  de deflexão. Expressões anal´ıticas para a fun ç ão  de deflexão s ão  

achadas para poucos potenciais, raz ão pela qual é necess ário usar métodos numéricos. 

 

 
Figura 2.4: Ilustração da funcão de deflexão para potencial: (a)repulsivo e (b)atrativo. Figura extra´ıda 

de [43]. 

 

 

2.2.1 Método numérico para a determinação da função  de de- flexão 

 
A forma da fun ç ão de deflexão est á dada pela equaç ão (2.21). Para sua determinação 

é preciso seguir uma s érie de passos. 

 

Primeiramente se determina o ponto de retorno cl ássico, o qual ́e solu ç ão  da equa ç ão  

2.16 

b2 

1 − 
r2 

V (rm) 
= 0. (2.22) 

E 

 

A raiz da equa ç ão  se calcula pelo m étodo de Newton-Raphson [44, 45], fixando o 

parâmetro de impacto e a energia. Assim teremos achado o limite inferior da integral. 

— 
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Agora procedemos a calcular a integral. Dando-se uma olhada na integral, percebe- 

mos que diverge no ponto r = rm, pelo que n ã o  podemos empregar os métodos numéricos 

tradicionais: Trapézio, Simpson nem Newton-Cotes [46], pois s ã o  baseados na continui- 

dade do integrando em um intervalo. Existem v ários métodos que permitem resolver esse 

problema de singularidade. Um candidato de simples implementaç ão é o método de Ponto 

Médio, a expensas de muito tempo computacional para obter boa precis ão nos resultados. 

Como o limite superior da integraç ão é infinito, precisamos para a avalia ç ão da integral 

tomar um valor o suficientemente maior que rm, por exemplo rmax = 10000 rm. 

Uma vez feito os cálculos teremos um s ó  valor do ângulo de deflexão correspondente a 

um dado parâmetro de impacto. A fun ç ão  de deflexão se construirá variando o parâmetro 

de impacto desde um valor inicial b0 = 0 a um valor final bf (que garante que n ã o  mude 

mais o â ngulo de deflexão) com um passo ∆b. 

 

 

2.3 Da função  de deflexão ̀a seção de choque diferen- cial 

 
O ângulo de deflex ão é uma quantidade associada à s  trajetórias cl ássicas e n ã o  é 

observado diretamente em um experimento de laboratório. Isto porque os experimentos 

n ã o  mostram o resultado de uma ú nica colis ão com um valor espec´ıfico para o parâmetro 

de impacto, mas sim o resultado de muitas colis ões superpostas com todos os poss´ıveis 

parâmetros de impacto [47]. As medi ç ões  feitas em um experimentos est ão dadas em 

termos do ângulo de espalhamento, ϑ, definido como o ângulo entre a dire ç ão  espalhada 

e incidente, o qual toma valores no intervalo 0 a π. Entre as part´ıculas observadas sob o 

ângulo de espalhamento, existem diferentes trajetórias que contribuem ao mesmo ângulo, 

portanto n ã o  se pode distinguir entre os ângulos Θ(b1) = ϑ e Θ(b2) = −ϑ (Fig. 2.5). 

Al ém disso, n ã o  é poss´ıvel detectar as trajetórias orbitais (rota ç ões  em torno do centro 

espalhador) Θ(b3) = ϑ − 2π, de modo que a observa ç ão sob o ângulo de espalhamento ϑ 

registra as part´ıculas com parâmetro de impacto para ±(Θ(b) + 2nπ) = ϑ (n = 0, 1, 2, ...). 
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Figura 2.5: Ilustração esquemática de como três trajetórias diferentes correspondem ao mesmo 

ângulo de espalhamento. Figura extra´ıda de [48]. 

 

Usualmente os resultados dos experimentos de espalhamento de part´ıculas é carateri- 

zado pela s e ç ã o  de choque diferencial (Fig. 2.6), dσ/dΩ, relacionada com a probabilidade 

do átomo ser espalhado em um determinado ângulo ϑ por unidade de â ngulo s ólido Ω. 

 

 
Figura 2.6: Esquema de espalhamento de um feixe de part´ıculas. Figura extra´ıda de [49]. 

 

 

Consideremos que as part´ıculas ent ão entrando com um fluxo I (número de part´ıculas 

incidentes por unidade de tempo e de á rea) em uma á rea  compreendida entre b e b + db. 

Ent ão o número de part´ıculas que ser ão espalhadas em um ângulo s ólido dΩ = 2π sin θdϑ 

com probabilidade dσ entre ϑ e ϑ + dϑ ser á:  

2πIb |db| = 2πIσ sin θ |dϑ| . (2.23) 

 

O módulo na expressão anterior se deve ao fato que o número de part´ıculas observadas 

tem que ser sempre positivo, independentemente de dθ/db ser positivo ou negativo [50]. 
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db 

dΩ sin ϑ dϑ  sin ϑ dΘ  

db 2h 

i i db b=bi 

O sinal de dθ/db es t á  dado pela forma do potencial e do parâmetro de impacto. Da´ı, a 

s e ç ã o  de choque diferencial resulta: 

dσ b =   . (2.24) 
 

   

dΩ sin ϑ dϑ  

 
Mas, precisamos modificar a expressão para levar em conta as múltiplas contribui ç ões 

de parâmetros de impactos para uma mesma dire ç ão  de espalhamento [51], especificadas 

pelo parâmetro bi: 

dσ 
= 
Σ bi 

 

 db = 
Σ 

 

bi 
. (2.25) 

 

 

2.3.1 Método numérico para a determinação da seç ão  de choque diferencial 

 
A partir dos valores do ângulo de deflexão se pode calcular a s e ç ã o  de choque diferencial 

dada por (2.25). É importante atentar ao somatório na expressão de cálculo, no caso do 

potencial de Lennard-Jones existem tr ê s  valores de parâmetro de impacto diferentes que 

correspondem ao mesmo ângulo de espalhamento. 

Para fazer a derivada numérica podemos usar a fórmula de tr ês pontos [52]: 

dΘ 
' 
f (b + h) − f (b − h) 

, (2.26)
 

 

com h o suficientemente pequeno (n ão  muito pequeno para evitar o cancelamento ca- 

tastrófico) que garanta uma m´ınima mudança em b. 

Quando se calcula a fu n ç ã o  de deflex ão se varia o parâmetro de impacto de forma 

constante, o que é uma dificuldade, j á  que n ã o  corresponderá um mesmo valor do ângulo 

de espalhamento para dois ou tr ê s  parâmetros de impacto. Uma maneira de solucionar 

este problema é a seguinte: 

 

1. Dividimos a fun ç ão  de deflexão em duas regiões, ou seja, determinamos o m´ınimo 

valor negativo dos ângulos de deflexão, onde uma regi ão ser á  desde o parâmetro de 
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r r 

impacto inicial, b0, a t é  o parâmetro de impacto que corresponde ao m´ınimo valor 

negativo dos ângulos de deflexão, bm, e a outra a partir desse ú ltimo em diante. 

2. As regi ões formam um vetor bidimensional [b, Θ(b)]. Trocando as colunas teremos 

o par [Θ(b), b] e procedemos a ordenar por ordem crescente da vari ável Θ, assim no 

final se tem Θ1 < Θ2 < ... < Θi com seus pertences b. 

3. Variamos o ângulo em intervalos iguais, por exemplo de 5 em 5, desde o m´ınimo 

valor de Θ a t é  seu máximo. Nos faltaria determinar qual é o parâmetro de impacto 

que corresponde a cada ângulo. Mediante uma interpola ç ão de Lagrange de quatro 

n ós ,  dois valores maiores e dois valores menores, obt ém-se o b desejado. 

4. Calculamos as derivadas da f u n ç ã o  de deflex ão com os novos b mais as s e ç õ e s  de 

choques diferenciais para cada regi ão. 

5. Finalmente, a s e ç ã o  de choque diferencial total ser á  o resultado da soma entre os 

valores de se ç õ e s  de choques de cada regi ão. 

 

 

2.4 Potencial interatômico Lennard-Jones 

 
A forma exata do potencial interpart´ıcula V (r) para mol éculas e ́atomos eletricamente 

neutros tem que ser determinada por primeiros princ´ıpios de c álculos quânticos. Tais 

c álculos s ã o  muito complexos, e para muitos propósitos é suficiente escolher uma forma 

fenomenológica simples para V (r). As caracter´ısticas mais importantes de V (r) s ã o  uma 

repuls ão forte para r pequeno e uma at ra ç ã o  fraca em r grande. A forma fenomenológica 

mais comum de V (r) é o potencial de Lennard-Jones (L-J) ou 6-12 proposto por Sir John 

Edward Lennard-Jones em 1924 [53, 54, 55]: 

V (r) = 4ε
  

σ
  12 

−
  

σ
  6

 

, (2.27) 

 

onde σ é a distância na qual o potencial interatômico é igual a zero e ε é a profundidade 

do po ço de potencial e uma medida de qu ão fortemente é a atra ç ão ,  a qual é atingida 

quando a separa ç ão entre os á tomos ou moléculas ́e r = 21/6σ. 
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√ 

O potencial de Lennard-Jones é uma aproximaç ão. O primeiro termo do potencial 

descreve a repulsão e o segundo a atra ç ão.  

A forma do termo que descreve a repuls ão n ã o  tem nenhuma justifica ç ão teórica, a 

for ça repulsiva deve depender exponencialmente da distância, mas é mais conveniente 

devido à facilidade e efici ência de calcular r12 como o quadrado de r6. Sua origem f´ısica 

es t á  relacionada com a repuls ão eletrostática devido à proximidade de cargas el étricas 

de mesmo sinal e ao princ´ıpio de exclus ão de Pauli (quando duas nuvens eletrônicas cir- 

culando os átomos iniciam a se sobrepôr, a energia do sistema aumenta abruptamente, 

dando uma contribui ç ão repulsiva para a intera ç ão). O exponente 12 foi eleito exclusiva- 

mente por sua facilidade de c álculo. A so lu ç ão  computacional deste problema faz uso de 

conceitos básicos em análise numérica (como derivadas e integrais), permitindo a l iga ç ão  

entre o uso de ferramentas computacionais e a so lu ç ão  de problemas f´ısicos [55, 56]. 

A segunda parte do potencial é originado pela for ças de dispersão de Van der Waals 

[57], ou intera ç ão dipolo-dipolo induzido. A mesma pode ser obtida por consideraç ões da 

intera ç ão de dois á tomos neutros com seus centros separados por uma distância r, muito 

maior que o raio nuclear de cada um deles [58]. A neutralidade implica um número igual 

de cargas positivas e negativas e se a distribui ç ão destas cargas for sempre esfericamente 

simétrica, nunca haver á intera ç ão (atrativa ou repulsiva) entre estes átomos. Por ém, 

sabemos que os el étrons est ão em constante movimento ao redor dos núcleos mesmo no 

mais baixo estado eletrônico do átomo, e em um dado instante t pode-se ter um momento 

dipolar n ã o  nulo (a m édia temporal do momento dipolar, por outro lado, é nula). No 

instante t1, o movimento eletrônico no ́atomo 1 d á  origem a um momento dipolar p→1 que 

produz um campo E→ em todo o espaço.  Em geral, um campo E→ produzido por duas 

distribui ç ões de carga separadas por uma distância como em nosso caso, pode ser escrito 

em termos dos momentos dipolares das distribui ç ões como (considerando que o dipolo 

es t á  na origem de coordenadas): 

E→ = 
 1 

 
3→n(p→1 · →n) − p→1

 

, (2.28)
 

 

e seu módulo 

4πε0 r3 

E = 
  1 p1 

1 + 3cos2ϕ, (2.29) 

4πε0 r3 
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r6 = − 
r6 . (2.32) 

onde →n é um vetor unit ário na dire ç ão  radial e ϕ é o ângulo entre os vetores →r e p→1. 

O á tomo 2 sujeito a este campo torna-se polarizado com um momento dipolar p→2, que 

surge como resposta da polarizabilidade α da distribui ç ão de carga deste ́atomo ao campo 

externo aplicado. O momento induzido pode ser escrito como: 

p→2 = α · E→ . (2.30) 

 

A energia potencial adquirida por um dipolo el étrico sujeito a um campo E→ é dado por: 

 

V = −p→  · E→ = −α · E→ · E→ . (2.31) 

 

Substituindo as equa ç ões 2.28, 2.29 e 2.30 na equa ç ão  2.31, obtemos uma expressão para 

a energia potencial de intera ç ão dos dois átomos separados pela distância r: 

 
 p1 

 2 
(1 + 3cos2ϕ) 

 
 

 

 

cte 

 

A figura 2.7 mostra uma representaç ão do potencial de Lennard-Jones em fun ç ão da 

distância de separa ç ão entre os centros dos ́atomos. 

 

 
Figura 2.7: Potencial de Lennard-Jones. 

4πε 0 
V (r) = −α 
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Para dist âncias r ≤ σ o potencial interatômico aumenta rapidamente, indicando que 

aparecem for ças repulsivas muito intensas. Assim, σ nos informa a distância que podem 

se aproximar dois átomos sem que as repuls ões sejam muito fortes. Muitas vezes σ é 

identificado com o diâmetro atômico. 

Os coeficientes do potencial de Lennard-Jones de esp écies neutras s ã o  obtidos a partir 

de medi ç ões  de viscosidade ou de c álculo do segundo coeficiente virial. No caso que exista 

uma mistura de duas esp écies diferentes, é comum considerar as seguintes rela ç ões  de 

combina ç ão de Lorentz-Berthelot [59, 60, 61]: 

σ 
1 

σ + σ )  e  ε = 
√

ε ε , (2.33) 
= 

2 
( 1 2 1 2 

onde σ1, σ2, ε1 e ε2 s ão  os parâmetros correspondentes de cada uma das espécies, enquanto 

σ e ε s ão  os parâmetros que descrevem a mistura das duas espécies. 

 

A tabela a seguir apresenta os valores de σ e ε correspondente à intera ç ão entre pares 

de átomos idênticos [56, 61, 62]: 

Tabela 2.1: Parâmetros de interação átomo-átomo. 

 

Á tomo ε/kB(K) σ(nm) 

Ne 47 0.272 

Xe 213.96 0.426 

N 91.85 0.3919 

Ar 119.8 0.341 

Kr 154.87 0.3895 

O 113.27 0.3654 

C 51.2 0.335 

He 10.2 0.228 

F 52.8 0.283 

 

No entanto, independentemente de qu ão  bem o potencial de Lennard-Jones é capaz de 

modelar fenômenos reais, constitui hoje em dia um sistema modelo extremamente impor- 

tante. Existe um vasto conjunto de artigos que investigam o comportamento de átomos 
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interagindo via potencial de Lennard-Jones em uma variedade de geometrias diferentes 

(sólidos, l´ıquidos, gases, superf´ıcies, clusters, sistemas bidimensionais). Poderia-se dizer 

que o potencial de Lennard-Jones ́e o potencial padr ão para todas as investiga ç ões onde o 

foco ́e sobre quest ões fundamentais, ao inv és de estudar as propriedades de um fenômeno 

espec´ıfico. O trabalho de simulaçao feito sobre os sistemas de Lennard-Jones nos ajuda a 

compreender os pontos b ásicos em muitas áreas da f´ısica como a mat éria condensada, a 

f´ısica atômica e a f´ısica molecular, e por isso a importância do potencial de Lennard-Jones 

n ã o  pode ser subestimada. 
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Caṕıtulo 3 

 
Tra jetórias colisionais e o mecanismo de 

ionização 

 
No cap´ıtulo anterior mostramos como fazer a determina ç ão das fun ç õ es  de deflex ão 

e se ç õ e s  de choque para a situaçao de colis ões onde a intera ç ão  projétil-alvo ́e descrita 

por um potencial, mesmo quando a forma do mesmo n ã o  permita obter express ões por 

fun ç õ es  anal´ıticas expl´ıcitas para estas grandezas. Neste caso, tivemos que recorrer a 

métodos numéricos de determinação de ra´ızes de equaç ões, derivaç ão e integração para o 

caso de nosso interesse, lidando com o potencial de Lennard-Jones. Aqui nos defrontamos 

com uma situa ç ão  mais delicada do processo colisional dos ́ ıons quando pretendemos ob- 

ter informa ç ões sobre se ç õ e s  de choque do processo levando em conta a transferência de 

carga el étrica durante a colis ão. Neste caso, a ioniza ç ão n ã o  pode ser incorporada a uma 

descri ç ão lagrangeana, e n ã o  existe procedimento simples estabelecido para traduzir este 

mecanismo. Diante deste impasse, nossa o p ç ã o  foi o acompanhamento da trajetória dos 

´ıons estabelecendo passo ̀a passo os estados de carga e polariza ç ão dentro de suposi ç ões 

simplificadoras como veremos a seguir. O objetivo aqui ́e simular as trajetórias colisionais 

analisando a evolu ç ão  do estado de carga ponto a ponto para que quando alcançarmos 

o estado final da colis ão tenhamos n ã o  apenas a energia, momento e â ngulo de espalha- 

mento conhecidos, mas tamb ém a carga do ́ ıon. Assim, estamos preparando o ferramental 
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2 2 21 

necessário para a determinaç ão da s e ç ã o  de choque para diferentes estados de carga dos 

´ıons no estado final. Nas perspectivas futuras deste trabalho, na s e ç ã o  4.4 e no cap´ıtulo 

5, retomaremos este ponto. 

 

 

3.1 Cálculo da trajetória das part́ıculas 

 

Estamos interessados em obter a trajetória que seguem os ı́ons/ átomos interagentes 

por intermédio de um potencial de Lennard-Jones. Acompanhando as trajetórias dos ´ıons 

na regi ão de grande proximidade, focamos nossa a ten ç ão  em determinar uma poss´ıvel 

transferência de carga entre eles e como esta se processa. No cap´ıtulo anterior discutimos 

o processo colisional utilizando coordenadas relativas e do centro de massa, a partir da 

lagrangiana, L = 1 µ →ṙ  2 − V (r), que descreve o movimento de uma part´ıcula de massa 

reduzida movendo-se em um potencial central com origem no centro de massa do sistema. 

Neste cap´ıtulo, de maneira diferente, utilizamos diretamente as equa ç õe s  de movimento 

das part´ıculas no sistema de laboratório, descrito pelos vetores p os i ç ã o  r1(t) e r2(t) do 

centro de cada um dos ´ıons em intera ç ão.  Estas essencialmente nos conduzem aos re- 

sultados, bem conhecidos, das equa ç õ e s  de movimento newtonianas dada pelas for ças de 

intera ç ão: 

m r→̈ = F→ = −∇V, 
1 1 12 

(3.1) 

m r→̈ = F→ = +∇V. 

 

Como sabemos, as for ças F12 e F21 expressam a terceira lei de Newton, F12 = −F21 

e as trajetórias de dois ́ ıons de massas idênticas seriam simétricas em rela ç ão  a origem e 

contidas em um dado plano. No nosso caso estamos tratando do espalhamento de ´ıons de 

Carbono sobre Argônio, de massas bem distintas, o que quebra esta simetria. 

O procedimento de c álculo utilizado para a determina ç ão das trajetórias consiste em 

estabelecer a solu ç ão numérica do um sistema de equa ç ões diferenciais acopladas repre- 

sentadas pelas quatro equa ç ões  de movimento de segunda ordem no tempo explicitadas 

nas Eqs. 3.2 para as acelera ç ões dos ́ ıons. Estas por sua vez s ã o  transformadas em oito 
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a a a 

a a 

equa ç ões de primeira ordem acopladas para as componentes de velocidade e p osi ç ão  dos 

´ıons (Eqs. 3.3). O sistema é integrado por intermédio do algoritmo de Runge-Kutta 

de quarta ordem (RK4) [63, 64], onde a precis ão e adequa ç ão do passo temporal s ã o  

controladas pela conserva ç ão de momento e energia total do sistema. 

d2xc 

dt2 
=

 

Fx 
= 

F cos θ 
=

 

mc mc 

F (xc − xa) 

mc r 

d2yc 

dt2 
=

 
d2xa 

Fy 
= 

F sin θ 
=

 

mc mc 
Fx F cos θ 

F (yc − ya) 
 

 

mc r 
F (xc − xa) 

 

(3.2) 

dt2  =  −
m  

=  − 
m 

= −
m r

 

d2ya Fy F sin θ F (yc − ya) 

dt2  =  −
m  

= − 
m

 

e 

=  −
m r 

, 

dvxc = 
 F (xc − xa) 

dt mc r 

dvyc = 
 F (yc − ya) 

dt mc r 

dvxa = − 
 F (xc − xa) 

dt ma r 

dvya 
 

 = − 
 F (yc − ya) 

dt 

dxc 

dt 
dyc 

dt 
dxa 

dt 
dya 

dt 

ma r 

= vxc 

= vyc 

= vxa 

= vya. 

(3.3) 

Na figura 3.1, a t´ıtulo ilustrativo, mostramos duas trajetórias de colis ões em energias 

bem distintas, extra´ıdas do nosso c álculo para o potencial de Lennard-Jones, sendo o alvo 

fixado (vxa = vya = 0). Os resultados s ã o  obtidos apenas como valida ç ão  do c ódigo de 

trajetórias. Na parte (a) energias bem baixas mostrando inclusive a si tua ç ão  de aprisiona- 

mento do projétil na regi ão de grande proximidade. Na parte (b) mostramos uma energia 

de nosso interesse com trajetórias em diferentes parâmetros de impacto. Nota-se que es- 

tamos apenas validando o c ódigo elaborado para utiliz á-lo, incorporando o mecanismo de 

ioniza ç ão discutido na próxima se ç ão .  

a 
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(a) Trajetória circular para E = 0.84ε e b = 1.54r0. 
 

(b) Trajetórias para E = 100ε e b = 0.5r0, 0.6r0, 0.7r0. 

 

Figura 3.1: Trajetórias seguidas pelo Carbono fixando o Argônio. As distâncias estão dadas em 

unidades de r0 = 21/6σ e as energias em unidades de ε, lembre-se que σ e ε s ão  parâmetros dos que 

depende o potencial de Lennard-Jones (Eq. 2.27). 

 

 

3.2 Troca de carga e critério de ionização 

 
A troca de carga em processos de colisão de ´ıons com átomos e moléculas foi descoberta 

desde 1923 quando Henderson durante o curso de experimentos nos quais part´ıculas α 

(´ıon He++) passavam atrav és de telas absorventes de mica [43]. Observou-se que um 

grande números de á tomos de He neutro emergiam do lado mais distante das telas, e 
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isto foi atribu´ıdo à captura de el étrons da estrutura da mica pelas part´ıculas α. Esta 

interpretaç ão dos experimentos foi confirmada e as medi ç ões estenderam-se à captura de 

el étrons por part´ıculas α em ar e hidrogênio, por Rutherford em 1924 [65], Henderson em 

1925 [66] e Jacobsen em 1926 [67]. 

Pouco tempo depois da descoberta da troca de carga em colisões ı́on/átomo, começaram 

a surgir modelos teóricos para descrever essas rea ç õ es.  

Em 1927 Thomas [68] elaborou um modelo te órico baseado na mec ânica cl ássica, no 

qual sup ôs que os elétrons do alvo estavam em repouso e uniformemente distribu´ıdos sobre 

a superf´ıcie de uma esfera 1. O modelo requeria que ocorressem duas etapas sucessivas, 

na primeira o ́ ıon incidente com uma velocidade v0 captura um el étron da superf´ıcie, e na 

segunda faz uma colis ão com o nú cleo alvo de tal maneira que é defletido com o el étron 

que foi junto. Este mecanismo produz uma s e ç ã o  de choque de captura, que diminui 

com a velocidade como v0−
11. Esta dependência com o inverso da velocidade pode ser 

encontrada a partir da teoria quântica, sendo a varia ç ão  de velocidade assintótica da s e ç ã o  

de choque n ão-relativ´ıstica [43]. 

Os primeiros modelos de troca de carga baseados na mec ânica quântica, utilizaram 

os tratamentos de perturba ç ão e foram introduzidos por Oppenheimer em 1928 e por 

Brinkman e Kramers em 1930 [34]. Esses ú ltimos autores foram os primeiros a usar o fato 

de que, exceto nas energias mais baixas, o comprimento de onda associado ao movimento 

relativo da part´ıcula pesada é muito pequeno em compara ç ão com a distância em que 

a intera ç ão ocorre, como consequência o movimento das part´ıculas pesadas segue uma 

trajetória newtoniana cl ássica, apenas o movimento eletrônico precisa ser tratado pela 

mecânica quântica. Em baixas energias a s e ç ã o  de choque de troca de carga é grande 

e um tratamento perturbativo nao seria adequado. Quando a velocidade relativa das 

part´ıculas pesadas é pequena, o tempo de intera ç ão é longo comparado com os tempos 

caracter´ısticos de el étrons em órbitas de estados ligados. Nestas circunstâncias, o el étron 

a ser capturado ́e compartilhado entre os dois ́ ıons durante a colis ão, formando uma quase- 

1Observe-se que nesta ́epoca o modelo do ́atomo nuclear e a própria mecânica quântica estavam em 

seus primeiros passos. 
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molécula. À medida que os ´ıons se separam, as probabilidades de captura pelo projétil 

ou de permanecer associadas ao alvo s ã o  comparáveis. 

 

As ideias apresentados nos parágrafos anteriores constituem uma referência hist órica 

do problema de troca de carga. V árias situa ç ões s ã o  poss´ıveis na colis ão entre á tomos 

e ´ıons como foram abordadas no cap´ıtulo anterior. Os problemas de troca de carga, 

ioniza ç ão e excita ç ão em geral s ão  complexos. Muitas teorias tem sido desenvolvidas e se 

baseiam usando a mecânica quântica, a partir da solu ç ão da equa ç ão  de Schrödinger para 

muitos corpos e a fu n ç ã o  de onda eletrônica pode ser expandida em uma s érie de orbitais 

atômicos ou moleculares, segundo a energia do projétil [34, 43]. 

Neste trabalho estamos fazendo uma mera tentativa para resolver as trajetórias in- 

cluindo a ioniza ç ão. Nossa proposta no trabalho é aprender a determinar as se ç ões de 

choque e as distribuições angulares com a questão da ioniza ç ão inclu´ıda. Nesta tentativa 

vamos ver que nossa proposta de mecanismo vai se reduzir a um crit ério de ioniza ç ão com 

base puramente geométrica. 

O crit ério estabelece diferentes regi ões de ioniza ç ão em esferas concêntricas de raios 

ri (Fig. 3.2), sendo ri a distância de m áxima aproxima ç ão em b = 0. Identificaremos a 

ri como o raio de ioniza ç ão para obter a i - ésima ioniza ç ão. Assim para um determinado 

grau de ioniza ç ão i a separa ç ão entre as trajetórias dos á tomos tem que ser entre ri e ri+1. 

 

 

Figura 3.2: Representação geométrica dos raios de ionização. 
 

 

Uma forma de inferir o critério geométrico acima ́e imaginar que a ioniza ç ão acontece 

pela a ç ã o  de for ças el étricas que permitem arrancar um el étron de um dos á tomos. O 
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elétron arrancado de um ı́on/átomo est á sob a a ç ã o  do campo elétrico do outro átomo, um 

campo monopolar e dipolar, e também est á  submetido à l iga ç ão  do ́atomo a que pertence. 

As for ças s ã o  dependentes de distância e s ã o  calculadas a cada ponto das trajetórias. 

No ponto onde a for ça el étrica monopolar e dipolar for maior que a for ça que mant ém 

o el étron presso ao á tomo, ocorrer á a ioniza ç ão. As distâncias cr´ıticas onde acontece o 

processo de ioniza ç ão s ão  vinculadas aos raios de ioniza ç ão. 

Observamos que neste crit ério geométrico pode-se chegar a um n´ıvel de completa 

ioniza ç ão em uma única colis ão Carbono-Argônio. Consideraremos sempre a situa ç ão 

hipotética limite em que somente os el étrons do Carbono ser ão arrancados e transferidos 

para o Argônio ou escapam completamente. 

 

3.2.1 O detalhamento do mecanismo de ioniza ç ão ao longo das 

trajetórias 

Em primeiro lugar, chamamos a aten ç ã o  para o fato de que o potencial de Lennard- 

Jones apenas contempla, de forma aproximada, a repuls ão de camadas eletrônicas quando 

os ´ıons se aproximam al ém do regime atrativo e alcançam a vizinhança da regi ão do hard- 

core (vide figura 2.7). Entretanto, na formula ç ão deste potencial é assumido que os 

á tomos est ão eletricamente neutros, n ã o  s ã o  ´ıons, nem acontece transferência de carga. 

No máximo estes podem estar polarizados com a mudança no centro de carga dos el étrons 

devido à proximidade das nuvens eletrônicas. N ó s  extrapolaremos este limite de aplicabili- 

dade, considerando a utilizaç ão deste potencial mesmo quando os á tomos est ão ionizados. 

Obviamente incorporando o termo de monopolo na intera ç ão entre os ´ıons e no caso de 

transferência de carga temos que relaxar o crit ério de estrita conserva ç ão de energia, do 

espalhamento por potencial. O mecanismo de ioniza ç ão que se incorporou ao processo de 

espalhamento n ão  é lagrangiano, introduziu uma mudança de configura ç ão de carga, que 

claramente altera a energia eletromagnética do sistema. 

Para dar continuidade a ideia do critério geométrico exibiremos as principais colocaç ões 

envolvidas na formula ç ão do critério. 
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ef · 

Vamos considerar que o el étron que vai ser liberado es t á  localizado na linha que une 

os centros [Fig. 3.3, ponto (1)], a uma distância rC (rC = 0 .705 Å)  do centro do Carbono. 

 

 
Figura 3.3: Representação da ionização do átomo de Carbono. 

 

 

Consideramos que a l ibera ç ão do el étron ser á  resultante da intera ç ão  entre ele e um 

monopolo-dipolo do arg ônio. Se os átomos estiverem bem pr óximos de forma tal que a 

for ça que age sobre o el étron devido ao argônio, FA, é maior que a for ça que mantém este 

ligado no átomo, Fl, ent ão o elétron vai ser liberado do á tomo de Carbono, explicitamente: 

F→ < F→ . (3.4) 

 

A for ça de l iga ç ão  F→ pode ser encontrada considerando que a at ra ç ã o  do el étron ao 

nú cleo depende da magnitude de uma carga nuclear efetiva Zef atuando sobre o el étron a 

uma dist ância m édia rC = a. Cada el étron de um átomo é blindado do efeito de atra ç ão 

da carga nuclear pelos el étrons restantes e, principalmente, pelos el étrons dos n´ıveis mais 

internos [69, 70]. Essa carga efetiva ́e quem assegurará ao el étron uma determinada energia 

de l iga ç ão  no ́atomo. 

Ent ão temos uma for ça que mant ém esse el étron no átomo como uma carga efetiva 

por causa da blindagem, que é dada por 

1 
Fl = 

4πε 

Z e2 

a2 , (3.5) 

onde a ́e o raio m édio do Carbono. 

 

Podemos definir uma carga efetiva Zef a partir do valor da energia de ioniza ç ão do 

0 
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ef · 

á tomo/ ı́on no estado de cara em que se encontra, 

1 
Vion = 

4πε
 

Z e2 
. (3.6) 

a 

Logo a força de liga ç ão ficará descrita como 

F = 
Vion 

. (3.7) 
l 

a
 

 

Foi assumido no critério de ioniza ç ão que é o Carbono que perde elétrons e o Argônio 

vai adquirindo carga e se polarizando. O el étron arrancado do Carbono s ó  vai ser cap- 

turado pelo Arg ônio quando os á tomos estiverem muito próximos, ou o que é o mesmo 

que assumir uma dist ância de separa ç ão  m´ınima entre seus centros, λ. Esta transferência 

eletrônica é uma simplificação extrema quando n ão queremos nos envolver com um cálculo 

microscópico baseado em uma abordagem quântica da transferência eletrônica. 

 

3.2.2 Formação de dipolos elétricos atômicos na ionização 

 
Inicialmente temos o ´ıon de Carbono com carga -1 e o Arg ônio com carga nula. O 

´ıon de Carbono gera um campo el étrico ao redor (similar ao de uma carga) que produz 

uma distor ç ão  na densidade eletronica at ômica do Argônio, atraindo as cargas el étricas 

positivas em um sentido e repelindo as cargas negativas (Fig. 3.4). 

 

(a) Etapa 1 (b) Etapa 2 
 

(c) Etapa 3 

 

Figura 3.4: Indução de dipolo elétrico no ́atomo de Argônio. 

0 
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4πε0 r2 

O campo el étrico do ́ ıon de Carbono produz um deslocamento das cargas positivas do 

Argônio em um dado sentido e as cargas negativas no sentido oposto, como resultado o 

centro de cargas positivas e negativas n ã o  coincidem e surge um momento dipolar el étrico 

induzido no Argônio (dipolo induzido), proporcional à intensidade do campo el étrico do 

´ıon de Carbono, 

pA = αA · EC, (3.8) 

 

onde αA é a polarizabilidade do Arg ônio e EC é o campo el étrico do ´ıon de Carbono, 

EC =  1 qC , com a dist ância entre os centros dos á tomos sendo r (Fig. 3.3). 

A polarizabilidade depende da estrutura at ômica e i ônica. Consideramos que a pola- 

rizabilidade n ão  muda para o Argonio, o que n ã o  é real porque ela muda com a ionizaç ão. 

A tabela 3.1 mostra as polarizabilidades para alguns á tomos e ́ ıons [71]. 

Tabela 3.1: Polarizabilidade atômica e iônica (α/4πε0 em 10−30 m3). 
 

Átomo H He Li C O Ne Na Al Ar K 

α 0.67 0.20 24.30 1.67 0.80 0.40 24.08 6.80 1.64 43.40 

I´on Li+ C4+ O2− Na+ Al3+ K+ 

α 0.03 0.001 3.88 0.80 0.29 0.83 

 

Vamos considerar s ó  a gera ç ão  de um dipolo no Argônio induzida pelo Carbono. Aqui 

desprezamos o fato que o dipolo de Argônio induzido tem tamb ém uma a ç ã o  indutora 

sobre o Carbono. Nota-se que o dipolo induzido no Arg ônio é proporcional a r−2 com 

uma pequena contribui ç ão à configura ç ão dipolar de Argônio. Continuando o processo 

interativo, a contribui ç ão deste ú ltimo dipolo na configura ç ão dipolar do Carbono é pro- 

porcional a r−5, completamente desprez´ıvel. 

O dipolo induzido no Argônio i r á  gerar um campo elétrico ao seu entorno. 

O campo el étrico que sente o el étron de Carbono, localizado no ponto (1) da figura 

3.3, é dado por: 
  1 2pA  E = , (3.9) 

A 4πε (r − a)3 0 
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2 3 

onde usamos a equa ç ão  2.29 do cap´ıtulo 2. Nessa situa ç ão o fator 2 se deve ao ângulo 

entre o vetor unit ário →n (situado na di re ç ão  radial que liga o dipolo ao ponto (1)) e o 

vetor momento dipolar el étrico 

ambas part´ıculas) é 0◦  ou 180◦ . 

p→A (situado na dire ç ão  da reta que une os centros de 

A for ça FA na figura 3.3 que atua entre um el étron do Carbono e um dipolo do Argônio 

pode ser escrita como: 

FA = −e · EA, (3.10) 

e para que aconteça a ioniza ç ão ela tem que ser maior que a for ça de l iga ç ão  do elétron. 

Agora estamos em condi ç ões de escrever as for ças resultantes no ponto (1), substi- 

tuindo as equaç ões 3.7 e 3.10 na condi ç ão de ioniza ç ão 3.4: 

 
i 

ion 
 

 <

   
1
  2  

2αAeqC  
, (3.11) 

a 4πε0 r (r − a)  

nota-se que a carga qC que aparece aqui é a pr ópria do Carbono que induz um dipolo 

no Argônio, n ã o  é a carga efetiva do núcleo porque os á tomos est ão longe e n ã o  estamos 

discutindo a l iga ç ão  dos el étrons. 

As energias de ioniza ç ão reportadas na literatura est ão dadas para á tomos eletrica- 

mente neutros. Na condi ç ão inicial temos ´ıons C−, obtidos pela ioniza ç ão com a fonte 

de Cs+. Para resolver esta quest ão estabelecemos que a energia de ioniza ç ão do sétimo 

el étron é menor que a primeira energia de ioniza ç ão quando o 

nosso caso o valor escolhido foi 5 eV . 

á tomo est á neutro, em 

Na tabela 3.2 s ã o  apresentados os valores de energia de ioniza ç ão para o Carbono 

neutro. Os números em negritos correspondem aos n´ıveis de ionizaç ão, enquanto os outros 

valores s ã o  relacionados com as energias de ioniza ç ão. 

Tabela 3.2: Valores de energias de ionizaç ão em eV para o Carbono. 
 

1 2 3 4 5 6 
 

11.26 24.38 47.89 64.49 392.09 489.99 

V 
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m 
4πε (r − a)2 4πε (r − a)3 

Quando o Argônio es t á  carregado temos que incluir o termo de intera ç ão desse mo- 

nopolo com o el étron do Carbono. Consequentemente a for ça que atuar á sobre o el étron 

ter á  uma contribui ç ão monopolar e dipolar 

FA = Fm + Fd, (3.12) 

 

com  

 

F = −e

 
 1 qA 

  

e F 
 

 

 

 

= −e

 
 1 2pA 

 

, (3.13) 
 

 

sendo os termos entre colchetes o campo el étrico de um monopolo e de um dipolo. 

 

Logo podemos prosseguir como na equa ç ã o  3.11 e obtemos que 

 
i 

ion 
 < − 

 e 
 

 qA  
+

  2αAqC 
 
 
 
. (3.14) 

a 4πε0 (r − a)2 4πε0r2 (r − a)3 

0 0 

V 

d 
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Caṕıtulo 4 

 
Resultados e Discussões 

 
Neste cap´ıtulo apresentaremos os resultados referentes ao conteúdo dos cap´ıtulos dois 

e tr ês. Mostraremos as fun ç ões de deflexão e se ç õ es  de choque com o objetivo de explorar 

um c álculo de s e ç ã o  de choque semianal´ıtico, sem a inclus ão das trajetórias dos ́ ıons e 

sem mecanismo de ioniza ç ão. Estes resultados ser ão ú teis para checar o c ódigo de Monte 

Carlo a ser elaborado quando reduzido a esta s i tua ç ão  mais simples. Nas se ç õ e s  4.3 y 

4.4 apresentamos e discutimos resultados obtidos com a introdu ç ão  do mecanismo de 

ioniza ç ão estabelecido no cap´ıtulo 3. Resultados para diferentes energias e parâmetros 

de impacto s ã o  mostrados para os n´ıveis de ioniza ç ão ao longo de trajetória. Chamamos 

a aten ç ã o  para a aproxima ç ão feita ao considerar que o potencial de intera ç ão n ã o  seria 

modificado. Na s e ç ã o  4.4 e Cap´ıtulo 5 deixaremos descrito como se r á  encaminhada a 

modifica ç ão desta aproximaç ão na continua ç ão futura deste trabalho. 

 

 

4.1 Resultados para as funções  de deflexão 

 
Nesta disserta ç ão os resultados foram obtidos numericamente, elaboramos c ódigos 

computacionais usando a linguagem de programaç ão Pascal e compilados nos sistemas 

operacionais Windows e Linux com o Free Pascal 3.0.0. Os gr áficos foram feitos com os 

programas Gnuplot 5.0 e OriginPro 2016. 
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Seguindo a metodologia proposta no cap´ıtulo dois para a determina ç ão numérica da 

fu n ç ã o  de deflex ão escrevemos um c ódigo para calcul á-la. Aqui utilizamos energias de 

colis ão, eb, iguais a 0.5ε, 1ε e 2ε, onde ε é a energia correspondente à profundidade 

do po ço de potencial de Lennard-Jones do sistema ne ônio-ne ônio (vide Tab. 2.1). O 

parâmetro de impacto muda de 0 a 9Å com varia ç ão  constante de 0.1σ (σ é o parâmetro 

linear do potencial mostrado na figura 2.7). A integral da equa ç ão  2.21 foi resolvida 

dividindo o intervalo de integra ç ão [x0, xf ] em subdivisões iguais de largura h, ou ainda, 

h = 
xf − x0 

, (4.1) 
n 

com n sendo o número de subdivisões do intervalo [x0, xf ], adotado como 109; x0 sendo 

o limite inferior da integral, igual à distância de máxima aproximaç ão entre os átomos e 

calculado com um erro menor que 10−15. Sendo xf o limite superior da integral, escolhido 

como 104x0 representando infinito. 

A figura a seguir 4.1 apresenta os nossos resultados numéricos para à s  fun ç õ es  de 

deflexão. Podemos verificar que na medida que aumentamos a energia cin ética inicial da 

part´ıcula incidente, o valor m´ınimo da curva fun ç ão  deflexão sofre um deslocamento para 

a esquerda e se torna menos negativo. 

 

 

Figura 4.1: Funcão de deflexão para colisões de diferentes energias entre dois átomos de Neônio. 
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Analisando o gr áfico anterior constatamos que o ângulo de deflex ão adquire valores 

positivos e negativos na medida que muda o parâmetro de impacto. Quando o parâmetro 

de impacto for zero o ângulo de deflex ão é 180◦ , que corresponde à si tua ç ão de colis ão 

frontal e o espalhamento da part´ıcula incidente ser á  na dire ç ão  oposta do seu movimento 

inicial. Com o aumento do parâmetro de impacto o ângulo de deflex ão diminui, isso se 

deve ao fato que para pequenos valores de parâmetros de impacto o efeito das for ças de 

atra ç ão prevalecem sobre à s  repulsivas. Seguindo essa condi ç ão do aumento do parâmetro 

de impacto, o ângulo de deflex ão atingirá o valor nulo, conhecido como efeito gloria, onde 

o efeito das forças de atra ç ão e repulsão ser ão iguais. Para parâmetros de impacto maiores 

que o correspondente ao ângulo de deflexão nulo, encontramos valores de ângulos negativos 

que alcançam um valor m´ınimo, nesse trajeto o efeito da for ça atrativa é maior que a 

repulsiva, essa condi ç ão onde o ângulo de deflexão tem o valor m´ınimo é conhecida como 

efeito arco-´ıris. Na sequencia, o efeito das for ças atrativas e repulsivas no movimento dos 

á tomos diminui, a t é  que o ângulo de deflex ão tenda a zero e n ã o  haver á mais deflex ão, 

devido a limita ç ões do alcance do potencial. 

Também notamos que para energias muito baixas a fun ç ão  deflexão apresenta ângulos 

negativos que podem ser menores que 360◦ , no qual o projétil orbita em torno do alvo a t é  

sair da regi ão de colisão. Se a energia (veja figura 3.1(a)) cinética inicial for suficientemente 

grande a curva fu n ç ã o  de deflexao ter á  um comportamento semelhante à curva que se 

obt ém no espalhamento de átomos por um potencial de esferas r´ıgidas, s ó  existirão ângulos 

de deflex ão maiores que zero, como mostramos na figura 4.2. 

 

Figura 4.2: Funç ão de deflexão para a colisão de 100 keV entre dois ́atomos de Neônio. 
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Os resultados obtidos numericamente (Fig. 4.1) das fun ç ões de deflexão para diferentes 

energias reproduzem aqueles reportados na referência [37]. Existe uma boa concordância 

entre os resultados calculados e os da literatura (Fig. 4.3), de maneira qualitativa as curvas 

apresentam o mesmo comportamento. No caso quantitativo, tomando como exemplo o 

espalhamento com energia 2ε, percebemos que o ̂angulo de deflex ão ́e nulo (efeito gloria) 

quando o parâmetro de impacto ́e aproximadamente 3 . 2 Å,  enquanto o ângulo de deflexão 

é m´ınimo (efeito arco-ı́ris ) em torno de −60◦  com um parâmetro de impacto de 3 . 9 Å.  

 

Figura 4.3: Funcão de deflexão para a colisão entre dois átomos de Neônio, segundo a literatura. Figura 

extra´ıda de [37]. 

 

Pelos resultados apresentados anteriormente, conclu´ımos que o c ódigo est á  habilitado 

para ser usado em pr óximas etapas do trabalho. 
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4.2 Resultados para as se ç ões  de choque 

 
Mediante o m étodo proposto no cap´ıtulo dois referente à determina ç ão da s e ç ã o  de 

choque diferencial, calculamos numericamente essa grandeza de interesse. Para isso usa- 

mos como ponto de partida o algoritmo da fun ç ão  de deflexão elaborado na se ç ã o  anterior. 

Nestes c álculos também utilizamos as energias de colis ão 0.5ε, 1ε e 2ε. Na figura 4.4 mos- 

tramos os resultados das se ç õ e s  de choque diferencial para o espalhamento de dois á tomos 

de ne ônio. 

 

Figura 4.4: Secão de choque diferencial para a colisão de dois ́atomos de Neônio. 
 

 

Nessa escala de ângulos de espalhamento notamos a dificuldade em diferenciar as 

curvas, devido ao fato de se sobreporem, sendo assim, para uma melhor análise, podemos 

dividi-las em intervalos de ângulos. Primeiramente, escolhemos o intervalo de 5◦  a 40◦  

(Veja 4.5(a)) e em seguida o intervalo de 40◦  a 80◦  (Veja 4.5(b)). 

Conclu´ıdo o procedimento anterior poderemos perceber as formas das curvas se ç õ e s  

de choque. Observamos que a s e ç ã o  de choque diminui com o aumento da energia e o 

aumento do ângulo de espalhamento, portanto a probabilidade de espalhar o á tomo com 

uma energia cada vez maior ser á  reduzida, o que é o mesmo dizer que a trajetória do 

á tomo ser á  alterada levemente. 
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(a) Ângulos de espalhamento entre 5◦ e 40◦. 

 

(b) Ângulos de espalhamento entre 40◦ e 80◦. 

 

Figura 4.5: Secão de choque diferencial em intervalos de ̂angulos de espalhamento. 

 

Na figura 4.5(b) existe um crescimento assintótico da s e ç ã o  de choque para a energia 

2ε quando o ângulo de espalhamento é aproximadamente 60◦ , o que corresponde a uma 

descontinuidade da s e ç ã o  de choque diferencial porque db/dϑ = 0, e isto é referente ao 

efeito arco-´ıris, como vimos ao determinar a fun ç ão  de deflexão, a qual apresentava um 
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valor m´ınimo. Nos c álculos numéricos n ã o  foram inclu´ıdos os ̂angulos 0◦  e 180◦  porque 

a s e ç ã o  de choque fica indeterminada, sin ϑ = 0, e esta singularidade é carater´ıstica do 

efeito gloria. 

Estes resultados de s e ç ã o  de choque diferencial podem ser comparados aos obtidos na 

referência [37]. Vemos que as se çoes de choque t ê m  comportamento semelhantes, por ém 

seus valores diferem e est á  dado pela exatidão do cálculo numérico. O número de pontos 

de an álise se t ê m  que aumentar para obter resultados satisfatórios, em especial os pontos 

que rodeiam a singularidade da s e ç ã o  de choque. 

 

 
Figura 4.6: Seç ão de choque diferencial em funç ão do ângulo de espalhamento para a colisão de dois 

átomos de neônio, segundo a literatura. Figura extra´ıda de [37]. 

 

At é  aqui mostramos como determinar as fun ç ões de deflexão e se ç ões de choque quando 

o resultado é a ausência de ionizaç ão. Isto nos permite ter no ç ão  do problema da ionizaç ão 

e como enfrentá-lo. Os resultados servem para validar o que foi feito no cap´ıtulo dois em 

termos de derivada e integra ç ão numérica, cuidando para n ã o  haver singularidades. 
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4.3 Distâncias e limiares de energia para a ionização 

 
No cap´ıtulo 3 as trajetórias sem ioniza ç ão do Carbono foram apresentadas de maneira 

ilustrativa. Nesta s e ç ã o  incorporaremos o crit ério de ioniza ç ão dentro das equa ç ões  do 

movimento dos átomos, considerando que o potencial de intera ç ão n ã o  ser á  modificado. 

A partir dos arquivos de sa´ıda do c ódigo que calcula as trajetórias das part´ıculas, 

podemos encontrar as distâncias de separa ç ão m´ınima entre os ́atomos (raio de ionizacão), 

nas quais começa a ionizar o á tomo de Carbono. As energias iniciais utilizadas foram 

50, 100, 150, 200, 250 e 300 keV respectivamente com um parâmetro de impacto zero. 

Nessas faixas de energia se produzem a ioniza ç ão total do 

completamente sem el étrons. 

á tomo de Carbono, ficando 

Tabela 4.1: Distâncias de máxima aproximação entre os átomos onde surgem os efeitos da ionizaç ão em 

diferentes energias iniciais do projétil. 
 

Ionização 1 2 3 4 5 6 7 
Energia 

(keV) 

 1.923 1.654 1.332 1.331 1.330 1.238 1.237 100 

Distância 

( Å )  

1.921 

1.921 

1.922 

1.654 

1.654 

1.653 

1.332 

1.332 

1.331 

1.332 

1.330 

1.329 

1.329 

1.328 

1.327 

1.239 

1.238 

1.238 

1.237 

1.236 

1.236 

150 

200 

250 

 1.921 1.653 1.331 1.329 1.327 1.237 1.235 300 

Médias 1.922 1.654 1.332 1.330 1.328 1.238 1.236  

 

 

Para as diferentes distâncias apresentadas com o mesmo grau de ioniza ç ão calculamos 

uma m édia aritmética e assim dispomos de um valor referencial aproximado. Mediante 

os resultados demonstrados na tabela 4.1 percebemos que a ioniza ç ão s ó  ser á  poss´ıvel se 

a separacão entre os centros dos á tomos for menor que r1 = 1.922 Å. De modo geral, 

a ioniza ç ão ocorrerá quando o projétil tenha energia suficiente para alcançar a distância 

r1 = 1.922 Å. 
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1 − 

Com os resultados das distâncias m édias podemos calcular as energias iniciais que 

o projétil necessita para alcançar determinado grau de ioniza ç ão. Para isso usamos a 

equa ç ão  2.22 do cap´ıtulo 2 e isolamos a vari ável E, 

V (r) 
E = 

b2 . (4.2) 
r2 

Neste caso estamos tratando o choque frontal, parâmetro de impacto zero, as energias 

iniciais sao determinadas atribu´ıdo as distâncias médias na fun ç ão  potencial de Lennard- 

Jones. 

Tabela 4.2: Limiares de energia do ́atomo de Carbono que v ão  produzir ionização. 
 

Ionização 
Distâncias 

( Å )  

Energias 

(eV) 

1 1.922 22.852 

2 1.654 141.262 

3 1.332 1919.577 

4 1.330 1944.756 

5 1.328 1981.300 

6 1.238 4619.037 

7 1.236 4697.470 

 
 

Como podemos observar na tabela 4.2, a energia inicial para ionizar o á tomo de Car- 

bono é de 22.852 eV, em caso de incidência frontal. Para outros parâmetros de impacto 

a energia para que ionize o átomo ser á  diferente que a calculada anteriormente, s ó  po- 

der´ıamos dizer que o á tomo ionizar á se com a nova energia alcançar alguns dos raios de 

ioniza ç ão. 

Outro ponto importante a analisar seria conhecer quais s ã o  os parâmetros de impacto 

que produzem algum grau de ioniza ç ão. Pelas condi ç ões geométricas da figura 3.2 a 

ioniza ç ão i ocorrerá quando o parametro de impacto for menor que o raio de ioniza ç ão ri 

correspondente. Quando o parâmetro de impacto for maior que r1 = 1.922 Å n ã o  teremos 

ioniza ç ão. 
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4.4 Trajetórias com ionização 

 

Nesta s e ç ã o  daremos continuidade aos resultados apresentados na s e ç ã o  anterior, ilus- 

trando as trajetórias dos á tomos/ ı́ons e acompanhando a mudança no tempo do grau de 

ioniza ç ão do Carbono. As trajetórias foram calculadas resolvendo o sistema de equa ç ões 

diferenciais acopladas (Eq. 3.3). A cada passo temporal se verificou a conserva ç ão da 

energia e momento com um erro de 10−6. As energias iniciais do Carbono foram esco- 

lhidas como 100, 200 e 300 keV respectivamente, enquanto o Argônio consideramos que 

inicialmente es t á  em repouso e situado na origem do sistema de coordenadas. Para cada 

energia de Carbono utilizamos os parâmetros de impacto 1 Å, 1.5 Å a 2 Å. 

A seguir, mostraremos as trajetórias do Carbono e Arg ônio com a inclus ão da io- 

niza ç ão.  

 

 
Figura 4.7: Trajetórias seguidas pelos átomos de Carbono e Argônio para energia de 100 keV . A 

legenda ilustra a mudanca dos estados de carga do Carbono. O movimento do Argônio est á  

representado na cor preta. 
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Figura 4.8: Trajetórias seguidas pelos átomos de Carbono e Argônio para energia de 200 keV . A 

legenda ilustra a mudanca dos estados de carga do Carbono. O movimento do Argônio est á  

representado na cor preta. 

 

 

Figura 4.9: Trajetórias seguidas pelos átomos de Carbono e Argônio para energia de 300 keV . A 

legenda ilustra a mudanca dos estados de carga do Carbono. O movimento do Argônio est á  

representado na cor preta. 
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+ 
4πε r2 − 

(4πε )2r4 , (4.3) 
0 0 

Nas figuras 4.7, 4.8 e 4.9 notamos a mudança da ioniza ç ão para diferentes parâmetros 

de impacto e energias. A ioniza ç ão ocorre na regi ão de m áxima aproxima ç ão entre os 

á tomos. Para o parâmetro de impacto igual a 1 Å o átomo de Carbono é totalmente 

ionizado. Ao aumentar o parâmetro de impacto a t é  1.5 Å o grau de ioniza ç ão diminui, 

o Carbono ter á  estado de carga final +1. Se continuamos aumentando o parâmetro de 

impacto at é  2 ̊A, n ão  acontece nenhuma ioniza ç ão, o qual est á de acordo com o conclu´ıdo 

na s e ç ã o  anterior, onde n ã o  haveria ioniza ç ão para parâmetros de impacto maiores que 

r1 = 1.922 Å. Se fixamos o parâmetro de impacto e aumentamos a energia inicial do 

Carbono, veremos como o ângulo de espalhamento diminui. Para uma melhor visualiza ç ão 

veja a tabela a seguir 4.3. 

Tabela 4.3: Dependência do ̂angulo de espalhamento com a energia. 
 

Parâmetro de impacto ( Å )  1 1.5 2 Energia (keV) 

Ângulo de espalhamento 

(grau) 

29.5 

22.8 

19.0 

1.1 

0.6 

0.4 

3.5·10−2 

1.7·10−2 

1.1·10−2 

100 

200 

300 

 

Durante o desenvolvimento deste trabalho, consideramos o caso mais simples onde o 

potencial de intera ç ão n ã o  seria modificado, o que n ã o  é razoável, pois quando acontece 

a ioniza ç ão a redistribui ç ão de cargas muda o potencial, portanto temos que incluir as 

intera ç ões  monopolo-monopolo e dipolo-monopolo, como é demonstrado abaixo 

  σ 12 
 

 
 

 

 σ 6
  

 
 

 

 

1 qCqA 
 

 

 

qC
2αA 

 
 

 

sendo o primeiro termo o potencial de Lennard-Jones, o segundo o potencial de intera ç ão  

entre duas cargas e o terceiro o potencial de intera ç ão entre uma carga e um dipolo 

induzido [56, 72]. 

Os resultados apresentados neste cap´ıtulo constituem a ferramenta para passar a outra 

etapa do trabalho, onde determinaremos as se ç õ e s  de choque de ioniza ç ão a partir da 

utiliza ç ão do m étodo de Monte Carlo. 

r r 
Vint = 4ε — 



48  

 

 

Caṕıtulo 5 

 
Conclusões e Planos de Continuidade do 

Trabalho 

 
Nesta disserta ç ão desenvolvemos um modelo para descrever o processo de ioniza ç ão 

entre ´ıon de Carbono e á tomo de Argônio, que interagem mediante um potencial de 

Lennard-Jones. Discutimos a quest ão da ioniza ç ão, usando uma aproxima ç ão ainda gros- 

seira calcada apenas numa abordagem cl ássica para a l iga ç ão  eletrônica. Este aspecto 

exige um aprofundamento sobre o tema, pois se trata de um assunto muito complexo e 

que necessita ser aprimorado, no que se refere ao crit ério de ioniza ç ão. Devemos buscar 

uma proposta que tenha mais conteúdo f´ısico da teoria at ômica. 

Sem a quest ão da ioniza ç ão desenvolvemos um cálculo cl ássico de s e ç ã o  de choque. 

Estes resultados foram calculados numericamente, as fun ç ões  de deflexão e se ç õ e s  de 

choque para átomos de neônio, permitindo a comparaç ão com cálculos na literatura. 

Estabelecemos os raios de ionizaçao através de um critério de forças, que vincula as forças 

el étricas e de l iga ç õ es atômicas. Encontramos os limiares de energia que produzem a 

ioniza ç ão quando estamos tratando o choque frontal. Vimos as trajetórias dos á tomos de 

Carbono e Argônio para diferentes energias de colis ão e parâmetros de impacto, incluindo 

um crit ério de ioniza ç ão tentativa. Deixamos descrito como deve o potencial de intera ç ão  

ser modificado levando em conta outras intera ç ões. 
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Os resultados obtidos permitem criar as bases para determinar as se ç õ e s  de choque do 

Carbono-Argônio com ionização. Para a determinação da se ç ão de choque pretendemos 

em um futuro pr óximo usar o m étodo de Monte Carlo, o qual consiste em sortear os 

valores de parâmetros de impacto fixada a energia, simulando as trajetórias do Carbono 

at é  a regi ão assintótica com uma precis ão adequada. Assim fixaremos um determinado 

ângulo ϑ de sa´ıda na regi ão assintótica e contaremos quantas vezes um átomo do feixe 

sai com um estado de carga qi neste ângulo. As se ç õ e s  de choque diferenciais em um 

intervalo de energia e â ngulo ser ão definidas a partir de uma probabilidade, assim como o 

número de vezes que sair á um estado de carga qi sob um ângulo ϑ e ϑ + dϑ dividido pelo 

número total de trajetórias simuladas e multiplicado pela á rea  efetiva que compreende a 

distribui ç ão dos parâmetros de impacto sorteados, 

dσ 
= 

N (qi, ∆E, ∆Ω, )A(bmin, bmax) 
. (5.1)

 

dEdΩ 
qi 

NT 

O grau de ioniza ç ão i que alcan çar á o Carbono ser á  a probabilidade de obter um r 

entre ri e ri+1, se r ficar dentro de alguns raios de ioniza ç ão contaremos como um evento 

positivo (acontecerá a ioniza ç ão) com carga correspondente à regi ão onde ioniza, em caso 

contrário ser á um evento nulo e sem ioniza ç ão. Ao final alcançaremos a s e ç ã o  de choque 

de ioniza ç ão para uma dada energia varrendo o parâmetro de impacto por todos os valores 

da distribui ç ão inicial. 

Embora o crit ério de ionizaçao tenha sido introduzido como problema que enfren- 

taremos em termos da determina ç ão da s e ç ã o  de choque, podemos ainda continuar a 

utiliz á-lo num estudo exploratório dos efeitos sobre a trajetória quando as cargas dos 

´ıons s ã o  alteradas. Isto pode ser feito incorporando as intera ç ões monopolo-monopolo e 

monopolo-dipolo nas equa ç ões de movimento dos ́ ıons. 

Se eliminamos o crit ério de ioniza ç ão de um futuro c álculo de Monte Carlo, os resul- 

tados das se ç õ e s  de choque diferenciais poderão ser comparadas aos calculados na se ç ão 

4.2. Este procedimento nos permitirá validar a metodologia do c álculo de s e ç ã o  de choque 

mediante o m étodo de Monte Carlo. 

Al ém das se ç õ e s  de choque poderemos obter a distribuiç ão angular do Carbono pois 
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contaremos com a fu n ç ã o  deflex ão para cada parâmetro de impacto em uma determinada 

energia. 

Este trabalho de disserta ç ão ter á  continuidade no nosso programa de doutorado, pois 

aqui apenas ferramentas b ásicas foram criadas para o estudo em quest ão. Em pr óximos 

trabalhos iremos melhorar o crit ério de ioniza ç ão e usaremos o m étodo de Monte Carlo 

para determinar as se ç õ e s  de choque diferenciais em energias e ângulos. Estes resultados 

servir ão como dados na difus ão de ́ ıons de carbono em diferentes condi ç ões de concen- 

tra ç ã o ,  temperatura e pressão do g á s  contido na c âmara de “stripping” do acelerador. Os 

resultados finais ser ão comparados com medi ç ões  feitas no acelerador SSAMS da UFF, 

quando esta linha estiver ativada. Portanto, a proposta de continuidade do trabalho é 

determinar as s e ç õ e s  de choque pois n ã o  temos dados experimentais das mesmas, para o 

uso de um código de simula ç ão que fa ça a difusão de átomos/ı́ons, por exemplo, o MCNP 

ou o GEANT. 
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Apêndice A 

 
Código computacional 

 

 
A.1 Cálculo da função de deflexão e da seção de cho- que 

diferencial 

 
1 

2 program test ; 

3 

4 uses 

5 math ; 

6 

7 type 

8 uno = array [ 1 .. 1000 ] of extended ; 

9 

10 var 

11 b, theta , theta1 , theta2 , dtheta_db , scd1 , scd2 : uno ; 

12 xo1 , yo1 , xo2 , yo2 : uno ; 

13 a1 , c1 , a2 , c2 : uno ; 

14 i, p, l, j, m, u1 , u2 : integer ; 

15 eb , dbb , n, vmin : extended ; 
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16 rmin , rmax , int : extended ; 

17 rmin1 , rmax1 , int1 : extended ; 

18 rmin2 , rmax2 , int2 : extended ; 

19 v1 , vi1 , v2 , vi2 : uno ; 

20 m1 , m2 , m3 : text ; 

21 

22 // Raiz da equa ̧c ~a o por m ́e todo de Newton - Raphson // 

23 { Fun ̧c ~a o } 

24 function f( x, b, eb: extended ): extended ; 

25 begin 

26 f := eb* power ( x ,12) - eb* b* b* power ( x ,10) + 4* power ( x ,6) - 4; 

27 end ; 

28 

29 { 1 era Derivada } 

30 function g( x, b, eb: extended ): extended ; 

31 begin 

32 g := 12* eb* power ( x ,11) - 10* eb* b* b* power ( x ,9) + 24* power ( x ,5) 

; 

33 end ; 

34 

35 { 2 da Derivada } 

36 function k( x, b, eb: extended ): extended ; 

37 begin 

38 k := 132* eb* power ( x ,10) - 90* eb* b* b* power ( x ,8) + 120* power ( x 

,4) ; 

39 end ; 

40 

41 { M ́e todo de Newton - Raphson } 

42 function raiz ( b, eb: extended ): extended ; 

43 var 

44 xa , xb: boolean ; 

45 xo , xf , xant , x, Error : extended ; 
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46 begin 

47 xo := 1E -15; 

48 xf := 1 + b; 
 

49 xant := 0; 

50 x := 0; 
 
51 xa := false ; 

   

52 xb := false ;    

53 if ( abs ( f( xo , b, eb)* k( xo , b, eb))/ sqr ( g( xo , b, eb)) < 1) then xa 

  := true ;    

54 if ( abs ( f( xf , b, eb)* k( xf , b, eb))/ sqr ( g( xf , b, eb)) < 1) then xb 

  := true ;    

55 if ( xa = xb) and ( xa = true ) then xant := xo;    

 
56 if ( xa = true ) then xant := xo; 

 

57 if ( xb = true ) and ( xa = false ) then xant := xf; 

58 if ( xa = true ) or ( xb = true ) then  

59 begin 

60 repeat 

61 x := xant - f( xant , b, eb)/ g( xant , b, eb); 

62 Error := abs ( x- xant ); 

63 xant := x; 

64 until Error <= 1E -15; 

65 end ; 

66 raiz := x; 

67 end ; 

68 

69 // Integra ̧c ~a o por m ́e todo de Midpoint // 

70 function z( r, b, eb: extended ): extended ; 

71 begin 

72 z := 1/( r* r* sqrt (1 - b* b/( r* r) - 4/ eb *(1/ power ( r ,12) - 1/ power ( r ,6) ))); 

73 end ; 

74 
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75 { M ́e todo de Midpoint }  

76 function integral ( xo , xf , n, b, eb: extended ): extended ; 

77 var   

78 h, i, r, suma : extended ;   

79 begin   

80 h := ( xf - xo)/ n;   

81 i := 0;   

82 suma := 0;   

83 while i <= n -1 do   

84 begin   

85 r := xo + ( i + 1/2) * h;   

86 suma := suma + z( r, b, eb);   

87 i := i + 1;   

88 end ;   

 
89 integral := h* suma ; 

90 end ; 

91 

92 // Interpola  ̧c ~a o por m ́e todo de Lagrange // 

93 { M ́e todo de Lagrange segmentado } 

94 function interpolar ( x, y: uno ; v: extended ): extended ; 

95 var 

96 i, j: integer ; 

97 r, L: extended ; 

98 begin 

99 r := 0; 

100 for i := 1 to 4 do 

101 begin 
 

102 L := 1; 

103 for j := 1 to 4 do 

104 begin 

105 if j <> i then 

106 begin 
107 L := L*( v - x[ j]) /( x[ i] - x[ j]); 
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108 end ; 

    

109 end ;     

110 r := r + y[ i]* L     

111 end ;     

112 interpolar := r;     

113 end ;     

114      

115 // Ordenar por m ́e todo Bolha //     

116 procedure ordenar ( x, y: uno ; n, nn: integer ; var xo , yo: uno ); 

117 var     

118 i, j: integer ;     

119 f, g: extended ;     

120 begin     

121 for i := n to nn -1 do     

122 begin     

123 for j := n to nn -1 do     

124 begin     

 
125 if x[ j] > x[ j + 1] then 

126 begin  

 
127 f := x[ j]; 

 

128 
 g := y[ j]; 

129 x[ j] := x[ j + 1]; 
 
130 

  
y[ j] := y[ j + 1]; 

131 
 x[ j + 1] := f; 

132 
  y[ j + 1] := g; 

133 
 end ;  

134 end ;   

135 end ;   

136 for i := n to nn do  

137 begin   

138 xo[ i] := x[ i];  
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139 yo[ i] := y[ i]; 

140 end ; 

141 end ; 

142 

143 begin 

144 Assign ( m1 ,’ Resultados 1 . txt ’); 

145 Rewrite ( m1 ); 

146 Writeln ( m1 ,’ b ’,’ ’,’ theta 

’,’ ’,’ se ç~ao choque ’); 

147 

148 Assign ( m2 ,’ Resultados 11 . txt ’); 

149 Rewrite ( m2 ); 

150 

151 Assign ( m3 ,’ Resultados 111 . txt ’); 

152 Rewrite ( m3 ); 

153 

154 eb := 1; 

155 n := 1 E9 ; 

156 vmin := 180; 

157 dbb := 1E -5; 

158 b [1] := 0; 

159 i := 1; 

160 

161 while b[ i] <= 3 do 

162 begin 

163 rmin := raiz ( b[ i], eb); 

164 rmax := 10000 * rmin ; 

165 int := integral  ( rmin , rmax , n, b[ i], eb); 

166 theta [ i] := ( Pi - 2* b[ i]* int ) * 180/ Pi; 

167 

168 if theta [ i] <= vmin then 

169 begin 
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170 vmin := theta [ i];  

171 p := i; 

172 end ; 

173  

174 Writeln ( m1 , b[ i ]:21 , ’ ’, theta [ i ]:21 , ’ 

; 

’, vmin :21 , ’ ’, p) 

175    

 
176 b[ i + 1] := b[ i] + 0. 03; 

177 l := i; 

178 i := i + 1; 
 
179 end ; 

 

180   

181 ordenar ( theta , b ,1 , p, xo1 , yo1 );  

182 ordenar ( theta , b, p, l, xo2 , yo2 );  

183   

184 v1 [1] := round ( theta [ p - 2]/ 5) *5 - 5; 

185 j := 1;  

186 while v1 [ j] <= 176 do  

187 begin  

188 u1 := 1;  

189 while xo1 [ u1 ] <= v1 [ j] do  

190 begin  

191 u1 := u1 + 1;  

192 end ;  

193 a1 [1] := xo1 [ u1 - 2];  

194 c1 [1] := yo1 [ u1 - 2];  

195 a1 [2] := xo1 [ u1 - 1];  

196 c1 [2] := yo1 [ u1 - 1];  

197 a1 [3] := xo1 [ u1 ];  

198 c1 [3] := yo1 [ u1 ];  

199 a1 [4] := xo1 [ u1 + 1];  

200 c1 [4] := yo1 [ u1 + 1];  



58  

201 

202 vi1 [ j] := interpolar ( a1 , c1 , v1 [ j]); 

203 

204 rmin1 := raiz ( vi1 [ j] + dbb , eb); 

205 rmax1 := 10000 * rmin1 ; 

206 int1 := integral  ( rmin1 , rmax1 , n, vi1 [ j] + dbb , eb); 

207 theta 1 [ j] := ( Pi - 2*( vi1 [ j] + dbb )* int1 ) * 180/ Pi; 

208 

209 rmin2 := raiz ( vi1 [ j] - dbb , eb); 

210 rmax2 := 10000 * rmin2 ; 

211 int2 := integral  ( rmin2 , rmax2 , n, vi1 [ j] - dbb , eb); 

212 theta 2 [ j] := ( Pi - 2*( vi1 [ j] - dbb )* int2 ) * 180/ Pi; 

213 

214 dtheta_db [ j] := ( theta 1 [ j] - theta 2 [ j]) /(2* dbb ); 

215 

216 if v1 [ j] <> 0 then 

217 begin 

218 scd1 [ j] := abs ( vi1 [ j]/ sin ( v1 [ j]* Pi / 180) / dtheta_db [ j]); 

219 Writeln ( m2 , v1 [ j ]:21 , ’ ’, vi1 [ j ]:21 , ’ ’, scd1 [ j]); 

220 end ; 

221 

222 v1 [ j + 1] := v1 [ j] + 5; 

223 j := j + 1; 

224 end ; 

225 

226 v2 [1] := round ( theta [ p + 2]/ 5) *5 - 5; 

227 m := 1; 

228 while v2 [ m] <= theta [ l] do 

229 begin 

230 u2 := p; 

231 while xo2 [ u2 ] <= v2 [ m] do 
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232 begin 

233 u2 := u2 + 1; 

234 end ; 

235 a2 [1] := xo2 [ u2 - 2]; 

236 c2 [1] := yo2 [ u2 - 2]; 

237 a2 [2] := xo2 [ u2 - 1]; 

238 c2 [2] := yo2 [ u2 - 1]; 

239 a2 [3] := xo2 [ u2 ]; 

240 c2 [3] := yo2 [ u2 ]; 

241 a2 [4] := xo2 [ u2 + 1]; 

242 c2 [4] := yo2 [ u2 + 1]; 

243 

244 vi2 [ m] := interpolar ( a2 , c2 , v2 [ m]); 

245 

246 rmin1 := raiz ( vi2 [ m] + dbb , eb); 

247 rmax1 := 10000 * rmin1 ; 

248 int1 := integral  ( rmin1 , rmax1 , n, vi2 [ m] + dbb , eb); 

249 theta 1 [ m] := ( Pi - 2*( vi2 [ m] + dbb )* int1 ) * 180/ Pi; 

250 

251 rmin2 := raiz ( vi2 [ m] - dbb , eb); 

252 rmax2 := 10000 * rmin2 ; 

253 int2 := integral  ( rmin2 , rmax2 , n, vi2 [ m] - dbb , eb); 

254 theta 2 [ m] := ( Pi - 2*( vi2 [ m] - dbb )* int2 ) * 180/ Pi; 

255 

256 dtheta_db [ m] := ( theta 1 [ m] - theta 2 [ m]) /(2* dbb ); 

257 

258 if v2 [ m] <> 0 then 

259 begin 

260 scd2 [ m] := abs ( vi2 [ m]/ sin ( v2 [ m]* Pi / 180) / dtheta_db [ m 

]); 

261 Writeln ( m3 , v2 [ m ]:21 , ’ ’, vi2 [ m ]:21 , ’ ’, scd2 [ m]) 

; 
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262 end ; 

263 

264 v2 [ m + 1] := v2 [ m] + 5; 

265 m := m + 1; 

266 end ; 

267 

268 Close ( m1 ); 

269 Close ( m2 ); 

270 Close ( m3 ); 

271 

272 end . 
 

 

A.2 Cálculo das trajetórias com mudança nos estados de carga 

 
1 

2 program trajetorias ; 

3 

4 uses 

5 math ; 

6 

7 type 

8 uno = array [ 1 .. 100 ] of extended ; 

9 

10 const 

11 alc = 1 . 95826 E -40 { C · m 2 / V}; ala = 1 . 82597 E -40 { C · m 2 / V}; e 

= 1. 602 E -19 { C}; 

12 k = 8 . 98755 E9 { N · m 2 / C2 }; mc = 19 . 93685 E -27 { kg}; ma = 

66 . 31368 E -27 { kg}; 
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13 ep = 1. 081 E -21 { J}; si = 3.38 E -10 { m}; rat = 0. 705 E -10 { m 

}; 

14 

15 var 

16 resul , posc , posa , estc : text ; 

17 cont , m, v, z: integer ; 

18 xco , yco , xao , yao , vxco , vyco , vco , vxao , vyao , t0 , ro , Eio , Eko , Eto , sigo : extended ; 

19 xc , yc , xa , ya , vxc , vyc , vxa , vya : extended ; 

20 xc1 , yc1 , xa1 , ya1 , vxc1 , vyc1 , vc1 , vxa1 , vya1 , va1 , r1 , Ei1 , Ek1 , Et1 , sig1 : extended ; 

21 qc , qa , h, t, tf , Ebeam : extended ; 

22 k1 , k2 , k3 , k4 : extended ; 

23 l1 , l2 , l3 , l4 : extended ; 

24 m1 , m2 , m3 , m4 : extended ; 

25 n1 , n2 , n3 , n4 : extended ; 

26 p1 , p2 , p3 , p4 : extended ; 

27 q1 , q2 , q3 , q4 : extended ; 

28 s1 , s2 , s3 , s4 : extended ; 

29 t1 , t2 , t3 , t4 : extended ; 

30 axco , ayco , axao , ayao : extended ; 

31 axc , ayc , axa , aya : extended ; 

32 delta : extended ; 

33 Eionc , Eiona : uno ; 

34 pc , pa , Fc , Fa: extended ; 

35 

36 // Para o C// 

37 { EDO f1 = dxc / dt} 

38 function f1 ( vxc : extended ): extended ; 

39 begin 

40 f1 := vxc ; 

41 end ; 
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42   

43 { EDO f2 = dyc / dt} 

44 function f2 ( vyc : extended ): extended ; 

45 begin 

46 f2 := vyc ; 

47 end ; 

48  

49 { EDO f3 = dvxc / dt} 

50 function f3 ( xc , yc , xa , ya: extended ): extended ; 

51 var 

52 r: extended ; 

53 begin 

54 r := sqrt ( sqr ( xc - xa) + sqr ( yc - ya)); 

55 
 
 
 
 
56 

f3 := 1/ mc *( xc - xa)/ r *24* ep/ si *(2* power ( si/ r ,13) r ,7) ); 

end ; 

- power ( si/ 

57   

58 { EDO f4 = dvyc / dt}  

59 function f4 ( xc , yc , xa , ya: extended ): extended ;  

60 var  

61 r: extended ;  

62 begin  

63 r := sqrt ( sqr ( xc - xa) + sqr ( yc - ya));  

64 
 
 
 
 
65 

f4 := 1/ mc *( yc - ya)/ r *24* ep/ si *(2* power ( si/ r ,13) r ,7) ); 

end ; 

- power ( si/ 

66   

67 // Para o Ar //  

68 { EDO f5 = dxa / dt}  

69 function f5 ( vxa : extended ): extended ;  

70 begin  

71 f5 := vxa ;  
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72 end ;  

73   

74 { EDO f6 = dya / dt}  

75 function f6 ( vya : extended ): extended ;  

76 begin  

77 f6 := vya ;  

78 end ;  

79   

80 { EDO f7 = dvxa / dt}  

81 function f7 ( xc , yc , xa , ya: extended ): extended ;  

82 var  

83 r: extended ;  

84 begin  

85 r := sqrt ( sqr ( xc - xa) + sqr ( yc - ya));  

86 
 
 
 
 

87 

f7 := -1/ ma *( xc - xa)/ r *24* ep/ si *(2* power ( si/ r ,13) 

/ r ,7) ); 

end ; 

- power ( si 

88   

89 { EDO f8 = dvya / dt}  

90 function f8 ( xc , yc , xa , ya: extended ): extended ;  

91 var  

92 r: extended ;  

93 begin  

94 r := sqrt ( sqr ( xc - xa) + sqr ( yc - ya));  

95 
 
 
 
 

96 

f8 := -1/ ma *( yc - ya)/ r *24* ep/ si *(2* power ( si/ r ,13) 

/ r ,7) ); 

end ; 

- power ( si 

97   

98 // Ordenar por m ́e todo Bolha //  

99 procedure ordenar ( x: uno ; n: integer ; var xo: uno );  

100 var  

101 i, j: integer ;  
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102 f: extended ; 

103 begin 

104 for i := 1 to n -1 do 

105 begin 

106 for j := 1 to n -1 do 

107 begin 

108 if x[ j] > x[ j + 1] then 

109 begin 

110 f := x[ j]; 

111 x[ j] := x[ j + 1]; 
 

112  x[ j + 1] := f; 

113 
 end ; 

114 end ;  

 
115 end ; 

   

116 for i := 1 to n do    

117 begin    

118 xo[ i] := x[ i];    

119 end ;    

120 end ;    

121     

122 // Resolu ̧c ~a o das equa ̧c ~o es diferenciais pelo m ́e todo RK4 // 

123 begin    

124 Assign ( resul ,’ Todos . txt ’);    

125 Assign ( posc ,’ Carbono . txt ’);    

126 Assign ( posa ,’ Argonio . txt ’);    

127 Assign ( estc ,’ Estados de 

128 Rewrite ( resul ); 

129 Rewrite ( posc ); 

130 Rewrite ( posa ); 

131 Rewrite ( estc ); 

132 Writeln ( resul ,’ 

carga . t 
 
 
 
 

 
xc 

xt ’); 
  

 
 
 
 
 

 
’,’ 

 
 
 
 
 
 

 
’,’ 

 yc  ’,’ ’,’  vxc 
’,’ ’,’ vyc ’,’ ’,’ 
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xa ’,’ ’,’ ya  

’,’ ’,’ vxa ’,’ ’,’ 

vya ’,’ ’,’ axc  

’,’ ’,’ ayc ’,’ ’,’ 

axa ’,’ ’,’ aya  

’,’ ’,’ Ek ’,’ ’,’ 

Ei 

’,’ ’,’ 

’,’ 

Â ngulo 

’,’ 

’); 

Energia tot al 

 
133 Writeln ( posc ,’ 

 
xc 

 
’,’ ’,’ 

 
yc 

 

 ’,’ ’,’  qc ’);      

134 Writeln ( posa ,’  xa  ’,’ ’,’  ya  

 ’,’ ’,’  qa ’);      

135 Writeln ( estc ,’  qc  ’,’ ’,’  qa  

 ’,’ ’,’  r1  ’,’ ’,’  Fc 

 ’,’ ’,’  Ec  ’,’ ’,’  Fa 

 ’,’ ’,’  Ea  ’,’ ’,’  Uc 

 ’,’ ’,’  Eionc 1  ’,’ ’,’  Ua 

 ’,’ ’,’  Eiona 1  ’,’ ’,’  xc 

 ’,’ ’,’  xa  ’,’ ’,’  yc 

 ’, ’ ’,’  ya  ’);    

 
136 

137 // Inicial iza  ̧c ~a o de vari  ́a veis // 

138 t0 := 0; 

139 t := t0 ; 

140 tf := 1E -14; 

141 h := 1E -19; 

142 Ebeam := 300 E3 * e; 

143 

144 qc := - e; 

145 qa := 0; 

146 
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147 delta := 2E -10; 

148 

149 Eionc [1] := 5* e; 

150 Eionc [2] := 11 . 26030 * e; 

151 Eionc [3] := 24 . 38332 * e; 

152 Eionc [4] := 47 . 8878 * e; 

153 Eionc [5] := 64 . 4939 * e; 

154 Eionc [6] := 392 . 087 * e; 

155 Eionc [7] := 489 . 99334 * e; 

156 

157 Eiona [1] := 15 . 75962 * e; 

158 Eiona [2] := 27 . 62967 * e; 

159 Eiona [3] := 40 . 74 * e; 

160 Eiona [4] := 59 . 81 * e; 

161 Eiona [5] := 75 . 02 * e; 

162 Eiona [6] := 91 . 009 * e; 

163 Eiona [7] := 124 . 323 * e; 

164 Eiona [8] := 143 . 460 * e; 

165 Eiona [9] := 422 . 45 * e; 

166 Eiona [10] := 478 . 69 * e; 

167 Eiona [11] := 538 . 96 * e; 

168 Eiona [12] := 618 . 26 * e; 

169 Eiona [13] := 686 . 10 * e; 

170 Eiona [14] := 755 . 74 * e; 

171 Eiona [15] := 854 . 77 * e; 

172 Eiona [16] := 918 . 03 * e; 

173 Eiona [17] := 4120 . 8857 * e; 

174 Eiona [18] := 4426 . 2296 * e; 

175 

176 xco := -100 E -10; 

177 yco := 0; 

178 xao := 0; 
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179 yao := 0; 

180 

181 ro := sqrt ( sqr ( xco - xao ) + sqr ( yco - yao )); 

182 

183 vxco := sqrt (2*( Ebeam )/ mc); 

184 vyco := 0; 

185 vco := sqrt ( sqr ( vxco ) + sqr ( vyco )); 

186 vxao := 0; 

187 vyao := 0; 

188 

189 sigo := 0; 

190 

191 xc := xco ; 

192 yc := yco ; 

193 vxc := vxco ; 

194 vyc := vyco ; 

195 

196 xa := xao ; 

197 ya := yao ; 

198 vxa := vxao ; 

199 vya := vyao ; 

200 

201 Eko := 1/2* mc* sqr ( vco ); 

202 Eio := 4* ep *( power ( si/ ro ,12) - power ( si/ ro ,6) ); 

203 Eto := Eko + Eio ; 

204 

205 cont := 0; 

206 

207 axco := f3 ( xco , yco , xao , yao ); 

208 ayco := f4 ( xco , yco , xao , yao ); 

209 axao := 0; 

210 ayao := 0; 
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211 

212 Writeln ( resul , xco /1 E -10 , ’ ’, yco /1 E -10 , ’ ’, vxco ,’ ’, vyco ,’ 

’, xao /1 E -10 , ’ ’, yao /1 E -10 , ’ ’, vxao ,’ ’, vyao ,’ ’, 

axco ,’ ’, ayco ,’ ’, axao ,’ ’, ayao ,’ ’, Eko /( e*1 E3 ),’ ’ 

, Eio /( e*1 E3 ),’ ’, Eto /( e*1 E3 ),’ ’ ,180* sigo / Pi); 
 

213 Writeln ( posc , xco /1 E -10:21 , ’ ’, yco /1 E -10:21 , ’ ’, qc/ e :21) ; 

214 Writeln ( posa , xao /1 E -10:21 , ’ ’, yao /1 E -10:21 , ’ ’, qa/ e :21) ; 

215    

216 while t <= tf do   

 
217 begin 

       

218 k1 := h* f1 ( vxc );       

219 l1 := h* f2 ( vyc );       

220 m1 := h* f3 ( xc , yc , xa , ya);       

221 n1 := h* f4 ( xc , yc , xa , ya);       

222 p1 := h* f5 ( vxa );       

223 q1 := h* f6 ( vya );       

224 s1 := h* f7 ( xc , yc , xa , ya);       

225 t1 := h* f8 ( xc , yc , xa , ya);       

226          

227 k2 := h* f1 ( vxc + 1/2* m1 );       

228 l2 := h* f2 ( vyc + 1/2* n1 );       

229 
 
 
 
 
230 

m2 

 
n2 

:= 

; 

:= 

h* f3 ( xc + 1/2* k1 , yc 

 
h* f4 ( xc + 1/2* k1 , yc 

+ 

 
+ 

1/2* l1 , xa 

 
1/2* l1 , xa 

+ 

 
+ 

1/2* p1 , ya 

 
1/2* p1 , ya 

+ 

 
+ 

1/2* q1 ) 

 
1/2* q1 ) 

 
 

 
231 

 
p2 

; 

:= 
 
h* f5 ( vxa + 1/2* s1 ); 

      

232 q2 := h* f6 ( vya + 1/2* t1 );       

233 
 
 
 
 
234 

s2 

 
t2 

:= 

; 

:= 

h* f7 ( xc + 1/2* k1 , yc 

 
h* f8 ( xc + 1/2* k1 , yc 

+ 

 
+ 

1/2* l1 , xa 

 
1/2* l1 , xa 

+ 

 
+ 

1/2* p1 , ya 

 
1/2* p1 , ya 

+ 

 
+ 

1/2* q1 ) 

 
1/2* q1 ) 

  ;        

235          
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236 k3 := h* f1 ( vxc + 1/2* m2 ); 

237 
 l3 := h* f2 ( vyc + 1/2* n2 ); 

238 
 
 
 
 
239 

m3 

 
n3 

:= 

; 

:= 

h* f3 ( xc + 1/2* k2 , yc + 1/2* l2 , xa + 1/2* p2 , ya + 1/2* q2 ) 

 
h* f4 ( xc + 1/2* k2 , yc + 1/2* l2 , xa + 1/2* p2 , ya + 1/2* q2 ) 

 
 

 
240 

 
p3 

; 

:= 
 
h* f5 ( vxa + 1/2* s2 ); 

241 
 q3 := h* f6 ( vya + 1/2* t2 ); 

242 
 
 
 
 
243 

 s3 

 
t3 

:= h* f7 ( xc + 1/2* k2 , yc + 1/2* l2 , xa + 1/2* p2 , ya + 1/2* q2 ); 

:= h* f8 ( xc + 1/2* k2 , yc + 1/2* l2 , xa + 1/2* p2 , ya + 

   1/2* q2 ); 
 
244 

        

245 
 k4 := h* f1 ( vxc + m3 );     

246 
 l4 := h* f2 ( vyc + n3 );     

247 
 m4 := h* f3 ( xc + k3 , yc + l3 , xa + p3 , ya + q3 ); 

248 
 n4 := h* f4 ( xc + k3 , yc + l3 , xa + p3 , ya + q3 ); 

249 p4 := h* f5 ( vxa + s3 );     

250 q4 := h* f6 ( vya + t3 );     

251 
 s4 := h* f7 ( xc + k3 , yc + l3 , xa + p3 , ya + q3 ); 

252 
 t4 := h* f8 ( xc + k3 , yc + l3 , xa + p3 , ya + q3 ); 

253         

254 xc1 := xc + 1/ 6*( k1 + 2* k2 + 2* k3 + k4 );   

 

255 yc1 := yc + 1/ 6*( l1 + 2* l2 + 2* l3 + l4 ); 

256 vxc1 := vxc + 1/ 6*( m1 + 2* m2 + 2* m3 + m4 ); 

257 vyc1 := vyc + 1/ 6*( n1 + 2* n2 + 2* n3 + n4 ); 
 
258 xa1 := xa + 1/ 6*( p1 + 2* p2 + 2* p3 + p4 ); 

259 ya1 := ya + 1/ 6*( q1 + 2* q2 + 2* q3 + q4 ); 
 
260 vxa1 := vxa + 1/ 6*( s1 + 2* s2 + 2* s3 + s4 ); 

261 vya1 := vya + 1/ 6*( t1 + 2* t2 + 2* t3 + t4 ); 

262       

263 axc := f3 ( xc1 , yc1 , xa1 , ya1 ); 
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264 ayc := f4 ( xc1 , yc1 , xa1 , ya1 );  

265 axa := f7 ( xc1 , yc1 , xa1 , ya1 ); 

266 aya := f8 ( xc1 , yc1 , xa1 , ya1 ); 

267   

268 
 vc1 := sqrt ( sqr ( vxc1 ) + sqr ( vyc1 )); 

269 
 va1 := sqrt ( sqr ( vxa1 ) + sqr ( vya1 )); 

270   

271 
 sig1 := arctan ( vyc1 / vxc1 ); 

272   

273 r1 := sqrt ( sqr ( xc1 - xa1 ) + sqr ( yc1 - ya1 )); 

274   

275 
 pc := ala * k* qa/ sqr ( r1 ); 

276 
 pa := ala * k* qc/ sqr ( r1 ); 

277   

278 
 Fc := - e* k*( qa/ sqr ( r1 - rat ) + 2* pa/ power ( r1 - rat ,3) ); 

279 
 Fa := - e* k*( qc/ sqr ( r1 - rat ) + 2* pc/ power ( r1 - rat ,3) ); 

280    

281 if Eionc [1]/ rat <= abs ( Fc) then 

282 begin 

283 if r1 <= delta then 

284 begin 

285 qa := qa - e; 

e); 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
294 Eionc [ m] := Eionc [ m + 1]; 

295 end ; 

286 v := round (18 - qa/ 

287 Eiona [ v] := Eionc [1]; 

288 ordenar ( Eiona , v, Eiona ); 

289 end ; 

290 qc := qc + e; 

291 z := round (6 - qc/ e); 
 
292 for m := 1 to z do 

293 begin 
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296 end ; 

297 

298 if qc > 6* e then qc := 6* e; 

299 if qa < -7* e then qa := -7* e; 

300 if qc < -19* e then qc := -19* e; 

301 if qa > 18* e then qa := 18* e; 

302 

303 Ek1 := 1/2* mc* sqr ( vc1 ) + 1/2* ma* sqr ( va1 ); 

304 Ei1 := 4* ep *( power ( si/ r1 ,12) - power ( si/ r1 ,6) ); 
 

305 Et1 := Ek1 + Ei1 ; 

306      

307 t := t + h ;   

308      

309 xc := xc1 ;   

310 yc := yc1 ;   

311 vxc := vxc 1 ;   

312 vyc := vyc 1 ;   

 
313 xa := xa1 ; 

 

314 ya := ya1 ;  

315 vxa := vxa1 ;  

316 vya := vya1 ;  

317   

318 cont := cont + 1; 

319   

320 if ( cont mod 1000 = 0) then 

321 begin 

322 Writeln ( resul , xc1 /1 E -10 , ’ ’, yc1 /1 E -10 , ’ ’, vxc1 ,’ ’, 

vyc1 ,’ ’, xa1 /1 E -10 , ’  ’, ya1 /1 E -10 , ’  ’, vxa1 ,’ 

’, vya1 ,’ ’, axc ,’ ’, ayc ,’ ’, axa ,’ ’, aya ,’ 

’, Ek1 /( e*1 E3 ),’ ’, Ei1 /( e*1 E3 ),’ ’, Et1 /( e*1 E3 ),’ 

’ ,180* sig1 / Pi); 
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323 Writeln ( posc , xc1 /1 E -10:21 , ’ ’, yc1 /1 E -10:21 , ’ ’, qc/ e 

:21) ; 

324 Writeln ( posa , xa1 /1 E -10:21 , ’ ’, ya1 /1 E -10:21 , ’ ’, qa/ e 

:21) ; 

325 end ; 

326 

327 Writeln ( estc , qc/ e:21 , ’ ’, qa/ e:21 , ’ ’, r1 /1 E -10:21 , ’ ’, 

Fc :21 , ’ ’, Eionc [1]/ rat :21 , ’ ’, Fa :21 , ’ ’, Eiona [1]/ 

rat :21 , ’ ’, abs ( rat * Fc/ e):21 , ’ ’, Eionc [1]/ e:21 , ’ ’, 

abs ( rat * Fa/ e):21 , ’ ’, Eiona [1]/ e:21 , ’ ’, xc1 /1 E -10:21 , ’ 

’, xa1 /1 E -10:21 , ’ ’, yc1 /1 E -10:21 , ’ ’, ya1 /1 E - 10 : 21 ) ; 

328 

329 end ; 

330 

331 Close ( resul ); 

332 Close ( posc ); 

333 Close ( posa ); 

334 Close ( estc ); 

335 

336 end . 
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