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RESUMO

Apresentamos uma introducdo ao método variacional e deducdo das equacdes de movimento
para campos continuos, analisando o impacto de possiveis simetrias sobre a evolucdo de tais
campos. Um estudo sobre a quantizacdo dos campos discute a evolucdo temporal e as condicdes
necessarias para a preservacao da causalidade. Considerando interacdes perturbativas, 0 método
de diagramas de Feynman é usado no célculo de observaveis como secdes de choque em
processos conhecidos de espalhamento.



ABSTRACT

We present an introduction to the variational method and the equations of motion for continuous
fields, and consider the impact of possible symmetries over the evolution of such fields. There
follows a study of field quantization, the time evolution operator and the conditions under which
causality will be preserved. Under the assumption of perturbative interactions, the Feynman
diagrams method is presented as a tool to calculate observables such as cross sections in well
known scattering processes.
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CAPITULO1  INTRODUCAO

Uma primeira parte deste trabalho tem como objetivo um estudo da Teoria Quéantica de
Campos em seus aspectos basicos formais, focalizando inicialmente o método variacional e o
formalismo Lagrangeano para as equacOes de movimento. Neste processo procuramos manter
evidente a conex@o com as teorias classicas, mostrando a extensao que ocorre no tratamento
das coordenadas generalizadas de modo a introduzir os campos classicos e, em seguida,
apresentamos a quantizacgao de tais campos. Acompanha este desenvolvimento uma discusséo
sobre simetrias, quantidades conservadas e seu impacto sobre as equacgdes de movimento. Este
é resumidamente o contetdo dos capitulos 2 e 3, que formam o fundamento teorico basico sobre
0 qual o restante da dissertacao, dedicado a aspectos mais aplicativos, pode ser construido.

Uma segunda parte inicia-se no capitulo 4 e tem como objetivo estabelecer a conexao
entre a Teoria Quéantica de Campos e a observacao experimental. Apresentamos um método de
tratamento para interacGes ditas perturbativas, quando suas consequéncias podem ser tratadas
como pequenos desvios de uma situacdo preponderante cuja solucédo ja é conhecida. Sob tais
regimes, uma técnica de expansdes em séries aproximativas torna o calculo possivel, sendo
teoricamente exato. E, dentre estas técnicas, a mais usada é o metodo de diagramas
desenvolvido por Feynman. Este é apresentado no capitulo 5 e possibilita o calculo de
observaveis experimentais como taxas de decaimento e secdes de choque, ja definidos no
capitulo anterior.

O objetivo final da dissertacdo € a aplicacdo do programa descrito acima ao calculo de
processos especificos associados a situa¢fes experimentais concretas, como o espalhamento de
Rutherford ou a aniquilacdo elétron-pésitron em experimentos com aceleradores de particulas.
Com tais exemplos esperamos tornar evidente a importancia e abrangéncia da Teoria Quantica
de Campos como fundamento teérico e, a0 mesmo tempo, ferramenta para o célculo de

processos envolvendo particulas elementares e suas interacGes fundamentais.



CAPITULO 2 EQUACOES DE MOVIMENTO E SIMETRIAS

Comecamos o processo de formulacdo da Teoria Quantica de Campos aplicando o
formalismo Lagrangeano aos campos. Deste modo poderemos representar as equacdes de
Euler-Lagrange e as cargas associadas as transformac6es de simetria por meio de expressdes

funcionais, que serdo quantizadas no capitulo seguinte.

21 O FORMALISMO LAGRANGEANO

O espago de configuragdes do sistema classico de uma particula é definido como o
conjunto Q,,, de dimensdo n, formado pelas coordenadas generalizadas (configuracdes) do
sistema, q%, a = 1, ..., n, que fixam o estado do sistema num dado tempo t. Elas séo fungdes
suaves do tempo g% (t). As configuracdes nas quais o sistema pode se encontrar sdo chamadas
de configuragdes fisicas, que descrevem as situacdes observadas na natureza, compativeis com
os vinculos do sistema [1]

Além das coordenadas generalizadas, também sdo necessarias, para estabelecer a
dindmica de um dado sistema, as velocidades generalizadas ¢(t). Todas as configuracdes e
velocidades possiveis de um particular sistema fisico, de acordo com as condic@es iniciais
impostas, podem ser organizadas em uma trajetéria y:{q%(t)},Vt € R no espaco de
configuragoes [2].

A dependéncia explicita do tempo pode ser obtida resolvendo equagdes diferenciais
associadas ao sistema, que aparecem através do procedimento abaixo. Define-se o funcional de
acao:

t
S[q%] = f 1 L(t, 9% q%) dt.
t

0
A funcdo que estad sendo integrada é a Lagrangeana L(t, q%, q'a). A integracdo € feita em um
intervalo de tempo [t,, t;], em cujos extremos sdo estabelecidas condi¢Ges para as coordenadas
generalizadas (q(ty) = g0, q(t;) = q4). Um funcional é um mapa que associa elementos de
um espago de fungdes a elementos de um espaco de numeros reais, em outras palavras,
funcional é uma generalizacdo do conceito de funcdo [1]

. A'integral de acdo é um funcional que depende suavemente de g. A partir desse funcional,
impomos que os caminhos efetivamente seguidos pelo sistema fisico nesse intervalo de tempo

sejam aqueles em que S [g%] obtenha seus valores extremos (pontos de maximo e minimo e



pontos de sela). Esta imposicao é conhecida como principio de agdo minima [1]. Ao fazermos
variagdes em torno desses extremos, obtemos as equacdes de Euler-Lagrange [3],

d oL oL _ 51
dt 9g*  dq* 21

As equacBes acima sdo equacles diferenciais parciais que nos permitirdo obter as trajetorias

q“(o) [1]
Todo esse formalismo é aplicavel na Teoria de Campos, generalizando os conceitos

apresentados para o caso de nimero infinito de graus de liberdade, conforme veremos a seguir.

2.2 ADERIVADA FUNCIONAL

A abordagem que faremos ira utilizar largamente o conceito de derivada funcional,
também conhecida como derivada de Fréchet. E necessario definir sucintamente os aspectos
principais dessa operacao [1,4]

Um funcional F[f] € um objeto que mapeia elementos de um espago linear normado de
funcdes F = {f(a,): a,, € RN ou CV} no espago dos reais R ou dos complexos C, F: F — R

ou C. Um funcional local é definido como

Fyulf] = j ...fdaldaz ~dayg(f(aq,ay, ..., ay)). (2.2)
onde g(f) é uma funcéo convencional. Define-se, também, o funcional semi-local [5]
Fyalfl= f ...fdaldaz dayg(f(aq,ay, ...,ay), f'(aq,az, ..., ay)). (2.3)

A derivada funcional de F[f] com respeito a f () € definida como [6]:

6F[f] _ 1 F[f(X)+65(x—y)]—F[f]_

W = El_I;% E (2 4)
Aplicamos a definicdo acima ao funcional
f(x) = [ #dzf(2)6(x — 2), (2.5)
0 que resulta em
5fC) _ | [f dz(f(2) + €6(z — y))8(x — 2) — [ dzf (2)6(x — 2)
——=Ilim
5f(y) e>o0 €
§f(x) . [[dzes(z—-y)s(x—2)|
50 leli% - =5(x—y) (2.6)

Podemos associar o operador 6/5f(y) a ideia de um operador diferencial parcial.

Grande parte das regras de derivacao aplica-se as derivadas funcionais. A derivada funcional



do produto de funcionais F[f] = T[f]H[f], por exemplo, é similar & derivada convencional do
produto de duas funcdes,

SFIf] _ oTIf] SH[f]
Sf(y) S8f(y) Sf(y)

Dado o funcional F(T[f]) a regra da cadeia para as derivadas funcionais também &

HIf1+T[f] (2.7)

operacionalmente idéntica a regra da cadeia para derivadas convencionais de func¢oes,
SF(TIfD) _ f . OF (1) 8TIf]
5f(¥) or 8f(y)

E interessante mostrar um pouco mais detalhadamente as derivadas dos funcionais

(2.8)

locais e funcionais semi-locais. Olhando primeiro para funcional local (2.3) temos

6Fg'l[f]=fd 9g68f(x) _dg(f(y)
Sf () of 5f») )

A derivada do funcional semi-local (2.4) segue 0 mesmo principio da divergéncia total

(2.9)

de uma funcdo. Por simplicidade chamando f(x) de f podemos escrever

5F,alf] <ag 5f(x) g 5f’(X)>
5 ) = [ ax of 5f o) Tor 5F ) ) (2.10)
No entanto,
Sf) 8 df _dofe) _d
5F0) ~ 5fO)dx _ dxof() dx OF Y (2-11)
de sorte que,
SEIf] 99 dg d
7oy = ( o7 00N+ 5p s ‘“"‘”)
ORIf1 _ 99U WL o) _ d 09(f».1'»)) 2.12)

5f»  of dx  of'(y)

No caso em que f = f(x) = f(x1,x2, ..., x™), a féormula acima generaliza-se facilmente para

SEIf]  0g(f(),0f/oxi(y)) = d 99 (f().0f/0x'(»)

= - . . (2.13)
5 o) Lidx  9(af/oxD)

2.3 O FORMALISMO LAGANGEANO PARA CAMPOS

E necessario definirmos o que si0 campos e como o formalismo Lagrangeano pode ser
generalizado para os mesmos. O campo ¢(x, t) é a generalizagdo do conceito de coordenada
generalizada. Mais especificamente ao invés de termos um conjunto discreto {q%(t)} de

coordenadas, temos um campo que associa nimeros (reais ou complexos), vetores, espinores



ou tensores a cada ponto do espago-tempo. Fica claro que o campo descreve um sistema com
infinitos graus de liberdade. Como desejamos construir uma teoria invariante de Lorentz
assumimos que o dominio dos campos é o espaco de Minkowski M*. Portanto campos
dependem localmente de pontos x# = (x°, x1,x?%,x3) € M*, isto é, ¢p(x,t) = ¢p(x) . Estamos
supondo que os campos sdo de classe C®(M*) assim como g;(t) era tomada como
continuamente diferenciavel em t, em todas as ordens.

As derivadas dos campos com respeito a pontos do espaco de Minkowski séo definidas
COMO segue:

09 (x)

Ooxk

Os pontos do espaco de configuracdes agora sdo pares do tipo (¢ (x), dg(x)).

= 0,¢(x) = (999 (x),8;9(x)). (2.14)

Escrevemos a Lagrangeana L como a integral de uma densidade de Lagrangeana L, que

é funcdo dos campos e de suas derivadas primeiras:
L= f d3xL (p(x), aﬂq,’)(x)) . (2.15)
14

A partir dela, definimos a acdo como,

s[¢] = ft "ael = ft "t fv d3x £ ($(), 9,9 (). (2.16)

0

A acdo é um funcional, no sentido que definimos na se¢do anterior. O método variacional extrai
0s campos associados aos valores extremos de S em um intervalo de tempo pré-estabelecido.
Dada a semelhanca da derivagdo funcional com a derivacdo de funcdes, e olhando (2.13),
concluimos que o campo associado ao valor extremo nos leva a [1],

oSigl __ oL _, 9L -

5¢p(x) dp(x) 4 (aﬂqb(x)) (2.17)
As equacbes acima sdo a generalizacdo das equagdes de Euler-Lagrange para a teoria de
campos. A consisténcia entre a mecanica de pontos materiais e a teoria classica de campos é
clara. Assim como no caso de pontos materiais, as informacgdes de qualquer teoria classica de
campos estdo contidas em S. E necessario agora olharmos mais detalhadamente para (2.17) e

(2.18) para extrairmos outras consequéncias deste formalismo.

2.3.1 Simetrias na Teoria Classica de Campos

Como vimos, a derivada funcional da acdo leva a extracdo das equacdes de Euler-

Lagrange. Mas ha mais informagdes contidas neste funcional. Se fizermos transformagdes sobre



0s campos que deixem a ac&o invariante, as equacgdes de Euler-Lagrange nédo véo se alterar.

Tais transformacdes sdo chamadas de simetrias do sistema fisico sob consideracao.

Suponhamos que temos uma teoria na qual as coordenadas generalizadas sejam 0s

campos {¢‘(x)}, i =1,2,..,n. Definimos ¢i(x) > ¢"'(x) = ¢! (x*(u%),u*) como

transformacbes dos campos ¢! (x#), parametrizadas suavemente por um conjunto de

parametros u%, com a = 1, ..., m. Essas transformac6es podem ocorrer de duas maneiras:

1)

2)

Sobre a forma funcional dos campos apenas, sem mudancas do ponto do espaco-
tempo, situacdo na qual sdo chamadas de simetrias internas. Um exemplo bastante
comum é o de rotagdes no espaco interno. Considere dois campos ¢! e ¢? e as
rotacdes no espaco definido por eles:

o't (x*) = cosu ¢! (x*) + senu ¢p? (xH),

¢"? (x*) = —senu ¢! (x*) + cosu ¢p? (xH),

onde u é o0 angulo de rotacéo.

(2.18)

Sobre a forma funcional dos campos e sobre os pontos do espago-tempo
simultaneamente, quando sdo chamadas de simetrias espacgo-temporais.

Exemplificando essa situagdo, temos as transformacdes de Lorentz

x'* = AH* XY (2.19)
atuando sobre um campo vetorial
A (x'H) = A*, (0#))AY (xV) (2.20)

onde w*, € uma matriz antissimétrica 4 X 4, que possui 6 componentes
independentes, que sd0 0S pardmetros necessarios para caracterizar uma
transformacéo de Lorentz geral. Nesse caso, a varia¢do da forma funcional tem duas
origens: uma explicita, contida na matriz A, e uma implicita, advinda da composi¢éao

das fungdes A* e x*(w*,). Para transformac®es infinitesimais, podemos escrever:

A (wH) = 65 + wH, (2.21)
e
A* (x* + whyxV) = (88 + ok, )AY(xH) (2.22)
Isso nos da:
AH (xH) = AF(xH) + w# AV (xH) — w“l;xﬁaaA”(x”) (2.23)

onde, no terceiro termo, substituimos A’'#* por A*, devido a diferenca ser de ordem

(00H )2,



Podemos escolher a parametrizagdo de modo que u® = 0 corresponda a transformagao
identidade e - u® parametrize uma transformac&o que, quando feita sobre ¢! (x#,u%), leve de
volta a ¢' (x*). Vamos supor ainda que, se fizermos 3 transformacdes sucessivas,
parametrizadas por trés conjuntos de parametros uf, u$ e ug, a ordem na qual compomos essas
transformac6es ndo importe. O conjunto de transformacdes obedecendo a esses requerimentos
é chamado de um grupo continuo ou um grupo de Lie conexo com a identidade.!

Vamos comecar calculando as consequéncias oriundas da variagdo da forma funcional
dos campos sob transformacGes de simetria interna. A dependéncia em u® foi definida como
sendo suave, o que significa que podemos expandir o campo ¢'*(x*) = ¢ (x*, 5u®*) emtorno
de su® =0,

¢"(x") = ¢! (x*, 5uc)
09! (x*,u®)

T Su® + 0((6u®)?), (2.24)

u%=0

= ¢' (x") +

Definimos, assim, a variacdo da forma funcional de ¢ sob a transformac&o em questo:

apt (xH,u®)
Ju?

Sp' = ¢ (xH) — @' (xH) = suc. (2.25)

u%=0

Consequentemente, para as derivadas dos campos,

i i i 66”(1)" (e*,u) a
5(3#(1) = au(ﬁ (XM)— aﬂ(ﬁ (X“) = T ou
u U=ug
ot (xH, u .
= aﬂ% Sut = 9,64 (2.26)
u%=0

Consideramos, agora, que as transformacdes em questdo sejam simetrias, o que significa

191 = [ d*xe (0, ,6' @) = 519 (2.27)
Tomando transformacdes infinitesimais,
L"), 9,0"1()) = L($(x) + 8¢, 0,0 (x) + 69, 6)

0L
flok

=L (¢i(x), aﬂcpi(x)) +—— 8¢l + 50,

90,91

(6160, 9. b aLaaLSiaaLw
= £(¢'¢), up (x))+<a¢i— ﬂaaﬂ¢i> ¢!+ #(aaﬂd)i ¢>. (2.28)

Isso mostra que

! Estamos supondo que os paradmetros u® que caracterizam as transformagdes ndo sio fungdes do espago-
tempo, ou seja, sdo globais.



S[¢'] = S[g] + j d*x

0L o O N (9
(acpi_ “aam') ot (aa Pz "’)l Sig]

0L 5,25 Voo +9, (25 s 2.29
:}<a¢i_“aau¢i>¢+ (66¢‘¢> (2.29)

Supondo agora que 0s ¢' sejam solugdes das equacdes de movimento, o primeiro termo da

equacdo acima se anula e obtemos

oL L 0" (x,u)
Ou (aa ¢l5¢> <aa ¢t our |

Lembrando que a transformacdo infinitesimal envolve pardmetros arbitrérios, obtemos a

> sul = 0. (2.30)
=0

conservagdo covariante de m quantidades j&, a = 1,...,m,

5 ), 0L 0¢' (x,u)
Wa = 0|35 bl ous

) = 0. (2.31)
=0

Suponha que integremos a equacgdo acima sobre todo o volume V' do espago e tomemos
0s campos indo a zero no infinito espacial (em fungéo do fendémeno sob estudo estar localizado

num laboratorio de tamanho finito). Obtemos,

aj0  ojk
3 _ 3 a a
I _Jd axu jd x(axo + o (2.32)

d ) =,
=— fd?’x]g + fd3xV.]a (2.33)

Utilizando o teorema de Gauss para o segundo termo da integral,

fd%ﬁfa = fja -dS =0. (2.34)
|74 74

Substituindo esse resultado em (2.34) temos

dQ,(t)
4 ([are) =420 o, .

Cada simetria da acéo esta associada a uma equacao analoga a equacao de continuidade
do Eletromagnetismo e da Mecanica de Fluidos, envolvendo correntes apropriadas, que, quando
integrada espacialmente origina quantidades chamadas de cargas de Noether, Q,, que se
conservam. O que acabamos de mostrar € um caso particular do teorema de Noether, o qual
afirma que, dada uma simetria continua da acéo, parametrizada por m parametros, teremos m
quantidades conservadas, as cargas de Noether.

Consideremos agora a situagdo de simetrias espago-temporais. Uma transformacao
infinitesimal desse tipo no espago-tempo sera:



OxH(x,u
x"*(x) = x*(x,0u) = x* + # ou?. (2.36)
ou? u=0
Isso nos leva a definir
dx*(x,u)
Oxt=xt —xp=———= ou?.
du u=0

Essa transformacéo induz outra, sobre os campos ¢'. Para obté-la, vamos supor que 0s campos
se transformem, em geral, como:

¢'l(x) = ¢" (2 () = ¢! (xH,u%), (2.37)
onde explicitamos uma dependéncia ostensiva da lei de transformacdo em u®. Considerando

uma transformacéo infinitesimal, parametrizada por parametros u¢,

Pi(x) = Pt (k) + —— a¢ (x Wl sy (2.38)
Isso implica -
@' (x + 8x) = ¢"L(x) + (8,0)5x* = P! (x*) + o9 ix W sye (2.39)
Dai obtemos a variag&o da forma funcional de ¢': -
Spt=¢" (x) — ¢' (x) = a¢ (x Ll dpptoxP. (2.40)
=0

Na sequéncia vamos usar também o fato da densidade de Lagrangeana ser um escalar,
L(p""(x") =L (x") = L(Pp'(x)) = L(x). Isso é fundamental para a invariancia da acéo e
implica:

L'(x)=L(x) =L (x)+ L (x) =L (x) — 6L(x). (2.41)
Por sua vez, a variacdo de L pode ser calculada de
L'(x") =L (x +6x) =L (x) + 6x#9,L = L(x)
= 8L(x) = L' (x) — L(x) = — (9,L)5xH. (2.42)
Consequentemente, sob uma mudanca de variaveis infinitesimal que seja uma simetria,
L'(x")=L'(x)+ (6”11)6x“. (2.43)
A condicédo de simetria continua sendo que a acdo permanega invariante. Mas agora, como
transformamos os pontos do espaco-tempo, temos que mudar a medida e a regido de integracdo

na integral que a define.
s[ei] = L, d*x'L (¢, 8,0 (x)) =S [¢'] (2.44)

Voltando para as variaveis x*, temos que considerar o Jacobiano da transformacao:
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e = det| 0 gy = [d t<5”+65x”)]
X = de axv X = e v axv

d*x' = (1 + 9,6x*)d*x. (2.45)

Assim,

d*a's (¢ (@), 8,9" ("))

QI

_ fn d*x (L (), 8,0 1(0)) + (3,£)8x4) (1+0,6x%)

= | at (00,0 ), (2.46)

onde mantivemos apenas contribuicbes em primeira ordem em §¢*. A condigdo de simetria

implica, entéo,
5S = JQ d*x (6L +0,(L 6x“)) =0. (2.47)
Podemos agora escrever §£ também como
§L=L (90,0, (1)) - £ (¢'(0),0,6'())
=L (¢i(X) + 8¢ (x), aﬂqbi(x) + aﬂ(6¢i)(X)) - L (d)i(X), 6u¢"(x))

L sgi v —25 g, (50
a¢t 33,81
:(a_?_a a£.>6¢l (aL acp) (2.48)
o0~ %340 33, 8)

Considerando campos que satisfacam as equacdes de movimento e transformacdes arbitrarias,

temos que ter,

oL .
u L) =
O <L6x + FF) ¢i6qb ) 0. (2.49)

Ao explicitarmos as variacdes Sx* e S¢'teremos equagbes analogas a equacdo de
continuidade, refletindo a conservagdo de quantidades especificas. Vamos ilustrar o que

estamos dizendo com exemplos importantes.

2.3.2 Energia e Momentum

Um exemplo importante é o da simetria por translagdes:
x'* = xt +ut, (2.50)

onde consideramos 0s campos como escalares por translacoes:
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¢(x) = ¢ (x). (2.51)
A partir da equagdo acima, usando (2.41) calculamos §¢':
§¢' = —(9, ¢p'(x)) SuH (2.52)
Substituindo em (2.50),
a9, | LouH oL d, ' (x)du’ | =0 2.53
Pondo éu” em evidéncia, obtemos:
9, (H*™) = 0. (2.54)
onde,
uw o _ VAL UV
H 66H<;bia ¢t —nH*vL. (2.55)

é o chamado tensor de energia-momentum da teoria. A nomenclatura procede, pois define-se
energia e momentum como as quantidades que se conservam em consequéncia de translacfes
temporais e espaciais, respectivamente. Escrevendo a soma explicitamente na equacéo (2.55) e
integrando sobre todo o volume espacial,
s aHOV
j d°x 5%
Novamente, usamos 0 teorema da divergéncia para descartar o segundo termo e obtemos a

+ j d3xd; HY = 0. (2.56)

conservacao de quatro quantidades, correspondentes aos quatro parametros que caracterizam

translacdes espaco-temporais:
d d
— | d3xHY =—PY = 0. 2.57
o f d*xH® = PY =0 (2.57)

A componente P° = H é, portanto, a energia do sistema, enquanto as 3 componentes espaciais

Pt representam o seu momentum.

2.3.3 Momentum Angular

O teorema de Noether nos permitiu definir energia e momentum para um sistema de campos
arbitrario. Podemos utiliza-lo para definir também o momentum angular, em sua versao
quadridimensional. Para isso, vamos supor que O sistema possui Simetria perante
transformacdes de Lorentz,

x'"* = AH* XY, (2.58)

sob as quais os campos se transformam como

o' (x"™) = Dij(0H,) ¢’ (x) (2.59)



12

onde recordamos que w*,, € a matriz dos parametros que caracterizam uma transformacéao de

Lorentz geral. Infinitesimalmente, podemos escrever
. o .
D'(wh,) =6} + E“)uv(XW)lj' (2.60)
onde os (X*V)! j sdoos geradores do grupo de Lorentz na representacdo carregada pelo campo.

A mesma transformacéo infinitesimal que leva as coordenadas x* até as coordenadas x'* é,

x'* = xH 4+ 0¥ xV. (2.61)
Logo,
1
Sx# = ot x¥ = Ewaﬁ (653% — 5;;xa). (2.62)
A transformacdo associada do campo serd, entéo,
09" (x, W) .
5¢l = aw—aﬁ w“ﬁ— 63¢>16x3
u=0
i i )
= Ewaﬁ(X"‘ﬁ) jqbf - Oa(,blw“ﬁxﬁ
1 ) i : .
= > Wap |i(x8), + 6} (x%0F — xFa%) | ¢/, (2.63)

Substituindo as varia¢Ges acima na equacao obtida pelo teorema de Noether,

9, | LExH + 0L 5t
K 00, ¢!

1 ] i . .
= Ewaﬁaﬂ <L(T/ﬂaxﬁ - U“Bxa) + aauqbi [l(Xaﬁ) j + 5}}(xaa,8 - xﬁaa) ] (p])
R 0P ' — LnHP | — xF oL -0% P! — LyHa
2 B 90, 00, ¢"
L i
i( xaB Jj uap —
+ aa#qbil(X ) ;9 } = 9,M 0, (2.64)
com,
MHaE = (xapue _ xfpua) 4 OF [iCxes)" o]
00, ¢ J
= [HaB y guapB (2.65)
Como antes, podemos integrar espacialmente a sua componente zero, para obter as cargas
conservadas:
dM% d
=— 3xMOeh = 2.66
dt dtf d*xM 0 ( )

onde
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M = j d3xMOF = f d3x(L0%F + 50aB) = [%F + §ab, (2.67)

As quantidades conservadas séo interpretadas como os geradores de boosts e rotagoes. O tensor

M“F & chamado tensor de momentum angular. L*# é sua parte orbital e S*#, sua parte de spin.

2.4 UM EXEMPLO IMPORTANTE: O ELETROMAGNETISMO.
Vamos mostrar que a Lagrangeana abaixo,
1
L=—7 FuF*, (2.68)
onde
En = 0,4, — 0,4, (2.69)
e A, € o quadrivetor potencial eletromagnético, gera as equagdes de Maxwell e nos conduz a

energia e momentum do campo eletromagnético. O tensor F,,, € antissimétrico, F,, = — K,

vur €

esta claro que Fy; = —F°e F = FU. Podemos escrever a Lagrangeana acima em termos dos

campos elétrico e magnético atraves de um calculo explicito,

1
L= =7 QF F% + 2FpF %% + 2FgaF® + 2F1oF ' + 2F15F 1 + 2Fp5F %)
1 2 2 2 2 2 2
= E(Fm + Fop” + Fog” = Fip” — Fi3° — Fa3%)

[(0pA1 — 0140)% + (0pAz — 0;40)* + (0gAs — 0340)* — (0,4, — 0,4,)?

N =

- (alAB - 63A1)2 - (62A3 - 63A1)2]
1
=5 (B2 - BY), (2.70)

onde
E'=0%4' — 9'A°

Bl = €Uk, 4. (2.71)
Achar as equacfes de movimento desse sistema é imediato. Notamos que
o _ 0, (2.72)
54,
e
0L _ _pw (2.73)
59,4,

Logo as equagdes de movimento serdo
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9, F* = 0. (2.74)

Jaque E' = F% e ;3 B¥ = —F;

ij» obtemos, fazendo v = 0,

0,FH0 = 0;F° = 0 = 0,E* + 0,E? + 0;E3
~ V-E=0. (2.75)
As outras equacdes de Maxwell vém da especificacdo v = k,
0, FH = 9,F% + 9,F* =0
= 0yF% = —9,F'* = "1 9,B;
~ V x B=0,E. (2.76)
Vamos agora explorar a simetria por translacbes da Lagrangeana de Maxwell. A

quantidade conservada, como ja vimos, € o tensor de energia-momentum,

6L
o[58 - )] - am

Substituindo os valores ja calculados para a derivada da Lagrangeana, obtemos

v = plRgv 4, %an(FaﬁFaﬁ)_ (2.78)
E evidente que o tensor ndo é simétrico em pev. E conveniente, para muitas aplicagoes,
trabalhar com
A = H* + 9, K™, (2.79)
onde K*#v é antissimétrico nos primeiros dois indices. Por isso percebemos que
9, H" = 9, H* + 9,(9,K*) = 0. (2.80)
A* é uma quantidade conservada para qualquer K*#V antissimétrico nos dois primeiros
indices. Também n&o ¢é dificil ver que as cargas conservadas associadas a H*Y e a H*Y sdo as
mesmas. Fazendo K**V = F*44Y podemos escrever,
AR = H* + 9,(F*AY)
= HWV+FH.9, AV
= FM™(9VA; — 0;,4%) —n*vL, (2.81)
onde, na segunda linha, usamos a equagdes de Euler-Lagrange. E claro, entdo, que H* = VA,
Agora podemos derivar de H*'as densidades de energia e de momentum do campo
eletromagnético,

HO0 = F9(9%4; — 0,A°) — L

_ Ez—%(EZ—BZ)
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= % (E* + B?) (2.82)
A densidade de momentum é similarmente calculada e coincide com o vetor de Pointing,
Aok = Fio(gk A, — 9,A4%)
= E'(0;Ax — 0k A;)
= E'ey;B/

~ H% = (E x B)k. (2.83)
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CAPITULO 3 QUANTIZACAO CANONICA DE CAMPOS ESCALARES

A quantizacéo candnica do sistema cléassico sem fontes de particulas ndo interagentes é
obtida de maneira natural quando primeiro promovemos as coordenadas generalizadas do
sistema q;(t) e seus momenta conjugados q;(t) = d£/0q;(t) a condigdo de operadores, de
modo que o Hamiltoniano e outras cargas associadas a simetrias também sejam elevados a esta
categoria, ja que dependem dessas coordenadas [3,7]. Em seguida escrevemos 0s agora
operadores de posi¢do § e momentum conjugado p = g como funcdes de operadores de criacio
at e de aniquilagdo a [3]. Os autoestados do Hamiltoniano, que servem como uma base do
espaco de Hilbert, séo facilmente obtidos a partir da atuagdo desses operadores, o que completa
a quantizacdo da teoria. O objetivo deste capitulo é efetuar a quantizacéo candnica dos campos
escalares, mostrando que ela pode ser entendida em termos de mecanismos similares aos que

estdo em acdo na quantizacao de um sistema de infinitos osciladores harmonicos.

3.1 QUANTIZACAO CANONICA DO OSCILADOR HARMONICO

Para formar as bases do raciocinio de como quantizar um sistema de campos, vamos
relembrar brevemente, nesta sec¢éo, 0s aspectos principais da quantizacdo do sistema classico
correspondente a um oscilador harménico. Como dissemos, ao promover a operadores as
variaveis dinamicas da descricdo classica, modificamos 0s objetos que possuiam expressoes
dependentes dessas varidveis. A Lagrangeana em unidades naturais (h = ¢ = 1 = m), por

exemplo, passa a ser
1 1

L= Eﬁz —3 w?§>. 3.1)
Os colchetes de Poisson s&o substituidos por comutadores, multiplicados por i:
(.41 =[Pl =0, [qp]=1i (3.2)
O operador Hamiltoniano é dado por
0= %;32 +% w?q?, (3.3)
e pode ser representado em funcao dos operadores de criacao e aniquilacdo. Eles sao definidos
por
at z\/éq—L;a (3.40)
27 V2w
P (IO A
az\/;q+\/7_wp (3.4b)
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Invertendo as relagdes acima, obtemos,

G= \/i_ @+ah (3.50)

p= —lf (@a—am. (3.5b)
Substituindo as expressdes (3.5) na expressao do Hamiltoniano (3.3) chegamos a
A=w (afa + %) : (3.6)
A élgebra obedecida por operadores de criacdo e aniquilacdo € obtida facilmente através

das relacdes de comutagéo (3.2)

[a,aT1=1 (3.7)
Os comutadores envolvendo o Hamiltoniano e os operadores de criagdo e aniquilagéo séo,
[A,at] = wa, [A, 8] = — wa. (3.8)

A utilizacdo desses operadores é justificada pela facilidade da obtencdo de uma base de

autovetores da Hamiltoniana [8]. Um autoestado do hamiltoniano |A) de energia (4 + 1/2)w
quando atuado por at é levado em outro autoestado a' |1) de energia ((A +1) + 1/2)a), da
mesma forma que o autoestado @ |A) possui energia ((A -1+ 1/2)w. Pode-se mostrar que 0
estado de menor energia esta associado a A = 0, e que a |0) = 0. Atuando sobre |0) com o0s
operadores de criacdo, podemos obter os autoestados do Hamiltoniano normalizados a partir do
auto estado |0),

T‘ @hr|oy = n), (3.9

de modo que

Aln) = o (a*a + ;) n) = w <n + ) In). (3.10)

A/\

O operador N = afa é chamado de operador niimero, pois N|n) = n|n).

3.2 A QUANTIZACAO DO CAMPO ESCALAR

Os pares ordenados (¢(x),0d,¢(x)) analisados no método variacional sdo os
correspondentes as coordenadas e momenta generalizados do sistema de uma particula. Como
na teoria ndo-relativistica, as coordenadas e seus momenta conjugados sdo solucdes de equacbes
de movimento (equacdes dindmicas). Na teoria relativistica ndo € diferente. Para o

prosseguimento da quantizacdo é necessario estudar a equacao de movimento satisfeita pelo par

(¢(x), 999 (x)).
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O campo mais elementar do qual dispomos é o campo escalar real ¢(x),Vx € M*. A

equacdo relativistica correspondente aos campos escalares € a equacéo de Klein-Gordon,

(@+m?»)p(x) =0 (3.11)
em que O = 9#d, = —PHP, € o operador d’Alembertiano, também conhecido como operador
de onda.

A expressdo do operador de onda em notacgdo de tempo e espago O = 92%/dt? — V?,
mostra com mais clareza que esta é uma equacdo diferencial parcial homogénea de segunda
ordem chamada de equacéo de onda [9]b. Solucgdes para equacdes desse tipo sao,

{(x) x e*iPx (3.12)
N&o é dificil obter uma densidade de Lagrangeana que, através das equacOes de Euler-
Lagrange,

oL 0 6L _o i 13
5p(x)  x (a 0u¢(x)> =0 (3.13)

gere a equacdo de Klein-Gordon. Podemos ver que a Lagrangeana

1 1
L =5(0p() °p(x) — Vop(x) - Vop(x)) — §m2¢2(x)

1 1
£ =20,p@0*P(x) —Zm*¢*(x) (3.14)
ao ser utilizada nas equagOes de Euler-Lagrange, gera a equacdo de Klein-Gordon. A
quantidade
6L
dop(x) = m(x) = 309900 (3.15)

¢ conhecida como densidade de momentum conjugado ao campo [5]. A densidade de
Hamiltoniana é obtida a partir de uma transformacéo de Legendre, H = m¢ — L e assume a

forma

H(x) = %((n(x))2 + (Vo)) + %mquz(x). (3.16)
Estas expressdes sdo facilmente obtidas para campos escalares complexos ¢*(x) # ¢ (x).
Escrevendo ¢(x) = 1/ \/i(gbl(x) + i¢,(x)) definido em um plano complexo, expandido por
duas solucGes reais linearmente independentes que sdo ¢,(x) e ¢,(x), pode-se obter as
seguintes expressoes para L, m(x) e H(x)
£ =(3,0"@) (34p(0)) — m?¢* (X)$(x) (3.17)
o™ (x) = m(x) (3.18)
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H(x) = (%) () + (Vo* () (Vo (x)) + m2p* (x) p (). (3.19)
Veremos que neste caso H (x) descreve duas particulas escalares associadas pela conjugacao

de carga.

3.2.1 A Quantizagdo do Campo Escalar Real

O processo de quantizacdo do sistema classico nao relativistico que apresentamos
baseou-se em operadores independentes do tempo. Para seguir caminho analogo na teoria
relativistica, vamos obter solucdes particulares reais da equacdo de Klein-Gordon e obter a
solucéo geral através de superposicdo. A partir dai a quantizagdo segue o método similar ao
visto para os operadores de criacao e aniquilacdo da teoria ndo relativistica. Este procedimento
sera mostrado nesta se¢do e estendido ao campo escalar complexo na sec¢do seguinte.

Cada onda plana da forma {(x) « e** ¢ uma solugio particular da equacéo de Klein-
Gordon, envolvendo o produto interno entre os quadrivetores x e p. Tais soluc@es, no entanto,
s6 o0 sdo se um vinculo for satisfeito entre as componentes do quadrimomentum:

(O + m?)et?* = (—p? + m?)e*P* = 0, (3.20)
o que implicap? = m?2. A solugéo geral pode ser representada como uma superposicéo de ondas
planas, sujeitas ao vinculo que encontramos:
_ 1
p(x) = N
Fazemos a integracdo sobre p° e redefimos a(p) — \/Fa(p), obtemos
3
PO=7 (2111)3 fszo (a(pe™™ + a' (ple™7™). (3.22)

O momentum conjugado ao campo € obtido simplesmente tomando a derivada de ¢(x) com

f d*ps(p? —m?)0(p°) (a(p)e™* + af(p)e~77). (3.21)

respeito ao tempo, ou seja,

' d3p pO - o
m(x) = 0op(x) = lfm\[;[a(p)elpx — at(p)e~P]. (3.23)

A quantizacdo exige que consideremos a(p) e a’(p) como operadores. A algebra
satisfeita por eles é determinada pelas relagcdes de comutacdo em tempos iguais entre 0 campo
e seu momentum conjugado. Assim, impondo que

[p& ), n(F, )] = i6PE~), (3.24)
[0 0, @ D] =X 6),nF t)] =0, (3.25)
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obtemos
[a(®),at@)] = 6®@ - ) (3.26)
[a(®), a(@")] = [at(@),a (F)] = 0. (3.27)

Achar uma expressao para o operador Hamiltoniano por conta dos comutadores (3.26)

e (3.27) torna-se uma tarefa simples,

A= [axs = [ @ (0°0@) + T9)") +5m202w) (3.28)
d3
-1 [ s o (aw)at®) + @' @)aw)
d3
s ()T @) +5500),

onde definimos w,, = p° = \/B?% + m? . Observamos a presenca de uma divergéncia, expressa
pelo termo envolvendo a delta. Como, no entanto, apenas diferencas de energias tém significado
fisico e o termo em questdo é uma constante, idéntica para todos os niveis de energia, vemos
que ele sera cancelado ao calcularmos diferencas de energias. Assim, podemos redefinir o

Hamiltoniano para:

1 d3 +
= ] 3 (" @)a)). (3.29)
Assim como foi feito com o Hamiltoniano, é simples mostrar que o operador momentum do
campo é
- d3p
P~ [ tsp (a')a(). (3:30)

3.2.2 Quantizacdo do Campo Escalar Complexo.

Na subsecdo anterior os campos ¢ (x) e m(x) foram obtidos assumindo que satisfaziam
a condicdo @(x) = @T(x) e m(x) = wt(x). Para ter um campo escalar complexo tal vinculo
ndo deve ser imposto, o que implica,
1 d3p
p(x) = (a(p)e®™ + bT(p)e~7%). (3.31)
J@m)3 ) \[2p°

onde a(p) e b(p) sdo operadores independentes. O momentum conjugado a0 campo passa ser

representado como
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; (_2°p p° ik ot (o i )
w00 =000t = | = (b —atpre ] @32

A supressdo do vinculo de conjugacdo faz com que os campos passem a ter 1 grau de liberdade
interno [1]. Fisicamente isso significa dizer que o campo descreve particulas distintas porém
com a mesma massa por conta do coeficiente das exponenciais. A Unica interpretacdo para
operadores de criacdo e aniquilagdo associados a particulas escalares independentes com a
mesma massa, € a de que esses operadores referem-se a particula e antiparticula.

A algebra dos comutadores satisfeita por esses novos operadores ¢é facilmente obtida

com base nas relagcdes de comutacdo dos operadores de criacdo e aniquilacéo,

[a(p),at(®) ] =[b(p),bT(®)]1=56®@-p) (3.33a)
[a(p),a(p)] = [b(p),b(p") 1 =0, (3.33b)
etc.

As relacOes de comutacdo entre os operadores a(p) € b(p) foram construidas com base
no principio de independéncia entre “osciladores harmonicos” de um sistema nao interagente.
E facil verificar, a partir da densidade de Lagrangeana tratada na se¢&o anterior e dos passos
ja mostrados acima, que os operadores Hamiltoniano e momentum total associados ao campo

escalar complexo, tém respectivamente as formas,

_ d3
= f (znz)gs wp(a’(P)a() + b1 ()b (D)), (3.34)
_ d3
P= J (2753 p(at(®a(p) + bt ()b(p)). (3.35)

O operador carga é um operador de simetria, que extrai o conteudo de carga de um
campo, obtido através da integracdo e quantizacdo da componente 0 da corrente de Noether.

Com base na equacdo (3.17),

o Y N : e
Q=[x =~ dx(d,,*(x)wx) 5n<x>‘”">> 536

— —if d3x (n(x)qo(x) —ﬂf(x)‘/’f(x))

(3.37)

0 que nos leva a

~ d3
0= [ @0 = | G @@aw) - b1 @) (339)
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3.3 O ESPACO DE HILBERT

Até 0 momento com a quantizagdo temos apenas operadores quanticos e ainda nao
apresentamos o espaco de Hilbert onde estdo definidos esses operadores. Nessa se¢do iremos
definir uma base para o espaco de Hilbert da teoria quantica de campos escalares com a qual
possamos expandir 0 mesmo, representar qualquer estado fisico, e mostrar a importancia dos
operadores de campo.

Na mecanica quéantica ndo relativistica os autoestados do Hamiltoniano formam uma
base completa para o espaco do Hilbert. Assim como fazemos na mecanica quantica para
construir estados de energia iterativamente atuando com o operador de levantamento a® sobre
0 estado de menor modo normal de vibracdo |0), na mecanica quéantica relativistica atuamos
com o operador de criacdo iterativamente sobre o estado de menor ocupacéo |0), para construir
os estados de particula. Esse estado |0) é postulado como aquele que é aniquilado quando o
operador a(p) atua sobre ele, 0 que nos leva a nomea-lo como vacuo. Temos, assim,

a(p)|0)=0 (3.39)
E, para d'(p),
at(p) |0) = |p). (3.40)
A atuacdo do operador de criagdo sobre 0 vacuo gera o estado de uma particula com momentum

p [3]. A intuicdo da mecénica quantica ndo relativistica nos faz concluir que temos o seguinte

2
resultado para atuacdo de ((a’r (p)) sobre o estado de vacuo:

V2!

Assim obtemos o estado de duas particulas de momento p cada uma. O estado de n(p;)

10) = |p,p). (3.41)

particulas de momento p; é definido como sendo
((af (p) )0
Vn()!

Importante notar que o fato de ndo haver restri¢cbes para o nimero de particulas que possuem o

10) = [n(py))- (3.42)

mesmo momento p; € uma confirmacdo de que a quantizacdo de campos escalares leva a estados
de particulas que respeitam a estatistica de Bose-Eisntein [1].

O estado mais geral que descreve todas as particulas para cada valor de momento p;,
i =1,2,.., € representado como

1—[ ((a’(p) )"0

Tt 0,0, ...) = [n(p1), n(p2), ... ). (3.43)
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de tal maneira que com base nas relagdes de comutagio dos operadores a(p) e a' (p),

a(p;)In(py), n(y), ...) = /n(pj)ln(pl),n(pz), —,n(p;) —1). (3.44)

Similarmente, para o operador de criacao,

@' (), (), .y = [n(p;) + Un(p) n(y), ..,n(p;) +1).  (345)

E imediato mostrar que esses estados s&o ortonormais. A base do espago de Hilbert do campo
escalar complexo é gerada através da atuacdo de dois operadores de criagdo distintos ao invés

de um,

n(p;)
(@) " @ty
10,0, ...; 0,0, ...). (3.46)
U Jn(p)! n Vn(q)!

A base do espaco, portanto, é composta dos autovetores do operador numero total de

particulas
V= [@pat@ae) = [ apNe) (3.47)

N|n(p1),n(p;), ...) = nIn(p), n(p2), ..., (3.48)
onde n = ), n(p;). O produto tensorial entre os espacos de Hilbert individuais, nos quais estdo

definidos os estados com numero fixo de particulas de cada valor de momentum, é conhecido

como espaco de Fock. Através do que consideramos nessa se¢do podemos observar que

@(x)|0) = (2703 Px 4 gt (p)e~¥)|0), (3.49)
— 1 d? p —ip'x
<p(x)|0>—J(2n)3 f\/ZpOe Ip), (3.50)

Ou seja, a atuacdo do operador de campo sobre o estado de vacuo gera uma superposicdo de
estados de 1 particula de momento bem definido. Esse estado é similar ao autoestado do
operador de posicdo |x) da mecanica quantica nao relativistica, a menos do fator multiplicativo
1/2p°, que é aproximadamente constante para valores ndo relativisticos de p [3]. Por conta
disso, a leitura que se faz da (3.67) é de que o operador ¢ (x) cria uma particula no ponto x do

espaco-tempo, de modo que ¢(x)|0) = |x) .

3.4  CAUSALIDADE

Podemos, agora, derivar a relacdo de comutacdo relativistica entre operadores de campo

que dependem de coordenadas x e y no espago Minkowski,
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3p' 3p

)3,/2(1)1712(4)},

[p(x), o] = f (2m [e=P"*ePY[a(p"), at (p)]

— [at (@), a(p)]e®’ *e~ V]
- - d3 . .
[6(x), d(»)] = J (Zn)% [e~P=Y) — ePE=M)] = A(x — ) (3.51)
P

Esta funcdo é conhecida como funcdo de Pauli-Jordan [7]b. E necessario verificar as
propriedades dessa funcdo para concluir que temos uma relacdo de comutacéo relativistica.

A invariancia por transformacdo de Lorentz torna-se manifesta quando rescrevemos a
funcdo como uma integral de quatro dimensdes. Para isso modificando a componente espacial

do tri-momento p —» —p , fazendo a substitui¢cdo dos quadrivetores z = x — y temos
3

d”p —i(wpzo—p-Z (W Zo—D-Z
[p(x), (M = fm[e i(wpzo=p2) _ pilwpzo=p2)]
14
d*p omema)
= | Gy 59n@)8(po = @) + sgno)8 (o + wp)e %
p

onde d*p = d3pdp, e a fungio sgn(p,) € definida como [10]

+1, sepy >0

Sgn(po){_l, se py < 0. (3.52)

Combinando as funcdes delta com o auxilio da condigéo de mass shell, w, = /p? + m?
1 — — 2 2
E—p(a(p0 —Ep) +8(po + Ep)) = 8 ((po — Ey)(po + Ep)) = (> —m?)  (3.53)
obtemos uma integral em quatro dimensdes de quantidades escalares
A(x —y) = j Lsgn(p )8(p? — m?)e~(@pZo7P2) (3.54)
(2m)32w, 0 '

Objetos escalares sdo invariantes de Lorentz por definicdo. A mudanca do elemento de

volume infinitesimal d*p para d*p por uma transformacéo de Lorentz,

/ Y 0 0 By
I 0 1 0 0 |
A]:| 0 0 . |, y=1/{J1-B% B=v/c,
\—ﬁy 0 0 Y
nos leva a
d*p = det|A| d*p = d*p. (3.55)

A funcdo sgn(p,) sé se altera mediante transformacdes que ndo pertencam ao grupo de
Lorentz préprio ortécrono (A%, < 0). Como p? —m? = p? —m?, vemos que A(x —y) é

invariante de Lorentz (proprio e ortécrono).
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Separac0es do tipo tempo, z = (t,0,0,0) ndo anulam a fungédo de Pauli-Jordan (3.51)
pois produzem um resultado A(x — y)~e ™™t — g™t com e~ ™t £ ¢!t [7]. Olhando agora

separacoes do tipo espaco z = (0,1)

d3 , _
[o(x), ()] = f m [e~iPT — eiPT] (3.56)

_ d’p g d3p o
) f @2 P+ m f @2 P+ m (3:57)

A funcédo de Pauli-Jordan é uma integral cuja variavel de integracdo é p, por isso podemos

trocar p por - p na segunda exponencial sem prejuizos.

— d3p —ipr _ d3p —ip-r
[o (), p(y)] _f(zn)3zme f(zn)gzme (3.58)

3
d p —ip-r

d3p .
e PT —f e
(2m)32/p? + m? (2m)32,/p? + m? (3.59)

(000, p(¥)] = f

=0
O fato de o comutador ser identicamente nulo para intervalos do tipo espaco concorda com o
principio da causalidade. 1sso mostra que, caso o campo fosse um observavel fisico (0 que nem
sempre ele €) medidas do campo feitas em um ponto ndo podem afetar medidas feitas em outro
ponto caso esses pontos ndo estejam causalmente conectados [3]. Pode-se mostrar sem
dificuldade que, se tivéssemos analisado campos escalares complexos, chegariamos a uma
equacdo de Pauli-Jordan que exigiria assumir a existéncia da antiparticula sob pena de violagao
do principio da causalidade.

3.5 PROPAGADORES

O objetivo principal de se construir uma teoria que possui vetores de estado
representando sistemas fisicos € descrever o0 modo como esse sistema evolui de um estado a
outro, isto é, como o sistema representado por um vetor de estado passa a ser representado por
outro vetor de estado na medida em que ele evolui no espago-tempo. Estabelecida a maneira
como sdo criados os estados de particulas relativisticas agora € necessario saber qual a
amplitude de propagacéo entre pontos distintos do espacgo-tempo [10,11]. Na presente secédo
mostraremos que os propagadores da mecanica quantica ndo relativistica, embora sejam mais

simples, podem ser reproduzidos na teoria quantica de campos.
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3.5.1 Propagadores N&o Relativisticos

Para desenvolver a expressdo do propagador da mecéanica quantica nao relativistica é
necessario primeiro escrever a relacdo entre um ket na representacao de Schrodinger |y (t))s e
outro na representacao de Heisenberg |y)y

W(@©)s = e )y, (3.60)
Posteriormente, toma-se o produto interno com relacdo ao bra associado ao autoestado de

posicao {q/,

(@) = (qle™ ). (3.61)
Definimos o autoestado de posicdo na representacao de Heisenberg como [4],
lq,t) = e'fit|q) (3.62)

e assim obtemos a funcdo de onda
(@) = (gle™ 1) = (g, thp)n = ¥(q, ). (3.63)
O conjunto desses estados, para todos os g, constitui uma base no tempo t. Imaginamos um

tempo inicial t; e um tempo final ¢;. A relagdo de completeza nos permite escrever

(ar. trldy = j(CIf' trlqi ti{qi ti[ ) udq; (3.64)

W) = [{aptylaw e au ) da (3.65)

O objeto K(qy, tr; qi,t;) = (qf, tr|qi, t;) que relaciona os estados iniciais e finais é
chamado propagador. O conceito de propagador possibilita uma maneira de estudar a evolucao

do sistema sem que tenhamos que resolver a equacao de Schrodinger explicitamente [4].

3.5.2 Propagadores Relativisticos

A ideia dos propagadores na mecénica quéantica relativistica utiliza-se do mesmo
principio da subsecdo anterior. O intuito agora é estender essa ideia ao limite relativistico. Em
outras palavras, nos interessa a projecdo do estado ¢(x)|0) sobre o estado (@ (y)|0)T =
(0] (y), para obtermos o objeto conhecido como amplitude de propagacao entre esses pontos
[1].

Tomando o produto interno explicito entre os estados supracitados obtemos o
propagador de Klein-Gordon
1

A /4wpra)p

d3p'd3 o
(0] (x)|0) = f (;’n)Gp (0]a, a|oye ==y (3.66)
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(0l (x)]0) = J% ﬁ e P00 = p(y —x). (3.67)
E simples notar que separacdes tipo espaco geram uma amplitude de propagacdo que decai
exponencialmente como [7],
D(y — x)~e XY, (3.68)
Na pratica isso significa dizer que fora do cone de luz a amplitude pode assumir valores nao
nulos. Sendo assim, medidas feitas em pontos causalmente desconectados ndo seriam
independentes causando dificuldades com o principio da causalidade. No entanto, antes de
solucionar esse problema é importante notar que a expressao do propagador ndo esta completa.
E necessario considerar também a propagacéo no sentido y — x, ja que a principio nada exclui
essa possibilidade [7],
(0lp(x)p()[0) =D(x —y) = % 2_2),, e y), (3.69)

A subtracdo das amplitudes de propagacéo nos da a funcdo de Pauli-Jordan

d°p 1 d*p 1 .
(0l (x)]0) — (0l (x)(¥)|0) = f @n) 2a; py=x) _ 207 2, © p(y=2)
0lle), p()]10) = D(y —x) — D(x —y) = Ay — x). (3.70)
Assim, vemos que a fungdo de Pauli-Jordan é o comutador dos campos escalares,
Ay —x) = [o ), ()] = (0][e (), p(x)]]0). (3.71)

Como vimos que a funcdo de Pauli-Jordan vai a zero para separacGes do tipo espaco, o
principio da causalidade é preservado. O comutador do campo escalar complexo [¢(y), ¢T(x)]
origina a mesma func¢do, contudo, ao invés de interpretar o resultado como a possibilidade de
propagacdo de um mesmo tipo de particula nos dois sentidos conclui-se que a amplitude de
propagacdo da particula em um determinado sentido anula a amplitude de propagacdo da
antiparticula no sentido oposto [1,10].

Para desenvolver uma expressdo explicita para o propagador, notamos que cada
componente da integral (3.70) possui a reta dos reais, R, como dominio de integracdo. A

condicdo de mass shell gera indeterminagGes para a componente temporal nos pontos p° =
tw, = +/p? + m? do dominio. Estendendo este dominio ao plano complexo conferimos um

grau de liberdade a mais ao dominio, sendo possivel estabelecer um contorno na regido de
integragdao que nao passe “por cima” dos pontos singulares. Para decidir em qual semiplano o
contorno deve ser fechado precisamos olhar o sinal da separacdo temporal [11]. Caso a

separacdo temporal seja y° > x° temos exp(—ip,(y° —x°)) - 0quando p, » —io,
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consequentemente imaginamos um contorno de integragdo como um semicirculo tendendo ao
infinito contido no semi-plano complexo negativo,

Figura 1

Rl

Do mesmo modo se tivermos y° < x°, entdo devemos observar que exp (—ipo(y° — x%)) -
0 quando p, — ico, 0 que impde um contorno de integragdo como um semicirculo infinito
contido no semi-plano complexo positivo,

Figura 2

Imip™y

G

Fazendo a mudanga p — —p no segundo termo da (3.70),

d3p . 1 .
—x) = —ip(y—x) ] _—_ 5,=ipo(¥°~x%)
Aly — x) f(Zn)3 e {pre

(3.72)
_ b ePo(¥°-x%)
2wy

3
d°p e~ ip-(y—x) {ie—ipo(yo—xo)l o_ . +

(2m)3 2E, PP=ap T 2w,

eipo(y"—xo)|p0=_mp} (3.73)
é possivel interpretar as indeterminagdes como residuos de uma integracdo sobre dp® com
polosem p°® = +E, = +,/p2 + m? [1].J4 que o sentido de integragao ¢ horrio multiplicamos
0 somatdrio dos residuos da integral temporal por —1 quando y° > x°. De acordo com o

Teorema de Residuos de Cauchy podemos utilizar a identidade

dpo e_ipo(yo_xo) dpo e_ipo(yo_xo) dpo e_ipo(yo_xo)
Jc 2n p?—m? _L 2m p2 — p? —m? _L 2w p§ — w}

1 .

: 0_..0
o o ePo(y"—x )|p0=—wp} (3.74)

—Za)p

e substituir na expressdo (3.73) obtendo

d®p (dp® -1 .
Ay —x) = ~ip-(y=x) 0> x°, 3.75
(y—x) 2n)3 L 2l P —m2 e , paray’ > x (3.75)

O Teorema de Residuo permite que o contorno de integracédo seja fechado em ambos os semi-

planos, evitando o fato da integral divergir. No entanto, se tivéssemos fechado o contorno por
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cima ndo teriamos polos dentro do mesmo e consequentemente o somatorio de residuos e o
propagador seriam nulos. Este fato nos permite dividir os propagadores em dois grupos, 0s
adiantados e os retardados. De acordo com essa ideia € possivel notar que derivamos o
propagador retardado

Diy—x) y°>x°

Ap(y —x) = { 0 X0 > 30 (3.76)

Matematicamente este propagador € classificado como a funcdo de Green da equacdo Klein-
Gordon. O método das funcbes de Green € utilizado para resolver equacdes diferenciais ndo

homogéneas [12]. Para observar melhor o papel de funcédo de Green definimos a funcéo

1, sey? > x°
0 _ ,0) —
00" =) {O, sex® > y0 (3.77)
e reescrevemos o propagador de forma reduzida
Ar(y —x) = 0(y° — x°){0|[p (), $ (x)]10) (3.78)

de maneira que
(0,0% +m?)Ar(y — 1) = (9,00 - x°) ) (0llp(¥), p(x)]|0)
+2(9,00° = x%) 94(0l[p(), p(O[0) (.79
+0(y° — x°)(9,0* + m*)(0l[p (), ¢ (x)]/0)
(8,0* + m*)Ar(y — x) = =8(y° — x°)(0| [ (), p(x)]]0)
+8(y° = x°)(0| [ (), 9 (x)]|0) + 0

= —6W(y —x).
O propagador é a solucdo da equacdo de Klein-Gordon ndo homogénea, em outras

(3.80)

palavras, é a funcdo de Green do Operador de Klein-Gordon (aﬂa# + mz), como afirmamos.
O papel de funcdo de Green ndo é desempenhado apenas pelos propagadores de Klein-Gordon.
As funcdes de Green da equacédo de Schrodinger sdo os propagadores da mecanica quantica ndo

relativistica [13],

io _
(H —a> K(qsp trsqiti) = —is®(q; — q:)5(¢r — 1). (3.81)
Outra maneira de escrever o propagador € conhecida como prescricdo de Feynman. Esta

prescri¢do necessita definir o operador de ordenagéo temporal,

T{p(y)p(x)} {(P(Y)(P(x), sey® > xO

o()p(y), sex®>y° (3.82)

que também pode ser escrito como
T{o()e()} = 0(y° — x)e()e(x) + 0(x° — y)e()e (). (3.83)
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Tomando o valor esperado de vacuo da funcdo de Pauli-Jordan na condigéo de mass shell p° =

+w,, obtemos o propagador de Feynman

Ap(y — x) = (0|T{p(¥)p(x)}|0) (3.84)
Ap(y — x) = 0(y° — x°)(0]p(¥) P (x)|0)
+0(x° — y°)(0[¢p(x)p(y)]0)
[ d'p i
(2m)* p? —m?

Assim como fizemos para encontrar o propagador de Klein-Gordon é necessario

Ap(y — x) e~ (y—x), (3.85)

estabelecer o dominio de p® como sendo o plano complexo e determinar o contorno de
integracdo adequado que evite os pontos de singulares [11].
Figura 3

Im(p")

+Ep

¥

Quando y° > x° devemos fechar o contorno no semiplano inferior o que faz p° = +w, ser o

Unico polo deste contorno, logo

d3p 1
= e e T =00 -, (3.86)
14

Ap(y — x)
Da mesma forma quando x° > y° o contorno deve ser fechado no semiplano superior fazendo
p° ser o Unico polo gerando,
d3p 1 .
A —xX)= | ——= ——e P& = p(x —y). 3.87
r(y —x) @) 2o, (x—y) (3.87)
Até o presente momento utilizamos o grau de liberdade a mais do plano complexo para
estabelecer contornos de integracdo. Feynman, porém, desenvolveu um raciocinio inverso. Ao
invés de achar e deformar contornos de integracéo ele desloca os polos no plano complexo pelo

valor infinitesimal € > 0,
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Figura 4

Im(p

—

vie Re(p")

I —i£

proporcionando o propagador com a seguinte expressao,

Ay —x) = [ 2P i —ip-(y-) (3.88)
PO =)= (2m)* pz—m2+iee ' '

A integraco se torna mais simples, pois o dominio de p° passa a ser todo o eixo Re(p?). Feita
a integracdo utiliza-se o limite € — 0 [11].

No atual momento, com o que temos em méao, ainda ndo dispomos de uma teoria que dé
conta de descrever fendmenos reais em fisica de particulas. Embora no fim desse capitulo
tenhamos chegado a uma equacéo de Klein-Gordon que possui um termo de fonte, ainda existe
um consideravel caminho até estabelecermos uma equacdo dinamica geral. Para descrever
sistemas interagentes com inumeros tipos de particulas sem numero fixo com termo de fonte,
devemos substituir a equacdo dindmica da qual dispomos, que € linear, por uma que nao seja
linear e que contenha termos de fontes e outros tipos de campos. O método das integrais de
trajetdria é o formalismo mais adequado para chegarmos a uma teoria de sistemas evolutivos e
complexos. A base do método dos integrais de trajetoria é o conceito de propagador, que foi 0
ponto de chegada do atual capitulo, o que ilustra a importancia do formalismo desenvolvido até

aqui.
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CAPITULO 4 INTERACOES PERTURBATIVAS

Até aqui nos dedicamos a sistemas de particulas livres. Porém agora estamos
interessados em descrever sistemas de particulas interagentes. Na Mecéanica Quantica ndo
Relativistica parte-se da hipotese de que uma Lagrangeana de interacdo é somada a
Lagrangeana livre originando a Lagrangeana total da teoria interagente. A partir desse ponto as
equacOes dindmicas passam a ser ndo-lineares. Os termos nas Lagrangeanas de interacdo sdo
poténcias dos campos, logo geram equacgdes dindmicas ndo lineares nessas varidveis. Tais
equacOes ndo podem ser resolvidas exatamente por fungdes de Green.

O Hamiltoniano é a transformada de Legendre da Lagrangeana e, portanto, passa a ter
um termo de interacdo somado ao Hamiltoniano livre. O método mais utilizado para tratar uma
Teoria Quantica Relativistica, com termos de interacdo ndo lineares no Hamiltoniano, € tratar
tais termos como perturbagdes ao Hamiltoniano livre.

Métodos perturbativos sdo aproximacdes. Assim, desejamos que as interacGes sejam
pequenas perturbacdes do sistema livre. As solugdes interagentes terdo valores proximos aos
das solucdes livres, diferindo por pequenas correcdes.

Na Teoria Quantica de Campos, além de perturbacdes pequenas, existem outras
exigéncias quanto ao termo de interacdo da Lagrangeana. Considere, por exemplo, a densidade
de Lagrangeana para o campo escalar real

=20 g Yy
n=3
onde 4,, € chamada de constante de acoplamento. As ordens das expansdes perturbativas se dao
com respeito as poténcias das constantes de acoplamento. Porém dizer que 1,, << 1 s0 é correto
se A, for um termo adimensional.

A dimensdo da Integral Fundamental da Acédo, [S] = 0, impbe que a densidade de
Lagrangeana tenha dimenséo 4, ja que, S = [ d*xL e [d*x] = —4. Olhando as dimensbes do
termo de interagdo [¢p] = 1, [a“] =1 e [m] = 1 vemos que a constante de acoplamento deve
ter dimenséo [4,,] = 4 — n, pois,

[+ 9" =Ml +n=4->[4,]=4—n
Para que as constantes de acoplamento sejam de fato adimensionais devemos multiplicéa-las por
E~™ quando necessario, ja que, E (Energia) tem dimensdo de massa, isto é, [E] = [m] = 1.

Isso nos leva as seguintes Teorias de Interacdo para campos escalares:
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e Teoria A3¢3. Nesta Teoria € necessario substituir A% & A3/E. Para termos
perturbacfes pequenas a energia precisa ser grande comparada a constante de
acoplamento, E > A3 —» 1 > A3/E . As poténcias (13/E)* tornam-se infimas para
valores k > 1. Neste caso dizemos que as contribui¢bes relevantes das séries
Perturbativas sdo os dois primeiros termos: O termo livre e o de interagdo em 12
ordem de A.

e Teoria A*¢*. A analise dimensional nos mostra que, [A,] =4 —4 = 0. E ja que
escolhemos 1 >» A, , também teremos contribuigdes relevantes apenas dos dois
primeiros termos.

Teorias que tenham constantes de acoplamento de dimenséo 4 — n, n > 4, ndo sdo bem
definidas perturbativamente, j4 que nesse caso as séries perturbativas tornam-se divergentes.
Em outras palavras, temos uma teoria ndo renormalizavel.

A dimensdo dos campos espinoriais é [y] = 1/2. Portanto fica claro que com campos
dessa natureza ndo podemos ter interacdes do tipo ™. InteracBes desse tipo além de violar a
invariancia de Lorentz, quando n for impar, também violam o balan¢o dimensional da
densidade de Lagrangeana. Interagdes envolvendo férmions precisam conter campos que ndo
sejam fermidnicos. As duas interagdes envolvendo campos fermidnicos que iremos abordar no
proximo capitulo séo:

e InteragBes do Tipo Yukawa gy, onde estdo acoplados campos escalares aos

campos espinoriais.

e InteracGes da Eletrodinamica Quantica el/j)/“l/JA#. Nesta teoria o acoplamento se
da entre 0s campos espinoriais e campos vetoriais.

Os aspectos particulares dessas interagcoes, envolvendo férmions, serdo abordados no presente
trabalho.

O outro objetivo que temos € traduzir as descricdes das teorias interagentes para a
linguagem dos diagramas de Feynman. Neste formalismo poderemos observar melhor o
comportamento das séries perturbativas e desenvolver um método para calcular processos de

espalhamento reais ao final deste trabalho.
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41  AREPRESENTACAO DE INTERACAO

Na mecénica quéantica ndo relativistica o formalismo que trata as entidades de uma teoria
interagente como entidades de uma teoria livre, além de intuitivo € bastante util ao calculo de
processos de espalhamento reais [3]. Portanto, assim como se fez com a quantizacdo canénica
lancaremos médo do mesmo raciocinio das interacdes perturbativas da Mecéanica Quantica para
lidar com as interagcdes na Teoria Quantica de Campos [13]. Para isso necessitamos das duas
representag0es mais comuns, a representacdo de Heisenberg e a Representacéo de Schrddinger.
Partindo delas vamos apresentar a representacdo hibrida, também conhecida como
representacédo de interacao.

A representacdo de interacdo é obtida com a utilizacdo do operador de evolugédo

temporal associado ao Hamiltoniano livre, conjugando campos de Heisenberg:

) (t, x) = eiﬁo(t_to)(p(to' x)e_iﬁo(t_to) (4—1)

assim
<p(t, x) = eiﬁ(t—to)e—iﬁo(t—to)(pl(t' x)eiﬁo(t—to)e—iﬁ(t—to) (4.2)
o(t,x) = UT(t, to) o, (t, ) U (L, to). (4.3)

U(t, t,) € a versdo do operador unitario de mudanca de representacdo da teoria de campos.
Como resultado j& temos 0s meios necessarios para derivarmos uma expressao que possibilite

descrever as interagcOes perturbativamente. E também que seja consistente com o principio de
coincidéncia entre as representacdes quando H;,, — 0. Portanto, utilizando como condic&o

inicial U(tq, ty) =1

0 . -
i—U(t, ty) = HU(t, ty)

ot (4.4)
ﬁ(to, to) = H
e integrando com respeito a dt’ chegamos a uma equagcdo integral equivalente
t
iU(t,ty) =1+ | dt'H,HT(t', ty). (4.5)

to
O fato de serem equivalentes nos permite obter a solugdo da equacdo que acharmos mais
conveniente ja que esta servira para as duas equages. Como o objetivo aqui é encontrar uma
solucdo perturbativa basta expandirmos (4.5) iterativamente para os varios valores de tempo

intermediarios t;
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t
Ut to) =1—i | dt;H(t;)

to

t ty
(=02 f dt, f dt, Ay () A ()

t ts t,
s f dt, f dt, [ dts Ay (6B (e A (ts)
to to

to

+ (=)™ | dt, f n_ldtnﬁl(tl)ﬁl(tz)ﬁl(tg) .. H,(t,). (4.6)
t

to 0

E possivel tornar essa expressao ainda mais simples utilizando o produto temporalmente
ordenado entre os operadores de interacdo [3]. Por exemplo para os operadores H(t;) e H(t,)

(apenas para o termo de segunda ordem em H;) temos

1t t . —~
EJ dt, | dt,T{H(t)A(t,)}
t

0 to
t t

=%U 3ty dtzﬁ(tl)ﬁ(tz)@(tl‘tz)ijdtz dtﬁ(tz)ﬁ(tl)G(tz—tl)}. (4.7)

0 to to to
Como t; e t, sdo varidveis de integracdo podemos trocé-las na segunda integral do lado direito

de modo a produzir

1( ¢ £t
= E{f dty | dt,H(t;)H(t)0(t, —t3)
t

0 to

+ j dt, dtzﬁ(tl)ﬁ(tz)e(tl_tz)}

0 to

1 t ty N _
=E{2 ft dt, dtzH(tl)H(tz)} (4.8)

0 to

e finalmente temos
1t t t tq
EJ dt, | dt,T{H(t)H(t,)} = | dt; f dt,H(t)H(t,). (4.9)
to to tO tO
Agora assumimos que a seguinte identidade € valida em ordens mais elevadas:

t th-1 R R 1 t t _ _
dt, J dt,H(ty) ... H/(t,) = ﬁj dty .. | dt,T{H(t,) ... H/(t,)}. (4.10)
t i to

to 0

Isto nos permite escrever o operador de evolugédo temporal como

t
ﬁ(t, to) =1- l] dtlﬁl(tl)

to
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(-=)?
2!

t t
+ f dt, dtzT{ﬁl(t1)H1(t2)}
t

0 to
(—i)3 [t t t R R R
+ [ an [ an [ anrieo e fe)
- e to to

(_i)n t t R R R R
Ly _I;dtl tdtnT{Hl(tl)HI(tz)HI(t3) - Hi(tn)} (4.11)

ou seja
t

U(t, ty) = T{exp l—i dtﬁ,(t)l } t = to. (4.12)

to

Obtemos assim uma expressédo que claramente soluciona a equacao diferencial (4.6) e satisfaz

os limites
tlgg U(t, to) = Uty ty) =1 (4.13)
li U =1
" (lg)n—>0 U(t,ty) (4.14)

A funcdo de correlagdo da teoria interagente exige que definamos um novo estado de
VAcuo j& que, na representacdo de interagdo, possuimos uma equacdo de evolucdo para 0s
estados associada apenas ao Hamiltoniano de Interagdo H, e ndo ao Hamiltoniano livre H,.
Precisamos de um estado de vacuo na teoria interagente |Q) que seja um autoestado do
Hamiltoniano completo e ndo apenas do hamiltoniano de interacdo, ou seja,
A1Q) = (A, + H,)|Q) = 0|Q) = 0. (4.15)
E razoavel supor que exista alguma superposicao entre os estados de vacuo das teorias livre e
interagente, j& que, 0s objetos da teoria interagente sdo construidos como aproximacdes
perturbativas de objetos da teoria livre,
(Q0) # 0. (4.16)
Assim 0 conjunto completo de auto estados do hamiltoniano total {|n)},ez, H|n) = E,|n),
mais a relacdo de completeza,

1=10)0l+ Y [n)nl (4.17)

n+0

permite retratar a evolucdo temporal do vacuo como

e~tT)0) = eET)(QI0) + ) e~ [n)(nl0). (4.18)

n+0

Considerando € «< 1 e tomando o limite T — oo(1 — i€), hotamos que oS termos com

n # 0 podem ser descartados pois sendo E,, > E, entdo, e En®¢ « ¢~£0*€[14]. Em outras
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palavras, nesse limite o fator e~*#n vai a zero mais lentamente para o termo n =0, e

consequentemente,
e—iﬁTI())
= ' R b A 4.19
Q) Tec}g%’{l—ie)e_iEoT(QM)' (4.19)
Introduzindo um tempo de referéncia t, temos
Q) = lim —
T—>oo(1 Le)e_lEO(T‘l'tO)(QlO) T—oo(1-i€) e lEO(T+t0)<Q|O>
U, (to, —T)|0)
= ' 4.20
T—>olol(ql—ie) e_iEo(T+t0)(Q|())' ( )
Similarmente para |Q)t = (Q|
0|T,(T,t
Q| = (0]U(T, to) (4.21)

T—)oo{{] ie)e” iEo(T— tO)(OlQ)

Agora possuimos os elementos necessarios para calcular a nova funcdo de correlagdo. Para

x0 > y0
(010,(T, to) o = 0
@lpCIPMID = | lim |zt T (60 )i (G o)
_ _ 0, (ty, —T)|0)
(4,0 0 I\-0
x U 0% to)i (UG, to) e~ BT 10 ()] 0) (4.22)
uma vez que

[,7(1,‘1’ tz)ﬁ(tzl t3) = e~ lEBo(t1=t2) g —iEo(t2—1t3) — o—iEo(t1—t3) — ﬁ(tl: t3) (4.23)
e jaque U(t,t") é unitario, UT(t,t") = U~1(t, t"), ficamos com
(010,(T, x°) 0, () U (x°, y) 0, () U; (° ,—I0)

4.24
(Q|¢(x)§0(y)|ﬂ) E{l 1.6) e 12E0T|<0|Q)|2 ( )
Considerando apenas estados normalizados,
0|U(T, ty)U(te, —T)|0 0|0(T,-T)|0
—>°°(1 i) e~2ETI(0]Q)|? T—oo(1-i€) e "12E0T|(0] Q)2

Ao substituirmos esse resultado no denominador da funcédo de correlacdo (4.22) obtemos

i (010,(T, x) ;) T, (x°, y) o, ) U, (y°, —T)| 0)
w(1-i€) (o|G(T,—T)|0) '

Qlex)e()IQ) = (4.26)

Para simplificar um pouco mais essa expressao, notemos que entre os estados de vacuo
da teoria livre temos um produto entre operadores quanticos relativisticos. Todo produto desse
género pode ser simplificado ao atuarmos com o operador de ordenamento temporal. A

permutacdo de operadores submetidos ao ordenamento temporal ndo afeta o resultado do

produto entre esses operadores, ou seja, para os operadores A e B o produto T{AB} ¢ idéntico
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ao produto T{E’A}. Assim, a expressdo (4.26) sujeita ao ordenamento temporal serve para x° >

y? e para y° > x°. Qualquer permutagdo é permitida dentro dos colchetes de ordenamento

temporal inclusive
(pl(x)(pl (Y)ﬁI(T; xo)ﬁl (T! xO)UI(yOJ _T) = (Pl(x)(PI(Y)U(T; _T)r (427)

de tal maneira que chegamos finalmente a expressado

L A0IT{e; (e ()T(T, —T)}|0)
QeI = lim (O[T {0 (T, ~T)}[0)
Ao {«)I(x)q)z(y) exp [—i I dtﬁz(t)]} 0)
QUTlpeHQ) = lim T =
—oo(1-ie (OIT {exp |—i 7, aeA, )]} 10)

Este resultado é o conhecido Teorema de Feynman [14]. A generalizacdo para n pontos é

(4.28)

imediata. Sendo {x,,} um conjunto de pontos do espaco-tempo e Oy (x;) um operador arbitrario

na representacdo de Heisenberg definido em um ponto x; € {x, },en, temos

OIT {0,(xy) ... 0, e exp [—i [T, deF, ()]} 0)
(I {exp | ~i {7, e A, (0)]}10)

(QT{04(xy) ... Oy (x)}|Q) = (4.29)
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42 O TEOREMA DE WICK PARA OS CAMPOS ESCALARES REAIS

A ideia desta secdo € simplificar um produto temporalmente ordenado entre os
operadores de campo para facilitar os futuros célculos de espalhamento. Considerando o
produto temporalmente ordenado entre dois campos para x° > y° e usando a decomposicao

@1(x) = i (x) + o1 (%) (4.30a)
d3p

1 )
o (x) = W\/Z—Tpa(p)e_lp'x'

(4.30b)
d3p 1

01 ()= | 53 o

at(p)e?™,

temos
T{p;(x)p;(¥)} = of Dof (V) + o7 o7 V) + of (We;r ) + or (Def ()  (4.31)
Junto da identidade @i (x)@; (¥) = [@] (x), o7 ()] + @7 () @i (x), o produto acima
pode ser escrito como

T{p;(x)p; ()} = Nlp; (), (] + [of (), 7 ()] (4.32)
onde o operador N € o ordenamento normal

Nlp; ()] = of eif ) + o7 D er (V) + o7 e ) + o7 e (x)  (4.33a)

Nla(p)at(pHap')] = a*(pHap)a@"). (4.33D)
Se tivéssemos considerado y° > x° ao invés de x° > y° obteriamos
T{p; (), (¥)} = Nlp; ()@ ()] + [of (), o1 ()] (4.34)

Para facilitar a construcdo do produto temporalmente ordenado entre inumeros

operadores de campo definimos o0 objeto conhecido como contragéo:

_ _ (lof 0,07 ], parax® > y°
0000 = 000) =g T o 50

Agora podemos escrever o produto temporalmente ordenado entre quatro operadores

(4.35)

o(x;) = @;, i = 1,2,3,4, como uma soma de todas as contra¢des possiveis,

[ 1 1 [
T{P10203¢01} = N{@1020304 + Q1020304 + Q1020304 + 91020304 + Q1020304
— = 0 el

FP1020304 + P1920304 + Q1020304 + V1020304 T P1P203P4}.
Assim, lembrando que o valor esperado no vacuo de operadores ordenados normalmente é zero,

obtemos:
<0|T{$1$2$3$4}|0> = Dp(x; — x2)Dp(x3 — x4) + Dp(x; — x3)Dp(x; — x4) +

Dr(xy — x4)Dp(x; — x3)
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A expansdo do produto temporalmente ordenado de um numero arbitrario de campos
em termos de todas as contracdes possiveis € o que de fato chamamos de Teorema de Wick,

aqui aplicado a teoria de campos escalares reais,

m m [ ] m
[ oo =n|r] [oo|+ Y o:coen|r [ [ ot |+ @36
k=i k a,b k+a,b
1 1 m
+ ) 0o e N|T | | e |+
(a,p)(c,d) k#a,b,c,d

43  SECAO DE CHOQUE, TAXA DE DECAIMENTO E A MATRIZ S

As funcdes de correlacdo de n-pontos ainda ndo sdo as quantidades efetivamente
medidas em um experimento de altas energias. Os objetos que iremos brevemente definir nessa

secdo fardo a conexdo entre o formalismo das funcgdes de correlacdo e o experimento real.

4.3.1 Secdo de Choque

O experimento em si é a observacdo dos espalhamentos entre particulas contidas em
dois aglomerados. No referencial do laboratério um dos aglomerados, chamado de feixe, possui
velocidade ndo nula e colide com o outro aglomerado, classificado como alvo, que se encontra
em repouso. No referencial do centro de massa do sistema dos dois aglomerados o
espalhamento é percebido como a coliséo de dois feixes viajando em sentidos opostos.

Chamando os feixes de A e B, para elucidar melhor o processo, podemos idealizar 0s
feixes como tendo o formato de caixas cubicas de arestas £, e £ e densidades de particulas p,
e pg. Mesmo que os feixes possuam tamanhos idénticos, é impossivel precisar que a colisdo
tenha abrangido completamente as faces das duas caixas. Portanto, é razoavel supor que a area

da secdo transversal das porcGes das caixas que colidiram, ou seja, a area de impacto, em geral,

2 (o . « .
tem tamanho A # ({’A /B) . Esta area é chamada de area da se¢do de choque como visto na

figura abaixo:
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Figura 5 - Area da Secdo de Choque

Pa

ta

Em um espalhamento, o nimero total de eventos de espalhamento Ny, deve ser igual
ao produto das grandezas p4, pg, £4, £5 € A a menos de uma constante que chamamos de se¢édo
de choque o, de maneira que

NEV
g=—-
patapptp A
A densidade numerica de particulas por feixe varia, de modo que a area da se¢édo de

(4.37)

choque e a secédo de choque séo da forma [3],

A= [ @xpa 0y (4:38)
o= NEV
Patape s fdzx pa(x) pp(x)
Podemos assumir aqui que os feixes sdo rarefeitos ao ponto das particulas estarem longe

(4.39)

o suficiente umas das outras para ndo interagir [15]. Também consideramos que a largura do
feixe € muito maior do que o alcance das interagdes entre as particulas e da largura dos pacotes
de onda individuais.

A secdo de choque possui dimenséo de area [o] = 1/[(L/L3)(L/L3)L?] = L? , essa area
corresponde ao tamanho Util do alvo, ou seja, é a regido em torno da particula alvo na qual a

particula incidente sera espalhada e tera seu estado inicial modificado.

Para obter uma expresséo para secdo de choque consideramos que o produto entre v
velocidade relativa a pg = densidade de particulas no feixe a A = area e At =
intervalo de tempo nos da o nimero de particulas incidentes

ANy, = pgVvAAt (4.40)
e assim definimos o fluxo que é proporcional ao nimero de particulas espalhadas por unidade

de tempo

__ ANy, ppvAAt
~AAt T AAt
A constante de proporcionalidade é a propria se¢do de choque, logo,

@ = pgV. (4.41)
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ANg,/At ANz,  ANg,
o= = =

= = 4.42
(ON AN, /A ng ( )
onde ng é a densidade de particulas. Generalizando para o caso de N = p,£4A alvos
ANg, /At AN, AN,
o= Ev/ _ Ev Ev (4.43)

N®, — ppvAt pslaA B pPele patal
em que ¥p = vAt, obtemos a sec¢do de choque total de forma mais natural.
E comum utilizarmos a secdo de choque diferencial com base nos momenta das
particulas finais,
do
dp, ...dp,
Quando, por exemplo, temos duas particulas no estado final, n =2, temos 6

(4.44)

componentes, somados 0s dois tri-momenta. Porém, em tais processos de espalhamento 2 — 2,
possuimos quatro deltas de conservacdo dos tri-momenta e das componentes temporais,
restando apenas dois graus de liberdade, isto é, possuimos duas variaveis livres. Podemos
considerar que essas variaveis sao o angulo 8 entre 0 momentum e a normal a area da secédo de
choque e o angulo azimutal ¢. Juntos esses angulos formam o angulo sélido Q. O que nos faz

definir se¢do de choque diferencial como [14],

d
£ onde dQ = sen8dfde (4.45)

4.3.2 Taxa de Decaimento

Uma particula é considerada instavel quando decai em duas ou mais particulas com o
passar do tempo mesmo sem sofrer nenhum estimulo externo. A razao entre o nimero total de
particulas de um tipo que decaem em um estado final (canal i) por unidade de tempo, € 0 nUmero
total de particulas observadas N é definida como a taxa de decaimento para um canal i [3],

.y
N dt
A taxa total de decaimento é dada por
Z =T (4.47)
i

e a vida média da particula é definida como sendo

T=1/) K=1/T (4.48)

(4.46)
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Solucionando a equacdo diferencial (4.46) chega-se & expressdo do numero de
particulas em funcdo do tempo e taxa de decaimento,
N = Nye~Tt (4.49)
O intervalo de tempo, 74,,, necessario para que Ny = N,/2 € conhecido como meia

vida.

4.3.3 Ressonancias

Alguns processos de espalhamento contém particulas que sdo formadas durante o
momento da interacdo e logo em seguida decaem, como por exemplo, processos que envolvem
estados atdmicos instaveis. Nesses processos essas particulas instaveis apresentam-se como
uma ressonancia, de tal maneira que podemos representar a probabilidade de sobrevivéncia da
ressonancia em fungédo do tempo como [16]

(D)7 = [p(0)|?|e~Fot|*|e= /D)2 (4.50)
onde E, é a energia de repouso.

No referencial do centro de massa, onde a soma das energias das particulas incidentes é

E, o estado da ressonancia pode ser escrito como a transformada de Fourier,

1
(E—E,) +1il'/2

0(B) = [ w(etdr = [ p()elE-F /1 o (451)

Também chamada de distribui¢éo de Breit-Wigner.
A secdo de choque do decaimento, neste caso, sera proporcional ao pico de ressonancia
[14],

1
T E—E)? +T12/4

(4.52)

A distribuicdo de Breit-Wigner generalizada para o caso de decaimentos de particulas

relativisticas na condicdo de camada de massa (mass shell) é [3,14]
1 -1

P2 +m2 —iml - 2E,(p° — E, + imI'/2E,)

(4.53)
43.4 A Matriz S

O espalhamento requer uma definicdo de quem sdo 0s nossos estados iniciais antes do
espalhamento e nossos estados finais apds o espalhamento. Partindo das hipo6teses de que o
espalhamento seja um fendmeno aproximadamente instantaneo e pontual, adotamos 0 momento

T em que o espalhamento ocorre como tempo de referéncia. E assumimos que o alcance das
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interacBes é extremamente curto. Dessa maneira, em um experimento, os pacotes de onda
iniciais de particulas podem ser preparados suficientemente distantes uns dos outros ao ponto
de podermos considerar esses estados como sendo livres. Portanto as particulas no estado inicial
estardo livres muito antes do momento do espalhamento, ou seja, no limite T — —oo.
Chamando tais estados de estados in, podemos representa-los respectivamente nas descri¢des
de Heisenberg (H) e de Schrodinger (S) como
PDuin = 1PN 1 PDsin = e FTI{DY),, (4.54)
A representacao de Schrodinger de um estado livre nos permite escrever a condicao de
liberdade dos estados in explicitamente,
Jim e T {pd) = [{p}in. (4.55)
Durante o pequeno intervalo de tempo em que duram as interagdes no processo de
espalhamento, os pacotes de onda interagem e se sobrepdem dando origem a novos pacotes de
onda que sdo detectados muito tempo depois da interagdo em um momento em gque 0S NOVOS

estados associados estdo isolados uns dos outros, ou seja, quando T — +co. Chamamos esses

novos estados de estados out que nas duas representacdes sdo escritos da forma

|{pi}>H,out = |{pi}>out: |{pi})s,out = e_iﬁTl{pi}>

Ambos os conjuntos de todos os possiveis estados in e out satisfazem a relacdo de

(4.56)

out’

completeza, pois formam duas bases completas e distintas do espaco de Hilbert

DN BDatPlin = ) @D oucl P}l = 1. (457)

O operador que associa elementos dessas duas bases é conhecido como matriz S ou matriz de
espalhamento. A derivacdo da expressao da matriz S é obtida através da amplitude de transicdo
entre estados in e out, e com o uso da defini¢do (4.11). Desse modo considerando os estados

de uma particula |kg)im € (lkg) )t = 4, (kg| temos:

out
out(kalkﬁ>in = 711_)%}) <ka| l‘ﬁ_)} = }Elgo(ka|e_iﬁTeiﬁ(_T)|kﬁ>
-T (4.58)
= lim (kg |S]keg).
Na representacao de Schrodinger a relacdo acima tem a forma
out<ka; leﬁr _T>ln = lim (kaf; T|e_iﬁTeiﬁ(_T) |kﬁ; _T)
T—oo
_ . (4.59)
= lim (ko T|S|kg, =T).
A mudanga de representagdo dos estados ndo interagentes ocorre mediante a atuacdo do

operador unitario associado ao hamiltoniano livre,
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0ut<ka; leﬂl _T>in = Tli_l;glo(ka|e_iﬁTeiﬁOTeiﬁ(_T)e_iﬁo(_T)|kﬁ)
= Jim (kg |0~ (T)T (=) |keg) (4.60)

e como
T
0-Y(TU(-T) = T{exp [—i f dtﬁ,(t)l } = U(T,-T) (4.61)

vemos que o operador S é equivalente a U (o0, —o0). Concluimos que a matriz S, de fato, é

o

Spa = 6P (kg — ky) — i(kg| (f dtﬁ,(t)> lkg) + - (4.62)

Ou, em aproximacao de 12 ordem

Spa = 8@ (kg — kg) — iky| (foodtﬁ,(t)> |kg). (4.63)

O estado que representa o pacote de onda de duas particulas assintoticamente livres é
definido como
d3ky [ d3kp g(ka)g(kp)e ks
[Yatp)in = 2n)3 ] (2n)3 \/Z_Ek

O fator e~k ¢ a distribuico espacial que garante que os centros das duas distribuicoes

|kakp)in- (4.64)

ndo coincidam, sendo b o vetor perpendicular a direcdo de propagacdo conhecido como

parametro de choque. A distribuicdo dos momenta ¢ do tipo g(k) = e***. Um estado cujos
momenta estdo definidos em um futuro distante € escrito usualmente como

d’k, [ d*k, g(k)g(k;)

out{Y12| = 2n)3 ) 2n)? \/Fkn/Tkz

Podemos dizer agora que um estado que produz n particulas é a simples generalizacéo

out(klkz | (4-65)

desse estado

2m)3 (2)n/2 [T, By,

Todas informacgdes retiradas do espalhamento estdo em fungéo de produtos do tipo

d3k, [ d3kg g(k,)g(kg)e ks
out(klkzllpAwB)in = (27_[)143 (27.[)33 . 2;
k

dk; (ki
out(lpllpZ' "'lenl = 1_[[( g(z ) Out(kli k2! "'iknl' (466)

Tli_{fc}o(k1kz|§|kAkB> (4.67)

A expressdo (4.67) da matriz S descreve ndo apenas as interacfes como também descreve
propagacdes livres, j& que, existe a possibilidade das particulas ndo colidirem. Por isso € comum
separar a parte interagente da parte livre da seguinte forma:

iT=S-1 (4.68)
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A parte interagente é representada pela matriz T. O momento e a energia total sdo associadas a
deltas de Dirac presentes nas defini¢cbes tanto de S como de T. Em um processo de
espalhamento, com todos os momenta na camada de massa, definimos o que chamamos de

elemento de matriz invariante M (p; — ps). Assim, para um decaimento que envolva os estados

(P1, D2 - Dnl € |k qkz) ficamos com,

(P1, D2 '"lpnlilecAkB) = (27T)45(4) (kﬂ + kg — z pf) 'M(kcﬂ + kg — Pf)- (4.69)
J& que iremos computar M com gréficos de Feynman no decorrer do trabalho, vamos
representar a secdo de choque e a taxa de decaimento em funcdo do elemento de matriz
invariante.
Inicialmente calculamos a probabilidade de um estado [P,z )i, Sofrer um
espalhamento e tornar-se o estado final de n particulas cujos momenta estdo em uma pequena
regido d3p,d>3p, ... d3p,, centrada no ponto p;, p,, ... pn[3,16]

d3pf 1

P(A,B—-12..,n) = (2m)? 2E; | out P1 P2, - Prlbahs)inl®. (4.70)

Interpretando a particula <A como o alvo onde estdo incidindo inumeras particulas B de

parametros de impacto b distintos passaremos a ter como numero de eventos e se¢do de choque

N = Z P, =fd2bn3?(b)

(4.71)
Particulas
Incidentes
__N fdsz(b) 4.72
7= nBNcA ng - 1 ( ' )

Aqui ng é a densidade numérica de particulas, assumida como sendo constante. A equacao
(4.45) junto das expressdes (4.69) e (4.70) exibe a secdo de choque em sua forma diferencial
do

_ d3pfi 2< 3kc/1 9 dkgelbkg )
do = L@z f d”b { oue{{pfll f CoENGT j ST 1{ki}in

*ka Ga_ [ PPkp gge tra
x<out<{pf}| J(Zﬂf)g\/f f(2ﬂ)3 ZE_' I{kl}>ln>

d*ps 1 l—lfd3ki g fdk gl
; (2m)3 2E¢ 2t (2r)3 J2E; (2n)3
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x [ d2be® E0k) (o 10 i) Cancl D)D)’ (473)
Ignorando a parte correspondente a ndo-interacdo da matriz S

ol P k) in = M ({k} > {p,}) @) *8 D (Th; — Spy) (4.74)

(CouekPHRDin) = —ine*({ki} = {p}) 2m)*6 ™ (Tk; - Zpy) (4.75)

olhando apenas os termos que envolvam os k;s e as distribuicdes g e utilizando a definicio
f d2bett (kz=ks) = (2m)26@) (kg — k) (4.76)
temos,

gi g
J2E; J2E;

As funcgOes delta sugerem a possibilidade de simplificacédo desse termo. Todas as condig¢oes

3_.
= 1_” (C;nlgls (2m)*sW(Tk; — Xpys) (2m)?6 P (ki — ks 4.77)

consideradas para essas simplificacdes se estenderdo aos outros integrandos, assim podemos

olhar apenas as integrais das deltas. Decompondo a integral (4.77) em partes transversais,
partes paralelas a direcdo z e partes temporais

d3k% [ d3kE [ d3kY [ d3ks

2r) ) 2n) ) 2n)?) (2m)?

x 8(Eq + Ep — TEf)8@ (kg + kg — XpF)6 (k% + k5 — Xof), (4.78)

fica evidente que as duas primeiras condices sdo k3 = ki e kj = Y.py — kg, sobrando

(2m)°6@ (kg — k)

apenas
d3k%, z
(2m) ) (2m)

:fd3k;5<\/@+m;+\/E%er%—zzsf)

Derivando o argumento da delta com relacdo a k4

I =

§(k% + k% — Yp7)8(E . + Ez — XEf)

(4.79)
R5=spi-F7%

fE) = [R o+ me+ Jk2+m3 5E

af (kcﬂ) 2k 2kg

Ok Jk +m, \/kB —2 Jk \/kB M3 (480)

onde kg = (kg; k3, Xpf— kcﬂ), podemos utilizar a seguinte propriedade da funcdo delta [16]:

1
6f (x) = Z mfs(x — Xoi)- (4.81)

Agora a integral I* pode ser rescrita de forma mais simples
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-1
-1

R T
JRrms, B+ m

Lembrando que as condigdes obtidas se estendem aos integrandos em (4.73), chegamos

ka kg

Eq Ep

1

I -_——
v — vgl

(4.82)

finalmente a uma expresséo para a se¢éo de choque diferencial em fungéo do elemento de matriz

invariante
2
do = d*py 1 \|M(ka+ ks~ {ps})|
A @n)? 2E; | 2E 12Bp 10, — vgl
A3k, ( d3kg 4x(8) , ,
2m)*$® (kg + kg — Xp5)|9.41%1 93] (4.83)

(2n)3 ) (2m)3

Podemos simplificar ainda mais essa expressdo recorrendo a alguns aspectos do aparato

de medida [3]. As distribui¢es sdo do tipo g; = g;(k;) = e~tki*i, | = A, B, mas ainda que

elas fossem mais complicadas elas estariam definidas em intervalos menores do que a precisao

experimental disponivel, de sorte que, podemos tratar os momentos distribuidos nesse intervalo

como aproximadamente iguais aos valores centrais do intervalo p;. Assim podemos substituir

as funcBes de distribuicdo por deltas g; = 6 (k; — p;) que fatalmente “climinam” as integrais
nos levando a

dpp 1 \|M kgt ks = (B
f (27T)3 2Ef ZECAZE‘BleZ_v‘Bl

do = (2m)*6W (k4 + ks — Yps). (4.84)

A integral dessa expressao € claramente a secdo de choque total

R e I g e
O = 2E 2Eglvg — vgl At is = Pr RYCRL

X (2m)*6W (k4 + ks — Xpy). (4.85)

Como de praxe em regimes relativisticos devemos nos certificar da invariancia de

Lorentz. A integral sobre os momenta é conhecida como espaco de fase invariante para n corpos
[3,15]

d3ps 1
f dnl, = f U (2n)f3E x (2m)*6® (kg + kn — Spy). (4.86)

A Unica ressalva a se fazer sobre essa integral € acerca da distinguibilidade das particulas que
ela descreve, ou seja, caso essas particulas sejam indiscerniveis devemos multiplicar a integral

por 1/n! para evitar o excesso de contagem das particulas.
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O elemento de matriz invariante M, como o proprio nome sugere, foi construido sob o
principio da invariancia de Lorentz. Resta-nos apenas tecer comentarios sobre o fator que
multiplica os dois objetos anteriores,

1 1 1

EqEzlv, — vgl Bl |Ec/zpfq - EBP7§| - Ieuxyvp}ngl

=A™ (4.87)

Vemos que esse fator representa uma area efetiva transversal a direcdo z e, portanto, sé é
invariante de Lorentz por boosts na direcdo z. Por conta desse fator a se¢do de choque ndo é um
invariante de Lorentz, no entanto, caso estejamos em uma situagdo em que p_4 |l pg (referencial
do centro de massa) deixamos de ter uma area transversal e obtemos o fator batizado de fluxo

invariante de Moller

1 1
=— 4.88
EqEglvg —vgl  Fy ( )
Fii = (04 - pp)* — miym3g = |E4p3 — Egpal — P4 X P3l.
Sob tais condicdes finalmente temos
1 2 dgpf 1
o=—|M(ky+ kg fl_[ — | (2m)*

Fy | ( A B {pf})| ; (2m)3 ZEf (4.89)

X §W(ky+ ks — Xps)

Para ter uma nocdo da utilidade dessa expressdo vamos aplica-la ao calculo do
espalhamento do tipo 2 — 2 no referencial do Centro de Massa para momentos bem definidos
ki kg - pg,pa. Nesse referencial pros = Y =P1+ P2 =Pa+ P53 =0, Ecy = Eq +
Eg e 0 espago de fase é da forma

fdn _ [Endp, 1 2r)*8® (py + ps — P;)8Ecy — E1 — E)
2 (2m)6  2E,2E, Pa T P38 Py cM 1 2

_fdp1p12d9 1

_f dQp? 1
16mw2 2E,2E, B

16m2EE, |P1  P1
12 |E1 + E2| EP1E=—1;2
1tE2=Ecm

1 (4:90)
16m2Eqy,

0(Ecy — E; — E3)
P1="DP2

A secdo de choque toma a seguinte expressao

do 1 A
aq) o M (kg k ,p2)|%. 4.91
<dQ)CM 2E 42Ep|v 4 — vg| (2m)24Ecy IM (ko kp = D1, 12) (4.91)

Particularizando para o caso em que as particulas envolvidas possuem massas iguais
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E4Eg|v g —vg| = |Eqv4Ep — EqvsEg| = |PaEs — E4D3l
= |paEs + (Ecy — Ez) ()|
= Ecu|pal (4.92)
pela conservagdo do momento |p4| = [ps | = |p1| = |p,| finalmente obtemos

d_U _ 1 P4l _
aq 4ECM|p1| (277’-)24ECM 647T2ECM

Chega-se facilmente também a uma expressao para a taxa de decaimento em funcéo de

1M |2 |2, (4.93)

M partindo da ideia de que a mesma, operacionalmente, é uma se¢do de choque cujo estado
inicial tem uma Unica particula em repouso o que significa que a expressdo da taxa de

decaimento diferencial € obtida da (4.73) impondo E 4, = m,

d3 1
ar= f U (Z:)fBE M (mg - {p]) [@0*6 @ (pe > Tpp).  (4.94)
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CAPITULO5 O METODO DE FEYNMAN E APLICACOES

Neste capitulo representaremos o formalismo desenvolvido anteriormente através dos
diagramas de Feynman. Isto nos fornecera um processo mais simples de aplicacdo das
interacdes perturbativas. Mostraremos a utilidade e abrangéncia de tal formalismo atraves de
exemplos especificos como a obtencdo de potencial de Coulomb a partir da amplitude de
espalhamento para interacdes eletromagnéticas, o calculo da secdo de choque para o

espalhamento Rutherford e 0 mesmo para aniquilacéo de par elétron-positron.

5.1 DIAGRAMAS DE FEYNMAN E A MATRIZ S

Na presente secdo expressaremos 0s termos perturbativos dos estados in e out por meio
dos diagramas de Feynman. Em seguida conseguiremos obter a matriz S, a se¢do de choque o
e a taxa de decaimento I' em fungéo dos diagramas de Feynman.

Omitindo fases e constantes de normalizacdo, um estado |k kgz);, expresso

perturbativamente de modo similar ao estado de vacuo da teoria interagente é

|kakg)in < lim = |Kkqkg)o. (5.1)

T-oo(1+i€)

Assim, para dois estados de pacotes de onda estreitos (localizados)

; —iH(2T) ; —iH(2T) —
Tlg{)lo(p1p2|e |PAap3) T_)olgglﬂe) 0(P1P2|e |kcﬂk3)0

T
= _lim = o(p1p2| X Ty {—i f_TdtﬁI(t)} |k.qkz)o (5.2)

N T—>oc}(1+i6)
onde para ndo haver confusdo T,, é o operador de ordenamento temporal. As constantes de
proporcionalidade e fases sdo obtidas através da formula de reducdo LSZ vista em [15]. No
entanto, o processo de normaliza¢do cancela tais fatores sem maiores problemas.
Passamos agora a representacdo grafica de produtos do tipo (5.2). Para entender esse
processo com facilidade vamos considerar os dois primeiros termos da expansdo em série de

um espalhamento do tipo 2 — 2 na teoria A¢*,

A T
lim  o(p1p2|Tw {E (—i)f dt((p(x))4} |P.aP3)o-
- -T

T—oo(1+i€)

O primeiro termo é trivial, representa propagaces livres

oP1P2IPaPsYe = (0la(py)a(py) \/ZE,,l \/zE,,Z JZEM JZE,,BaT(p@a*(anm

= 2E, 2E, 2m)°[6®(p, — p)S®P (g —p2) + 6P (04 — )P (5 — )]
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Figura 6
1 2

1 2
A A B
A atuacdo da componente ¢ (x) do operador ¢,(x) sobre o estado |p), pode ser

encarada como uma contracao,

+ _ d3k 1 ik-x T
@ (x)|P>o—< @7 \/Z—Eka(k)e ) /Zqu) (p)|0)

d’k NTTp Ep pikx
(2m)® 2E

(@m?*s@t~p)) 10) = e™*|0) (53)

e também
ofp|or (x) = o(0]e~#*, (5.4)
Os operadores a'(p) e a(p) sdo quem de fato atuam sobre os estados, de modo que

podemos calcular o termo de segunda ordem em A de (5.2) explicitando essas atuagoes

o{P1p2 [T, l)f d*x ¢f (x) |PAPB)0 =

4.!

= o(pipal (350 [ d*x 9 + contragoes) Ip.aps)o (55)
As contracdes der'ﬁo dos parér'1t_e|se?_s|éo as contracdes decorrentes da aplicacdo do Teorema de
Wick, ou seja, @;9;0;0; € ¢p;9;¢;- O termo onde todos 0s campos da interagdo estdo
contraidos entre si origina um diagrama de bolha de vacuo multiplicado pelo diagrama de ordem
A°[16],
— (=) f d*x Dp(x — x)Dp(x — x)

X 2E, ,2Ep, 2m)%[6® (D4 + P8P (p5 + py)

(5.6)
+6® @4+ p2)5® (g + p1)]
Figura 7
1 2 1 2
e X
A A B

Realizando o produto normalmente ordenado entre as partes ndo contraidas de
—

09,99, obtemos (p; @i + 297 ¢f + @f @), logo olhando as contracdes da (5.5) temos
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2(=0) [ d*x 00100 ()(P1p:| (0 (Def (x) + 2007 (X () +
i ) () |PaPs)o

_ %(—i)(an f d*x Dy (x — X)Dp(x — ).

No termo sem nenhuma contragao entre 0s campos,

A
olP1p2IN (Z (=0) J. d*x ‘Pl(x)(l’l(x)(l’l(x)(ﬂl(x)) |PAPB)o (5.7)

dois dos campos operam sobre o estado ,(p;p.| € 0s outros dois campos restantes operam
sobre o estado |p_4pz)o- Também é necessario multiplicar o termo por 4! ja que existem 4
escolhas para o primeiro campo a ser contraido, vezes 3 escolhas para o segundo campo a ser
contraido, vezes 2 escolha para o terceiro campo a ser contraido, vezes 1 escolha para o Gltimo

campo a ser contraido. Dessa maneira obtém-se

A .
4 (=D f d*x e~ PatPs—PIPIT = 2 (21)* 6@ (p g + pp — p1 —ps).  (5.8)

Figura 8

A delta representa a conservacdo do momentum total. Como partimos da parte conexa
da matriz S para chegar a esse ponto fica claro que
—i2(2m)*6™W (pg + pp — p1 — p2) = —IMQ2m)*6@ (py + ps — P12 — P2)
ou seja,
A=M. (5.9)
Essa igualdade leva automaticamente a linguagem de diagramas a se¢do de choque
diferencial no referencial do centro de massa

2
<@> __r (5.10)
dQ cM 647T2ECM

Iremos ver que em outros casos, como sistemas contendo férmions, a se¢do de choque possuird
dependéncia angular. No momento este ndo € o caso de tal maneira que

1 do 1 22 2
_ 2 dQ<_) 24 = , 5.11
oTor =3 f A0 e~ 2 " 64n2Ey  327Ecy 1)
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Nem todos os diagramas conexos devem ser computados no célculo da se¢éo de choque,

pois alguns nos trardo problemas de divergéncia. Um exemplo é o grafico abaixo

Figura 9

Pa P3

Apo6s resolver as integrais dos vértices [ d*x [ d*y originamos deltas de conservacéo
na expressao da amplitude associada a esse diagrama, isto &,

1 d*’ I d*k

2) 2m)*p'? —m? ) 2n)*k? —m?

x (—id)(2m)*6™ (pg — p").
A integral em p’ pode ser encontrada com o auxilio da delta ) (pz — p"), 0 que nos impde
1 1
P —m? == (5.13)

—m2?
p'=py PBT T

J& que o0 4-momentum de uma particula associada a uma linha externa est4 na camada

(—iNCD* P +p —pi—p2) (512)

de massa a expressdo acima diverge. Da mesma maneira que bolhas de vacuo representam
transicOes entre |0) — |Q), Loops em pernas externas representam a transicéo entre dois estados
de particula Gnica |p,) — |p). Este ndo é um processo originado do espalhamento e, portanto,
néo deve ser considerado.

Sempre que houver loops nas pernas externas devemos escolher e cortar um dos
propagadores intermediarios, de modo que apenas com esse Unico corte todos os loops sejam

retirados, por exemplo:
Figura 10

Restante do Diagrama

J - -0

<)
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De agora em diante deveremos estar atentos para a necessidade de amputacdo dos

graficos o que nos leva a

IM = (Z Diagramas Conexos e Amputados) (5.14)

5.2  ASREGRAS DE FEYNMAN PARA OS FERMIONS

Seguindo nossa apresentacdo do formalismo que permite calcular processos de
espalhamento, vamos mostrar as regras de Feynman para interaces que contenham férmions
com acoplamentos do tipo Yukawa e para interaces que contenham campos de Maxwell. Por

fim chegaremos as regras de Feynman para Eletrodindmica Quantica.

5.2.1 As Regras de Feynman para os férmions na Teoria de Yukawa

Desenvolveremos brevemente o teorema de Wick para campos fermibnicos a fim de
facilitar a associacdo que posteriormente faremos entre a teoria fermidnica e os diagramas de
Feynman.

Os operadores de campo que descrevem particulas espinoriais sdo obtidos da

quantizacdo dos campos de Dirac que pode ser vista em [3], 0 que nos leva a

3p 1 . .
P(x) = f % Z%Z(a(p,s)u(p. e + bt (p, )v(p, s)e?*) (5.15)
_ d3 1 ; )
Y(x) = (2—7:))3 \/Z_%Z(b(p, $)o(p,s)e”P* + at(p, s)u(p, s)e™) (5.16)

O ordenamento temporal para dois campos de Dirac é resumidamente
1

TP O] = N )P )] + ()P, (5.17)

sendo que para esses operadores,

Wr.F ), sex®> ;v°} (5.18)

—Wro. Y ()}, sex® <y’

A estatistica de Fermi-Dirac € resultado da utilizacdo dos anticomutadores na algebra

Se(x —y) = PODG) = {

dos campos de Dirac. Por conta disso, existe a necessidade de multiplicar por —1 o produto
normalmente ordenado sempre que dois férmions trocarem de lugar, ou seja,
_ L _ 1 _
N@1o030s) = —h1PsN(oPs) = —Sp(x1 — x3)N(Y214) (5.19)
As atuacgdes dos operadores de campo de Dirac sdo anélogas as atuacGes dos operadores

campo de Klein-Gordon,
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d3p’

(2m)3 ,/ZE,,

d3
- <0|b*(p,s)f(2n T

d3p' J2E
(2m)3 [2E,
d3p’ 2E . .

= (0Ia(p,5)f(2£wﬁ;z at(p',sNu(p’,se? * = (0|u(p,s)e?™ (5.23)

O Hamiltoniano da Teoria de Yukawa nos mostra explicitamente o acoplamento entre

Z a(p’, sHu(p’,sNe " * at(p,s)|0) = e P*u(p,s)[0)  (5.20)

Zmp, W', s)e? ™ = Of(p,)e  (5.21)

zb(p Y@, s)e™? bt (p,)[0) = e P*5(p,9)|0)  (5.22)

campos espinoriais e campos escalares como sendo

H= ﬁDirac + HKlein—Gordon + J d3x g'ﬁl(x)djl(x)(.o(x) (5.24)

Nesta teoria as contracdes de pernas externas so:

Tabela 1 - Contragdes de Pernas externas na Teoria de Yukawa

W0 e ot e el
q q

Ylp, s) = I =v) ksl = \,_47 =°(p)

Y|k, s) = \_>— (ks = 4)——/ =u*(p)
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Os propagadores e vertices sao respectivamente representados por:

Tabela 2: Gréficos de Feynman para propagadores e vértices na Teoria de Yukawa.

(X)) = > =i/(q® — m§, + ie)
p

YY) = < = i(y*d, + m)/(q* — m? + ie)
p

E interessante olharmos um espalhamento do tipo 2 — 2 nessa teoria, com dois
férmions no estado final e dois férmions no estado inicial. O termo de segunda ordem da

expansdo da exponencial do Hamiltoniano de interacdo é quem tem a contribuicdo dominante
- T 1 |
! Vi . 4- T . 4' T
(p'.k I(1/2!)(—lg)fd xPpo (—lg)fd Yo |p, k)
(—ig)?2! [ d*q i

sl . . P 4 . . _
> jd4xelk -xe—tk-xe—Lq-dezl-yelp -xe—1p~xelq-xu(p/)u(z
P

2! 2m)*q? —m
(—19)22' d4‘q i ﬁ(p,)u(p)ﬁ(kl)u(k)fd4_xei(kl_k_q),xjd4yei(p1_p+(
2! (2m)* q* —mjg

d* ;
< (-i9)* | Gy GOV —p + 0 5

x 2m)*§W (k' = k — @)a(p"ulp)alkHuk)
A possibilidade de permutacdo entre os vértices é quem gera um fator n! que elimina o

fator 1/n! da série de Taylor. N&o existem outros fatores de simetria ja que os trés operadores

da interagéo (1,[7 P, §) fazem contragBes distintas e ndo podem substituir uns aos outros. A

integral em g pode ser calculada com qualquer uma das deltas originando
. —i9% NN
M = ———u(pu(p)ulkHulk) : (5.26)
q- —my ’ ’
p-p =q=k'-k
Observando a Tabela 1 e a Tabela 2 concluimos que o grafico associado a essa

amplitude é
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Figura 11

Importante notar que ambas as fungdes delta que podem ser escolhidas para o calculo

da integral na expressdo (5.25) forcam o momentum p ir de um veértice a outro independente

do sentido.
A indiscernibilidade entre os férmions nesse caso revela que temos na verdade dois

graficos associados as duas possibilidades. Para entender o porqué disso basta desentrelacar as
contracdes associadas na amplitude de espalhamento
1 e 1 e
Olat(k)at (@), ¥, P, ¥, a@at)|0) ~ (—DX0|at(k)P,a' (@)Y Y, ¥, amak)|0).

O elemento invariante de matriz S é a soma dos graficos de ambos os produtos

Figura 12
¢
p' K’
= (~ig)? (acp')ucp) G 1)
- ) = ~ a(k'>u(p)>

O sinal (—) aparece por conta da estatistica de Fermi-Dirac.

Podemos simplificar a determinacédo dos sinais em diagramas com n férmions pela

propriedade de comutagio do produto (1), ou seja,

—FF—1 ] | | | |
o Q) DY), W), (D) .. =... (F DY) WD)y (D) , W), ...

=...Sp(x =Sy = DSp(z = w) . . (5.27)

Nessa teoria, um loop que envolve, por exemplo, 4 propagadores é retratado como



59

Figura 13

De posse de todas as regras formais necessarias para calcular um espalhamento na teoria
de Yukawa, podemos determinar o potencial V() gerado pela interacdo dessa teoria. Para isso
vamos associar o diagrama em 12 ordem com a aproximacao de Born da mecanica quantica
ndo relativistica [7].

Comecamos observando que em um espalhamento 2 — 2 onde as particulas sdo

discerniveis temos apenas um grafico de Feynman

Figura 14

p k
___.4____
pl q kl

No limite ndo relativistico tomam-se apenas os termos de ordem mais baixa nos
momenta tridimensionais. Com isso temos as relacdes
p=(mp), p=0mp), k=mk), Kk =(mk)
@ -p)?=-lp-p'I*+0@)*=~Ip-p'I?
a(p),sup,s) = ut(p,s )iy up ) =m (& + 1) (0 1) (g) = 2ms**
A amplitude em funcdo das relagdes acima é, portanto,

. ig? ) ,
iIM =~ 5 2mé® *2mé" .
p—p+m

Descartando os fatores oriundos da normalizacéo relativistica (2m) podemos comparar
a amplitude com a aproximacao de Born,
(p'|iT |p) = —iMQmS(E, —Ep),

Ou seja,
ig?

m, q=p' —pq=lql

iV(q) =
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Para obter esse potencial no espa¢o das posi¢des fazemos:

3 A2
Vix) = d q 9" qx
(2m)3|ql* + mf
=_g2 ood 2eiqr_e,—iqr 1 _ _gz Joo qe—iqr
am? )y YT T g (qr+mz antir ) “qlr v ma (5.28)

= r|x|.
O calculo dessa integral exige que levemos o dominio de integracdo para o plano complexo, e

fechemos o contorno de integragdo por cima de modo que este contenha o polo g = +im,,

[14,15]. Feito isso chegamos a

A2 : —im¢ _
9 ~ [ M€ g _
V(x) = 27 = e Mo,
) 4n2ir( )< 2im,, > At|r|
Este é um potencial de Yukawa do tipo atrativo que envolve dois férmions e tem alcance

proporcional a 1/m,, da particula escalar.

5.2.2 Regras de Feynman para a Eletrodindmica Quéntica

Nesse momento trataremos de levar os diagramas de Feynman para a Eletrodinamica
Quantica. Nao abordamos a quantizacdo candnica do campo eletromagnético nesse trabalho,
porém, é possivel vé-la em [1]. Iremos mostrar brevemente alguns aspectos interessantes da
quantizagdo desses campos. Na sequéncia iremos intuir as regras de Feynman a partir da teoria
de Yukawa.

Na auséncia de fontes, a equagao d,F#*” = 0 pode ser escrita em termos dos
campos A
9,(9*AY — aVAH) = 9,0*AY — 9¥(9,A4*) = 0. (5.29)
A equagéo de campo para A* torna-se
924, = 0. (5-30)

Vé-se que as componentes de A obedecem a equacao de Klein-Gordon param = 0. As
solucdes da equacdo acima no espa¢o dos momenta sdo da forma eﬂe“'p‘x, ondep* =0e ¢,
é o vetor de polarizacdo do foton.

Podemos expandir o campo eletromagnético ja elevado a categoria de operador em
funcéo de operadores de criagdo e aniquilacdo apropriados como mostrado na quantizagdo dos

campos de Klein-Gordon e de Dirac
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d3
Ay (x) = (2n)3 z(a(p, rere P + af(p,r)e;*eP™) (5.31)
sendo que r = 0,1,2,3 , € o rotulo da base dos vetores de polarizagéo.

A hamiltoniana de interagdo dessa teoria é da forma
H= f d3xepy A, (5.32)

O termo de interacdo é especifico para particulas que contenham carga igual a carga do elétron
e = —1. Se ao invés disso a particula tiver um maltiplo da carga do elétron, como o quark up
que possui carga Q,, = +2/3 ou o quark down que possui carga Q; = —1/3, consideramos que
essa particula tem uma carga igual ao o mddulo da carga do elétron vezes um fator Q qualquer,
Q= Qlel.

O propagador do foton tem a forma

_iguv
q% +ie

(5.33)

O fator (—1) na expressdo do propagador do foton € necessario porque o0 tensor métrico néo é
positivo definido. Avaliando a integral do propagador podemos ver isso de um modo mais claro
4 1 3 0 _i70(+0_4,0
d Lgﬂ.v i () — d3q g dq. e—ia°(x°~y°) |
(2m)* q* +ie (2m)3 (2mi) (° — lqD(q° + lq)
Como de costume, o dominio de integracdo deve ser generalizado para um plano complexo. O

(5.34)

contorno de integracdo deve ser fechado por baixo quando x° > y° ou por cima quando x° <

0 produzindo como resultado

ghvel (x-y) (2m) e )

3
(Zn) @u)  2lal oy, (5.35)
3 _ v
d°q —g" —iq-(x-y)_
(2m)3 2|q|
Ja que esta é a expressdo do propagador ela obviamente deve ser igual a
(0]T[A,(x)Ay(3)]|0). (5.36)

Se fizermos = v e tomarmos o limite x° — y° por valores positivos, o produto
temporalmente ordenado torna-se a norma do vetor de estado A,(x)|0) que € positiva por
definicdo. Os estados criados por qualquer uma das trés componentes da parte espacial deste
operador A;(x), i = 1,2,3, de fato tem norma positiva. Consideramos que os fotons criados

por esses operadores sdo fotons reais. A parte temporal cria estados de norma negativa e por
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isso classificamos as particulas criadas por esse operadores como sendo particulas virtuais
[3,16].

As regras de Feynman da QED sdo intuidas da teoria de Yukawa quando trocamos a
Hamiltoniana de interacdo na expressdo (5.24) pela Hamiltoniana de interacdo (5.30). As
regras referentes aos férmions permanecem as mesmas. As regras referentes aos operadores de

campo 4, sdo:

Tabela 3 - Regras de Feynman associadas ao Gauge de Lorentz.

-« _ v . .
K = _lguv/(qz + i€)

= —jeyH
d iey

u \N\ANANVe — E#(P)

'\/\/\/\ﬂ = E;(p)

5.3  PROCESSOS DE ESPALHAMENTO NAO RELATIVISTICOS

Passamos agora a aplicagfes do formalismo desenvolvido. Inicialmente faremos o
mesmo que fizemos com o potencial de Yukawa. VVamos utilizar o formalismo para calcular a
contribuicdo dominante para o espalhamento ndo relativistico. Em seguida iremos calcular

processos ja conhecidos para entender melhor como € a aplicacdo de tal formalismo.

5.3.1 O Potencial de Coulomb

Estamos interessados em calcular a amplitude do seguinte diagrama
Figura 15

% k'

/ _ig v
: — 538" (1! u s [
iM =u* (p)q (eyaﬁ)u (0)gp o —

S ) (evpur () (537)
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Para isso vamos utilizar a mesma ldgica de quando obtivemos a amplitude relacionada ao

potencial de Yukawa. Considerando o limite ndo relativistico em que |p| e |p'| K m temos

s (" yus(p) = m(ets" &t )(iy®)y?° (;) = —2im6ss’

o =me e 7))o

A amplitude invariante fica reduzida a

+ie2goo , , —ie?
iM=—(2mé*s )2mé"™" ) = ——
—Ip' —pl ( ) ) lp’ — pl

A Unica diferenca com relagdo a amplitude para uma massa m, = 0 na teoria de

2mésssH)(2ms™").

Yukawa é o fator (—1). Significa que temos um potencial repulsivo. Por conta dessa
semelhanca o potencial de Coulomb € obtido multiplicando o potencial de Yukawa pelo fator
(—1) e fazendo m, = 0

e? 1 «a e? 1
Gorl_r’ YT G137

Substituir particula por antiparticula na teoria de Dirac nos leva a troca entre os produtos

V(r) = (5.38)

ﬁr'(k’)ur(k) — ﬁr(k)vr'(k’). A principio esse termo parece ter o sinal oposto ao

caso anterior. Porém reorganizando as contragdes de (p’, k'|1, 1,1, |p, k) obtemos um sinal

negativo
1 _ 11 s 1 1 1 1
(O|bk’ap'lpzzlpzzlpzllpzla-rpb-l—k|O> = (-1 (0|bk’7~/)zzap’lpzllpzzb-l-klpzla-rp|0)-
R |

Este novo sinal compensa o sinal da antiparticula. O resultado confirma a interpretacdo do
campo escalar real como sendo um campo neutro. A interacdo entre particula e antiparticula,
mediada pela troca de uma particula escalar, possui 0 mesmo sinal da interacao entre particula
e particula e/ou antiparticula e antiparticula [14].

Um espalhamento na QED do tipo particula-antiparticula faz com que passemos a ter o

0 produto ﬁr(k)yovr'(k’) = —2im&™"". Assim como no potencial de Yukawa, as contracoes
passardo a nos fornecer um sinal (—1) que modifica o sinal global de M . Neste caso o potencial
serd um potencial atrativo. Este resultado também é reconfortante por concordar com o que é
observado na natureza. A interacdo eletromagnética € intermediada por uma particula vetorial
carregada, logo o potencial é repulsivo para interagdes entre dois férmions ou entre dois

antifermions e atrativo para interacdes férmion-antifermion.
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A natureza atrativa da interagdo particula-antiparticula na QED se deve ao fator (gq0)
na expressao do propagador. Notando essa caracteristica podemos supor como devera ser uma
interacdo cujo mediador € um tensor de rank 2 ao invés de um boson vetorial. A interacdo
gravitacional, cujo mediador é o graviton, € uma interacdo desse tipo. O fato de esse mediador
ser um tensor e possuir dois indices, faz com que a propagacdo se dé entre um ponto de
coordenada pv e um ponto de coordenada pa, por exemplo. Isto significa que temos um
acoplamento do tipo (g,,9vs + Jusgvp)- ESta interagdo no limite ndo relativistico fara com
que nds tenhamos o fator (go,)? na amplitude, o que mostra que a gravidade gera um potencial

atrativo em todos os casos [14].

5.3.2 Espalhamento Rutherford

Através de algumas adaptacbes da QED vamos calcular a secdo de choque do
espalhamento de um elétron por uma carga em repouso para obter 0 mesmo resultado que
Rutheford obteve em 1911.

Para conseguirmos o resultado desejado devemos assumir duas coisas:

e O nucleo é muito mais pesado do que o elétron e, portanto, ndo tera nenhuma
caracteristica dinamica. O ndcleo sera apenas a fonte do campo elétrico que espalha o
elétron incidente.

e Na&o havera troca de fotons. Isto faz com que o termo de interagdo contenha o campo
classico A, (x) ao invés do operador campo A#(x).

A primeira contribuicdo perturbativa para a parte interagente da matriz S nesse

espalhamento é

(P'|iTIp) = (p'ITW{—i [ d*x Piey A, (x)}Ip) = eti(p" )y u(p) f d*xeP*e " %4, (x)

eap )y up) | dixe e A, (x) = ca@ I UL P - p)
onde A,(p—p') é a transformada de Fourier de A,(x). Se tomarmos esse campo como
independente do tempo a sua transformada de Fourier tera uma delta de Dirac na componente
temporal
Ayp—-p) =A4,(p—-p)2r(E; — E;) = A (q)2n8(E; — E;),
q=p-p"
Considerando que o potencial é gerado por um campo elétrico classico de carga Ze, temos
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Ze
AO(x) - T O(Q) | |2
A amplitude é da forma
(P'liTIp) = iM (2m)8(E; — Ef),

que pode ser representada com o seguinte grafico de Feynman,

Figura 16

U
>N\_'V.;® = eyha, (q).

O trabalho € calcular um espalhamento 2 — 2 como fizemos para obter a expressao

(4.90) s0 que dessa vez olhando apenas para uma das duas particulas [14,15]. A probabilidade

e a secédo de choque diferencial neste caso séo
. d*py
dP(i > f) = W loue{Pr1gidinl?

do =fd2bd?(b)

d3p dPlig(k) [ d*kig(k;) b (T _
:deb(ZT[3)]2cEf,f (27‘[)3\/ﬁf (27_[)3 b(kl kl) out(pflgi>in(out<pf|gi> (5'39)

Jaque
out(pf|gi>in(out<pf|g_i)in)* = iM(2n)8(Ef — E;) ()M *(2m) S (Ef — E;)
j d?betkivk) = (2m)282 (ki — ki)
8(Er — Eo)8(Br — Er) = 8(EBr — E)8(kf — ki)/IkE/Eil,
é simples notar que a (4.39) tem a forma

[ Phiglk) (dPhig(k;) d
do = .[ (27-[)3\/2_51._[ (2m)3  8m? fdpfpf 5(Pf _Pi)

X |M|2(2m)(2m)* 6% (ki — ki )S (ki — kE) /1K /.

Lembrando que o aparato de medida tem a limitagcdo abordada na expressédo (4.84)

podemos novamente assumir que |g(x;)|? = (2m)3863) (k; — p;) obtendo

do 1 1 2

onde E; = m.

Usando a conservacao de energia podemos calcular iM,
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. _ u(ps)y ulp:)
iIM = eu(pf)y“u(pi)AM(pf — pi) = Ze? —21
|Pf - il
A expressdo acima, no limite relativistico, nos permite escrever
—2imsss’
iIM = Ze? (—2)
lpr — pil
logo,
4m26$s'6ss’
|M|2 = Z%e* —
lpr — pil

Né&o estamos interessados nos estados de polarizacao, por isso ndo consideramos feixes
polarizados. Devemos tomar a média sobre 0s spins iniciais e somar sobre os spins finais,
1ZIMP _ et A lz 555'555 = 72¢8 4T
2 e lps —pil*2 e lps — pil*
Jaque Er = E; entdo |ps| = p;| ,logo
lpsl = Ipil = |pr — il = 2pilsen(8/2) = 2v;sen(6/2),  |vi|l = v;
finalmente
do 1 my e?4m?Z?e? B Z%a?
dQ  8m?v;2ml16m*visent(0/2) 4m?visen*(0/2)

Rutherford foi quem obteve esse resultado no ano de 1911.

54  ESPALHAMENTO ete™ - Il DESPOLARIZADO

Os processos de espalhamento anteriores serviram apenas para apurar as ferramentas e
atestar a consisténcia da teoria quantica de campos com relacdo a resultados historicos. O
espalhamento e*e~ — II, classificado como aniquilacdo elétron-pdsitron em Iéptons, é de
natureza quantico-relativistica e sera abordado na presente secéo.

O fato dos neutrinos ndo possuirem carga elétrica nos impossibilita de considera-los.
Automaticamente sobram trés Iéptons, que sdo o préprio elétron e, 0 tau T e 0 muon u.
Comecaremos entdo pelos diagramas desses espalhamentos. No caso do elétron temos dois

diagramas associados a perturbacéo de segunda ordem
Figura 17
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Para qualquer um dos outros dois Iéptons restantes temos apenas um diagrama, ja que
ambos sdo discerniveis com relagdo ao elétron. No espalhamento e”et — u~u* por exemplo

0 possivel diagrama é o seguinte:

Figura 18

e u
eet > uTut: .
et #

Se estivéssemos considerando o tau a Unica mudanca seria com relacdo a massa.
Para produzir particulas relativisticas a energia total no referencial do centro de massa

precisa ser maior do que a soma das massas das particulas que se deseja produzir. Logo
Tabela 4

Energia Inicial Estados finais possiveis

ECM < Zmu e_e+
2my, < Ecy < 2m, e"et;u ut
Ecy = 2m, e"et;uut;ttt

Nesse momento o objetivo é calcular a amplitude de espalhamento e secdo de choque da
aniquilacéo elétron-pdésitron produzindo um par de muons. Usando as regras de Feynman para
o diagrama e”e® — u~utobtemos

EGuv
q% —ie

i = 5% (p") ey ) (- EGICRIE

. 32 _ _ 1oy,
= iz (7@ @) (@ 0y ()
O termo ie em —ig,,, /(q* — i€) foi descartado, porque neste caso g* # 0 sempre. O elemento
ao quadrado |M'|? sera entdo
34 ’ ’
|M|? = (—)2?[(175 (0" ()@ )y 'vs ()]
x [(@ v (k) (7" (KDyyu” (k).

Somando sobre 0s spins,



68

(3 )3 ) S Ses —nrr <E Yoer

s s! spins
Tais somas agirdo da seguinte maneira sobre 0s espinores

Y wt@EP) = (-iyhp ) +mag; Y vPTER) = (—iv p,)% — mdg

N

0 que significa que

Z 75 @I uF @) ") v (@)

ss!

= (=iy"p, — M) (Y5 (—iy p, + m)Ps (v,
= Tr[(=iy*p,, — m)y*(—iy*p, + m.)y"].
Da mesma forma,

> @ Gone' @) (77 e o)

rr!

= Tr[(—iyvk” + mu)y”(—iyvk"' - mu)yv]
assim
1 2 _ et il ul—jy i v
Z Z K —4—qur[(—lV Py — m)y*(—iy*p, + me)y”]

spins
X Tr[(—iyvk" + mﬂ)yﬂ(—iyvk"' - mﬂ)yv]. (5.41)
Utilizando as propriedades das matrizes gama de Dirac, que podem ser vistas em [4], podemos
simplificar enormemente os tragos nesta expressao.
Tr[(—iyvk" + mﬂ)yu(—iyvkv' - mﬂ)yv]
= —k" kP Try,varyyvg] — miTr[yun]
= —4k' kP (GaGvp — Guv9ap + Gup9av) — 4G4 =
= 4(=kyk, + k' - kg, — k, ki, —mig,m). (5.42)
Similarmente

Tr[(—iy#p;, — m)y*(=iv pu + m.)y"] (5.43)
= 4(—ptp" —p'*p" + 1" PGy — MEGu)- '
A massa do elétron ¢ muito menor do que a massa do muon, m,/m,~1/200, entdo
podemos descartar o termo —mZg,,,,. Substituindo as duas identidades dos tragos, (5.41) e

(5.42), na expresséo (5.40)
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T Z | M [—pHp™ —p'Hp¥ + 0" - pgu][kuky + kyk), + g (k' - k +m2)]

spin
8e
— - B - k)+ @ k)@ k) —mip-p']

No referencial do centro de massa os calculos para a se¢do de choque sdo enormemente
simplificados. Para criar mUons precisamos de uma energia da ordem de 2E, > 2m,,~400m,,
portanto nesse limite estamos lidando com elétrons ultrarelativisticos. Por conta disso podemos
desprezar a massa do elétron, ou seja, no referencial do centro de massa,

= (E,E2), p' = (E,—E2).
Particula e antiparticula possuem massas iguais, € ja que a energia € conservada
E+ =E,- =E,+ =E,- =E.
Isso ndo significa que os maons também sejam ultrarelativisticos, isto €,

k = (E)k)r kl = (E; _k)
k| = [E2 —m2.

Definimos o angulo entre os elétrons e 0s mdons como

Figura 19

Assim temos as relagoes
“=(p+p) =pup" +pup’ + 2pup’t = —4E*
p-k=p -k'=-E?+k-(E2) =—E?>+E|k|cos®
p-k'=p -k=-E?>—k-(E2) = —E? — E|k| cos 8
De posse dessas identidades estamos novamente diante de uma secdo de choque para dois

corpos da eletrodindmica quantica 0 %P = o

L ST
dQ/cy  2E42Eg|v, — vl (Zﬂ)24ECM

Com ZEJZZEB =2E=ECMJ Vg4 =po‘l/E<fl =2ev3=pB/EB =—Z,
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do
(@), = TmTem 23 20T

spins

(da 1 + + 1 i o’
dQ om 4ECM E2 E2 )% 7

Tomando o limite ultra relativistico onde

E
E>»m, > 1>»—,
my

chegamos a secdo de choque diferencial ndo polarizada para a aniquilacao elétron-pésitron em

Iéptons no referencial do centro de massa
2

(da) _
dQ/) ey 4E2,

(1 + cos@).

A integracdo angular nos da por fim a secdo de choque total para o processo ete™ —» u*u~ no
referencial do centro de massa, onde E é a energia do elétron (positron) incidente e, portanto
ECM = ZE,

do
Otor = an d(cos B)d—ﬂ(cos 0) =2n

1__ 8 4m#
3E2

4EgM

_ 4 a? mﬂ
= 1+
3 ECM E? 2E2

Definido o quadrado da energia disponivel no C.M. como s = EZ2,, = 4E? podemos

escrever a sedo de choque total da eletrodinamica quantica o2 como

1

2m? 4m2\2
+ ”l <1 - ”) .
s s

Para unidades de energia em TeV, o fator 4wa?/3s vale aproximadamente 87 fb.

tot 3s

Considerando o regime de altas energias onde s > m,, temos

4o m? 2 m?2
QED u m
Opor = ?{1 -2 <T> +0 <T> .

No entanto, para valores tdo altos da energia de colisdo ete™ as intengdes relevantes sdo as

3

eletrofracas, que além do efeito foton, tem também o boson Z° como mediador. Um célculo

semelhante ao apresentando, mas incluindo as interac6es eletrofracas, teria nos levado a [5],

Amac? 3 /m?\* m2\°
ofl = 1-=(—=] +0o|{—2) |t
3s 8\ s S
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CONSIDERACOES FINAIS

Nossa proposta foi a de atingir, a partir de primeiros principios, um método de célculo
para observaveis em processos envolvendo particulas elementares, sob condi¢cdes que sdo
possiveis de reproducdo experimental. O longo percurso iniciou-se com o método variacional,
passando pela quantizacdo de campos. O ambiente de interagbes perturbativas permitiu o
desenvolvimento do método de Feynman como ferramenta de analise dos processos
fenomenoldgicos de espalhamento, estabelecendo o contato com grandezas mensuraveis tais
como sec¢des de choque. Tal processo de aprendizado revelou uma Teoria Quéntica de Campos
que, mesmo rica em detalhes, apresenta-se surpreendentemente simples se considerarmos o
escopo vasto de fenémenos que por ela estdo cobertos. A analogia com o caso classico,
ressaltada em cada etapa deste trabalho, oferece um apoio frequente a intui¢do, ao mesmo tempo
que evidencia os aspectos novos trazidos pela quantizacao.

O método apresentado ndo é Unico, mas € talvez o mais apropriado para aplicagdes
fenomenologicas como o célculo de observaveis. Outra maneira de se quantizar uma teoria é
através das integrais de trajetdria. Tal método é talvez o mais apropriado para um estudo mais
detalhado dos aspectos formais e estruturais da Teoria Quéntica de Campos, mas esta fora do
escopo desta dissertacdo. Isto nos leva a crer que um estudo dos aspectos formais da teoria,
através da analise funcional necessaria ao método das integrais de trajetoria, € um dos objetivos
a serem seguidos. Outro € o aprofundamento das aplicacfes de uso fenomenoldgico, por
exemplo destinado ao teste de modelos de interacdo dedicados a estender o chamado "Modelo

Padrdo" das interacdes fundamentais.
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