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Resumo

Neste trabalho, investigamos a dindmica de vortices 6pticos no fendmeno de auto modu-
lacao de fase espacial que ocorre em meios nao lineares de terceira ordem. Em particular,
estamos interessados no papel do momento angular orbital do feixe durante o processo, e
nas correlacdes com os efeitos transversos em curtas e longas distancias. Utilizamos um
método de aproximacao em primeira ordem para investigar mudancas no padrao trans-
verso do feixe em distdncias pequenas. A abordagem de longas distancias se deu por
computacao numérica, utilizando a linguagem de programacao Python. Identificamos em
ambos os cenarios a presenca de anéis externos concéntricos para o perfil transverso do

feixe, indicando um acoplamento radial-angular por intermédio do meio nao linear.

Palavras-chaves: momento angular orbital, vortice éptico, meios nao lineares, auto mo-

dulacao de fase.






Abstract

In this work, we investigate the dynamics of optical vortices in the process of spatial
self phase modulation that occurs in third order nonlinear media. In particular, we are
interested on the role of the orbital angular momentum in the process and its effects on
the transverse pattern at short and long distances. We use a first-order approximation
method to investigate the changes in the transverse pattern of the optical beam over
small distances. The long-distance approach was done with numerical computation, using
the Python language. We identified in both scenarios the presence of concentric external
rings for the beam’s transverse profile, indicating a radial-angular coupling through the

nonlinear media.

Key-words: orbital angular momentum, optical vortices, nonlinear media, self phase

modulation.
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1 Introducao

"Nos provavelmente nao podemos fugir da inferéncia de que a luz consiste nas
ondulacoes transversas do mesmo meio, o que é a causa dos fendomenos elétricos e magné-
ticos"(TOLSTOY, 1982). Com essas palavras, James Clerk Maxwell (1831-1879) conclui
que a luz é uma onda eletromagnética. Em seu trabalho "A Dynamical Theory of the
Electromagnetic Field"(1865), Maxwell traz unificacao da eletricidade com o magnetismo
e revela a luz como uma manifestagdo de uma onda eletromagnética, estabelecendo os fun-
damentos de sua teoria (MAXWELL, 1865). Podemos dizer que os trabalhos de Maxwell
inauguram uma nova era na Fisica moderna, servindo como base para a relatividade

especial, a mecanica quantica e a éptica moderna.

A Optica é uma linha de pesquisa cujo papel é compreender a natureza de fenéme-
nos envolvendo a luz e sua interagdo com a matéria. Podemos dizer que sua histéria comecga
com os trabalhos sobre lentes pelos antigos egipcios e mesopotamicos, concomitante aos
primeiros trabalhos sobre a luz e a teoria da visdo pelos gregos antigos (DARRIGOL,
2012). O periodo medieval e o comego da idade moderna sao marcadas pela fundamenta-
¢ao da oOptica geométrica e da compreensao da luz como um ente corpuscular, através dos
trabalhos de Descartes, Snell e Newton. Contudo Huygens questiona a natureza corpus-
cular da luz, trazendo uma interpretacao ondulatéria explicando fenomenos de difracao.
Maxwell com a unificagao da teoria eletromagnética reforca a visao da luz como ente

ondulatoério, e traz novas resolucoes sobre o espectro eletromagnético.

Em 1900, Max Planck em seu trabalho sobre a radiacao de corpo negro inaugura
a era da teoria quantica. Ele propoe que a radiagao emitida por um corpo negro tivesse
energias discretas - introduzindo o conceito de quantizacio - multiplas de hf, onde h
é uma constante universal e f é a frequéncia de oscilagdo. Einstein em 1905 estende o
conceito de quantizacdo para a prépria luz, ao explicar o efeito fotoelétrico introduzindo
o conceito de fotons - pequenas particulas de luz - com uma energia hf bem definida,
trazendo novamente uma interpretacao de natureza corpuscular para a luz. Einstein ainda
traz resultados sobre efeitos de emissao estimulada e espontanea da luz. Durante o século
XX, muitos trabalhos consolidaram a natureza quantica da luz, levando ao campo conhe-
cido como oOptica quantica. Fendmenos como emaranhamento, a descoberta de estados
coerentes e comprimidos fazem da luz uma fonte frutifera de descobertas que encantam.
Dentre os destaques dos avangos tecnoldgicos baseados nos avangos sobre a natureza da
luz no século XX, temos a inven¢ao do laser em 1960 por Maiman (MAIMAN, 1960). O
laser torna-se a principal fonte de luz coerente, possibilitando diversos avangos em outras

areas assim como inaugurando outras, como a éptica nao-linear.
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Em 1989, Coullet et. al (COULLET; GIL; LEGA, 1989) encontram solugoes do
tipo vortice para a equacao de Maxwell-Bloch introduzindo o conceito de vortices épticos,
em analogia aos voértices hidrodindmicos. Um vortice 6ptico é um feixe estruturado de
luz, que apresenta consigo uma singularidade de fase, que se manifesta como um ponto
de intensidade nula. Um vortice 6ptico também apresenta uma carga topolégica e uma
frente de onda helicoidal. A investigagdo da Optica de ressoadores Opticos introduz uma
série de feixes estruturados distintos como os modos de Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss,
este ultimo com as mesmas caracteristicas de um vortice porém em um regime paraxial.
H& ainda os feixes de Bessel e os vortices vetoriais, que nao serao abordados neste tra-
balho. Em 1992, Allen et al. (ALLEN et al., 1992) faz a conexao da carga topoldgica de
feixes com frente de onda helicoidal com o momento angular orbital de valor (A por féton,
evidenciando novas conexoes entre fenomenos macroscopicos da luz e efeitos quanticos
como as interagoes spin-orbita. Por serem facilmente gerados em laboratorio, feixes para-
xiais como os modos de Laguerre-Gauss sao geralmente utilizados como padroes para a

investigacao de vortices Opticos, e este trabalho segue esta abordagem.

A motivacao do trabalho atual tem origem nos estudos da interacdo do momento
angular orbital (MAQO) em processos 6pticos nao lineares. (BUONO et al., 2014) relata
em seu trabalho sobre a geracao de segundo harmoénico utilizando vortices épticos com
valores de momento angular orbital diferentes (ou carga topoldgica), gerando um feixe de
saida cujo MAO era resultado da soma das cargas topoldgica dos vortices de entrada. Este
estudo ¢ realizado utilizando a polarizacao como parametro auxiliar para o processo, in-
crementando o estado da arte sobre a geracao de segundo harmonico com vortices épticos.

Ainda neste trabalho, é negligenciado a dindmica envolvendo ordens radiais dos feixes.

A analise da dinamica de ordens radiais e o papel do momento angular orbital no
processo de geracao de segundo harmonico utilizando feixes de entrada com cargas topo-
légicas distintas evidencia regras de selec@o nao triviais para valores de MAO distintos,
resultando em feixes cujo perfil transverso era modificado ao longo da propagagao (PE-
REIRA et al., 2017). Utilizando vértices épticos podemos observar que o feixe gerado no
processo nao linear apresentava ordens radiais, indicando uma interagao entre os graus de
liberdade radial e azimutal da luz. Além disso, a presenga de uma integral de recobrimento
na analise tedrica do processo manifesta uma possivel modulagao dos feixes de entrada

sobre o feixe gerado.

Seguindo esta linha, um segundo trabalho foi desenvolvido dentro do contexto da
dindmica do MAO dos feixes com o objetivo de clarificar o papel do mesmo e a relagao
com uma modulacao de fase e a interacao entre os graus de liberdade radial e azimutal.
No trabalho de (BUONO et al., 2020) é investigado a conexao entre a quiralidade de
vortices 6pticos interagentes e o surgimento de estruturas radias em misturas de ondas nao

lineares. Dependendo do sinal das cargas topoldgicas (isto é, do momento angular orbital
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do feixe) a mistura nao linear dos vortices pode gerar um acoplamento radial-azimutal,
produzindo uma superposi¢cao de modos Laguerre-Gaussianos puros que carrega o MAO
resultante e um espectro finito de ordens radiais. Podemos interpretar o surgimento de
ordens radiais extras - manifestadas como anéis externos concéntricos ao disco central do
feixe - como consequéncia da interacao das distintas fases de Gouy presentes nos feixes
de saida. Devido a esse fato temos a transformacao de um padrao de distribuicao de
um formato de disco oco para uma estrutura de anéis externos finitos em um ponto de
observacao distante. Neste sentido, o aparecimento de modos radiais na mistura de ondas
nao linear ¢ interpretado como um processo de difragao do feixe convertido por uma
modulacgao de fase e amplitude efetiva criada pelos feixes de entrada. Essa interpretacao é
apoiada pela comparagao entre imagens produzidos pelo processo nao linear e medidas de
difracao retiradas de experimentos produzidos em mesas Opticas utilizando moduladores
espaciais de luz para simular a modulacao de amplitude e fase produzida na mistura nao

linear.

E nessa interface entre luz estruturada e éptica nio linear que essa dissertacio se
encontra, cujo objetivo é caracterizar fendmenos 6pticos em regime classico, onde o tema
central serd a luz e a investigacao de sua interagao com a matéria. Em particular, busca-
mos estender as analises descritas anteriormente sobre a dindmica do momento angular
orbital de vortices Opticos para processos nao lineares de ordens mais altas. Trazemos
resultados sobre a dindmica de vortices 6pticos em meios nao lineares que apresentam
efeito Kerr, identificando o papel do momento angular orbital do feixe durante o pro-
cesso. Evidenciamos que - em uma primeira aproximag¢ao - um vortice 6ptico propagante
ao longo desse meio pode gerar uma estrutura de anéis externos finitos, de quantidade

proporcional ao seu momento angular orbital de valor [.

Por fim, apés nos situarmos brevemente sobre o estado da arte sobre a luz e
o objetivo deste trabalho, expomos brevemente o que sera tratado em cada capitulo a

seguir.

No segundo capitulo serda apresentado uma introdugao aos modos paraxiais da
luz, em particular os modos de Hermite-Gaussianos e Laguerre-Gaussianos (sendo este
ultimo portador do momento angular orbital da luz e representante dos vortices 6pticos).
Expomos ao leitor a aproximacao paraxial e como a partir dessa aproximagao podemos
obter a equacao de onda paraxial. Ainda no mesmo capitulo descrevemos sobre o0 momento
angular de campos eletromagnéticos, onde fazemos a distingao entre momento angular de

spin e orbital, além do momento angular extrinseco e intrinseco.

No terceiro capitulo fazemos uma introduc¢ao a 6ptica nao-linear no qual descre-
vemos fenomenos de interacao entre luz e matéria onde a polarizacao do sistema material
responde de maneira nao linear ao campo elétrico da luz. Apresentamos o tensor sus-

ceptibilidade 6ptica - considerado como intermediador da interagao - e suas propriedades
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de simetria. Obtemos a equacao de onda nao linear a partir do conjunto de equacoes
de Maxwell em meios materiais. Por fim, descrevemos fendmenos 6pticos nao lineares de
terceira ordem como a mistura de quatro ondas no caso geral e degenerado, a geragao de
terceiro harmonico e o indice de refragdo como dependente da intensidade do feixe (efeito
Kerr).

No quarto capitulo, reunimos os conhecimentos apresentados nos capitulos anterio-
res em um trabalho original. Utilizando os modos de Laguerre-Gauss como representantes
dos vortices 6pticos, investigamos a dinamica do momento angular orbital dos feixes du-
rante a propagacdo em meios nao lineares de terceira ordem que apresentam o efeito
Kerr. Mostramos que - em uma primeira aproximacao - um vortice éptico com momento
angular orbital [ é capaz de modular a propria fase (por intermédio do sistema mate-
rial) e gerar uma estrutura de anéis externos finitos. Esta dindmica mostra uma relacao

radial-azimutal com o momento angular orbital ocupando um papel central no fenémeno.

No quinto e tultimo capitulo, concluimos esta dissertacao, discutindo os resultados

descritos e indicando perspectivas de como seguir daqui por diante.
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2 Introducao a Otica paraxial e o Momento

Angular Orbital da luz

Uma onda ¢é dita paraxial se as variagoes em seu perfil transverso sao pequenas ao
longo da propagacao, isto é, o efeito de difracao sobre o perfil transverso é pequeno. Neste
capitulo iremos descrever alguns tipos de feixes estruturados que surgem no contexto da

aproximagao paraxial. Apresentamos também o Momento Angular Orbital (MAQO) da luz.

2.1 Equacao de onda paraxial

A fim de obter as equagoes que descrevem os perfis de feixes estruturado da luz,
em particular os modos paraxias Hermite-Gaussianos (HG) e Laguerre-Gaussianos (LG),
precisamos obter a equagao de onda paraxial. Para tal, partimos do conjunto das equagoes

de Maxwell. No vicuo, elas assumem a forma:

V-E=0, (2.1a)
0B
VxE=-"", (2.1b)
V-B=0, (2.1c)
1 0E
B=—-—. 2.1d
VX c? ot (2.1d)

As equagoes diferenciais para os campos elétrico E e magnético B podem ser desacopladas

tomando o operador rotacional em ambos os lados da equagdo (2.1b) ou (2.1d), obtendo

1 0°E

Utilizando as equagoes (2.1a) e (2.1c) chega-se nas equagoes de onda

1 0’E
£} D —— 2.
\Y 2 0 (2.3)
¢ 1 0°B
2 _—— =
VB - 5 =0 (2.4)

Para nosso propdsito de descrever feixes de luz estruturados e monocromaticos propagan-

tes ao longo de um eixo z, fazemos uso do ansatz

E(r,t) = u(r)e't==0z, (2.5)

onde u(r)e’**=%") sio respectivamente a amplitude e fase da onda, e=™* o fator de fase

temporal, & o vetor de polarizacdo unitario e k = w/c é o ntimero de onda do feixe.
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Inserindo a equagao (2.5) na equagao de onda (2.3) podemos chegar em

i(kz— wt):| . la2u<r)ei(kz—wt)

v c? ot?

u(r)e

(V]
—

<V2 u(r ] + QV[u(r)} : V[eikz} + u(r)V? [e"kZDe—w + Ku(r)eika=eh
= (V2u(r) + 2ikz - Vu(r)) e
0

No qual podemos inferir que

V2u(r) + 2ikz - Vu(r) = 0. (2.6)

A separacio da amplitude espacial do campo em termos de u(r)e’** é interessante pois
o fator de fase espacial varia rapidamente em comparacao ao envelope u(r) (por vezes
chamado de amplitude lenta por este motivo). A afirmagao anterior nos leva a utilizar a

aprorimacdo parazial:

0*u 0%u| |0%u ou
e 2ik 2.7
022 < 0x2|’ | Oy? ozl (27)
Usando a aproximagdo paraxial na equacao (2.6) chegamos enfim a equagdo de onda
parazxial:
ou
\i 2ik S — 0, 2.8
u+ 21 5 (2.8)

sendo V2 um operador Laplaciano que atua sobre as coordenadas transversas ao eixo 2.

Em coordenadas cartesianas,
*u 0%*u
2

2.2 Solucdes da equacao de onda paraxial

2.2.1 Modo Fundamental: Feixe Gaussiano

A equagao (2.8) admite uma familia infinita de solugbes (SIEGMAN, 1986). A
solucao mais simples e de menor ordem ¢é conhecida como modo gaussiano e ¢ descrito

pela equagao

[2 1 22 +y? oty 2
= (/- — k - t — 2.10
u(z,y, 2) 7 0(2) exp l W2(2) +i R(2) iarctan (ZR) : (2.10)

onde w(z) é o didmetro e diz respeito a largura do feixe no plano transverso ao longo do

eixo de propagacao

w(z) = woy |1+ =, (2.11)

e R(z) é o raio de curvatura da frente de onda

Re) = (14 %8). (21
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Os parametros wy e zr = mw3/\ sdo respectivamente o didgmetro minimo (ou cintura)
do feixe (definida por wy = w(z = 0)) e a distancia de Rayleigh (distancia da cintura do
feixe, na direcdo de propagacio, na qual o raio do feixe é aumentado por um fator v/2).

Todos esses termos descrevem a maneira como a propagacao ocorre ao longo de um eixo.

Figura 1 — Perfil transverso (a) e longitudinal (b) do feixe Gaussiano (SALEH; TEICH,
2020).

2.2.2 Modo Paraxial: Hermite-Gaussiano

Em geral, uma solugao para a equagao (2.8) em coordenadas cartesianas produz
os modos de Hermite-Gauss, definidos por
Apm x Y
nm T, Y, 2) = H,\V2— | H,, | V2 X
ot = st (V5 ) o (V215 )

2?4 g2 22 4y

X — 1k
exp l w2(z) TR

Na expressao acima, A,,, € uma constante de normalizacao, H,, é o polinomio de Hermite

(2.13)

it

de ordem m. O novo parametro ¢,,, ¢ denominado fase de Gouy, definida como

z

Gnm = (n+m + 1) arctan (> . (2.14)
%R

A fase de Gouy diz respeito a diferenga de fase de um feixe paraxial em relagdo a frente

de onda plana. Repare que este termo também estd presente na solucao fundamental. A

ordem de um modo Hermite-Gaussiano (HG) é definida como N = n + m. Note que para

o caso N = 0, recuperamos a solucao do modo fundamental gaussiano.

2.2.3 Modo Paraxial: Laguerre-Gaussiano

A equagao (2.8), se solucionada em coordenadas cilindricas, resulta na familia de

modos Laguerre-Gaussianos (LG):

il 02) = o (fi@)n 4 () o [

2
—+ Zl¢ — Z'(ﬁpl(Z)] y

(2.15)

2R(z)

X exp lzk
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Figura 2 — Perfil de intensidade para os modos Hermite-Gaussianos até ordem N = 2.

onde LL” sdo os polindmios generalizados de Laguerre, A, = /2p!/7(p +|!|)!, a ampli-
tude de normalizagdo do modo, w(z) e R(z) sao respectivamente o didmetro e o raio de
curvatura do modo, definidos pelas equagoes (2.11) e (2.12) anteriormente. Por fim, ¢,;(z)

é a fase de Gouy, dada neste caso de acordo com
Opi(2) = (2p + || + 1) arctan (Z) : (2.16)
ZR

A ordem do modo LG é dada por N = 2p + |l|]. O pardmetro p é um nimero
natural conhecido como indice radial e esta associado a presenca de anéis concéntricos
no perfil de intensidade do modo. O paradmetro [ é um ntimero inteiro conhecido como
helicidade ou carga topoldgica e esta associado ao momento angular orbital do feixe e a
dependéncia azimutal da fase no feixe LG. (ALLEN et al., 1992).

Os modos de HG e LG constituem bases de um espago vetorial pois sao ortonormais
entre si e formam um conjunto completo de solucoes da equacao de onda paraxial. Logo,
qualquer combinacao linear desses modos também é solucao da equagao paraxial e existe
uma combinacao de polindomios de Hermite capaz de gerar um polindémio de Laguerre.
Um sistema optico pode ser usado para transformar um modo Laguerre-Gaussiano em
um modo Hermite-Gaussiano reversivelmente (ALLEN et al., 1992). Esta transformagao

¢ dada pela seguinte relacao,

n+m
> (20)* P "R (0) Hygom i () Hie(y) = 2777 (2.17)
k=0

{(—1)mm!(ﬂc +ay)" L™ (22 4 y?)  paran > m (2.18)

(—=1)"nl(z — )™ " L™ " (2* + y*) para m > n,
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onde
(=1)F a*

Pn km—k _
(0) = 2Kk dtk

(T =)™ (1 +)"]|=0 (2.19)

sao os polindomios de Jacobi.

p=010= p=01= p=01=

p=01= p=0.1=

Figura 3 — Perfil de intensidade para os modos Laguerre-Gaussianos até ordem N = 2.

Figura 4 — Frentes de onda de um feixe helicoidal para (a) [ =0, (b) I =1, (¢) [ = 2, (d)
[ = 3 (YAO; PADGETT, 2011).

2.3 Momento angular orbital da luz

A dindmica da radiacao eletromagnética, descrita pelas equagoes de Maxwell, prevé
um fluxo de energia e momento para os campos eletromagnéticos. O vetor de Poyting

representa a energia por unidade de drea e tempo ( ou ainda a densidade de fluxo de



20 Capitulo 2. Introdugio a Otica parazial e o Momento Angular Orbital da luz

energia), e é definido (no sistema internacional de unidades) pela equagao

S(r,t) = c*¢(E x B). (2.20)

A densidade de momento linear, em meios isotropicos, é proporcional a S:

S
p(r,t) = - = eo(E x B) (2.21)
c
Integrando (2.21) em todo o espago obtemos o momento linear total armazenado no campo

eletromagnético:

P(r, 1) = ¢ /V (E x B)dV. (2.22)

Da mesma forma, podemos definir o momento angular associado ao campo:
Ir,t) =rxp=rx¢(E xB) (2.23)

¢ a densidade do momento angular armazenada nos campos e, integrando em todo o

espago podemos obter o momento angular total
L(r,t) = 60/ r x (E x B)dV. (2.24)
1%

E conhecido que a luz transporta momento angular orbital e de spin (ALLEN et al., 1992).
Considerando campos transversos, localizados e no calibre de Coulomb podemos separar
ambos com o auxilio do potencial vetor A(r, ). O momento angular total pode ser escrito

CcOo1mo

L(r, 1) = eo/vr x (E x (V x A))dV. (2.25)

Utilizando a notacao de Einstein para somatorios implicitos, a p-ésima componente do

momento angular é entao
Lp = € [I’ X (E X (V X A))}p = —5pqirqu8in + quiEjrqé?iAj. (226)

onde g4 ¢ o tensor de Levi-Civita. O primeiro termo no lado direito da equacao pode
ser substituido utilizando a regra do produto e, observando que 0;F; = 0 e 0;rq = 0y,

obtemos

EpqgiTq i (05 Ai) = €pgiO0i (145 Ai) —€pqiT (05 ) Ai—pqi (057 Ej Ai = €pqi0;(rq By Ai) —€pgi Eg Ai.

(2.27)

Utilizando o resultado acima, a equagao (2.25) é escrita na forma
L=cJy [(ExA—(V-E)(rxA)+Erx V)A;|dV (2.28)
= o Jy [(Ex A+ Ei(r x V)A|dV — §gE(r x A)dS, (2.29)

onde foi usado o teorema de Gauss para transformar o segundo termo presente na integral

de volume em uma integral de superficie sobre uma caixa de lado L. No limite de L
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suficientemente grande e para campos localizados, podemos descartar o termo de superficie

e o momento angular da luz pode entao ser dividido em duas partes,

L=L,+L, (2.30)

L, = 60/ (E x A)dV, (2.31)
1%

L, = ¢ / Ei(r x V)A,dV. (2.32)
\%

O primeiro termo, L, representa uma propriedade intrinseca do campo eletromagnético
e estd associado ao estado de polarizacao da luz. O segundo termo L,, é associado ao

momento angular orbital devido ao aparecimento do operador
L, = (r x V). (2.33)

Ele esta relacionado a circulagao de energia causada pela configuracao espacial do campo.

2.3.1 Momento Angular Intrinseco e Extrinseco

A separagao entre momento angular orbital ou de spin nao deve ser confundida
com a separac¢ao entre momento angular de natureza intrinseca e extrinseca. O momento
angular de spin ¢ independente do eixo de referéncia e representa uma propriedade intrin-
seca do campo (polariza¢ao). O momento angular orbital no entanto pode ser de natureza
extrinseca ou intrinseca (O'NEIL et al., 2002). Partindo da equagao (2.25) calculamos o

momento angular total Ly em relagao a um ponto rg do espaco:

Lo(ro) = eo/v [(r —10) x (E x (V x A))]av (2.34)
- EO/V (r < B) x (V x A)]av - eo/v (o xB) x (Vx A)]av  (2.35)
— L(0) — 1y x P. (2.36)

Note que o primeiro termo ¢ o mesmo obtido anteriormente. No entanto, surge um segundo
termo orbital dependente explicitamente de ry. Da mesma forma, podemos calcular o

momento angular para um segundo ponto de referéncia r; e analisar sua variagao
AL =L(r;) — L(rg) = (r; — rg) X P. (2.37)

Para um sistema de eixos coordenados no qual o momento linear P é paralelo ao eixo
z, entdo a componente Z da variacao do momento angular total do campo é ALz =
(r; —rg) x P+ 2 = 0. Portanto, para uma mudanca do ponto de referéncia, o momento
angular orbital ao longo da direcdo de P permanece inalterada e podemos considera-la
como sendo intrinseca. Em suma, a decomposicao do momento angular em extrinseca e

intrinseca é
L=L.+Ly, (2.38)
L;=L;+ Lo %, (2.39)
L.=Lo—Ly- 2 (2.40)
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Vale ressaltar que as propriedades fisicas devem ser independentes da escolha de ca-
libre e toda essa demonstracao foi realizada sob o calibre de Coulomb. Uma dedugao
independente da escolha de calibre pode ser encontrada em (BIALYNICKI-BIRULA;
BIALYNICKA-BIRULA, 2011).
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3 Introducao a dptica nao linear

ConsideracGes sobre o tensor susceptibilidade

Optica nao linear é um ramo da dptica que descreve o comportamento da luz em
meios nao lineares, isto é, meios nos quais a densidade de polarizacao P responde nao
linearmente ao campo elétrico E da luz, modificando as propriedades 6pticas do material.
Tipicamente, apenas luz laser é intensa o suficiente ao ponto de modificar as propriedades
opticas de um material. Na éptica linear, assumimos que a polarizagdo do meio responde

linearmente a um campo aplicado E,
PY = ¢y VE, (3.1)

onde € é a permissividade elétrica no espaco livre e (! a susceptibilidade 6ptica do
meio. Por consequéncia da linearidade do meio material, somos capazes de extrair as
leis da Optica geométrica em meios isotropicos, assim como a birrefringéncia em meios
anisotropicos. Além disso, as equagoes de Maxwell levam a um conjunto de equagdes
proporcionais a primeira poténcia do campo aplicado, resultando no indice de refragao
como constante do material, independente da intensidade do campo, e o ndo acoplamento
entre campos de frequéncias diferentes. Veremos que no caso da optica nao linear isso

deixa de ser verdade.

Com o advento do laser em 1960 (MAIMAN, 1960), novos efeitos 6pticos come-
caram a surgir. A geragdo de segundo harmonico (GSH) no ano seguinte (FRANKEN et
al., 1961) inaugura a era da éptica nao linear e novos fendémenos 6pticos como a soma e
diferenca de frequéncias e a geracao de terceiro harmonico sao observados. Para interpre-
tar a nova gama de efeitos Opticos que surgiam a todo vapor apés a invencao do laser, a
expressao (3.1) para a polarizagao é substituida por uma série de poténcias em fungao do

campo elétrico aplicado,
P =¢ (x"E+x?EE + x*EEE + ...) . (3.2)

x? representa a susceptibilade éptica de segunda ordem, x® a susceptibilidade éptica
de terceira ordem, e assim por diante. Sao coeficientes que dependem do material e sao
representados matematicamente em geral por tensores. Em coordenadas cartesianos temos

que a componente ¢ do vetor de Polarizacao P; é dada de acordo com

P, = €0 (x4 Ej + XA B By + XS EEcEr + ..

1J ijk 1J

= ¢ (PzL + PiNL) , 33)

onde utilizamos, assim como no capitulo 1, a convencao de soma implicita para indices

repetidos. Vemos que componentes distintas do campo elétrico podem contribuir para
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a mesma componente de polarizacao nos casos nao lineares. Além disso, a frequéncia da
polarizacao do meio pode ser resultado de contribuigoes de frequéncias distintas do campo
elétrico envolvido na dinamica do processo. As equagoes de Maxwell, agora com a nova
expressao para a polarizagao, sdo suficientes para a descri¢ao de muitos fenémenos épticos

nao lineares'.

3.1 Meios n3ao lineares

Meios nao lineares sao aqueles que apresentam na polarizacao uma resposta nao
linear ao campo elétrico aplicado. Essa resposta é dada pelo tensor susceptibilidade 6ptica.
Esse tensor é uma propriedade do sistema material e, dependendo de sua geometria e dos
elementos constituintes, pode amplificar ou reduzir efeitos nao lineares como a geracao
de soma ou diferenca de frequéncias, geracao de segundo harmodnico, entre outros. A
forma dos tensores susceptibilidade éptica sao restringidas pelas propriedades de simetria
do material. O principal caso de interesse desta dissertacdo é o de terceira ordem (x®).
Muitas das propriedades de simetria presentes no tensor de terceira ordem sao validas para
tensores de segunda ordem ou de ordem superiores. Entre elas estao a simetria causada

pela condicao de realidade dos campos (E* = E), que diz que

XE?ZZ( Wp — Wm — Wy, —Wp, —Wn, _wo) = XE?I); (Wn + Wi + Wo,y Wny Win, wo)- (34)

A simetria de permutacao intrinseca:

(3)
Xijkl(wn +wm +W07wnawm7wo) Xz]lk( +wm +wo;wnawoawm

_X’Lk'jl Wr, + Wiy, + Wo, Wi, Wn, Wo

- lejk Wn + Wi + Wo, Wo, W, W

®3)

)
( Wo)
= szzj (Wn 4 Wi + Wo, Win, Wo, W) (3.5)
( m)
= Xithj(Wn + Win + Wo, Wo, Win, Wn)-

Existe também a simetria de meios sem perda, onde todas as componentes do tensor sao
reais e as frequéncias podem ser permutadas livremente desde que acompanhadas pela

permutacao dos indices correspondentes. Por exemplo:

3) _ @
Xij]gl(wn + Wm + Woy Why Wi, WO) - Xlz‘jk(wm Wn + W + Wo, —Wn, _wm) (36)
Ha também a simetria de Kleinman, que é valida quando as frequéncias das ondas épticas
envolvidas sao muito menores que a menor frequéncia de ressonancia do meio material. Sob
esta condigao, o tensor susceptibilidade optica é independente da frequéncia e responde

de maneira quase instantanea ao campo aplicado.

1 Existem fenomenos mais especificos que requerem um tratamento quéantico da interacdo entre luz

e matéria, que nao serdo discutidos aqui, como o espalhamento Raman estimulado, absorcao multi
fétons, entre outros(HE, 2015).
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O tensor susceptibilidade éptica de terceira ordem x® pode ser descrito a principio
por 81 elementos. Para sélidos cristalinos com baixa simetria, todos esses 81 elementos sao
independentes e podem ser diferentes de zero. No entanto, para materiais possuindo alto
grau de simetria espacial, o nimero de elementos independentes é drasticamente reduzido.
Para materiais isotrépicos, e utilizando as simetrias vistas anteriormente, ha apenas trés

elementos independentes.

Considere o caso geral no qual as frequéncias aplicadas sao arbitrarias. Representa-

. 3 o .
mos a susceptibilidade como ;i = Xz‘jkl(w4 = w1 + ws +ws3). Como cada eixo coordenado
deve ser equivalente em um material isotrépico, segue que a susceptibilidade deve ter as

seguintes propriedades:

X1111 = X2222 = X3333,
X1122 = X1133 = X2211 = X2233 = X3311 — X(3322
X1212 = X1313 = X2323 = X2121 — X3131 — X3232

X1221 = X1331 = X2112 = X2332 = X3113 = X3223

Os 21 elementos listados acima sdao os tinicos nao nulos de x©®). Além disso, os
quatro tipos de elementos que aparecem nas equagoes (3.7) ndo sdo independentes. De

fato, sdo relacionados pela equacgao

X1111 = X1122 + X1212 + X1201- (3.8)

Esses resultados dados pelas equagoes (3.7) e (3.8) podem ser usados para expressar a

susceptibilidade na forma compacta

Xijkl = X11220450k1 + X12120i051 + X12210:10 k5 (3.9)

onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Essa forma mostra que a susceptibilidade de terceira
ordem possui trés elementos independentes para o caso geral no qual as frequéncias dos

campos sao arbitrarias.

Vamos agora particularizar esse resultado para o caso onde a susceptibilidade 6p-
tica é representada por x;jx (3w = w + w + w). (um tensor deste tipo é responsavel pelo
processo nao linear da geragdo de terceiro harmonico, como veremos mais adiante). Por
consequéncia da simetria de permutacao intrinseca, os elementos do tensor susceptibili-

dade sao relacionas por xi1122 = X1212 = X1221 € portanto a equagao 3.9 torna-se

Xijkl(?)w =w4+w-+ w) = X1122(3w =W+ w+ W)((Sijékl + 5ik(5jl + 5i15jk) (310)
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Nesse caso existe apenas um elemento independente do tensor susceptibilidade que

descreve o fendomeno da geracao de terceiro harmonico.
Para os casos de efeitos degenerados, a dependéncia com relacao a frequéncia é
dada por X;jr = Xijk(w = w+ w — w). A simetria de permutacao intrinseca impoe neste

caso que Xi1122 = Xi212- Logo, X;ji pode ser representado por

Xijl(w =w+w—w) = xnew=w+w—w)

(3.11)
X (6500 + 0ikbj1) + X201 (W = w + w — w) (6:0).-

Equacdo de onda na matéria

Em sistemas materiais as equagoes de Maxwell se transformam, e os campos elé-
trico e magnético sao substituidos respectivamente pelos campos deslocamento elétrico D

e H 2. Logo, as equacoes de Maxwell na matéria sao

V-D=p; (3.12a)
V-H=0; (3.12b)
0B
E=—""; 12
V X 5 (3.12¢)
D
VXH:a——I—J, (3.12d)
ot
onde
D=¢E+Pe (3.13a)
1
H= B M. (3.13D)
Ho

A principio, estamos interessados em solugoes para as regides do espago sem cargas

ou correntes livres, tais que
p=0 e J=0. (3.14)

Assumimos que o material em questao seja nao magnético, de forma que

B = uoH. (3.15)
Com isso, seguimos tomando o rotacional da equagao (3.12c).
v X V x E = _M’
ot
H
VxVxE= _Moﬁ(Va?); (3.16)
9*D
E=—puy——;
V x V x Mo o

2 Existe uma discussdo interessante com relagdo a nomenclatura dos campos B e H (GRIFFITHS,

2005). Nesta dissertagdo B serd chamado de campo magnético e H permanecerd sem nome.
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Utilizamos agora a equacao (3.13a) para obter a relacdo acima em termos do campo
elétrico e da polarizacgao:
1 O°E B 1 0°P

VX(VXE) ——

2 Ot2 ey 012 (3.17)

A equagao (3.17) é a equacao de onda mais geral na 6ptica nao linear. Sob certas condi-
¢oes é possivel simplifica-la. Utilizando uma identidade vetorial, podemos escrever o lado

esquerdo da equacao (3.17) como

Vx (VxE)=V(V-E)- V’E. (3.18)

Na o6ptica linear em meios isotropicos e sem cargas livres, o primeiro termo do
lado direito da equacao desaparece. Porém na Optica nao linear mesmo em materiais
isotropicos isso nao é necessariamente verdade, devido a rela¢ao (3.13a) mais geral entre
E e D. Felizmente, em muitos casos de interesse da éptica nao linear podemos descarta-
lo. Por exemplo, para o caso onde um campo elétrico E é aproximado por uma onda
plana monocromatica. Também é possivel negligencid-lo no caso onde a aproximacao de

amplitude lentamente variavel é valida. Com isso nossa equacao de onda se torna

1 0’°E 1 0°P
E— = : 1
v 2 Ot? €qc? Ot? (3.19)

Separando a polarizacao em sua parte linear e nao linear como na equagao (3.3) e utili-

zando a relagdo (3.1) em (3.19) somos capazes de obter

. O’E 1 92PWh
VE- 25 = , (3.20)
2 Ot? eoc  Ot?

onde &, = 1 + xM(w,) é a permissividade relativa do meio.

A equagdo (3.20) possui a forma de uma equagdo de onda com fonte, onde a
polarizacdo nao linear atua como fonte para o campo elétrico. Uma consequéncia disso
¢é que aparecerao termos da polarizacdo do meio que serao interpretados como fontes de
ondas com frequéncias diferentes das ondas incidentes. Na auséncia do termo de fonte, a
equacao admite solugoes na forma de ondas livres que se propagam com velocidade ¢/n,

com n = /¢, sendo o indice de refracao linear do meio.

Em geral é 1til escrever o campo elétrico e a polarizacao como sendo formados pelo
produto de dois termos, representando a variagao de amplitude lenta e rapida. Também
é comuin escrevermos os campos como uma soma sobre seus componentes de frequéncias

distintas de acordo com
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E(r,t) =Y E,(r)e “"" +cc., (3.21)

PYD(r,t) = Y P (k) + e (3.22)

Inserindo as equagoes (3.21) e (3.22) em (3.20) resulta em uma equagdo de onda valida

para cada componente de frequéncia do campo:

2 Wy W p(NL)
VZE,(r) + gér(wn)En(r) = —%?Pn (r). (3.23)

Constantemente retornaremos a equacao (3.23) para estudar os processos Opticos

que surgem como consequéncia da polarizagao nao linear.

3.2 Processos nao lineares de terceira ordem

Processos nao lineares de terceira ordem sao consequéncias da resposta ctbica
do meio material sob estimulo de um campo elétrico aplicado. Essa resposta nao acon-
tece necessariamente na mesma direcao em que o campo incidente esta polarizado. Em

coordenadas cartesianas a polarizagao nao linear de terceira ordem é dada de acordo com

Z sz]kl w; wnawmaWO)Ej(wn)Ek<Wm)El(wo), (324)

(nmo) jkl
onde w = wy, + wy, +w, €1, 7], k, [ sdo as coordenadas cartesianas. A nota¢ao (nmo) indica
que a soma deve ser performada de forma que a soma w = w, + w,, + w, seja mantida
fixa, embora cada componente w,, w,, € w, possa variar de forma separada. Para o campo

elétrico, iremos descrevé-lo como

1 .
E(r,t) = §A(r, t)ellkr=wt) L ce (3.25)
Utilizando as propriedades vistas anteriormente sobre o tensor susceptibilidade e a equa-

¢ao (3.25) reescrevemos a polarizacdo nao linear como

PP (w z X (005 6y Wiy o) A () A (wim) At (w00, (3.26)
Jkl

onde D é conhecido como o fator de degenerescéncia e é igual ao niimero de permutacoes

distintas entre w,,, w,, € wW,.

De forma geral, podemos ter diferentes conversoes paramétricas (i.e, sem trocas
de energia com o meio) originadas da interagdo entre os campos elétricos aplicados. A
polarizacao nao linear é proporcional ao cubo do campo total aplicado, o que pode gerar

diversas frequéncias de saida. A Tabela 1 mostra as frequéncias geradas no processo de
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interacdo do campo com o meio nio linear com susceptibilidade éptica ), quando o
campo de entrada possui trés componentes de frequéncia distintas, assim como o fator de

degenerescéncia.

Fator de degenerescéncia D Frequéncia gerada

1 3(,01 3(,02 30.]3
2(,01 + wo 2&)1 + ws w1 + 2(,03
2&)1 — W2 2&]2 — W3 2&]2 — 2W3
3 2ws + woy 2wy + wy 2wy + w3
2w — Wwoy 2wy — w1 2wy — w3

Wi +wp — wq

Wy + Wy — W2

W3 + W3 — W3

w1 + wo + ws
Wo + W3 — Wy
W1 + W — Wa
Wo + W3 — Ws

w1 —|-CU2—W3

w1 + w3z — Ws
ws + Wi — wq

w1 +W3—w2

Wy + Wy — Wy
W3 + Wy — Wa

Tabela 1 — Frequéncias presentes na polarizacdo nao linear em processos x®, quando
temos trés frequéncias de entrada wp, ws e ws. O fator de degenerescéncia
é o ntimero de vezes que um termo particular aparece em E2. Pares como
wse+ws—ws nao sao simplificados, de maneira a explicitar sua origem. Adaptado
de (POWERS; HAUS, 2017).

Note que tratamos w e —w como frequéncias distinguiveis, de forma que wy +w; —w;
tenha um fator de degenerescéncia D = 3 e w; + wy — wy com fator de degenerescéncia
D = 6. Também consideramos campos de polarizagdes ou vetores de ondas diferentes
como distinguiveis. Partiremos agora para a descricdo qualitativa de alguns fendmenos
nao lineares originados de P®). Para simplificar nossa discussdo, consideraremos uma
situacao onde o campo elétrico aplicado e a polarizacao nao linear apontam na mesma

direcao, de forma que podemos traté-los como quantidades escalares.

3.2.1 Mistura de Quatro Ondas

Considere o caso onde temos para o campo de entrada trés feixes de luz de frequén-
cias distintas wy, we e w3 e vetores de onda ki, ko e k3 colineares ao longo de um eixo
de propagacao z. Podemos representar o campo elétrico total sobre o meio nao linear de

acordo com

1 : 1 ’ 1 , 1 ,
E(Z, t) — §A1€z(k127w1t) + §A2€l(k‘227w2t) + 5143ez(kg;szgt) + §14461(1{4,sz41‘/) +coc. . (327)
Geralmente, podemos ter qualquer polarizagdao cuja frequéncia esteja presente na tabela
1, sendo esta polarizacao responsavel por ser a fonte do campo gerado. Além disso, temos

uma resposta de frequéncia wy = w; + wo + w3 do meio nao linear por consequéncia dos
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campos de entrada. Para a frequéncia w, gerada, existe 5 possibilidades diferentes:

wWq = wy + wy + ws, (3.28a)
W4 = Wy + Wy — Wy, (3.28b)
W4 = Wy + Wy — Wy, (3.28¢)
W4 = Wy + Woy — Wa, (3.28d)
Wy = wy + w3 — ws. (3.28e)

A polarizagdo nao linear inclui as contribui¢oes de cada uma das possibilidades,

de acordo com

B 3€0X(3)

PO (wy) (2] A1|? + 2| Az)? + 2| A3|* + |A4)?) Age™

4 (3.29)
—|—2A1A2A36i(k1+k2+k3)2 .

A equagao (3.29) mostra dois tipos de contribuigao para a polarizagdo nao linear.

A primeira contribui¢do presente em (3.29) dada por

. 6€0X(3)

P(3) (CU4) A1A2A3€i(k1+k2+k3)z, (330)

envolve trocas de energia entre os diferentes campos. Esta contribuicao para a polarizagao
nao linear possui um comprimento de onda determinado por k; + ks + k3 que pode ser

diferente daquele associado a um campo de frequéncia wy.

Casamento de Fase

Quando P® ¢ interpretada como fonte de um novo campo elétrico, a equacdo de

onda para este campo levara ao surgimento de um termo Ak, e é definida neste caso por
Ak = ]i]4 - ]i]l - ]{72 - k’g. (331)

Para maximizar um efeito nao linear é necessario geralmente que a condicdo Ak = 0 seja

atingida. Essa condi¢ao é conhecida como casamento de fase.

O segundo termo presente na equacio (3.29) é proporcional a Aue™* e tem o
mesmo comprimento de onda que uma onda propagante de frequéncia w,. Portanto, estes
termos automaticamente possuem casamento de fase. Eles dao origem a processos como

auto-modulagao de fase e modulacao de fase cruzada.

A equagao (3.29) mostra que os quatro campos sao acoplados uns com os outros.
A polarizagao nao linear para as frequéncias wy, ws e w3 possuem expressoes acopladas si-
milares. As equagoes acopladas para as amplitudes sdo obtidas substituindo a polarizagao

nao linear de cada frequéncia em (3.23)
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d;il _ f";ljf) :(|A1|2 420452 + 2| As? + 2| Ay Ay + 2A§A§A4emkz: C (3.320)

ddi? _ 2'3;’:;23) :(2|A1|2 [ Aof? + 20 Ag[? + 2| A42) Ay + 2A’{A§A4em’“z: . (3.32b)

ddi?’ - 2'3“;:;;3) :(2|A1|2 + 2 Ap|? + | A3 + 2| Au?) A5 + 2A’{A§A4em’“2: . (3.320)

dc‘;i“ - 2'3“;223) :(2|A1|2 | Agf? + 2/ A3 + [Ad?) Ay + 2A1A2Agem’”: . (332d)
onde

Ak = kg — ky — ko — k. (3.33)

¢é a condicao de casamento de fase. Note que as equagoes acopladas acima sao especificas
para os processos descritos por wy = wj +ws+ws e o rearranjo desta relagdo. Um conjunto
de equagoes acopladas para as amplitudes sdo encontradas da mesma maneira para as
outras combinacoes de frequéncia. O conjunto de equagoes acima descreve a dindmica de

acoplamento entre os campos ao longo do meio nao linear.

3.2.2 Geragdo de Terceiro Harmonico (GTH)

A Geragao de Terceiro harménico (GTH) é o nome dado ao processo no qual um

3)

campo de entrada de frequéncia w sobre um meio com resposta nio linear y© gera uma

resposta de frequéncia 3w.

Considere um feixe de entrada monocromatico que se propaga ao longo de um eixo
z, de amplitude complexa lentamente variavel A(z) e polarizado linearmente, de acordo
com

1 .
E(z,t) = §A(z)e‘(kZ’“t) + c.c. (3.34)

A polarizacao gerada de frequéncia 3w serd

eox?

P (3w) = A3(2)eBka=30) 4 (3.35)

Como resultado, podemos esperar um campo de frequéncia 3w sendo produzido dentro

do meio nao linear, dado por

1 .
Es,(z,t) = §A3w(2)el(k3“’zf3“’t) +c.c. (3.36)
A equagao (3.20) nos diz que a polarizagao nao linear atua como fonte do campo elétrico

Es,,. Logo, utilizando as relagoes (3.34) a (3.36) obtemos

dAs, —9W3X(3) 3 iAkz
dz  2ike? A, (3:37)
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onde
Ak = 3k — ks,,. (3.38)

A equagao (3.37) descreve o comportamento do campo de terceiro harmonico ge-
rado no meio nao linear y®. Para um feixe de entrada do tipo gaussiano pode ser resolvida
em termos das fungoes elipticas de Jacobi, porém isso nao serd feito aqui. Mais detalhes
podem ser obtidos na secao 2.10 da referéncia (BOYD; PRATO, 2008).

3.2.3 Indice de refracio dependente da intensidade

Por consequéncia da susceptibilidade éptica x®), também é possivel observar efei-
tos auto-induzidos. Considere novamente um campo de entrada dado pela equagao (3.34).
De acordo com (3.26) e a tabela 1 é possivel obter uma polarizagao de mesma frequéncia

que o campo de entrada, de acordo com

. 3
PO (w) = EOX |A| Aeik==t) 4 c . (3.39)

Com isso, podemos reobter uma relagao linear entre a reposta do meio e o campo
elétrico aplicado, por meio de uma susceptibilidade efetiva y.;. A polarizacao total em

um meio centrossimétrico (x?™ = 0, n € IN) serd

P(w) = PYW + P® = ¢yx ./ E, (3.40)
onde @
3
Xer = YV + XT!A\Q- (3.41)

Note que devido a presenca de Y, a equacdo (3.41) fornece uma correcio para o indice

de refragdo do meio,

RIVIC)
n2=c =1+ M+ XT!AIQ- (3.42)

Em geral, x® é de magnitude pequena em comparacio a x), de forma que

1

3x(3) |A‘2 3X(3) ‘AP 2
e SXEAR T (4 XA 3.43
\/+x + 20 J1+ X0 0T (3.43)

/ 3] Al? / 3x@|A]?
~ /1 (1 =14/1 1) . 3.44
X ( +8(1+x(1)) TX +8 /1+X(1) ( )

Definindo o indice de refracao linear do material como ng = /1 + YV, Temos

3x®)| A2
n=mng+ X8n|0| (3.45)
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A intensidade de um campo incidente sobre o meio é proporcional ao quadrado de
sua amplitude (BOYD; PRATO, 2008), dada por

1
I = §noceo|E|2. (3.46)

Desta forma, reescrevemos a equagao (3.45) como a soma do indice de refragao

linear ng e e a correcdo nao linear ny devido a resposta Y do meio.

n =ng+ nal, (3.47)

onde ;
= 3), 3.48
12 Qn%eocx ( )

A equagdo (3.47) mostra a dependéncia explicita do indice de refracio com a
intensidade da onda incidente sobre o meio. Como consequéncia, podemos ter processos
como a auto-focalizagdo/de-focalizacao do feixe, ou auto modulagao de fase para o caso

de feixes pulsados.

3.2.4 Mistura de quatro ondas degenerado

Consideramos agora o caso de mistura de quatro ondas degenerado, onde os campos
interagentes possuem a mesma frequéncia w. A fim de satisfazer a condi¢ao de casamento
de fase (3.31), podemos considerar o esquema da figura 5. Neste cendrio, dois feixes de
bombeio contra-propagantes E; e E; com vetores de onda k; e ky respectivamente sao
injetados em um meio nao linear sem perda caracterizado pela susceptibilidade optica
¥, junto com uma onda de prova E; com vetor de onda k. Usualmente, os feixes de
bombeio sao tomados como sendo ondas planas, porém em geral podem assumir qualquer
estrutura de frente de onda, desde que sejam conjugadas entre si. A onda de prova pode

assumir uma frente de onda arbitraria.

Figura 5 — Representagao esquematica dos vetores de onda envolvidos no processo.

Como resultado do acoplamento entre os campos em razao da polarizacao nao

linear, uma nova onda E, é gerada, de fase conjugada a onda de prova. Note que com esta
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configuracdo, o casamento de fase ocorre automaticamente. Como os feixes de bombeio

sao contra propagantes, e a onda gerada ¢é conjugada de fase da onda de prova, temos.

kl = —kg, (349&)
ky, = —ks. (3.49b)

Logo,
Ak =k +ko+ks+ks =k +(—ky) + ks + (—k3) =0. (3.50)

Para obter o conjunto de equagoes acopladas, escrevemos os campos elétricos en-
volvidos de acordo com .
E;, = iAie“ki'T*wﬂ +cc., (3.51)

onde i = 1,2, 3,4 representam respectivamente os feixes de bombeio 1 e 2, a onda de
prova e a onda sinal gerada. As equacgoes acopladas para as amplitudes sao obtidas de
maneira similar ao conjunto de equagdes (3.32), contabilizando todos os processos que
geram a frequéncia w = w 4+ w — w correspondente. Tal frequéncia pode ser gerada pela
auto-modulacao de fase, modulagao de fase cruzada, ou interagdo paramétrica (trocas de

energia) entre os campos envolvidos.

Os campos envolvidos geram uma polarizacao nao linear no meio, dada por

3 .
PO(w) = Z60X<3>AAA*e“W (3.52)

onde A = A; + Ay + A3 + Ay é a amplitude total dos campos envolvidos. A Presenca
do fator de fase espacial e’*iT é particularmente importante pois age como um termo de
fase casada para cada uma das ondas interagentes. A amplitude de polarizacao para cada

onda associada é dada por

3eox® ¢ o ik
Pi(w) = Of (1AL + 20 Ao + 2|45 + 2| Au?) Ay + 2434, 43)™07, (3.53a)
3eav® - .
Py(w) = EOZ (AL + Al + 2] A3[® + 2| Auf?) Ay + 245 A, A7] ™™, (3.53D)
= 3O 0 A 4 2l A+ 214D Ay + 24, A A
Py(w) = = [(2|A1[" + 2[Ao[" + [As]" + 2| A4 ") A5 + 24, Ap A] [ €™, (3.53¢)
_ 3eox™® 2 2 2 2 «] kgt
Pi(w) == (2 A1 + 21 Ao + 2| As[* + | As*) As + 241 Ap A3 ™5™. (3.53d)

(3.53e)

Assumimos a seguir que as amplitudes dos campos E3 e F, sao fracas em compa-
racao as amplitudes dos feixes de bombeio F; e E5. Sendo assim, nas expressoes acima
eliminamos os termos que contém mais de uma amplitude de campo fraco. Portanto,

obtemos
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Pi(w) = 3603(3) AP Ar + 2] AP Ay e, (3.54a)
Py(w) = 360f(3) A2 Ay + 2|4y 24, e, (3.54b)
Py(w) = 3603(3) 2 A2 A3 + 2| A As + Ay Ay Af] e, (3.54¢)
Py(w) = 3605(3) 20 A12As + 2| Ao Ay + Ay Ap A e, (3.54d)

(3.54e)

Note que, com base na aproximacao utilizada, os campos E3 e E4 sao dirigidos por uma
polarizacao que depende das amplitudes de todos os campos envolvidos, enquanto que
para os campos F, e Fy dependem apenas deles mesmos. Assim, consideramos primeiro o
problema de calcular a evolugao espacial das amplitudes dos feixes de bombeio E; e Fj.
Podemos entao utilizar os resultados obtidos para calcular a evolucao espacial das ondas

de prova e sinal.

Assumimos que cada uma das ondas interagentes obedece a equacao da onda na

forma

. e 0%F, 1 92pD
Vil L 3.55
2 Ot? €oc2  Ot? ( )

Agora introduzimos as equagoes (3.51) e (3.54) em (3.55) e utilizamos a aproxima-
¢ao de amplitude lentamente variavel para obter as equacoes acopladas para as amplitudes.
Além disso, deixamos que z’ seja a direcdo de propagacao dos feixes de bombeio e z a

direcao de propagacao dos feixes de prova e sinal.

dA 3w

dz’l - 2ncX3 {|141|2 + 2|A2|2} A, (3-563)
dA 3w o1

dz’2 - 2ncX3 _2|A1|2 + |A2|2-}A27 (3.56b)
= S (AP + [ AoP) As + A A4, (3.56¢)
=1 4 AP) A+ ArAL43). (3.56d)
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4 Propagacao de voértices opticos em meios

nao lineares

O trabalho aqui exposto surge da uniao dos topicos apresentados anteriormente.
Neste capitulo, faremos a investigagdo do fendmeno de auto-modulacao de fase com vor-
tices Opticos através de uma abordagem tedrica, e com o auxilio de simulagoes numéricas.
Em particular, estamos interessados no papel do momento angular orbital do feixe durante

O Processo.

4.1 Equacao paraxial em meios nao lineares

Como vimos anteriormente na secao 3.1, a propagacao do campo eletromagnético

em meios nao lineares obedece a equagao
w? w?
V2E,(r) + —5Er(Wn)Ep(r) = ——"QPENL)(r). (3.23 revisitada)
c €0C

Tratando-se do processo de auto modulagao de fase, estaremos restringindo a analise para
materiais nao lineares isotrépicos e centrossimétricos, isto é, materiais cuja susceptibili-

dade nao linear de segunda ordem seja nula:

Y@ =o0. (4.1)

Considere um feixe incidente Er que se propaga ao longo de um eixo z e com uma

polarizacao linear z. Esse campo pode ser escrito como
Eg(r,zt) = E(r, 2)e" ™% + c.c., (4.2)

onde &£(r, z) representa o perfil espacial do campo. Descrevemos tais perfis como sendo a
superposicao de modos Laguerre-Gaussianos (LG), multiplicados por uma funcao A, (z)

chamada de amplitude lentamente variavel:
E(r,z) =™ Ay(2)up(r, 2). (4.3)
pl

Inserindo a equagao (4.3) na equagao de onda (3.23), temos

2

> [VQ(Apl(z)upl(r, 2)e™*) 4+ k2 A (2)up (r, z))eikz] =Y _p® (4.4)

2
ol €oC
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Expandindo o lado esquerdo da equacao (4.4):

V2 (Ap(2)up(r, 2)e™) + kg Ap(2)up(r, 2))e™ = (4.5)
dQApl dA dApl aupl ikz
[( 12 + 2ik 7 >upl+2 7. 9. | € + (4.6)
0 0? -
+ Apl <VJ_upl + 2ik 51’21:31 @:§l> €Zkz. (47)

Faremos uso de uma série de aproximagoes, justificadas pela variacao lenta da

amplitude complexa A,(z) e do modo paraxial uy(r, z) ao longo do eixo de propagagao.

Sao elas:
[P oy ) us
‘d2f;‘§g(z> < 2k|dAdZ(Z> (4.9)
|dA§lz(z> a“pg(;’ N <k |d‘4plz(z) uk a“pg;’ 2l (4.10)
Com a utilizacao das aproximacoes, o lado esquerdo da equacao 4.4 se torna
Qidepl(z)upl(r, 2)e** = —W—QP(?’). (4.11)

dz

€0 c2

Aplicando as equagoes (3.26), (4.3) e com o auxilio da tabela 1, a polarizagdo nao

linear no contexto da auto modulagao de fase é descrita de acordo com a equacao

3e * *
P(g) UX Z Z Z A ’l’ A ”l”( )Ap///l/// (Z)Up/l/(r, z)up,,l,,(r, Z)Up///l/// (]f'7 Z)
/l/ //l// ///l///
(4.12)

Para prosseguir, faremos uso da relacao de ortogonalidade dos modos paraxiais LG:

//upl Up/ll z)er = §pp/511/. (413)

Implementando a equacao (4.12) na equacao (4.11) e fazendo uso da condicao (4.13)

obtemos a equagao dinamica para a amplitude complexa:

dA s *
dz pl Zg Z Z Z Agplpglplll /l/<Z)Ap//l//(Z)Ap///l///(Z), (414)

/l/ //l// ///l///

onde introduzimos o parametro

®3)
= 32X R (4.15)

a integral de recobrimento

100
Rlplplplp/// = //u;lQ,Lp/l/’l,L;//l//up///l///d2r7 (416)
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e as constantes de recobrimento normalizadas

l//l/ll

A (2) = By . (4.17)

w2 TR

Em um primeiro momento, estamos interessados em um solucao perturbativa para a
equacgao (4.14). Isto é, onde a propagacao do feixe ao longo do meio nao linear é pequena
em comparacao a distdncia de Rayleigh do feixe. Assumimos que a amplitude pode ser

escrita como uma expansao em série de Taylor, de acordo com:

> d"A z
Aplz) = 3 TR0

n=0

(4.18)

Em primeira ordem, para um dado comprimento L que satisfaga a condi¢ao de propagacao

em pequenas distancias podemos escrever a solugao aproximada como

dA,
L. 4.19
- (4.19)

z=0

Ap(L) = Ap(0) +

A fim de obter uma expressao para dA,;/dz, utilizamos a equagao diferencial (4.14).
Para tal, considere um feixe incidente sem ordens radiais (p = 0) e de momento angular

orbital /5. Podemos escrever a amplitude complexa desse feixe matematicamente como

Apl(o) — pO(SlloA()lo (0) (420)

A equagdo (4.14) vale para qualquer ponto ao longo do eixo de propagagao z. Em

particular, para o ponto z = 0 temos

dA 1001 *
d pl — 7/ Z Z Z Ai;lplpl p/// /l/(0)Ap//l//(O)Ap”/l/// (0) (421)

/l/ l/l// ///lll/

Impondo a condi¢ao inicial (4.20) em (4.21) adquirimos uma expressao simplificada para

o problema:

dA
(0 = g A (0)] Au (0) Aag, (0). (4.22)

Com a equacao (4.22) em maos, retornamos para (4.19):
Ap(L) & Ap(0) + ig LAL° (0)] Aoy [*(0) Aoy, (0). (4.23)

Por fim, retornamos para a expressao do perfil transverso para o campo elétrico. Inserindo

a equacao (4.23) na expressao (4.3) chegamos na forma

E(r, L) = e** (AOZO(O)umO +igL| Ao, |*(0) Aoy, (0 ZA%@%’O Yy (T L)) (4.24)

A principio, podemos ter uma superposicao infinita de modos LG para o perfil transverso
do feixe durante a dindamica do processo. No entanto, veremos que fazendo uso de uma
renormalizacao para a distancia de Rayleigh somos capazes de obter uma expressao para
a constante de recobrimento tal que a soma seja finita, com superposi¢oes de modos com

a distancia de Rayleigh renormalizada.
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4.2 Constante de Recobrimento

A constante de recobrimento ocupa um papel central na equagao (4.24). Podemos
dizer que a constante de recobrimento é responsavel por acoplar e determinar o peso dos
diversos modos para a dindmica do processo de auto modulacao de fase. O que elas fazem,
em suma, € quantificar a superposicao espacial dos perfis transversos dos modos que a
principio podem ou nao estar envolvidos no processo. Quanto maior o valor da constante
de recobrimento para um determinado conjunto de indices {p, ', p", p"”",,',1", "'}, maior

serd o peso do conjunto {uy, yy, Uy, Uy } DO PrOCESSO.

A fim de obter uma expressao analitica para a equagao (4.17), reescrevemos os

modos de Laguerre-Gauss de acordo com

2p! 2r2\ 2 22 22 i
= LT = | e /v eitocion, 4.25

onde definimos

v=1+iZ, (4.26)
f =P (4.27)
o = —(2p + |I] + 1) arctan(2), (4.28)
Z = z/zg. (4.29)

A integral de recobrimento fornecida pela equagao (4.16) assume entao a forma:

[

17117111 2m o0 2p' 2T2 2 27“2 2 2 -2 2 . ;
RWIL" — / d / rdr LI 2 ) g7 /wf gmir® Z/w f o—ipp1 g—ild
pPpTP 0 ¢ 0 mw?f(p+ I \w?f P\ w?f

|1

2\ 5 2
2p/! 2r° 1\ 2 i 2r o723 i3 2[R iy il
{0 \w?f) 7 \uif

1]

2\ =2 2
% 2p//! 2T 2 L‘ll/ll‘ 27‘ 677'2/w2f€7i7"22/w2f€7i90p”l”efil”d)
rPf D \w?f) 7\

"
L

y 2p" 2 N T B W R Y T s 2
7rw2f(p’”+ |l///D! w2f p'" w2f

(4.30)

Comegamos simplificando a equagao (4.30) com a substituigao de variavel

272 drdr w?f
T = w2 f = dzr = pEY: = rdr = Td:c. (4.31)




4.2. Constante de Recobrimento 41

Fazendo as substituigoes para a integral de recobrimento:

Rll/l//l/// 4 p' p/‘ p”! p/”!
w2 = e e\ o+ I W+ DN G + 1D 7+ )

f 0o, e
X e i(pp1— Pplt! TPty — Lpp///l///)/ iC.Z'H+‘ ‘+| |+‘ L‘l|< >L|l|( )

///|

% Lll ( )L'lm( ) —v me—vx/ (=1 =1 ¢d¢
0

27T6l,l/7l”+l”/

TP
pp ppT 7i(goplf<pp/l/+<pp//l//7(,0p///l///)

w? 7r7"f\/ (p+ DY@ + D"+ [ + )
< 2ty [ " L @) L (@) L @) L (@)e e,

p

(4.32)

onde definimos

o L o Ul U e
= 5 .
A partir da equacao (4.32) obtemos o valor da integral de recobrimento para o caso mais

(4.33)

simples:
1

T fw?

Com o resultado acima, retornamos para a constante de recobrimento:

Rgooo(2) = (4.34)

TN
A” m\Z :25 r_qn ///\/ ppp L
o () = B GG G+ PG+ )
Xe—i(gopl—kpp/l/-‘r(pp//l//—Lpp///l///)/0 T $|Z|L¥|(I)L¥‘( )Lll’/|< )L'

l/lllll

l///|

///( ) _a(z)xdfﬁ,

(4.35)

onde definimos
alz) =v" + . (4.36)

Em particular,
a(0) = 2. (4.37)

No cenario atual, estamos interessados nos efeitos da auto modulacao de fase sobre
vortices Opticos. Para tal, restringimos a constante de recobrimento Aﬁ;, ; /;,,, para os casos
particulares onde p' = p” = p” = 0 (isto é, os vortices de entrada no meio nao linear
nao apresentam ordens radiais). Além disso, o calculo é feito para a posigdo z = 0 no
eixo de propagacao. Justificamos esse ultimo passo pois estamos interessados, a principio,
em uma andlise perturbativa da propagacao do feixe ao longo do meio nao linear. Por
fim, multiplicamos o lado direito da equacgao (4.35) por um parametro a (n/n)f a ser
determinado, com o objetivo de auxiliar na busca por uma expressao final para a constante

de recobrimento. Dadas as conjunturas anteriores, temos entao:

l//lll/

All 0 :6 r__qn ///\/T 7/ P ‘”Lm —a(U)l’d .
poo (O) = et [ T e o e ()

(4.38)
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Podemos escrever o mondémio (nx)f como uma combinacio linear dos polindmios associ-

ados de Laguerre:
= (=1)PYP + [K])

(nz)” =3

= (P —q)l g+ k)

Fazendo uso da propriedade (4.39) com k = |I| na constante de recobrimento e apds alguns

!! Lk (na). (4.39)

passos obtemos o resultado parcial

! 1 P (—1)4PYP + |I])!
ALY (0) = =P8, gy [ a(0);
pow 0 =\ e s (P - o+ oy
(4.40)
onde definimos
N0 =0 [ ML) L e O d (141)

Note que a equacao (4.41) acima é semelhante & equagdo (A.16) presente no apéndice
A. De fato, se compararmos ambas as equagoes podemos inferir que a presenca do fator
a(0) impoe uma modificacao para a distancia de Rayleigh zg do feixe incidente. Usando
as equagoes (A.16) e (A.17) para a comparagao, obtemos um valor numérico para o

parametro 7.

Y(0) =,
a(0) =(1+n)/2=2 (4.42)

1
= 2:_577 = n=3J.

Por fim, acionando as equagoes (A.15) e (A.14) obtemos o valor modificado para distancia
de Rayleigh.

z
¥(0) = =% =1 (4.43)
<R
1

Com o valor encontrado para o pardmetro 7, as equagoes (4.41) e (A.16) tornam-se idénti-
cas para a posicao z = 0. Este resultado nos diz que existe uma solucao para a constante
de recobrimento associado a um feixe com uma distdncia de Rayleigh modificada. Se-
guindo esta linha, veremos que a expressao final para a constante de recobrimento nos

leva a uma superposicao finita de modos LG com a distancia de Rayleigh modificada.
Lembremos que, do apéndice A:

G (2) = G (0),

m’(”) p”(”> (4.45)

G = 011Gy

Além disso,

il 1 p! ! 1
410 = L e (4:40)

= 0 = [T e (47
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Inserindo o resultado (4.47) na equagao (4.40) e apds alguns passos obtemos uma expressao

final para a constante de recobrimento.

oy t —1)2PI(P + |I])!
Alll ! - (5 [ Qq/ " ///(
p000 ( ) LU=1"+1 qz%) i (P— q)!(q+ M)'

©(0), (4.48)

onde introduzimos

(g+ ]! 1 1
Q?l’l”l"’ == ’ . (449)
n

q! pyliy /’l/|!|l//|!|l///|!

Com a expressao final para a constante de recobrimento em maos, podemos retornar para

a equacao diferencial em busca de uma solucao.

4.3 Soluc3o por método perturbativo

Neste momento fazemos uso do resultado final obtido na secao de constante de
recobrimento. Inserindo o resultado (4.48) em (4.22) e ap6s alguns passos alcangamos o

resultado final

dApi &l (-1 )q(QVOD | Agiy |2 Aoy 1
0) = }j 0 d 81, G0 (0). 4.50
dz o (ko] = 9)! \/q (g + [lo])!lo]! n@lol+1)/2 | “Ho o (0) (4.50)

Note que na equagao acima temos a presenca da constante G”U Veremos um pouco mais
adiante que esta constante tem relacdo com a descricdo de um novo modo LG com uma
distancia de Rayleigh modificada. Com a equagao (4.50) em maos, retornamos a descri¢ao

(4.19) para amplitude lenta no regime perturbativo:

&L (-1 )q(2|l0|) | Aoty |* Ao 1

- 0 0 o

Aui(z) = 6p00u, Aoty (0) + Zgzz T —q) \/q TR (7](3|l°|+1)/2> 011, Gp (0).
0l)'to

(4.51)
Por fim, uma vez obtido uma expressao para a amplitude lenta A,(z), estamos prontos
para adquirir a expressao final para o perfil espacial £ do campo elétrico resultado da
dindmica nao linear do processo em andlise. Lembremos que o perfil espacial £ do campo

elétrico é dado através da equagao

= ¢th= Z Ay(z)uy(r, 2). (4.3 revisitada)
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Inserindo o resultado (4.51),

d ( )q<2|l |) |‘ll ‘2‘11 1
E(r,z) = 3001, Ao, (0) + gz 0 Ol ~Oo ( )(5 (Gl b %
) %:{ p0 1 0l Z <|l0| q \/q q |l0|)'|l0|' 3“0‘4’1)/2 1l qap

XUy (1, 2)e*?.

(4.52)

Aol (0)ugy, + 192 E 0 Olo] "0l ( > E 0, Gllou et
oo (O q=0 (|l0 9)! \/q (g + [To])!]lo]! (lll1)/ v .

uqlo

(4.53)

Note que na passagem (4.53) temos a presenca do termo >, fogupl. Como vimos no apén-
dice A, podemos substitui-lo por um modo LG com uma distancia de Rayleigh modificada.

Desta maneira, somos levados a expressao final para o campo elétrico resultante:

(b Ao * Aoy A (=17 (2150!) Uiy (T, 2)
E(r,z;t) = ' ® 790 & Ag (0)ugy, (r, 2) + zgz‘ . : 0 :
0 0 nBlol+1/2 = (|| — g)! \/q (q + |lo])![Zo]!

(4.54)
O importante resultado acima nos diz que - perturbativamente - o efeito de auto
modulagao de fase sobre um vortice 6ptico com momento angular orbital [y resulta em um

feixe de saida que apresenta até [y ordens radiais e momento angular orbital de mesmo

valor, mas com uma distancia de Rayleigh modificada.
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Figura 6 — Imagem da simula¢ao numérica utilizando a equagao (4.54) para valor de mo-
mento angular orbital [ = 1. Filtramos o feixe inicial e saturamos as imagens
intencionalmente a fim de identificar o anel externo.

Figura 7 — Imagem da simulagdo numérica utilizando a equagao (4.54) para valor de mo-
mento angular orbital [ = 2. Filtramos o feixe inicial e saturamos as imagens
intencionalmente a fim de identificar o anel externo.

4.4 Solucoes autoguiadas para propagacao de vértices dpticos em

meios nao lineares

Na se¢ao anterior vimos uma busca por solugoes para a equagao diferencial (4.14)
utilizando uma aproximacao perturbativa em primeira ordem para feixes de entrada que
apresentam momento angular orbital. Seguimos entao com uma abordagem um mais geral,
buscando por solugoes autoguiadas ao longo do sistema material. Nosso ponto de partida

serd novamente a equagao de onda em meios materiais:

2 2

V2E,(r) + wfgér(wn)En(r) = ——2PMI(r), (3.23 revisitada)
c €oC
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onde permitimos que a se¢ao transversa do feixe de entrada - representada pela funcao
F(r, z) - seja arbitraria. Impomos novamente que o feixe seja polarizado linearmente, e

possua uma carga topologica m:
Er =&(r,¢,2)e 0% 4 ¢ c. = F(r, 2)e™m?elt0z 4 ¢ c.. (4.55)

Fazendo a substituigao (4.55) em (4.4) temos

> {VQ(FO“, 2)emee*) 1 B2 F (r, z)eim‘z’eikz} = —%P(g’). (4.56)
ol €gC
Expandimos o lado esquerdo da equacao:
V2(F(r,2)e™?e*) 4 B> F(r, 2)e™?e™* = (4.57)
PF m? OF O*F o
=55 — 5 F+2ik— + 5 ~FF imégiks 4.58
(87"2 r2 e 0z + 822% +W) ©c (4.58)

Faremos uso novamente da aproximacao paraxial, justificadas pela variacao lenta da am-

plitude complexa F(r, z) ao longo do eixo de propagacio em comparacio com e'#2=«1);
82];(27;2/) < 2k ‘aFg;Z) ; (4.59)
PR < | A, (460
ool <[
A polarizagao nao-linear é descrita de acordo com:
P® = 3¢gx®|F[>Fe™m?eih=, (4.62)

Utilizando (4.58) e (4.62) em (4.56) obtemos uma equacao diferencial para o caso

de estudo atual:

OF 1 (0> 10 m?
o [ a2 TV F = _glFIPF 4.63
Z8z+2l{: <8r2+7"87" 7"2> gIETE, (4.63)
onde definimos 2 (3)
3wy
= . 4.64
g 2kc? ( )

Para prosseguir com a anélise no caso geral, seguiremos algo semelhante de (GAG-

NON, 1990). Seja & = \/2gkr e ( = gz um novo conjunto de coordenadas. Com as devidas
substituicoes podemos chegar na nova equacao:

OF ( ? 10 m?

i5c + 28 + i §2> F = —|F|*F. (4.65)
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Inspirados pela forma do feixe de entrada, propomos que a solugdo F(&,() tenha uma

forma tal que

F(£,0) =€, 0). (4.66)

Inserindo (4.66) em (4.65) obtemos

of Pf  (Q2m|+1)0f 2lml| )2
e Taet T & e ¢ MUY (4.67)
Resolvemos a equagao (4.67) utilizando o método de separagao de variaveis. Seja f(&, () =
p(&)h((), temos que
idh  1dp 1(2m|+1)dp
hd¢ pd& p & d§

+ ¢2ml|p|? = 0. (4.68)

A equagao (4.68) é valida apenas se as partes que envolvem as fungoes p(§) e h(Q)

separadamente forem constantes, isto é

i _
¢
d*p  (2m+1)dp

diéﬁ + Tdfg + me]p\Qp + bp =0. (469b)

onde b é¢ um parametro livre. Note que por consequéncia da separacao de variaveis teremos

—ibh, (4.69a)

como solucao um perfil de onda autoguiado. Solugoes autoguiadas sdo conhecidos pelo

padrao transverso independente da coordena do eixo de propagacao.

Sobre a equagao (4.69a), é possivel obter uma solugao analitica:

: = —ibd(, (4.70)
heodh! g [
/h(o) = —zbd/o ¢dc’, (4.71)
h .
In <h(0)> = —ibh(, (4.72)
— h(¢) = h(0)e . (4.73)

O resultado (4.73) nos diz que - fisicamente - podemos interpretar o pardmetro b
como uma correcao para o vetor de onda do feixe de saida por ser proporcional & nova
coordenada ( e por conseguinte a coordenada z de propagacao. Sem perda de generalidade,
restringimos esta corre¢ao impondo b = 0. Além da restricdo imposta sobre a constante
de separagdo b, iremos simplificar a andlise numérica, restringido p(§) a fungoes reais.

Reescrevendo a equagao (4.69b):

d’p  (2m+1)dp m3
@t e g ter=o (4.74)
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Com a equagao diferencial reescrita (4.74), fazemos uso de uma abordagem computacio-
nal resolvendo-a numericamente utilizando a linguagem de programacao python e seus

recursos.

4.4.1 Solucao numérica

Python é uma linguagem de programacao interpretada, multi paradigma, de ti-
pagem dindmica e orientada a objetos criada em 1991 por Guido Van Rossum. Por sua
simplicidade na escrita do c6digo e pelas bibliotecas cientificas, é uma linguagem de pro-
gramacao que vem ganhando espago dentro do meio académico. A fim de resolver a equa-
¢ao diferencial (4.74) numericamente, utilizamos o método odeint dentro do médulo

scipy.integrate da biblioteca de computacgao cientifica scipy.

Em geral, odeint é um método voltado para solucionar um conjunto de um ou
mais equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) de primeira ordem. Adaptamos a equagao
diferencial (4.74) Para utilizar este método transformando-a em um conjunto de EDOs

de primeira ordem:

dp

do 2m +1

— = 6 — 23, 4.75b
i A (4.75)

Utilizamos como ambiente de desenvolvimento uma plataforma de computagao
interativa conhecida como Jupyter notebook, dentro da distribuicdo de computacao

cientifica Anaconda. A figura 8 abaixo resume os resultados obtidos de forma numérica!.

1 para os curiosos com relagio ao cédigo, pode ser encontrado em <https://github.com/and-santos/

solucao numerica>


https://github.com/and-santos/solucao_numerica
https://github.com/and-santos/solucao_numerica
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Solucdo numeérica para a equacao diferencial

100 = Numerical solution forb =0, m =1

0.75

0.50

0.00
100

—— Numerical solution forb =0, m =2
075

0.50

0.25

0.00
100

—— Mumerical solution forb =0, m =3
075

0.50

Intensidade normalizada (unidade arbitraria)

0.25

0.00

Figura 8 — Grafico resultante da simulagdo numérica para diferentes valores de momento
angular orbital e com o pardmetro b = 0 fixado. Note que temos o surgimento
de ordens radiais extras, diferente do cendrio pertubativo.

De acordo com a figura podemos visualizar picos de intensidades extras que -
pela simetria cilindrica da coordenada ¢ (definida de forma diretamente proporcional a
coordenada ) - correspondem a anéis externos para o perfil transverso do feixe. Note que
temos uma quantidade de anéis maior que o previsto no caso perturbativo para diferentes
valores de momento angular orbital. Além disso, devemos lembrar que o padrao obtido

neste cenario ¢ independente do eixo de propagacgao z.

Nesta segunda etapa temos, assim como na primeira etapa, o surgimento de anéis
externos concéntricos para o perfil transverso do feixe. Apesar da regra para o surgi-
mento dos anéis nesse cenario ainda nao ser bem compreendida, atribuimos sua origem
ao momento angular orbital, identificando seu papel como uma auto modulagao de fase
intermediada pelo sistema material. O campo, ao longo de sua propagacao pelo meio,
¢ auto-modulado por consequéncia de como o sistema responde ao estimulo do campo
presente. Essa resposta ocorre de maneira diretamente proporcional ao campo injetado.
Essa modulacao impoe um acoplamento radial-angular entre os graus de liberdade de um

vértice 6ptico, impondo uma mudanga em seu perfil (BUONO et al., 2020).






o1

Conclusao

Propomos neste trabalho a investigacao da auto modulacao de fase com a utilizacao
de vortice 6pticos. A principio, negligenciamos a influéncia do carater vetorial da luz, isto
é, o papel da polarizacao durante o processo. Motivado por trabalhos anteriores sobre
a interacao do momento angular orbital da luz na geragao de segundo harmoénico e sua
relacdo com uma mudanca de perfil transverso, buscamos a compreensao do mesmo em
sistemas nao lineares de terceira ordem com o objetivo de encontrar semelhancas ou

diferencas do que fora anteriormente estudado.

Dividimos a andlise em duas etapas. A primeira etapa consistiu em uma inspecao
por método perturbativo de primeira ordem para pequenas distancias de propagacao ao
longo do sistema material. O objetivo era de identificar mudancas no perfil transverso do
campo e o papel do momento angular orbital da luz durante o processo. Identificamos
que para um vortice 6ptico sem ordens radiais e com um momento angular orbital bem
definido como entrada, a auto modulacao de fase é responsavel por gerar um feixe de saida
com a distancia de Rayleigh modificada e, além disso, mudancgas em seu padrao transverso.
Tem-se para o feixe de saida um perfil formado por uma superposicao de ordens radiais

com um nimero de modos igual ao valor absoluto do MAO do feixe de entrada.

A segunda etapa tem a meta de investigar o mesmo processo, porém utilizando
uma abordagem mais geral. A restricao de pequenas distancias de propagacao é retirada
e buscamos solugoes exatas auto guiadas. Solugoes numéricas foram obtidas utilizando a

linguagem de promgracao python com o auxilio de bibliotecas como numpy e scipy.

Assim como na primeira etapa do trabalho, temos o surgimento de anéis exter-
nos concéntricos para o perfil do feixe. Atribuimos a mudanga do padrao transverso ao
momento angular orbital. A regra para o surgimento de anéis extras para este cenario
ainda nao é bem compreendida. No entanto, identificamos a causa dos anéis extras como
consequéncia da auto modulacao de fase espacial originada pelo MAO do feixe de entrada
e intermediada pelo sistema material. O processo nao linear em questao impoe um aco-
plamento radial-angular entre os graus de liberdade de um vértice éptico visto geralmente

como independentes.
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APENDICE A - Conversio entre modos

com parametros de Rayleigh distintos

Considere um modo Laguerre-Gaussiano (LG) uy(r, z; Zr) escrito como uma su-

perposicao de modos LG com uma distancia de Raylelgh distinta 2z, como abaixo:

ug(r, 2; ZR) ZG Ul (75 25 2R). (A.1)

Impondo a condigao de ortonormalidade em ambos os lados da igualdade (A.1), obtemos

uma relacdo para as constantes Ggp

— 2 1 2
/u;ﬁl_u;’l’d r = ZGﬁp/uplU;/l/d r <A2)
pl —_—
8t O
il - 2
= G, = /uﬁfuz’;ld r. (A.3)

Para prosseguir com a equagao (A.3), reescrevemos os modos como

1]
2[?‘ \/_7’ 27 —v*r2/w? P 4
11| vire fw? il i pl A.
upl(n Z) = \/ wa(P W)! <w|1}’> P <w2f> e e ( )

onde
v=1+1iZ, (A.5)
= |vf?, (A.6)
Z = z/zg, (A.7)
oo = (2p + || + 1) arctan Z (A.8)

e w é o didmetro minimo do feixe. Estas definigoes serao utilizadas para facilitar o acom-

panhamento das contas que seguem.

Temos entao:

U o) 7] ‘ll -
Gl — /2 d¢/ rdr \/ o var L 2 eV /W il giop 4 o
o 0 mw?o]*(p + |I])! \ w[v] w?| f]

|2]
2p! \/§T . 212 o202
L ot fu g =ilé g~ | A0
% {\/W’LUQ‘UP(}?—F 17])! (w]v|) PAw?|f] ¢ © ( )
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Seja x 1= 2r?/w?f e z := 2r?/w?f. Utilizando estas relacdes na equacio anterior

obtemos
Ggp _ ]5' ] p! ' 261(95pl—80pl) 2 d(bei(l_*lw /OO w/‘Z|U|de(a_:)l_|/2Lpl_|<j> (All)
— ' Ty P
p+D'Y (p+ 1) muwloly Jo o 4
2167
y e—”*f/Q(x)mﬂLg‘(x)e_”m/z; (A.12)
_ ol | -
Gl — 5. (Pri—p1) 1/2M P P \n 7 A.13
pp T T P+ (p+D " (A13)
onde definimos
2
ZR
_ W _ 2R, A.14
1 w2 Zr ( )
x_ |

L e L A.15
T T e (419

7] e i —Qx
AL :7\”/2/0 2 L () L ()0 (A.16)

3k 1 *

N 2+v _ [W] . (A.17)

Para a continuagao, fazemos uma substituicao dos polindomios generalizados de Laguerre

pela sua fungao geradora:
9] e—tx/(l—t)

S nLll(z) = DS (A.18)

n=0

_ 00 1 g [e—et'/a-t) 1 op [e—et/0-t)
)‘;lalp = ’YIWQ/ dazl! = a/_ © NI {a le l 1] } (A.19)
0 plot? | (1 —¢)l+ o plote [(1—t)lti+t|f

_ivt 1 — ' 1 — z
_ /2 gp g 1 . t/(1—t)+t/(1—1)+aq]
A= Y / zlle =b dx
e plpt otP ot | [(1—#)(1 —t)]li+L Jo

!

t =
t =
(A.20)

Realizando os cdlculos sobre A:

_ il ,~bx .. _ Y -4y _ _
A —/0 e ™ dx —/0 (b> e Y s e N (A.21)
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Realizando os cdlculos sobre b:

’ /

ot t ot t v —iZ)(1 +iZ)
b_(1—t’)+(1—t)+a_(1—t’)+(1—t)+ ) (A.22)
B t 1 1 (Z—-~2)
et e e ey s 429)
- g(ij) " 2(11+_tt) (1= ) A2
1+ -+ A+ - ) +iZA— )1 -t (1 —t)
b= 2090 =7) . (A.25)
Retornando a )\gp:
p Mo or ]!
o plp! (‘975’7’0#’{&1/—#}6147]”1 -
2AL—4HT=T1) "
. [7(1 T+ (10 —t) +iZ(l— (-1 —t’)] }t’ —0
t=0
i} li]+1,, 4 P 9P ) )
i 2 pgﬂ |l|!£,ﬁ§ﬁ{h(1+t)(1—t)+(1+t)(1—t)+
iZ(1—m)(1 =) (1 —¢)] Y o
t=0

P21 (5 o+ 1) 07
plp! | o

A= (=) (b =0+ 0404120 - - oo

(L= 1) = (1) — iZ(1 (1 — t>]p} )

(A.26)

I
pp?

presente na tltima linha de (A.26). Seja C' a quantidade definida por

Para prosseguir com o célculo de \J = devemos obter uma expressao para a derivada

opP

“= o0

{[7(1—t)+(1+t)+iZ(1—vn)(1—t)]‘(“+”“)h(l—t)—(1+t)—iZ(1—7n)(1—t)]p}
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-y (p) {5;[70 S - (14— iZ(1 - —t)p]} Y

t=0

x {57;_2 WA =8 + 1+ +iZ(1—n)(1 - t)](mm}to

- nzp% (i) {(13 f!n), [y =1—iZ(@ =) "=y = 1+iZ(1 - 'm)]”} x

{cap L iz = e - 20—
- (2) T o o7 Py iz
:i) (z) {g;[ (1=t (1+1) —¢Z(1_7n)(1_t)p]}t0x

X {;;_: V(=) + (1 +1) +iZ(1—m)(1 - t)]_<u+p+1)}

_y (p> { S 1 ) 1+iZ(1—7’7)]n} X

n=0 \T (p - n)'
_.DF+p+|l—n) . (ot tlll—n . .
{(ape P ELE S i1 O 1 - iz
B p\ D@ +p I =n) (v =1)—i(Z—72)P " (y+1) —i(Z -4 2)"
= - - _ — _ =
o \n E—=n)@+ID" (v + 1) +i(Z —y2)pretli=ntt[(y — 1) +i(Z —yZ)]"P
(A.28)
Simplificando algumas coisas:
Y+ D) +i(Z—~2)=(1+iZ2) +~v(1 —iZ) = v+ 0" _U+772U
(A.29)
W{U +v+nvv}—w{v+nv}— {1+}Z (n— JZ}
Com base nos calculos acima podemos concluir que
(Y4 1) +i(Z —~Z) = (1+7) éfj'?. (A.30)
Tomando o conjugado complexo da equagao (A.30) obtemos
(+1) —ilZ —7Z) = (140 g || (A31)
(Y=1D)+il=72)=-(1-iZ) +v(1 —iZ) = —v* + 90" = —v* + nvff
\ U (A32)

= |v|2{vv nuv*} = T;}| {v—mu} = 2|{1+7Z n+]i)}
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onde concluimos que

, = v
(v=1)+i(Z—~2) = —(1—77)W. (A.33)
O conjugado complexo da equagao (A.33) é portanto
. = VU
(= 1)~ iZ ~92) = ~(L-n) (A.34)

Fazendo uso dos resultados (A.30), (A.31), (A.33) e (A.34) temos que

o AN Yk el L R ) e AN
-5 () ()

(B —n)'(p+ [1])! (14 pyptotli=2ndt \ 7y ) \ge ) ol g+t

(—1ypeepl (v*)”@)p [?| '”“i p\ (B+p+ ] = n)l (1 —m)Pe-2n(—1)"
TG \o/) \e) \wr) = \n B+ (L pprotii—2nit
(A.35)

Com o valor obtido para C', retornamos para os calculos de )\gp :

174 ﬂp! M
p oy [P (p+p+|l] —n)! (1 —nrte—2n
X {Z( 1) (n) (p+ ! (1 4 n)ptotli=2n+1 }

v v* VU*

n=0
* — D — l l
i (—J 1 p E p w [7]+1 - M |2] "
AL — L | 5 AR
pp p| v 0* VU* 7
« 3 (e (P) el =m)t (g (A.36)
n=0 n P+l (14 p)ptetii-2n+1
e B I
_ e () (L) 2007 (210" e,
p' v v* VU* U@*m
=D

X zp:(_l)n (p) (p+p+l|—n) (1—n)ptr=2n

n) GHUDT (L e

n=0

Simplificando a quantidade D:

[

1 1
D 2[o[]v] . _ 4o [v]?\ 2 _ (Aot 2 <4v*6>2 _ ol (v*)? ({;)2'
vU* v2p*2 VOO v v* v v*

Inserindo a simplificagdo (A.37) na expressao para )\gp temos entao

_ el
ait = (ED7 o (110 (“)”“ (U>p+2 y
pp p! vo* v v*

% Z (p) p+p+|l|—n)! (1- 77)13+P—2n(_1)n

n) Gl (el

(A.38)

n=0
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Sobre a fase de Gouy:

oiPpl — o—i2pHlll+1) tan=1(2) _ (e_igtanfl(z))pﬂ‘% (A.39)

g~ 2tan"(2) cos(2tan"!(Z)) —isin(2tan"'(Z)
1 —tan’(tan~'(Z))  d2tan(tan”'(2))

~ 1+tan®(tan~(Z)) 1+ tan®(tan='(2)) (A.40)
1-z2-i2z  (1-iz (1-iZ)
1+ 272 (1+z’Z)jj7/éZ“f (1+1i2)
Somos entao levados a concluir que
(e — (U> (A.41)
Utilizando as equagoes (A.38) e (A.41) retornamos a constante Ggp:
G” 5 ( )?‘M <U*>71f—wz+l 1/2@ ] P! p! "
v oLV (p+ DY (o + 121!

(S () (577 (2}

.S ()(p+15+ll|—n)( (Lt (ae)

1 + 77 p+p+|l\ —2n+1

n=0
:(5”<_1| (D /2911141 M\f\ ?7_ p! |><
p! v v p+|l| (p +11])!

p +p—2n
3 p\ (p+p+|l| —n)! n)rr
% D—n)! (=" p+p+|l\ 2n+1
= \n (p—n)! (1+77)

Por fim,
- 2./ lt+1 P! p! P (p+p+|l| —n) an(1—n ptp—2n
b=ty () o m (Lo

L+n p+ D p + 1)Y= nl(p — n)l(p — n)! L+n
(A.43)

Com o resultado acima, podemos concluir que a constante G%lp ¢ independente de

do eixo de propagacao z e nao-nula apenas se [ = [, indicando a conservacao do momento

angular.
Gl (2) = GL (0), (A.44)
i i
Gl =gl (A.45)

Além disso, um modo w,; com uma distancia de Rayleigh zg pode ser descrito como uma
superposicao sobre as ordens radiais de modos com uma distancia de Rayleigh distinta e
mesmo momento angular [:

U

pl Z G upl. (A46)
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