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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos o colapso gravitacional de estrelas massivas em Teorias
de Brans-Dicke Generalizadas. Nosso modelo tem como condigao inicial a Relatividade
Geral, e investigamos a evolucao das equacoes de movimento da Teoria de Brans-Dicke
Generalizada a partir desta condi¢ao inicial. Por estarmos partindo da Relatividade Geral,
utilizamos as Condigoes de Juncao de Israel-Darmois para fazer a colagem entre os espacos-

tempos da estrela com o exterior a estrela.

Palavras-chave: Gravitacao, Colapso Gravitacional, Teorias Modificadas de

Gravitacgao.
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Abstract

In this masters dissertation we have studied de gravitational collapse of massive stars
on the modified gravity theory called Generalized Brans-Dicke. The initial condition of
our model is General Relativity, and we instigate the evolutions of the equations of motion
within the context of Generalized Brans-Dicke Theory. Since the start of our collapse is
described by General Relativity, we have used the Israel-Darmois Junction Conditions to

perform the matching between the spacetimes of the star and the exterior of the star.



Capitulo 1

Teoria de Brans-Dicke

1.1 Introducao

A Relatividade Geral(RG) é a melhor descrigao classica da gravitacdo, a ponto de ser,
junto da Teoria Quéantica de Campos, um dos pilares da fisica tedrica moderna. Através
do uso da geometria diferencial, Einstein conseguiu criar uma teoria dindmica para o
espago-tempo, onde matéria e geometria sdo os ingredientes fundamentais para a sua

descricao. As Equacoes de Einstein:

8tG
G = 7Tuu (1.1)
nos apresentam um sistema de equacoes diferenciais parciais nao-lineares de até segunda
ordem na métrica g,,. Como uma equagao tensorial, ela determina a estrutura do espaco-
tempo de forma covariante e independente de coordenadas. Como consequéncia, o método
de descrever a gravidade de Einstein deu luz a uma nova concepg¢ao de universo, fazendo
com que este viesse a ser considerado um sistema dinamico, sujeito a modelagens ma-

tematicas e medidas fisicas.

As primeiras comprovagoes da teoria de Einstein puderam ser observadas logo quando

esta comecgou a se desenvolver. Sdo exemplos dessas comprovagoes:

e Precessao do Periélio de Mercurio: Sob a teoria Newtoniana, um sistema de dois
corpos consistindo em um objeto solitario orbitando uma distribui¢ao esférica de
massa, aquele tragaria uma elipse ao redor desta. A drbita de Mercurio, no entanto,
desviava da precessao prevista por estes efeitos Newtonianos. Einstein, por sua
vez, demonstrou que a Relatividade Geral concorda, precisamente, com o desvio

observado.

e Deflexao da Luz pelo Sol: O campo gravitacional de um corpo celeste faz com que

a luz tenha seu percurso alterado, este foi o primeiro efeito da Relatividade Geral a



ser previsto antes de ser observado, e a sua confirmacgao no eclipse de 1919 tornou-o

também o primeiro teste observacional da teoria.

E importante ressaltar que Einstein, mesmo tendo a preocupacao de realizar calculos
e previsdes que poderiam ser observados e medidos experimentalmente, via os possiveis
testes empiricos de sua teoria como questoes secundarias, face a elegancia e a consisténcia
interna da Relatividade Geral. Em contraste, atualmente, a pesquisa em gravitagdo ex-
perimental é tida como um importante campo de pesquisa em gravitacao, caracterizado
pelos sucessivos esfor¢os em encontrar impressoes de seus efeitos na fisica de particulas
de altas energias. A recente descoberta das ondas gravitacionais reforca a credibilidade

da teoria de Einstein.

A histéria moderna da experimentacao da relatividade pode ser separada em quatro

periodos:

1 A Génese (1887-1919): Engloba o periodo dos dois experimentos fundamentais
da relatividade restrita, o Experimento de Michelson-Morley e o Experimento de
Eotvos, e as confirmacoes imediatas da Relatividade Geral ja citadas anteriormente,

o Avanco do Periélio de Merciirio e o Calculo da Deflexao da Luz.

2 A Hibernagao (1920 — 1960): Este é o periodo no qual o trabalho tedrico superou
as possibilidades tecnolégicas e experimentais. Como consequéncia, o campo estag-
nou e foi posto de lado pela fisica tedrica desta época. Destaca-se que a grande
contribuicao tedrica para a gravitagao deste periodo, veio com John Wheeler e seus
alunos, que fizeram o primeiro tratamento da Relatividade Geral como uma Teo-
ria de Campos, através de sua Formulacao Hamiltoniana nos artigos seminais de
Arnowitt-Deser-Misner(ADM) [1].

3 A Era de Ouro (1960 — 1980): No inicio da década de 1960, descobertas as-
tronomicas, a exemplo de, quasares, pulsares e a radiagdo césmica de fundo, re-
novaram o interesse em realizar experimentos na Relatividade Geral. Observou-se,
em ambito mundial, o despontar de teorias modificadas da gravitacao, bem como
um movimento de contraposi¢cao entre as predi¢oes destas e as da Relatividade Ge-
ral. Além disto, é importante ressaltar a entrada da escola britdnica de gravitacao,
representada pelo matematico Roger Penrose [39,40], Dennis W. Sciama e seu aluno
Stephen Hawking [24], dentre outros. Os trabalhos introduzidos e discutido por estes
pesquisadores foram cruciais na introducao de técnicas matematicas de Geometria

e Topologia Diferencial na Relatividade Geral.

4 A Busca pela Gravidade Forte (1980- hoje): O periodo sucessivo a Era de Ouro, é

o que se vive atualmente. Especialistas voltam seus experimentos para o estudo de



regides onde o campo gravitacional é substancialmente forte. As figuras principais
que diferenciam os campos gravitacionais sdo as quantidades: € ~ GM/(Rc?), onde
G é a constante gravitacional de Newton, M ¢é a escala de massa caracteristica
do fenomeno, R a escala de distancia caracteristica e ¢ a velocidade da luz; e a
quantidade T ~ M/R3. A primeira quantidade é associada ao redshift, enquanto
a segunda é relacionada ao valor do Tensor de Riemann O valor desta medida,
proximo ao horizonte de eventos de um buraco negro sem rotacao, ou para o universo
observavel em expansao, ¢ da ordem de € ~ 0.5. Ja para estrelas de néutrons, o valor
da medida é da ordem de € ~ 0.2. Estes sao os regimes de gravidade forte, ja que
para o sistema solar esta quantidade é avaliada em € < 107°. E valido comentar a
respeito do limite extremo de gravitagao forte, que esta associado a escala de energia
de Planck, onde as pesquisas tedricas de Teorias de Grande Unificagao(GUTS) e a

Gravitagao Quantica sao desenvolvidas.

Os obstaculos observados na busca pela teoria quantica da gravitacao fizeram com
que parte dos esforcos em desenvolvé-la fossem redirecionados as teorias extendidas da
gravitacdo. Ou seja, foi dada énfase em teorias que conseguissem obter a Relatividade
Geral a partir de consideragdes ou imposi¢oes nestas teorias, mas que conseguissem mo-
dificar os efeitos tanto cineméaticos como dindmicos da teoria de Einstein. Desse modo, o
paradigma deu-se de forma a incluir na famosa acao de Einstein-Hilbert termos invarian-
tes de curvatura maior e campos escalares minimamente e nao-minimamente acoplados
ao escalar de Ricci. A primeira abordagem é denominada Teorias f(R), nas quais R é o
Escalar de Ricci, que nao serao, entretanto, tratadas nesta dissertacao. A segunda abor-
dagem, por sua vez, é conhecida como Teorias Escalares-Tensoriais. Ambas modificacoes
podem também surgir como limites de baixas energias de Teorias de Grande Unificac¢ao,
como a chamada Teoria das Cordas. As Teorias Extendidas de Gravitacao tém sido, na
atualidade, de consideravel relevancia para o estudo da cosmologia, tendo em vista que
apresentam tanto uma maneira de explicar a aceleragao do universo, quanto para estudar

o universo primordial.

A ideia de iniciar este capitulo introdutério de Teorias Escalares Tensoriais(ET) com
uma discussao historica a respeito de experimentos da Relatividade Geral se da devido a
importancia destas teorias para a pesquisa tedrica em gravitacao classica. Dentre as teo-
rias alternativas da gravitagdo, as teorias ET sao as que detém, simultaneamente, baixo
teor de complexidade no que tange a producao de previsoes e nivel de sofisticagao sufici-

ente para se gerar uma rica fenomenologia intrinseca.



1.2 Teoria de Brans-Dicke

A Teoria de Jordan-Fierz-Brans-Dicke [10], usualmente conhecida como Teoria de
Brans-Dicke(BD), é o protétipo de teorias alternativas para a Relatividade Geral. A agao

no chamado referencial de Jordan é,

1
167G

w

qb(acb)Q — V()| + Sm (1.2)

SBD / d4x\/—_g [(ﬁ R —
onde S, é a acdo de matéria e w é uma constante. O fator ¢ no denominador do segundo
termo da acao é introduzido para fazer com que w seja adimensional. O campo escalar ¢
nao ¢ acoplado diretamente a matéria, mas sim ao Escalar de Ricci, o que o torna também
um mediador da interacao gravitacional. Nessa logica, a gravitacao ¢ mediada por um
campo de spin-2 sem massa e por um campo de spin-0, sendo que este tltimo pode possuir
massa ou nao, dependendo do potencial V(¢). Este potencial, serve também como uma
generalizacao da constante cosmologica caso tenha uma dependéncia em ¢, e geralmente

é introduzido em modelos de universo primordial ou de modelos de quintesséncia.

A motivagao original para a Teoria de Brans-Dicke foi a busca por um formalismo que
implementasse o Principio de Mach, o qual ndo é completamente realizado na Relativi-
dade Geral. De forma sucinta, o Principio de Mach estabelece que referenciais inerciais
sao aqueles que nao sao acelerados em relacao as “estrelas fixas”, isto é, sdo relativos a
uma média adequadamente definida de toda a matéria do universo. Portanto as massas
fundamentais das particulas elementares nao devem ser constantes, mas devem traduzir-se
em valores que representem a interacao destas particulas com alguma espécie de “campo
cHésmico”. A escala absoluta das particulas elementares, entretanto, sé6 pode ser avaliada
se medirmos as aceleracoes gravitacionais Gm/r?. Uma conclusdo equivalente é a de que
a constante gravitacional G deve estar ligada ao valor médio de um campo escalar ¢ aco-

plado a densidade de massa do universo.

Para se obter as equagbes de campo, varia-se a agao (1.2) com relacdo a métrica g,,,

e se faz uso das identidades:

1
0(v—g) = —3V — 99,09

1
5(\/ _gR> =v—g <R,ul/ - 2Rg,uu) 5g,u11 =v—yg Guuégw}

(1.3)



onde despreza-se os termos de superficie para encontrar as equagoes de campo,

G = 2T + 2 (V,6V,6 — 50970V 10)
0 ¢ sl (1.4)
+ 5 (vuvu¢ - guum¢) - ﬂguu
onde 50 5
(m) _ _— —
W= = (\/ £m> (1.5)

¢ o Tensor de Energia Momento de matéria e GG, ¢ o Tensor de Einstein. Para nao alterar
o sucesso do Principio de Equivaléncia, como a igualdade entre massa gravitacional e
inercial, Brans e Dicke requeriram que apenas g,, € nao ¢ entrasse nas equagoes de
movimento para particulas e fotons. Nesse sentido, a equacdo que descreve a troca de

energia e momento entre matéria e gravitacao ¢ a mesma da Teoria de Einstein,
VT =0 (1.6)
que é a equacao de conservagao do Tensor de Energia Momento da Relatividade Geral.

Da mesma forma, a variagdo com respeito ao campo escalar ¢, nos da a sua equacao

de movimento |,

2w w dv
—Op+ R— —=V°oV,p — — =0 1.7
¢ ¢2 P d¢ ( )

E possivel, entretanto, tomar o traco de (1.4)
—8rGT™ W 30g Vv
R=———"—+—-VV,0+ — +2— 1.8
¢ ¢? g ¢ 2¢ (18)
e utiliza-lo para eliminar R de (1.7)
dv

O¢ = 8rGT™ + ¢p—— — 2V 1.9
*= 237" e ’ (1.9)

sendo esta a forma mais frequentemente encontrada na literatura da equagdo de movi-
mento para o campo escalar.

Esta ultima equagao evidencia, que o campo escalar ¢ possui como fonte matéria
nao-conforme (e.g. , matéria com traco, 7™ # 0), embora o campo escalar nio esteja
diretamente acoplado a T;SZL) ou L. Ou seja, ele atua na matéria apenas através da

métrica g,,,, segundo as equagoes de campo (1.4).

A forma da agdo (1.2) ou da equacdo (1.4) sugere que o campo de Brans-Dicke ¢



desempenha o papel de inverso do acoplamento gravitacional

1

Gerp(9) = p (1.10)

se tornando assim uma fun¢ao do espago-tempo. Por esta razao, os valores em que ¢ > 0
correspondentes a uma gravitagao atrativa, sao usualmente escolhidos. Tendo em vista
que o valor do parametro de Brans-Dicke w é arbitrario, uma escolha em que seu valor seja
unitario, parece a principio natural, sendo encontrado em alguns limites de baixa energia
de teorias de supercordas. Por outro lado, esse valor é descartado por testes gravitacionais
no limite de campo fraco, em teorias com campos escalares sem massa ou com campos
escalares leves (i.e. um campo escalar com alcance da ordem do Sistema Solar, ou do

laboratério usado para testar a gravidade).

Solucao Esfericamente Simétrica e Estatica

No artigo original, C. Brans e R. H. Dicke [10] apresentam uma solugao exata de sua
teoria para estudar a vizinhanca de corpos isolados. Trata-se de uma solucao esfericamente

simétrica e estatica, descrevendo se a métrica da seguinte forma
ds® = —e2dt? + 8 (dr2 + rdeQ) (1.11)
onde a = a(r) e § = 3(r), sdo dadas por uma das quatro fungoes:

I Fungoes da Solugao I:

1—Z21x
a: (e7)) T
[Hf}
B\2[1- 815
o _ ofo <1+) lljr;] (1.12)
r 2
1-8
o
com a condi¢ao de vinculo,
2= (C+1)2—C(1—;’) >0 (1.13)



IT Fungoes da Solucao II:

2 (T
a=qap+ —tan <)

A B
2(C+1) _1<r> r?
g 2O (DY S| (1.14)
b=h A \B) T2 By
¢ = et 7 (B)
e os parametros da solucao se relacionam como:
C
A2:c(1—“’2)—(0+1)2>0 (1.15)
[T Fungoes da Solugao III:
r
a = Qpy — E
r C+1)r
B =B —2In (B> +(B) (1.16)
6= poe
com a constante C' dada por,
—1++/—2w-—3
C= > (1.17)
w2
IV Funcgoes da Solugao 1V:
1
a=ay— —
" Br
_ (C+1) (1.18)
B =00+ Br
6= doc s
com a constante C também dada por,
—1++/—2w-—3
C= > (1.19)

w2

em todas as solucgoes, ag, By, ¢g € B sao constantes.

E valido apontar as seguintes observacoes no tangente as solugoes apresentadas:

e Enquanto a Solucao I é vélida para qualquer valor de w, as solugoes II, III e IV sao

3

validas apenas para w < —3.

e Fica demonstrado que estas solu¢des nao sao independentes entre si. Através de

uma transformacgao da forma r — 1/r e de redefini¢des de constantes, a solucgao II



pode ser transformada na soluc¢ao I no intervalo w < —3/2. Da mesma maneira, a

solucao III pode ser transformada na solucao IV.

Embora outras solugoes esféricas mas nao estaticas existam na literatura, optou-se,
no presente estudo, por nao se aprofundar nesta discussao, uma vez que ela levaria a um
afastamento do tema central desta dissertacdo. Desse modo, serd dada continuidade a

andlise de outros fundamentos das Teorias Escalares Tensoriais.

1.3 Transformacoes Conforme na Teoria de Brans-
Dicke

As transformagoes conformes representam uma ferramenta matematica que se provou
de grande importancia no estudo de teorias alternativas da gravidade, assim como na
Relatividade Geral [19,56]. O alicerce destas transformacoes é a realizagdo de um rees-
calonamento da métrica do espaco-tempo, ¢, — g... Nesta secdo, serd discutida de que
forma o campo escalar extra, presente na Teoria de Brans-Dicke, redefine-se apos uma
transformacao deste tipo. Ou seja, sera explicitada a maneira através da qual o par de
varidveis dinamicas (g,,,®), chamado de Referencial de Jordan (Jordan Frame), muda
para (J,u, ¢), chamado de Referencial Conforme de Einstein (Einstein Conformal Frame),

e quais sao as implicacoes tedricas destas transformacoes.

Existe a possibilidade de se introduzir infinitos referenciais conformes nas Teorias
Extendidas de Gravitacao, o que resulta em diferentes representagoes das mesmas, conse-
quentemente, provoca amplos debates acerca das interpretagoes conferidas por esta liber-

dade. Agora, porém, serao analisadas as propriedades matematicas destas transformagoes.

Seja o par (M, g,,) um espaco-tempo, onde M é uma variedade suave de dimensao
n = 2 e g, uma métrica Lorentziana ou Riemanniana em M. O reescalonamento da

métrica dependente do ponto do espaco-tempo é dado por
G — g;u/ = QQQW (120)

onde Q = Q(x) é chamado de fator conforme e é uma fungdo nao nula em todo seu
dominio e regular. Tal transformacao é denominada Transformagao Conforme. Devido a
esta mudanga na métrica, as distancias dos intervalos do tipo espacgo ou do tipo tempo,
bem como as normas dos vetores tipos espac¢o e tempo, sao alteradas, enquanto que in-
tervalos nulos e as normas dos vetores nulos da métrica g,, permanecem inalteradas na

nova métrica g,,. Além disso tal transformacao muda distancias, mas mantém os angulos



entre vetores inalterados. Sendo a estrutura do cone de luz dos espagos-tempos (M, g,.,)
e (M, gp,) invariante por esta transformagio, ambos espagos-tempos possuem a mesma

estrutura causal.

Sao apontadas a seguir as propriedades da transformacao de algumas quantidades

geométricas:

e Dado que a métrica se transforma como (1.20), a inversa da métrica se transforma

CcOomo
g = Qg™ (1.21)

e o determinante n-dimensional,
g = Q*y. (1.22)

e A partir da definicdo do Simbolo de Christoffel,

6% 1 oK
[\ = 59 (089ir + 0rgpr — 0x9an) (1.23)
demonstra-se que,
~ 1
Fag =Th + 5 (Vs +85Vs0 — g V°0) (1.24)

e Desta maneira, o Tensor de Riemann, Tensor de Ricci e Escalar de Ricci sao rees-

critos como:

+ 2V, (InQ) 53V, (In Q) — 2V, (10 Q) gg2g""V, (In Q) (1.25)
—20)a039° Vo (InQ) V, (In Q)

Ruog =Rop — (n—2)V,Vs(InQ) — gupg°’ VoV, (In Q)

(1.26)
+(n—2)V,(InQ) Vs (InQ) — (n — 2)gapg”’ V.V, (InQ)
R=5""R ! In Q2
R =g Raﬁ=§ R—2(n—-1)0(InQ)
5 (1.27)
9PV QV 50
—(n=1)(n— Q)TB
que no caso de n = 4,
- 1 602
R = %) [R — Q] (1.28)

e Além destas quantidades geométricas, hd um tensor importante para a Relatividade

9



Geral, o Tensor de Weyl, que ¢ invariante conforme quando seu tltimo indice é
contravariante e os demais covariantes,

Capn = Cog (1.29)

[}

entretanto ressalta-se que este tensor nao é bem definido para um espaco-tempo

bi-dimensional.

Se na métrica original, g, , temos que R, = 0, na métrica transformada g, este fato nao ¢

mais verdadeiro. Nesta métrica o fator 2 desempenhara o papel de uma matéria “efetiva”.

E, também, necesséario estudar como a matéria se transforma sob (1.22). E de conhe-
cimento geral que a maioria dos campos de matéria ndo sao invariantes conformes, ja que
a invariancia conforme é uma propriedade muito especial e restritiva. Portanto, em geral,

a equacao de conservagao do Tensor de Energia Momento da Matéria [52, 53]
(m) _
VAT =0 (1.30)

nao ¢ invariante conforme, uma vez que o Tensor de Energia Momento na métrica g,
transforma-se como,

2 1)
= ——=—(V-9Q"L,
=5, (VI L)
w2 g O (1.31)
— Q™" / /—al . .
v —g 5g,uzx (5g>\,4 ( 9= ))
— e,

Nesse sentido, T satisfaz a uma nova equacao
Sudp(m) v
VALY = =TV (In Q) (1.32)

A equagao de conservagao (1.30) é invariante conforme para matéria cujo Tensor de Ener-
gia Momento é sem trago, como por exemplo radiagao. Esta equacgao (1.32) descreve uma
troca de energia e momento entre matéria e o fator conforme €2, representando o fato de

que no Referencial de Einstein matéria e o fator geométrico €2 estao acoplados diretamente.

Além disso, geodésicas de tipo tempo da métrica original g,, nao sao geodésicas da
métrica reescalonada §,,. Particulas em queda livre no espago-tempo original (M, g,,)
sofrerdo uma forga proporcional ao gradiente do fator geométrico V#{2 no espago-tempo
(M, §,). Isto pode ser visto como uma quinta for¢a atuando em todas particulas massi-

vas.
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Para ilustrar a discussao anterior, sera realizado, em seguida, esta transformacao na

acao de Brans-Dicke no Referencial de Jordan (3.1), usando o seguinte fator conforme [15],

Q=./Go (1.33)

A acao no Referencial de Einstein se reescreve como

s- | d4x{¢——g o 5TV~ V@)

a -
+ exp (—8 25+ 3¢) £ [g]}

com o campo escalar redefinido,

o(9) =/ 2{2:; In ((Z)) (1.35)

ep>0,w>—-3/2, V., a derivada covariante da métrica reescalonada Gap- Adicionalmente

(1.34)

a funcao

20 +3°] = (Gop (136)

¢ o potencial no Referencial de Finstein. Normalmente, a restricio de w > —3/2 é

U(6) = VIs(@) exp <_8 "G (5) V)

atribuida a necessidade de garantir que seja possivel realizar uma transformacao conforme.

O escalar do Referencial de Jordan ¢ possui dimensdes de G~1, enquanto que o escalar
do Referencial de Einstein ¢ de G~/2. No limite da Relatividade Geral em que ¢ — cte.

os Referenciais coincidem.

Através da inspegao da agao (1.34), despontaram na literatura argumentos de que, no
Referencial de Einstein, a gravidade é descrita pela Relatividade Geral. Ha, no entanto,
duas importantes diferencas entre a Teoria de Brans-Dicke no Referencial de Einstein e
a Teoria de Einstein. Primeiramente, o escalar gE, funciona como uma fonte no lado di-
reito das equagodes de movimento e, assim, as solugoes de vacuo RW = 0 serao diferentes
da do vacuo da Relatividade Geral. Isto é uma manifestacao da constante gravitacional
Efetiva G.;r = 1/¢ no Referencial de Jordan da Teoria de Brans-Dicke. A transformacao
conforme muda o carater do campo escalar, de variavel gravitacional dindmica no Refe-
rencial de Jordan, para matéria no Referencial de Einstein. Porém, caso o campo escalar
¢ seja constante, os dois vacuos se identificam, mesmo na presenca de um potencial, o

qual desempenha o papel de uma constante cosmolégica.
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A segunda diferenca diz respeito ao acoplamento da matéria com o fator exponencial
dependente do campo escalar ¢. Este fator indica um acoplamento néo usual entre Lm)
e o campo escalar do Referencial de Einstein, j4 que nao hd um termo analogo na Re-
latividade Geral. Esta modificacao implicarda na mudancga da equacao da geodésica e no
desvio geodético. Por esta razao, sera desenvolvido a seguir a equacao da geodésica para

o caso de um fluido de poeira, p = 0.

Seu Tensor de Energia Momento se escreve como:
™ = gty (1.37)
e a equagao (1.32) com o fator (1.33),

was &l U4 1 - m) v
V. Th = —%W Avago (1.38)

ou em termos do campo escalar ¢,

e
2w+ 3

vV Ih = — TV ¢ (1.39)

abrindo as derivadas covariantes desta tltima equacao ficamos com,

e
2w+ 3

i, @,V ™ 4 M, N, + o™, Vi, = TV . (1.40)

Ao se usar um parametro afim A\ para parametrizar as linhas de mundo da poeira, com

vetores tangentes 4, a equacao (1.40) se torna,

dp™ dii e = -
MV, | 4+ pm™ | =L - (MV,6| =0 1.41
"o P “”]“’ [d)\ 2 13" “] (1.41)
que é equivalente a,
dpt™)
5m) — 1.42
TP (1.42)

du AnG
an  Vowt 3’ AT (143)

sendo esta tultima justamente a equacao da geodésica para o fluido de poeira em questao
[12,13],
d*at dz®da? | 4nG

o
o e Ty Vaw s

O termo do lado direito é chamado de quinta for¢a, j4 que é proporcional ao gradi-

ARV (1.44)
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ente V¢, acoplando-se universalmente a particulas massivas. O Principio de Equivaléncia
Fraco - universalidade da queda livre - segundo o qual todos os corpos caem com a mesma
aceleracdo num campo gravitacional, independentemente de sua massa e composi¢ao, é
violado por esta correcao na equacao da geodésica, devido a dependéncia espaco-temporal
do gradiente V. Também por causa deste acoplamento, Teorias Escalares Tensoriais no
Referencial de Einstein parecem ser teorias nao-métricas, ja que na literatura é conhecido
que a metricidade, ou ndo metricidade, de uma teoria é uma afirmacao direta a violacao
ou nao violacdo do Principio de Equivaléncia em sua forma fraca. Nessa logica, o carater
métrico de Teorias Extendidas de Gravitacao, torna-se uma propriedade dependente da
representacao do referencial conforme trabalhado, ou seja, deve-se identificar se é o do
Referencial de Jordan, que respeita o Principio de Equivaléncia Fraco, ou do Referencial

de Einstein, que viola o mesmo.

As equagoes de geodésicas nulas permanecem inalteradas, ja que estas sdo invariantes
sob transformacoes conformes, e assim nao recebem o termo adicional da chamada quinta

forca.

1.4 Teorias de Brans-Dicke Generalizadas

A Teoria de Brans-Dicke original apresentada nas se¢des anteriores pode ser extendida
com intuito de manifestar novas facetas que o campo escalar ¢ pode ter na interacao
gravitacional. Tais teorias sdo chamadas de Teorias de Brans-Dicke Generalizadas [19,46,

54], e sua acao possui a seguinte forma:

S = 87T1G/d4x lf(ﬁ)R - “’(f) (Vo)2 —V(8)| + 5™ (1.45)

onde S = [ dz./ —9L(m), novamente, nao depende explicitamente do campo escalar ¢

e a acao se reduz para a de Brans-Dicke original se tomarmos,

F@) =0 , w(g)="22 (1.46)

Nota-se que a diferenga entre (1.45) e (1.2) estd na funcao w(¢), que agora depende
dos pontos do espacgo-tempo. E usual encontrar na literatura formas diferentes para a
acao (1.45):

1
167G

w(9)

S = / d'z/—g [qu — 2V — V()| + 8™ (1.47)

¢
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167rG /d4x\/_ { (@)1 — ;(W)z —V(¢)| + 5™ (1.48)

Estas duas ac¢oes, no entanto, nao sao independentes entre si e estao relacionadas

através de uma redefinicao de campo. Se definirmos

v =f(o) (1.49)
2D v =visel (150)
(#)

m (1.48), a mesma se torna agora a agao (1.47).

Derivando-se as equagdes de movimento da agao (1.47), ao variar a mesma com relacao

a métrica e ao campo ¢, tem-se:

G;w :wgb@ [ ,u,gbv Cb g;tuva¢va¢] (Vuvu - g,u,VD> ¢

o
. V(o) N 87TT (1.51)
2¢ o M
9 _dvV(e)) 1 . 1 odw(d) 1
O¢ = 2(d) <R i ) 5 (VV,0) (w(¢) b ¢> : (1.52)
Esta ultima equagdo pode ser reescrita ao tomarmos o trago de (1.51),
_ _8my  w(9) | GH 2V
R = -G —T o +3 5 ¢ (1.53)
e subistituir em (1.52), ficando com
- 1 (m) dw <¢) a (¢)
Uo = 72w(¢) T3 8rGT o VeV 0 + 2V — gzﬁ do (1.54)

com matéria ordinéria satisfazendo a equacao de conservacao (1.30). A diferenca entre
(1.54) e (1.9) s@o os termos de dw(¢)/do.

De forma analoga a se¢ao anterior, serd realizada, na sequéncia, uma transformacao

conforme na acgao,

5= IG;G /d4w__9 {163@ [W - w?(%)ﬂ —V(¢) - amc(m)} (1.55)

agora com uma pequena diferenca: introduziu-se uma constante de acoplamento «,, com

a lagrangiana de matéria. E interessante colocar que transformagoes conformes sao utili-
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zadas na literatura [4,5,23,36] para gerar solucoes exatas da Teoria Escalar Tensorial a

partir de solucdes conhecidas da Relatividade Geral.

Usando o mesmo fator conforme (1.33), o campo escalar do Referencial de Einstein ¢

S€ reescreve CcoI1no,

~ 2w(p) +3do
= 22 0T 1.
d¢ 116G ¢ (1.56)
e a acao no Referencial de Einstein se torna,
5= [ @0y |y — 296 - UG + an@e 157
16nG 2 "
com potencial escalar, .
o _ Vio(9)]
U(gp) = 1.58
e acoplamento,
!
Qpy = e 1.59
(o 159

Da mesma forma que na segdo anterior, a agao (1.57) pode ser vista como a acdo
de FEinstein-Hilbert da Relatividade Geral, com um termo cinético do campo escalar
canonico, que possui densidade de energia cinética positiva definida, mas com uma di-

ferenca explicita na Lagrangiana de matéria que é agora multiplicada pelo fator, Q=% =

(Go)~2.

Quanto a agao (1.45), é possivel maped-la num Referencial de Einstein, bastando

tomar
[y — g,u,l/ — f(qb)g;w (160)
e7
- do 3 (df\?
dop = ——< 5|z 1.61
o= 7y 0+ 3 (3) o
produzindo, dessa maneira, um novo potencial no Referencial de Einstein,
S v ot e | g ]| _ VIe(@)
U(9) =V [6(6)] exp _—8 3% = ) (1.62)

1.5 PPN

Anteriormente ao fechamento do presente capitulo, cabe dar destaque a discussao
que trata da Parametrizagao Pés Newtoniana(PPN) [57] das teorias escalares tensoriais.

Sendo vélido relembrar alguns pontos desta aproximacao.
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A ideia principal do formalismo PPN é construir um método geral que inclua as di-
ferentes teorias gravitacionais e que possua parametros que possam ser vinculados por
observacoes de uma forma eficiente, diminuindo assim o trabalho necessario para se dis-
cutir a viabilidade e a aplicabilidade destas teorias. Os dados observacionais podem,
portanto, ser aplicados de forma direta sem que os aspectos tedricos precisem ser desen-
volvidos com exaustdao. De maneira andloga, novas teorias podem ser propostas, ja com

os seus parametros calculados e comparados com os da literatura.

1.5.1 O Formalismo PPN

O formalismo PPN é um tratamento perturbativo da gravitacao de campo fraco, e que
requer um parametro a partir do qual seja possivel fazer a expansao. Para este proposito,

uma ordem de “pequeneza” é definida como:

P
U~viP~—~Tl~0(2) (1.63)

P
onde, U é o Potencial Newtoniano, v é 3-velocidade do fluido, P é a pressdo, p ¢é a
densidade e IT é a razao entre densidade de energia e massa de repouso do fluido. Deriva-
das temporais também sao consideradas tendo uma ordem de pequeneza com relacao as

derivadas espaciais:

‘8/8t ~0(1) (1.64)

0/0x

Aqui esta implicito que tomou-se ¢ = 1. O PPN agora é tratado como uma expansao nesta

ordem de pequeneza. Para recuperarmos o limite Newtoniano de uma teoria métrica da
gravitacao, para particulas de tipo tempo acopladas apenas a métrica, ¢ necessario apenas

que goo seja de ordem O(2). No entanto o limite Pés-Newtoniano requer:

goo ~ O(4)
goi ~ O(3) (1.65)
9i; ~ O(2)

O passo seguinte consiste na identificacao dos campos dinamicos da teoria g, ¢, campos

de matéria, e outros, e em os expandir perturbativamente:

goo = —1+ hé%) + h(()ﬁé) + O(6)
Joi = h(()?) + O(5)

iy = 0y + hi) + O(4)

¢ =60+ 0% + 6" +0(6)

(1.66)
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onde ¢q € o valor de ¢ constante no fundo. A mesma logica se aplicaria a uma teoria que
possuisse campos vetoriais e tensoriais extras. O Tensor de Energia Momento no PPN

possui a forma de um fluido perfeito:
™ = (p + pll + p)u'u” + pg"” (1.67)

As equagbes de campo podem, entdo, ser resolvidas, ordem a ordem, ao se tomar esta
expansao do Tensor de Energia-Momento e substituir as expressoes perturbativas para
os campos dinamicos. Uma vez escolhido um calibre, ainda ha uma liberdade de calibre
que permite transformar a métrica na métrica padrao Pés-Newtoniana, a qual os termos
espaciais sao diagonais e os termos com derivadas temporais sao removidos. A solucao

encontrada entdo é comparada com a métrica padrao do PPN:

Goo = — 142U — 28U2 — 26Dy + (27 + 2+ as + G — 20)Dy + 237 — 28+ 1 + o + £)Dy
+2(1 + G3) @3 + 2(3y + 3¢ — 2) Py — (G — 20 A — (a1 — @ — az)w?U
agwiijij + (2a3 — o )w'V; + O(3)

(1.68)
Joi = —;(47 + 31 —az+ ¢ —28)V; = ;(1 + oy — B = 2W; (1.69)
gi; = (14 290)6; (1.70)

comparando a solu¢ao encontrada com as fungoes acima, pode se ler diretamente os valores
dos parametros PPN da teoria. Estes parametros representam diferentes propriedades

fisicas da teoria, e estao resumidos na tabela abaixo.

Parametro | Significado com relagdo a RG Valor Assumido na RG
v Quanto de curvatura espacial é produ- | 1
zida por unidade de massa/repouso
15} Quanto de “nao-linearidade” na lei de | 1
superposicao para a gravidade
19 Efeitos de localizacao preferencial 0
o Efeitos de referencial privilegiado 0
Qg Efeitos de referencial privilegiado 0
Q3 Efeitos de referencial privilegiado 0
Q3 Violacao de energia momento 0
(1 Violagao de energia momento 0
Co Violagao de energia momento 0
(3 Violagao de energia momento 0
(4 Violagao de energia momento 0

~—

Os potenciais que aprecem nas equagoes (1.68, 1.69, 1.70) sdo inspirados no Potencial
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Newtoniano e possuem a forma:

p(y)f
|z — |

F(z) = GN/d3y (1.71)

onde Gy € o valor da Constante de Newton atual e as correspondéncias F' — f sdo dadas

por:
U1 v By U Oyes I Oy 2
p
v =) (=) _ (- %) (0 = )
® >—>/d3 (zj —y; i~ %) T % Ay \UilT T i)
W zp(2) lz—y]? \ |z — 7] ly — 2 2 — y|? (1.72)

oy @ =) (@ — )

Vi
[z — yl?

Os campos de matéria carregam as seguintes definig¢oes:

p: Densidade de matéria medida por um observador em queda livre comével.

v 3-velocidade da matéria

wz‘.

Velocidade coordenada do sistema de coordenadas do PPN com relacao ao

sistema de referéncia em repouso do universo.

p: Pressao da matéria medida por um observador em queda livre comével.
e [I: Energia interna por unidade de massa.

com o Tensor de Energia Momento escrito na sua forma PPN,

T = p(1 + 1 + v* + 2U)
T = pyf <1+H+f02+2U+i) (1.73)
T = pv'v? (1 + T+ v* +2U + ];) + pd (1 — 249U)
Os potenciais U, ®1 934 € V; claramente satisfazem a Equacao de Poisson:
V2F = —4nGypf (1.74)
Para definir o calibre PPN, mencionado anteriormente, define-se um “superpotencial”

X = —GN/dBypliv -yl (1.75)

que satisfaz a

V3x = —2U (1.76)
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Tal “superpotencial” é associado aos potenciais V; e W; através da relagao,
X0 =Vi—W; (1.77)
que é uma consequéncia da equacao de conservacao do fluido,
po+ (pv'); =0 (1.78)

e, dessa forma, o Calibre PPN Padrao ¢é definido como aquele em que, no Referencial de
Coordenadas Poés-Newtoniano gg e g;j, nao possui dependéncia de x oo e X,i; respectiva-
mente. Esta fixacao elimina a ambiguidade da métrica padrao até a ordem necessaria da

expansao.

1.6 Formalismo PPN de Teorias Escalares Tensoriais

Com o intuito de concluir o capitulo, serao calculados os parametros PPN para a acao
(1.45) [57]. Foram selecionadas coordenadas tais que a métrica g,, seja assintoticamente

a métrica de Minkowski, e que ¢ assuma o valor ¢, assintéticamente. Definiu-se entao,

o
w=wldo) @ =1l (1.79)
A=w(3+2w) 2(4+2w)!

Dando continuidade ao procedimento, foi encontrada para a Métrica Pos-Newtoniana

as seguintes identificagoes,

3+ 2w
— 142U —2(1 — AU 4< )@
goo + ( ) * 4+ 2w !
4(1+2w 1+w
4 4+ 2w

) oo 0(172)s
9+ 203 + Yt w 4

1710+ Tw 1
m =5 (G V-

14w
9= 142 (50 ) U] o

Assim, os pardmetros PPN podem ser lidos diretamente a partir da equagao (1.80), sendo

(1.80)

eles
1+ w(9)

2+ w(e)’

com os outros parametros iguais a 0.

dw/do

R ) CEER )

(1.81)

Sao cabiveis as seguintes pontuagoes no que tange as Teorias Escalares Tensoriais:

e Notamos que estas teorias possuem (o; = 0,(; = 0) e ndo apresentam efeitos de
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referenciais preferidos (a; = 0).

O limite da Relatividade Geral nas Teorias Escalares Tensoriais, tanto a Brans-Dicke

padrao, quanto a Brans-Dicke Extendida, é dado para grandes valores de w.

Portanto, quanto maior w, mais proxima a teoria estd da Relatividade Geral [56]. O
limite experimental mais rigoroso de w foi medido pela sonda Cassini em 2004 [6],
w > 40000. Desse modo, na literatura, é comum tratar o limite w — co em que a
Teoria de Brans-Dicke se torna indistinguivel da Relatividade Geral. No entanto,
hé excegbes como [42,43]. Nestes casos, esse comportamento parece estar associado

a situagoes em que o traco do Tensor de Energia Momento da solugao é nulo.
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Capitulo 2

Colapso Gravitacional na
Relatividade Geral

2.1 Introducao

Neste capitulo, pretende-se analisar o colapso gravitacional na Relatividade Geral. No
capitulo anterior foi apresentada a Teoria de Brans-Dicke Extendida, dado que esta teoria
apresenta um limite em que ela se torna indistinguivel da Relatividade Geral, no capitulo
seguinte a este, apresentaremos um modelo no qual sera imposta a Relatividade Geral
como condi¢do inicial. Dessa forma, no presente capitulo, é valido descrever o colapso
gravitacional na teoria de Einstein, ja que as condig¢oes de colagem entre espacos-tempos

apresentados agora, serdo as mesmas para o nosso modelo.

Quando uma estrela massiva o suficiente (com mais que algumas massas solares) exaure
seu combustivel nuclear interno, acredita-se que ela entre num estagio de colapso gravi-
tacional sem fim, ndo possuindo um estado final de equilibrio [29]. De acordo com a
Relatividade Geral, a estrela tem seu raio diminuido progressivamente, enquanto que sua
densidade aumenta cada vez mais. O resultado final deste processo é uma das questoes

centrais para a astrofisica e para teorias gravitacionais.

O resfriamento destas estrelas nao é capaz de alcancar uma configuracao final de
equilibrio, como por exemplo uma Ana Branca ou uma Estrela de Neutrons. Dessa forma,
o tratameno do colapso gravitacional destes corpos astrofisicos apresenta elevado nivel de
complexidade e sua evolucao temporal é dada pelas Equacoes de Einstein. Neste cenario
a superficie da estrela é a interface de colagem entre dois espagos-tempos, um exterior a
estrela e outro interior. Como dito anteriormente, o colapso deve prosseguir até que se
forme uma singularidade espaco-temporal. Trata-se de uma regiao em que os parametros

fisicos, como densidade de energia e curvatura do espago-tempo, tornam-se infinitos. Ao
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aproximar-se desta regido, é de se esperar que efeitos de gravitagdo quéntica [7,21] pre-
dominem na dinamica, bem como ¢é possivel que estas descri¢coes para os efeitos quanticos
resolvam o problema da singularidade. No entanto, enquanto nao se tem uma teoria

quantica da gravitacao, o estudo de singularidades na teoria classica continua.

As Equagoes de Einstein, por si s0, indicam apenas as relagoes entre geometria e a
distribuicao de matéria da nuvem colapsante, sem evidenciar qualquer afirmacao sobre
o tipo de matéria com a qual se esta lidando. De um ponto de vista fisico, nem toda
matéria deve ser permitida, e algumas restricoes sobre os possiveis contetidos devem ser
feitas. Tipicamente, tais restri¢oes vém sob a forma de condi¢oes de energia, que garantem
a positividade da densidade de matéria-energia e a soma da pressao exercida pelo fluido

com a sua densidade de energia. Desta forma, a matéria deve satisfazer as condicoes:

e Condicao de Energia Fraca:

p="TauVVP >0 (2.1)

para qualquer vetor V¢ tipo-tempo.
Em palavras, esta condicao requer que a densidade de energia medida por um ob-

servador tipo-tempo local seja sempre nao-negativa.

e Condicao de Energia Dominante: A quantidade

~TgV? (2.2)

¢ um campo vetorial direcionado para o futuro de tipo-tempo ou nulo para qualquer
vetor V% de tipo-tempo direcionado para o futuro.

Fisicamente esta condicao impde que a matéria deve fluir ao longo de linhas de
mundo causais, tipo-tempo ou nula, logo, para qualquer observador tipo-tempo o

fluxo de energia local é ndo-espacial, p >| p; |.

Além de restrigoes sobre a matéria, que é descrita pelo Tensor de Energia-Momento,
também é preciso considerar certas restricoes sob a estrutura causal do espago-tempo.
Dentro do escopo da Relatividade Geral, bem como nas condi¢oes de energia, ha condigoes
de causalidade que dizem respeito ao estudo de variedades de espagos-tempos com assi-
naturas Lorentzianas [24], como é o caso da Relatividade Geral. As condigoes causais

impostas mais comuns no estudo do colapso gravitacional sao,
e Cronologia: Na variedade considerada nao existem curvas de tipo-tempo fechadas.

e Causalidade Forte: Dado um ponto p € M, existe uma vizinhanca U em p, tal que

nao existe uma curva de tipo-tempo que passe por p mais de uma vez.
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Uma tultima consideragao a ser feita acerca do colapso gravitacional, diz respeito a
descricao geométrica de superficies que adentram a regiao que tem por fim a singulari-
dade. Estas superficies sao chamadas de superficies de aprisionamento, tratando-se de
superficies bidimensionais que se formam dentro do horizonte de eventos. Estas estrutu-
ras sao tais que as duas familias de geodésicas nulas, as entrantes e saintes, emitidas nesta
regiao convergem, de modo que nenhum raio de luz é capaz de sair da regiao interior da

formada pelo horizonte de eventos.

E possivel, a partir deste ponto, prosseguir para a discussao sobre a evolucao e a

dindmica de dois colapsos gravitacionais com fluidos perfeitos diferentes, poeira e radiacgao.

Objetiva-se, neste capitulo, descrever como se da o colapso gravitacional na Relativi-
dade Geral. Dado que esta dissertagao trabalhara o colapso gravitacional numa Teoria de
Brans-Dicke Extendida, que se inicia na teoria de Einstein, este capitulo possui carater

introdutoério em relacao as andlises do capitulo que segue.

2.2 Colapso Gravitacional de Poeira

Para que se compreenda o estado final de uma estrela massiva, é necessario tragar
sua evolugao temporal, que é dada pelas Equacoes de Einstein. A estrela encolhe devido
a sua propria forca gravitacional, que, ao mesmo tempo em que o seu raio é reduzido,

passa a dominar sob as forcas forte e fraca que tipicamente mantém a estrela em equilibrio.

Este problema foi inicialmente tratado em 1939 por J. R. Oppenheimer e seu aluno
Hartland Snyder(O-S) [38], que objetivando reduzir a complexidade da situac¢ao, consi-
deraram um fluido de poeira homogéneo e sem pressao em toda a estrela. No entanto,
as Equacoes de Einstein nao possuem uma solucao fechada capaz de descrever todo o
processo do colapso. Nesse sentido, conforme mencionado anteriormente, considera-se a
superficie da estrela como superficie de colagem para dois espacos-tempos distintos, am-
bos resultados das Equagoes de Einstein, e que devem satisfazer a determinadas condigoes
de contorno para se tornarem uma solu¢ao completa que descrevera o colapso. No artigo
original de O-S, essa jun¢ao de métricas ¢é feita de forma diferente da tratada nesta dis-
sertagao. Pelo Teorema de Birkhoff, sabe-se que o espago-tempo fora de uma distribuicao
de matéria homogénea e sem pressao, é necessariamente a solucao de Schwarzschild, en-
quanto que o interior da estrela é dado pela métrica de FLRW para o fluido em questao.
Desta forma, O-S reescreveram ambas as métricas utilizando coordenadas gaussianas, de
modo a garantir que as condigdes de contorno sejam satisfeitas. Nesta dissertacao, por

outro lado, ¢ utilizado um método mais geral de colagem, que sao as condigoes de Israel-
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Darmois [9, 14, 27,28, 35, 37], para encontrarmos as equagoes de movimento que dao a

evolucao temporal do colapso.

2.2.1 Condicoes de Juncao de Israel-Darmois

Nesta secao serao expostas as condigoes de juncao de Israel-Darmois. Tal técnica
de colagem de regides de espagos-tempos diferentes fornece os meios para construcao de
uma solucao global para as Equacoes de Einstein, que descrevem o colapso gravitacional
de uma estrela com diferentes fluidos. Para melhor compreensao deste procedimento é
interessante destacar algumas defini¢oes de geometria diferencial, e,com essa finalidade,

sera feito um breve interlidio matemaético.

Interlidio Matematico: Descricao de Hipersuperficies

Numa variedade de um espago-tempo, uma hipersuperficie é uma sub-variedade tri-
dminesional que pode ser de tipo-tempo, tipo-espaco ou nula. Uma hipersuperficie em
particular X, pode ser selecionada simplesmente ao se restringir as coordenadas a deter-
minada condic¢ao:

B(a®) = 0 (2.3)

ou ao se determinar uma parametrizacao genérica para as coordenadas da forma,
2 = 2 (y") (2.4

onde y*(a = 1,2, 3) representa as coordenadas intrinsecas da sub-variedade em questao.
Um exemplo simples ¢ o caso da 2-esfera num espago tri-dimensional plano, que pode ser
descrita como ®(x,y,z) = 22 + y* + 22 — R?, com R sendo o raio da 2-esfera, ou como
x = Rcosfsinp, y = Rsinfsinp, z = Rcosf. Nota-se que as relagbes x(y®) descrevem

curvas restritas a 2.

Figura 2.1: Duas por¢oes de um espago-tempo juntadas numa fronteira comum.

A partir de (2.3), é possivel definir um covetor, ® , que serd normal & hipersuperficie.

Um vetor normal unitario, n,, pode ser definido caso a sub-variedade nao seja nula,

-1, > é tipo-
nun® = ¢ = { se X € tipo-espago (2.5)

1, se X é tipo-tempo
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também requeremos que n® aponte na dire¢cao em que ¢ aumente: n*®, > 0. Portanto,

ed

_ 2.6
|g,u1/(I)“u(I),y|1/2 ( )

Ng =
A métrica intrinseca a Y é obtida ao se restringir o elemento de linha a deslocamentos

confinados & hipersuperficie. Lembrando da equagao (2.4) tem-se os vetores

oxr®
* = 2.
=5, 27)

que sao tangentes as curvas contidas em Y. Para deslocamentos em X, tem-se
ds% =gapdrdx’

ox® oxP
= Jog <8ya dya> <0yb dyb> (2.8)

= hab dyadyb

onde hy, = egef Jap € a métrica induzida, ou primeira forma fundamental, da hipersu-

perficie. Tal quantidade geométrica é um escalar com respeito a transformagoes do tipo
/

x® — x* das coordenadas do espago-tempo, mas se comporta como um tensor para trans-

formacoes y* — y* das coordenadas da hipersuperficie.

Uma vez definida a primeira forma fundamental, serd introduzida, a partir de agora,
a segunda forma fundamental de uma sub-variedade, ou a curvatura extrinseca. A rota
para que se compreenda a curvatura extrinseca é esclarecida mais facilmente ao se estudar,
anteriormente, a no¢ao de curvatura intrinseca numa sub-variedade. A métrica induzida é
uma quantidade intrinseca a 3, e, dessa maneira, pode-se definir uma derivada covariante
unica, D,, associada a ela tal que D hy. = 0. Esta derivada covariante pode ser escrita
em termos da derivada covariante espaco temporal, V, como:
DTy = hs L he bR N T (2.9)
Pode se notar que (2.9) satisfaz todos os requerimentos de unicidade da derivada covari-
ante: segue de sua definicao que é linear, satisfaz a regra de Leibniz e preserva a métrica
induzida. Esta tltima pode, inclusive ser reescrita como a métrica espaco-temporal e os

seus vetores unitarios
hlh B Y s = B h PV L (Gap + nang) = 0, (2.10)

j& que V,gas = 0 e, no segundo termo, ao menos um n, serd contraido com h*? antes de

se usar a regra do produto.
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As quantidades
DbAa = egerBAb (211)

sdo as componentes tangenciais do vetor VA%, . A questdo a ser feita é se este vetor

possui também uma componente normal. Para respondé-la, reescreve-se o vetor como:

VsA%e] = g2V Ale]
= (n%n,, + h*™eCep,, )V Ale) = (2.12)
= (n, V3 Ate) )n® + h¥™ (V3 A, et e} )e

e vemos que enquanto a segunda parte é tangente a hipersuperficie, o primeiro termo ¢é

normal a ela. E possivel usar (2.11) e o fato que A* é ortogonal a n*:

VA% = —((Vgn,Alep)n®) + h¥ Dy A, e

(2.13)
= DyA" — (Vgm, Ate))n®)

em seguida introduz-se o tensor
Kap = Vnaes el (2.14)

chamado de Curvatura Extrinseca, ou segunda forma fundamental da hipersuperficie 3,
e assim tem-se
VA%, = DyA%® — A®K 0. (2.15)

De posse do material apresentado acima sobre hipersuperficies num espaco-tempo,

serao explicitadas as Condicoes de Juncao de Israel-Darmois.

Uma hipersuperficie ¥ particiona o espaco-tempo em duas regioes, M~ e M™, como
na Figura 2.1. Em M™ a métrica g;rﬂ ¢é expressa em termos de um sistema de coordenadas
x, e em M™ a meétrica g,5 em termos de z2.Considera-se , também, que ¥ seja uma
hipersuperficie de tipo-espaco, sendo que o caso de tipo-tempo é andlogo a este, enquanto
que o de tipo nulo requer outras defini¢oes e discussées mais aprofundadas sobre hipersu-

perficies, o que se afastaria do escopo deste trabalho.

A fim de dar continuidade a andlise, assume-se que um sistema de coordenadas y*
possa ser definido nos dois lados da hipersuperficie, e determina-se que n®, o vetor nor-
mal unitério de X, aponte de M~ para M™. Supde-se que um sistema de coordenadas x,
distinto de x9, possa ser introduzido nos dois lados desta hipersuperficie. Este sistema
de coordenadas se sobrepde ao sistema ¢ numa regido aberta de M™* que contém X e,

da mesma forma, sobrepoe-se a ¢ numa regiao aberta de M~ que contém X..
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O passo seguinte a ser dado, é imaginar que X seja perfurada por uma congruéncia
de geodésicas que a intersectam de forma perpendicular. Toma-se ¢ como parametro de
distancia prépria(ou tempo préprio para o caso de ¥ ser de tipo-tempo) e ajusta-se a
parametrizacao de forma a ter-se £ = 0 quando as geodésicas cruzam a hipersuperficie;
a convencao do sentido de n® faz com que / seja positivo em M™ e negativo em M.
Pode-se pensar em ¢ como sendo este um campo escalar, e, desse modo, um ponto P
identificado pelas coordenadas x® relaciona-se a ¥ por um membro desta congruéncia de
geodésicas e ((x®) é a distancia propria(ou tempo-préprio) da hipersuperficie para P ao
longo desta geodésica. Esta construgao é suficiente para se descrever um deslocamento

para longe de ¥ ao longo da geodésica, como dz® = n“dl, e que
N = €00 (2.16)
onde, n,n® = €.

A partir de agora, vamos usar a distribui¢do de Heaviside, ©(¢), com

+1, se { >0
O/) =<2 0, se { <0 (2.17)

indeterminada, sel =10

A distribuicao de Heaviside possui as seguintes propriedades:

o

0%(0) =0(0), B(O(—0) =0, —= =3() (2.18)

onde 6(¢) é a Delta de Dirac. Devido a forma do deslocamento, dz® = n®dl, e pela

continuidade de z® e £ ao cruzar 3, enxerga-se a relagao

=0 (2.19)

= 0. (2.20)
Desse momento em diante sera introduzida a notacao,

— A

A% = A°(M)| = A%(M0)| = 42| a0

2

(2.21)

2

%

com a finalidade de simplificar os calculos.
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Primeira Condicao de Juncao

Expressa-se a métrica g,g em coordenadas x como
Jop = @(ﬁ)gig +O(—)g.p (2.22)

onde gojfﬁ é a métrica em M* escrita nas coordenadas 2. Pretendendo-se averiguar se a
métrica (2.22) é uma solu¢do das Equagdes de Einstein, é necessario verificar se objetos
construidos a partir dela, como o tensor de Riemman, sao propriamente definidos a partir

da mesma. Diferenciando (2.22), tem-se
01905 = O(0)019as + O(—0)0,945 + €0(0)[gapIny (2.23)

onde foi usado (2.16). A partir de (2.23), calcula-se o Simbolo de Christoffel, e, em fungao
deste, o Tensor de Riemman. O ultimo termo de (2.23), entretanto, é singular, ja que
ele é proporcional a 6(¢). Caso se permitisse que este termo fosse mantido na equagao,
haveria problemas nesta teoria. Para que este termo desaparega, impoe-se [gos] = 0, que
s6 ¢ valido para as coordenadas z®. Por outro lado, usando (2.20) consegue-se escrever

esta afirmacao de forma covariante, ou seja, independente do sistema de coordenadas
[gab’]egef = [gab’egebﬁ] =0. (2.24)
O que segue a partir deste fato é a primeira condi¢ao de jungao de Israel-Darmois, isto é
[hap] =0 (2.25)

a métrica induzida em ambos os lados de ¥ deve ser a mesma. Esta condi¢ao independe
do sistema de coordenadas, e leva a percepcao de que queremos uma geometria global

bem definida mesmo secionada por uma hipersuperficie.

Dando sequéncia, calcula-se neste momento, explicitamente, o Tensor de Riemman.
Partindo do Simbolo de Christoffel

5, = OO + (-0 (2.26)

tomamos sua derivada
51, = @(6)8517%1 +O(=0)0sI'55 + 0()[L', Ins (2.27)

e dessa maneira tem-se
R5 s = @(E)RE% +O(—0)R5%s + 6(0)[AGs] (2.28)
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onde
A5 = e ([Dgslny — [T5,Ins) - (2.29)

Observa-se que o Tensor de Riemman é propriamente definido a menos do termo multi-
plicado por 6(¢), o que faz com que se tenha uma singularidade de curvatura em X. E

este termo que a segunda condi¢ao de jun¢ao deve ser capaz de eliminar.

Segunda Condi¢ao de Juncgao

Mesmo construido de forma diferente do Tensor de Riemman, Af. ; ¢ de fato um ten-
sor, uma vez que envolve a diferenca entre dois Simbolos de Christoffel. Busca-se, agora,

a forma explicita deste tensor.

Tendo em vista que a métrica é continua através de X nas coordenadas z®, suas
derivadas tangenciais também serao. Isso significa que se ¢, ¢ descontinua, a sua parte

normal a > também a ¢, existindo, portanto um tensor ks tal que

[0,,9ap] = Kapny- (2.30)
Esta equagao permite calcular [I'f ]
« 1 « « «
'3, = 5 (/ﬁﬁnv + Kng — Kgyn ) (2.31)
que, em contrapartida, resulta em
a E o L« . «a «a
516 = 5 (ﬁénﬁnA, Kongns — Kasn“n, + Kgyn n5> . (2.32)

Esta ¢é a parte da distribuicao Delta do Tensor de Riemman, a partir da qual contrai seus
indices de forma a obter as contribui¢oes proporcionais a §(¢) do Tensor de Ricci, bem

como do Escalar de Ricci,

Aap = ALs = % (Kpan!'ng + Kugnt'ng — kngng — Kag) (2.33)

A=A =e(kuntn” —k). (2.34)

Com estas quantidades, é possivel construir a parte proporcional a 6(¢) do Tensor de
Einstein, e, com isso, apds inseri-la nas Equacoes de Einstein, obtem-se uma expressao

para o Tensor de Energia-Momento,

com 8mSy3 = Anp — Agags-
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Os dois primeiros termos correspondem ao Tensor de Energia-Momento para cada uma
das porgoes de espago-tempo M*. O termo que contém J(¢) em (2.35) carrega consigo
uma interpretacao fisica, sendo associado a uma distribuicdo fina de matéria - uma ca-
mada de superficie ou uma fina camada. Destaca-se que seu Tensor de Energia Momento

¢ proporcional a S,z.
Explicitamente, o Tensor de Energia Momento é definido como
167 Sap = Kuantng + KNt ng — kngng — €60 — (Kunh'n” — €K) gap- (2.36)

Nota-se que, caso se multiplique a equagao anterior por n®, obtem-se que S,sn” = 0. Ou

seja S, € tangente a X, e, dessa forma, admite uma decomposi¢ao da seguinte maneira:

S — Gabeael (2.37)
que, quando calculada, resulta em
167 Say = —Kapeley — € (Kunn” — k) ha,
el — by (9 — Wt et) hay (2.38)

— « ﬁ mn v
= —Rapeqey, + """k el e hay,

Calculando-se [V 3n,],

(Vane) = _[Fgﬁ]nv
1 v
= —5 (Kryanﬁ + I{Fyﬁna - KJOABn’Y) n (239)
1
= 5 (6/{045 - ’fvanﬁn’y - ﬁWﬁnanv)

permite reescrever,
€
2

Por fim, ao se coletar todos estes resultados tem-se

[Ka) = [Vgna]egef = /faﬂeg‘ef. (2.40)

167505 = =5 ((Ku] = [K]har) (2.41)

que relaciona o Tensor de Energia Momento ao salto da curvatura extrinseca de um lado
de X para o outro. Nessa logica, conclui-se que uma transi¢do suave requer [Ky| = 0,
sendo esta a Segunda Condi¢ao de Juncao. E valido colocar que uma vez satisfeita esta
condicao, o tensor de Riemman se torna nao singular em . Esta expressao independe

do sistema de coordenadas utilizado e, caso ela seja violada, tem-se uma singularidade
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em nosso espacgo-tempo em 2. Esta singularidade, contudo, carrega consigo uma inter-
pretacao fisica direta: uma camada de superficie com Tensor de Energia Momento Tgﬁ

esta presente na hipersuperficie.

Modelo de Oppenheimer-Snyder

Tendo em vista que o Modelo de Oppenheimer-Snyder [7] descreve uma estrela ho-
mogénea cercada pelo vacuo, a métrica interior sera a solucao de FLRW, a qual colaremos

com a solucao de Schwarzschild no exterior.

—  u®

¥+ : Schwarzschild

)
e —

Figura 2.2: Espaco-tempo de Oppenheimer-Snyder.

Para realizar a colagem, sera utilizada a métrica de FLRW escrita da seguinte forma:
ds® = —dr® + X (1,7)2dr? + Y (1,7)%dQ>? (2.42)

onde,

X(r,r)= \/%, Y(r,7r) = a(r)r. (2.43)

Em contraste a um modelo cosmologico, nao se utiliza este elemento de linha em todo

espago-tempo. Em vez disso, corta-se o espago-tempo num valor de r = R, e define-se a

superficie de colagem X, de tipo-tempo, como a fronteira para M~. Seu vetor unitario é

. 1[0\
nl=~ ((%> (2.44)

e a métrica induzida interior é
hoydr®da’® = —dr* + Y (1,7)%dQ%. (2.45)

Para o espago-tempo exterior, ndo se pode usar a métrica de Schwarzschild em sua
forma padrao,
ds* = —f(r)dt* + f(r)dr? + r?dQ? (2.46)

onde f(r) = 1 — 2 4 que esta ndo cobre a regido do espaco-tempo dentro do o hori-

r

zonte. Utiliza-se, portanto, a métrica de Schwarzschild escrita na forma de Eddington-
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Finkelstein,

oM
ds® = — (1 — ) dv? + 2dvdy + 2d? (2.47)
X

Vamos usar apenas a por¢ao x > x(v) como regido exterior para juntar a métrica de

FLRW, conforme ilustra a Figura 2.3. A relagdo v(7) e x(7) em r = R, uma vez derivada,

r‘:(i =R

Figura 2.3: Modelo de Oppenheimer-Snyder: Uma por¢ao de um espago-tempo de FLRW
entre r = 0 e r = R é colada a uma porcao do espago-tempo de Schwarzschild ao longo

de x(v).

vai determinar a forma da superficie de colagem em M, . No entanto, estdo determinados

os angulos de d)?, dado que ambas as métricas sao esfericamente simétricas.

Utilizando-se, entao, as condigoes de juncao de Israel-Darmois, iguala-se primeiro as

métricas induzidas de ambos os lados da hipersuperficie de colagem:

o hf =,

x(t)=Y(r,r) =a(T)R (2.48)

Esta equagao determina x(7), enquanto que

(2.49)

resulta em uma equagao diferencial para y(v).
A relacao entre as coordenadas exteriores €, dessa forma, determinada, salvo um valor
de R, fixando a superficie de colagem em M™. Para tal, deve-se calcular as curvaturas

extrinsecas através de

1 1
+ + + + +
K = 5Lali, = 5 (nS.0h%, + h50an% + hE0ms) (2.50)
onde temos como vetores normais para a geometria exterior:

.1 o\*
nt = o) (&») (2.51)
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e para a geometria interior:

1 1—2M/x — X/v

- J1—2M/x - 2¢/o’ e J1—2M/x — 2y /0 (2:52)

v
ny

Desta forma calculamos as curvaturas extrinsecas:

1 Yd,Y
e7
1 1—2GM/x — x/i

Kgg = 5} Oxhgy = X /X = X/? (2.54)

2 V1= 2GM/x — 2¢/v

dx dx )\
Kt =K, +2—2K, ) K 2.

TT + dU X + (dv) XX ( 55)

onde para KT nao é preciso calcular, explicitamente, suas componentes devido a colagem

das métricas induzidas estarem em fungao de x(v). Verifica-se, entao, que:

o KL =K
Kt =k + 2%k 4 (XY K =0 (2.56)
TT v dU vX d’U XX :
que é satisfeita, automaticamente, pelas (2.48) e (2.49). Obtém-se, também, uma equagao
final para
o K=K,

. 1-2GM/x —x/o _YY
JI-2GM/x —2x¢/o X

(2.57)

que resta ser satisfeita em toda superficie de colagem. Utilizando-se o resultado da colagem

de hgy, escreve-se x =Y, que pode reescrever (2.57) como:

X dv
- (1= 260y 2000 (ZX) (2.55)
() (12

onde fez-se uso da colagem h.,, do pentltimo para o ultimo passo. Essa equacao pode

33



ser resolvida para a massa, M,

/

GM :;Y (1 +Y2- @;)2) — ;aR (1 + R%2 — (1 - k:RQ))

(2.59)
_ L
= §R a (a + k‘)
e agora fazendo uso de X = a/v/1 — kR? e Y = aR na superficie de colagem,
a\* k 2GM 887G
b Bk 2.60
(a) * a’>  adR3 3 (2.60)

A equacao (2.60) é a Equagao de Friedmann, a qual descreve um universo de constante
espacial k arbitraria permeado por um fluido de poeira. Desta forma é possivel averiguar
a maneira através da qual ocorre o colapso gravitacional de uma estrela descrita por um
fluido de poeira sem pressao: o seu espaco-tempo exterior ¢ dado pela solucao de Schwarzs-
child e o interior pela métrica de FLRW, formando uma solu¢ao tinica das Equagoes de

Einstein.

A juncao de Oppenheimer-Snyder pode ser usada para extrair o diagrama de Carter-

Penrose de um colapso gravitacional:

Figura 2.4: Diagrama conforme para o Colapso Gravitacional de Oppenheimer-Snyder. A
regiao hachurada ¢ a o pedago homogéneo que representa a estrela colapsando, que corta
grande parte da extensdo de Kruskal da solugdao de Schwarzschild para o vacuo.

Para o modelo fechado, k£ = 1, por exemplo, a anélise incia-se em um tempo no qual
a(0) seja constante, tal que o colapso comece com uma superficie que esteja em repouso.
Define-se um raio R que satisfaz 1 —kR? > 0, visando garantir que R = cte. é de fato uma
superficie no interior do espaco-tempo de FLRW. Determina-se, também, que aR > 2GM

para que se tenha uma superficie inicial fora do horizonte. Para o futuro, tem-se @ < 0 e
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a superficie colapsa.

O interior desenvolvera uma singularidade que deve ser a mesma singularidade da ge-
ometria de Schwarzschild. Isto ocorre somente se a superficie r = R intersecta o horizonte

num tempo em que 2GM = x =Y = a(7)R seja satisfeito. Neste momento, nota-se que:

Y? = (?)2 (2.61)

e, assim, a®> = 1—kR? > 0, isto ¢, a camada ainda est4 colapsando. Do comportamento de
modelos isotrépicos de cosmologia, sabe-se que, apés @ = 0, a? cresce monotonicamente e
diverge para 7 finito. A condicao de horizonte > = 1 — kR? é satisfeita apenas uma vez, e
assim o horizonte é cruzado uma tnica vez, sem nunca ocorrer um cruzamento para fora

do horizonte.

2.3 Colapso Gravitacional de Radiacao

A construcao da secao anterior, na qual foram coladas porg¢oes de dois espacos-tempo
para formar uma tnica solu¢do das Equacoes de Einstein, levava em consideragao um
fluido perfeito de poeira sem pressao. Naquele caso, tomaram-se os espacgos-tempo de
FRLW e Schwarzschild e construiu-se adequadamente, um processo de colapso gravitaci-

onal.

Esta secao se propoe a tratar do colapso gravitacional de um fluido perfeito de radiacao
[20,49,50]. Neste caso, ndo haverd mais um fluido sem pressdo, ji que, para radiacao,

devemos colocar p,, = p,,/3 na equagdo de conservagao de matéria,
Pim + 3H (pm + 3pm) = 0. (2.62)

Supondo um fluido barotrépico,

a equacgao e conservacao implica:
_ Po
pm = 22 (2.64)

e, assim, para radiacao, v = 4/3.

A presenca de uma pressao nao nula na fronteira é um impeditivo para se colar um
espago-tempo estatico no exterior da estrela, como o de Schwarzschild. Fisicamente, a
pressao na superficie da estrela levaria a matéria ser ejetada dela, o que torna o exterior

da estrela nao mais estatico, e sim dinamico.
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Com o intuito de modelar esta situacao, o espago-tempo exterior da estrela sera dado

pela métrica de Vaidya Generalizada [55]
ds? = —f(v, x)dv* + 2dvdx + x*dQ? (2.65)

onde, f(v,x) = (1 — %) Esta é a métrica de Vaidya Generalizada devido a de-
pendéncia da massa M (v, x) em x. A métrica de Vaidya original [48] possui a dependéncia
apenas na coordenada avancada v. Tal métrica de Vaidya Generalizada descreve um fluido
de Tipo-2 (cujo Tensor de Energia-Momento possui duas componentes nulas), e é ampla-
mente discutida nos artigos [2,51,55]. O espago-tempo interior serda descrito novamente
pela métrica de FRLW, mas, agora, o elemento de linha serd escrito em coordenadas

isotrépicas:

ds® = —dr? + _en (dr2 + r%m?) (2.66)
T (14 kr2/4)? '

Determinou-se que as coordenadas (6, ) da 2-esfera seriam as mesmas nas duas
métricas. Logicamente, as coordenadas (7,7) e (v, x) sado diferentes, e, devido a esse fato,
a colagem ao longo de uma hipersuperficie ¥ de tipo-tempo comum as duas, deve dar
conta de relacionar estes dois pares de maneira consistente. Desse modo, hé necessidade

das métricas induzidas h; e das curvaturas extrinsecas K2 de Y dos dois lados.

2.3.1 Superficie de Colagem: Visao Interior

Seja a métrica induzida h,, de ¥ pelo lado de FRLW dada por r = R, R constante.
Esta ¢é a escolha natural para uma 2-esfera evoluindo ao longo de uma trajetoria de tipo-

tempo. A métrica induzida é, portanto,

2
a“R 9

hodx®dz® = —dr? + ————dQ)
a4 T T AT kR2jA)

(2.67)

Os vetores unitarios de tipo-tempo e tipo-espago sao

e (2) s

n=- [1 + ”“ﬂ (;)a (2.69)

Ao se utilizar, novamente, a definigdo (2.50) calcula-se as componentes da curvatura
extrinseca da métrica (2.67),
K _ =0 (2.70)

TT
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1— kR2/4

R (2.71)

Ky=K}f=

2.3.2 Superficie de Colagem: Visao Exterior

Seja a superficie de tipo-tempo do lado exterior dada por x = x(7) e v = v(7), onde
T é o tempo proprio coordenado de FRLW. A métrica induzida em > do lado exterior é
entao:

hbyda®da® = — [ f(v(7), X(7))9* = 20| d7? + x*(7)d2? (2.72)

onde = 0;.

Os vetores unitarios tipo-tempo e tipo-espaco sao respectivamente,

—~

#0 = ! YEARY AN 2.73
() () ')

1 2\ a\"
ny = —m——n—|-X|5-] 0|5 (2.74)
V0?2 —2x0 ov ax
E as componentes da curvatura extrinseca,

_ O (f = fu¥ = 3FX) + 40 — XD)

+ _ potgagb
K =K tit], = 2 fo7 = 250772 (2.75)

(2.76)

onde f, =0, fe f,=0,f.
As condigoes de Israel-Darmois requerem a continuidade da métrica induzida e curva-
tura extrinseca para nao se ter um termo tipo 7;; na superficie da estrela. Dessa maneira,

colando se as métricas induzidas tem-se,

CL(T)HIZL,Q/4 = x(7) (2.77)
fo? —2x0 = 1. (2.78)

E as curvaturas extrinsecas,
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O (ffx = fo)o = 3faX] +4 (X0 — x0) =0 (2.79)

1— kR?/4

f@_X:m- (2.80)

Com base nas equagoes ja expostas, ainda nao é possivel identificar, precisamente, uma
relagdo direta para o comportamento da massa, M (v, x). Todavia, ap6s uma manipulagao

adequada das equagoes (2.77 - 2.78), encontra-se:

Ra(1)
x(v) = : (2.81)
1+ 55
. 14 k2
.2 k‘
oM = aR?’W (2.83)
4
2M M
—My = X T <1 - — X,v) ( - M7X> (284)
X X

Finalmente, esse conjunto de equagoes (2.81 - 2.84) determina completamente a dindmica
da fronteira e da funcao exterior M (v, x): uma fonte de matéria para o interior FRLW
determina a(7), e, portanto, x(7) pela equacdo (2.81). As equagoes (2.82) e (2.83), por

sua vez, determinam:

fxv) (2.85)
_1—kR2/4
T 1+kR2/4
e
(%, v) (2.86)
_1-kR2/4
T 14+kR2/4

enquanto que a equacao (2.84) requer f = f(x) na fronteira. Além disso, as equagoes

(2.82) e (2.83) também apontam a 4-velocidade da fronteira vista do exterior:
t= = (v,x,0,0)

_ (} (a4 \/dQ—f>,i\/d2—f,0,O>

_ 1-kR?%/4 ~ N ~ N ~ .
onde d = TR As solucgbes + correspondem a contracdo e a expansao, respectiva-

(2.87)
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mente. Também é possivel notar que, dado que K = 0, t* sdo tangentes & geodésicas

radiais do espago-tempo exterior.

A fungao x(v) dé a trajetéria da fronteira de FLRW, e é dada por:

dy _ £fvd— ] (2.88)

dv dtJE—T

onde se fez uso de (2.87).

Ao contrario do resultado final de um colapso gravitacional de poeira sem pressao,
que sempre é um Buraco Negro, o colapso gravitacional de radiacao pode possuir solugoes
nas quais o estado final nao é um buraco negro e sim uma singularidade nua. Trata-se
de uma singularidade “descoberta” pela estrutura causal de um Horizonte de Evento, que

permite que informacao seja emitida diretamente para J 7, o infinito nulo futuro.

A estrutura causal do colapso de radiagao é, portanto, algo que dependera nao s6 das
condigbes iniciais dadas para a fun¢ao de massa M (v, x) como também do modelo que se
estd analisando. Na literatura, pode-se encontrar diversos cenarios em que mecanismos e

campos sao adicionados a este colapso, de forma a investigar o estado final do sistema.

A discussao apresentada neste capitulo é suficiente para embasar o conteido do préximo.
Como no modelo do presente trabalho a Relatividade Geral é a condicao inicial, as
Condigoes de Jungao de Israel-Darmois dao o formalismo que descrevera o espago-tempo
exterior e interior da estrela para os dois casos que serao analisados: poeira e radiacao.
Para uma estrela modelada por um fluido de poeira o espaco-tempo exterior é descrito
pela solucao de Schwarzschild, enquanto que para uma estrela modelada por um fluido de
radiacao, o espaco-tempo exterior é descrito pela solucao de Vaidya Generalizada, para

ambas as situagoes o espago-tempo interior é descrito pela métrica de FLRW.
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Capitulo 3

Modelo

3.1 Introducao

No capitulo anterior, discutiu-se o colapso gravitacional dentro do escopo da Relativi-
dade Geral para dois fluidos perfeitos: poeira e radiagdo. Além disso, no mesmo capitulo,
foram estabelecidas as questoes que dizem respeito ao espacgo-tempo exterior dos dois
fluidos perfeitos. Como sera mostrado ao longo deste capitulo, na superficie de colagem,
a Relatividade Geral continuara sendo valida, portanto, neste capitulo nos restringiremos

apenas a discussao do espago-tempo interior, descrito pela métrica de FLRW.

No capitulo de Teorias de Brans-Dicke, foi introduzido o ferramental matematico e
tedrico destas teorias de gravitacao modificada. Estes dois capitulos foram necesséarios

¢

para que se chegasse a esta parte da dissertacao, na qual se busca “juntar” estas duas

ideias numa discussao de um colapso gravitacional que mescla duas teorias de gravitacao.

A principio, a teoria gravitacional que alicerca este trabalho deve iniciar-se no regime
da Relatividade Geral, na qual o destino final de um colapso é sempre uma singularidade,
seja ela um buraco negro, ou nua. Serd verificado se, a partir da evolucao temporal desta
teoria modificada, este destino pode ser diferente de uma singularidade como, por exem-

plo, um buraco negro regular ou um ricochete.

3.2 Acao e Equacoes de Movimento

Nesta se¢ao serao pontuadas algumas caracteristicas de teorias de Brans-Dicke, ja

discutidas no primeiro capitulo. A partir da acdo de Brans-Dicke Generalizada com
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potencial V' (¢) e com S, sendo a a¢ao de matéria:

SBD——U;m;/¢#x¢:5[¢3——Wg“<a¢f-—v1¢ﬂ-+s¢ (3.)

pode-se variar a acao com relagdo aos campos dinamicos, para obter

8 V 1
ny - Q;TT‘LSZL) wq(;b) ( ,uqbvuqb 2 uuvp¢vp¢) 2(;)) Guv + g (V“V,Ab - g#VD¢)
(3.2)
para a métrica,
b my _ dw(9) av
O¢ = 20(0) 1 3 (T o V”¢Vp¢+¢ o 2V (3.3)

para o campo escalar, e por ultimo a Equagdo de Conservacao do Tensor de Energia e
Momento,
vrp(m) _
VY = 0. (3.4)

Trabalhando-se com a métrica de FLRW,

dr?
ds? = —dt* + a*(t) ( h r2d92> (3.5)

onde d2? é o angulo sélido da 2-esfera. E considerando-se que a matéria contida dentro

da estrela é um fluido perfeito barotropico, o qual possui como equagao de estado:

Pm= (7= 1)pn (3.6)

onde p,, e p,, denotam a pressao e a densidade de matéria do fluido respectivamente, e v é

uma constante com 1 <y < 4/3. Dessa forma, sdo reescritas as equagoes de movimento:

ad  w(o)¢? pm K V()

2 e 6 0 30 e 2 0 (3.7)
i > _ag w(o)@? 2+yw(o)\ k 1 dv
et e () e T T ¢d<z(63 ;
. a - ¢2 dw '
¢+ 3?25 T ow+3 lpm(4 —37) — ¢% + 2‘/(@] %0 (¢> T 3do =0. (3.9)

E valido ressaltar que o sistema de equagoes (3.7-3.9) nao é linearmente independente.
Dado que (3.7) é uma integral primeira do sistema, a combinagao dela com uma das duas

outras fornece a informacao necessaria para que se encontrem as solugoes do sistema a
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partir de determinadas condigoes iniciais. Além disso, pela Equacdo de Conservagao do
Tensor de Energia Momento da Matéria, (3.4), e pela relacdo de um fluido barotrépico

(3.6), a dependéncia do fluido pelo fator de escala é dada por,

ap\ 37
pm=ro (). (3.10)

onde py é uma constante positiva.

E 1til ressaltar algumas propriedades da fun¢ao w(¢):

e Conforme ilustrado no capitulo de Teorias Escalares Tensoriais, o limite da Relati-

vidade Geral é tal que,

d)lgggw(qb) = 00. (3.11)

e Para qualquer outro valor do campo escalar, essa funcao é livre para assumir outros

valores.

e Uma escolha comum para esta funcio e que respeita a primeira condicao é dada

por [3]

w(¢) =53 <¢C¢j ¢>2a + wy (3.12)

onde «, e ¢. sdao constantes positivas, e wy pode ser positivo ou negativo, contanto

que seja maior que —3/2.

3.2.1 Analise de limy_,4, w(¢) = o0

Analisando-se as equagoes (3.7) e (3.9), é possivel tomar o limite

Jim w(g) =00, e ¢ =cte (3.13)
e impo-lo na (3.9):
. a dv #?  dw
3—¢p — 4—3%)pm +2V — ¢p— — =0 3.14
¢+ a¢ 2w+ 3 ( Y)pm + ¢d(b +2w—|—3d¢ ( )

Ao se analisar o primeiro termo entre colchetes:

m 3.15
(2(6) +3) (3.15)
nota-se que se w(¢) — oo, este termo vai a zero. Analogamente, o segundo termo entre
colchetes p
1 %4
— 2V — — 3.16
2w(p) + 3 l ¢ dgb] ( )
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também vai a zero, a menos que V(¢) ou dV/d¢ — oo a medida que ¢ — ¢. = cte..

Portanto (3.36) se reescreve como:

. a - q'bQ dw
. = = 1
O Ot s 3 de (3.17)
que pode ser integrada,
- A
$= VA (3.18)
ad\/2w(p) + 3
Substituindo (3.18) em (3.7),
) . A2 k}
@ 40 __wl9) VO _pm Kk (3.19)
a?> a¢p (2w(g) + 3)2¢%a’ (i10) 3¢9  a?
e usando o fato de que se, lim,_,4, w(¢p) = 0o tem-se
. w(9) 1
lim ————— = = 3.20
056 20(9) +3 2 (3:20)
e, como ¢ — cte., ¢ ~ 0, (3.19) torna-se
2 A2 2
Q2= —k+Lm GO, (3.21)

3. 4¢ia* 60

De forma andaloga (3.8) fica,

ol D=0 (3.22)

No limite da Relatividade Geral, observa-se uma corre¢ao de matéria dura, v = 2, nas
equagoes de Friedmann. Além desta adicdo de matéria dura, constata-se que o termo de
potencial nas equagoes (3.21,3.22) funciona de forma semelhante a um termo de Cons-
tante Cosmoldgica. Ainda que na literatura se argumente que uma configuracao de campo
escalar constante aliado a condi¢ao w(¢) — oo, a Teoria de Brans-Dicke é indistinguivel
da Relatividade Geral, identifica-se a presenca de um fluido de matéria dura adicional,
o que modifica o conteido de matéria da teoria. No caso de um colapso gravitacional,
este termo acentua o colapso quando o fator de escala ja esta proximo da singularidade,
enquanto que num caso de uma expansao cosmolégica, o termo de matéria dura seria o
dominante no universo para tempos primordiais. Nas proximas se¢oes, serd analisado o
caso em que nao ha potencial escalar V' (¢), a menos que se faga mengao a algo que ocorra

especificamente na presenca do potencial.

Outro ponto interessante nesta andalise diz respeito ao termo cinético da ac¢ao (3.1). Se
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for inserido na frente do termo cinético uma funcao sinal € = +1 da seguinte forma,

Sop = = [ d'ay=5 [wz - A g - v<¢>] s (3.23)

as equacoes de movimento sao reescritas da seguinte maneira:

@ ap  w(@) pm kK V()

Ve 6 @ 30 e 29 O 324
i@ id, w(®)F pn (2+ew(@)) 1 :
s gty <w>‘ﬁ‘z<zew<¢> 30 V WO ey
(3.25)
. Qs 1 dv 2 d
¢+3g¢— e 13 lpm( - 37) ¢% +2V(¢)] + 26&’(?;%36;; =0. (3.26)

Tomando-se os mesmos limites (3.13), e mantendo-se as mesmas consideragoes (3.15-

3.16), (3.26) pode ser reescrita como:

.G ¢ dw
3— — =0 3.27
O LIS Y L (3:27)
que, ao ser integrada nos d4,
. 3A
o= V3 . (3.28)
2ew () + 3

Ao se substituir (3.28) em (3.24) tem-se

@ a  \/3A w@) A pm kK V) (3.20)

@ abgr (o) 13 3+2ew0(9) 200 36 @ 20

e tomando (3.13),

. ew(d)  ew(e) 1
S 2ew(0)  2ewm(0) 2 (3:30)

(3.24) é reescrita como,

2m AQ V . 2
P L V(@e)a

.Qz_k
¢ T30, T 102 T 6

(3.31)

Ou seja, o sinal do termo cinético nao interfere no sinal desta correcao de matéria dura,
ja que o limite (3.30) permanece inalterado devido ao cancelamento da fungao sinal €. De
maneira similar, tem-se:

a a2 3A? Pm”Y

k
—+ —==0. 3.32
a a2+4¢36+6¢+ ( )
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3.3 Analise das Equacoes de Movimento

Nesta secao sera analisada a possibilidade de se evitar, ou nao, a singularidade fi-
nal num colapso gravitacional, dentro de uma teoria de Brans-Dicke Generalizada. Por
simplicidade, considera-se a acao

w(¢)

1
sBD::U%ﬂ;u/c#xVﬂr§[¢fz—-qb<a¢>ﬂ t S, (3.33)

que é a acao (3.1) sem o termo de potencial. As equagoes de movimento passam a ser,

a? aq'ﬁ W(¢)¢2 Pm k _
ctas 60 s0twe "’ (3:34)

Z - Zz - 2Z¢ - W(j)zi - 2¢(2w(1¢) n 3)32(#2 " p;: (21;5) - :2 =0 (33
¢+ 3Z<z5 — 2w1+ 3 [(4=37)pu] + jSg;l‘; =0 (3.36)
ou se usarmos I = &,
H2:g’; zg_Hi_fQ (3.37)
besHd= L [pm<4 -3 - 5o (3.39)

O ponto de partida da anélise serd as equagoes (3.34-3.39), sujeitas as condigdes ini-
ciais,

¢; =~ cte., gbZ ~0, w;— 0. (3.40)

E interessante reiterar que o estudo desta dissertacdo parte da Relatividade Geral como

teoria gravitacional, e apds a evolucao do sistema, busca-se verificar a possibilidade de

evitar que o colapso gravitacional alcance o valor a = 0 dentro do cenario de uma Teoria

de Brans-Dicke Generalizada, dada pela acao (3.33).

A equagdo de movimento para o campo escalar (3.36), pode ser reescrita da seguinte

forma,
a3 dt V2w +3 '
a qual pode ser integrada no tempo,
y 1 a3pm(4 — 37)
= dt + cte.| . 3.42
¢ adyv/2w+3 [ V2w +3 e (3.42)
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O integrando do primeiro termo entre colchetes é o traco do Tensor de Energia Mo-
mento do fluido perfeito descrito por (3.6). Para os dois casos estudados no capitulo

anterior, radiagdo e poeira, ¢ possui os seguintes comportamentos,

e Radiacdo, v =4/3,
b S (3.43)

e C' ¢ uma constante de integracao.

e Poeira, v =1,
1

Po
_ dt ——
adv/2w + 3 [/ V2w + 3

onde se utiliza (3.10). Pode-se verificar que o integrando para este caso é sempre

b= +CL (3.44)

positivo, ja que w(¢) > —3/2 e py > 0.

Nesta ultima equagdao, (3.44), a estrela é descrita por um fluido de poeira nao-relativistico.
Porém, conforme o colapso evolui, as particulas que constituem a estrela tendem a se com-
portar relativisticamente, isto é, tendem ao comportamento de um fluido relativistico.
Com o passar do colapso, o termo constante entre colchetes domina sobre a integral, e,
assim, ¢ ou é igual a (3.43) ou tende a (3.43). Outra questdo ressaltada na equacio
(3.44) é a respeito do sinal de gb Ao inspecionar novamente seus termos entre colchetes,
observa-se que o integrando é positivo, ja que py > 0 e 2w+3 > 0. Nessa logica, a integral
é também positiva. Entretanto, o termo constante pode, a principio, ser negativo ou po-
sitivo e, conforme afirmado anteriormente, este é o termo relacionado ao comportamento
de radiagao, dado pela equagao (3.43). Sendo assim, caso a constante em (3.44) seja
negativa, ¢ para poeira ainda poderia ser positivo num periodo em que a integral domine
sobre o termo constante. Por outro lado, ao colocarmos C' < 0, ¢ para radiacdo ¢ sempre
negativo. Isto demonstra uma inconsisténcia, ja que se busca que o campo escalar interaja
com fluidos perfeitos da mesma maneira, o que ocorre para o caso em que a constante de
integracdo presente nas duas equacdes de ¢, (3.43-3.44), é negativa, uma vez que pode-se
ter gb < 0 para radiacao, enquanto que gzﬁ > () para poeira. Desta forma, é razoavel definir
que a constante C' seja sempre maior ou igual a 0. De posse dos argumentos anteriores,

é valido escrever ¢ da seguinte maneira,

C

by e 3.45
¢ a’v/2w+ 3 (3:45)
com C > 0, e assim, serdo estudadas as implicacdes resultantes de ¢ ser escrito como
(3.45) na equagao (3.34),

12 ) C C? m kK

. TS U L L (3.46)

a aadp/2w+3  6a52w+3)p? 39 a
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Observa-se que o caso em que C' = 0 nao evita a singularidade, ja que se teria uma
configuragao de campo escalar constante. Dado que ¢ > 0, gravitacao sempre atrativa, o

colapso se daria de forma igual ao colapso gravitacional na Relatividade Geral.

Uma consequéncia importante da equagao (3.46) é a dependéncia do fator de escala
do segundo termo do lado direito. Este termo possui um comportamento tipo de matéria
dura (o< a=%) quando w(¢) > 0, o qual, para os instantes em que a curvatura do espago-
tempo é muito grande, é o fator de maior contribuicdo na dindmica do fator de escala
e que domina sob os demais. No colapso @ < 0 e assim o primeiro termo ¢é positivo tal
como o terceiro termo, tendo em vista que se considera que p,, descreve um fluido per-
feito. Desta maneira, caso w(¢) seja sempre positivo, pode-se concluir que para se¢oes do
tri-espaco com k = 0 ou k = —1, (3.46) ndo possui um ponto de retorno, @ = 0, dado que
o lado direito inteiro da equacao é positivo. O fato de nao existir pontos de retorno esté
diretamente relacionado com a impossibilidade de se evitar a singularidade a = 0, ja que é
necessario que @ troque de sinal de @ < 0 para @ > 0. Logo, demonstrando-se que w(¢) > 0
sempre durante o colapso, mostra-se que nao ¢ possivel escapar de a = 0, para os casos

em que k = 0ou k = —1. Para k = +1 sera feita uma anéalise em separado posteriormente.

A investigagao do sinal de w(¢) durante o colapso é feita ao se definir um novo conjunto

de varidveis para o sistema (3.37-3.39),

b 1 dw k

— 7 = A= -~
“THe VT way Yo" T e

n = In(a;/a). (3.47)
Tais varidveis sdo uma generalizacao das introduzidas no artigo [44]. As diferengas destas
variaveis (3.47) para as do artigo citado estdo relacionadas a adigdo da variavel 3, que
permite tratar o sistema para um valor de k arbitrario, bem como a defini¢ao da variavel
n, que, no caso de contracao, indica que conforme n cresce, o fator de escala diminui.
Dispondo destas novas variaveis, sera feita uma analise baseada em sistemas dindmicos

[18,26,33,34,45] do colapso gravitacional, a partir do sistema (3.37-3.39) reescrito como

7/ —811/{2@2(1 + B)(—4 4 37) + 4zy [2(3 + B) — 3(1 + B)y + 3y(3 + B)(—4 + 37)]

+ 292 [16 — 9y + y(—36 + 27y +4\)] + 2° [-2 + v + y(10 — 67 + y(—12 + 9y + 4)))] }

(3.48)
y = 2xy*\ (3.49)
N =—z(a+p) (3.50)
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o :fy{élxy(—l +3y)(—4+37) +4y(1 + 5) [2 — 3y + 3y(—4 + 37)]

(3.51)
+22 [<24 y(10 = 6) + 7+ g2 (=12 + 97 + 4))] }

Vale frisar que, para o modelo trabalhado deve-se ter A # 0, ja que se A = 0, temos que

w(¢) = cte.. Deste modo estarfamos com uma teoria diferente da descrita pela acao (3.33).

O primeiro passo é definir os pontos fixos de (3.48-3.51). Para tal, foram igualadas as

mesmas equagoes a 0, e encontrataram-se os seguintes valores,
a) xg =0, By = —1, yo indeterminado e 1 < v < 4/3;
b) 2o =0, o =0, yo — 0 ey #4/3;
c) ©o =0, By =0, yo indeterminado e v = 4/3;
d) zo =0, By indeterminado, yo — 0 e v = 2/3.

onde denota-se os valores das varidveis no ponto fixo com um subscrito com o ntimero 0.

Uma vez encontrados os pontos fixos, é possivel caracterizar a estabilidade dos mesmos,
e, dessa forma desenvolver um estudo qualitativo do comportamento de cada variavel, e

as suas implicagoes no colapso gravitacional.

Antes de prosseguir, cabe uma ressalva a respeito do ponto (d). Tal ponto fixo nao serd
analisado nesta dissertacdo, ja que se trata somente de um ponto fixo para v = 2/3, en-
quanto que, nesta dissertacao, trabalha-se com distribui¢oes de matéria com 1 <y < 4/3,
especificamente os casos de poeira, v = 1, e radiagdo, v = 4/3. Além disso, o valor da
variavel A para cada um dos pontos fixos é arbitrario, ja que cada ponto fixo independe
deste valor. Nesse sentido, na ocasiao em que for realizada a evolucao numeérica deve-se

assumir um valor fixo qualquer para Ay no ponto fixo.

O primeiro ponto fixo, é encontrado para secoes do tri-espaco abertas, ja que o sinal da
variavel 3 indica o sinal da constante k. Este ponto fixo, independe do valor da variavel y
e, consequentemente, de w(¢). Entretanto, como no modelo que embasa esta dissertagao,
possuem-se as condigoes iniciais (3.40), serao considerados valores iniciais de y com y — 0,

que correspondem a w — 00.
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Os pontos fixos (b) e (c¢) correspondem a segdes do tri-espago planas, ji que neles
Bo = 0. Assim como o ponto fixo (a), (c) independe do valor de yo, porém, (b) sé é um
ponto fixo se tivermos yy — 0. Em todos os pontos criticos, temos a variavel x assumindo

o valor de zo = 0.

Dando sequéncia ao estudo, calcularemos os autovalores das Matrizes Jacobianas as-

sociadas a cada um dos pontos fixos.

a) Matriz Jacobiana:

243y(3y—4) 0 0 3y(3y —4)
2%\ 00 0
J— y (3.52)
—a— A 0 0 0
(=4+37)(1-3y) 0 0 —2+y(12—9y)+ 3y
cujos autovalores sao:
J1=2, Jo=0, 733=0, jJa=-2+437. (3.53)
b) Matriz Jacobiana:
3—2 3(3y—-4) 0 0
0 0 0
J = (3.54)
—a— A 0 0 0
0 0 0 2—3y
cujos autovalores sao:
. . . , 3y
n=0 =0, Js=2-37 ji=3-7 (3.55)
¢) Matriz Jacobiana:
1 00 O
20°X 0 0 0
N (3.56)
—a—XA 0 0 0
0 00 -2
cujos autovalores sao,
ni=-2, je=1j3=0, ju=0 (3.57)

Devido a presenca de dois autovalores nulos em cada um dos autovalores das matrizes

jacobianas (3.52,3.54,3.56), estes pontos fixos sdo nao-hiperbélicos. Em fungio disso, a
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analise de estabilidade usual, na qual se verifica o sinal das partes reais e imaginarias de
cada um dos autovalores, nao pode ser realizada, e é preciso empregar outra maneira de
se estudar a estabilidade. Um método que vem sendo utilizado na literatura [16,44], é
o de perturbar o sistema por uma pequena quantidade ao redor do ponto fixo, e evoluir
numericamente estas perturbagoes. Este procedimento é o que serd utilizado nesta dis-

sertacao.

Para cada uma das varidveis (3.47), encontra-se as seguintes equagoes das perturbagoes:

oz’ :8;0{4%[(2(3 + Bo) — 3(1 + Bo)y + 3yo(3 + Bo)(—4 + 37))dx+
6(—4 +37)(2(1 + Bo)dy + yod3)) + 4xo((2(3 + Bo) — 3(1 + Bo)v)dy+
Yo((16 — 97)dz + 6(3 + Bo)(—4 + 37)dy + (2 — 37)dB)+
Yo (3(—4 + 37)(36z + 58) + 457 N))+ (3.58)
223 (2yg6A + 6y(5 — 37 + yo(—12 + 97 + 4)\)))
22(362(—2 + 7 4 1o (10 — 67 + yo(—12 + 97 + 4X)))+

2(4326X + 6y(16 — 9y + yo(—T2 + 5dvy + 8)\0))))}

5?/ - 2(930?/85)\ + yg)\o&v + 2:1:0y0)\05y) (3 59)
= 2yo(ToYodA + Yo rodx + 2x¢) '

N = —adx — 2o\ — \oox

(3.60
= —(a+ X\g)dx — oA )

53’ :41{4(—50(1 + Bo) (=2 + 37)6y + 3y2(—4 + 37) (08 + Bo(6x + 26))+

Yo
Yo (685 (—4 4 37)dy + (2 — 37)0B + Bo((4 — 37)0z + 6(—4 + 37)dz + 6(—4 + 37)dy+
468 — 67613))) + 25 (08(=2 + 4o (10 — 67) + v + yg(—12 4+ 9y + 4Xo))+
2B0(2y50X + 0y(5 — 37 + yo(—12 4+ 97 + 4X)))) + 220(2yo(—1 + 3yo) (—4 + 37)d5+

Bo(2(—1 4 6yo)(—4 + 37)0y + 0x(—2 + yo(10 — 67) + 7 + 5 (=12 + 97 + 4)\0))))}

(3.61)

Para evoluir numericamente as equagoes (3.58-3.61), sdo dados como condigoes ini-
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ciais o valor da variavel no ponto fixo mais um pequena perturbacao. O sinal de cada

perturbagao também depende da situagao e da interpretacao fisica de cada variavel:

i) Para a varidvel z, a perturbagao deve ser negativa, ja que o sinal de x inicial é

negativo por se tratar de uma contracgao, para a qual o fator de Hubble H é negativo.

ii) Para a varidvel y, as perturbagdes devem ser menores em méludo do que o seu valor

inicial o, ja que pela sua defini¢do em (3.47) y > 0 sempre.

iii) Para a varidvel 3, tem-se duas situagoes diferentes: para o ponto fixo com Sy = 0, as
perturbagoes podem ser positivas ou negativas. Na presente analise, portanto, serdo
tratados esses dois casos em separado. Para §y = —1, as perturbacoes devem seguir
o mesmo raciocinio das perturbacoes de dy, 05 deve ser menor em moédulo do que o
valor inicial 5y = —1, ja que para este caso deve-se ter apenas valores negativos da

variavel 3, tendo em vista que k = —1.

iv) Para a varidvel A\, também é possivel observar pertubagdes negativas e positivas e,

desse modo, serao analisadas em separado as duas possibilidades.

Desta forma, é dado prosseguimento para a analise das evolugoes numéricas dos pontos
fixos (a), (b) e (c), resolvendo numericamente o sistema (3.58-3.61), cujas condigdes iniciais
sao 0z(0), 0y(0), dA(0) e 05(0).

a) Primeiramente, estuda-se o ponto fixo (a) que possui: g = 0, yo — 0, Ay = 1,
Bo = —1, serao considerados dois fluidos, poeira, v = 1, e radiagao, v = 4/3.
a.l) Poeira v = 1:

ox[n], a=50, y=1
0.00FT———— " T 1 L |

-0.05 _\
-0.10
-o.15f—
-0.20
0.0 0.2 0.4 06 0s 10

Figura 3.1: Evolucao das perturbagoes em x para poeira. As condic¢Oes iniciais para os
graficos amarelo, azul e laranja sao, (zo — 0.1,10 + %, X0 — 0.1, By — 0.1), (2o — 0.2,y —

¥oXo— 02,80 +0.1) e (zo — 0.3, 50 + 248, Ao — 0.3, Bp — 0.2) respectivamente.
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6y[n], a=50, y=1

1.x107"8

5.x107"°

-5.x107"9

-1.x10""8
0

Figura 3.2: Evolucao das perturbacoes em y para poeira. As condi¢Oes iniciais para os
grificos azul, laranja e amarelo sao, (vo — 0.1,0 + %, Ao — 0.1, By — 0.1), (20 — 0.2, 30 —

YoXo—0.2,80+0.1) e (zo — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, Bp — 0.2) respectivamente.

6B[n], a=50, y=1

20}

10

_10\

-20f

o
T
I

-30F

Figura 3.3: Evolugao das perturbagoes em 3 para poeira. As condi¢Oes iniciais para os

graficos aamarelo, azul e laranja sao, (zo — 0.1,y0 + 45, Ao — 0.1, By — 0.1), (2o — 0.2, y0 —

e )\0 - 02, B() + 01) e (lL‘O - 03, Yo + 24

107 5, A0 — 0.3, Bp — 0.2) respectivamente.

6A[n], a=50, y =1
— T T

Figura 3.4: Evolugdo das perturbagoes positivas em A\ para poeira, com \g = 1. As
condigoes iniciais para os graficos amarelo, azul e laranja sao, (zo — 0.1,y0 + 3, Ao +
0.1, 60 — Ol), (ilj'o — 02, Yo — %8, )\0 + 02, 60 —+ 01) (§] (33'0 — 03, Yo + 2%, )\0 —+ 03, BO — 02)

respectivamente.

52



6A[n], a=50, y =1
——

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.5: Evolucao das perturbacgoes negativas em A para poeira, com A\g = 1. As
condigbes iniciais para os graficos laranja, azul e amarelo sdo, (rg — 0.1,y + A0 —
0'17 60 - 01)7 ('rO - 02; Yo — :'Li%u )\0 - 027 60 + 01) e (‘TO - 037 Yo + 2%7 >\0 - 037 BO - 02)

respectivamente.

a.2) Radiagdo, v =4/3:

6x[n], =50, y=4/3

0.00 ‘ : .
-o.os_\
-o.1of—
-o.15f—
-o.2of—

00 02 o4 06 08 10

Figura 3.6: Evolucao das perturbagoes em = para radiagdo. As condic¢Oes iniciais para os
graficos azul, laranja e amarelo sao,(z¢ — 0.1,50 + %3, Ao — 0.1, By — 0.1), (2o — 0.2, 50 —

e )\0 - 02, 60 + 01) e (l‘g - 03, Yo + 24

10 iAo — 0.3, 80 — 0.2) respectivamente.
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oy[n], a=50, y=4/3
1.x10718 .

5.x107"°

-5.x107"9

-1.x10""8
0

Figura 3.7: Evolucao das perturbagoes em y para radiacao. As condi¢oes iniciais para os
graficos azul, laranja e amarelo sdo, (zg — 0.1,90 + 2,0 — 0.1, 5y — 0.1), (xo — 0.2, yo —

10°
YoXo—0.2,80+0.1) e (zo — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, Bp — 0.2) respectivamente.

8B[n], a=50, y=4/3

o—————— —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.8: Evolucao das perturbagoes em [ para radiagao. As condic¢oes iniciais para os
graficos aamarelo, azul e laranja sao, (xg — 0.1,y0 + 2, Ao — 0.1, 5o — 0.1), (xo — 0.2, yp —

10°
B0 — 02,60 +0.1) e (xg — 0.3,y0 + 2%, Ao — 0.3, fo — 0.2) respectivamente.

6A[n], a=50, y=4/3

2.5}

2.0 *

1.5 /
: 1 1 1 1 1 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.9: Evolucao das perturbagoes positivas em A para radiagdo, com A\g = 1. As
condigdes iniciais para os graficos azul, laranja e amarelo sdo, (zo — 0.1,y0 + 3, Ao +

0.1, 60 — Ol), (ilj'o — 02, Yo — %8, )\0 + 02, 60 + 01) e (33'0 — 03, Yo + 2%, )\0 + 03, BO — 02)

respectivamente.
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OA[n], a=50, y=4/3
10F—— T T T T T T T T T T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.10: Evolucao das perturbagdes negativas em A\ para radiagdo, com \g = 1.As
condigdes iniciais para os graficos laranja, azul e amarelo sao, (vo — 0.1,y0 + 45, Ao —
0.1, 60 - 01), (I‘O - 02, Yo — %, )\0 - 02, ﬁo + 0].) (S (I‘O — 03, Yo + 2%8, )\0 — 03, 50 — 02)

respectivamente.

Tendo por base as figuras acima, tanto para poeira como para radiagao, é possivel
ver que a variavel x, associada ao inverso do fator de Hubble H, decresce monotoni-
camente, afastando-se do seu valor inicial, préximo ao ponto fixo x = 0. A variavel
relacionada a curvatura do tri-espaco, (3, cresce em médulo para longe de seus valo-
res inciais, proximos a § = —1. Nesse sentido, as perturbacoes destas duas variaveis
se afastam de seus valores iniciais, proximos ao ponto fixo, tais quais as da variavel
A, associada a derivada da fungdo w(¢). Observa-se ainda que as perturbacoes em
y, referentes ao inverso da fun¢do w(¢), permanecem constantes. Esta é a variavel
mais importante para o trabalho, ja que se pretende determinar se w(¢) é capaz de

assumir valores negativos com a evolugao do colapso.

b) Agora o ponto fixo (b), que possui g =0, yo = 0, \g =1, fjp=0ey=1:

ox[n], a=50, y =1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.11: Evolucao das perturbagdes em x para poeira. As condic¢oes iniciais para os
grificos azul, amarelo e laranja sao, (vo — 0.1,y0 + %, Ao — 0.1, By — 0.1), (20 — 0.2, 30 —

YoXo—0.2,8 —0.2) e (o — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.
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6y[n], a=50, y=1

1.x107"8

5.x107"°

-5.x107"9

-1.x107"8 : ‘ s
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.12: Evolugao das perturbagoes em y para poeira. As condig¢oes iniciais para os

graficos azul, laranja e amarelo sdo, (zo — 0.1,0 + ¥, X0 — 0.1, By — 0.1), (w0 — 0.2,y —

%X — 02,8 —0.2) e (wo — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.

8B[n], a=50, y=1
0.00f

_0'05_/
-0.10

-0.15

-0.20

-0.251

-0.30 El

Figura 3.13: Evolucao das perturbagoes negativas em 3 para poeira. As condic¢oes iniciais

para os grificos laranja, azul e amarelo sdo,(zo — 0.1,90 + 45, X0 — 0.1, 3o — 0.1), (2o —

0.2,50 — %, A0 — 0.2, 60 — 0.2) e (w9 — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.

6B[n], a=50, y=1

Figura 3.14: Evolucao das perturbagoes positivas em [ para poeira. As condic¢Oes iniciais
para os graficos laranja, azul e amarelo sao, (xo — 0.1,50 + %, Ao — 0.1, 3y + 0.1), (w0 —

0.2,50 — %, A0 — 0.2, 60 +0.2) e (vg — 0.3,y0 + 2%, Ao — 0.3, By + 0.3) respectivamente.
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6A[n], a=50, y =1

Figura 3.15: Evolucao das perturbacoes positivas em A\ para poeira, com Ag = 1. As
condigdes iniciais para os graficos azul, laranja e amarelo sdo,(ro — 0.1,30 + 45, Ao +
0.1, 50 = 0.1), (o —0.2,50 — ¥, Ao + 0.2, By — 0.2) e (wg — 0.3, 50 + 2%, Ao + 0.3, 5o — 0.3)
respectivamente.

SA[n], a=50, y=1
————

2.0

o

Il Il Il Il Il Il
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 3.16: Evolugao das perturbacoes negativas em A para poeira, com g = 1. As
condigbes iniciais para os graficos laranja, azul e amarelo sdo, (rg — 0.1,y + B0 —
0.1, 60 — 01), (33'0 — 02, Yo — ?{%, )\0 — 02, 50 — 02) (S (l’o — 03, Yo + 2%, )\0 — 03, ﬁo — 03)
respectivamente.

¢) E por tltimo o ponto fixo (c¢), que possui g =0, 50 — 0, \g =1, o =0e v =4/3:
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ox[n], a=50, y=4/3

-0.2f .
-04f .

-0.6f

-0.8f
-1.0f

-1.2f

Figura 3.17: Evolucdo das perturbacoes em = para radiagado. As condicOes iniciais para

os graficos azul, laranja e amarelo sdo, (zg —0.1,yo + 2, \g — 0.1, By — 0.1), (o — 0.2, yo —

10°
YoXo—0.2,5)—0.2) e (o — 0.3, 50 + 2%, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.
oy[n], a=50, y=4/3
1.x107"8
5.x107"°
(]
-5.x107"9
-1.x107"8
0 2 4 6 8

Figura 3.18: Evolucao das perturbagoes em y para radiacao. As condigoes iniciais para

os graficos azul, laranja e amarelo sao,(zo — 0.1, 5o + ¥, Ao — 0.1, By — 0.1), (20 — 0.2, 0 —

Yo Xo— 02,80 —0.2) e (wo — 0.3, 50 + 243, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.

6B[n], a=50, y=4/3
0.00F

-opsé
—Ojoé
-045§
-ozoé

-0.25}

-0.30f

Figura 3.19: Evolugao das perturbagoes negativas em [ para radiacdo. As condi¢Oes

iniciais para os gréficos laranja, azul e amarelo sao, (ro — 0.1,y + 45, Ao — 0.1, By — 0.1),

(£0—0.2,90— %, 20— 0.2, 8y —0.2) e (20— 0.3, y0+2%, Ao — 0.3, By — 0.3) respectivamente.
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6p[n], a=50, y=4/3
——
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Figura 3.20: Evolucao das perturbagoes positivas em [ para poeira. As condic¢Oes iniciais
para os graficos laranja, azul e amarelo sao, (xo — 0.1,50 + %, Ao — 0.1, 3y +0.1), (2 —

0.2,90 — 4%, A0 — 0.2, 80 +0.2) e (x0 — 0.3, 90 + 2%, Ao — 0.3, By + 0.3) respectivamente.

SA[n], a=50, y=4/3

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.21: Evolucao das perturbacgoes positivas em A para radiacao, com \g = 1. As

condigdes iniciais para os graficos azul, laranja e amarelo sdo,(vo — 0.1,30 + ¥, Ao +

O.]_, 60 - O].), (.I‘() - 02, Yo — “n /\() + 02, ,80 - 02) (S (IO - 03, Yo + 2%7 )\0 + 03, BO - 03)

10
respectivamente.
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SA[n], a=50, y=4/3
———

10; 4

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.22: Evolucao das perturbacoes negativas em A para radiagao, com \g = 1. As
condigdes iniciais para os gréficos laranja, azul e amarelo sdo, (zo — 0.1, + %5, Ao —
0.1, 60 — 01), (370 — 02, Yo — %, )\0 — 02, ﬁo — 02) e (IO — 03, Yo + 2%, )\0 — 03, BO - 03)
respectivamente.

Ao contrario dos pontos fixos anteriores, para este ponto fixo, as se¢oes do tri-espaco
sao planas, k = 0, de forma que os valores iniciais das perturbagoes da variavel 3
sao proximos a 5y = 0. Para cada um dos valores iniciais, nota-se que o sistema
tende a evoluir para 8 = 0. Por este motivo, verifica-se que 3 = 0 é estavel, o que
contrasta com casos anteriores (a.1) e (a.2), nos quais se observa um comportamento
instavel para . As perturbagbes para x, y e A, mantiveram seus comportamentos

anteriores. Para simular essas perturbacoes foi utilizado o valor de yo = 1072,

Diante dos graficos e comentarios anteriores, é possivel resumir os comportamentos

das variaveis da seguinte forma:

e Varidvel x:

x = 0 ¢é instavel para cada um dos pontos fixos, ou seja, as perturbagoes se afastam

de )
T = Hiqb =0 = ¢=0.

Este resultado é diferente daquele encontrado no artigo [44]. Para o caso do colapso
gravitacional, o fato de x afastar de zero, implica que se esta saindo da Relatividade
Geral, j& que nesta ¢ = 0. O resultado encontrado no artigo citado acima é o de
que o sistema evolui de volta para o valor em que x = 0. Ou seja, o sistema evolui
para a Relatividade Geral. O cenério estudado no referido artigo, no entanto, é um
cenario cosmologico de um universo em expansao, no qual a definicdo da variavel
n é a inversa aquela de (3.47). Para os autores, conforme o tempo cresce o fator
de escala também cresce. Desta forma, se os autores considerarem um universo em
contragao anterior ao periodo de expansao, o resultado encontrado sera diferente do

trabalho [44].
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e Variavel 3:
O estudo para essa varidvel também é diferente do artigo [44], j4 que os autores
consideraram apenas o caso de uma métrica de FLRW plana. Para o caso em que
perturbou-se o ponto fixo 5y = —1, tem-se que as perturbagoes crescem monotonica-
mente em moédulo para longe de seus valores inciais. Para 5y = 0, ha dois resultados
consistentes para os dois tipos de perturbagao, uma positiva e outra negativa. Para
ambas perturbacoes 5 = 0 é um atrator, que é um resultado esperado, tendo em
vista que quando se inicia com um universo plano, as perturbagoes de curvatura

devem desaparecer para os dois casos.

e Variavel \:

Em todos os casos, as perturbacoes em A crescem monotonicamente.

e Variavel y:
E o resultado mais importante para o modelo, uma vez que as suas perturbagoes
se mantiveram constantes e proximas a 0. O motivo para elas estarem em valores
diferentes de 0 é uma questao numérica: nao se pode colocar diretamente yy = 0 de-
vido & estrutura das equagoes (3.58) e (3.61), nas quais y, aparece no denominador.
E preciso, adicionalmente, destacar que w(¢) tende a infinito, portanto, yo tende
a 0 . A razao pela qual seu valor é constante pode ser vista a partir da equacao
(3.59). Esta é a equacao de evolucao da perturbagdo em y e, como se pode ver,
ela é proporcional ao valor de seu ponto fixo yo. Sendo assim, ao se definir um
valor inicial de dy(0) préximo a yo, faz com que as perturbagoes em y, permanecam
fixas em seus valores iniciais durante todo o colapso, e assim o valor inicial de y
nao serd alterado. Como o modelo exposto neste trabalho se inicia com w(¢) — oo,
sua tendéncia apds uma pequena perturbacao é de manter-se num valor préximo de

w(¢) — oo, desse modo, permanecera positivo durante o colapso.

Como consequéncia, conclui-se que, a partir desta andlise de pontos fixos, a funcao
w(¢) se mantém positiva durante o colapso. Conforme colocado anteriormente, o seu sinal
positivo contribui para a ndo existéncia de pontos de retorno na equagao (3.46), ndo sendo

possivel evitar a singularidade final para k =0e k = —1.

Para o caso em que as sec¢oes do tri-espaco sao fechadas, kK = 1, o sistema de equagoes
(3.48-3.51) nao possui um ponto fixo com § > 0e 1 < < 4/3. Desta forma, nao se pode
utilizar a abordagem anterior para garantir a impossibilidade de se ocorrer um ricochete,
evitando, assim, a singularidade. Retornando-se as analises das equagoes de movimento,

tem-se para k =1

i ad  w(@) '  pm 1
Eaot 6 6t @ (3.62)
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Escrevendo a equagao (3.42) da seguinte maneira,
3 —
e L
onde,
B(t) = \/ﬁ l / dt? 0&—;&-337) + cte.] (3.65)

e substituindo-a em (3.62),

pode-

12 B2(t 1B(t 1
a’>  3¢pa®  6¢% af opa* a?

se tirar algumas conclusoes:

No caso em que w(¢) > 0, o termo

w B(t)
692 af

tem como méaximo de contribuicdo, um comportamento tipo de matéria dura.

O termo
B aB(t)
pat

¢é positivo, ja que a < 0, desta forma ele também contribui para alcangar a singula-

ridade em a = 0.

O termo de matéria ordinaria
£o
3pa®y

como ja sabemos, é positivo e, como se esta tratando de fluidos perfeitos, nao é

capaz de evitar o colapso.

Desse modo, o tnico termo que poderia evitar a singularidade final é proveniente

do termo de curvatura .

a?
que é negativo para k = +1. No inicio, tem-se Relatividade Geral, e a equagao de
Friedmann (3.37) pode ser escrita como,

w1
L (3.67)

“ 3¢ af
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No entanto, como HZ > 0, inicialmente, tem-se
(3.68)

Observa-se que o termo da densidade de matéria é maior que o termo de curvatura,
inicialmente, e com a evolugao do sistema o termo de curvatura nunca podera ser

maior que as outras contribuicoes, ja que todas elas sao positivas, contanto que

w(¢) >0,
1 w B%(t) 0o aB(t)
@ 62 @ | 3¢am  gat (369

Para mostrarmos a incapacidade de se evitar a singularidade, portanto, deve-se

mostrar que o sinal da func¢do w(¢) é sempre positivo durante o colapso.

Ao contrario dos casos kK = 0,—1, nao foi identificado um argumento conclusivo a
discussdo a respeito do sinal de w(¢) para k = 1. Nesse sentido, serd apresentada uma

discussao a respeito do comportamento da fungao no inicio do colapso.

Considerando a equacao de movimento para o campo escalar

oi(0) _,
2w+3

G430 — 51— 3)pul + (3.70)

no comeco do colapso, onde se encontra na Relatividade Geral, pode-se argumentar que

9] < (3.71)

ad
g
Ou seja, o termo de friccdo da equagdao (3.70) é muito maior que o termo de segunda
derivada do campo escalar, de forma andloga ao encontrado na situagao de slow-roll na
teoria de inflagdo da cosmologia. Desta maneira, desconsidera-se o primeiro termo de
(3.70). Além disso, wy >> 1, o que permite desconsiderar o terceiro termo da mesma
equagao, uma vez que todas as outras grandezas neste momento sao finitas e menores que
o denominador. Como resultado tem-se:
w
2w+ 3

a
~—3— 3.72
- (372)
onde o termo do lado direito é sempre positivo durante a contracao.

A partir de (3.72) observa-se que, incialmente, a derivada temporal da func¢do w(¢)
é positiva. Em razao disso, a funcao devera aumentar ainda mais seu valor inicial,
mantendo-se ainda mais proxima de seu valor na Relatividade Geral, contribuindo mais

intensamente para o colapso. Conforme exposto, na equagdao de Friedmann modificada
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(3.66), a tinica possibilidade de se evitar a singularidade final, é caso o termo da funcao de
acoplamento do termo cinético w(¢) assuma valores negativos. A mesma funcao, todavia,
inicia-se ja em crescimento tendendo ainda mais para infinito, o que, por consequéncia,
dificultara a mesma assumir valores negativos. Esta discussao nao se propde a ser uma
prova final para & = 1. Porém, cabe argumentar que este comportamento inicial da

funcao pode ser um indicio de que sua tendéncia nao seja diferente dos casos anteriores
de k=0,—1.
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Capitulo 4

Conclusao

4.1 Conclusao e Perspectivas:

Nessa dissertacao estudou-se a viabilidade de um modelo de colapso gravitacional que
evite a singularidade, através de uma teoria modificada de gravitacao sujeita a determi-
nadas condigoes iniciais. H4 na literatura [8] modelos que evitam o colapso gravitacional
por meio de correcoes quanticas, a maioria destes modelos é proveniente da teoria de
gravitacao quantica conhecida como Loop Quantum Gravity. O trabalho, primeiramente,
focou na ideia de se obter um ricochete para o caso de um colapso gravitacional. A ins-
piracao para isso veio de modelos cosmoldgicos onde o universo é nao-singluar. Tais mode-
los nao-singulares existem na literatura para Teorias Escalares Tensoriais e de Brans-Dicke
como as solugoes [17,22,47], no entanto, estes modelos sdo em teorias que nao apresentam
em sua evolucdo nenhum regime de Relatividade Geral. Buscou-se, nesta dissertacao,
identificar se havia, ou nao, dada condicao inicial da Relatividade Geral, a possibilidade
da teoria evoluir para uma teoria extendida de gravitagao, no caso Brans-Dicke Extendida,
e assim evitar a singularidade. Esta possibilidade, entretanto, nao se concretizou para os
casos em que se tem segoes do tri-espago com £ = 0,—1. J4 para o caso k = 1, obteve-

se apenas indicios deste comportamento, sem que fosse possivel fechar um argumento final.

Um resultado interessante da Relatividade Geral que condiciona a existéncia de um
ricochete cosmoldgico, é o de [41], onde se argumenta nao ser possivel termos um ricochete
apenas com a presenca de fluidos perfeitos. Desta forma, pode-se tragar um paralelo com
a necessidade apresentada neste trabalho, de se ter a fungao w(¢) assumindo valores ne-
gativos, com o argumento presente no referido artigo. Caso esta funcao tivesse um sinal
negativo, o campo escalar teria densidade de energia negativa, e poderia funcionar como
o fluido que causaria o ricochete. Portanto, ao invés de haver a contribui¢ao de matéria
dura, como apontou-se no capitulo anterior, teria-se uma contribuicado de um fluido com

densidade de energia negativa, sendo assim possivel a equacao (3.46) possuir pontos de
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retorno.

Um caminho futuro para o trabalho ¢é a introdu¢ao de um termo de potencial na agao
da Brans-Dicke Extendida. No estudo citado anteriormente [44], os autores realizam uma,
andlise de sistemas dinamicos na presenca de um potencial lei de poténcia. A escolha
para um potencial deste tipo é motivada pelo tratamento utilizado por eles através da
introducao de novas variaveis dinamicas. A ideia para o prosseguimento da presente dis-
sertagdo é desenvolver uma andalise proxima a dos autores de [44] s6 que para o caso de

um colapso gravitacional e com k arbitrario.

Nesse trabalho foi utilizado somente um cenario de gravitacdo modificada, ou seja,
nao se introduziu nenhum mecanismo dinamico a mais, fora a adicdo de um campo es-
calar. Uma possibilidade futura seria o acréscimo de mecanismos que pudessem trocar
o sinal do termo de w(¢) em (3.46). Mecanismos de screening [11,30], como modelos
de chameleons [31,32] e symmetrons [25], se encaixariam bem nesse propdsito, pois sdo
frequentemente utilizados na literatura, principalmente no contexto de estudar Energia
Escura. FEstes mecanismos sao introduzidos no Referencial de Einstein, isto é, no re-
ferencial onde se tem acoplamento minimo entre o campo escalar e a métrica, mas o
acoplamento com a matéria depende de uma funcao arbitraria do campo escalar. O me-
canismo de chameleons, por exemplo, opera sempre quando um campo escalar se acopla
com a matéria de maneira nao trivial, e assim a sua massa efetiva acaba dependendo da
densidade local de matéria. Portanto é interessante estudarmos o sinal que a fun¢ao w(¢)

pode assumir neste cenario.
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