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RESUMO

A cosmologia moderna utiliza-se de medidas cada vez mais precisas de observaveis cosmo-
l6gicos. Dada essa precisdo cada vez maior nas medidas, observou-se nos ultimos anos uma
crescente tensdo em alguns parametros cosmoldgicos, como € o caso da constante de Hubble
Hy, no qual medidas em baixos redshift diferem em até 4.40 de medidas em altos redshift uti-
lizando Radia¢do Césmica de Fundo. Considerando que recentemente realizamos as primeiras
deteccoes de ondas gravitacionais, que se mostraram como mais um meio de explorar o universo
de maneira independente. A presente dissertagdo busca utilizar dados atuais de Supernovas Tipo
Ia e de Oscilacdes Acusticas de Barions atrelado a dados simulados do futuro detector de ondas
gravitacionais Einstein Telescope para restringir diferentes modelos cosmoldgicos e mensurar o
impacto que 1000 detec¢des de Sirenes Padrdes sob os parametros cosmoldgicos. Analisamos
quatro modelos cosmoldgicos, onde primeiramente utilizamos o modelo AC'D M com curvatura
livre e obtivemos os seguintes bestfit dos pardmetros Q2 = 0.030570 072 Q) = 0.6697( 10 €

Q= 0.301700105. Em seguida utilizamos um universo plano no qual a constante w da equa-
cdo de estado da energia escura ndo estd fixa, denominado wC' DM e obtivemos os seguintes
bestfit dos parimetros €2, = 0.30170011, e w = —0.9741303%3. No terceiro modelo utilizamos
um universo plano onde consideramos a energia escura dinamica descrito pela parametriza-
¢do CPL (CHEVALLIER; POLARSKI, 2001) e obtivemos os seguintes bestfit dos parametros
Q= 0301700133, wo = —0.9697002%% € w, = —0.03397021. Por fim utilizamos um modelo
de gravitacdo de Horndeski com parametrizacao proporcional ao fator de escala do universo e
obtivemos os seguintes resultados €2, = 0.307700078 ap = 0.169771* e ay = 1.657,25.
Em média obtivemos um ganho de precisdo considerdvel de 44% ao 1nclu1r os dados simula-
dos de ondas gravitacionais aos trés primeiros modelos cosmoldgicos. Porém ndo obtivemos
uma restri¢io consistente nos parametros ay; = 1.657033 e ap = 0.169771* em nossa anélise

utilizando a parametrizacdo proporcional ao fator de escala.

Palavras-chave: Cosmologia, Einstein Telescope, Horndeski, Ondas Gravitacionais.



ABSTRACT

Modern cosmology uses increasingly accurate measurements of cosmological observables. Con-
sidering the increasing precision in the measurements, we have observed in recent years an
increasing tension in some parameters, such as the Hubble constant that differs by 4.40 from
measurements at high redshifts using CMB and low redshifts using Type Ia Supernova. This dis-
sertation seeks to use current Type [a Supernova and Baryon Acoustic Oscillation data coupled
with simulated data from the future gravitational wave detector Einstein Telescope to constrain
different cosmological models and measure the impact of 1000 Standard Siren detections on
cosmological parameters. We analyzed four cosmological models, starting with AC DM with
undefined curvature and we obtained the following bestif of the parameters 2 = 0.03050 0573,
Qp = 0.669700792 e Q,, = 0.30170010). Next, we use a flat universe in which the constant w
of the dark energy equation of state is not fixed, called wC' DM and we got the following best-
fit of the parameters €2, = 0.301700], and w = —0.974705. In the third model we use
a flat universe where we consider the dynamic dark energy described by the CPL parameteri-
zation (CHEVALLIER; POLARSKI, 2001) and we got the following bestfit of the parameters
Q= 0.301700153, wo = —0.969002%* and w, = —0.033975-31°. Finally, we used a Horndeski
gravitation model with parameterization proportional to the scale factor of the universe and we
obtained the following results €, = 0.307 0007, ap = 0.169777* e ap = 1.6573;. On
average, we obtained a considerable accuracy gain of 44% by including the simulated gravitati-
onal wave data in the first three cosmological models. However, we did not obtain a consistent
constraints on the parameters oy, = 1.657)3; and ap = 0.16973 in our analysis using the

parameterization proportional to the scale factor.

Keywords: Cosmology, Einstein Telescope, Horndeski, gravitational waves.
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INTRODUCAO

A cosmologia é o estudo do universo como um todo. Incluindo sua historia, evolugdo,
composicdo e dinamica. A ferramenta tedrica para explora-lo € a teoria da relatividade geral. A
qual descreve a gravitacdo como a estrutura métrica do espago-tempo que por sua vez determina
o movimento da matéria. Dada que as fontes dessas deformagdes sdo atribuidos a propria
matéria e energia podemos dizer que a matéria diz como o espaco se curva e o espaco diz como
a matéria se move.

Quando a relatividade geral foi desenvolvida, Albert Einstein precisou formular uma teoria
geométrica da gravitacdo, focando na invariancia das leis fisicas. Esta relacao é matematica-
mente descrita através das equagdes de Einstein. Como a relatividade geral é uma teoria de
campos classicos as equagdes de Einstein podem ser obtidas através da variacdo da acdo de
Einstein Hilbert.

A relatividade geral marcou o inicio da cosmologia moderna. Pois a gravitacdo Newtoni-
ana gera cendrios inconsistentes ao descrever fendmenos gravitacionais como por exemplo a
orbita de Mercurio (EINSTEIN, 1915). A relatividade geral também foi capaz de prever novos
fendmenos em relacdo a teoria de gravitacio Newtoniana, como por exemplo a deflexdo da luz
devido o campo gravitacional do sol, fendmeno este que foi comprovado em 1919 (DYSON;
EDDINGTON; DAVIDSON, 1920). Atualmente este fendmeno pode ser observado em lentes
gravitacionais que sdo usadas para detectar exoplanetas (BOND et al., 2004) e também estimar
as componentes do universo (TAYLOR et al., 2012).

No decorrer dos tultimos anos, devido ao avango tecnolégico nas técnicas de medidas, foi
possivel observar fendmenos como a radiacao césmica de fundo (H.DICKE et al., 1965) (DUR-
RER, 2015) e o afastamento das galdxias ao nosso redor (HUBBLE, 1929a) detectado através
do desvio para o vermelho das linhas espectrais dos elementos quimicos constituintes dessas ga-
l4xias, esse afastamento foi atribuido a expansdo do universo. Todos esses fendmenos puderam
ser descritos pela relatividade geral, provando a abrangéncia da teoria. Estas medidas também
nos proporcionaram um conhecimento muito maior da histéria do cosmos e sua composicao.

A expansio acelerada do universo foi atribuida a uma componente desconhecida, denomi-
nada energia escura que corresponde a 68% do universo. Porém, experimentos mais recentes
que medem a taxa de aceleracdo atual do universo, parametro de Hubble nos dias atuais (Hy),
mostram que ao medi-lo para supernovas tipo la obtemos 74.03 = 1.42kms~'Mpc~! (RIESS et
al., 2019a) e ao calcularmos H, baseado nas medidas da radia¢do césmica de fundo, obtemos
67.36 &= 0.54kms~ ' Mpc~' (COLLABORATION, 2018). Isso gera uma tensio de mais de 4.40

entre as medidas.
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Figura 1 — Figura que representa a evolucio do universo desde a singularidade inicial até os
dias atuais. Fonte: NASA/WMAP Science Team.

Com isso podemos supor a existéncia de uma fisica desconhecida que nao é explicada
pela relatividade geral. Visando explicar a fisica por trds deste fendmeno foram utilizados
modelos de gravitacdo modificada que incluem campos escalares dindmicos que sdo respon-
saveis pela expansdao do universo, como por exemplo, quintesséncia (WETTERICH, 1988),
k-esséncia (AMENDARIZ-PICON; MUKHANOV; STEINHARDT, 2001) e Teoria de Brans-
Dicke (BRANS; DICKE, 1961) que sao exemplos de teorias escalar tensoriais. A teoria mais
geral que produz equagdes de segunda ordem e ndo sofre de instabilidades de Ostrogradsky
¢ a teoria de Horndeski (HORNDESKI, 1974), (BELLINI; SAWICKI, 2014), (KOBAYASH]I,
2019).

Em 2015 ocorreu a primeira detec¢ao de ondas gravitacionais observadas pela colaboragdo
LIGO e Virgo (ABBOTT et al., 2016). Utilizando tais detec¢cdes podemos explorar o universo
através de uma nova perspectiva pois teremos medidas independentes das ondas eletromagnéti-
cas. Assim como o fisico Bernard Schutz previu em 1986 (SCHUTZ, 1986) podemos estimar
precisamente a taxa de expansao do universo utilizando ondas gravitacionais.

Com a detec¢do da onda gravitacional GW 170817 (ABBOTT et al., 2017) ocorrida em 2017
foi possivel estimar o parametro de Hubble gracas a sua contraparte eletromagnética. Conforme
observamos na figura 2 a estimativa de H através dos dados obtidos por supernovas e a radiacao
cosmica de fundo sdo significativamente mais precisas que a estimativa gerada por apenas uma
onda gravitacional. Porém, nos préximos anos devemos detectar novos eventos com 0s atuais
interferometros e projetos em desenvolvimento como o Einstein Telescope (MAGGIORE et al.,
2020b) e o LISA (NASA, 2020). Com estas colaboracdes serd possivel observar eventos mais
distantes e em diferentes frequéncias.

Tais medidas independentes proporcionarao um excelente instrumento de verificacdo de te-

orias de gravitacdo modificada assim como serdo aplicadas a restricao de parametros do modelo
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Figura 2 — Valor estimado de Hy = 70.073% kms~'Mpc~' devido a onda gravitacional
GW170817 em relacdo aos valores obtidos pelo Planck (ADE et al., 2016) e o
SHoES (RIESS et al., 2016). A linha tracejada representa o intervalo de confianga
de 20 e a pontilhada 1. Fonte: (ABBOTT et al., 2017)

ACDM. Nessa dissertagao foi realizado uma simulagio de dados obtidos pelo Einstein Teles-
cope e verificado o impacto que esses dados geram na restricao de parametros cosmologicos de
diferentes modelos.

No capitulo 1 € realizado uma revisao do modelo padrdo da cosmologia, como as carac-
teristicas da métrica de Friedmann Lemaitre Robertson Walker (FRLW) assim como equagdes
dinamicas dessa métrica. Também € abordado os conceitos de distancias cosmoldgicos, princi-
pais constituintes do universo e seu comportamento durante a evolu¢do césmica. Exploramos o
conceito de perturbacdes lineares na estrutura geométrica do universo, o que sao as Oscilagdes
Acusticas de Barions e como sdo realizadas medidas utilizando Supernovas tipo Ia.

No capitulo 2 abordamos as possibilidades de desenvolver modelos de gravitacdo modifi-
cada. Primeiramente obtemos as equacdes de Einstein através da Acdo de Einstein-Hilbert e
assim apresentar a Lagrangiana de Horndeski e a interpretacao fisica das suas fungdes livres.

No capitulo 3 € apresentado o conceito de estatistica de Bayes junto com a nocao de fungdo
de verossimilhan¢a e do método de Monte Carlo Markov Chain para estimar pardmetros em
modelos.

No capitulo 4 definimos o que € uma Sirene Padrao e como podemos realizar medidas
cosmoldgicas através das ondas gravitacionais geradas por esses objetos. Também descrevemos
as caracteristicas do Einstein Telescope e como foi realizado a simulacao dos seus futuros dados.

No capitulo 5 analisamos os resultados da implementagao desses dados simulados do Eins-

tein Telescope na restricao de parametros de diferentes modelos cosmolégicos.
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1 MODELO PADRAO DA COSMOLOGIA

O modelo fisico mais utilizado e aceito pela comunidade cientifica para descrever o universo
e sua evolucdo é o modelo AC' DM, que dado a sua ampla utilizagdo também € conhecido como
simplesmente Modelo Padrao da Cosmologia. Suas siglas representam algumas caracteristicas
fundamentais do mesmo. A letra grega A representa a constante cosmolégica e C' DM € a sigla
em inglés para Matéria Escura Fria (Cold Dark Matter). O adjetivo "fria"implica em velocidades
ndo relativisticas e sem colisdes.

A adocdo desse modelo deve-se a ampla concordincia que o0 mesmo tem com medidas
cosmoldgicas, como a expansao do universo (HUBBLE, 1929b), a radia¢do césmica de fundo
(Penzias; Wilson, 1965a) e suas anisotropias e polarizacdo (Kofman; Gnedin; Bahcall, 1993) ,
abundancias dos elementos quimicos (HARWIT; SPAANS, 2003) e estruturas de larga escala
(York et al., 2000). Porém o Modelo Padrao da Cosmologia inclui elementos que ndo existem
no Modelo Padrio da Fisica de Particula (GAILLARD; GRANNIS; SCIULLI, 1999). Sao esses
a Matéria Escura e Energia Escura ou Constante Cosmoldgica, além do mecanismo gerador de
pequenas perturbacdes no universo primordial, o qual € comumente descrito pelo paradigma
dos modelos inflaciondrios.

O Modelo Padrao da cosmologia baseia-se no Principio Cosmolégico ou Principio de Co-
pérnico. O qual afirma que ndo vivemos em um lugar privilegiado do universo. Como a radiagdo
césmica de fundo € isotrépica, apresentando variacdes em uma parte em cada 10° (ADAM et
al., 2016), é razoavel que também seja homogénea.

A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, abreviada como FLRW, descreve muito
bem esse modelo de universo homogéneo e isotrpico. Esta idealizagdo pode ser chamado de
fundo cosmoldgico. Com ele podemos calcular distancias cosmoldgicas, a taxa de expansao do
universo, sua idade, assim como abundancias primordiais de elementos leves.

Entretanto devemos considerar algumas perturbacdes nesse fundo cosmoldgico pois o uni-
verso apresenta inomogeneidades que podem ser observadas em estruturas como galéxias, es-
trelas e planetas. Por isso torna-se necessdrio a introducao de pequenas perturbagcdes na métrica

de fundo para obtermos um modelo cosmoldgico mais condicente com as medidas.

1.1 Principio cosmolégico

O Principio Cosmolégico definido por Edward A. Milne pode ser visto como uma extensao
do Principio da Relatividade (EINSTEIN, 1905) que diz que as leis da Fisica sao independentes
do sistema de referéncia adotado. Logo, tais leis devem ser expressas da mesma forma em todos
os referenciais inerciais. Em meados dos anos de 1930 Edward A. Milne definiu que a estrutura
do Universo em largas escalas, maiores que 100 Mpc, deve ser a mesma para observadores
em diferentes referenciais em relacdo ao fluido césmico (MILNE, 1935). Logo, em grandes

escalas, nosso Universo € homogéneo e isotrpico.
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E importante considerar que o Principio Cosmoldgico requer que o universo seja isotrépico
visto de qualquer posicdo. Isto automaticamente nos leva a um Universo homogéneo. Porém a
homogeneidade em todos os pontos nao leva a isotropia do Universo.

Observe a figura 3 onde as linhas podem representar uma distribuicdo de estruturas em larga
escala do Universo. No lado esquerdo temos um Universo homogéneo para os dois pontos A e
B, porém ndo isotrépico. No lado direito temos um Universo isotropico para o ponto A e nao
para o ponto B. Mas como ndo temos distingdo entre 0s pontos, necessariamente 0 universo

também deve ser homogéneo.

w

*°B

5

Figura 3 — Exemplo de um Universo puramente homogéneo (esquerda) e um puramente iso-
tropico em relagdo ao ponto A (direita).

Esta definicdo aliada a descoberta de Edwin Hubble em 1929 (HUBBLE, 1929b) na qual
foi observado o distanciamento das galdxias em relacdo a nossa, implica que o Universo como
um todo estd em expansao e que ndo existe um centro no qual todas as galdxias se afastam.

Dado que a Relatividade Geral € utilizada na obten¢do das equacdes da Cosmologia. Preci-
samos transcrever o principio cosmoldgico em termos relativisticos. De forma que neste cendrio
um experimento cientifico apresente os mesmos resultados independentemente da posi¢ao e di-
recdo do aparato experimental. Esta descri¢do relativistica de um universo homogéneo e isotro-
pico € dada pela métrica de FLRW cujo nome € a abreviacao dos nomes dos cientistas Alexander
Friedmann, Georges Lemaitre, Howard P. Robertson e Arthur Geoffrey Walker que a obtiveram
de forma independente ao longo das décadas de 1920 e 1930 ((FRIEDMAN, 1922),(FRIED-
MANN, 1924),(Lemaitre, 1927), (Lemaitre, 1937),(ROBERTSON, 1935),(WALKER, 1937)).

1.2 Meétrica de Friedmann Lemaitre Robertson Walker

Na relatividade geral o espaco e o tempo nao podem ser tratados separadamente. Entdo
chamamos essa nova entidade matematica de espaco-tempo a qual codifica as caracteristicas
geométricas curvando-se de determinada forma dada a distribuicao de matéria e energia. Essa
relacdo pode ser vista nas equacdes de Einstein. Para medirmos a distancia entre dois pontos
nesse espago-tempo precisamos utilizar o conceito de métrica.

Rigorosamente, a métrica fornece a distincia fisica entre dois pontos infinitesimalmente

préximos em um determinado sistema de coordenadas.
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O conceito de métrica é comumente utilizado em célculos puramente espaciais. Considere
um sistema Cartesiano bidimensional (z,y) onde a distancia entre dois pontos infinitesimal-
mente préximos € dada pela soma (dz)? + (dy)?. Ao assumirmos que o sistema de coordenadas
¢ um sistema polar (r,6) temos que a distdncia infinitesimal entre dois pontos é dada por:
(dr)* + r?(df)>.

Devemos observar que a distancia é a mesma independente do sistema de coordenadas.

Para o espaco-tempo em quatro dimensdes temos que a distincia invariante pode ser escrita

da seguinte maneira,

3
ds® = Z Gudatdz”, (1.1)

p,v=0
onde g, € a métrica e os indices ;1 € v assumem valores entre 0 € 3 no qual sempre o indice
zero € reservado para a componente temporal.

As caracteristicas do modelo AC'DM impdem algumas restrices a métrica desejada. A
isotropia implica que o tnico movimento possivel € uma expansao global ou contracdo da parte
espacial. A homogeneidade implica que a métrica deve ser independente da posicao.

Dada essas exigéncias temos que o espaco Riemanniano que atende esses requisitos é dado

pelo elemento de linha,

dr?

2_ 2
dl” = a*(t) T

+ r*(df? + sin® 0dp?) (1.2)

onde a(t) é o fator de escala do universo e x é uma constante que pode assumir os valores
—1,0, 1 e os seus valores estdo atrelados a curvatura desse espaco.

Para ajudar na visualizacdo adotamos uma representa¢do bidimensional de um espaco rie-
manniano para cada uma das possiveis curvaturas. Sobre cada uma das variedades foi tragado
um tridngulo equildtero em sua superficie. Na superficie de curvatura nula temos que a soma
dos angulos internos € igual a 7 ja na curvatura positiva a soma desses angulos é maior que T,

e para a curvatura negativa a soma ¢ menor que .

Curvatura Positiva Curvatura Negativa Curvatura Nula

Figura 4 — Representacdo bidimensional das curvaturas homogéneas do universo. Em todos
os casos um triangulo equilatero é mapeado sobre a superficie com objetivo de
demonstrar as trajetérias em cada uma das curvaturas.
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Ao incluirmos esse espago tridimensional dentro de uma estrutura espago-temporal de qua-

tro dimensodes, obtemos a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,

2
+ 1r2(d6* + sen*0d¢?) (1.3)

dr
2 2 2
ds® = —di* + a (t)[l S

Visando facilitar a escrita da métrica faremos as seguintes mudancgas de varidveis r = sin x

sek=1,r=yxsek=0er =sinhysek = —1, e obter

ds* = —dt* + a*(t)[dx* + S*(x)(d6* + sin® 0d¢?)] (1.4)
onde a fung¢do S(x), é dada por,

sin(x) se k=+I1
S0 =9 x se k=0 (1.5)
sinh(x) se k=-—1

Também podemos realizar uma mudancga de varidvel temporal para o tempo conforme defi-

nido por,
dt?
dn(t)* = 1.6
n(t) R (1.6)

Assim podemos reescrever a métrica de FLRW em termos de x e 7,

ds* = a*(n)[—dn* + dx* + S*(x)(d6* + sen*0d¢?)] (1.7)

1.3 Equacoes dinamicas

A dindmica do modelo AC'DM aparece ao incluirmos a métrica de FLRW na equacdo de
Einstein,
G = 81T, — g\ (1.8)
onde 7}, € o tensor de energia momento de um fluido perfeito e A € a constante cosmoldgica.

Lembrando que o tensor métrico na sua forma covariante € escrito como,

—1 0 0 0
(1 .
G = 1-— KJTZ (19)
0 0 r2a*(t) 0
0 0 0  ra®(t)sin’@
Ja a métrica na sua forma contravariante ¢ dada pela inversa da matriz 1.9,
—1 0 0 0
1 _ 2
0 M 0
# a*(t) 1.10
4 — 1 .
g 0 0 0 (1.10)
r2a?(t)
1
0 0 0
r2a2(t) sin’ 0
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Com a métrica definida, podemos calcular os simbolos de Christoffel,

1
FZ = ngj(aﬁgau + aagﬁu - al/QaB)y (111)

em que as componentes ndo nulas estdo listadas abaixo,

( aa

Y = T— 2 1Y, = r?aa ‘Fg3 = r2aasin® 0
a
F(l)l = F}o = 1%2 = F%o = F(3)3 = Fgo ~
Kr ‘
Mi=1——> P =1 —r(1 — Kr?) Il = —r(1 — kr?)sin0 (1.12)
F%ZIF%:F%:F%]:; 33 = —cosfsinf
I3, =T3; =cotd

\

onde o ponto indica derivacao total com respeito a coordenada temporal £.
Com os simbolos de Christoffel calculados podemos obter os elementos do tensor de Ricci
por meio da expressao,
_ o a a B a 18
Ry = 01, — 0,15, + T s — gl (1.13)

Os elementos ndo nulos sao,

a
Ry = —3—-
a
ad + 26> + 2k
R = T 2
1 —kr (1.14)

Ry = r?(ad 4 2a* + 2k)
| Fs3 = r?(aid + 242 + 2k) sin?(6)

Com esse resultado podemos calcular o escalar de Ricci,
6 . .
R=—(ad+a" + k) (1.15)
a

Até o momento analisamos apenas as componentes geométricas do espaco-tempo. Porém o
universo € constituido de matéria, radiacdo e outras formas de energia nas quais descrevemos
através do tensor de energia momento. As mesmas hipdteses de homogeneidade e isotropia
espacial no qual utilizamos para obter a métrica de FLRW também afetam o tensor de energia
momento de forma que ele € caracterizado apenas pelos valores médios da densidade de energia
e momento dos elementos que afetem de forma relevante o fundo cosmolégico.

Este tensor pode ser representado como o de um fluido perfeito,

T" = (p + p)uru” + pg"” (1.16)

onde p € a densidade de energia do fluido e p a pressdo, u® é a quadrivelocidade e g"” € a

métrica do espaco-tempo.
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No sistema de coordenadas comével, o observador estd sempre em repouso com respeito
ao fluido cosmolégico. Logo as suas componentes espaciais da quadrivelocidade serdo nulas.

Assim podemos escrever o tensor energia momento da seguinte forma,

—p 000
0 p 0O

I ](jpo' (1.17)
0 00 p

Antes de prosseguirmos para os cdlculos das equacdes de Friedmann devemos observar que
o tensor energia momento de um fluido perfeito satisfaz a seguinte lei de conservacao,

V,.TF = 8,T —T% T +TF T = 0. (1.18)

purT o po v

Calculando os termos para a métrica de FLRW e as derivadas do tensor energia momento

temos a equagao, ‘
a .
35(p+p)+p:0. (1.19)

Na qual representa a conservacdo da energia e momento localmente para este fluido. Tam-
bém podemos pensar nessa equagdo como equagdo de continuidade aplicada a relatividade ge-
ral.

Tendo determinado todos os componentes do tensor de Einstein,

1
G,uzx = R,uu - Eg/,LI/RJ (120)

e também o tensor de energia momento, podemos finalmente utilizar as equagdes de campo de
Einstein para obter as equacdes dinamicas da cosmologia.

Sabendo que a equacao de Einstein é dado por,
G = 81T, + Agp. (1.21)

As tnicas componentes nao nulas dessa equagao sdo as com o mesmo indice devido a mé-

trica ser diagonal. Calculando as componentes temporais temos,

a

. . 2 2
—39+39+3( ) +35 — A =8mp. (1.22)
a a a

a

Assim obtemos a primeira equacao de Friedmann, dada por,

. 2
a 8 A K?
(a) R T (129

Na equacgdo 1.23 o termo do lado esquerdo € conhecido como parametro de Hubble,

H(t) = g (1.24)
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As componentes espaciais da equacdo de Einstein por sua vez fornecem,

i 1[a\’ AR
-+=(-) =—4 - — —. 1.25
a N 2 <a> ™ 2 a? (1.25)
Realizando uma combinagéo linear entre a equagdo 1.23 e 1.25 podemos reescrever a equa-
¢a0 sem o termo 2.
a
a 4 A
- = —— 3 —. 1.26
- 3 (P+30)+ 3 (1.26)

Assim obtemos a segunda equagdo de Friedmann. As duas equacdes de Friedmann sdo as
duas equacdes independentes que determinam a dindmica do fundo cosmolégico do modelo
padrdo.

Definida as equagdes que determinam o comportamento dinamico do fator de escala do
universo. Devemos caracterizar o comportamento evolutivo da matéria e energia que estdo
contidos no mesmo. Para isso utilizaremos a equacao de conservacdo 1.19 aplicada a um fluido

barotrépico que relaciona a densidade de energia e pressdo da seguinte forma,
p=wp (1.27)

onde w € o parametro constante da equacdo de estado. Com isso podemos reescrever a equacao

1.19 como,
3a
p'+;(l+w)p=0, (1.28)
cuja solugdo é,
p o< a3+ (1.29)

E assim o fator w da equacdo de estado caracterizar a evolu¢dao da densidade de energia de

cada um dos constituintes do universo em relacao ao fator de escala.

1.4 Conteudo do universo

O universo € constituido por um conjunto de elementos com diferentes propriedades e ca-
racteristicas. Gracas a equagdo 1.19 podemos descrever a evolugdo da densidade de energia de
cada espécie no decorrer do tempo. E til descrever todas as densidades de energia em uma
mesma unidade. Para isso devemos dividir a densidade de energia de cada espécie s pelo valor

critico de densidade no tempo atual p... Conforme a expressao,

t
q, = Pslt). (1.30)
Per
onde p,., € dado por,
3H?
Por = —2 (1.31)
8

onde H; é o parametro de Hubble atualmente.
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Também podemos escrever o parametro de Hubble em fun¢do das densidades da seguinte

maneira,

Hz(t) —3(14ws -2
H? Zgﬁs[a(t)] U+ 1+ Quela(t)) 2, (1.32)

onde o termo () representa a densidade de curvatura do universo. No modelo AC'DM consi-
deramos o universo com curvatura nula, ou seja, Qi = 0.
Assim podemos escrever a densidade de energia para cada espécie p, em fungdo do fator de

escala da seguinte maneira,
ps(a) = Qspcra_3(l+“’3). (1.33)

Nesta sec@o buscamos caracterizar cada uma das componentes cldssicas da cosmologia pa-
drdo segundo a evolucdo da sua densidade de energia em func¢do do fator de escala. Com isso
vamos comentar de forma resumida sobre a modelagem dessas componentes segundo a sua

equacdo de estado.

* Matéria barionica. A matéria baridnica é constituida por prétons, néutrons e elétrons.
Em escalas césmicas temos a distribui¢do de galdxias e aglomerados de galdxias. Con-
siderando esse conjunto de galdxias como um fluido que percorre o universo observado,
temos que esse fluido se comporta de forma similar a um gés ideal dada a grande separa-

cdo entre as galdxias e sua baixa extensdao em relacdo a escalas cosmoldgicas.

Um resultado da teoria cinética dos gases nos mostra que a relag@o entre a temperatura 7’

e a velocidade quadratica média das particulas do fluido é dada por m (v?) = 3k,T, onde

ky € a constante de Boltzmann. Utilizando tal expressdo podemos reescrever a equacao
de estado para o fluido galactico como,

1 (v?)

~--—-p~0 1.34

PR3P (1.34)

onde ¢? € a velocidade da luz no vécuo. Considerando que as galdxias ndo se movem em

velocidades relativisticas temos que a pressao desse fluido césmico € nula.

Observando a equagdo de conservacdo 1.19 e considerando que a pressao é nula temos

que,
0 [Pba3]
ot

Logo a densidade de energia da matéria baridnica evoluiu de forma inversamente propor-

=0 (1.35)

cional ao fator de escala elevado ao cubo,
Py X a3, (1.36)

refletindo a expansdo do volume.

Dada a equacgdo 1.36 concluimos que a constante w da equacdo de estado para a matéria

baridnica € nula.
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A matéria baridnica é conhecida como matéria ordindria pois é constituinte das estrelas,
planetas, seres humanos e todo objeto que seja feito de dtomos. Porém gragas a medidas
recentes de nucleossintese primordial (COOKE; PETTINI; STEIDEL, 2018) e radiacdo
cosmica de fundo (ADAM et al., 2016) sabemos que a matéria baridnica representa apro-

ximadamente 5% da energia do universo observado.

Matéria Escura nao Relativistica Uma outra forma de matéria conhecida € a matéria
escura. Seu nome se deve ao fato dela ndo interagir diretamente com a radiagcdo. Porém,
a sua massa curva o espago-tempo € assim proporciona a sua intera¢ao gravitacional com

outros elementos.

Gracas a essa interac@o foi possivel detectar a discrepancia de matéria estimada em um
aglomerado de galdxias e a matéria luminosa detectada. Pois analisando a curva de ve-
locidade de rotagdo de galaxias (Begeman, 1989) € necessario existir uma quantidade

consideravelmente maior de matéria.

Atualmente com medidas de lentes gravitacionais (Koopmans et al., 2009) e de formacao
de estruturas (Jarrett, 2004) somos capazes de mensurar percentualmente a quantidade de
matéria escura existente no universo. Temos que aproximadamente 25% de toda a energia

do universo é proveniente da matéria escura (AGHANIM et al., 2020).

Do ponto de vista termodinamico, a matéria escura fria apresenta 0 mesmo comporta-
mento da matéria barionica. Logo apresenta a mesma equacao de estado no qual a pressao

do fluido € nula e a densidade de energia evolui da seguinte forma,

P X a 3. (1.37)

Radiacao

Em 1965 os fisicos Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson descobriram a existén-
cia da radiacdo césmica de fundo em micro-ondas (Penzias; Wilson, 1965b) proveniente
da era do desacoplamento dos fétons e barions. Esta radiacdo permeia todo o universo

com uma temperatura média atual de 2.73 K.

Esse fundo de radiacao pode ser modelado como um géas de fétons em equilibrio térmico.

No qual sua equacdo de estado € escrita da seguinte forma,

1
= =Dy 1.38
pr=3p (1.38)
Substituindo o valor da pressdo para um gas de fétons 1.38 na equagdo de conservagado
1.19 temos,
dpr | a 74a[p,,a4]
—4p, = =0. 1.39
ot Tam T T (139

Logo a sua densidade de energia evolui em func¢do do fator de escala da seguinte maneira,

pr o< a”*. (1.40)
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Onde observamos que no inicio da histéria césmica do universo a radiacdo desempe-
nhava um papel relevante na constitui¢do de energia do universo. Porém, atualmente sua
contribui¢cdo € desprezivel em inimeros casos devido a baixa densidade de energia dos

fétons.

Devemos ressaltar que existem dois tipos de radiacdo. Os fotons que sdo particulas ndo
massivas detectadas majoritariamente através da radiacdo césmica de fundo. E os neu-
trinos que sdo particulas subatdmica com massa de repouso muito pequenas, porém, nao
nulas. Existem trés sabores de neutrinos, o neutrino do elétron, do mdon e do tau. A
densidade de energia dos fétons e dos neutrinos apresentam o mesmo comportamento de
evolucdo no inicio do universo em relacdo ao fator de escala e ao longo da evolucgdo os
neutrinos tornam-se particulas ndo relativisticas. Porém, dado que o percentual de ener-
gia proveniente dos fétons e neutrinos s sao significativos no inicio do universo iremos

considerar fétons e neutrinos como radiacao.

Energia Escura

Desde os primoérdios da Relatividade Geral, Einstein acreditava que o universo deveria
ser estatico. E para isso incluiu ad hoc um parametro repulsivo em sua equacdo. Poucos
anos depois Edwin Hubble verifica o comportamento expansivo do universo e Alexan-
der Friedmann apresenta seu conjunto de solu¢des dindmicas para a equacao de Einstein
condizentes com os dados obtidos por Hubble. Devido a esses acontecimentos Einstein
voltou atrds na sua ideia de inserir a constante cosmoldgica e confidenciou a Gamow que
havia sido o maior erro da sua vida. (TAYLOR EDWIN E., 2000)

Com o avango nas técnicas de medidas de parametros cosmoldgicos ficou evidente que
o modelo de universo existente constituido majoritariamente por radiacdo, matéria barid-
nica e matéria escura ndo era capaz de descrever os dados experimentais que indicavam
um universo acelerado. Essa energia faltante que proporcionava a expansao acelerada do

universo foi chamada de energia escura.

Essa componente misteriosa pode ser caracterizada por sua equagdo de estado com pres-
sdo negativa p = —p. Fazendo com que sua densidade de energia seja constante durante
toda expansao do universo.

pA X constante. (1.41)

Existem alguns modelos na qual a equagdo de estado € dindmica dependendo do fator de
escala,

p = w(a)p(a), (1.42)
(MORTONSON; WEINBERG; WHITE, 2013), (CHEVALLIER; POLARSKI, 2001) to-
das essas parametriza¢des buscam resolver questdes fenomenoldgicas da energia escura.
Porém, a natureza dessa energia ainda é desconhecida. A tal ponto de que existam inu-

meros trabalhos que propdem modificacdes na teoria da gravitacio (BRANS; DICKE,
1961), (HORNDESKI, 1974), (Buchdahl, 1970).
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1.5 Distancias

Devido a grandes propor¢des inerentes a medidas de distincias astrondmicas foram criadas
novas unidades de medida visando facilitar a descri¢do dessas distancias. Como a Unidade
Astrondmica (UA), instituida como a distancia média entre a Terra e o Sol, cujo valor em
metros € 1,496 x 10!, Também temos o0 Ano Luz definido como a distincia percorrida pela luz
no vacuo durante o periodo de um ano, equivalente 2 9,461 x 10'> metros. E o Parsec (pc) € a
distancia na qual uma UA € vista sob o angulo de um segundo de arco, cujo valor é 3,086 x 10!
metros.

Porém a métrica de FRLW ¢ dinamica, de forma que ndo hd uma noc¢ao univoca de distincia
espacial. Observacionalmente obtemos propriedades e distancias derivadas do fator de escala
do universo e do parametro de Hubble em vez dos seus valores em si. Portanto, nosso objetivo
nessa secdo € abordar quais sdo essas grandezas que atuam como ponte entre teoria e observacao

de modelos cosmolégicos.

1.5.1 Distancia comovel

A distancia medida por um observador comédvel ao fluxo de Hubble é conhecida como
distancia comovel. Considere um feixe de luz emitido a distancia comoével x chegando na
origem do sistema de coordenadas sem variagao angular durante o trajeto, ou seja, df = d¢ = 0.
Considerando a métrica de FLRW (1.3) e lembrando que a luz sempre viaja sobre o cone, isto
€ ds = 0, temos,

dxy = —. (1.43)

Diferenciando a relagdao que determina o redshift,

1
l+z=—, (1.44)
a

em relacdo ao tempo e identificando o parametro de Hubble temos,

dt dz
—_ = 1.4
. 7 (1.45)

Comparando a equacdo 1.43 com a expressdo 1.45, temos que a distdncia comdvel em

funcao do redshift €,

z dZ,
0 H(z’)‘

Y = (1.46)

1.5.2 Distancia propria

Considerando uma foliagdo 3+1 do espaco-tempo de FLRW na qual o tempo € constante ¢.
A distancia prépria que separa um observador na origem do sistema de coordenadas espacial e
outro em uma posicéo qualquer (7, 8, ¢) é dado pelo comprimento da geodésica, C, que conecta

suas linhas de universo.
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Reescrevendo a métrica de FLRW para dt = 0, temos,

ds® = a*(t)[dx* + S*(x)(d6* + sin® 0d¢?)]. (1.47)

Onde podemos definir um elemento infinitesimal da distancia prépria D, como,

dD; = ds”. (1.48)

Agora podemos observar que existem dois tipos de distancias préprias, a radial e a trans-
versa.
Na distancia prépria radial temos que os angulos 6 e ¢ sdo constantes, df = d¢ = 0, ao

longo da geodésica. Logo, da equagdo 1.48,
D, = ax (1.49)

onde a esta fixo pois estamos analisando um tempo fixo e x € a distancia comdvel.

Ja a distancia prépria transversa consideramos que dy = d¢ = 0 e obtemos,
dD, = aS(x)d6. (1.50)

Logo,
D, = aS(x)ob (1.51)

onde §6 € a separacdo angular dos dois pontos.

1.5.3 Distdncia de diametro angular

Considere um objeto retilineo infinitesimal perpendicular a linha de visada, em repouso em
um referencial inercial, com comprimento préprio §/(¢) no tempo ¢. Para um observador na
origem do sistema de coordenadas e o objeto a uma distincia D () e sabendo que o dngulo de
visada subtendido pelo objeto no observador é 66 temos que a distincia angular €,

ol

Dalt) = ~- (1.52)

O tamanho transverso 0/ do objeto pode ser obtido através da distancia propria transversa e

assim escrevemos,
_a(f)S()e0 _ S(x)
66 1+ 2

(1.53)

1.5.4 Distancia luminosidade

Alguns objetos astrofisicos, como por exemplo as supernovas tipo Ia, tém sua luminosidade
absoluta L conhecida. Sabendo que a luminosidade de um objeto cai com o inverso do quadrado
do raio, é possivel estimar a distncia deste objeto comparando a luminosidade observado com
a emitida, que conhecemos previamente. Por essa razdo, as supernovas tipo la sdo conhecidas

como velas padroes.
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Sabe-se que no espaco-tempo de Minkowski a luminosidade (L) de uma fonte em repouso
relaciona-se com o fluxo observado (f) através de uma superficie esférica de raio r centrada na

fonte pela seguinte forma,
L

/= 4mr?’
Porém no espago-tempo de FLRW devemos considerar que a drea da esfera na qual os f6tons

(1.54)

atravessam € dada por 4752 () € que os fétons sdo afetados pela expansio do universo de forma

que a expressao serd,

L L
— = . 1.55
/ 4rS?(x)(1 + 2)? 47TD% ( )
onde definimos a distancia luminosidade como,
Dy =(14+2)S(x) (1.56)

onde z é o redshift sofrido pelo féton.

Existe uma relagdo entre distancia didmetro angular e distancia luminosidade dada por,

— DL
Dy = m (1.57)

Esta relagdo € valida para qualquer métrica na qual o fluxo € conservado (AMENDOLA; TSU-
JIKAWA, 2010) e ndo apenas a métrica de FLRW.

1.6 Perturbacoes lineares

Até o presente momento, nossa descri¢do considera apenas um universo homogéneo e iso-
tropico, conforme o principio cosmolédgico. Esse estudo costuma ser tratado como uma cosmo-
logia de fundo ou background descrito pela métrica de FLRW. Porém, sabemos que pequenas
perturbacdes no universo homogéneo e isotropico sdo necessdrias para proporcionar a criagao
de estruturas em larga escala. A esse estudo chamamos de teoria de perturbagdes cosmoldgi-
cas no qual o fundo cosmoldgico pode ser visto como uma aproximac¢do de ordem zero dessas
perturbacdes.

Essas perturbacdes devem ser aplicadas tanto na curvatura do espago-tempo quanto no ten-
sor energia momento. Para isso decompomos as quantidades perturbadas em componentes
irredutiveis, conforme a decomposi¢cdo SVT (scalar-vector-tensor decomposition) (Bardeen,
1980).

Uma perturbagdo genérica na métrica é dado por,

9ap = Gos(T) + 09as(Z, 7), (1.58)

onde ¢° ,(7) é a métrica de FLRW representando o fundo cosmolégico e supomos que a pertur-
9ap p g p q p

bagdo dg,s ¢ muito pequena comparada ao fundo, ou seja, | ggﬁ| K [6gas|-
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Como as perturbagdes sdo gerais, elas ndo respeitam as simetrias da métrica ndo perturbada.
Mas podemos decompor essas perturbacdes em componentes independentes que se acoplam a
setores independentes da teoria.

Estas perturbacdes podem ser divididas em trés categorias. As perturbacdes escalares sdo
induzidas por inomogeneidades na densidade de energia e sdo responsdveis pela formacao de
estruturas do universo. As perturbagdes vetoriais estao relacionadas aos movimentos rotacionais
do fluido. J4 as perturbagdes tensoriais descrevem as ondas gravitacionais que na aproximacao
linear ndo induzem nenhuma perturbacao no fluido perfeito.

O termo perturbado d gy se comporta como um escalar sob rotagdes e translagdes espaciais,

Sgo0 = —2a%1), (1.59)

onde v € um escalar.

O termo perturbado vetorial dgy; pode ser escrito da seguinte forma,

6goi = a*(B; + S), (1.60)

onde B € um escalar qualquer e .S; € um vetor cuja divergéncia é nula, S’Z = 0, considerando
. 05"
eSS, = ‘
que o ; O

Assim podemos decompor as perturbacdes tensoriais da seguinte maneira,
0gij = a* (2005 + 2B + Fij + Fji + hyj), (1.61)

onde ¢ e F sdo fungdes escalares e o vetor F; tem divergéncia nula, F = 0. O termo h;; é

simétrico e satisfaz os vinculos,
h; =0, h;z =0. (1.62)

Assim podemos escrever o elemento de linha da métrica conforme perturbada como,

ds* = a*(7)[—(1+2¢)d7m> +2(B; + S;)drdx’ + (142¢)6;; + 2E i + F; j + Fj; + hyj)da' da?).

(1.63)

Visto que no regime linear as perturbacdes evoluem independentemente podemos analisar

apenas as perturbagdes escalares, pois elas sdo as responsdveis pela criacdo das estruturas em
larga escalas do universo.

Considerando apenas as perturbagdes escalares temos que o elemento de linha da métrica é,

ds* = a*(7)[—(1 + 2¢)dr* + 2B drdz" + ((1 + 2¢)6;; + 2E ;;)dx'da’). (1.64)

Fixando o calibre Newtoniano, onde £ = B = 0, reescrevemos o elemento de linha da

métrica perturbada da seguinte maneira,
ds* = a*(7)[— (1 +2W)d7* + (1 + 2®)d;;)dx'da]. (1.65)

Os dois termos escalares que geram as perturbacdes na métrica sdo WV e ®. Podemos caracte-

rizar o ¥ como o responsdvel pelo movimento nao relativistico dos corpos e identifica-lo com o
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potencial Newtoniano. J4 o termo ® descreve as perturbagdes nas curvaturas espaciais podendo
ser interpretado como uma perturbag@o local do fator de escala a(t) = a(t)\/1 + ®(Z,t). Em
grande escala, a magnitude tipica dessas componentes no nosso Universo é da ordem de 10~
Por esta razdao, podemos considerar apenas termos lineares dessas componentes e de maneira
geral reproduzir um modelo cosmolégico proximo do observado.

Como abordados anteriormente os elementos que constituem o universo ndo estao distribui-
dos de forma completamente uniforme através de todo o espaco, exceto a energia escura que
consideramos permear todo o universo uniformemente. Existem equacdes que determinam a
forma que as perturbacdes de cada espécie de elemento evoluem no tempo, elas sdo obtidas
através da resolucao das equacdes de Boltzmann para cada substancia (DODELSON S., 2020)
(MA; BERTSCHINGER, 1995).

Uma das equacdes de perturbacdes descreve o comportamento dos fétons provenientes da

Radia¢ao Césmica de Fundo.
1
O +iku® = -0 —ikpV — 7' |0y — O + puy — Epz(u)ﬂ (1.66)

H:@z—l—@pgﬂ-@pp (167)

A varidvel O estd atrelada a perturbagdo na temperatura, d7'/7T, dos fétons da radiagdo
c6smica de fundo, permitindo expressar através de © as inomogeneidades e anisotropias na
distribuicdo desses fotons. De maneira geral temos que a distribui¢do dos fétons ndo depende
apenas da posi¢do espacial e do tempo, mas também da direcdo de propagacao do féton dado por
p. Como as equacdes de Boltzmann sdo analisadas no espaco de Fourier temos que a varidavel ©
depende nao apenas de k e do tempo conforme 7 mas também da varidvel ;1 = ﬁ-ﬁ. As varidveis
Oy, O e O, presentam o monopolo, dipolo e quadrupolo das perturbacdes na distribui¢do dos

fétons respectivamente. A forma geral de escrever o [-ésimo multipolo de © &,

1 m
@l<k7n) = N _Pl(:u)@(u7 k?ﬁ)a (1.68)
(=)t Joy 2
onde P; € o polindmio de Legendre de ordem [. Quanto maior a ordem do polindmio maior serd
a captura de informacao sobre pequenas escalas.
As varidveis © p e © p; na equagio 1.67 representam a decomposi¢do de monopolo e dipolo
em polindmios de Legendre do campo de polarizagdo dos fétons O p. Por tdltimo a varidvel 7/

representa a derivada da profundidade 6ptica,

o
7(77)5/ dn'neora. (1.69)
n

onde o € a secao de choque de Thomson. Sua derivada em termo do tempo conforme é,

d
7= ora (1.70)
dn
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As outras equagdes que descrevem a evolugdo das perturbagdes para a matéria escura, com o
subscrito "c", e matéria baridnica, com o subscrito "b"em termos dos campos escalares descritos

anteriormente sao,

o, + iku, = =39 (1.71)
a//
ul, + —u. = kW, (1.72)
a
oy, + ikuy = 39, (1.73)
a/ 7_/
u;, + —up = kW + E[ub + 32@1] (1.74)
a

onde a densidade de f6tons por barions foi substituida por,

1 _ 4p,(n)

= . (1.75)
R(n) — 3ps(n)
e a variavel ¢ representa a densidade de contraste da respectiva substancia,
g, = PP (1.76)
Pi

Por ultimo temos que a equagdo (DODELSON 8S., 2020) que determina a evolugdo das

perturbagdes dos neutrinos N €,

0 E,
N+ ik N — Hp I N = —a i PPy (1.77)
E,(p) Op
E as equacdes de Einstein perturbadas que descrevem a evolugdo dos potenciais escalares W
e ® sao,

a’ a’
o 4+3— (@ — UV— | =41Ga*[ppbm + 4p,0,0] (1.78)

a a
(P + W) = -327Ga’p,0,, (1.79)

onde o subscrito "m"e "r'"representam respectivamente a soma da matéria bariénica com a ma-

téria escura e radiacdo com neutrinos,

PmOm = pede + pudy;  prOro = p4O0 + puNo; (1.80)

Pmlm = petic + pouin;  prOp1 = po©O1 + puN; (1.81)

Solucionando essas equagdes podemos obter o comportamento das componentes do uni-
verso perturbado em primeira ordem. Essa andlise é muito mais rica que apenas a andlise do
fundo cosmoldgico e existem alguns software especificos na resolucio dessas equacdes como o

CLASS (Blas; Lesgourgues; Tram, 2011) que foi utilizado nesta dissertacao.
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1.7 Oscilacoes Acusticas de Barions

No universo primordial, devido as altas escalas de energia e densidade, a matéria barid-
nica e os fotons estavam fortemente acoplados. Esse plasma de barions e fétons estava sujeito
a atracdo gravitacional que buscava agrupar a matéria. Porém, o calor devido a esse agrupa-
mento de matéria gerou uma pressao contrdria a atragdo gravitacional. Essa competi¢cdo entre o
colapso gravitacional e a pressao de radia¢do gerou oscilacdes no plasma similar a ondas acus-
ticas a qual denominamos Oscilagdes Actsticas de Barions (Baryonic Acoustic Oscillations) ou

de forma abreviada BAO. A velocidade de propagacao dessas ondas no plasma é definida por

(AUBOURG et al., 2015),
c

V3 +3p/4p,)
onde py, € p., sdo respectivamente a densidade de matéria baridnica e densidade de radiagdo.

(1.82)

Cs

Quando o universo atingiu a idade aproximada de 380 000 anos, os primeiros atomos foram
formados. Isto modificou bruscamente a secdo de choque entre os barions e fétons. Devido
ao desacoplamento dos bdrions e fotons as oscilagdes dos barions cessaram de tal forma que o

perfil barotrépico do fluido ficou impresso nas distribuicdes de matéria no universo.

Figura 5 — Concepcao artistica do padrao impresso na distribuicdo de matéria em larga es-
calas devido as oscilagdes actsticas dos barions, no qual podemos observar que
a densidade de matéria € maior nos anéis do que em qualquer outro lugar. Nessa
concepgdo os padroes foram exagerados e simplificados buscando facilitar a com-
preensdo didatica. Crédito da imagem: Gabriela Secara, Perimeter Insitute.
(BOWN,)

Esses efeitos também podem ser observados através de perturbagdes na radiagdo csmica de
fundo para um redshift bem determinado. Como no caso das galdxias espera-se que o pico das
oscilacdes varie com o redshift. As medidas de oscilagdes actsticas de barions tornam-se uma
excelente forma de observar a evolu¢do do universo, pois apresenta a distribui¢cdo de matéria

em diferentes distancia, consequentemente diferentes periodos da evolucao do universo.
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Figura 6 — Conceito de régua padrdo associado a oscilagdes acusticas dos barions. Compa-
rando os padrdes em estruturas de larga escala com a radiacdo césmica de fundo.
Crédito da imagem: NASA, ESA e R. Massey. (ESA,)

A escala de BAO ¢ definida pelo raio do horizonte sonoro na época conhecida como "drag
epoch” z4 ~ 1059, quando a matéria baridnica € liberada do arrasto dos fétons desacoplados.
rg = h %dz, (1.83)
Zq
Essa escala determina a regido de maior densidade na distribui¢do de barions, sendo assim
mais provavel a formac@o de uma galdxia ocorrer a uma distancia 4y ~ 147Mpc (AGHANIM
et al., 2020) da pertubacdo inicial do que a outras distancias. Devemos ressaltar que ocorreram
muitas dessas perturbacdes e nos focamos apenas em uma visando uma abordagem didatica.
Mas devemos lembrar que o efeito final de todas as perturba¢des pode ser descrito como uma
combinacdo linear das perturbagdes individuais.
Com as medidas de BAO podemos estimar a aglomeracao de galdxias na dire¢do perpen-
dicular e ao longo da linha de visada. Com essas duas medidas podemos estimar o valor da
taxa de expansdo do universo H (z) e da distincia didmetro angular D 4(z). Com essas medidas

podemos determinar os dois valores,

05(2) = A 2Da@) 0z5(2) = rgH(2). (1.84)

O valor 64(z) caracteriza a distribui¢do ortogonal de galdxias ao longo da linha de visada e
dzs(z) caracteriza essa oscilagdo ao longo da linha de visada.
Normalmente as observacdes ndo conseguem medir esses parametros de forma indepen-

dente e sim uma combinagdo entre eles da seguinte maneira,
Tq

(1+2)*D3(2)/H(2)

[02(2)02,(2)]'* = (1.85)

1/3



37

onde definimos a razdo efetiva de distancia dada por,

1/3
cz
Dy (z) = [ (1 + 2)*D%(2) H(Z)] : (1.86)
sendo D 4 a distancia didmetro angular,
1 cdz
D = ) 1.87
a(2) z+1 ) H(Z) (1.87)

Assim podemos escrever a combinagdo entre 04(z) e 0zs(z) dada pela equagdo 1.84 da

seguinte maneira,
Tq

~ Dy(2)

e com essa fun¢do podemos determinar a escala de BAO em diferentes redshift.
Os pardmetros actsticos A(z) introduzidos por Eisenstein (EISENSTEIN et al., 2005b) sdo

dados por,

rpao(2) (1.88)

_ 100Dy (2) V2

Ccz

A(z) (1.89)

Repare que a equagdo 1.89 € independente de H, em baixos redshifts pois temos que

Dy/Q,,h% < Hy'.

1.8 Medidas utilizando Supernovas tipo Ia

Supernova é o nome dado a explosao estelar poderosa que ocorre nos estagios finais da vida
de algumas estrelas. Existem dois tipos gerais de supernovas (Dallal; Azzam, 2021). O tipo I é
caracterizado pela auséncia de linhas de hidrogénio em seu espectro. Este tipo € subdividido em
Ia, Ib e Ic devido a detalhes em cada espectro. As supernovas do tipo la sdo caracterizadas pela
presenca de linhas de silicio em 615nm no seu espectro e s6 ocorre quando a massa da estrela no
seu estagio final excede o limite de Chandrasekhar de 1.4 massas solares. Ja as supernovas de
tipo Ib e Ic sdo caracterizadas pela presenca ou auséncia de linhas de hélio, respectivamente. As
supernovas do tipo Il sdo caracterizadas pela presenca de linhas de hidrogénio em seu espectro.
Essas supernovas ocorrem em estrelas massivas cuja massa excede 8 massas solares.

Uma propriedade das supernovas do tipo Ia, também conhecida como SNIa, pode ser visu-

alizado ao analisarmos sua curva de luz no qual temos a evolu¢do da magnitude no tempo.
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Figura 7 — Na esquerda temos a curva de luz na banda B de um conjunto de supernovas tipo
Ia no qual os dados foram retirados de (HICKEN et al., 2009) e (STRITZINGER
et al., 2011). Podemos observar a semelhanca na largura da curva e no aumento
da magnitude absoluta semelhante em todas as medidas. Na direita essas mesmas
curvas foram corrigidas de forma a observarmos seu comportamento sobreposto.
Fonte: (ALSABTI A. W., 2017)

Tais curvas de luz sdo obtidas através de grandes colaboragdes como por exemplo o JLA
cujo significado € Joint Light-Curve Analysis e trata-se de um esforco conjunto de duas cola-
boragdes SNLS (Supernova Legacy Survey) e SDSS (Sloan Digital Sky Survey), visando obter
e utilizar as curvas de luz de SNIa para restringir parametros cosmolégicos como por exem-
plo a constante de Hubble. Pois devido a semelhancas na largura e decrescimento da curva de
luz as supernovas tipo Ia sdo 6timos indicadores de distdncias luminosas Dy, (z), sendo assim
chamadas de velas padrao.

Devido a sua enorme luminosidade, podendo ser mais luminosa que a galdxia de origem,
podemos observar supernovas tipo la a grandes distdncias. Analisando o diagrama Hubble
(distancia versus redshift) para esses objetos astrofisicos, assim determinando a constante de
Hubble.

Sabemos que a distancia luminosidade depende do fluxo luminoso do objeto astrondmico
observado conforme equacdo 1.55. O brilho dos objetos celestes sdo classificados através de
sua magnitude, nessa escala valores maiores sao atribuidos a objetos de pouco brilho e valores
menores, até mesmo negativos, a objetos de grande brilho. Para critério de comparacao temos
que a magnitude aparente do sol é aproximadamente —26, 74, assim como da lua cheia —12, 8§,
Saturno € 0, 6 e Plutdo tem magnitude aparente igual a 15. Podemos classificar magnitude em

dois tipos. A magnitude aparente m dada por,
m = —2.5log,, I’ + const, (1.90)

onde ' € o fluxo luminoso do objeto celeste observado e const é uma constante que define o
zero da escala, normalmente definido de forma que a magnitude aparente da estrela Vega seja
nula (OLIVEIRA; SARAIVA, 2014).
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Também existe a magnitude absoluta M que € definida como a magnitude aparente do ob-
jeto celeste caso o mesmo estivesse a 10pc de distancia. Visto que a luminosidade L € uma
caracteristica inerente ao objeto celeste, a mesma nao depende da distancia. De forma que po-
demos relacionar o fluxo luminoso do objeto fonte a uma distancia pré estabelecida de 10pc, £,

com o fluxo do objeto a uma distincia arbitraria. Utilizando a equagdo 1.55 temos que,
L =4xD3(1+ 2)*F = 47 (10pc)*(1 + 2)* Fyo, (1.91)

logo, o fluxo a distancia de 10pc é,

2
Dy
Fio = F. 1.92
10 <10pc> (1.92)

Aplicando o conceito de magnitude absoluta na equagdo 1.90 temos,
M = —2.5log,, Fio + const. (1.93)

Utilizando a equagdo 1.92 obtemos,

2
Dy

M = —2.5log,y F' + const — 2.5log, (ch) . (1.94)

Comparando a equacdo 1.94 com 1.90 reescrevemos a magnitude absoluta da seguinte
forma,

M Slogyy L — 25 (1.95)

=m — 5log,g —— — 25. .
g10 1 Mpe

O fator 25 ocorre devido a mudanga de unidades de pc para Mpc.

A diferenca entre a magnitude aparente e absoluta ¢ chamado de médulo de distancia,
w=m— M. (1.96)

Conforme a equacao 1.95 reescrevemos o modulo de distancia como,

D
1= 5log,, (M—;C> +25. (1.97)

Considerando um universo plano dominado por matéria e energia escura de forma que €2, +

Q,, = 1 temos que a distdncia luminosa é,

1 z
Dy = 2 / [ (14 2)° + Q3] "2d2. (1.98)
HO 0

Uma expressao fenomenoldgica do médulo da distancia observado € dado da seguinte forma,

w=m-—M+aS — C, (1.99)

onde os termos S e C sdo os termos de corre¢do de alongamento e de cor da curva de luz e os
termos M, v e B sdo considerados parametros de nuisance os quais devem ser vinculados pelos

dados observacionais.
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2 MODELOS DE GRAVITA(;AO MODIFICADA

O modelo padrdo da cosmologia AC'DM originou-se como uma extrapolagdo da relati-
vidade geral para escalas cosmoldgicas utilizando o principio cosmoldgico de isotropia e ho-
mogeneidade. Também foi acrescentado a energia escura descrita pela constante cosmoldgica
A originalmente posta 2 mdo por Einstein com o intuito de representar um universo estatico,
porém posteriormente passou a descrever justamente a sua atual expansio acelerada. Outra
componente do setor escuro do universo que faz parte do modelo padrio € a matéria escura que
representa a segunda maior contribui¢c@o de energia neste modelo. Devemos ressaltar que ainda
nao foram realizados experimentos que fossem capazes de detectar de forma direta a matéria es-
cura ou energia escura, tornando sua natureza ainda desconhecida para os cientistas. O modelo
padrdo também € caracterizado pelas condicdes iniciais determinadas por um periodo muito
curto no inicio do universo, de expansao quase exponencial, conhecido como inflagdo césmica.
Com esse modelo robusto foi possivel descrever inimeros experimentos cosmoldgicos durante
vérias décadas com grande precisao.

Logo apds a elaboracdo da relatividade geral comecaram a surgir modelos de gravitacdo
modificada buscando explorar novas possibilidades nao abordadas pela teoria de Einstein. Um
desses modelos foi proposto em 1921 por Theodor Kaluza e Oskar Klein (KALUZA, 1921)
(KALUZA, 2018) o qual propunham uma unificagdo do eletromagnetismo e gravitagdo atra-
vés de uma compactificacdo de uma quinta dimensao no espaco-tempo. Sua teoria gerava as
equagoes de Einstein da gravitagdo assim como as equacdes de Maxwell do eletromagnetismo.
Porém, adicionava um quinto elemento na métrica cujo comportamento era similar a um campo
escalar. Essa componente as vezes chamada de 'compacton’ pode ser vista como um campo
escalar que mede a escala da quinta dimensao.

Desde entdo os modelos de gravitacdo modificada ndo pararam de surgir. Porém, nos ul-
timos anos intensificou-se a busca por modelos mais completos e que possam ser restringidos
pelos dados atuais cada vez mais precisos, pois gracas a precisdo nos dados e avangos em outras
areas da fisicas estd sendo possivel observar algumas dificuldades no modelo padriao da cosmo-
logia. Como por exemplo, a discrepancia de 120 ordens de grandeza na densidade da energia
escura medido pela cosmologia e descrito pelo teoria quantica de campos, no qual a energia
escura € tratada como a energia do vicuo. Outro parametro observacional que apresenta tensao
€ a taxa de expansdo do universo H, cujas medidas locais, diretas, apresentam valores em até
4 40 de discrepancia de medidas que utilizam dados do universo primordial no qual sdo obtidas
de forma indireta, pois precisa ser definido um modelo fiducial para estima-las. Também exis-
tem o problema da coincidéncia césmica e de fine tuning (ajuste fino) dos parametros iniciais
do modelo, que serdo tratados mais adiante no capitulo.

A busca por modelos alternativos de gravitagdo podem ser divididos em modificacdes na
geometria do espaco-tempo ou na introducao de novas componentes no modelo. Assim como
John Wheeler resumiu a teoria da gravitacao, dizendo que "a matéria diz ao espaco-tempo como

se curvar e o espago-tempo curvado diz como a matéria deve se mover". Utilizando esta ideia
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podemos dizer que existem duas formas de modificar a gravitacdo, fazendo a curvatura interagir
de forma diferente 2 uma mesma densidade de energia ou alterando o proprio comportamento
da densidade de energia ao incluir substancias ndo pertencentes ao modelo padrdo da fisica de
particulas. Iremos caracterizar modelos de gravitagdo modificada apenas aqueles que alteram o
setor geométrico da teoria.

Os modelos de gravitagcdo modificada buscam mitigar nosso desconhecimento sobre a natu-
reza do setor escuro do universo. Porém, cada um tem uma abordagem diferente no qual podem

ser agrupados em trés grandes tipos.

* Modelos que quebram suposi¢oes fundamentais

A Relatividade Geral € construida considerando que o espago-tempo tem quatro dimen-
soes, trés espaciais e uma temporal, além de ser uma variedade pseudo-Riemanniana com
interagdes locais que satisfazem a invariancia de Lorentz. Qualquer teoria que nao res-
peite esses fundamentos se encontra dentro desse grupo de modelos de gravitagdo modifi-
cada. Como exemplos podemos citar os invariantes de Lovelock (LOVELOCK, 1971), os
termo de Gauss-Bonnet (KANTTI; RIZOS; TAMVAKIS, 1999) e também as construgdes
de Branas no qual o modelo padrao em 3+1 dimensdes esta contido em um universo Brana
de dimensdo superior (ARKANI-HAMED; DIMOPOULOQOS; DVALI, 1998) como no
modelo de Dvali Gabadadze Porrati (DGP) (DVALI, GABADADZE; PORRATI, 2000),
(NICOLIS; RATTAZZI, 2004). Os modelos citados sdo exemplos de teorias com dimen-
soes extras. Também temos exemplos de modelos que quebram a invariancia de Lorentz
tais como as teorias de Horava (HOrAVA, 2009) e Einstein-Aether (JACOBSON, 2007).
Também existem as teorias ndo locais, caracterizadas por envolverem func¢des do inverso
do operador Laplaciano f(CJ"'R) na sua agdo. (DESER; WOODARD, 2007), (KOI-
VISTO, 2008), (MAGGIORE, 2014)

* Modelos que adicionam novos campos

Esses modelos estendem a gravidade utilizando a inclusdo de campos que interagem dire-
tamente com a métrica (HEISENBERG, 2019). Eles podem ser classificados conforme o
tipo de campo utilizado e a forma que interagem com a gravitagdo. Os modelos escalares
sd0 os mais simples pois nao tem uma dire¢cdo preferencial e pode existir tranquilamente
no universo sem afetar a sua isotropia, dependendo apenas do tempo. Também temos as
teorias que adicionam vetores, como a teoria de Proca (Proca, Al., 1936),(GONDRAN,
2009) e as que adicionam tensores como a TeVeS (Tensor-Vector-Scalar) desenvolvida
por Bekenstein (BEKENSTEIN, 2004).

* Modelos que consideram o graviton massivo

Considerando que a gravidade interage através de uma particula chamada graviton cuja
massa € mg, e tem spin igual a 2 e 5 estados de polarizagido. A teoria linear do gravi-
ton massivo foi formulada em 1939 por Fierze Pauli (FIERZ; PAULI, 1939). Depois



42

descobriu-se que todas essas teorias tinham um modo extra, chamado de Boulware-Deser
ghost que gerava instabilidade. Porém, teorias mais recentes como Rham-Gabadze-
Tolley (RHAM; GABADADZE; TOLLEY, 2011) consegue livrar-se dessas instabilida-
des. E consegue descrever efeitos observados no universo local utilizando mecanismos
de Vainshtein (VAINSHTEIN, 1972).

Podemos observar os grupos e subgrupos de extensdes da relatividade geral na figura 8.
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Figura 8 — Modelos de gravitacdo modificada apresentando as possiveis extensdes da relati-
vidade geral e os vinculos impostos em cada pelas detec¢des de ondas gravitacio-
nais. Fonte: (EZQUIAGA; ZUMALACA4RREGUI, 2018a)

A teoria de Horndeski € a teoria escalar tensorial mais geral possivel no qual as equagdes
de movimento sao de segunda ordem e livres de instabilidade de Ostrogradsky. Ela pode repre-
sentar uma gama de modelos de gravitagdo, como a quintesséncia,k-esséncia, gravidade f(R),
teoria de Brans-Dicke e de Galileons (KASE; TSUJIKAWA, 2014). Devemos reforcar que
todas as teorias de gravitacao modificada devem reproduzir a relatividade geral em pequenas

escalas, como a do nosso sistema solar.

2.1 Além do Modelo Padrao

No capitulo anterior analisamos o modelo padrdo cosmolégico e algumas de suas princi-
pais caracteristicas. Este modelo € dito como "padrdo”pois é atualmente o modelo que melhor
descreve os dados observacionais obtidos. Porém, apresenta alguns problemas intrinsecos em
relagc@o a natureza da energia escura e matéria escura, ambas observadas de forma indireta até o
presente momento. Existem modelos tedricos que preveem particulas de matéria escura (BAU-

DIS, 2018). No qual a suposta particula de maior notoriedade é chamada de WIMP(QUEIROZ,



43

2017) , que teoricamente ja poderia ser detectado com os experimento atuais, entretanto, nunca
foi observada. O modelo de energia escura mais aceito € descrito pela constante cosmoldgica A,
podendo ser mensurada com certa precisdo através de observacdes. Porém, a descricdo tedrica
de maior popularidade associa a constante cosmoldgica a energia do vacuo quantico (Adler; Ca-
sey; Jacob, 1995) e o valor calculado, utilizando teoria quantica de campos, difere do observado
de 60 a 120 ordens de grandeza.

Outro problema nesse modelo € o da coincidéncia césmica, pois durante uma grande parte
da fase inicial da evolucdo do universo os efeitos da energia escura foram despreziveis e no
futuro ela serd o fator dominante na expansao do universo. Durante apenas um curto periodo, em
escalas de tempo cosmoldgicas, a energia escura e a matéria apresentam densidade de energia
da mesma ordem de grandeza. E a grande coincidéncia € que estamos vivendo justamente este
periodo. Esta coincidéncia acarreta outra, conhecida como fine-tuning, pois implica em ajustes
finos nas condicoes iniciais da constante cosmoldgica para que estejamos justamente no inicio
da sua era de dominancia. (VELTEN; MARTTENS; ZIMDAHL, 2014)
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Figura 9 — Neste grafico podemos observar a dominancia de cada espécie constituinte do
universo durante toda a evolucdo do universo e vemos que estamos justamente em
um curto espago de tempo no qual a contribui¢do da energia escura e a da matéria
sdo equivalentes. (LINEWEAVER; EGAN, 2007)

Todas essas incongruéncias do modelo AC'DM sdo inerentes apenas ao seu setor escuro
(matéria e energia escura). Porém, também existem inconsisténcias em parametros observacio-
nais medidos independentemente. Gracas ao aumento de precisdo em detectores modernos no
decorrer dos ultimos anos, podemos observar um significativo aumento da tensdo no valor da
constante de Hubble H. Onde medidas diretas em baixos redshift apresentam valores proximos
a 74kms~'Mpc~' (RIESS et al., 2019a) e medidas do universo primordial obtidas através da

analise da radiacdo césmica de fundo apresentam valores préximos a 68kms~!Mpc=! (COL-
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LABORATION, 2018) que implica em uma tensdo de aproximadamente 4.40 (RIESS et al.,
2019b).
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Figura 10 — Evolucdo historica dos valores obtidos de H e sua barra de erro para diferentes
experimentos. Observe que a tensdo entre as medidas aumenta apenas se agrava
conforme aumenta-se a precisdo. (RIESS et al., 2019b)

Devemos observar que medida de H, através da radiacdo césmica de fundo é dependente
de um modelo fiducial, que no caso é o modelo AC'DM. E as medidas através de supernovas
tipo la dependem apenas de uma calibracdo de distincia realizada através de estrelas Cefeidas
e da noc¢do de distancia em baixos redshifts. Com isso temos que o valor de H obtido através
de medidas do universo primordial pode ser diferente para cada modelo fiducial escolhido.
Mesmo considerando a possibilidade de existir erros sistematicos em ambos os métodos de
medidas, o questionamento sobre a existéncia de efeitos fisicos até entdo desconhecidos ganhou
popularidade. E com isso a busca por novos modelos de gravitagdo que consigam resolver os

problemas inerentes do setor escuro e todas as novas tensdes observacionais do mesmo.

2.2 Aciao de Einstein-Hilbert

O modelo ACDM utiliza-se da relatividade geral como seu modelo de gravitagdo, que

¢ determinada pelas equacOes de Einstein, pode ser derivada através de uma acdo conhecida
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como Acdo de Einstein-Hilbert. Da mesma forma que na mecanica cldssica onde propomos
uma a¢do que produza as equagdes de movimento para um determinado objeto, o mesmo pode
ser realizado com as Equagdes de Einstein. Este método de obtencado de equacdes de movimento
mostra-se de grande valia na defini¢do de uma teoria de gravitagdo modificada. Por isso, iremos
analisar primeiramente o caso da relatividade geral, onde obtemos as equacdes de Einstein
através da Acao de Einstein-Hilbert.

Supondo uma agdo definida no hipervolume §2 da seguinte forma:

S:/d“x\/_—gR—i-Z K, (2.1
Q oN

onde R € o escalar de Ricci, g é o determinante da métrica, K sdo elementos de superficie
definidos na fronteira 9 e por dltimo y/—gd*x é o elemento de quadrivolume escalar.

Dado o principio variacional temos,

§S = 5/ d*z/—gR+25 | K=0 (2.2)
Q o0

Sabendo que o escalar de Ricci é uma contracdo do tensor de Ricci com a métrica e utilizando
a propriedade de Leibniz do operador ¢ obtemos, 65 = 6.5, + 65, + 653 + 26 |, a0 I onde,

58, = / d*z(0v/—9)g" R, (2.3)
Q

55, = / d*z(v/=9)(6g" )R, (2.4)
Q

555 = / &2(v=9)g" (R, 2.5)
Q

Sabemos que a fronteira do hipervolume 2 sera dada por 02 e que dg*” € arbitrario em €2 e
zero na fronteira.
Dada a propriedade da métrica, g**gy, = *, obtemos que a variagdo da métrica pode ser

escrita como,

5g,ul/ = _gupguaégpa- (2.6)

A variacdo do tensor de Riemann é,

SR, = VAT ,,0) — V(6T ") 2.7)

UV

Contraindo o segundo indice com o quarto, obtemos a variagc@o do tensor de Ricci,

SR\ = 0Ru = VA(OT,,) — V,u(6T),)). (2.8)

UV

Assim, reescrevendo o termo 9,53 como,

053 = / d4x\/—_ng[(g’“‘”(5FW") — (g“"(SFMA)]. (2.9)
Q
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Utilizando a compatibilidade métrica V g"” = 0, obtemos o termo da variacdo da conexao,

1
oT.5 = 5[—gp(avﬂ)59" "+ Gapgpe V09" (2.10)

Assim podemos reescrever o terceiro termo da varia¢io da acdo de Einstein Hilbert como,

3S; = / d4x\/—gvg[gm,va5g“” — V60™]. (2.11)
Q

Observando que a equagado 2.11 € a integral no hipervolume da divergéncia de um tensor,

podemos utilizar o teorema de Stokes,

/ d4x\/—gVU[gWV"6g”” — V,\(Sg”’] = / d3x[gWV"5g“” - V,\ég“}. (2.12)
Q a0

Sabemos que d¢g*” € nulo na fronteira 02 porém Vg # 0. Os termos de superficie K

podem ser escolhidos de maneira a anular essa contribuicao (WALD, 1984) de maneira que,

/ d*z\/—gg" (6R,,) +26 [ K =0. (2.13)
Q o0

Analisando a equacdo 2.3 sabemos que a métrica, como uma matriz quadrada ndo singular,

respeita a seguinte propriedade,
Indet(gu) = Tr(lng,), (2.14)

onde g, = e 9w Variando ambos os lados,

- = Tr(g" . 2.1
det(gw)édet(gw,) (9" 0gap) (2.15)

Implicando em,
69 = g(g"0g,m) = 9(—g,u09""). (2.16)

Sabendo a varia¢do do determinante da métrica podemos verificar o termo d/—g perten-

cente a equacgao 2.3,

5y/—=g =

Reescrevendo a equacao 2.3,

1 —1
——099,,09"" = —~/—99,,0g"" . 2.17

y— R
59, = / d“ngRW(ngWagW) - / d4x«/_—g<Tg,w)5g””. (2.18)
Q Q

Agora podemos escrever a variagdo da acdo de Einstein-Hilbert com todos os termos da

seguinte forma,

5S = / &/ =g <RW . E)MV —0. (2.19)
o 2
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Dada a arbitrariedade de d¢"” em (2 temos que,
R
G =R, — > I = 0. (2.20)
Deste modo obtemos a equagdo de Einstein no vicuo sem a constante cosmoldgica.
Para incluir fontes de campo devemos adicionar a equagdo 2.1 o termo Sy, que descreve a

dindmica da matéria presente no espaco-tempo. Cuja variacdo é dada por,

1
0Sy = > /T“”égW\/—gd“:v? (2.21)

definindo assim o tensor de energia-momento 7.
Com este ferramental fisico e matemdtico somos capazes de descrever a cosmologia mo-

derna.

2.3 Teoria de Horndeski

Adicionar um campo escalar como grau de liberdade extra na teoria de gravitacdo pode
ser encarado como a modificacdo mais simples. Pois o campo escalar por definicdo nao tem
orientagdo preferencial e consequentemente nao quebra a isotropia do espago-tempo de FLRW.
Esse campo escalar também pode ser utilizado para fazer o papel de energia escura dinamica.
Tornando as teorias de gravitacdo modificada que utilizam apenas um campo escalar extra serem
preteridas no estudo da expansdo acelerada do universo.

Podemos classificar essas teorias em trés grandes grupos segundo a ordem de suas derivadas
na a¢do e na equacgdo de movimento (EZQUIAGA; ZUMALACARREGUI, 2018b).

» Teoria escalar tensorial a moda antiga

Essas teorias sdo caracterizadas por derivadas de primeira ordem na agdo e derivadas
de segunda ordem nas equacdes de movimento. Essa teoria inclui modelos de gravita-
cdo onde os mais conhecidos sdo quintesséncia, k-esséncia, Brans-Dicke, Chameleons
(KHOURY; WELTMAN, 2004) e symmetrons (HINTERBICHLER; KHOURY, 2010).

¢ Teoria de Horndeski

Essas teorias sdo caracterizadas por derivadas de segunda ordem tanto na a¢do quanto
nas equagdes de movimento, cuja principal caracteristica € ser a teoria escalar mais geral
no qual suas equagdes de movimento estdo restritas a derivadas segundas e sdo livres da
instabilidade de Ostrogradsky. Essa teoria engloba todas as teorias da categoria acima
e outras como gravitacao de Dirac-Born-Infield (RHAM; TOLLEY, 2010) e a Galileon
(NICOLIS; RATTAZZI; TRINCHERINI, 2009a).

¢ Teoria além de Horndeski

Sdo caracterizadas por derivadas segundas na acdo e derivadas de ordens maiores nas
equagoes de movimento. Sua teoria mais conhecida € dada pela a¢do de Gleyzes-Langlois-
Piazza-Vernizzi (GLPV) (GLEYZES et al., 2015).
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A teoria de Horndeski foi desenvolvida em 1974 por Gregory Horndeski (Horndeski, 1974),
descrevendo de forma mais geral possivel todas as teorias escalar tensorial com derivadas segun-
das nas equacdes de movimento e livres de instabilidades de Ostrogradsky. Essa instabilidade
também chamada de instabilidade do tipo ghost ocorre em teorias de segunda ordem ou ordens
maiores na a¢cdo fazendo com que a mesma ndo possua um estado de minima energia, podendo
decair até estados infinitamente negativos. Podemos visualizar essa instabilidade utilizando a

seguinte Lagrangiana como exemplo,

L=38-V(®). (2.22)

onde a # 0 e V(¢) um potencial arbitrario. Variando a agdo associada a esta Lagrangiana
obtemos a equagao,
av

agp — Fri 0. (2.23)

A equagdo 2.23 necessita de quatro condi¢des iniciais para obter sua solugao, logo ela terd

dois graus de liberdade dinamicos. Com isso podemos decompor a Lagrangiana em dois cam-

pos utilizando o campo auxiliar 1),

L =apé—50* = V(g) (2.24)
.. d -
= —apd — 47— V(9) + a2 (V9. (2.25)

fazendo ¢ = ¢ recuperamos a equagdo 2.22. Considerando que o dltimo termo da equagio 2.24

ndo contribui para a equagdo de movimento, pois € um termo de superficie, podemos escrever

. _ (¢ + ) (¢ —) :
a Lagrangiana em funcido de g = e() = da seguinte forma,
grang ¢ q 7 Q 7 g
a . a - a a
L=—-2¢+5Q - 3(Q +¢)+5Q¢-U(q,Q), (2.26)

e obter a mesma equag¢do de movimento. Observe que o sistema tem dois graus de liberdade
dindmicos e que um deles possui um termo cinético com sinal contrario, sinalizando a presenca
de instabilidade do tipo ghost. Este resultado pode ser generalizado para Lagrangeanas de
ordem maiores.

A teoria de Horndeski também é conhecida como teoria de Galileon Generalizada. As
teorias de Galileon (NICOLIS; RATTAZZI; TRINCHERINI, 2009b) sdo utilizadas no espago-
tempo de Minkowski e acrescentam um campo escalar ¢ a teoria de gravitacdo. O nome Gali-

leon deve-se ao fato da acdo obedecer a simetria,
0 — Oy +c,, ¢, = constante, (2.27)

visto como uma generalizacdo da invariancia de Galileu.
Buscando generalizar a teoria de Galileon para sua forma totalmente covariante, foi neces-

séario adicionar contra termos na Lagrangeana com o intuito de cancelar as derivadas na métrica
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superiores a segunda ordem além de outras modificagdes (KOBAYASHI; YAMAGUCHI; YO-
KOYAMA, 2011). Assim € obtido a acdo de Horndeski,

5
S = / d*zy/—g [Z/j + Lo (9] (2.28)
i=2

onde L,, descreve o setor de matéria dada pela métrica g,,,,, € os termos L; sdo,

Ly = K(¢,X) (2.29)
Ly =G4(¢, X)R + Gux[(O8)* — ¢yu ™, (2.31)

L5 = Gs(¢, X)Gud™ — éGSX«z», X)[(T) +2¢%,6% ¢4 — 36,,6™0g),  (232)

onde K (¢, X) e G;(¢, X) sdo fungdes arbitrarias do campo escalar ¢ e seu termo cinético
S

X = T“ onde definimos a derivada covariante ¢;., = ¢; , — '] ¢; e R é o escalar de Ricci

e G, € o tensor de Einstein.

2.4 Interpretacao das funcoes livres de Horndeski

Sabendo que ao analisarmos apenas a evolugao histérica do fundo cosmoldgico ndo conse-
guimos especificar o modelo de energia escura. Visto que dois modelos de gravitacao diferentes,
como por exemplo a quintesséncia e modelos f(R), tem previsdo de crescimento de estruturas
diferentes, porém com a mesma expansao cosmica.

Para descrever completamente a evolucdo das perturbacdes lineares na teoria Horndeski
devemos reescrever as suas funcdes livres em termos de novas quatro fungdes «;, independentes
do fundo cosmolégico, do setor de matéria e também independentes entre si. As funcgdes «y; sdo
escolhidas de forma que cada uma represente de maneira independe as propriedades da energia
escura.

Estas funcdes escritas em termos de K e G; sdo,

HM?*oy = %Mf (2.33)
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H*MZag =2X (Kx +2XKxx — 2G35 — 2XGayx) (2.34)
+ 120X H(Gsx + X Gaxx — 3Gapx — 2XGupxx)
+ 12X H?*(Gax + 8XGaxx + 4X*Guaxxx)
— 12X H*(Gsy + 5X Gspx + 2X*Gspxx)
+4pX H3(3Gsx +TXGsxx + 2X*Gsxxx)

HM?ap =2¢(XGsx — Gag — 2XGupx) (2.35)
+ 8XH(G4X +2XGuxx — G5¢ — XG5¢X)
+ 20X H*(3Gsx +2XGsxx)

M2ap = 2X (2G4x — 2Gsy — (¢ — ¢H)Gsx) (2.36)

onde Mf ¢ a massa efetiva de Planck dada por,

M2(¢, X, H) = 2(Gy4 — 2XGax + XG5y — pHX Gsx). (2.37)

A interpretagao fisica dada as fungdes «; pode ser visto de forma simplificada abaixo.

* ay(Kineticy)

Energia cinética proveniente das perturbacdes escalares. Modulando a "rigidez"do campo
escalar, ou seja, determina o qudo dificil € excitar uma pertubacdo em ¢. A kineticy esta
intimamente atrelada a velocidade de propagagdo de perturbacdes escalares. De forma

que a velocidade do som pode ser escrita como,

1
2o —. (2.38)
g

devemos ressaltar que a expressao 2.38 € valida apenas quando consideramos modelos de

gravitacdo modificada com o # 0.

A fun¢o ag tem contribuicido de K,G5,G4 e Gs.

* ap(Braiding)

Braiding significa tranca em inglés e por isso € utilizado esse nome no termo de mis-
tura entre os termos cinéticos do campo escalar e a métrica. Ele contribui indiretamente
para a energia cinética das perturbacdes escalares, através da reagdo gravitacional (DEF-
FAYET et al., 2010). Também causa o agrupamento de energia escura. Essa fungdo tem
contribuicdo de G3,G4 e Gs.
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e ar(Planck-mass run rate)

Taxa de evolu¢do da massa efetiva de Planck. Funciona como um termo de atrito. Essa
funcdo se relaciona com a intensidade da gravitacdo, dada pela massa efetiva de Planck

M?, da seguinte maneira,

_ dlog(M3)

app = (2.39)

dloga
Essa funcdo tem contribuicdo de G4 e Gs.

Devemos observar que assim como «ap 0 parametro o, afeta a propagacdo de ondas
gravitacionais. Pois ao adotar um valor ndo nulo para o, implica na variacao da massa de

Planck no decorrer da evolug¢ao do universo. Devemos lembrar que a massa de Planck esta

. o ) he
relacionada com a constante gravitacional de Newton G da seguinte forma: Mp = 4/ el
onde A € a constante de Planck divida por 27, ¢ € a velocidade da luz. Essa modificacdo
em G pode gerar uma atenuacdo da onda gravitacional. De forma que dinamica dessa

perturbacdo tensorial h no vicuo seja dada por,

. 2

: k
hij + (3 + anr)hij + (1 + O‘T)ghij =0. (2.40)

Fazendo com que a distancia luminosidade medida através de sinais eletromagnéticos
seja diferente da distancia luminosa medida por ondas gravitacionais através de sirenes

padrdes da seguinte forma,
Di"(z) _ M.(0)
Dpt(z)  M.(2)’
onde M, (0) é a massa de Planck no momento da observacdo e M, (z) é a massa de Planck
no momento da emissido. (EZQUIAGA; ZUMALACARREGUI, 2018b)

(2.41)

* ag(Tensor speed excess)

Desvio na velocidade de ondas gravitacionais, dado pela seguinte expressao, cf] =1+

ar). Ap6s o evento GW170817 (KREISCH; KOMATSU, 2018) a7 foi restrita aos valo-

res,

lar| £ 1077, (2.42)

ou seja, para efeitos praticos consideramos v ~ 0. Essa func¢do tem contribui¢do de G4
€ Gs.

Essas quatro fungdes estdo associadas a quatro tipos de perturbagdes de ordem linear no
tensor de energia momento da energia escura.
As equacdes de Friedmann para a teoria de Horndeski na presenga de matéria sao dadas por
(BELLINI; SAWICKI, 2014),
3H? = p,, +& (2.43)
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2H +3H*= —p,, — P (2.44)

onde p,, € p,, sdo a densidade de energia e pressdo de todas as componentes de matéria somadas,
enquanto £ e P sdo a densidade de energia e pressdo da energia escura. O til representa que a
varigvel foi dividida pela massa efetiva de Planck, M2,

Os valores explicitos de £ e P sido,

Mfg =—K + QX(KX - G3¢) + 6(]5H(XG3X — G4¢ — 2XG4¢X) (245)
+ 12H*X (Gyx +2XGaxx — Gsp — XGsyx) +40H> X (Gsx + XGsxx).

MZ2P =K — 2X (G — 2Gaps) + 40 H (Gag — 2X Guyx + X Gspg) — MEQBHE (2.46)

— 4H*X*Gsyx + 20H* X Gsx.

Devemos enfatizar que, apesar de o, € ap aparecerem nas equacdes que determinam a
evolucdo do fundo cosmolégico, elas s6 podem ser determinadas analisando a formacdo de
estruturas do universo, pois as funcdes «; afetam apenas as perturbacdes lineares.

O campo escalar ¢ evolui conforme a equacao,
n+3Hn = Py, (2.47)

onde n € a densidade de carga de deslocamento no qual é conservada sempre que a acio exibe
uma simetria de Noether, ¢ — ¢ + const. E P, € a derivada parcial da pressdo em relagdo ao

campo ¢, ambas definidas da seguinte forma,

n=¢(Kx —2Gs4) + 6HX (Gsx — 2Gusx) (2.48)
+6H?G(Gax +2X Gaxx — Gss — XGspx )+
2H X (3Gsx +2XGsxx),

e P4 € dado por,

Py =Ky — 2X Gy + 20(X Gapx + 3HOX) + 6HGy, (2.49)
+ 6H*(2G 4y + 2X Gugx — XGisgy) + 2H G X Gsyx.

Um dos problemas que modelos ndo candnicos de Horndeski podem apresentar € a ins-

tabilidade do fundo cosmoldgico. Essas instabilidades tornam a solu¢do de fundo ndo mais
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apropriada. Podemos ter dois tipos de instabilidades, as Laplacianas e as ghost, ja comentada.
Para evitar instabilidades do tipo ghost nos modos escalares do fundo a seguinte relacao deve

ser satisfeita,
2M*2D

Ja as instabilidades Laplacianas sdo evitadas se a velocidade do som satisfizer a relagao,

3
>O,ADEaK+?%>O. (2.50)

-1
(2—&3) H—EHZQB(l—FOéT)—HZ(OZM_aT) _HdB+ﬁm +]5m

2 _
= D >0 (251)

2.5 Parametrizacoes

No modelo padrao da cosmologia a energia escura € descrita como um fluido barotrépico
com a seguinte equacao de estado,

PDE = —PDE (2-52)

no qual o valor de w € fixo em —1 durante toda a evolu¢cdo do universo. Conforme dito na
secdo 1.4 existem diferentes parametrizacdes para a equagdo de estado da energia escura. Essas
parametriza¢des descrevem uma energia escura dinamica na qual sua equagdo de estado varia
conforme o universo evoluiu. Essa técnica apresenta-se como uma possivel solucdo para a
tensdo em alguns dados cosmoldgicos observados, como a taxa de expansdo do universo nos
dias atuais H.

O modelo de parametriza¢do mais simples e que difere do ACDM é o wC'DM onde a

energia escura continua sendo caracterizada pela equacao,

PpE = WPDE, (2.53)

porém o parametro w serd considerado como uma constante livre no qual serd determinada
pelos dados observados contanto que respeite os seguintes limite —1 < w < —1/3 para que
resulte em um universo acelerado e também livre de energias "fantasmas"(CALDWELL; KA-
MIONKOWSKI; WEINBERG, 2003).

Outra parametriza¢do fenomenoldgica que considera a equagao de estado da energia escura
como varidvel é a parametrizacdo CPL (CHEVALLIER; POLARSKI, 2001) (LINDER, 2003)
cujo nome é dado em homenagem aos fisicos que a formularam (Chevallier, Polarski, Linder).
Esta parametriza¢do pode ser escrita como uma expansao em série de Taylor em torno do fator
de escala atual,

w(a) = L2E = wy + wa(1 — a) + O[(1 — a)?. (2.54)
PDE

Ao desconsiderarmos ordens maiores que a quadratica temos,

w(z) = wo + wq (2.55)

l1+2z
Observe que o modelo wC' DM pode ser considerado uma aproximagao de ordem zero da
parametrizacdo CPL e que a mesma deve se aproximar de AC'DM para z = 0 pois as medidas

experimentais nessas escalas comprovam a eficiéncia do modelo padrao.
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Todas as parametrizagdes anteriores descrevem completamente a evolugdo do fundo cosmo-
l6gico. Porém, também devemos especificar as parametriza¢des das funcdes o que descrevem
a evolucgdo das perturbagdes cosmologicas. Ja existem algumas dessas parametrizagdes imple-
mentadas no hi_class (ZUMALAC4ARREGUI et al., 2017), iremos destacar duas. A primeira
€ chamada de propto_omega no qual as fungdes « sdo proporcionais a fracdo de densidade de

energia escura {1pp,
a; = & Qpp(7). (2.56)

onde &; sdo constantes. A segunda parametrizacdo € a propto_scale onde as fungdes o sdo
proporcionais ao fator de escala,

Observe que todas as parametrizagdes devem ter que o — 0 no universo primordial, condi-
zendo com a expectativa de que a gravitagao modificada comporta-se de forma similar a relati-

vidade geral quando a energia escura tinha uma participacao infima na expansao do universo.
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3 ESTATISTICA BAYESIANA

O principal objetivo dessa dissertagdo consiste em obter valores de parametros 6; de um
determinado modelo cosmolégico que descrevam da melhor forma um conjunto de observaveis
x;. Primeiramente devemos especificar a escola de pensamento estatistico que iremos utilizar.
As duas abordagens sdo denominadas como frequentista e bayesiana. A abordagem frequentista
baseia-se na lei dos grandes nimeros. A sua ideia de probabilidade € dada pela razdo entre a
frequéncia de um determinado evento e a quantidade de medicdes.

J4 a estatistica Bayesiana, fundamentada no teorema de Bayes, ndo necessita de repeti¢des
equiprovaveis de medidas e sim utiliza-se de conhecimento prévio dos dados observados. Com
os dados conhecidos a priori e a especificacdo de um modelo probabilistico descrito pela funcao
de verossimilhanga, podemos determinar a probabilidade posterior, permitindo-nos estimar os
parametros do modelo com base nos dados observados.

Nas dltimas décadas, devido ao avango tecnoldgico, foi possivel realizar medidas cosmol6-
gicas cada vez mais precisas e em maior quantidade. Para analisar essa grande quantidade de
dados € comumente utilizado a estatistica Bayesiana (GREGORY, 2005). A abordagem baye-
siana € particularmente interessante para pesquisa em energia escura pois consegue combinar
facilmente o resultado de diferentes observacdes e comparar diretamente varias parametriza¢des

de energia escura.

3.1 Teorema de Bayes

O teorema de Bayes é uma consequéncia dos axiomas da teoria da probabilidade. Considere
que o espaco de probabilidades é dado pelo espaco amostral {2, pela classe de eventos F e pela

funcdo P que calcula a probabilidade de cada evento F de forma que respeite os trés axiomas.

* Axioma 10 < P(A) < 1, para todo evento A
* Axioma2 P(Q) =1
* Axioma 3 Para os eventos mutualmente excludentes A;, A, ...,
P(AJUA U A;...) = P(A) + P(Ay) + P(A3) + ..., (3.1)

isto €, para todo i # j, A; N A; = (). De forma geral temos que,

i=1 i=1
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Q v Q

4 J \. 7

Figura 11 — Exemplo de unido e interse¢do de conjuntos. Fonte: (FEIGELSON E., 2012)

Estes axiomas implicam que dado um evento A, a probabilidade do seu complementar A¢ =
{weQ:w¢ A}, édado por,

P(A°) =1 — P(A). (3.3)

Utilizando esse conceito e observando a figura 11 podemos estabelecer que para dois even-
tosCeD,
P(CUD)=P(C)+ P(D)—-P(CND,). (3.4)

Assim como para trés eventos F, F G,
P(EUFUG) = P(E)+P(F)+P(G)-P(ENF)—P(FNG)—P(ENG)+P(ENFNG). (3.5)

Essa mesma légica pode ser usada para n eventos.

O conceito de probabilidade condicional é de extrema importancia na teoria de probabili-
dade. Assim como na defini¢cao do teorema de Bayes. Visando deixar claro esse conceito com
base na teoria dos conjuntos utilizaremos um exemplo.

Considere um dado de seis lados, que € langado apenas uma vez. A probabilidade de ob-
termos um dos nimeros 1,2,3 é 1/2, dado que cada um dos niimeros sdo igualmente provaveis.
Agora considere que alguém verificou o dado antes de vocé saber o nimero e disse que o nu-
mero ¢ impar. Os possiveis nimeros impares possiveis constituem o conjunto B = 1,3,5 no
qual os nimeros sdo igualmente provédveis. Considerando a informacao prévia, sabemos que a
probabilidade do nimero sorteado fazer parte do conjunto B é 1 e de seu complementar B¢ ¢
nula. Porém, apenas dois nimeros de B fazem parte do conjunto A. Assim podemos escrever
que a probabilidade de obtermos um nimero do conjunto A dado o conjunto B &,
P(ANB)

P(AIB) = =5

(3.6)

cujo resultado € 2/3, no caso do exemplo acima. Porém, a equagdo 3.6 pode ser considerada
uma defini¢do formal de probabilidade condicional, mesmo no caso mais geral em que os re-
sultados podem ndo ser equiprovaveis.

Como consequéncia da equacao 3.6 temos a regra da multiplicacdo para dois eventos,

P(AN B) = P(A|B)P(B). 3.7)
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A regra da multiplicac@o pode ser estendida para n eventos da seguinte forma,
P(A] N Az N An) = P(A])P(A2|A1>P(An_1|A1, ...An_z) X P(AnlAla ---An—l)- (38)

Antes de definirmos o teorema de Bayes deveremos observar outra regra que € essencial para
sua obtencdo. Considere a parti¢@o €2 constituida por um conjunto de k subparti¢des By, ..., By
que sdo mutuamente excludentes, isto é, B; N B; = () para todo ¢ # j. Sendo A um evento em
(), para calcular sua probabilidade P(A) devemos calcular a probabilidade de A em cada uma

das subparticdes B; e soma-las,
P(A)=P(ANDB))+ ..+ P(AN By). (3.9)
Usando a regra da multiplicacéo 3.8 temos que a P(A) pode ser escrito como,
P(A) = P(A|By)P(By) + ... + P(A|By) P(By). (3.10)

A equacdo 3.10 conhecida como lei da probabilidade total.
Assim finalmente podemos definir o teorema de Bayes da seguinte forma.

Teorema de Bayes Considere By, B,, ..., By, como particoes de um espaco amostral, onde
1=1,...k,

P(A|B;)P(By)
(A|B))P(B)) + ... + P(A|B)P(By)’

o qual foi obtido diretamente da aplicacdo dos trés axiomas da probabilidade definidos no inicio

P(Bi|4) = 3 (3.11)

desta secao.

Para as aplica¢des na cosmologia que desenvolveremos no presente trabalho iremos adotar
interpretagdes mais particulares para as probabilidades. Considere na equagdo 3.11 que A re-
presente um observavel X e B represente o espago de modelos M que depende de um vetor de

parametros . Portanto, reescrevemos o teorema de Bayes da seguinte forma,

P(X|M;(6)) P(Mi(9))
(X[M,(0))P(M;(0)) + .. + P(X[My(0))P(Mx(6))

P(Mi(9)1X) = 5 (3.12)

Onde as probabilidades podem ser interpretadas da seguinte forma,

* P(M;(0)|X) — ¢é a probabilidade condicional de obter os valores dos pardmetros ted-
ricos do i-ésimo modelo tendo medido o observavel X. Esta distribuicdo é chamada de

probabilidade posterior.

* P(X|M;(0)) — é a probabilidade condicional de obter o observdvel X para o i-ésimo
modelo. Esta distribui¢cdo é chamada de fun¢do de verossimilhanga ou Likelihood em
inglés.

* P(M;(0)) — é a probabilidade marginal do i-ésimo modelo. Como ela é dada indepen-

dente dos dados é conhecida como probabilidade a priori ou simplesmente prior.
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* O denominador da equacdo € o fator de normalizacao também conhecido como evidéncia
Bayesiana. Podendo ser escrito como,
k

P(X) =Y P(X|M;(6))P(M;(0)). (3.13)

i=1
Assim, P(X) fornece a probabilidade total de se obter o observavel X.

O teorema de Bayes através de uma sequencia légica nos permite atualizarmos nosso co-
nhecimento sobre um modelo tedrico ao incluirmos novos dados experimentais. Partindo de um
estado prévio de conhecimento (a priori) do modelo para um estado novo de conhecimento (a
posteriori). Esse processo de atualizacdo de confianca € conhecido como inferéncia Bayesiana.

A principal critica feita a abordagem Bayesiana € o subjetivismo, devido a liberdade na
escolha dos priors e o mesmo ser fundamental na estatistica Bayesiana. Porém, devemos tratar
essa questdo como uma caracteristica da abordagem Bayesiana e ndo como uma limitagdo. No
nosso caso os priors sao obtidos através de experimentos prévios. Considere que gracas a esses
experimentos podemos descartar intervalos nos quais a densidade de matéria atual no universo

seja muito pequena, Q0 < 0.1. Assim podemos utilizar essa informagdo para escrever que,
P(Q? <0.1) =0. (3.14)

Considere também que acreditamos que 7 = 0.72 £ 0.08, entdo podemos usar P(h) como
uma Gaussiana centrada em 0.72 e desvio padriao de 0.08. Esta seria uma distribui¢do tipica
de um prior. Também podemos escolher um prior uniforme, no qual para um determinado

parametro ¢ dentro de um intervalo, sua probabilidade é P(f) = 1 e fora desse intervalo é nula.

3.2 Funcao de verossimilhanca

A inferéncia de parametros consiste basicamente em escolhermos um modelo M contendo
um conjunto de parametros 6. Os pardmetros devem descrever algum aspecto do modelo e
representar alguma quantidade fisica. Além do modelo devemos especificar os priors para cada
parametro.

Podemos escrever a funcdo de verossimilhanga da seguinte forma,
L(O|X)=P(X|0,M). (3.15)

E assim podemos reescrever o teorema de Bayes em fungdo de £(0|.X),

L) P(6|M)

P(6)X, M) = PO

(3.16)
Normalizando a distribui¢ao posterior a unidade, obtemos a evidéncia Bayesiana,

P(X|M) = / L£(0)P(6]M)db. (3.17)
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Dado que nosso objetivo € a inferéncia de pardmetros, a probabilidade P(X|M) ndo terd

grande contribui¢c@o pois atua apenas como constante de normalizagdo. Logo,
PO|X, M) o< L(O)P(O|M) (3.18)

Buscando obter o conjunto de parametros tedricos 6; que melhor descreva os dados experi-

mentais de maneira global devemos maximizar a fun¢ao de verossimilhanga,

OLB:|X)

) =0, 1=1,...,n. (3.19)

onde n € a quantidade de parametros.
Se quisermos maximizar o ajuste de um parametro especifico, 6., devemos marginalizar a

posterior em relacio a todos os outros parametros,
P(0,X) = / / POIX)d0)...d0, 1db,,...d0), (3.20)

As regides de confianga, R(«) sdo determinadas através da integral,

/ P(0:]X)db; = a, (3.21)
R() N

onde N € o fator de normalizacdo. Determinado pela integracdo da posterior sobre todo o

espaco de parametros,
N = /p(9i|X)d”9i (3.22)

Os valores de o na equacdo 3.21 determinam o grau de confianga nas estimativas dos para-
metros para cada R(a). Normalmente os valores de «v sdo determinados em termos de 1o, 20
30 que sdo respectivamente 0.683, 0.954, 0.997.

Considerando que os dados X sdo obtidos através da medida de uma quantidade fisica ~y
com o respectivo desvio padrdo o. No qual podemos definir o valor dessas medidas estipulados
pelo modelo, 7., assim como o valor observado dessa quantidade fisica 7,,s medido uma
quantidade m de vezes. Se a distribui¢do dos dados segue uma Gaussiana temos que a funcao

de verossimilhanca é dada por,

L(~]0) = (3.23)

1 exp | — (’Vobs - f?teo>TC_l(’70bs - ’Vteo)
(2m)"?] det C[172 2

onde C € a matriz de covariancia desses dados.
Supondo que os dados sdao ndo correlacionados, a matriz de covariancia € diagonal e dada

or C;; = 1/02. E assim podemos reescrever sua funcio de verosimilhanca da seguinte forma,
17 i

: 2
L(v]0;) = H 1 exp [— %(—%bs — %eo(ei)) ] . (3.24)

J=1 4 /27?012 9j
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No qual o logaritmo dessa funcao é,

In £(+]6;) i Tobs %CO J Zln./zmz. (3.25)
j=1

Para encontrarmos o conjunto de parametros ¢; que melhor descreve os dados medidos de-

vemos maximar a funcdo de verossimilhanca ou simplesmente minimizar a fungio x? definida

como,

m Jj o )2
= _2n C(’YW@) = Z (’}/Obs C;theo(ez)) (3.26)
j=1 J

no qual consideremos que o; € independente dos parametros ;.

Minimizando x? obtemos que o valor de v que melhor descreve os dados observados &,

1 m
= Z:: (3.27)

O mesmo pode ser dado para a variancia,

RS
&= —Z Vo — )2 (3.28)

m

3.3 Monte Carlo Markov Chain

Na secdo anterior aprendemos de forma analitica a maximizar a funcao de verossimilhanca
com o intuito de obter os valores dos parametros que melhor descrevem um determinado con-
junto de dados. Porém, realizar tais cdlculos em modelos com um elevado nimero de pa-
rametros multidimensionais, torna-se impraticdvel, mesmo numericamente, devido a enorme
quantidade de integrais que devem ser realizadas para explorar todo o espaco de parametros.

Neste caso existe um método computacional conhecido como Monte Carlo Markov Chain
(MCMC), no qual dado uma posterior qualquer, esse método nos retorna um nimero Ny,ostras
de pontos do espago de pardmetros {7’} que sdo estatisticamente independentes entre si e

sua distribuicdo segue a posterior.
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Figura 12 — A curva azul representa a probabilidade posterior do pardmetro . E os pontos
azuis sdo amostras de pontos sorteados com base na forma da posterior. Com
um numero suficiente de amostras teremos que a média e o desvio padrio desse
conjunto de amostras serd bem proximo ao valores obtidos na curva analitica da
distribui¢do posterior. Fonte: (DODELSON S., 2020)

Considerando essa caracteristica do conjunto de amostras podemos estimar o melhor valor

do parametro 7,,

Na'most'r'as

1 ,
v i 3.29
Ta Namostras ; ’ya ( )
e de sua variancia o,
1 Namostras

A % 2 \2
G = — Aa)? 3.30
Namestras (704 7 ) ( )

i=1

Devemos notar que no limite em que Nyostrqs S€j@ Muito grande os valores de 4, e 7,
convergem para os valores analiticos. Nesse momento podemos considerar esse histograma
de amostras como sendo a distribui¢do de probabilidade do parametro . Podendo calcular
facilmente seu maximo local e também derivar seus intervalos de confianca.

O nome do método de Monte Carlo Markov Chain nos da algumas dicas de como € rea-
lizada esse processo de explorar o espaco de parametros do modelo. Primeiramente o nome
"Monte Carlo"se deve ao fato de utilizarmos um gerador de nimeros aleatérios. J4 o nome
"Markov Chain"significa que consideramos a evoluc¢do do sistema fisico como um processo
Markoviano, onde cada nova amostra 7! do sistema depende apenas da anterior ¢, por isso o
nome "Chain"que em inglés significa cadeia ou corrente.

Considerando essa natureza Markoviana do sistema fisico o algoritmo por trds do método de
MCMC deve ser completamente descrito pela probabilidade condicional K (v/|7y), da amostra

~ para a seguinte +'. Esta probabilidade condicional deve obedecer a seguinte condig@o,

P(y)K('|v) = P(Y)K(v[v), (3.31)

onde P(7) é a probabilidade posterior de ~.
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A expressdo 3.31 determina a igualdade de probabilidade de dado a amostra « obter v e
vice versa, caracterizando assim um processo reversivel tipico de sistemas em equilibrio.

Podemos caracterizar a probabilidade condicional K (y|y') através do algoritmo de Metropolis-
Hasting desenvolvido pelos fisicos N. Metropolis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A. Telles e E.
Telles na década de 1950 como um método de simulagdo de fluidos. Para selecionar o valor de
~/' utilizamos uma distribui¢do de probabilidade g(7/, ) centrada em -y e simétrica. O exemplo
mais simples de fung@o com essas caracteristicas é a Gaussiana,
(=7

202

g(v',7) o< exp (3.32)

Neste caso, temos que a proposta 7 serd aceita como o préximo passo na cadeia de Markov

com a seguinte probabilidade,

;o) P
Pac(Y',v) = min W’l ) (3.33)

A equacdo 3.33 determina que ao calcular o valor da probabilidade posterior da proposta

e do atual valor de v devemos analisar a razdo entre essas probabilidades,

(3.34)

E caso o > 1 a proposta «/ serd aceita como o préximo passo na cadeia. Se v < 1 devemos
sortear um numero aleatdrio entre zero e um. Caso esse numero sorteado seja menor que « a
proposta + sera aceita. Caso contrario, a proposta ' € rejeita e devemos repetir o valor de v na
cadeia e sortear novamente uma nova proposta.

Em alguns casos o algoritmo de Metropolis-Hasting pode ser ineficiente em explorar o es-
paco de pardmetros devido ao sorteio de propostas ' gerada pela funcdo g(y,~’) serem rejeita-
dos em grande nimero. Considere o caso da distribuicdo Gaussiana, o parametro ¢ na equacao
3.32 € livre. Caso o valor de o seja muito pequeno o algoritmo ird demandar um longo periodo
para mapear a posterior ou até mesmo convergir para um maximo local da posterior, dando uma
falsa perspectiva do melhor valor do pardmetro do modelo. Por outro lado se esse valor for

muito grande, teremos um grande niimero de propostas 7’ rejeitadas.
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Figura 13 — Figura que representa a evolucdo dos parametros em um algoritmo de
Metropolis-Hasting. Esquerda: A cadeia inicia em 6; e a proposta de movi-
mento (A) é aceita para o ponto 6,. Entdo € proposto um movimento para a
posicdo 05 que é recusada. Novamente no ponto #, é realizada uma proposta (C)
para o ponto 6, que € aceita. Centro: Exemplo de propostas de movimentos
no espago de fase muito longos. Direita: Exemplo de proposta de movimentos
no espacgo de fase muito curtos. Nesses dois exemplos o espaco de fase ndo é
explorado corretamente. Fonte: (LECLERCQ; PISANI; WANDELT, 2014)

Buscando resolver esse problema, algoritmos modernos de Metropolis-Hasting utilizam de
uma técnica dinamica para escolher o tamanho do passo durante o periodo inicial de estabiliza-
cdo da Cadeia de Markov. Existem outros algoritmos que realizam o método de MCMC porém
0 Metropolis-Hasting € o algoritmo padrao no software MontePython (BRINCKMANN; LES-
GOURGUES, 2019). Este software utiliza a técnica de MCMC para inferir parametros cosmo-
l6gicos, no qual utilizamos no decorrer desta dissertacdo. O MontePython trabalha em conjunto
com o software CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) (Blas; Lesgourgues; Tram,
2011) e sua extensdao HICLASS (ZUMALACARREGUI etal., 2017). Ambos os codigos tem o
intuito de calcular a evolugdo de perturbagdes cosmoldgicas no regime linear. Porém, o CLASS
considera apenas a Relatividade Geral como modelo de gravitacido e o HICLASS inclui modelos
de gravitacdo de Horndeski.
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4 SIRENE PADRAO

Medir distancia € um tema central na cosmologia moderna dado que esse ramo da ci€ncia
propde-se a estudar o universo e suas estruturas cuja distancia ao nosso planeta sdo ordens de
grandeza maiores que as dimensdes comumente analisadas em laboratérios. Como podemos
observar no capitulo 1 existem vadrias definicdes de distancia na cosmologia que levam em
consideracdo a expansao do universo e as ferramentas disponiveis aos cientistas para realizar
suas medidas.

Um dos parametros que constitui o0 modelo padrdo da cosmologia € a taxa de expansao
do universo atualmente, caracterizado pela constante de Hubble. Para medirmos esse parame-
tro necessitamos apenas do desvio para o vermelho do comprimento de onda eletromagnética
emitido pelo objeto celeste e também de sua distancia.

Porém, determinar distancias de corpos celestes ndo é uma tarefa simples. Para objetos
proximos podemos utilizar o método de paralaxe no qual baseia-se na comparagdo de duas
observacdes de um corpo celeste feitas a partir da Terra em dois momentos cujo o tempo de
observacgdo tenha a diferenca de seis meses para obter a diferenca angular causada pelo movi-
mento de transla¢do da Terra em relagdo ao corpo celeste observado. Para objetos mais distantes
esse método mostra-se inapropriado pois a paralaxe é extremamente pequena. Entdo em distan-
cias maiores podemos utilizar estrelas Cefeidas cuja luminosidade varia de maneira periddica
e através da andlise dessas variacdes € possivel determinar sua luminosidade intrinseca e assim
calcular sua distancia luminosidade através da equacdo 1.55. Para distincias ainda maiores uti-
lizamos Supernovas Tipo Ia como velas padroes devido ao comportamento bem caracteristico
de sua curva de luz. Essas medidas de distancia sdo sempre calibradas utilizando a anterior, por
exemplo, algumas estrelas Cefeidas estdo proximas o suficiente para sua distancia também ser
estimada pelo método de paralaxe e assim calibrar o método que utiliza a sua varia¢ao de bri-
lho. Da mesma forma podemos utilizar estrelas Cefeidas para calibrar medidas de Supernovas
Tipo Ia, esse encadeamento de medidas cada vez mais distantes pode ser visualizado como uma
escada cosmoldgica de medidas.

Em 1986 Bernard F. Schutz previu que com a deteccdo de ondas gravitacionais geradas
pela colisdo de duas estrelas de Néutrons de massa similar a do Sol poderiamos, junto com
o redshift, determinar com precisdo a distancia no qual esses objetos se encontram da Terra.
Transformando esses eventos em Sirenes Padrdoes em analogia ao termo Velas Padroes. Po-
rém, apenas em 14 de setembro de 2015 foi detectada a primeira onda gravitacional, que foi
gerada pela colisdao de dois buracos negros assim ndo sendo possivel detectar a contra parte
eletromagnética desse evento.

Em 2017 foi realizado a deteccaio GW170817 de ondas gravitacionais geradas por um par
de estrelas de néutrons com massa similar a do Sol e também foi medido o redshift da fonte
emissora dessa onda. Utilizando uma andlise Bayesiana desse tinico evento foi possivel estimar
a constante de Hubble Hy = 701> kms~'Mpc~! (ABBOTT et al., 2017). O erro associado a

essa medida ainda € bem grande pois utiliza uma tnica detec¢ao.
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A deteccdo de ondas gravitacionais expandiu os horizontes da cosmologia moderna pois
agora podemos observar eventos antes completamente incapazes de serem detetados e estuda-
dos. Visando aumentar nosso conhecimento do universo através das ondas gravitacionais novos
detectores foram planejados para serem mais precisos e sensiveis nessas detec¢des, como o
Einstein Telescope (MAGGIORE et al., 2020a) e o LISA (HOLLEY-BOCKELMANN et al.,
2020). O primeiro serd um detector construido na Terra composto por trés interferometros dis-
postos de maneira triangular ja o segundo projeto pretende ser um interferometro disposto em

orbita da Terra, ambos tem previsdo para entrarem em funcionamento na década de 2030.

4.1 Equacoes de Einstein linearizadas

As equagdes de campo de Einstein descrevem a interagdo entre o espaco-tempo e uma de-
terminada distribuicao de matéria e energia. Devido a equagido utilizar-se de notacao tensorial
devemos soluciona-14 termo a termo, logo existem um conjunto de 16 equacdes diferenciais
parciais no caso geral. Porém, considerando-se algumas simetrias do espago-tempo podemos
reduzir a quantidade e complexidade dessas equagdes. A métrica de Schwarzschild assim como
a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker sdo exemplos de métricas que utilizam-se de si-
metrias do espago-tempo para simplificar consideravelmente as equagdes de Einstein.

Existem eventos no universo de grande complexidade descritiva que inviabilizam a utiliza-
cdo de métricas perfeitamente isotrépicas e homogéneas como a colisdo entre buracos negros
ou estrelas de néutrons. Esses eventos de grande energia produzem ondas gravitacionais que se
propagam por longas distancias e podem ser detectadas na Terra. Devido a grande distincia que
estamos dessas grandes colisdes podemos considerar a onda gravitacionais como uma pequena
pertubagcdo na métrica de Minkowski, trabalhando assim no regime de campo fraco no qual o
espacgo-tempo € quase plano.

Ao reescrevermos a equagao de Einstein nesse regime de campo fraco com pequenas per-
turbagdes podemos mostrar que a equagdo de Einstein se comporta como uma equagao de onda.
Com a comprovagado experimental de que existem ondas gravitacionais e dada a sua capacidade
de ser uma fonte independente de medidas astrofisicas e cosmoldgicas, novos detectores mai-
ores € mais sensiveis estdo sendo projetados para que nas préximas décadas obtenhamos um
grande nimero de medidas de ondas gravitacionais e assim auxiliar no vinculo de parametros
do modelo cosmolégico.

O processo de linearizac@o das equacgdes de Einstein consiste em propor uma pequena per-
tubacdo na métrica que seja solug@o das equacdes de Einstein. O fato da pertubacio ser pequena
faz com que termos de ordens maiores que os lineares nas equacdes de Einstein sejam descon-
siderados.

Devemos primeiramente definir a equacdo de Einstein,

G = 8rTP, 4.1)
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na qual utilizamos unidades geométricas, ou seja, G = ¢ = 1 e consideramos que a constante
cosmoldgica € nula.
Considerando que estamos no regime de campo fraco, propomos uma métrica g,z cOmo a

métrica de Minkowski mais uma pequena pertubacao,

Jop = TNaps + hocﬁa (42)

onde definimos que estd pertubagio deva ser pequena de forma que |h,z| < 1.

Visando obter um novo sistema de coordenada no qual a equacao (4.2) mantenha-se imuté-
vel, definimos os conjuntos de coordenadas z® em termos da coordenada antiga z® somada a
fungdo £(z7),

¥ = % 4 £4(P). (4.3)
Exigimos que a pertubacdo seja pequena de forma que |£%] < 1, onde a virgula representa a
. . ) o™
derivada parcial em funcio dos pardmetros z*, isto é, ¢ 5= 8—2
’ x

Seguindo a lei de transformagdo tensorial temos que a métrica no novo sistema de coorde-

nadas deve ser dada por,
galﬁ/ = Ag’Ag/gﬂV (4.4)

Analisando a equagdo 4.3 temos que,

/

o’ Oz @ e

« axa « o
Ay = 55 = 0% =+ 0(2) (4.6)
Substituindo essas expressdes na equacdo 4.4 e considerando apenas termos em primeira

ordem em &,
o' = (5”04 o éu,a)(dyﬁ - §U,5)<77uu + hw/) (47)
Considerando apenas termos lineares na pertubacdo de coordenadas temos que equacio

(4.2) no novo sistema de coordenadas pode ser escrito como,

Jo'p = Nap + haﬁ - fa,/o’ - 65,047 (4.8)

Analisando a transformacao apenas da métrica perturbada temos que,

hag = hag — &ap — &8,a- 4.9)

O tensor de Riemman, importante constituinte das equacdes de Einstein, nesse regime linear

¢ dados por,

1
Roppw = E(howﬁu + Pgpar = hoppr — Npvau) (4.10)
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Dado que o tensor h,g € tratado como apenas uma pequena pertubagdo na métrica plana de
Minkowski podemos realizar levantamento e abaixamento de indices com a métrica de Min-

kowski,

b = 1" hay, 4.11)

W = n"Phi, (4.12)

por defini¢do o trago de h,g € dado pela contragdo dos seus indices,

h:=h?,. (4.13)
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As equacgdes de Einstein podem ser escritas de forma mais compacta se utilizarmos o trago
reverso de h,g definido como,
1

hP = hP — Enaﬁh. (4.14)

Este nome caracteristico pode ser compreendido ao observamos que,
hof .= h* = —h. (4.15)
Dada a relagcdo 4.15 podemos escrever a equacgao 4.14 da seguinte forma,

_ 1 _
h? = hP + Enaﬁh. (4.16)

Ao escrevermos a pertubacio h*? em funcido de h*® podemos escrever o tensor de Einstein
da seguinte forma,

17s . _
Gap = =5 P + Mashyu ™ = hoy g™ = hay o™+ O(heg) | (4.17)

Devemos notar que a equagdo 4.17 assume uma forma mais simples se a seguinte condi¢ao
for satisfeita,
h, = 0. (4.18)
Tal condi¢ao € conhecida como condi¢do de calibre de Lorentz. Devido a liberdade que
temos sobre as fungdes £ podemos sempre encontrar uma métrica que satisfaca a equacao
4.18.
Para mostrar esta propriedade, suponha que em um determinado sistema de coordenada
B“”,V # 0. Sabemos que podemos usar a equagdo 4.9 para determinar uma nova perturbacao

h,., da seguinte forma,

P = Py = & — Eupp + N (4.19)

Calculando o divergente dessa equacdo temos,

W, = R, — e (4.20)
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Buscando satisfazer a condicao do calibre de Lorentz na nova métrica, a funcdo £ deve
satisfazer a seguinte condicao,
Dg,u = 6#’1,/1/ = h'u'V’V (421)

Onde o operador de d’Alembert [] atuando sobre uma func¢do qualquer f é descrito da

seguinte forma,

#
Of = =55+ V2|1, (4.22)

onde podemos ver que este operador descreve a propagacao de uma onda.

Finalmente podemos determinar que no calibre de Lorentz o tensor de Einstein €,
1 -
G = —EDhaﬁ. (4.23)

E assim podemos escrever as equacdes de Einstein no regime de campo fraco e calibre de

Lorenz como,
O = —167TH . (4.24)

Onde a métrica h* se propaga como uma onda cuja fonte € o tensor de energia momento
T,

4.2 Propagaciao de ondas gravitacionais no vacuo

Sabemos que para analisar a propagacao de ondas gravitacionais a grandes distancias do seu
local de origem devemos utilizar as equacdes de Einstein linearizadas no regime de campo fraco.
Nesta secao iremos descrever a solucao homogénea da equacdo 4.24, ou seja, analisaremos a
propagacdo de ondas gravitacionais no vacuo.

Ao fazermos T"” = 0 na equagdo 4.24 temos,

82 2| 7e8
—ﬁ—i—v h*” = 0. (4.25)

Admitindo uma solucao da forma de onda plana,
he? — Re [Aaﬁ exp (ikua:”)}, (4.26)

onde k,, sdo constantes reais e A*? sdo constantes complexas.

Podemos reescrever a equacdo 4.25 da seguinte forma,
nh ,, =0. (4.27)
Substituindo a solu¢do de onda plana 4.26 na equacao 4.25 temos,
nhe’,, = ="k, h =0 (4.28)
Como a pertubagio 2’ ndo pode ser nula. Devemos ter,

" kuk, = k"k, = 0. (4.29)
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Logo, £, € um vetor nulo de Minkowski, propagando-se ao longo do cone de luz.

E comum escrever o quadrivetor k* como,

k= (w, k) (4.30)

Gragas a relac@o de nulidade de k,, descrita na equagdo 4.29, obtemos a relacdo de dispersdo
da onda,
w? = |k, (4.31)

implicando no fato da onda gravitacional se propagar com a mesma velocidade da luz no vacuo.

Também temos o vinculo imposto pela equacgdo de calibre de Lorenz,
R’y =0. (4.32)

Ao substituirmos a solu¢do de onda plana e exigirmos que seja respeitado o calibre de Lorentz
temos que,
Ak =0, (4.33)

determinando que a propagacdo da onda € ortogonal a sua polarizagdo, ou seja, a onda € trans-
versa a direcdo de propagacao.
Visando restringir os graus de liberdade da onda gravitacional devemos utilizar nossa liber-

dade de calibre para obtermos um novo sistema de coordenadas no qual,

62
< o vZ) €0 =0, (434)

E possivel mostrar que no vicuo o calibre de Lorenz tem uma liberdade residual que nos

possibilita impor condi¢des extras sobre o tensor h*” da seguinte forma,
h'; =0, h,n=0 h7,=0. (4.35)

A equacio (4.35) define o calibre transverso de traco nulo, abreviado como TT. Neste calibre
temos apenas dois graus de liberdade para uma onda que se propague na dire¢ao z. Da condicao
de traco nulo, temos h,, = —h,, = hy e da simetria da métrica, temos que h,y, = hy, = hy.
Os modos "+"e "X "correspondem as duas polariza¢des da onda gravitacional.

Assim podemos escrever o tensor de propagacdo de uma onda gravitacional na direcdo z e

no calibre transverso de traco nulo da seguinte forma,

0 O 0 O
0 h h 0
Wil = 0 h+ ; o [w(t — 2)]. (4.36)
x  —hy
0 O 0 O

Para analisar como a passagem de uma onda gravitacional interfere no comportamento das

particulas devemos considerar duas particulas P; e P, em repouso. A particula P, encontra-se
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na posigao (¢,0,0,0) e P, na posigdo (¢, L,0,0). Logo, ambas estdo separadas pela distancia L
no referencial de calibre transverso de traco nulo.

A distancia propria entre elas €,

SE/|d32|]/2:/|ga6d$ad1ﬂ’1/2 (4.37)
L

E/ dz~/1 + hy coswt

0

1
R~ L(l + §h+ Coswt)

A equacdo 4.37 nos permite observar que a distancia propria entre essas duas particulas
varia em relacdo ao tempo. Também podemos observar que a variacdo da distancia entre elas
€ proporcional a distancia inicial L. Por isso os detectores de ondas gravitacionais devem ter
comprimentos em escalas de quildmetros. E mesmo assim a oscilacdo provocada pela passagem
da onda gravitacional é da ordem 10~ '¥m, aproximadamente mil vezes menor que o raio de um

proton.

4.3 Medidas com ondas gravitacionais

Eventos astrofisicos, como a colisdo entre duas estrelas de néutrons, sdo eventos que emitem
uma enorme quantidade de energia nas quais podem ser liberadas de inimeras formas incluindo
a emissdo de ondas gravitacionais.

Através da deteccao dessas ondas gravitacionais e sua respectiva contraparte eletromagné-
tica € possivel determinar com grande precisdo a distancia luminosa da fonte. Essa caracteris-
tica na detec¢do de ondas gravitacionais provenientes de colisdes de estrelas de néutrons foi
proposta por Bernard F. Schutz em 1986.

Esse sistema pode ser descrito por duas estrelas de massa m, e m, formando um par bindrio
cuja distancia entre eles € dado por 1?2 € o observador estd a distancia r. O observador encontra-

se no eixo z e o plano orbital intercepta o eixo = com inclinagdo ¢, conforme figura
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Figura 14 — Sistema bindario cujas massas sao m; € m, separadas pela distancia R e observa-
das a distancia r em relacdo ao eixo z. Fonte: (LI, 2015)

As duas polarizacdes geradas por esse sistema bindrio sdo (LI, 2015),

B 4GMP2B 1 4 cos?

h
+ r 2

cos(2wt) (4.38)
4(GM,) B3

N r

onde M .. é conhecido como Chirp Mass (Massa de Gorjeio) (SATHYAPRAKASH; SCHUTZ,

2009) e definido como,

hx

cos(t) sin(2wt) (4.39)

(mlmz)S/S

(m1 -+ mz)‘/S'

As equagdes 4.38 e 4.39 sdo escritas de forma independente de 1 gracas a uma aproximagao

M. = (4.40)

Newtoniana que relaciona a frequéncia orbital com o raio do sistema através da terceira lei de
Kepler,

W = W. (4.41)

As ondas gravitacionais geradas por esse sistema bindrio retiram energia da 6rbita, o que

causa a aproximag¢do das componentes m; € m,, diminuindo o valor de R e aumentando a

frequéncia orbital e consequentemente aumentando a energia perdida em ondas gravitacionais

pelo sistema. Esse aumento da frequéncia das ondas gravitacionais € acompanhado de um

aumento na amplitude das ondas, todo esse processo € chamado de gorjeio.
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Figura 15 — Exemplo de gorjeio do evento GW 170817, no qual ocorre a coalescéncia de duas
estrelas de néutrons. Podemos observar o aumento da frequéncia com o tempo e
que a amplitude também segue esse padrao. Fonte: (Holz; Hughes; Shutz, 2018)

A taxa de variagao orbital no tempo é dado por,

f= 95—67r8/3f”/3(G/\/lC)5/3 (4.42)
onde f = w/2m. Realizando a integragdo obtemos,
| s 3/8
faw=—| 35| (GM)T, (4.43)

onde 7 = t; — t sendo {, 0 momento da coalescéncia. Observando a expressdo 4.43 vemos
que a frequéncia diverge até o infinito conforme o tempo ¢ se aproxima do tempo de colisao.
Devemos lembrar que esse tratamento é uma aproximacao pois utilizamos a mecanica newto-
niana e devido a altissimas velocidades das estrelas durante a coalescéncia seria necessario um
tratamento relativistico completo.

Para fontes que estejam a distancias cosmoldgicas em um modelo descrito pela métrica de
FLRW com curvatura nula devemos considerar fendmenos de expansdo do universo. Logo, a
distancia r deve ser substituida por a(ty)r e que a frequéncia também sofra um redshift wg,, =
(1 + 2)w?’. E assim reescrevendo as amplitudes, chamadas de A ,das polarizacdes 4.38 e 4.39

gw*

levando em consideracao esses efeitos cosmoldgicos,

2/3
= HCMP( 2Py (444
a(to)r ’
. 4(GMc,obS)5/3W§£s3
= D, ,
onde a Massa de Gorjeio observada é dada por,
Meops = (1 4+ 2)M.. (4.45)

Utilizando a equagdo 4.44 podemos obter a distancia luminosidade do sistema bindrio atra-

vés de alguns parametros como a amplitude e frequéncia da onda gravitacional, a massa de
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gorjeio e o redshift do sistema obtido através da localizacdo da galdxia de origem. A grande
importancia desse resultado é que ele pode ser obtido por medidas diretas, sem necessidade de
uma calibragdo utilizando outros métodos de medidas astrofisicos. Por esse motivo a detec¢ao

de ondas gravitacionais de sistemas bindrios é conhecido como Sirenes Padrdes.

4.4 Simulacao do Einstein Telescope

O Einstein Telescope (ET) € uma proposta de observatério de ondas gravitacionais subter-
raneo de terceira geragdo. Estima-se que o ET alcancard uma sensibilidade muito maior que
os detectores atuais pois o comprimento dos bragos utilizados para a interferometria serdo de
10km, outras tecnologias também serdo empregadas para aumentar a sensibilidade como a pos-
sibilidade de resfriar algumas Oticas principais para até 10K e reduzir o ruido produzido por

perturbacdes ambientais.

Figura 16 — Representacdo artistica do projeto do Einstein Telescope Fonte: (PROJETO.. .,
)

O ET possibilitard explorar o Universo por meio de ondas gravitacionais ao longo de sua
histéria cosmica, esclarecendo questdes em aberto na fisica e na cosmologia. Devido a grande
sensibilidade e sua banda de frequéncias, o ET podera detectar ondas gravitacionais geradas por
colisdes de toda a populacdo de buracos negros de massa estelar e intermedidria durante toda a
evolucdo do Universo. Também permitird compreender a natureza da matéria escura e energia
escura além de realizar testes de modelos de gravitagdo modificada em escalas cosmoldgicas.

A previsdo € de que o projeto inicie a fase de constru¢cdo em 2026 com o objetivo de iniciar
as observacoes em 2035. Porém, com simulacdes da sensibilidade pretendida desse observato-
rio podemos estimar 0 quanto conseguiremos restringir pardmetros cosmolégicos quando uma
certa quantidade de medidas for obtidas. E justamente essa simulagio e estimativa que iremos

abordar nessa secao.
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Uma maneira de verificar a consisténcia de um modelo de gravitagdo modificada frente os
futuros dados do Einstein Telescope € simulando tais dados sabendo previamente a capacidade
projetada do detector e seus possiveis erros instrumentais e inerentes a propria medida.

A primeira coisa que deve ser calculada sdo os erros de cada detec¢do. Podemos dividi-los
em dois tipos, erro instrumental e erro devido ao lenteamento. O erro devido ao lenteamento
(SATHYAPRAKASH; SCHUTZ; BROECK, 2010a) apresenta uma forma bem simples,

Olens 2 0.052DEW (4.46)

onde DFW ¢ a distancia luminosidade do evento determinada pela onda gravitacional € z é o
redshift associado.

Ja o erro instrumental necessita de mais detalhamento. Por isso comecaremos com a detec-
¢do da onda gravitacional.

As ondas gravitacionais sdo detectadas pela deformag@o h(t) que causam na interferometria.
Essa deformacao pode ser decomposta em funcdo da polariza¢ao da onda e em fun¢ao da forma

do detector,
Dado que o Einstein Telescope consiste de trés detectores distribuidos na forma de um

triangulo equilatero, conforme a imagem abaixo.

E3

Figura 17 — Esquematizacao da configuragdo geométrica dos interferometros do Einstein Te-
lescope. Fonte: (REGIMBAU et al., 2012)

As suas fungdes F', e Fy dependem da forma geométrica que os bracos dos interferdmetros

sdo posicionados e sdo determinadas da seguinte maneira para cada interferdmetro,

g -

FS)(H, ¢, ) = ? 3 (1 + cos 0% cos 2¢ cos 21) — cos 6 sin 2¢ sin 22,0) (4.48)
g -

Fil)(ﬁ, ¢, ) = \/7§ 3 <1 + c0s 0% cos 2¢ cos 29 + cos 6 sin 2¢ sin 2@/}) (4.49)
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2

FEL0.6.0) = FLL(0.0+ 5 .0) (4.50)
4

FEL0.6.9) = F{L(6.6+ 5 .9) 451)

onde os angulos # e ¢ equivalem a posi¢do polar e azimutal da fonte emissora na esfera ce-
leste em relagc@o ao detector, respectivamente. O angulo v representa a polarizacdo da onda

gravitacional.

Figura 18 — Representacdo dos angulos (6, ¢) que localizam a origem da onda gravitacional e
o angulo 1/ que determina a sua polarizacido. Fonte: (YUNES; SIEMENS, 2013)

Trataremos h(t) no espago de Fourier. Sua transformada é (SATHYAPRAKASH; SCHUTZ;
BROECK, 2010b), (ZHAO et al., 2011a):

H(f) = AfCexp li(27Tfto - % +2W(f/2) — 90(0,2))] (4.52)

onde t( € uma constante dada pelos dados fiduciais e na nossa simula¢do usamos ¢y = 0.

A amplitude da onda gravitacional no espaco de Fourier é dado por,

1 /ST _
A= W\/F}r(l + cos? 1) + 4F2 cos? . %" 7/6/\/12/(2,8, (4.53)

onde ¢ € inclinacdo do momento orbital em relacdo a linha de visada conforme observado na

figura 14 e M, ;s € a massa de gorjeio observada
Meops = (1 + 2)M.. (4.54)

Na equagdo 4.52 o termo V¥ é dado por (POISSON; WILL, 1995),

7

U(f) = tho+ % > @M f) (4.55)
=0
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onde v; sdo os coeficientes da expansao pds-Newtoniana (BLANCHET, 2014).

Além disso a fungdo ¢, o) € dada por,

—2cos tFy ) (4.56)

= arct X
©(2,0) = arctan <(1 o 1F)

Assim definimos o erro instrumental da seguinte forma (HOGG; MARTINELLI; NESSE-

RIS, 2020),
) ZDGW
Oinst (DS 2 —pL (4.57)

onde p é a combinagéo do sinal ruido dos trés interferdmetros do ET, isto é, p* = >_. p? e,

Fupper df 172
pi=V<Hi,Hi >= [4/ H()H(f) ] (4.58)

flmue'r Sh(f)

onde os limites de integracao sdo:
2
63/227TM0bs

onde a sigla LSO significa Last Stable Orbit e funciona como um limite maximo de corte

fupper = 2fLSO = (4‘59)

determinado pelas observagdes e o limite inferior depende das capacidades e configuragdes do
detector que no caso do Einstein Telescope € tomado por (SATHYAPRAKASH; SCHUTZ;
BROECK, 2010b) (ZHAO et al., 2011b),

Jiower = 1H2z (4.60)
A funcgdo S, designa o espectro de poténcias do ruido (REGIMBAU et al., 2012),
Su(f) =10""h,(f)*Hz" (4.61)
sendo h,, dado por,
ho(f) =2.39 x 107227 15% 4-0.34927 1 + 1.762°'% 4-0.4092"1° (4.62)

onde x = f/100H z.

Simulamos 1000 eventos assumindo uma distribui¢do uniforme no céu (6, ) no qual sorte-
amos aleatoriamente para cada detec¢do um valor de 6 dentro do intervalo [0, 7| e um valor ¢
no intervalo [0, 27| representando a localizagdo no céu da fonte de ondas gravitacionais. Para
a distribuicio desses eventos detectados em funcio do redshift, devemos usar a probabilidade

(ZHAO et al., 2011b),

4mr*(2)R(2)
H(z)(1+z)
onde 7(z) € a distdncia comodvel, e R(z) € a taxa de fusdo de sistemas bindrios dada por (SCH-
NEIDER et al., 2001) (CUTLER; HOLZ, 2009) ,

P(z) x (4.63)

1+22 se z <1
3
R(z) = Z(S—z) sel <z<5

0 sez>5
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Figura 19 — Taxa de criacdo de eventos pela distancia em redshift.

o qual pode ser observada na figura 19.
Sorteamos 1000 eventos com probabilidade P(z) e assim obtemos os z; das observagdes.

Para cada z; temos um valor de D" fiducial. Escrevemos uma Gaussiana centrada em DFW (z;)

com largura o(D¢W) = \/o? , + o2, . onde

2 DGW
Cinst R ——. (4.64)
p
E como dito anteriormente o erro de lenteamento é dado por,
Olens ~ 0.052DFW (4.65)

Algumas pressuposicoes em relagdo ao Einstein Telescope foram consideradas no decorrer

da simulacdo.

* Serdo detectados 1000 eventos com contraparte eletromagnética em forma de Short ~y
Ray Bursts (SGRBs). As deteccoes de (SGRBs) implica que os sistemas estdo orientados

frente a frente. Por isso assumimos ¢ = 0.

Como estimativa, consideramos que a massa de todos os sistemas detectados sera:
my =my = 1.4M, (4.66)

onde M, € massa solar.

Primeiramente verificamos o resultado da distribui¢do discreta R(z) de eventos.

Em seguida calculamos a funcao densidade de probabilidade para a criacdo do evento em
determinado redshift e sorteamos 1000 eventos com peso P(z). Como podemos ver no histo-

grama abaixo.
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Histogram of events by redshift

.,

Figura 20 — Mil eventos distribuidos conforme a curva de probabilidade de deteccao do Eins-
tein Telescope, em azul.

Finalmente podemos observar os 1000 eventos de detec¢des de ondas gravitacionais simula-
das pelo ET distribuidos em funcdo da distancia luminosidade e do redshift com suas respectivas

barras de erro.
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Figura 21 — Distancia luminosidade dos eventos pelo redshift

Por dltimo analisamos como o erro instrumental e de lente evoluem separadamente con-
forme o redshift aumenta. No grafico 22 temos o erro instrumental considerando angulos sor-
teados e também uma curva na qual consideramos uma média sobre as grandezas angulares e

obtemos um erro médio sem flutuacoes.
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Figura 22 — Progressao dos erros nas detec¢des simuladas do Einstein Telescope em funcao
do redshift.

Observe na figura 22 que o erro instrumental, em vermelho, e a sua média, em azul, sdao

dominantes sob o erro devido ao lenteamento, em verde.

4.5 Descricao da Likelihood criada

Conforme discutido anteriormente no capitulo 3, a likelihood ou fun¢do de verossimilhanca
determina a probabilidade condicional de obter um observavel X em funcdo de parametros de
um determinado modelo. No nosso caso, o observavel € a distincia luminosidade.

Podemos escrever a likelihood da seguinte maneira,

1 1/ D}, pmock — Drteo\?
iy

il / f 2 O'j

Como consideramos os erros nao correlacionados podemos escrever a matriz de covariancia
de forma diagonal como sendo, Cj; = 1/07. Onde o; € o valor do erro simulado para cada
medida de distancia luminosidade do Einstein Telescope o(DSW) = /a2, ., + 02 .
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo iremos analisar as restricdes impostas aos parametros cosmoldgicos de quatro
modelos de universo distintos e também como esses parametros se comportam ao combinarmos
dados reais de duas colaboragdes com os dados simulados do Einstein Telescope. Os dados reais
que foram utilizados sdo da colaboracao JLA (BETOULE et al., 2014b) que obtém distincia de
supernovas tipo la e também utilizamos dados de Oscilacdes Actsticas de Barions (BAO).

Os dados de Oscilagdes Acusticas de Barions utilizados, foram extraidos do 10° (DR10) e
11°(DR11) release do BOSS que faz parte da colaborag@o Sloan Digital Sky Survey III (SDSS-
IIT). Onde o release DR10 (AHN et al., 2014) contém 927.844 espectros de galdxias, 182.009
espectros de quasares, 159.327 espectros estrelares distribuidos em uma édrea do céu de 6373.2
graus quadrados dentro de um intervalo de redshift de 0.15 < z < 3.5. Ja o release DR11
(ANDERSON et al., 2014) contém aproximadamente um milhdo de galaxias distribuidas em
uma drea de aproximadamente 8500 graus quadrados dentro do intervalo de redshift 0.2 < z <
0.7.

Os dados de andlise de curva de luz de Supernovas tipo Ia, abreviados como JLA, sdo
compostos por dados espectrograficos de 740 supernovas (BETOULE et al., 2014b) obtidos das
colaboracdes SDSS-1I e SNLS distribuidos no intervalo de redshift de 0.05 < z < 1.

O objetivo € iniciar com o modelo padrdo da cosmologia, visando aprender a manipular
os softwares Monte Python (BRINCKMANN; LESGOURGUES, 2019) e CLASS (Blas; Les-
gourgues; Tram, 2011), visto que ja existem trabalhos anteriores para compararmos nosso resul-
tado. E entdo progredimos adicionando parametros extras de expansao do universo nos modelos
wC DM e CPL. E por fim analisamos um modelo de universo descrito pela gravitacdo de Horn-
deski na parametrizac¢do propto_scale.

Primeiramente utilizamos um modelo similar ao AC'D M pois a energia escura serd tratada
como uma constante € nenhum parametro extra € acrescentado. A unica diferenca € que deixa-
mos a densidade de curvatura critica do universo €2 livre para ser vinculada pelos dados através
do método de MCMC. O segundo modelo € considerado como uma gravitacdo modificada pois
a constante w da equacdo de estado da energia escura ndo € fixada em —1 e deixada livre para
ser restrita pelo método de MCMC com a combinag@o dos trés conjuntos de dados ja men-
cionados. No terceiro modelo buscamos restringir os parametros wy — w, da parametrizacao
CPL da energia escura. Por dltimo, utilizamos a gravitacio modificada de Horndeski com a
parametrizacdo proporcional ao fator de escala do universo (propto_scale). Neste modelo bus-
camos apenas restringir os valores de a; € ap utilizando os dados conjuntos de BAO, JLA e
da simulacdo do Einstein Telescope.

Outros parametros que sdo restringidos em todas as andlises sdo os parametros de nuisance
proveniente das medidas de distancia através de supernovas tipo Ia conforme equacao (1.99).
Também restringimos a densidade critica de matéria €2, do universo. Representada como a
soma da matéria baridnica, fixada em 2, = 0.05, e a matéria escura (2.4, € livre.

Assim como discutido no capitulo 3 os priors sdo elementos fundamentais no processo de



81

estimar parametros utilizando a estatistica Bayesiana e representam sua informacao prévia do
valor do pardmetro. Devemos ressaltar que utilizamos flat priors com todos os parametros
vinculados, ou seja, a probabilidade € constante durante todo o intervalo estabelecido. E os
intervalos dos pardmetros de nuisance o, 5, M e A, sdo indefinidos, podendo variar de menos
infinito até mais infinito. Esse intervalo foi utilizado em todas as simulacdes.

Alguns parametros cosmoldgicos foram fixados, seguindo os valores de bestfit do Planck
(AGHANIM et al., 2020), durante todo o processo de MCMC conforme pode ser observado na
tabela 1.

Parametros Valor
H, 67.556 Km s~ ' Mpc~!
Q. 0.0
Q 0.05
Toms 27255 K
N 0.9619
In(10'°A4,) 3.0980

Tabela 1 — Parametros cosmoldgicos mantidos fixos, segundo os dados do obtidos pela cola-
boragdo Planck (AGHANIM et al., 2020), durante o método de andlise de MCMC em todos
os modelos de universo a menos que seja dito o contrério.

Devemos ressaltar que todas as cadeias de MCMC analisadas convergiram dentro do critério
de Gelman-Rubin (GELMAN; RUBIN, 1992) onde todos os parametros de todos os modelos
apresentaram o valor de R — 1 < 1072, Esse critério compara as variancias estimadas de cada
parametro entre as cadeias e dentro da cadeia. Grandes diferencas nesses valores indicam uma
ndo convergéncia e pequenos indicam a convergéncia dos valores. Na literatura (BROOKS;
GELMAN, 1998) indicam R < 1.2 como um valor apropriado para garantir a convergéncia da
cadeia.

A impossibilidade de determinar alguns pardmetros com precisio € perfeitamente normal
pois alguns conjuntos de dados fornecem informacdo apenas sobre a expansdo do fundo cos-
moldgico e ndo de estruturas geradas por perturbagdes. Por isso utilizamos a combinagdo de

dados de BAO com as medidas de distancia obtidas por supernovas e sirenes padroes.

5.1 ACDM com curvatura livre

Dentre os trés modelos de universo abordados, iniciamos a exploracao dos pardmetros com
o modelo AC'DM pois além de ser o modelo padrdo da cosmologia, também € o mais didatico
para compreendermos o poder vinculante dos dados simulados do Einstein Telescope sob os
parametros €2, (25 e €2,),.

O modelo AC'DM considera que o universo tenha curvatura nula, ou seja, consideramos o
universo plano. Porém, nessa se¢do gostariamos de explorar o comportamento desse modelo

quando ndo fixamos a curvatura € o quanto podemos vincular esse parametro utilizando os
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dados de BAO em conjunto com os dados do JLA. E também qual serd o acréscimo de precisao
ao acrescentar os dados simulados do Einstein Telescope.

Sabemos que alteragdes na curvatura do universo afetam a medida de distancia luminosi-
dade, pois a mesma depende da geometria do universo conforme equacao 1.56. Curvaturas
diferentes também distorcem as anisotropias da radia¢do césmica de fundo.

Poderemos observar nas andlises abaixo que outros parametros além de €2, também sdo ana-
lisados. Isso € necessario para o funcionamento da andlise de MCMC realizada pelo software
Monte Python. Os parametros €2 € Q.4 utilizaram um flat prior de [—o0, +o00]. Como os

parametros (2,,, e {2, sdo parametros derivados ndo faz sentido estabelecer um prior.

5.1.1 JLA+BAO

Utilizando apenas os dados de JLA em conjunto com BAO obtivemos os valores estimados

dos parametros cosmoldgicos e seus respectivos erros, conforme tabela 2.

Parametros | Valor estimado
Qe 0.256 053
o 0.0351+5:93%
a 0.141%000675
B 3.175 087
M —19.1400%33
A —0.0708 1073
D 0.306"591
Qn 0.658003%

Tabela 2 — Bestfit dos parametros cosmolégicos do modelo ACDM com curvatura livre res-
tritos com dados do JLA mais dados de BAO.

Conforme observamos na tabela 2 o erro de §2,, representa aproximadamente 8% do seu
valor estimado. J4 o parAmetro €2, apresentou um valor estimado préximo de zero, descrevendo
um universo proximo do plano. Porém, o seu erro ainda é proporcionalmente muito grande
QO = 0.0351J_r8:83§‘7‘, impossibilitando uma defini¢cao no sinal da curvatura do universo. Por fim,

o parametro Q2 = 0.6587003% apresentou um erro percentual de aproximadamente 9%.
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Figura 23 — Posterior bidimensional dos parametros cosmoldgicos restritos usando dados do
JLA e BAO.

Na figura 23 € possivel observar a posterior bidimensional de todos os parametros do mo-

delo e a sua regido de confianga estabelecida pela tonalidade das cores, onde o tom mais escuro

representa a probabilidade de 10 (68%) e o tom mais claro englobando a regido central repre-

senta 20 (95%) de probabilidade do valor do pardmetro estd dentro dessa regido. Adotamos

esse sistema de cores para representar as regioes de confianca em todo a dissertacdo. Também
temos nessa figura a posterior unidimensional de cada pardmetro separadamente a direita da

piramide. Portanto, compreendemos que todos os pardmetros convergiram corretamente para

seu valor estimado.

Como estamos interessados nos parametros €2,,, e {2, ressaltamos sua posterior bidimensio-

nal com as suas regides de confianga de 1o e 20 na figura 24.
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Figura 24 — Posterior bidimensional dos parametros cosmologicos €2,,, e 2. Utilizando BAO
e JLA separados e depois em conjunto.

Podemos observar que a posterior bidimensional em azul que representa os dados do JLA
e a posterior em verde que representa os dados de BAO ndo estdo alinhadas, gerando uma
pequena interse¢do, em cinza, dos valores provaveis de {2, e €2,,,. O poder vinculante ao utilizar
a combinacdo dos dois conjuntos de dados mostra-se maior que ao utiliza-los separadamente,
justamente pelas regides nao estarem alinhadas a ortogonalidade das posteriores parciais no

espacgo paramétrico € que da o poder vinculante do conjunto de dados.
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2.0

Figura 25 — Posterior bidimensional dos parametros cosmolégicos €2, e §24. Retirada do
paper (KOWALSKI et al., 2008), nesse paper ndo foi utilizado JLA e sim o
UNION, mais antigo.

Utilizamos o artigo (KOWALSKI et al., 2008) como critério de comparacao pois utiliza
dados de 414 Supernovas Tipo Ia provenientes da colaboracao UNION (SUZUKI et al., 2012)
que € constituida por medidas dos experimentos: Supernova Legacy Survey, ESSENCE Survey
e HST. Os dados de BAO utilizados no artigo sd@o provenientes de 46.748 galaxias entre o
redshift 0.13 < z < 0.47 e uma 4drea do céu de 3816 graus quadrados medidos pelo Sloan
Digital Sky Survey (EISENSTEIN et al., 2005a). Neste artigo utilizando essa combinacdo de
dados mais dados de radiacdo césmica de fundo e considerando o modelo ACDM com Qg
livre foi obtido os seguintes valores 25, = 0.28570 070 0011 e Qi = —0.00910 0% 0-002,

Ao compararmos as figuras 25 e 24 podemos observar algumas semelhangas como a incli-
nacdo das posteriores dos dados de natureza semelhantes e também vinculos semelhantes ao

utilizar ambos os dados. Porém, percebemos que na figura 24 as posteriores de BAO e JLA sdo



86

bem mais restritivas. Devemos considerar que estamos utilizando dados mais recentes em am-
bos os casos. Nas medidas de BAO foram utilizados aproximadamente 40 vezes mais dados de
galédxias e as medidas do JLA sdo aproximadamente 1.8 vezes mais numerosas que do UNION,
além de cobrirem uma 4rea maior do céu e detectar objetos mais distantes. Outro fator que deve
ser levado em considerag@o € que os dados provenientes da medidas de BAO obtidas através
dos picos acusticos 1.89 sdo independentes de H,. Entdo medidas de BAO sdo incapazes de
estimar a taxa de expansao do universo. Na simulacdo realizada na dissertacao fixamos o valor
de H, conforme a tabela 1. Esse fator e a precisdo maior nos dados utilizados provavelmente

geraram essas diferencas entre os graficos.

5.1.2 ET+JLA+BAO

Nesta subsecao acrescentamos os dados simulados de 1000 detec¢bes de sirenes padrdes
para o Einstein Telescope. Na tabela 3 verificamos o valor estimado dos parametros e seu

respectivo erro.

Parametros JLA+BAO ET+JLA+BAO
Quim | 025670215 | 02514501
o 0.03517093%% | 0.03057 0032
o | 014175%8 | 0.1417000%8
8 3150 0wy 3.1 0 0s0
M| 19 | 191700
Ay —0.07081 00534 | —0.0703¢ 0%
Qp, 0.306"5055 | 0.301% 5105
24 0.658 5051 | 0.669 05

Tabela 3 — Bestfit dos parametros cosmolégicos do modelo AC'D M restritos com dados do
JLA+BAO, e JLA+BAO+ET

Ao acrescentarmos os dados simulados do Einstein Telescope aos dados do JLA e BAO
obtemos um ganho no poder de restricdo dos pardmetros 25, (2 e €2,,. Temos que o va-
lor estimado de €2, = O.O3OSJ_F8:8§Z,§ manteve proximo de zero. Porém, agora € possivel de-
terminar o sinal positivo da curvatura do universo devido a maior precisdo. Ja o parimetro
Q= 03017005 também se manteve com valor estimado semelhante porém o margem de
erro diminuiu aproximadamente 57%. E finalmente analisamos a energia escura através do

pardmetro 2, = 0.66970929 que também apresentou uma margem de erro 64% menor.
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Figura 26 — A esquerda temos a figura 24 para critério de comparagdo. A direita temos a
posterior bidimensional dos parametros cosmoldgicos {2, e €, restritos usando
dados do JLA+BAO (vermelho) e uma simulagcdo dos dados do Einstein Teles-
cope (azul).

Podemos visualizar na figura 26 o quanto os dados de BAO e JLA acrescidos da simulacdo

dos dados do Einstein Telescope conseguem vincular com mais precisao 2, e €2,,,.

5.2 Parametrizacio wCDM

O segundo modelo de universo explorado ird considerar uma energia escura dinamica, onde
o valor da sua constante w da equacao de estado ppr = wppg ndo serd fixada em w = —1.

Como esse parametro estd intimamente ligado a densidade de energia escura,

pDEaf}(l-‘r’w)7 (51)

,Ocr

QDE -

espera-se que a expansao do universo seja sensivel ao parametro w.
O pardmetro Q.4,, utilizou um flat prior de [—o00, +00]. J4 o parAmetro w utilizou um prior

de [—2.0, +2.0]. Devemos lembrar que consideramos o universo plano €2, = 0.

5.2.1 BAO+JLA

Comecamos utilizando os dados de BAO e JLA e obtemos as seguintes restricdes nos para-

metros.
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Parametros | Valor estimado
Quim | 02547002
o) 0.14175:0008
ERRIENE
M —19.170004
Ay —0.07061 0023
w —0.971% 476
Qo 0.30410053
Tabela 4 — Bestfit dos parametros cosmoldgicos do modelo wC' DM restritos com dados do
JLA e dados de BAO.
Podemos observar na tabela 4 que w = —0.97170 047 se manteve muito préximo ao caso de

energia escura constante como no modelo ACDM. Seu erro representa aproximadamente 5%

0.0221

do valor estimado. J4 o parmetro €2,,, = 0.3047)133 contém um erro de aproximadamente 8%

do seu valor.
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Figura 27 — Posterior bidimensional dos parametros cosmoldgicos restritos usando dados de
JLA+BAO no modelo de universo wC' D M.
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Podemos observar na figura 27 que a posterior bidimensional e unidimensional de todos os
parametros do modelo wC'D M indicam que seus valores convergiram corretamente.

Destacando a posterior bidimensional dos pardmetros 2,,, e w,

0.0

B BAO
- LA
B JLA+BAO

-15 T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Qu

Figura 28 — Posterior bidimensional dos pardmetros cosmolégicos €2, e wy usando dados de
JLA e BAO separadamente e em conjunto.

Os dados de JLA e BAO isoladamente tem um pequeno poder de restringir os valores de €2,
e w. Observando apenas BAO vemos que esses parametros sdo degenerados dado que quanto
maior a quantidade de matéria no universo menor seria a velocidade de expansdao do mesmo,
ou seja, maior o valor de w. Ja JLA consegue restringir um pouco mais o valor de w porém
considera plausivel um universo com valores extremamente pequenos de matéria visto que seus
dados sdo sensiveis a expansao do universo e ndo a quantidade de matéria. Ao analisarmos
ambos os dados em conjunto temos uma restricio muito maior e préximo dos valores de w e
)., do modelo padrao da cosmologia.

Podemos comparar qualitativamente a figura 28 com a figura 29 retirada do artigo (KOWALSKI
etal., 2008) e observar que o comportamento da posterior dos dados de supernovas € semelhante
ao obtido com os dados do JLA e a curva de BAO mesmo com uma inclina¢do um pouco dife-
rente, possivelmente gracas a quantidade de dados ser 40 vezes menor que a utilizada na figura
28, a anélise conjunta gera um vinculo semelhante ao obtido em nossa andlise. Os bestfits obti-

_ +0.020+0.011 _ +0.01040.006 _ +0.069-+0.080
dos por eles foram, §2,,, = 0.28570307¢ 919> $2x = —0.010%5,1 7,004 € w = — 1001767375 055
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Figura 29 — Posterior bidimensional dos parametros cosmolégicos §2,,, ¢ w usando dados de
JLA, BAO e CMB separados e conjuntos. Fonte: (KOWALSKI et al., 2008)

5.2.2 BAO+JLA+ET

Acrescentando os dados simulados do Einstein Telescope vemos os valores estimados na
tabela 5.

Parametros JLA+BAO ET+JLA+BAO
Qeam | 0254%505% | 02514551,
o 0.141% G066 | 0141700677
i 3.1 05 3.1 og3s
M —19.1%055 | —19.15051s
Ay —0.070610.0%37 | —0.070500%%¢
w —0.971 5046 | —0.974"5 0283
O 0.304% 0052 | 030175011,

Tabela 5 — Bestfit dos pardmetros cosmoldgicos do modelo wC DM restritos com dados do
JLA+BAO e dados de ET+JLA+BAO.

Analisando a tabela 5 vemos que os valores estimados de €2,,, e w estdo proximos dos obtidos

com os dados de JLA e BAO em conjunto. J4 os erros percentuais dos parametros diminuiram

consideravelmente, comegando com €2,,, = 0.3047007% temos uma redugio de aproximada-

mente 50% do erro percentual. J4 o pardmetro w = —0.9741“8:8%3 obteve uma reducdo de

aproximadamente 45% do erro.
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Figura 30 — Posterior bidimensional dos pardmetros cosmolégicos de um universo wC' DM
restritos usando dados de JLA+BAO+ET.

Na figura 30 vemos a posterior bidimensional de todos os pardmetros analisados e suas
respectivas posterior linear a direita da piramide.

Observando apenas os parametros 2, € w temos a seguinte posterior bidimensional.
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Figura 31 — Posterior bidimensional dos pardmetros cosmoldgicos €2,, e w usando dados de
JLA+BAO, ET separado e ET+JLA+BAO.

Na figura 31 temos que isoladamente os dados simulados do Einstein Telescope conseguem
obter uma restri¢do muito maior no parametro €2,,, do que os dados do JLA mesmo ambos sendo
degenerados. Também observamos que os dados do ET em amarelo estdo basicamente ortogo-
nais aos dados conjuntos do JLA+BAO em cinza, esse fator aumenta ainda mais a precisao nos

parametros €2, e w.

5.3 Parametrizacio CPL

Nesta subsecdo consideramos novamente um universo com energia escura dinamica. Porém,
dessa vez o valor do pardmetro w(z) da sua equacdo de estado ppr = w(z)ppr é dado por uma
expansdo em série de Taylor até primeira ordem no fator de escala,

w(z) = P22 — wy + wa(1 — a) + O[(1 — a)?], (5.2)
PDE

desconsiderando ordens maiores e escrevendo em funcdo de z temos,

(5.3)

w(z) = wy + Wal

Os parametros wy e w, podem variar conforme a evolu¢ao do universo. Porém para z = 0

esperamos obter wy ~ —1 e w, ~ 0 condicentes com 0 modelo padrdao da cosmologia.

Utilizamos flat prior de [—2.0, 2.0] para os pardmetros wy € w, € o prior de [—o0, +0o0] para
chm'

5.3.1 JLA+BAO

Utilizando os dados conjuntos de JLA e BAO obtemos os valores estimados dos pardmetros

cosmolégicos conforme a tabela 6.
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Parametros | Valor estimado
Qe 0.253%0 535
a 0.141 05065
B 3.1 0res
M —19.1%0 036
Ay | 00761505
wo —0.957+9191
W, —0.1157547
Q. | 03037001

Tabela 6 — Bestfit dos parametros cosmoldgicos da parametrizacdo CPL restritos com dados
do JLA e dados de BAO.

Iremos focar em trés parametros do modelo, que sdo (2,,,, wy € w,. Comecando com a densi-

dade de matéria €2,,, = 0.303 109211 percebemos que o seu valor estimado se mantém préximo ao

0.0238
valores j obtidos no caso do modelo wC' DM e o seu erro corresponde aproximadamente a 8%
do seu valor estimado. J4 os pardmetros de energia escura, temos que wy = —0.957) 1%} tam-

bém similar ao obtido no caso wC' DM porém com um erro de aproximadamente 16% do seu
valor estimado. E no caso do parimetro linear da energia escura dinimica w, = —0.115%}3
observamos um valor estimado préximo de zero, que € esperado pelo modelo padrio da cos-
mologia, mas o seu erro é aproximadamente 900% do seu valor. Logo, percebemos que ao
acrescentarmos um parametro extra na descri¢do da energia escura dindmica perdemos o poder

vinculante dos dados.
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Figura 32 — Posterior bidimensional dos parametros cosmolégicos restritos usando dados do
JLA+BAO considerando uma parametrizagdo CPL.

Na figura 32 observamos as posteriores bidimensionais e unidimensionais de todos os para-
metros analisados através do método de MCMC e que todos convergiram corretamente. Porém,
wy € w, apresentaram maior dificuldade para convergir conforme visualizamos em suas poste-

riores unidimensionais.
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Figura 33 — Posterior bidimensional dos parametros cosmoldgicos wy, e w, usando dados do
JLA+BAO.

Na figura 33 observamos separadamente a posterior bidimensional dos pardmetros de ex-
pansdo wy e w,. Vemos os valores wy = —1 e w, = 0, adotados pelo modelo AC DM, estdo
dentro da regido de confianca de 20 na andlise de MCMC. Também observamos que o poder de
restri¢do dos dados sob w, € maior que em w,. O que faz sentido visto que w,, esté atrelado ao
redshift conforme equagao,

w(z) = wy + w,

— 54
T2 (5.4)

e tanto os dados de JLA como de BAO contém uma maior quantidade de dados para z < 1.
Fazendo com que o dltimo termo a direita na equagdo 5.4 seja pequeno e permitindo grandes

variagdes em w, para afetar o valor de wy.

5.3.2 ET+JLA+BAO

Acrescentando os dados simulados do Einstein Telescope aos dados do JLA e BAO obtemos

os seguintes valores estimados dos pardmetros cosmoldgicos conforme tabela 7.
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Parametros JLA+BAO ET+JLA+BAO
Qeam 0.253% 0% | 02515001
a 014150065y | 0-1417000645
B 3. 150 07es 3. 1500004
M| 1905 | 190088,
A —0.07619032 | —0.069970-922°
wo —0.957519 | —0.96910-07¢3
W, —0.1157532 | —0.033975:30¢
Qu | 030370BL | 030178

Tabela 7 — Bestfit dos parametros cosmoldgicos da parametrizacdo CPL restritos com dados
do JLA+BAO e ET+JLA+BAO.

Novamente focando nossas andlise nos trés parametros €2,,, wo € w,. Avaliando primei-
ramente (), = 0.30170013 cujo valor estimado encontra-se bem préximo ao obtido com os
dados conjuntos de JLA e BAO porém o seu respectivo erro diminuiu aproximadamente 38%.
J& o parimetro de expansio wy = —0.9697007% apresentou valor estimado bem préximo ao
anterior ¢ uma queda no erro de aproximadamente 92%. O segundo parimetro de expansio
w, = —0.03391030% obteve um valor estimado uma ordem de grandeza mais préximo de zero

e seu erro apresentou uma queda de aproximadamente 50%.
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Figura 34 — Posterior bidimensional dos parametros cosmoldgicos restritos usando dados do
ET+JLA+BAO.

Na figura 34 temos a posterior bidimensional e unidimensional de todos os parametros ana-
lisados pelo método de MCMC. Podemos observar que todos convergiram corretamente e que
0s parametros w, € w, apresentaram uma convergéncia melhor e seus valores foram mais vin-
culados ao incluirmos os dados do Einstein Telescope.

Destacando a posterior bidimensional de w, e w, utilizando a combinacdo dos dados de
JLA e BAO somados a simulag@o do Einstein Telescope reparamos no impacto que esses dados

geraram nos parametros.
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Figura 35 — Posterior bidimensional dos parametros cosmolégicos wy e w, usando dados do
Einstein Telescope separadamente e em conjunto com JLA e BAO.

Na figura 35 vemos que w, ainda apresenta um erro maior que o do parametro wy mas gracas
ao acréscimo dos dados simulados do Einstein Telescope seu erro foi o que mais diminuiu.
Provavelmente devido as detec¢cdes em maior redshift, at€é z = 5 , possiveis com o Einstein
Telescope.

Visando compara qualitativamente nosso resultado com outros artigos na drea utilizamos a
figura 36 do artigo (BELGACEM et al., 2018).
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Figura 36 — Posterior bidimensional dos pardmetros wy € w, da parametrizacao CPL restritos
utilizando um conjunto de 1000 dados simulados do Einstein Telescope separa-
damente e em conjunto com dados de CMB, BAO e JLA. Fonte: (BELGACEM
et al., 2018)

Vemos na figura 36 que o comportamento das posteriores serem mais restritivas em wy do
que em w, se mantém mesmo sendo acrescentando dados de CMB e o impacto dos dados
simulados do Einstein Telescope ainda sdo bem perceptiveis principalmente no valor de w,.
Este artigo obteve erro aproximado de Awy = 0.099 e Aw, = 0.313 para os parametros w e
w, respectivamente e considerando a soma dos dados de CMB, BAO, SNIa e Sirenes Padrdes.

Este artigo usou os dados de JLA (BETOULE et al., 2014a) e de BAO proveniente do
6dFGS (BEUTLER et al., 2011a) com redshift efetivo z.;s = 0.106, SDSS-MGS DR7 com
Zerf = 0.15 (ROSS et al., 2015a), BOSS LOWZ com z.¢s = 0.32 (ANDERSON et al., 2014) e
CMASS com z.¢s = 0.57 (ANDERSON et al., 2014).

5.4 Modelo de Horndeski

Nesta subsecdo finalmente analisaremos o modelo de universo descrito pela gravitacdo mo-
dificada de Horndeski caracterizado pelas suas fungdes livres «y;. Utilizamos a parametrizacao

proporcional ao fator de escala do universo,
a; = &;a(T) (5.5)

onde &; sdo as constantes de sua respectiva funcao livre. Quando nos referirmos aos valores
vinculadores das «; estamos nos referindo ao valor das constantes ¢;.
Apenas os valores de o), e ag foram deixados livres para serem vinculados pelo método de

MCMC. As outras duas constantes sdo fixadas em,

ar =0, dr =00l (5.6)
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Como deixamos «ap livre para ser vinculado pelos dados, ndo sabemos seu valor a priori e

dado critérios de estabilidade conformes equagdes 2.48 e 2.49 temos que,

3
ag + EoﬁB > 0. (5.7)

Fixamos o valor de aj para evitar uma singularidade de pressdo. Os valores do flat priors

adotados para os parametros sdo especificados na tabela 8.

Parametros Prior
Qedm 0.1,0.4
ap -3.0,3.0
g -3.0,3.0

Tabela 8 — Valores dos flat priors dos respectivos parametros utilizados na restri¢ao das fun-
coes livres de Horndeski utilizando dados do Einstein Telescope mais dados de BAO e JLA.

5.4.1 ET+JLA+BAO

Os dados de JLA+BAO nao foram capazes de vincular os pardmetros de gravitagdo mo-
dificada de Horndeski. Por isso ja iniciamos utilizando esses dados somados das deteccOes
simuladas pelo Einstein Telescope. Também devemos notar que apenas nesse caso utilizamos
dados de BAO extraidos do 7° (DR7) release do BOSS utilizando galdxias com z < 0.2 (ROSS
et al., 2015b). Também foi1 utilizado dados do 9° (DR9) release do BOSS utilizando galédxias
com 0.43 < z < 0.7 (ANDERSON et al., 2012). Por tdltimo, utilizamos dados do (6dFGS) 6dF
Galaxy Survey com z.¢s = 0.106 (BEUTLER et al., 2011b). Realizamos essa mudanga pois
com os dados anteriores de BAO ndo conseguimos obter restrigdes satisfatorias.

Os valores estimados dos parametros cosmoldgicos utilizando esse conjunto de dados pode
ser visto na tabela 9.

Parametros | Valor estimado
Qearn | 0257500
o | 01417000
B 3.1%00837
M| 1o
Ay —0.0704 15037
agp 0.169734
Y, 1.65%2
D 0.307) ho7s)

Tabela 9 — Bestfit dos parametros cosmoldgicos utilizando modelo de gravitagdo de Horn-
deski com parametrizacdo proporcional ao fator de escala do universo utilizando com dados
do JLA, de BAO e dados simulados do Einstein Telescope.
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Focando apenas nos parametros €,,, ap; € ag. Comegando com a densidade critica de
matéria Q,,, = 0.30775 0073 com erro aproximado de 2.5% do seu valor. Também observamos
que o seu valor se encontra préximo ao valor fiducial de €2, = 0.311 £ 0.0056 estabelecido

pelos resultados de 2018 da colaboracao Planck (AGHANIM et al., 2020). O parametro o, =

1.65%)2 com erro aproximado de 81% do seu valor. J4 o parametro ap = 0.16931* tem erro

de aproximadamente 1400% do seu valor.
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Figura 37 — Posterior bidimensional dos parametros de gravitacdo modificada de Horndeski
usando dados do ET+JLA+BAO.

Na figura 37 observamos as posteriores bidimensionais de todos os parametros analisados
pelo método de MCMC. Visto que os pardmetros oy, € ap tem o mesmo prior de [-3,3], vemos
que os dados tem uma grande dificuldade em estimar seus valores dado a dificuldade de estimar

um pico claro nas suas suas posteriores unidimensionais.



102

anm

I ET+|LA+BAO

-1 T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 38 — Posterior bidimensional dos parametros oy, € ap vinculado pelos dados do
ET+JLA+BAO.

Analisando apenas na posterior bidimensional dos pardmetros a,; € ap conforme figura 38
vemos que o valor a; = 0 e ag = 0 sdo valores provaveis. Estes dois valores sdo importantes
pois quando todos os valores das «; sdo nulos, obtemos a gravitacdo descrita pela relatividade
geral e ao acrescentarmos a constante cosmoldgica obtemos o modelo AC'D M. Também deve-
mos observar os cortes nos priors e também na regiao inferior devido critérios de estabilidades,
conforme equagdes 2.48 e 2.49

Entao mesmo existindo uma grande dificuldade em vincular os valores de o, € ag 0s va-
lores esperados pelo modelo AC'DM sao probabilisticamente possiveis. Demonstrando que
ndo obtivemos um resultado em tensdo com do modelo padrdo da cosmologia. Porém, tam-
bém podemos observar que existe a necessidade de utilizar outros dados cosmoldgicos, como a

radiacao césmica de fundo, visando uma maior restricdo nos parametros o; € ap.
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo exploramos a utilizacao de medidas de observdveis cosmoldgicos na res-
tricdo de parametros de modelos cosmoldgicos. Para isso realizamos uma revisao sobre o mo-
delo padrdo da cosmologia no capitulo 1, incluindo definicdes de distancias cosmoldgicas e
uma breve descri¢ao das perturbacdes lineares. Também no capitulo 1 apresentamos as Oscila-
coes Actsticas dos Bérions e as Supernovas Tipo Ia e como suas medidas sdo relevantes para a
cosmologia moderna.

No segundo capitulo motivamos o estudo de modelos de gravitagdo modificada e apresen-
tamos as abordagens adotadas pelos principais métodos de modificacdo da teoria da gravitagao.
Nele também apresentamos a gravitacdo de Horndeski e suas func¢des livres «; assim como suas
interpretagdes fisicas.

Toda a abordagem de utilizar um conjunto de dados de observaveis cosmoldgicos para vin-
cular parametros utiliza-se da estatistica Bayesiana a qual abordamos no capitulo 3. Além disso
analisamos o funcionamento do método de Monte Carlo Markov Chain que € utilizado pelo
software MontePython (BRINCKMANN; LESGOURGUES, 2019) utilizado em todas as nos-
sas andlises. No capitulo 4 analisamos as sirenes padrdes que sdo o andlogo das SNIa para as
ondas gravitacionais as quais sdo detectadas por grandes interferometros como o LIGO (AB-
BOTT et al., 2009) e o VIRGO (BRADASCHIA et al., 1990) capazes de detectar ondas gravi-
tacionais. Nesse capitulo também abordamos a propagacdo de ondas gravitacionais no vacuo e
como estimar a distancia luminosa utilizando ondas gravitacionais. Por ultimo, apresentamos
como foi feita a simulag@o dos dados do Einstein Telescope.

No capitulo 5 apresentamos os resultados e analisamos o impacto dos dados de sirenes
padrdes na restricao de parametros de quatro modelos de universo.

Notamos que em todos os cendrios de modelos cosmoldgicos os dados simulados do Eins-
tein Telescope impactaram de maneira significativa os vinculos nos parametros explorados.
Para o modelo ACDM com (g livre obtivemos uma reducdo do erro de aproximadamente
51% nos parametros €2, {25 e £2,,,. Ja para o modelo wC'D M obtivemos uma reducdo de apro-
ximadamente 41% nos parametros w e €1,,,. O modelo de energia escura dindmica utilizando a
parametrizacdo CPL obteve um ganho de precisdo aproximado de 38% nos parametros w,w, €
Q.. Todos esses trés primeiros modelos cosmoldgicos foram utilizados para ganharmos confi-
anca na utilizagdo do ferramental computacional do CLASS(Blas; Lesgourgues; Tram, 2011) ,
Hi_ CLASS(ZUMALACARREGUI et al., 2017) (BELLINI; SAWICKI; ZUMALACARREGUI,
2020) e MontePython (BRINCKMANN; LESGOURGUES, 2019).

Finalmente utilizamos os dados de BAO e de Supernovas Tipo Ia acrescidos dos dados
simulados de Sirenes Padrdes para restringir um modelo de gravitacio de Horndeski com pa-
rametrizacdo das func¢des «; proporcionais ao fator de escala do universo. E observamos que
mesmo mantendo ok e ap fixas, os vinculos obtidos sob esses parametros ainda sdo muito
fracos. Pois obtivemos que ayr = 1.6573; e ap = 0.1697712.

Como perspectivas futuras buscaremos utilizar outras parametrizacoes nas funcdes «; de
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forma que diminua os graus de liberdade da teoria. Como a No Slip Gravity (LINDER, 2018)
que impdem que o p seja proporcional a ap;. Também pretendemos acrescentar dados recentes

de radiac@o césmica de fundo.
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