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Resumo

Nesta contribuicao, buscamos dar uma contextualizagao, que parte desde as discussoes
mais embrionarias até as mais contemporaneas, sobre a evolucao das ideias que permeiam
cenarios em que a violagao da simetria de Lorentz pode acontecer com base em alguma teoria
mais fundamental. Ao longo do texto, sdo estudados e discutidos efeitos da violagao da simetria
de Lorentz no setor fermionico. Dois aspectos originais destacam-se na Dissertacdo: o mixing
foton-fotino e o cenario em que hé uma anisotropia entre o setor espacial e temporal na equacao

de Dirac.

Palavras-chave: Violacao da Simetria de Lorentz, Supersimetria, Relagoes de Dispersao

Fotonicas, Relagoes de Dispersao Fermionicas.



Abstract

Our effort in this contribution is to provide an overview of developments related to the activity
known as Lorentz Symmetry Violation (LSV). We start off from the very seminal paper by
Paul A. M. Dirac in 1951. Throughout the text, effects of violation of Lorentz symmetry in the
fermionic sector are studied and discussed. Two original aspects stand out in the Dissertation:
the photon-photino mixing and the scenario in which there is an anisotropy between the spatial

and temporal sectors in the Dirac equation.

Keywords: Lorentz Symmetry Violation, Supersymmetry, Photonic Dispersion Relations,

Fermionic Dispersion Relations.
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| Capitulo 1 —————

Introducao e contextualizacao

Num primeiro momento, quando se fala de violacao da simetria de Lorentz, do inglés
Lorentz Simmetry Violation, ou simplesmente LSV, logo pensamos que nos tornamos propensos
a desmantelar a Relatividade Restrita, o que seria uma espécie de negacao das ideias de Einstein.
Mas de certo nao € isso o que acontece. A discussdo sobre um possivel cendrio no qual pode
haver LSV se inicia com P. A. M. Dirac, em 1951, num trabalho em que ele apresenta a ideia de
uma nova eletrodindmica quantica [1]. Nesta ocasiao, Dirac questiona se ha um éter, e nesse
sentido, segue com a proposicao de um vetor de fundo que possui uma direcao preferencial
de forma a analisar se tal vetor era capaz de revelar a natureza das divergéncias nas teorias
quénticas de campo. Essa forma de atacar as divergéncias, o que parecia um problema a épocal,
caracterizava a quebra da simetria de Lorentz pela presenca de um éter, o que se assimila
muito como a forma que se propoe cenarios de LSV mais recentemente, através da introducgao
de anisotropias no espaco-tempo. A partir dai, ainda no mesmo ano, houve uma discussao
envolvendo H. Bondi e T. Gold, nao no sentido de rebater as ideias de Dirac, mas no sentido
de mostrar como esse contexto de Dirac também poderia estar ligado com algumas discussoes
cosmoldgicas [3]. Este primeiro periodo, marca o nascimento da discussao sobre até que ponto,
ou sob quais perspectivas, as simetrias espago-temporais descritas pela Relatividade Restrita

devem vigorar.

Depois deste periodo a discussao tem um certo hiato, ja que a década de cinquenta do

"Por muito tempo, e em alguns casos ainda hoje, o procedimento da renormalizacdo que implementamos
para extrair resultados fisicos finitos em teoria quantica de campos foi visto como uma forma de "varrer a sujeira
para debaixo do tapete"'. Mas num certo sentido, a renormalizacdo tem um sentido fisico mais profundo, porque
é a partir da mesma que construimos o grupo de renormalizacdo e chegamos ao running coupling, que é essencial
para a descrigdo das interagoes fortes, por exemplo. Além do mais, G. Scharf, em seu livro "Finite quantum
electrodynamics', calcula corregoes perturbativas para os processos da QED sem fazer uso de renormalizaciao [2].
Para isso ele usa de resultados da década de setenta para tratar as distribuigoes singulares e um critério a mais
chamado de critério de causalidade. O mais interessante dessa abordagem, é que em um certo ponto o autor
mostra que os seus resultados coincidem perfeitamente com os resultados obtidos via renormalizagao. Portanto,
isso indica que o procedimento de renormalizacdo para tratar divergéncias em teoria quantica de campos é um
direito, se feito de maneira consistente e cuidadosa.
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século passado foi muito devotada as interacoes fortes e fracas. Foi somente no ano de 1963 que
J. D. Bjorken publica um trabalho com foco na tentativa de buscar uma origem dindmica para o
campo eletromagnético através da introducao de um modelo de Heisenberg com quatro férmions,
chegando a conclusdo de que a partir dessa premissa gera-se um estado de vacuo caracterizado
por um condensado que nao é nulo e que se transforma como vetor. Com isso, Bjorken comeca
a buscar um eletromagnetismo emergente e faz consideragoes sobre um possivel féton composto,
com tudo isso ocorrendo num cendrio de quebra espontdnea da simetria de Lorentz [4]. Logo
em seguida, em 1966, P. R. Phillips discute o Graviton como se o mesmo fosse um bdson de
Goldstone, isso na presencga de um vetor de fundo que quebra a simetria de Lorentz [5]. Em 1967,
T. G. Pavlopoulos introduz a quebra da simetria de Lorentz no sentido de aprimorar o trabalho
Bjorken [6]. Também em 1967, L. B. Rédei relaciona a fisica de particulas com a LSV estudando
o fator ¢ — 2 do muon. Ele o faz considerando que o espago-tempo possui uma anisotropia que
se revela para distdncias da ordem de 107 *%cm, que era o resultado para escala dos decaimentos
fracos & época’, e argumentando que até entdo s6 havia sido verificado a invaridncia da simetria
de Lorentz para escalas maiores que essa [7]. Estes trabalhos faziam parte de uma busca do
entendimento de possiveis situa¢oes nas quais a LSV se fazia presente. Busca essa que emergiu
do impactante resultado da quebra da simetria de paridade nas interagoes fracas na segunda
metade da década de cinquenta, teoricamente proposta por T.-D. Lee e C.-N. Yang em 1956, e
experimentalmente cacifada pela madame C.-S. Wu e seus colaboradores em 1957 [8,9]. Entao,
dado o fato de que ha violacao da simetria de paridade e que essa simetria parecia ser um fato
inviolavel na natureza, passou-se a questionar se a simetria de Lorentz era um marco tao firme
assim ou se poderiamos, de alguma forma, acessar um regime da natureza em que a simetria de

Lorentz poderia vir a ser violada, e isso justifica a busca deste cenario na década de sessenta.

Ja a década de setenta é aberta com a consolidagdo da cromodindmica quantica (QCD)
e o trabalho de M. Veltman e G.tHooft sobre a renormalizabilidade das teorias de Yang-Mills.
Entao é dentro deste contexto que a cena da LSV se da na década de setenta, com um trabalho
de H. B. Nielsen e M. Ninomiya de 1978, onde os autores procuraram estudar a funcao Beta
de uma teoria de Yang-Mills ndo covariante, e puderam mostram que o ponto fixo ocorre num

regime em que a simetria de Lorentz é restaurada [10].

Na década de oitenta, a questao central era a Grande Unificagdo. Neste contexto, nomes
como J. Ellis, M. K. Gaillard, D. V. Nanopoulos, S. Rudaz e, de forma independente destes ja
citados, A. Zee, comecam a discutir a possibilidade de que o decaimento do préoton, que é previsto
pela teoria de Grande Unificacao, possa acontecer também com pequenos desvios da simetria de
Lorentz [11,12]. Concomitantemente a estes trabalhos citados, o inicio da década foi marcado
também pela prova dada, em 1982, da finitude das teorias de Yang-Mills N = 4 em todas as
ordens da expansao perturbativa, mas a demonstracao desta prova nao era manifestamente
Lorentz covariante. Entdo, partiu-se para uma discussao para verificar até que ponto se poderia

levar a simetria de Lorentz, discussao essa que foi marca pelo ja citado H. B. Nielsen e seus

A escala do decaimento fraco hoje, é sabido hoje, que é da ordem de 10~ *¥cm.
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colaboradores [13-15].

O trabalho de Dirac e este periodo citado, de cerca de vinte anos, marcam a discussao
embrionaria a qual a partir da teoria de cordas ganha consisténcia e vem a culminar nas
discussoes sobre a LSV nos dias de hoje. A primeira revolugao das cordas acontece em 1984,
e j&4 na era das supercordas que aparece o primeiro trabalho V. A. Kostelecky e S. Samuel de
1989, no qual hé, no cenario das cordas abertas, campos tensoriais que podem vir a tomar valor
esperado no vacuo nao trivial [16]. Sendo assim, esses campos tensoriais, que se condensam no
vacuo, quebram a simetria de Lorentz. Este é o trabalho que da partida para a proxima fase da
investigacao sobre a LSV, uma fase que agora é mais inspirada na teoria de cordas. Ainda no
mesmo ano de 1989, estes dois autores publicam um outro trabalho em conjunto que coloca

vinculos fenomenolédgicos da teoria de cordas para o ambiente da quebra da simetria de Lorentz
[17].

O ano de 1990 foi o ano da publicagao do famoso e importante trabalho de S. M. Caroll,
G. B. Field e R. Jackiw. Trabalho este que praticamente se tornou o maior icone da quebra de
simetria de Lorentz [18]. No artigo, Carrol-Field-Jackiw, o simplesmente CFJ, buscam limites
na quebra da simetria de Lorentz usando um modelo topoldgico, que é uma versao em (1 + 3)D

do modelo de Chern-Simons em (1 4 2)D, descrito pelo termo lagrangiano
L~ €#VHAU”AVFHA.

Onde A” e F* sao o campo do féton e o Field Stregth eletromagnético, respectivamente, e v* é
um campo vetorial de fundo que quebra a simetria de Lorentz e altera as equagoes de Maxwell.

Este modelo de CFJ faz uso de dados astrofisicos para estimar parametros da LSV.

Logo em seguida, em 1995, Don Colladay langa o chamado Modelo-Padrao minimamente
estendido, do inglés minimal Standard-Model extension, ou simplesmente minimal SME, na
escola de verao do Center for Spacetime Simmetries da universidade de Indiana (IUCSS). Em
1997 e 1998, nasce o famoso modelo padrao estendido, do inglés Standard-Model extension,
ou de forma mais curta SME, com um par de trabalhos de Don Colladay e V. A. Kostelecky
[19,20]. O SME tem todas as caracteristicas do modelo-padrao usual - ou seja, as mesmas
simetrias internas SU(3) ® SU(2) ® U(1), livre de derivadas de ordem superiores e é também
renormalizavel - e da relatividade geral, exceto que a simetria de Lorentz e também a simetria
de conjugacao de carga, paridade e inversao temporal (CPT), podem vir a ser violadas. De
certa forma, dentro da visdo da escola de Indiana, a simetria de Lorentz permanece valida uma
vez que a teoria se transforma normalmente sob rotagoes ou boosts se essa transformagao é
feita no referencial do laboratorio, e essas sao ditas transformacgoes de Lorentz do observador
ou passiva. A LSV aparece apenas quando os campos que descrevem as particulas sao girados
ou aumentados em relacao ao valor esperados de tensores que descrevem o estado de vacuo, o
que consiste no que se convencionou chamar de transformagoes de Lorentz de particulas, ou
ativa. Dentre as varias abordagens contemporaneas para a investigagao da LSV, o SME ¢ o

quadro tedrico mais difundido para se estudar em multiplas frentes a fenomenologia da LSV.
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O modelo de CFJ e o SME abrem novas janelas de exploragao e nos dao a perspectiva de que
ha situacoes em que efeitos da LSV possam se manifestar no regime de mais baixas energias,
energias acessiveis nos aceleradores e nas observagoes astrofisicas e cosmoldgicas disponiveis ou

factiveis de construcao.

Apds o SME, em 1999, N. Seiberg e E. Witten lancam as teoria quanticas de campos nao
comutativas (NCFTs). Onde agora nao hé, também, comutatividade no espago-tempo, e assim
emerge imediatamente uma quebra da simetria de Lorentz [21]. O limite de baixas energias
para teoria de quantica de campos para cordas, deduzido neste trabalho, sao as NCFTs, e essa

¢ uma abordagem tedrica, menos popular que o SME, para a investigacao de modelos com LSV.

Nos anos de 1997 e 1999 surgiu uma nova discussao para verificagdo da LSV, guiada
pelos trabalhos de G. Abelino-Camelia e dos ja citados J. Ellis, N. E. Mavromatos e D. V.
Nanopoulos, baseada nas Relagbes de Dispersao Modificadas (MDRs) para o féton [22,23].
MDRs para fétons no vacuo aparecem em varias abordagens tedricas na busca de uma teoria
completa para a gravitagdo quantica. Para fétons de altas energias, que sdo acessados em
medidas astrofisicas, é possivel fazer analises de possiveis desvios em comparagao com as relagoes
de dispersao padrao, o que poderia estar indicando a presenca da LSV ou algum efeito de
gravitagao quantica, e este é o cenario dos trabalhos citados. Houve, ainda na linha das MRDs,
em 1999 a publicacao de um importante trabalho escrito por R. Gambini e J. Pullin, o qual nao
se baseava na teoria de cordas e nem na gravitagao quantica usual - isto é, no formalismo de
primeira ordem, abordagem semi-classica, etc. - mas sim no contexto da loop quantum gravity, e
nesse trabalho eles obtém equacoes de Maxwell modificadas por efeitos da loop quantum gravity
e mostram a birrefringéncia do vacuo [24]. Outros dois trabalhos importantes com relacao as
MDRs foram publicados um no ano de 2000 por G. Amelino-Camelia e S. Majid [25], e outro
no ano de 2002 por J. Alfaro, H. A. Morales-Técotl e L. F. Urrutia [26], e estes consistem
numa caracterizacao de relagoes de dispersao que podem vir indicar a LSV. Entao, dentro deste
contexto da gravitagao quantica é importante dizer, de forma geral, que os efeitos fisicos da
LSV relacionados a gravitagao quantica formam o que a literatura chama de “ Windows on
Quantum Gravity”, que sao situacoes de possiveis verificagoes, que seguem: Novas relagoes de
dispersao para o féton e birrefringéncia do vacuo da QED; Lapso de tempo (time delay) em
sinais de GRBs (gamma-ray bursts), AGNs (nticleos galacticos ativos), pulsares; Spliting do
féton; Decaimento do féton; Aniquilacao de fétons emitidos por blazars; Efeito Cherenkov no

vacuo; Decaimento de uma particula de um estado de helicidade para outro.

Ainda no ano de 1999, S. Coleman e S. L. Glashow lancam, a partir de primeiros
principios, a hipdtese de que em altas energias, perto da escala de Planck, pode haver LSV [27].
Nesta época, o marco mais proximo da escala de Planck era provido de observagoes de raios

césmicos ultra energéticos na faixa dos 104 GeV ~ 107 5Mp;S.

SA escala de Planck é caracterizadas por energias da ordem de 10'?GeV, distancias em torno de 10™%°m,
intervalos de tempo da ordem de 10~%3s.
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Uma outra abordagem para a LSV surge em 2002, a abordagem do ja citado G. Abelino-
Camelia conhecida como Doubly-Special Relativity (DSR) [28]. A qual também teve contribuigoes
de J. Magueijo em um trabalho de 2003 [29]. Essa abordagem consiste de uma teoria da
relatividade dupla no sentido de que ha agora dois invariantes, a velocidade luz e uma escala de
energia, que equivale a uma escala de comprimento minimo, e essa escala de energia pode ser a
escala de Planck. Dentro deste contexto de dois invariantes, temos uma violagao da simetria
de Lorentz direto na algebra do grupo de Poincaré devido a presenca desta escala minima de
comprimento invariante. Essa modificacao da algebra do grupo de Poincaré é realizada via um
procedimento mateméatico chamado de contracao de Wigner-Inomii, onde se parte de um grupo
de Anti-de Sitter, realiza uma contragao de Wigner-Inoémii e obtém-se uma chamada k-Poincaré
algebra. Essa k-Poincaré algebra é uma deformacao da algebra de Poincaré usual, onde essa
deformacao se configura por uma escla de comprimento na algebra de Poincaré que modifica a

conhecida simetria de Lorentz.

De forma a propor uma sintese, se queremos investigar a LSV podemos nos filiar a uma

das seguintes frentes:

SME NCF'Ts MRDs Coleman-Glashow DSR.

Contudo, podemos dizer que a postura de trabalho para investigar a LSV, postura essa
que vem desde a década de cinquenta do século passado, consiste em sempre manter em mente
que a simetria de Lorentz é um fato da natureza indispensavel na escala em que vivemos, na
escala da fisica do Modelo-Padrao e funciona muito bem no contexto da Grande Unificacao.
Mas ainda assim, paira a questao de até em que ponto podemos levar essa simetria, uma vez que
que temos boas razoes para acreditar que a mesma deva se quebrar em escalas muito diminutas
de distancia e nas de energias muito altas. Sendo assim, no contexto em que vivemos, de baixas
energias, é certo que nao veremos a violagao da simetria de Lorentz de forma plena, a quebra
da simetria vai ser manifesta na nossa era através de efeitos muito finos, pequenos, uma vez que

estes devem ser efeitos suprimidos por alguma potencia da escala de Planck, por exemplo.

As buscas experimentais e observacionais dos tltimos anos para estes efeitos supressos
que violam a simetria de Lorentz na nossa era, tem nos dado bons limites para os parametros que
modulam a quebra. Os resultados mais atuais sao publicados anualmente por V. A. Kostelecky
e N. Russell num copilado chamado de "Data Tables for Lorentz and CPT Violation", que
no periodo que redijo este texto, dezembro de 2021, se encontra em sua sua décima terceira
versao [30]. Um outro trabalho interessante, apresentado na conferéncia DISCRETE em 2018
e publicado em 2020, com autoria de J. Bolmont e C. Perennes, traz uma revisao geral da
fenomenologia da LSV e nos d4 uma indicacao de que dados buscar para estabelecer limites para

a LSV [31]. Essas buscas experimentais e observacionais se concentram, em geral, na avaliagao
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de fenomenologias ligados com a queda de corpos num fundo anisotropico, relégios atémicos no
espago, birrefringéncia da luz no vacuo, efeitos de precessao de Spin, shift de niveis de energia
atomicos, fisica de neutrinos, avaliacao de relagoes de dispersao modificadas para fotons de altas

energias, observagao dos gamma ray burst, entre outros.

1.1 Supersimetria e violacao da simetria de Lorentz

Quando estamos tratando a LSV estamos falando de uma quebra de simetria que deva ser
verificada em energias muito altas ou em escalas de distdncias muito pequenas. A Supersimetria
(SUSY) é uma simetria que vigora muito bem em regimes de energias elevados. Dessa forma,
tornasse um tanto natural comecar a se questionar sobre qual a relacao da quebra da simetria
de Lorentz e a quebra da SUSY, até porque sabemos que a formulagao da SUSY padrao é
construida a partir da propria simetria de Lorentz!. Entdo, os trabalhos que marcam essa unido
datam do ano de 2002, como autoria de M. S. Berger e V. A. Kostelecky, surgindo logo apds o
estabelecimento do SME [32], e do ano seguinte, 2003, com um trabalho de autoria solo de M. S.
Berger [33]. A partir destes trabalhos, a SUSY absorve a LSV introduzindo um novo elemento,
que é uma forma de direcao privilegiada de fundo, que sao objetos tensoriais, na algebra de

Supersimetria.

Logo em seguida, o grupo do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF) entra em
cena com um primeiro trabalho publicado em 2003, tendo autoria de nomes como H. Belich, J.
L. Boldo, L. P. Collato, J. A. Helayél-Neto e A. L. M. A. Nogueira [34], e um segundo, de 2004,
com autoria de A. P. Baéta Scarpelli e os outros ja citados [35]. Estes trabalhos se diferenciam
da proposta de M. S. Berger e V. A. Kostelecky porque ao invés de modificar a algebra, nos
remetemos ao fato de que a violagdo da SUSY é uma violacao que ocorre em escalas de energias
mais baixas, ela povoa o deserto entre a escala eletrofraca e a escala da grande unificacao, e
como ja argumentamos, a LSV deve ser mais préxima da escala de Placnk. Assim, quando a
LSV ocorre, a SUSY deve estar presente. Entao, buscou-se uma formulagdo supersimétrica para
o proprio termo de fundo que quebra a simetria de Lorentz, isto é, os parceiros supersimétricos
destes termos de fundo. De modo geral, é adotada a premissa fundamental de associar ao fundo
que faz com que haja a LSV todo o multiplete de supersimetria, de modo que podemos buscar
uma origem microscopica para estes tensores de fundo, uma vez que agora os férmios podem

formar bilineares que podem vir a constituir estes tensores de fundo.

Outros trabalhos muito interessantes que sugiram nessa época dentro deste contexto
sdo os de autoria de P. A. Bolokhov, S. Nibbelink Groot e M. Pospelov em 2005 [36], e outro
com autoria de A. Katz e Y. Shadmi em 2006 [37]. No primeiro trabalho citado, é construida
uma versao da eletrodindmica quantica (QED) supersimétrica com presenga da LSV e a partir

dai é feito um estudo detalhado da birrefringéncia do vacuo da QED na presenca de termos

IDe fato hé formulacdes de SUSY nao-relativisticas. Talvez o exemplo mais imediatado ¢ a formulacdo de
SUSY construida a partir das representacoes do grupo SO(3).
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que quebram a simetria de Lorentz. Ja no segundo trabalho, o foco é na quebra da SUSY,
implicando que as massa dos pares supersimétricos sofrem um split de forma que quebramos a

degenerescéncia supersimétrica, e por consequéncia a quebra da simetria de Lorentz.

Um trabalho importante também a se citar data de 2012, desenvolvido pelos pesquisadores
C. F. Farias, A. C. Lehum, J. R. Nascimento e A. Yu. Petrov, da Universidade Federal da
Paraiba (UFPB) [38]. Trabalho este que segue a linha de M. S. Berger e V. A. Kostelecky,
introduzindo um fundo etéreo, que gera uma direcao privilegiada, na algebra de supersimetria e

construindo a partir dai uma formula¢ao em supercampos.

E dentro de todo este contexto que nessa contribuicéo buscamos, no Capitulo 2, considerar
um modelo supersimétrico que leva em consideracao o setor féton-fotino na presenca de um
fundo supersimétrico que viola a simetria de Lorentz. Os campos do féton e do fotino aparecem
misturados devido a presenca de um campo de fundo constante, descrito por campo fermionico
de Majorana, que, por argumentos advindos da supersimetria, induzem essa mistura. Dois
quadri-vetores reais, que representam anisotropias espago-temporais e portanto violam a simetria
de Lorentz, sao incluidos e afetam as massas do foton e do fotino. Neste cenério, deduzimos a
expressao do espectro de massa do foton e do fotino em termos deste fundo e mostramos como
a degenerescéncia de massa féton-fotino é quebrada. Precisamente, mostramos como todo este
fundo que viola a simetria de Lorentz faz com a supersimetria venha a ser quebrada. Dando um
passo adiante, procuramos investigar como este fundo afeta as decomposicoes de Gordon para a

corrente de spin do féton.

Em seguida, nos Capitulos 3 e 4, entramos em uma outra discussao focando nossa
atencao em buscar resultados que ilustram como anisotropias espaco-temporais afetam as
propriedades usuais dos férmions de Dirac, isso através da andlise das relacoes de dispersao
modificadas e velocidade de grupo, derivagao dos propagadores fermionicos estendidos, obtencao
das decomposicoes de Gordon das correntes eletromagnéticas, obtencao das solugoes de energia

positiva e negativa e a reconsideragao do paradoxo de Klein e da fenomenologia do Zitterbewegunyg.

No Capitulo 5, procuramos buscar um entendimento mais fundamental das consequéncias
da proposicao de uma assimetria entre o espago e o tempo na equacao de Dirac, em que a derivada
espacial aparece na presenca de um parametro multiplicativo dependente das coordenadas espaco-
tempo. Neste cenario, estudamos as solugoes da equacao de Dirac, obtivemos a decomposi¢ao
de Gordon da corrente eletromagnética, os efeitos deste cenario nas equagoes de Maxwell e

estudamos o tensor energia-momento.

Logo apds, e dando um fechamento ao trabalho, apresentamos um capitulo de considera-
¢oes finais onde levantamos os pontos fortes e fracos de todo o trabalho realizado. Registramos

neste espago também as perspectivas futuras que emergem do presente texto.

Por fim, presentamos um conjunto de sete Apéndices dedicados a desenvolvimentos
técnicos e alguns pontos conceituais que julgamos importantes mas demasiadamente prolixos

para serem apresentados no corpo central do texto. Terminamos apresentando as referéncias
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que serviram de inspiragao e apoio.



Capitulo 2

Violacao da simetria de Lorentz e o Mixing

Foton-Fotino

Damos inicio a este capitulo enunciando o fato de que o Modelo-Padrao é a base sélida
do nosso conhecimento sobre a fisica de particulas elementares. A construcao e validacao
experimental do Modelo-Padrao é um esfor¢o colaborativo de décadas e de dificil condensagao
em um juncao curta de paragrafos descritivos. Mas uma boa sintese seria pensar que alma do
Modelo-Padrao seria o suprassumo da formulagdo dos Campos Quénticos Relativisticos (CQR),
que advém da forma mais eficiente de se propor uma unificagao de dois pilares fundamentais
da fisica como um todo, a Relatividade Restrita e a Mecanica Quantica. Dentro deste ponto
de vista, conseguimos uma forma consistente para escrever uma teoria interagente que seja de
natureza tanto quantico quanto relativistica ao mesmo tempo, com as particulas se manifestam
como oscilagoes destes CQR. Entao, sendo os CQR os objetos fundamentais para a construgao
do Modelo-Padrao, fica evidente, portanto, que a simetria de Lorentz é que rege este contexto
todo. De tal forma, cada resultado de experimental de alta precisao que valida o Modelo-Padrao,

¢ também uma consolidacao da simetria de Lorentz como fato fundamental da natureza.

Por outro lado, é um fato também que ha limitagoes no Modelo-Padrao que tocam
em pontos fundamentais tais como uma descricao da massa dos neutrinos e suas oscilagoes,
a incorporagao da matéria escura e a origem da massa do Higgs, para ficar apenas nestes
exemplos. Essas limita¢oes podem abrir janelas para novas fisicas que vao para além do préprio
Modelo-Padrao, fisicas em escalas de energias mais altas, como é o caso da SUSY, bem como
abrir portar para algumas formulagoes de SME’s que podem descrever manifestacoes de possiveis
cenarios que vao para além do Modelo-Padrao e que violam a simetria de Lorentz, violagoes
estas que advém de um contexto mais fundamental, por exemplo contextos ligados com a teoria
de cordas, isso se nos atentamos aos resultados da escola de Indiana, de modo que ha maneiras
de se propor tentativas viaveis para a deteccao dessas violagoes em baixas energias através do

desenvolvimento de fenomenologias que levam em consideragoes efeitos supressos da quebra da
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simetria espaco-temporal.

Nesse sentido, seguimos o pensamento bem consolidado de que a prépria estrutura do
espaco-tempo, vista através da simetria Lorentz, nos da todas as bases para que possamos
entender a existéncia de uma simetria mais ampla e fundamental que a propria simetria de
Lorentz, esta é a chamada SUSY. Nessa linha, podemos estudar qual é a repercussao da SUSY
em diferentes escalas de energias. Partindo dessas ideias, dentro do CBPF o pensamento segue
no sentido de assumir a percepc¢ao de uma fisica na escala de Planck, onde nada mais garante a
simetria de Lorentz como sendo valida, de forma que a medida que as escalas de energias vao se
tornando mais baixas, a simetria de Lorentz comeca a ser mais perceptivel. A partir dentes
ponto de vista, segue-se pensando que a quebra da simetria espaco-temporal em altas energias
talvez tenha deixado resquicios que podem vir a ser descritos, e detectados, em energias mais
baixas. Esses resquicios devem ser descritos sob efeitos bastante supressos de campos vetoriais,
ou tensoriais, de fundo. Assim, a visao do grupo do CBPF, enfatiza que na escala de Plank
nos ainda temos a SUSY vigorando, de forma que em uma descrigdo da quebra da simetria de
Lorentz parece ser indispensavel uma formulacao supersimétrica. Com essa ideia de que a SUSY
estd presente desde o inicio, afirma-se que os campos de fundo, responsaveis pela violacao da
simetria de Lorentz, devam ser campos componentes de algum super-multiplete, o qual introduz

a necessidade de campos de fundo de natureza fermionica na forma de parceiros supersimétricos.
Com isso em mente, é construido na tese de doutorado de L. G. D. Bernald, defendida

no CBPF em 2015 [39], a seguinte acao:

1 1 | . .
S = / d*z [ = "+ Zvﬂe“o"g”FaBA,, — %Afy”@uA + MiAA — iMyAysA—

1. - _ _
- 1Ruzw%A + V2AS b By — N 20E, s AF | (2.1)

Em que A descreve o campo do fotino, ¥ é um férmion de Majorana constante que constitui
a componente fermidnica do super-multiplete de fundo sendo o par supersimétrico do campo
vetorial v, que vem do termo de Carroll-Field-Jackiw. Tanto 1, quanto v,, sao responsaveis

portanto pela violagao da simetria de Lorentz. Os termos de massa possuem a forma
1-_
M,; = Re[F] + 11#1/1,

My = TmfF] + 240, (2:2)

R,u = Uy + ¢’7//75¢'
Onde F' é um campo escalar auxiliar sem dinamica e F),, é o tensor de intensidades eletromag-

nético.

Essa acao emerge da versao supersimétrica do setor de calibre abeliano da extensao
minima do Modelo-Padrao (minimal SME). Este setor tem a forma geral

1 v 1 v (6% 1 (6% v
L avl. msME ~ —ZFWF” 1 (KF) s F*F7 + 3 (Kar)® capu APF™. (2.3)
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O termo que acompanha (K 4r)® é um termo do tipo Carroll-Field-Jackiw que viola tanto a
simetria de Lorentz, quanto CPT, e por esta rezao damos ao mesmo o nome de CPT-impar. Ja o

termo que acompanha (Kr) sO viola a simetria de Lorentz e, portanto, é chamado de termo

prap?
CPT-par por esta razao. De tal forma, a acdo que estamos a considerar na equagao (2.1) é a

versao CPT-impar supersimétrica do setor de calibre abeliano do Modelo-Padrao minimamente
estendido, desenvolvida na Tese do L. G. D. Bernald.

Nestes moldes, as equagoes de campo a seguinte forma
e para o campo do foton, A,:

1 —
Oul™ + S0, Fag = 2V2(0,8) 5" 500, (2.4)

Podemos escrever este resultado também sob a forma
1 - »
Oub™ + 5”#5“(15”1?«16 = —2V202"y5(9,A) = il (2.5)

Em que jy, ¢ uma corrente neutra para o setor de calibre gerada pelo gagino e o férmion de

background.
e para o campo do fotino, A:
1
iy (0, N) — 2M1 A 4 2i Myys A + 5 B 15 — V22X Nsah F,, = 0. (2.6)
Ou ainda,

_ _ 1 - _
W%UW+2MM—QM@%A—E&AW%—V@MW%Ew:O (2.7)

Das equacoes (2.4) e (2.5), podemos tirar as equagoes de Maxwell modificadas. Ja das
equagoes (2.6) e (2.7), podemos tirar a versao modificada da equagdo de Dirac para A.
2.1 As equacoes de Maxwell modificadas

As leis de Gauss para o campo magnético (livre de monopolo) e de Faraday-Lenz vem
da identidade de Bianchi

0, F" = 0. (2.8)
Tomando v = 0 vamos ter a versao magnética para a lei de Gauss. Ou seja,
V- B=0. (2.9)

Agora tomando v = ¢ vamos ter a lei de Faraday-Lenz,

V x E 4 8B = 0. (2.10)
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Ja da equacao (2.5) com v = 0, termos a versao da lei de Gaus para o campo elétrico

modificada para o presente contexto. Ou seja,
0, F" 4 0, 0 4 23/ 230 (9, A) = 9, F™° 4 v, F™ + 2v/ 20505 (9;A)
= O,E; + <_77i)§i +2v2¢ (—;707i> Y150iA = 0.
Portanto,
V-E—7-B=iV2V- (y°FyA). (2.11)
Em que assumimos 7§ = 7" = —;.

Por fim, tomando a equagdo (2.5) com v = i, vamos chegar na lei de Ampere-Maxwell

modificada,

a,uFW + Uuﬁwi + 2\/51/_12“1'75(8”/\) = aoFOi + asz’j + UOFOi + 'Uiji + 2\/51;2].1'75<8JA)+

+ 2v/2¢5%5(9p )
= — OoE; + €10 By, — v°B; + eij30; Ex + iv/207 7 750,A—
- 2\/51/712”75(83‘/\)'
Portanto,
V x B=10"B+0x E =0,E —iv/207° Y750, + 22057 v5(9;A). (2.12)

Essas equagoes de Maxwell modificadas nos auxiliarao na obteng¢ao da relacao de dispersao
associada ao féton, essa, que quando avaliada, no referencial de repouso, revelara qual o efeito

do fundo que viola a simetria de Lorentz no espectro de massa do féton.

2.2 A equacgao de Dirac modificada

Da equagao (2.6), temos que a equagao de Dirac modificada como sendo igual a
. , 1
iy (OuN) — 2My A + 2iMorys A + §R,ﬂ“’y5A = \/izw%w,w
= 225 By — \/§Eij75¢€ijk§k
V2

=i (°, 7] = v, 2"]) 1w Ei—

- \/52”75¢5ijk§k.
E uma vez que {70,72} = 2% = 0, temos que Yy = —+"4°, e também considerando que
5ijk2ij'}/5 = —Vo’yk = —i—’yo’yk, vamos ter que

. : 1 : P .. 3
iv"(0,\) — 2My A + 2iMoys A + §Ru'y”75A = —iV2y"%9Y - E — v27°3 - B. (2.13)

Assim como no caso das equagoes de Mazweel modificas, essa equacgao de Dirac modificada
para o campo do fotino ird nos ajudar na obtencao dos efeitos que o fundo que viola a simetria

de Lorentz tera no espectro de massa associado ao fotino.
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2.2.1 Decomposigao de Gordon

A partir destas equacao de campo, na sessao D.1 do Apéndice D calculamos a decompo-

sicao de Gordon e obtivemos os seguinte resultados:

(P, + p) AP S A(p) = R A(P) S v5A(p)
= (v + Uy759) A (D) s A (p) (2.14)

4iMaA(p' )y 15 A(p) = (0™ — P")AW)AW) + 2i(p, + Pl )AP)Z"A(p) -
— REA(D )M (p) — 12V207,95 A (p) F* — 220 A(p)) F**. (2.15)
2.3 As equacoes de campo no espaco dos momenta
Assumindo solu¢ao em ondas planas para E , Ve A,

F— E_w’oez’(ﬁf—wt)’
B = ByeiFi-wn (2.16)
A

as equagoes de Maxwell tomarao a seguinte forma:

k- By =0, (2.17)
Fx By—wBy = By— j « B (2.18)
ik - Ey— ¥ By = —V2k - (¥7°7751) , (2.19)
ik x By — 1°By = —iwEy — vV2wibiys Ao + 2v/2ik;h 5 Ap. (2.20)

Ja a equacao de Dirac tomara a forma:

’Y“ku/\o — 2M1 Ay + 2i Moy Ay + §RM’Y“’Y5A0 = —Z\/§’YO’75’Y (0 (Eo) - \/5’70’7 h— (k X Eo)

i w i

(2.21)

2.4 As massas do Foton e do Fotino com (zﬁ%w) = (z/_ry“%w) =0

Tendo as equacdes de campo no espaco dos momenta em maos, podemos construir o
espectro de massas para o fotino e para o féton. Para isso, partimos da substituicao da expressao
para o campo magnético vinda da lei de Faraday-Lenz (2.18) na equagao de Ampere-Maxwell

(2.20), o que resulta em

0

l]g X (E X Eo) — Uf (E X E0> + U X EO = —iwﬁo — \/§W’LL”7”}/5A0 + 2\/52’/@]»1;2“75A0, (222)
w w
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0 que equivale a escrever

ZE (E . E[)) — iEzﬁo — UO (E X E()) + WU X EO = —inEO — \/50.)2121’7’75/\0 + QﬂiwkaﬂEij%Ao.
(2.23)

Seguindo com a equagao de Dirac (2.21), abrindo-a e multiplicando tudo por w, vamos ter que
- 1 1 =
"}/OWQAO — (U’7 -k — ZQJMlAO + 2iWM275A0 + §wR0fyO’y5A0 — §WR . ’7’)’5A0 =
= V207 57" (Ep). — V29°y'y ( x Ep)

% %

(2.24)

Para a andlise do espectro de massa, podemos tomar k£ = 0. Assim, obtemos as energias de
repouso, ou seja, as proprias massas ja que £ = m. Entdo, fazendo k = 0 na equacao (2.23), e

trabalhando sempre no sentido de isolar o campo elétrico, emergira que
(045 + i€ijrVk) (Eo)j = —iv2wiy Y75 M. (2.25)
Definindo €2;; = d;; + i€;,vx, vamos poder escrever que
Qij(EO>j = —Z'\/iWZVO%'%Ao- (2.26)

O que nos fornece E;, em termos de Ay,

—

(Eo)j = —iv205 7 vi75 0. (2.27)

A inversa da matriz 2 é dada pela equacao (B.11) obtida a partir dos calculos apresentados
no apéndice B. Isto é,
w 5 ) 1
2 _ 2T 2okl w(w? — 1?)

Q' = V;V;. (2.28)

w

Agora tomando a equagao (2.24) com k = 0 e substituindo a expressao do campo elétrico

dada pelo resultado da equagao (2.27) neste resultado, vem que
. 1 1= _ -
wy'Ag — 2M1 A + 2iMoys Ao + §R07075A0 - iR 5o = 2w Y syt (07 5 00). (2.29)

A ideia agora é trabalhar o lado direito propondo um rearranjamento de Fierz - por favor, veja
a sessao A.5 do apéndice A - de forma a criar condensados de 1 e liberar o Ay do condensado

entre parénteses. Nesta linha, poderemos trabalhar o rearranjamento de Fierz, pois

’70’75%?/1(1;70%'75/\0) = (70757i)a5¢611z15(707j75>m\(A0))\1
= — 181 (Y V5%i) as (727575 ) er (Ao a1 - (2.30)

Onde o produto tensorial @Mwm tem uma forma matricial bem definida, Mg, que por sua vez
pode ser escrita na forma que apresentamos na equagao (A.66) da sessao A.5 do apéndice A.

Ou seja,

_ 1 1-
V1P = Mg, = ZMpé(FA)ép(FA)Bn = Z¢16¢p1(FA)6p(FA)BR- (2.31)
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Entéo, se levamos esse resultado (2.31) na igualdade (2.30), vamos poder escrever o seguinte:
_ 1-
V57 (0775 80) = _1¢15¢p1(FA>6p(FA>,Bm(7O’75’7i)aB(707j75)m)\<A0))\1
1,-
= —7 (UTaw) (13737 7575) Do. (2.32)

Uma vez que ¢ é um férmion de Majorana, hd uma restricio para quais matrizes I'4 satisfazem

a condicao de realidade. Sao estas:

r,=1 = TI‘=1, (2.33)
Ta=7 = I''=n, (2.34)
Ty=7y5 = I =—"5. (2.35)

Assim, podemos escrever
0 7.0 L/ L/
YV (U 15 A0) = 1 (Q/JID) Yivilo — 1 (¢75¢) Vi Vs Mo+
1, -
+1 (#95%) 715771 0. (2.36)

2.4.1 A massa do Fotino

Neste estagio, vamos supor que o fundo seja tal que (1;1/1) seja o unico condensado
néo trivial. Entdo, neste caso particular, tomamos (1y5¢) = 0 e (QZW%Q/J) = 0. Com isso, 0
resultado (2.36) se reduz a

_ 1 _ i -
Y570 (Y7 v57500) = 15@' <¢¢> Ao + 5 (@/ﬂﬂ) YijAo. (2.37)
Vamos adotar também que o fundo nao quebra a simetria de paridade. Como no caso do
Modelo-Padrao, vamos postular que a quebra de P ocorra no setor de matéria, o que nao é o

caso aqui uma vez que estamos no setor de calibre.

Finalmente, levando & equagao (2.29) essas premissas, teremos
. 1 1 = —
(CWO — 2Mi A + 20 Myys + 5307075—51[% : 775) Ao =

- 1 1
= 2w (¢w> Q;Jl (4(5”/\0 + EU) Ao

2
(¥0) (3 102 1
= 2ww2 — 172 ZUJ — ZU + §€ijkvk2ij Ao
(Vv) /3, 1, L
= S <2w — 50 w7 v) Ap. (2.38)
Na tltima passagem usamos o fato de que €;;1,2;; = =YV = —Y0V57. Por fim, podemos

escrever a equacao desacoplada para Ag como sendo

(- 5)

2 2

1
wy? — 2M; + 2iMyys + §RMY“’Y5 -

2_6,28ijk’vk2ij] A() =0. (239)
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Seguimos adiante com as seguintes defini¢oes:

Jw? — 72
H=—3 <77Z)¢) ) )
gm = (¢¢> SUk’Uka (240)
. 1
D= Cd”}/ + (/JJ — 2M1) + 2ZM2’}/5 + iRl[}/’u’}% + 5”21]

De forma que
Dos(No)1p = 0. (2.41)

Neste esquema, a relacao de dispersao que dara a resposta sobre o espectro de massa sai da
condig¢ao (det D = 0). Mas antes de prosseguir com o cédlculo deste determinante, hé outras
suposicoes de natureza fisica a serem feitas. Ja assumimos antes que o fundo nao quebra a
paridade, admitindo que a violacdo de P ocorra apenas no setor da matéria fermidnica, como é
no Modelo Padrao,. Para além desta suposicdo, vamos tomar agora o termo de fundo F', bem
como vy como sendo nulos. Uma vez que podemos fixar o fundo como desejamos, a escolha
F = 0, que afeta tanto a aparte real quanto a imaginaria, vem no sentido de restringir o
fundo apenas aos férmions ja que F' s6 realizaria um shift nos condensados que surge. Ja a
escolha de vg = 0 tem como motivagao resultados e discussoes desenvolvidas na tese que motiva
este capitulo, de L. G. D. Bernald [39]. O autor mostra que vy pode levar a uma quebra da
causalidade. Entao, em geral, para manter a causalidade, consideramos apenas a parte espacial

de v,,.

Dito isso, seguindo as defini¢oes dadas em (2.2), essas consideragoes implicardao em
considerar que: M; = (Y)1/4; My = 0; R° = 0; R = #. Podemos assim, perceber como |7 e
o condensado (1)1)) ocorrem para gerar a massa do fotino. Outra hipétese vidvel vem do fato
de que como os parametros da violagao da simetria de Lorentz sao muito pequenos, é razoavel

nos concentramos apenas nos termos em primeira ordem nestes parametros. Logo, estaremos

considerando
p= =2 (50) S (00) ey = = (00) L + O(LSVY)
- _;’ (vv) (1 + wfz 172) +O(LSV?)
= —; (¥9) + O(LSV?) (2.42)
e
& = (vv) ﬁ%kvk = O(LSV?). (2.43)

Com tudo isso, vamos ter que
1., .
D = W’}/O + (,LL — 21%1) — 5’(} Y5

=wy’ -2 (W) vm Y. (2.44)
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A relacao de dispersao sai, entao, de
A = det(D) = det (wfyo -2 (@w) — ;vi'yi’y5> =0. (2.45)
Essa igualdade pode ser escrita sobre a seguinte forma simples
A = det (al + b7 + cwi%) : (2.46)

em que no nosso caso, a, b e ¢;, sdo

a=—2 (IE¢) , b=we ¢= —;vi. (2.47)

Usando a equagao (C.28) do apéndice C, podemos escrever que este determinante é
A=(a+b?=c [(a—b)? -], (2.48)

Entao, portanto, temos

det(D) = {[-2 (3) +o]" - st [-2 (b)) -] - Sl =0, (2a9)

Lembrando que como estamos no referéncia de repouso, k = 0, w corresponde a massa do fotino,

e sendo assim, vem que
_ 1.
o + 20 = 512, (2.50)

o — 200 = o] (2.51)

Como (¢¢) € R, mas nao necessariamente positivo definido, teremos as seguintes

possibilidades para o espectro de massa:

se (w + 21;1/1) > 0, implica que
- 1 - 1,
waY =Sl = w =25y + ol (2.52)
e se (w + Z@w) < 0, implica que
- 1, ., - 1
w29y = —§|U| = wy = =21 — §’U|§ (2.53)
o se (w — QQZ@D) > 0, implica que
- 1, - 1,
W—2¢¢:§‘U‘ = W3:2¢¢+§M3 (2.54)
e se (w — 21&[}) < 0, implica que

_ 1 - 1
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De forma geral, podemos notar que

Wy = —Wwyq, (256)
W9 = —Ws. (257)

Como o sinal da massa nao é relevante no contexto da equacao de Dirac, pois podemos redefinir
o campo através de uma matriz s, de tal forma que, por exemplo, —mAX = +m(5X)(15\),
sem alterar nenhum contetido fisico. Sendo assim, apesar de termos encontrado encontrado
quatro valores de massa, apenas dois deste sao independentes, que sao, por exemplo, w3 e wy.

Nesses moldes, o espectro de massa para o fotino é completamente descrito por

ms = 201 + ;|17|. (2.58)

Agora iremos partir para o calculo da massa féton sob as mesmas perspectivas. Obtendo
este resultado, poderemos perceber como a degenerescéncia entre as massas do féton e do fotino
sao afetadas pelo fundo que viola a simetria de Lorentz e, portanto, se esse fundo quebra a

supersimetria ou nao.

2.4.2 A massa do foton

Para encontrar a massa do foton, partimos da equacao de Ampere-Maxwell no referencial

de repouso com k = 0,

—

X EO = —WEO — \/5&)'(;70’7’}/5/\0, (259)

<y

e assumimos como sendo validas todas as hipoteses fisicas que fizemos para o caso do fotino.
Nestes moldes, para escrever Ay em termo de Fy, podemos considerar a equacao de Dirac, na
forma que foi escrita em (2.21), sob a perspectiva das hipéteses fisicas levantadas e no referencial

de repouso. Isto é,

1~ . L
(wvo —2M SR W5> Ao = —2V27 7597 (Eo) . (2.60)
Definindo
0 ls .
Q= <w7 —2M; — §R . 775) , (2.61)
podemos escrever
Ao = —iV2 (2709577 ¢) (Eb);. (2.62)

A matriz Q7' é mais facilmente especificada se tomarmos a matriz geral

D =al + b0y’ + ¢;v's, (2.63)
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a qual podemos usar os resultados gerais do apéndice C para estudar a mesma. Naturalmente,

a inversa, D!, é dada por
D™ =2l + 37" + aciyis + BeijrerSi. (2.64)

Com os coeficientes z, y, a e 3 especificados pelo apéndice C, e com o determinante sendo dado

pela equagao (C.28) do mesmo apéndice. Ou seja,

det(D) = A = [(a+b)* =] [(a—b)* -], (2.65)

_ A9 40 oo
T=X (a b —¢ ) : (2.66)

_ b 2,12 =2

y—K(—a +b —c), (2.67)

IR O ST R
a—Z<a +b —c), (2.68)

2ab
De forma que estamos a identificar
__Lhﬂ h— a_ 1o (2.70)
a=-—g¥y, b=w, =0 )

Assim, temos a matriz Q™! completamente bem especificada. Com este resultado, podemos
substituir Ag, dado pela equagdo (2.62), na equacao de Ampere-Maxwell trabalhada (2.59).

Entao, emerge que
iw(ﬁo)i + (€' Eo)i = 22'(,01;’70’%’759_170’}/5’}/]‘77/)(EQ)j. (2.71)
No lado esquerdo temos que desenvolver o seguinte
Py Y 5% = 9 v (xl +y7° + acoyivs + Bgijkckzij) Yoys
= i + Yoy i + acibrsd — Begrendy uSg . (2.72)
Onde usamos o fato de que {vo,vi} = {70,7"} = 0.

Estamos, agora, sub judice da hipdtese que levantamos sobre desprezar termos de ordem
O(LSV?). Logo, os termos que multiplicam a e 3 na equacio (2.72) sao deixados de fora no
seguir dos calculos, uma vez que os mesmo trazem com sigo componentes de U, o que nos resulta
em algo proporcional a (1]@) vg. A partir dessa argumentacao, substituindo z e y, e também ja
eliminando todos os termos de ordem mais alta que dois nos parametros que violam a simetria
de Lorentz, somente sobra o seguinte

WS

- _ w3 - - 2w -
VY3 s = VY = =X Y — iy By = 0. (2.73)

Estes termo sdo identicamente nulos porque
(97°9)" = o1 (4°)" %% = P,
(07%0) = =0 (1) 9" = (~v'c) o (+%) 7] (e9') = —dnte.
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isto é, ¥y%) é imaginario puro e, portanto, nio satisfaz as condicoes de um bom férmions de

Majorana, e também vamos ter que
(¥°57 @D)T = ¢t (7 )T (70>T P = 9Ty° {70 (7 )T vo] 7 (vo)T V0 = P9 %
= (¥1°89),
() = () () 0 = (e e () e e (o (e
= —US% = — (r°57y).
ou seja, 17°%;;4) também é um imaginario puro e, por consequéncia imediata, ndo tem validade

pois 9 é férmion de Majorana.

Sendo assim, finalmente, retornamos a equagao (2.71) com o lado direto sendo igual a

zero devido a justificativa dada acima. Ou seja,

— —

iW(Eo)i + (5>< EO)@ = (U.)(Sij + ieijkvk) (Eg)j = Mij(ED)j =0. (274)

A relagao de dispersao segue de

w w3 —iUy
det(M) = |—ivs w v |=w (w2 —v? — 2 — vg) =w (w2 — 272) =0. (2.75)
Wy —1U] W

Ficando com a solucao nao trivial, teremos w = m,, que descreve a massa do féton, tendo valor

igual a

m., = |7. (2.76)

Entéao, a partir dos resultados (2.58) e (2.76), podemos perceber o fato de que obtivemos
um espectro nao degenerado para as massas do féton e do fotino. Isso indica que a violagao da
simetria de Lorentz, pelo fundo que estamos a considerar, faz com que a supersimetria também

seja violada.

2.5 As massas do Foton e do Fotino com (@nygﬂp) #0e (@Efy“”mb) # 0

Nesta sessdo, ao invés de supor que o fundo é tal que (1)) seja o tinico condensado,
desprezando assim os condensados (¢¥y51)) = 0 e (¥y,75%) = 0, o que fez com que a equagio
(2.36) tomasse a forma simples da equagao (2.37), vamos considerar agora a contribuicao de

todos estes condensados para o espectro de massa tanto do féton, quanto do fotino.

2.5.1 A massa do Fotino

Manipulando as equagoes de campo, no intuito de achar uma relagao de dispersao pro

fotino, obtivemos na sessao anterior que
0 : L 00 s . -1,.0 70
wy Ao — 2M1 Ao + 20 Morys Ao + §R v 5o — iR Yo = 2wy Y57 (VY V75 Mo) -
(2.77)
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Trabalhamos o lado direito por rearranjamento de Fierz vem que
®; Mo = Y2757 (979575 0)

(99) vvi0 — i (¥59) vvivsho + i (P795% ) Y1577 5 Ao

1
4
= Lll (@E@/’) (5ij + 2i2ij) + i (@Z_’%lﬁ) (5ij + QZEU) V5 — i (72’70757?) (5z‘j + Qizij) YoV —

1,- ; i :
— 7 (Pmwsw) (6% + 2i8%) w] Ao. (2.78)
Assim vamos ter que
1
<W’yo — 2M1 + 2ZM2’}/5 + 2RM’}/M’}/5> AO = ZWQJ»_I-IQZ‘J'A(). (279)
Ja mostramos que
-1 _ w ) 1

Com estes resultados, o lado direito de (2.79) pode ser escrito sob a forma:

w 1 1
2w Ny = 2w 0ii — EiifV — ———————V;0;
7 w2 -2 w2 w(w? —72)

1,/- , 1,/- ,
X [4 (WD) (0s5 + 20%5) + 1 (WMD) (037 + 2i%45) v5—
L /- , L/ - i i '
= 7 (Pr095%) (8 + 2i%57) 9075 — 5 (dmerstp) (% + 2i8%) 597 [ Ao, (2.81)
4 4
Devemos lembrar, mais uma vez, que os parametros que violam a simetria de Lorentz sao bem

sutis, por essa razao vamos consideras apenas termos de primeira ordem nestes parametros.

Sendo assim, vamos ter que

_ 2w? 1,/- . 1,- .
QWjSl.ijAQ = méﬂ [4 (ZM/J) ((SZ] + 222@') + Z (77[)"}/51/1) ((SZ] + 222,']') Y5 —
L : L/ i i j
1 (¢7075¢) (055 + 2i545) Yoy — 1 (¢’Yk”¥5¢> (5 " 2i% k) 757]] Ao

_ B (¥) + 2 ($51) 25 — ; (r0759) Y05 — 2 (ivs0) %-75] Ao (282)

Para obter este resultado, usamos o seguinte fato geral para avaliar a passagem mais dificultosa

do célculo:

i N vpo
W = =5 (0P s — 0y + i) (2.83)
Para ser consistente com o caso anterior, tomaremos F = 0 e vg = 0. Assim, temos que
1_
Ml = waa
i -
My = 11/175% (2.84)
Ry, = ($r0759, =1 — 91750) -
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Substituindo (2.84) em (2.79), e levando (2.82) para lado esquerdo de (2.79), vem que

[— 2 (Y1) — 2 (V159) 5 + w0 +2 (V1075¢8) 1° — 2 ($775%) ¥ — ;m"%] Ao =0,

(2.85)
resultado que pode ser escrito na forma
DAy = 0. (2.86)
Com
D = (al + bys + e, 4" + duy™) (2.87)
e
a=-2(), (2.88)
b=-2(drw), (2:89)
Cy = (w,6 , (2.90)
d, = <2 (@EVO%T/}) : —;171‘ -2 (@Wﬁs@/})) : (2.91)

Usando os resultados gerais do Apéndice C, a relagao de dispersao que trara a massa do fotino

sera dada por

det(D) = [0 =0 = +d* = 2(c-d)| [a® = 0" = + &> + 2 (c- d)| + 4°d?
= [1(50)" =4 (0" -+ (Bro)’ - (4 2 (Frw)) -

— oo (o) ] x [4 (@) — 4 (@0)" — w? + 4 (drowe) —

2

- (;@ +2 (&%’751?))2 + 4w @’Yo%"éff) ] +u? [ +4 (1;’70’75@11)

- (;6 +2 (W%w))gl = 0. (2.92)

Que quando resolvermos para w nos leva a escrever as quatro solugoes sob a forma

o= |2 2 (Firs) |~ 2 (Frors) — (drs0) + () (2.03)
wn = |2 2 (rst) | + 2 (drorse) — (850)” + (0 (2.04)
@ = H o 42 () |~ 24/ (o) — (B50) + (92)° (2.05)
wn =+ 42 (Grsw) | + 2y (Brosw)” — () + ()" (2.96)



Capitulo 2. Violagiao da simetria de Lorentz e o Mizing Féton-Fotino 23

A partir das mesmas argumentacoes para o caso da sessao anterior, temos que

Wy = —W1q (297)
W9 = —Ws. (298)

Assim, como o sinal da massa nao é relevante no contexto da equacao de Dirac, o espectro de

massa para o Fotino é completamente especificado por

ms = 2\/ (@romsw)” — ($1s9) + (P) £

Zi +2 (P15 | (2.99)

2.5.2 A massa do Foton

Assim como antes, para escrever a massa do Féton partimos das equagoes de Ampeére-

Maxwell, no referencial de repouso,

—

7 x By = —iwEy — V2w Fv5 Ao, (2.100)
e da equacao de Dirac, também no referencial de repouso,

. 1 . I —
<w70 — 2M,y + 2iMyrys + ZR#V“%) Ao = QAg = —ivV/27y 57" (EO) (2.101)

. )
(2

de forma a escrever
Ao = —iv2 (27 57"y (EO) (2.102)

e levar este resultado em (2.100) para obtermos uma equagao inteiramente em termos do campo
elétrico de maneira a podermos escrever uma relacao de dispersao para o Foton. Para prosseguir

nessa linha, é necessario calcular Q~!. Entdo, notemos que

Q= —; (@Yﬂ) 1- ; (YE%ID) 75+ wy’ + ;RW“%

= al + bys + " + dyy™ys (2.103)
com
. _; (i) (2.104)
b= —; (¥sv) (2.105)
ey = (w,0) (2.106)
d, = ;( ($r095¢) , = — (P15 ) (2.107)

Mais uma vez nos apoiando nos resultados do Apéndice C, vamos poder escrever que

Q=21+ yy + (ac, + Bd,) Y + (Ecp + Ady) v + (p@W + Tsaﬁwé’o‘ﬁ) Y. (2.108)
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Lembrando que
1
0, = 5 (cudy, —cudy,) . (2.109)
De forma geral, teremos que os coeficientes sao dados por
(vv) o
= -7’ 2.11
N (2.110)
(1/_1751?) ©
= — 2.111
y A3 (2.111)
e
= — 2.112
o= (2112)
(1;751#) w
=— 2.11
g= -0 (2113)
(TE%@) w
= 2.114
=0 (2114)
©
=—— 2.11
A= (2115)
(15751/1)
= 9 2.11
p=—2i~—¢ (2.116)
(v0)
= -2 2.117
e (2117)
em que
1 - 2 . . 2 — 212
=16 {(%07075@/)) (¢75¢) - (Ui - (@D%%@D)) + (WD) } -
— 2 - 2 — 2
-5 {(@Wo%ﬂﬁ) — (@b%ﬂ/}) + (271 - (@/)%75@/1» + (QMJ) } w? + w (2.118)
e
11/~ 2 . 2 . - 2 N 9
= 1| Brws0) = (Fr60)” = (7 = (Fs0))” + (90)" — ] (2.119)
A partir destes resultados, para escrever a matriz ' devemos notar que
1
000 = 5 (Codo — C[)d()) =0 (2120)
1 1 . -
0o = 5 (cido — cods) = +7w [ + (V7750 (2.121)
1 1
Ooi = 5 (cod; — cidp) = @Y [ (¢%75¢)] (2.122)
1
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Tendo isso em mente, a matriz Q' é completamente especificada pela forma

1{ B (w@b)@1+ (¢rs0) ©

Q=< 5 55+ wO’ — g (r5¢) (r0m59) 1+

- % (995) [+ (0959) | 7"+ (9359) 135 = ; (91075¢) ©1%75+

+ ; {171‘ + (@E%Vslb)] 7'y — iw (l/;%l/)) [@‘ + @%‘757#)] 50—

w /- . - i
= (59 [+ (o) e } .12
Se desprezamos termos em segunda ordem nos parametros que violam a simetria de Lorentz
podemos escrever
6 = —w? (2.125)

Com isso, a matriz Q! toma a forma

Q_l—l w2<¢¢>1 WQ@) 3.0 2 (.7 0 w? /- 0
N} Y 75¢) V5 — WY Fw <¢751/1)7 75‘1‘?(1#7075@/))7 V5—

w? . - :
D) [Ui + (%U%%%U)] g 75]' (2.126)
Levando este resultado de Q7' para equacio (2.102), que especifica Ay, teremos
V2 w? - w? /- 3.0 2 (7 0
Ao = — Ny (@W/f) 1- 5 (¢75¢) V5 — Wy tw (¢75¢> Y Vst

(2.127)

i

w? - w? - . R
+ 5 ($90959) 15 — 5 [+ (Prsv) ’V’%] 57" (Eo)

De forma tal que a equagao de Ampere-Maxwell (2.100), no referencial de repouso, vai vir a ser

escrita de tal maneira que

( e ) (E _ W0 wj’l_‘ﬁ* 3.0 2 (7 0
W"’Zgz]kvk)( o)j— Al/WV% 5 (W/J) 5 (w%lﬁ) V5w tw (iﬂ%ﬂP)V Y5+

w2 - B w? /- 0 0., i L
+ 5 ($r095%) 1% + ) ($r095%) 7517 Y57 (Eo)

—+2w4[5 (97°0) — 2i (¥°579)] (E
= + 5 105 (92°0) — 20 (r°590) | (Eo),
3

+ wZ (00) |6 (d0) +2i (0290) | (E),
— 5 (B950) [0 (350) + 26 (Pre0)] (B),
+ 2Z (9159) 85 (£357°0) = 21 (9157270 | (Bo),

+ {13 (@%Fyyﬂ) {51'3‘ (12’75’701?) — 21 (&75702’71&)} (EO>¢

w3

N {271@ + (@Z_J’Yk%?ﬂ)} [5jk (QZ%’Y%) + 29 (1/_175ij7%)} (Eo)i- (2.128)
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Considerando apenas a primeira ordem na violagao da simetria de Lorentz, teremos

2wt

(w + Zgz]kgk) (Eo)j = T

[0 (7°0) =20 (91°599)] (o), (2.129)
Como 9 é um férmion de Majorana, os condensados (1/?7%}) e (@VOZU ¢) devem ser tomados

como triviais. Entao, podemos escrever simplesmente que
(W + ieijrTs) (Eo)j = 0. (2.130)

Que é a mesma equacao para a massa do foton que obtivemos anteriormente. Essa equacdo nos

leva ao espectro para a massa do féton dado pelo resultado (2.76),

m., = =£|d]. (2.131)

De forma geral, podemos concluir entdao que ha uma peculiaridade no modelo de Carroll-
Field-Jackiw supersimétrico onde aparece o mixing féton-fotino, tanto na situagao com (2@75@/)) =
(@w“%w) # 0 quanto na situacao mais trivial em que estes termos sdo tomados como sendo
nulos, peculiaridade essa que reside nos resultados que evidenciam o splitting do espectro de
massa do féton e do fotino, que neste caso mais geral é dado pelos resultado (2.99) e (2.131), o

que revela uma quebra da supersimetria devido a quebra, anterior, da simetria de Lorentz.

Os resultados para massa do féton dado tanto por (2.76) quanto por (2.131) podem ser
examinados sob o ponto de vista dos limites superiores para o médulo da parte espacial de v, e
da massa do féton m., encontrados na literatura. A referéncia [40] apresenta uma tabela com os
valores mais atuais para os limites superiores do modulo da parte espacial e da parte temporal
de v,. Reproduzimos estes resultados aqui na forma da Tabela 1, a partir dos quais podemos,
dividindo estes resultados por ¢, obter um limite para a massa do foton seguindo a prescricao
de (2.76) e (2.131).

Limites superiores do parametro v,

; o] *] <1007 eVv=1,6-10""J;51-10"m ' }
(7] P]<8-10MeVv=13-10"J;41-10 m "]
Lol ] <100 eV=1,6-10"J;51-100% m™" |
lvo 4] <100°ev=1,6-10"J;51-10""m™"' |
lvo °] <100 eV=1,6-10"1J;51-100" m™" |

Tabela 1 — Limites superiores para o termo v, que viola a simetria de Lorentz (tltimos valores
anotados em unidades do SI) apresentada na referéncia [40]. Em que: * vem de shifts no
espectro de energia do a&tomo de Hidrogénio [41]; P.d vem da rotacdo da polarizacao da
luz in cavidades ressonantes [41]; ¢ vem de observagoes astrofisicas [42].

Segundo os resultados apresentados no Particle Data Group para os limites superiores

da massa do féton, advindos observacoes astrofisicas, encontramos que m., < 1,78 - 107° Kg,
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valor que cerva de 24 ordens de grandeza menor que a massa do elétron [43]. Uma referéncia
bastante interessante que mostra como é obtido os limites para a massa do féton e que traga um
historico da obtencao dos desde o ano de 1940 até 2005, levando-se em consideragao observagoes
astrofisicas, é [44]. A referéncia de 2016 obtém um resultado de m., < 4,2 -10~*" Kg levando-se

em consideragao dados advindos de gamma-ray bursts [45].

Nesse sentido, nos concentrado nos dados astrofisicos da Tabela 1 e nos resultados para
o limite superior da massa do féton apresentados, percebemos que |7 < 1,6 -107°® J nos leva a
um limite para massa do féton da ordem de m, < 5,3 - 10792 Kg. O que esta dentro dos limites

previstos para a massa do féton.
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meaeeesssssessssssmm  Capitulo 3

Generalizacao da equacao de Dirac

Para dar inicio a este capitulo, é importante enfatizar que no contexto de modelos
tedricos que buscam uma fisica que va além do Modelo-Padrao, um modelo que se destaca é tal
que o Modelo-Padrao é generalizado pela adi¢ao termos que violam a simetria de Lorentz a acao.
Os requerimentos para essa adi¢ao sao tais que: 1) a simetria de calibre deve ser preservada,
para manter intacto os nimeros de grau de liberdade; 2) deve haver renormalizabilidade; 3) livre
de derivadas mais altas, para evitar fantasmas. Dentro dessa perspectiva, na referéncia [46] é
mostrado, no espirito do SME construido pela escola de Indiana, como a acao do Modelo-Padrao
¢é estendida com a violagao da simetria de Lorentz, levando em conta campos espinoriais e de
calibre no setor da eletrodinamica quantica. Nesse sentido, os autores mostram que a acao tem
a forma

. 1 1
S = / d*z {1/) (" Dy = M) ¢p — L F* Fyy — Z/%WFWW’ + Skt AV AP (3.1)

Em que o tensor constante de fundo k,,, ¢ um termo CPT-par e a parcela total que contrai
com ele é comumente chamado de termo de éter. O vetor de fundo constante £* é um termo
CPT-impar e a parcela total que o acompanha ¢é o usual termo de Carroll-Field-Jackiw. D,

tem a forma da derivada covariante usual com acoplamento minimo e

1
TV = o+ + A" yys + €+ if s + 0™ D, (3:2)
1
M =m+ a*y" + b yHys + ZHWZW + ms7s. (3.3)

Todo este contexto relacionado com a violacao da simetria de Lorentz, e também o
Capitulo anterior onde nos deparamos com alguns bilineares fermionicos que levaram a quebra
da simetria espago-temporal, nos motivou a trabalhar com um cenério onde consideramos uma

generalizacao da equacgao de Dirac usual,

(thy"0,, — me)(z) =0,
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com termos que violam explicitamente as simetrias espaco-temporais. Neste capitulo ndo vamos
trabalhar no sistema de unidades naturais em que A = ¢ = 1 pensando em futuras comunicagoes

com um cenario de matéria condensada. Sendo assim, nossa proposi¢ao segue da seguinte forma

(thy"0, — me —iCys — Ev* — Ryt ys) ¥(x) = 0. (3.4)

Que pode ser vista com um caso derivado da ac¢ao (3.1) com concentragido apenas no termo
de massa M, definido em (3.3), com a, = —§,,, b, = —R,,, ms = —i( e o restante sendo casos
triviais.

Migrando para o espago dos momenta com a prescricdo da transformada de Fourier

sendo adotada de foma que

d* _—
00 = [ Gl 9
podemos escrever
(puy" — me —iCys — " — Ruy"s) ¢ (p) = 0. (3.6)

O passo mais natural a se dar no estudo desta equacao, é estudar a relacao de dispersao
modificada definida pelo operador matricial que age no espinor ¢(p) em (3.6). Isto é, seja o

operador & dado por
2 = (pu" —me —iCys — & — Ry ys) (3.7)
de forma que estamos a procurar por
det(2) = 0. (3.8)

No Apéndice C, apresentamos o calculo explicito da inversa e do determinante de um operador

geral D, que reproduz as condi¢oes de & se identificamos os coeficientes de D como sendo iguais

a
a = —mec,
b= —i(,
¢ (3.9)
Cu = DPu — E,ua
d, = —R,,.

Entao, sob a perspectiva do Apéndice C, teremos que a relacdo de dispersao, mantendo mente

que o link da presente situagdo com o Apéndice é feita por det(Z) = A, é tal que
det(2) = <p2 —m* -+ E+R -2 5)2 —4 {(p "R—¢-R)® —m2? — (2} =0. (3.10)

Acontece que essa expressao para a relagao de dispersao modificadas nao é tratavel do ponto

de vista analitico se nos propomos resolver a mesma para py = F/c. Obtemos um expressao
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gigantesca que compreende paginas de termos. Sendo assim, estudaremos casos especiais, mas

nao menos importantes, nos capitulos que virao.

Explorando um pouco mais os resultados dos desenvolvimentos do Apéndice C, podemos
escrever o propagador fermidnico que leva em consideracao os termos que quebram a simetria
Lorentz em questao. Ou seja,

i X
(p2—m202—C2+§2+R2—2p-§+i5)2—4[(p-R—§-R)2—mQC2—C2}

iS(p) =

X {{p—ff—}?%ﬁmc—i%} (P -m*@—-C+E-R—2p-¢) -
—2{(¢—Z)V5+R}(p-R—€-R) —24{(19#—5#)1%—(py—éu)Ru}Z“”—

— 2mc gy {(pa — fa)RfB — (pﬁ — §5>Ra} Z“”}. (3.11)

Ainda que nao seja pratico trabalhar com a relacao de dispersdao de forma analitica,
podemos obter algumas outras informagoes bastante interessantes advindas de (3.4). Este é o
caso da decomposicao de Gordon. Mas para efeitos de generalidade, calculamos a decomposi¢ao

de Gordon assumindo acoplamento minimo em (3.4), ou seja,

8, — 9, + i%AH, (3.12)
de tal maneira que
(ih" 8y — me — IG5 — & — Runys — eqy"A,) () = 0, (3.13)

em que eq denota um multiplo da carga do elétron. Nestes moldes, a decomposicao de Gordon,
que nos auxiliard no entendimento, em analises futuras, de respostas que estes resultados estao
nos dizendo a efeito de fatores de forma, isto é, se estes resultados podem trazer contribuigoes
para o momento de dipolo elétrico ou magnético, ou até, dependendo da situagao, a contribuicao
de um anapolo magnético, etc. - veja por favor a sessao D.2 do Apéndice D para ficar a par dos

detalhes técnicos - toma a forma

iR(O" ) — b (971p) + 2R(0,0) S F1p + 2RPEHT (D, 1)) + 2mehy e + 265+
+ 45 R30S ysah + 2eq A prp = 0 (3.14)

RO + ihp(0*)) + 20D, ) S — 20X (D)) — 2iCy ystp—
— 43€ S — 2RFpystp — diqe A, p S = 0. (3.15)
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No espago dos momenta, temos que
2mey(p +q' )y (p) = [(p +q)"+p" - 25”] U(p+d)(p)-
= 2i[(p+ 4) = | 00 + V()
— iR (p + ¢') X" 51 (p) —

d4p/
_9 /
V) 2rn)

V@)Y (P)A“ (Y —p— ) (3.16)

200 (p + ¢')V s (p) = 2i [(p + ") +pu— 254 U(p+ ¢ )X p(p)—
- [(p +q)" — p“} U(p+ ¢ )b(p)—
—2R™"(p+ ¢ )50 (p)—

e [ SRS A —p ). (1D

Interessante nestes resultados, é que em (3.16) podemos ver a corrente vetorial decomposta nos

termos usuais da Decomposicao de Gordon, e podemos notar o surgimento de um termo extra,
que acompanha o termo de violagao da simetria de Lorentz R, e que aparece na forma do dual
da corrente de spin, o que sugere que a violagao da simetria de Lorentz induz o aparecimento

de um momento de dipolo elétrico para o elétron.

Procuramos trabalhar também a forma do tensor energia-momento que advém da equacao
(3.4). Este trabalho foi realizado de forma generalista, considerando num cenério em que o
fundo nao é contante. Os detalhes de calculos podem ser visto no apéndice E, sessao E.1. Com
isso, fomos levados a escrever que a quadri-divergéncia do tensor energia-momento, na sua forma

anti-simétrica, tem a forma
O |11 (900 ) Y0 — il (0,0)| = = 2[Du(@)] ¥ — 20 [0,¢ ()] drati—
— 2[0, R ()] 97159 (3.18)

Simetrizando o termo dentro dos colchetes no lado direito, vamos poder escrever o tensor

energia-momento simétrico, ", sob a forma
08", =20, {ih W (v“éu + 5”7,, — 7“5,, — 5“7,,) @ZJH = —4[0,§,(2)] PyHah—
— 4 [0, ()] s —
40, Ry(0)] gy ysyp. (3.19)

)
)

Para averiguar a licitude do processo de simetrizagdo que nos levou ao resultado (3.19),
¢ necessario um desenvolvimento em detalhes do lado esquerdo de (3.19) de forma a certificar se

este lado se iguala ao direito. Ou seja,
0,0%, = ihd, [(9"0) 1t — P, (0"9)] —
= 2[0,8u(2)] "y — 2i [0, ()] Y5t — 2[0 R(w)] Py 5. (3.20)
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De forma que se o ato de simetrizar o tensor energia-momento for valido, o primeiro termo do
lado direito de (3.20) deve ter exatamente a forma dos termos restantes que o acompanham na
expressao, isso para que o lado direito de (3.19) seja cumprido. Acontece que ao avaliar este

primeiro termo do lado direito de (3.20), somos levados a escrever que

ih0y, [(0"0) Wb — by (0"9)] = — 2[0,€u(2)] " — 20 [B,¢ ()] orstp—
2[0, Ry ()] 7750~
— 20, (") +2(9u6) (vy"y) —
= 2R,0, (V1" 5) + 20" (Rpyeyst)) —
— 2(OuR") S5t + 2 (R0 — ROF) (5970) . (3.21)

Sendo assim, o processo de simetrizagao nao é valido.

Entao, a partir destes resultados, percebemos que uma vez que temos um fundo que
viola a simetria de Lorentz dependentes das coordenadas do espago-tempo, temos uma quebra

da equagao de continuidade que refletiria a conservacao do tensor energia-momento.

O encerramento este capitulo fica com citacao da Dissertagdo de Mestrado defendida no
CBPF em 2008 por Rodrigo Turcati, o busca-se os limites nao relativisticos e suas implicac¢oes
dessa situagao de uma equacao de Dirac generalizada por termos que violam a simetria de
Lorentz [47].



33

| Capitulo 4

Caso especial da generalizacao da equacao de

Dirac

Como argumentamos no capitulo anterior, a obtencao de relagoes de dispersao modificadas
para o caso da equagao de Dirac generalizada, na forma que apresentamos na equagao (3.4), nos
leva a expressoes pouco elegantes e intrataveis do ponto de vista analitico. Sendo assim, neste
capitulo iremos considerar um caso especial, mas bastante elegante e nao menos importante, da
equacao (3.4). Este caso especial é tal que R, = 0. Com esta prescricdo em mente, um estudo
detalhado da equagao de Dirac é proposto, passando pela suas solugoes de energias positivas
e negativas, obtencao da relagao de dispersao modificada e da velocidade de grupo, obtencao
da decomposicao de Gordon, do tensor energia-momento, uma analise do paradoxo de Klein e

obtencao da frequéncia responsavel pelo Zitterbewegunyg.

Nesta situacao, em que R, = 0, a equacao de Dirac estendida tem a forma
(ihy"0, — me —iCys — §,7") ¢ = 0. (4.1)
No espago dos momenta, temos que a mesma se torna
(puy" — me —iCys — &) ¥(p) = 0. (4.2)
Nestes moldes, o operador & é
2 = (pu" — me —iCys — &), (4.3)

de tal maneira que nos interessa o resultado de

det(2) = 0. (4.4)
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4.1 A relagao de dispersao modificada

Levando em consideracao os resultados do apéndice C com a prescricao definida em

(3.9), temos que para R,, =0,

2
det(2) = A = [f;—ﬁf+§§—§?—m2cz—c2—2<E§O—ﬁi§:)] = 0. (4.5)

Resolvendo para F, teremos que

E:cfoj:C\/(ﬁi—g)Q—i—chQ—l—(? (4.6)

Resultado que nos convida a escrever o espectro sob a seguinte perspectiva:

& = iC\/@? +m2c? + (2, (4.7)
em que identificamos energias e momentos efetivos seguindo a prescri¢ao

&=F— Cfo, (48)
Py =p; — € (4.9)

4.2 Velocidade de Grupo

Com a relagdo de dispersao dada pela equagao (4.5) em maos, podemos calcular a

componente ¢ da velocidade de grupo, que é definida por

(Vy) = gg, (4.10)

notando que a derivada total da relacao de dispersao ¢é

0A 0A
d(A) = —dFE + —dp; = AdE + Bdp; = 0, 4.11
(8) = GpdE + S=dfi = AdE + Bdp (a.11)
de tal forma que podemos simplesmente escrever
- B
(Vy), = - (4.12)
Assim, teremos
4 E? E B
A= (E—c&) |= —pP—m?E -+ -2 ﬁ—ﬁi& (4.13)
c? c? c
e
.\ [E2 E .
B=—4(p &) [Q—ﬁ?—m%%me—z(5“—@@)]. (4.14)
c c
Entao,

= (4.15)
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4.3 O propagador fermiénico modificado

Explorando os resultados do Apéndice C, podemos construir a forma do propagador na
situagdo em que R, = 0. Assim sendo, teremos que o propagador toma a forma
i(¢—5+m0—iCV5) i (2" +me—i(vs)

N T S R T oS M

Essa expressao para o propagador fermionico é bastante parecida com a forma da expressao do
propagador fermionico associado a equagao de Dirac usual, sem termos LSV. A diferenca reside

nos termos proporcionais a (.

4.4 A decomposicao de Gordon

Para escrever a decomposicao de Gordon para o caso em que I, = 0, nao é necessario
grande esforgo. Este é um caso especial da expressao geral para a decomposicao de Gordon
escrita no capitulo anterior, e que foi calculada de forma explicita na sessao D.2 do Apéndice D.

De tal maneira, temos que no espaco dos momenta,

2l oe) = (¢ + 9" = 267 )00 0lp) — 2(p" — ) BEIT0E) (417)

200 () = 20 (p + 5 — 26, ) SEIZ00) — (5= ) ).  (418)

Como argumentamos no Capitulo anterior, a decomposicao de Gordon nos auxiliara no enten-
dimento, em analises futuras, de respostas que estes resultados estao nos dizendo a efeito de
fatores de forma, isto é, se estes resultados podem trazer contribuicoes para o momento de
dipolo elétrico ou magnético, ou até, dependendo da situac¢ao, a contribuicao de um anapolo

magnético, etc.

4.5 O tensor energia-momento

O tensor energia-momento também é um caso especial daquele que fora obtido no
capitulo anterior para a situacao da equacao de Dirac mais geral. Entao, se tomamos R, = 0

na equagao (3.18) termos que o tensor energia momento é tal que

Op |1 (00) 0 — ilby (0,0)] = = 2[0,8(2)] 0" — 20 [0, ()] s (4.19)

Simetrizando o lado esquerdo, termos 6", de tal maneira que

00", = 0 {ih [ (0, + 0"y =70, — ') 0]} = — 4[0,8u(2)] 7" —
— 41 [0, ()] Y59 (4.20)
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Resta agora averiguar se o processo de simetrizacao é valido. O que consiste em desenvolver em
detalhes o lado esquerdo do resultado acima de forma a certificarmos se obtemos exatamente o
que se encontra do lado esquerdo. Dito isso, de processos analogos aos presentes no Apéndice E,

teremos que
aﬂeuu = -2 [al/fu(x)] 77;7“770 — 21 [@V(XJ])] 1;75770 + ih (D'(Z> %ﬂvb - thvzfyu (D¢)
= —4 (0,6 ()] 07" — 4 [,C ()] st — 20y (E9m0) +2(0u&) (V) . (4.21)

Entao, portanto, o procedimento de simetrizacao nao é valido. Mas se nos encontramos numa

situacao particular em que §, = 0, termos que a simetrizacao é valida pois cumprimos que

90", = —4i[0,¢(x)] 5. (4.22)
Mais ainda assim persiste a quebra da equacao de continuidade.
4.6 Solugoes para equacgao de Dirac estendida

Neste caso especial de R,, = 0, as solugoes para equagao de Dirac estendida (4.1), no
referencial do laboratério, sao calculadas em detalhes no apéndice F. A forma geral destas

solugoes sao tais que:
» Solugoes de energias positivas

A solucao de energias positivas e spin up, +s, no referencial do laboratoério, toma a forma

0
Vi (P, +s) = u(P, +s)e” Pn"h = N, ¢ (‘@3 B ZC) et ue /R (4.23)
€ + mc?
c (351 + 2352)
€ 4+ mc?
Onde
€= C\/@? + m?2c® — (2, (4.24)

e N, é um coeficiente de normalizacao a ser determinado.

Ja a solugao de energias positivas e spin down, —s, também no referencial do laboratorio,

é dada por

Vo (P, —5) = u(P, —s)e Pn"/h = N_ ¢ <‘@1 _ if@Q) e~ Pue/h (4.25)

£ + mc?
—C (353 + 2C>

€+ mc?
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Onde N_ é outro um coeficiente de normalizagao a ser determinado.

A determinacao do das coeficientes N, e N_ é dada a partir das exigéncias de que

Vi (P, £\, (P, £5) =1 (4.26)

Go( 2P, F8)s (P, £5) = 0. (4.27)

Como mostramos no apéndice F, essas condi¢oes nos levam a mostrar que

le + mc?

Ainda no mesmo apéndice mostramos que isso se refle em (P2, £5)¢(22, £5s) de tal forma que
€

VP, £8)0 (P, +5) = — (4.29)

mc?

VUP, Fs)U (P, £s) = 0. (4.30)
o Solugoes de energias negativas

No caso da solucao de energias negativas e spin up, +s, no referencial do laboratério, o

apéndice F mostra que

(P4 i)
g+ mc?
6P 15) = (P r )2t~ N, |~ (P i) | i, (4.31)
£ + mc?
1
0
Em que
&= —e, (4.32)

e N+ é um coeficiente de normalizacao a ser determinado.
A solugao de energias negativas e spin down, —s, é
—c (P —iP)

€+ mc?

W (P, —s) =v(P,—s)e P M= N_| € (_‘@3 + ZC) et Pua Ik (4.33)
€ +mc?
0

1
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Onde N_ é o coeficiente de normalizacao a ser determinado.

A determinacao dos coeficientes N, e N_ é dada a partir das exigéncias de que

(P, £8)_ (P, £5) = —1 (4.34)

(P, Fs)W_(P, ) = 0. (4.35)

Seguindo os desenvolvimentos do Apéndice F, essas condigdes nos levam a mostrar que

le +mc?

Podemos notar também que isso se refle em (P2, £5) (2, +5) de tal forma que

D (P, L) (P, +5) = % (4.37)
V(P F)W_ (P, +5) = 0. (4.38)

4.7 O paradoxo de Klein

Nesta sessao iremos examinar o chamado paradoxo de Klein, que emerge no contexto
da equagao de Dirac usual na situagao em que elétrons incidem em uma barreira de potencial
do tipo degrau. De forma mais clara, em 1929 Oskar Klein verificou que na situacao em que
o potencial é maior que a energia do elétron incidente, o coeficiente de transmissao se torna
negativo, o equivalente a dizer que teriamos um coeficiente de reflexdo maior que um, o que a
priori ¢ um fato paradoxal visto que isso caracteriza uma configuragao de elétrons espalhados
que viola a conservagao da probabilidade [48]. Uma das formas de lidar com este paradoxo, foi
a implementacao das ideias relacionadas ao mar de Dirac, onde as solucoes de energia negativa

sao tratadas de forma séria.

Ja no contexto da Teoria Quantica de Campos, situagdo bastante diferente do cenario da
Mecanica Quantica Relativistica, uma vez que temos a possibilidade de tratar situagdes onde o
nimero de particulas que interagem entre si pode vir a ser nao mais conservado, isso porque
campos criam e aniquilam particulas. Entao se abrimos mao dessa conservacao do niimero de
particulas, um cenério relativistico onde, portanto, massa e energia se confundem, podemos
perceber que no cenario originalmente estudado por Klein temos energia suficiente para que

haja criacao e destruicao de particulas.

Entao, é nesse espirito que buscamos estudar o paradoxo de Klein no contexto da equacao
de Dirac estendida com R, = 0. Para isso. consideramos, como caso ilustrativo, tomar a solugao

da equagao (4.1) na situagao de particulas com energias positivas de spin up, de tal maneira
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v

Regiao I Regiao 11
Vo

0

Figura 1 — Potencial degrau em que propomos um elétron viajando da esquerda, Regido I, para a
direita, Regido II. Esse potencial nos auxiliara no estudo do Paradoxo de Klein na situagao
da equagao de Dirac estendida que estamos considerando neste capitulo.

que essa solucao descrevam particulas que viajam da esquerda para a direita, interagindo com
um potencial degrau que possui a forma
0 se z <0,

V= (4.39)
Vo se z > 0.

Que graficamente tem a forma apresentada na Figura (1).

Neste cenario, devemos ter um espinor 1; que deve descrever as particulas que estao na
Regiao I, as quais deverao incidir no potencial V' quando z = 0. Teremos um espinor ] que deve
descrever as particulas que sao refletidas pelo potencial na Regiao I. Por fim, é indispensavel um
espinor 1, que deve descrever as particulas que penetram o potencial e se encontram na Regiao
IT. Assim, seguimos sob o ponto de vista que adotamos para energias o momentos efetivos, de
tal maneira que 17 tem momento P na dire¢ao Z, ¥] tem momento —~P na direcao Z e
possui momento P , também na direcao Z. Sendo assim, seguindo os resultados sessao 4.6 deste

capitulo, podemos escrever que

1
0
V1 =A| —icl + e | 7, (4.40)
& + mc?
0
1 0
0 | 1
'len — B —ZCC P e—zp:;z/h +D 0 e—zﬂz/h (441>
& +mc? —ic( +cP
0 & + mc?
€
1 0
0 . 1 .
1/}2 — C —ZCC + Cc@, elp3z/h + F O 6132 Z/FL' (442)
(& — Vo) + mc? —ic( —

0 (& — Vo) + mc?
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Vamos agora aplicar estas consideragoes no cenario do potencial descrito em (4.39),
assumindo que as particulas de energias positivas e spin up que estao na Regiao I, deverao
incidir no potencial V' com momento ¥3 = & e serao refletidas pelo mesmo com momento — &,
podendo assim sofrer um spin-flip*, o que explica a generalidade de considerar uma combinagao
linear duma solugdo de spin up e outra down no espinor de reflexdo. Na Regiao 11, as particulas
que penetram o potencial deverdo ter momento &2 = £’ e também poderao sofrer um spin flip
quando bater no potencial, o que explica a combinacao linear nesta situacao também. Como o
movimento é unidimensional, restrito a direcao Z, devemos assumir que #; =0 e %5 = 0. Isso
caracteriza os espinores acima. Usando a relagao de de Broglie para o nimero de onda, keo

momento
P = kh, (4.43)

podemos escrever estes espinores de uma forma bem conveniente:

1
0 .
= A| —icC +cP | €M, (4.44)
& + mc?
0
1 0
0 . 1 .
V=B | —ic¢—c |e™*+D 0 et (4.45)
& + mc? —icC + cP
0 & + mc?
1 0
Uy =C| —icC+e? ™+ F 0 eh2z, (4.46)
(&= Vo) + me? —icC — c P
0 (& — Vo) + mc?

Essa forma de escrever os espinores nos permite acessar a reflexdo de que se estamos numa
situagao em que Vo > 0 e |& — Vy| < ¢y/m?c® + (2, o nimero de onde na Regiao II é imagindrio,
ko = ilks|, de forma que a solugdo nesta regiao é uma exponencial que decai de forma a ter
uma penetracao amortecida na regiao de potencial. No entanto, se estamos num ambiente em
que a barreira de potencial é tal que Vy > & + ¢\/m?2c? + (2, cenario que o potencial é tal que
consegue confinar a particula, o nimero de onda entao é real e temos solugoes oscilatérias na
regiao II. Assim, sob a perspectiva dessas condigoes, as amplitudes das solugoes sao fixadas pela
continuidade da das mesmos na condicao de contorno regida pelo potencial, requerido para que

haja conservagao de corrente. Entao, em z = 0 teremos que

iz = 0) + (2 = 0) = (= = 0). (4.47)

*Falar do spn-flip
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Desta condigao, vem que

A+B=C, (4.48)
—icC cP  —ic(H e
ég+mC2(A+B)+éa mCQ( - )_((ga_‘/())+mcz ) (449)
D=F (4.50)
e
(=2 +iQ),, P+
& + mc? b= (& — Vo) + chF' (4:51)

Como o resultado (4.50) exige que D seja igual a F', ndo hé outra forma de satisfazer o resultado

(4.51) a nao ser tomar D = F' = 0. Isto é, nao havera o spin flip.

Notando que

cP = \/5’2 —m?2ct — 22, (4.52)
cP =\/(& — V)2 —m2ct — 22, (4.53)

levando esses resultados na equagao (4.49) e trabalhando isso conjunto com (4.48), vamos poder

escrever que

el — 2 U2 o4 2.9]l/?
A p_ icC (co@—l—mc){(é" Vo))" —m?c c(] O i s
(Vo — & —mc?) (62 — m?c* — 02C2)1/2 5
em que
" : (4.55)

(Vo= & —me) (&2 = m2e — )"

_ m02 - 2 m202 )
. (& +me?) (6 = Vo) ﬂL. s
(Vo — & —me?) (62 — m2c — ()"

1/2

Somando (4.48) e (4.54), teremos
A= (1—1—2’/@—7)(;, (4.57)

e fazendo (4.48) menos (4.54), vem que

C
B=(1 —2’/4;—1—7)5, (4.58)
de forma que podemos escrever
B (1—ik+7)
_—=— 4.59
A (14+ik—7) (4.59)
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Isolando B em (4.59) e levando o resultado em (4.48), podemos escrever

C 2
i i (4.60)
A (1+4ik—7)

Por fim, para especificar por completo os coeficientes de transmissao e reflexdo, devemos

considerar o termo de corrente

Ja(2) = [t (2770 (2)] 2. (4.61)
Considerando que,
, 0 o
P’y = ( 3) (4.62)
03 0
em que estamos na representacao de Dirac das matrizes gama§, vamos ter que
; ic( +cP
Diatyi = ar (1,0,/% 7 4.63
(%)’Y’Y <7>g+m627 ) ( )
) ; . icC —cP
Wity = 5 (1052 o). (4.64)
e
‘ —icC — c P
Din0yi = 0 (1,0, — P o), 4.65
(1/}2)77 (7 7(5—%)—‘[—77102’ ( )
De forma que a componente na dire¢ao de Z em cada regiao tomam a forma
- % 2021@ R
- L 227 .
(J1)s = —BB (W) 2 (4.67)
" 202 P!
j2)3 = * Z. 4.
Uz)s = +CC ((g_vo) +m02> : (4.68)
Portanto, o coeficiente de reflexao serd
g Gl _[=BB _ <B)2:<1_“+7)2 (4.69)
G)sl A4 A (1+r=7)
e o coeficiente de transmissao segue como sendo
p_ Gkl _[CC1Z (64 m w70
()s]  [AA* 2 \-Vo+ & +me?)’ '

Relembrando rapidamente que

cP = \/52 —m?2ct — 2(2,
cP = \/(é" —Vo)?2 — m2c* — 22,

§Veja, por favor, o apéndice A para mais detalhes sobre nossas convengoes se for necessario.
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temos entao que

1/2

21— (E4+me?) (6 =Vo) —m2 =] 7| 4y
(Vo — & —me?) (£Q—m202—§2)1/2 Lk — )2

C
T = ‘A <0. (4.71)

Podemos garantir que o coeficiente de transmissao é essencialmente porque o termo
é negativo, uma vez que assumimos um regime em que |& — Vy| < ¢y/m2c? + (2. Entéo, pelo
resultado (4.71), podemos notar como o paradoxo de Klein, no contexto da mecanica quantica

relativistica, é afetado pelo fundo que que viola a simetria de Lorentz.

4.8 O Zitterbewegung

O termo Zitterbewegung vem da lingua alema e numa traducgao livre para o portugués
o mesmo pode ser entendido como algo que se refere a um movimento tremulo ou agitado.
No nosso contexto, o termo Zitterbewegung estarad sempre associado a hipétese de um tipo de
oscilacao rapida intrinseca de particulas elementares que possuem a sua dinamica regida pela
equacao de onda quantica-relativistica. Essa ideia surgiu primeiramente em 1930 como um
resultado imediato da solugoes livres das equacao de Dirac para pacotes de onda num trabalho
de Erwin Schrodinger [49]. Schrédinger pode perceber uma interferéncia, entre os estados de
energia positiva e negativa, que aparecia na forma de uma oscilagao do elétron em torno de
sua trajetéria cldssica com frequéncia natural que compreendia o valor de w = 2mc?*/h. Nesta

sessdo, iremos revisitar o Zitterbewegung sob o ponto de vista da equagao (4.1).

4.8.1 Definindo um pacote de ondas

A partir dos resultados das solugoes da equagao (4.1) apresentados acima, definimos um

pacote de ondas como sendo tal que

- o dgﬁ mc2 —iPtx, [k * +iPrx, [k
xp(x,t)_/(%h)g/? E(ﬁ);[b(ﬁ,s)u(ﬁ,s)e AP, (P, s)e ].

(4.72)

Em que s computa o spin, up ou down, e o restante da notagdo é auto explicativo.

A condicao de normalizacao implica que

/ P (T ) (F, 1) = 1. (4.73)
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Usando a nossa definicdo de pacote de ondas vamos poder escrever
2

32 3.2 (3
/d3f\1ﬁ 7,0 ///d dejz £ ( g/(;’/c)a(ﬁ))

XZ[ (P, s)ul (P, 8" )u( P, s)e (=7 el

+(s,s)

+ 5P ) (p, s)ul (P8 )o( 2, 5)e T el
+d(2, (P, s)oT (P, s (P, s)e (P +7 " )zulh

+d(2,$)d* (2, s)0 (P, (P, s)et P =7 Mzu/h | (4.74)

Quando efetuamos a integral e d°Z teremos o seguinte resultado:

>z +i(P—P)-3/h 3 7] 2

/(27rh)3€ = = 50 (7 — 7). (4.75)
>z +i(P+P)E/h _ <3) (2 >
2 =¥ (P + 7). (4.76)

Retomando a equacao (4.74) levando em consideracao os efeitos das deltas, vamos ter que

De forma geral, temos que

§(P) = (P (P + P') = C\/ (i@’f +m2+ (2= (2P|, (4.78)

e assim temos como satisfeito que

po(P) = ph(£P) . (4.79)
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Sendo assim, teremos que

- [¢7 (mc )iz [b*(@,y)b(ﬁ?f,s)uf(@,s')u(@,s)

(858
+d(2,8)d (P, ) (P, 5 (P, s)
+ b*(_ﬁ, Sl)d*(c@’ S)UT(—,@, S/)U<gz7 S)GQipozg/h

+d(—2,8b((2,s)v' (-~ P, s (2, 8)6_2’7’0“/71} : (4.80)

Das condicoes de normalizacao que desenvolvemos vem que
3 mc 5(‘?7) * *
= [&7 ( ) 3 St V(PSP 5) - d (2, 5)d( 25|
- [@FY
+s

(2, 5)? + |d(2, 5)12]. (4.81)

Portanto,

(2, 5)[2 + |d(2, )] ] 1. (4.82)

[a@zvi@, v /d?’,@z

4.8.2 O termo de corrente para o Pacote de Ondas

Vamos calcular o temor de corrente

Ji= / BT, 1) el V(E, 1) = ¢ / BED(Z, )y (T, 1), (4.83)
Na sessao D.3 do apéndice D mostramos que a componente ¢ do termo de corrente tem a forma
@ () = 5 - [0 (P) - (P0) v — 22, ($579)]. (4.84)

Sendo assim, podemos escrever que

J = [ @000 = ;n [ @7 [0 (P0) - (2'0) v - 22, (b5v)]
1 [ BFLPP m
“an Gy PP s {
x b2, (2 e N d( P8 (P e
x P [b(gz, s)u(P,s)e Pl L q1( P, s)u( 2, s)e”‘wx“/h}
= P (P S u( P e (S o( P e
X [b(gz, sYu( P, s)e T wlh 1 g (P, s)v( 2P, s)eH‘W“””/h]
— 2P [b*(@/, a( P, e i Ih 4 d( P o (P, s’)e—i%m“/h}
x X [b(,@, s)u(P, s)e Pl L gt (P, s)( P, s)e”‘@“““/h}
= 2i [b"(2, (P, 8 )e i d( P S No( P S e i

x S P, [b(,@, s)u(P, s)e Pl L q* (P, s)( P, s)e”‘@”““/h} } (4.85)
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Os operadores de momento devem atuar nas exponenciais. Fazendo isso e rearranjando o

resultado, teremos que

.1l (PRSP mc?
7= | e >

2m
X b (P, s ) (2, 8)u(P', 8 Yu( P, s)(P' + P )e " Pum Tt/
— (2, 8)d(P, )u( P,V o(P,5)( P — P et Tut Tt/
+d(Z, (P, s)o( P, S Yu( P, s)(P' — P (Put Pzt [h
—d(P )P, 5)0( P, 8 o( P, s)( P+ P Pu= P/
— 26" (P, DD, s)u( P, \ SV u( P, s)( P, — P.)e (Pu= Pt /I
+2ib"( P, AN ( P, s)U( P, 8\ SV 0( P, 5) (P, + P et Put T
—2id(Z',s')b (@,s)v(@’,s')zfvu(@,s)<<@ + P e Put Tt

+ 2id( P, $)d* (P, s)0( P, )LV 0( P, ) (P, — P! )e W Pu=Tua/h| —(4.86)

Como antes, efetuamos primeiro a integral em d° Z, de forma a ter como resultado as deltas

5(3)(ﬁ — 4@7’), e em seguida eliminando a integracao em P’ com as deltas, obtemos que

o]
2m

{zgm‘ {b*(@, (2, $)i(P, s Vu( P, 5)

+(s,s")

— AP, (P, $)0( P, )o( 2, s)}
+2@i{d(—@,s')b<@ )o(= 2, (P, 5)e 70w/
V(=2 (P s~ P, o2, ) Pl

_1_4@'6(37’7
d

{ (=2, (P, s)u(— 2,5 (@’8)6+2iy0x0/h
—d(=2, (P, s)vo(— P, 85" (r_@,s)e—%,@omo/h}}' (4.87)

Aplicando as condigoes de normalizacao que desenvolvemos vamos, finalmente, poder escrever

que

(2. )+ 1d(2.5)

’-fes {Z

= (D)
(Z: { — P, (P, s)u(— P, s\ 0u( P, s)etHP0z0/h
—d(=2, (P, s)v(— P 3)220 ((@’s)e—%ﬁozo/h}}' (4.88)

Os segundo e terceiro termos sao solucoes que traduzem um interferéncia entre estados de

energia positiva e negativa, que é o que chamamos de Zitterbewegung. Estes termos oscilam
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com dependéncia explicita no tempo com uma frequéncia dada por

2Py c 2\/9’72 +m2c? + (2 - 2c/m?c? + (2

L= = 4.89
YT Th h h (4.89)
Lembro também que calculamos a velocidade grupo e ela tem a forma
c? Pc?
V) =——(p;—§&) = ) 4.90

que aprece no primeiro termo da corrente acima.

4.8.3 Determinando os coeficientes b e d*

No tempo t = 0, podemos definir um pacote de ondas com uma distribuicao gaussiana

com uma largura d e centrada na origem da seguinte forma

1

—|®2/2d

U, (7,0,s) =

w(0) é um espinor a ser determinado. Essa definigao serve de condigdo de contorno para a nossa

defini¢ao de pacote de ondas (4.72),

- d3ﬁ mc ZE X * 7,5 -r
qf(x,t,s)—/(m)g/z Z[ WP, 5)e TN L (P 5)0( P, 5)e TN

em t = 0. Ou seja:
U, (2,0,s) = U(Z,0,s). (4.92)

A partir dessa igualdade, podemos determinar os coeficientes b e d* assumindo que

B mc? P
—i(et—2-%)/h
/ (2mh)3/2 Z { u(Z, s)e ]
dsgz, mc * i(et—P"-2) /b
e
onde consideramos que &, = —9”;. Nestes moldes, vamos ter que
BP mc? . o 1 a2

/(2%71)3/2 Z (2, s)u(P,s) +d (=P, s)v(=F, 3)] e = We 2] /de(()),
(4.94)

Tomando uma transformada de Fourier inversa em ambos os lados, podemos escrever

mc? A3z 1 2 s
- *(_ _ _ —|Z|%/2d ,—iP-&
2P Eis (2, s)u(P,s) + d (=P, s)v(—2,s)] /(27rh)3/2 (47rd2)3/4e e w(0).

(4.95)
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Em que teremos

&7 1 Y PR U £ S
—|\z*/2d -2 _ - | % —|2|d*/2k
/ (27h)3/2 (47Td2)3/4€ ‘ w3/ <h> ‘ ' (4.96)
Entao,
mc? * a2\ —|P|d?/2h?
6(93,)Z[b(t@,s)u((@,s) +d (=2, s)v(=P,s)] = 3 e w(0). (4.97)
+s

Multiplicando este resultado a esquerda por

2
Mt 2, )
e(2)

e explorando as condi¢oes de normalizagao, vamos poder escrever

2 2
(P, s) = mc (d

3/4
@ 7rh2> ul (2,5 )w(0). (4.98)

Agora se multiplicamos o resultado a esquerda por

micfvf ~- P, s
\=(P) ( )

e explorando mais uma vez as condi¢oes de normaliza¢ao, vamos poder escrever

2 2
B, 5) = me (d

3/4
2P W) i (=2, 8')w(0). (4.99)

4.8.4 A oscilagao em torno da trajetoria classica

Vamos trabalhar agora a obtencao do Zitterbewegung no contexto da equagao de Dirac,
(thy"0,, — mec — iCys — Euy") ¢ = 0. (4.100)

Abrindo as componente e multiplicando toda equacdo & esquerda por ¢y’ vem que

1thop) = (ihcwovi& + °mec® 4+ ic(y°y° + & — cfﬁoyi) 1. (4.101)

Definindo
B=7° (4.102)
a =~ (4.103)

vamos poder e escrever a equacao (4.101) na forma

ihdu) = H, (4.104)



Capitulo 4. Caso especial da generaliza¢io da equacdo de Dirac 49

em que
H=ca p+pmc+cl—ca-¢E. (4.105)

Na representacao de Heisenberg, a equagdo de movimento para a posicao é

dr 1

= = [T H] =cd, (4.106)
0

onde estamos a considerar que [C, 5_] = 0 uma vez que que o fundo é tomado constante. Entao, a

evolucao temporal de @ é

da 1 7 21 2ic 21
—=—a,H=—-{H,d} — —dH=— (p—&) — —aH 4.107
em que nos atemos ao fato de que
(@B} =0. (4.108)
Integrando no tempo o resultado (4.107), vem que
a(t) d 2H =
/ - --= dt', (4.109)
a0) 57— — (57— =0
©) & = ( {)
e dai teremos
P Yo —2iH/h | € (=
at) = [oz(()) = 5)} ey 2 (- €). (4.110)

Levando (4.110) em (4.106), vamos ter que

Zf:c{{&(o)—é(ﬁ—f)] e‘%H/ﬁJr;(ﬁ—g)}, (4.111)

e se integramos no tempo podemos escrever

T(t) = 7(0) + (p &)t + ;7; [*( - — (p {)} (e72H/m —1). (4.112)
Ou ainda,
#(t) = #0) + 7 < gy e [*(0) - 097’} (721 1) (4.113)
2H j2i ' '

Entao, temos o movimento de uma particula fermidnica descrito por uma posicao inicial seguido
dum termo termo de velocidade vezes tempo, onde o termo de velocidade tem a forma da
velocidade de grupo, mais um termo que oscilatorio, responsavel pelo Zitterbewegung, que quebra
a forma cinematica usual da equagdo de movimento. Ou seja, temos, de fato, um férmion que

oscila entre os estados de energia positiva e negativa a medida que segue a sua trajetoria classica.
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Capitulo 5

Uma proposta de assimetria entre o espaco e o

tempo na equacao de Dirac

O contetdo deste capitulo tem inspiragdo numa discussao realizada em um trabalho de
Hiroki Isobe e Naoto Nagaosa, datado de 2012 [50]. Este trabalho busca estudar teoricamente o
fendomeno quantico critico da transicao de fase entre o isolante trivial e o isolante topolégico em
(34 1) dimensdes, que é descrito por um férmion de Dirac acoplado ao campo eletromagnético.
No modelo considerado, a invaridncia de Lorentz nao é presente a nivel de lagrangiano. A
violacdo da simetria de Lorentz no modelo é devida a presenca de um fator constante que
multiplica, por definicao, a derivada espacial. Neste sentido, estaremos a considerar algo
semelhante ao modelo que foi proposto no trabalho de Isobe e Nagaosa, procurando estudar a

situagao a fundo, ao considerar o seguinte lagrangiano,
th- ih /= o (T 1 =N\ -
L= 507" (0) = 5 (0) "0 — &M (0) + 5€h (0:0) 7' — mey
I ; ih -
= i) (1000 — /0 — me)  — - (0:6) ¥y (5.1)

De forma que se £ nao for constante, mas sim uma gradeza real dependente das coordenadas do
espaco-tempo, nao obtemos uma acao real. Para contornar esta inconsisténcia, assumimos que
na situacao em que £ nao ¢é constante, este parametro toma valores sobre os complexos. Nessa

linha, escrevemos
th- 1 h - 0 [ T, =N\ -
L= 507" 0) = 5 (0) 2w — S’ (0) + SR () 7o — meth
e 1 * 7 N ih *Y oAt
= iy |7°0 — 3 (€+&)y 81-] Y —mepy — o (0:€") ' (5.2)
Para que a condicao de realidade da agao seja verificamos que o termo

€+ & = Re(€) + iIm(€) + Re(¢) — im(€) = 2Re(€) € R. (5.3)
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O outro termo a ser analisado, J;£*, para que a realidade da acao seja satisfeita deve ser visto

de tal forma que
0;¢" = 0; (Re(§) —iIm(¢)) € C, (5.4)

com Re(&) sendo uma constante real e ilm(¢) carregando toda a dependéncia espago-temporal
de £. Ou seja

0, = —0; {ﬁm(g(x))]. (5.5)
Nestes moldes, podemos escrevemos o lagrangiano que leva a uma acao real como sendo

vy = mey. (5.6)

_ . h
£ = it (1°00 ~ Re(€)7'0, ) + 50 itm & (a)
5.1 As equacoes de campo
Mantendo em mente o ponto de vista do principio da minima a¢ao, poderemos escrever
o Para 1:

{Z:L’Voat — ihRe(§)7'0; — me + 2'271& {ﬂm (¢@)

71} Y =0. (5.7)

o Para o

0 {Tyoét — ihRe(f)’yia + me — Zl& [zIm(f(z))}y’} = 0. (5.8)

5.2 Espectro de energias e a velocidade grupo
Propondo uma dependéncia espago-temporal linear para Im (5 (a:)),
zIm(ﬁ(m)) =i — iw,at, (5.9)
com « e w, sendo uma constante real e um vetor constante real, respectivamente, teremos que
i0im (¢(x)) = i0; (o — woa® + ;& ) = iti;b; = i, (5.10)

De forma que agora podemos escrever a equacgao de Dirac modificada no espago dos momenta

como sendo

dp [ih | Z, hoo e
/ (27:;4 [070@ — ihRe(§)7'0; — mc — Qwﬁ} P(p)e”nP = 0. (5.11)

O que nos leva a escrever

= Re(e)in’ = me - 50| o) = DuGs) = 0. (5.12)
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Podemos reescrever D como sendo

D =al+bn" (5.13)
com
a = —me,
b L h (5.14)
by = <c’ —Re(&)p; — 2wi> .
Entao,
E? A2 E2 A 2
V' = — = Re(&)"p — @i — hRe(Q)dipi = — — (Re(g)pj - 2@) . (5.15)
Assim sendo, a partir dos resultados do Apéndice C, temos
1
-1_ - no_ 2 2
D™= (b —a) (B~ a?). (5.16)
Em que
A = det(D) = (¥ ~a”)" (5.17)

Contudo, teremos que a relacao de dispersao modificada sera tal que

E? ho\°
det(D) = | — — <Re(§)ﬁi + 2@) —m?c*| =0, (5.18)
c
ou ainda, de maneira equivalente,
E? ho\?
= - (Re(ﬁ)ﬁi + 2@) —m?c® = 0. (5.19)
O que nos leva a escrever
no\2
E=+c (Re(f)ﬁi + 21@-) + m2c2. (5.20)

Entao, portanto, a energia de repouso, tomando p; = 0, é tal que

hZ
E = +c¢y wa + m2c2. (5.21)

De forma que a massa de repouso, do elétron por exemplo, é modifica de tal maneira que

R
E=c\m?+ it (5.22)

Podemos ainda escrever a velocidade grupo para o presente caso sob a prescri¢ao

d(A) = gng + gﬁd@ = AdFE + Bdp; = 0, (5.23)
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e com isso podemos simplesmente escrever

. B
(W) = = (5.24)
Temos entao que
4A
A= C—ZE, (5.25)
o D .
B = —4A |Re(§)“pi + ZRe(S)wi . (5.26)
Portanto,
c? 9 h
(), = 5 R + ()] (521)

5.3 O propagador fermionico

Trabalhando melhor a equagao (5.16) poderemos escrever o propagador fermidnico deste

modelo. Ou seja,

1 (b — a)

D! = x (by" —a) (b2 — a2) =0 a)

Py — (h/2) Wiyt + me

T R — Re()%% — hRe()p- & — (12 /4)i2 — m2c2 (5.28)
" — (1)2) Wy' + me
T2 ~ ) R (5.29)
5 — [Re(&)p; + (h/2)wW;]” — m2c
Com p,, sendo igual a
Pu = (po, —Re(f)@-)- (5.30)

Portanto o propagador fermiénico pode ser escrito como sendo

e Puy" — (h/2) Wiy’ + me
iS(p) = ng “Re(@), + (R/2) 0] —mic 1 e (5.31)

5.4 Tensor energia-momento

A partir dos desenvolvimentos da sessao E.2 do Apéndice E, a quadri-divergéncia do

tensor energia momento tem a forma

ihd, [(0,0) 3" — 93" (0,)] = —h |0,0,1m (&(x))] Dy (5.32)
Em que

5 = (7, Re(§)7"). (5.33)
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Como estamos a considerar que
ioim(&(x)) = i, (5.34)
podemos escrever
ihd [(0,0) 7 = 03 (0,0)| = —h (D) 'y (5.35)
De forma que procedimento de simetrizacao nao é valido. E temos também uma quebra da
conservagao do tensor energia-momento.
5.5 Introduzindo a interagao eletromagnética

Para introduzir a interacao eletromagnética no modelo, via acoplamento minimo, toma-

mos a seguinte prescricao na quadri-divergéncia que acompanham o termo de Dirac

1 1
8= -0, — -0, +iL A, (5.36)
c c h

E se introduzimos também o termos de Maxwell, teremos

Lo — Y i (7080 - Re(f)’yi@)w + Ziai [z‘Im(ﬁ(m))W’yiw—

Ao~ ™
— mepy) — qe Ay’ + ge AiRe (€)Y
1 —( 5 h oy n
- TMOFWFW + iha) (yﬂau)zp - %&- [iIm(£ (:c))} VY'Y — mepy—
— qe A Yy

1 - . B . .
_ TMF“”FW b [m,y#au —me—3 ({Mm(ﬁ(m)))yz — quMV#] . (5.38)

Com

Ay = (Ao, ~Re(§) 4) . (5.39)

5.5.1 A equacgao de Dirac modificada

Do principio da minima acdo temos que a equacao de Dirac modificada com acoplamento

minimo é
. i , N
[ihv“@u —me—g (&Im(ﬁ(x)))’yl - qu#fy“} Y =0. (5.40)
Com seu conjugado de Dirac sendo

ihAy" (5,@) + 1 lmc + Z(&-Im(f(x)))’yi + qeﬁu’y“] =0. (5.41)
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5.5.2 Decomposicao de Gordon

Seguindo os desenvolvimentos da sessao D.4 do Apéndice D, temos que a decomposicao

de Gordon, no espago dos momenta, toma a forma
2me(p+ )y 6(p) = |5+ TV + 5+ b [l + ¢ ) lp)+

203+ D = B 00 + V) +

e [ G AW = p = d))0) (542)

— ((15 +q)" - ﬁ“)@b(p + @)Y (p) + 2i ((ﬁ + Q)+ ﬁu)¢(p + @)Y (p)—

— 2hd(p + Q)T (p) — dige [ (2;,;)4&@’ —p— @) (p) = 0. (5.43)

5.5.3 As equagoes de Maxwell Modificadas

Para escrever as equagoes de Maxwell, devemos nos concentrar nos termos de Maxwell e

de interacao do lagrangiano de partida,
1 _ oo
Ly = _EFWFW — qeAoyy P + geRe(€) Aigy'p. (5.44)
0
Este que pode ser escrito na forma

1

Ly =——F,F" — JVA,, 5.45
M 4,“0 22 ( )
onde estamos a identificar ;* como sendo
J = (1%, Re(©)T) = ae((°0, Re(©)in'v). (5.46)
Entao, do principio da minima acgao, teremos
2 -
0Ly = — —F* (0F,,) — J'6A,
LM 4,LL() ( 1% ) J
2 -
= — —FW A))— JV0A
o (00,A,) — J"6A,
= —9 <1F“”5A ) i (0,F"™)6A, — J'6A
"\ 1uo ) e Y Y
= (0uF™ — poJ") 6A, = 0. (5.47)
Portanto,
O™ = poJ". (5.48)

Este resultado dara origem tanto a lei de Gauss para o campo elétrico, quanto a equacao de
Ampere-Maxwell. J4 a lei de Faraday-Lenz e a lei de Gauss para o campo magnético sao

inalteradas por este cenario e podem ser escritas pela identidade Bianch,

~ 1
9, F*" =9, =eMPF ) = 0. 5.49
iz 9 B
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o Lei de Gauss para o campo elétrico:
Tomando v = 0 na equagao (5.48), teremos
8MFMO = ,uojo
BF® = 11 J°
— EZ ~
Vi— = uoJ’. (5.50)
c
Portando,
> _ 2 _ P
V- E = pocty = pocp = —. (5.51)
€0
« Equacao de Ampere-Maxwell:
Tomando v = i na equacao (5.48), teremos
8uF“i = /i()jl
80F0i + @-Fji = ,u()ji
80Fi0 - @-F’j = _MOji
1 > -
EatFiO — V,F; = Re(f)MOJi
1 - - .
—gatEi + 5ijkvak = Re(f),uojz (552)
Portanto,
V x B = Re(&)poJ + pogod,E. (5.53)
o Lei de Faraday-Lenz:
A lei de Faraday-Lenz vem da identidade Bianch tomando v = 0. Ou seja,
V x E+ 8,8 =0. (5.54)

o Lei de Gauss para o campo magnético:

Agora a lei de Gauss para o campo magnético vem da identidade Bianch tomando v =i. Ou

seja,

V-B=0.

(5.55)
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5.5.4 Tensor energia-momento

Seguindo os desenvolvimentos da sessao E.2 do Apéndice E, temos que a quadri-
divergéncia do tensor energia-momento proveniente da equagao de Dirac modificada e com

acoplamento minimo, descrita por (5.40), tem a forma
ihd, [(0,0) 70 — 3 (0,)] = ~h [0,00m(&(2)) | dr'sb — 2ge (0,4,) ¥neb. (5.56)

Ja a quadri-divergéncia do tensor energia-momento proveniente das equagoes de Maxwell possui

a forma Ou seja,
1 - N
8, ( FFF,, + —5“ F°F, ) = JFoy = —2g¢ (0,40 ) Y79 (5.57)
140 4o

Nestes moldes, podemos falar de um tensor energia momento total que leva em consideracao os

efeitos deste dois resultados. Ou seja,

0, [m( 0, 0) A — ihpA" (D,) — ™ Frep,, — %5“ FaﬁFa/;] R (8,0;) vy, (5.58)

Lembrando que estamos a considerar que

10;Im (5(517)) = ;.

5.6 Solucoes da equacao de Dirac modificada

A partir da equagao (5.7) temos que a equacao de Dirac modificada livre é
—7 0y — ihRe(§)y'0; — me + 58,- {zlm({(m))]v = 0. (5.59)

Com Im <£ (:c)) carregando uma dependéncia espago-temporal. Afim de tornar a notacao mais

agradavel aos olhos, iremos adotar que
o, [Im(ax))} — 0,f (). (5.60)
Com isso, a equagao (5.59) toma a forma
ih g : i h i
el Oy — thRe(§)Y'0; — me — §8lf(x)7 1 =0, (5.61)

De forma geral, vamos supor que a dependéncia de f(z) é dada inteiramente por z e, portanto,

temos que

Oif (x) = 0;f (2%, 2") — O3 f(2°) = O3 (2). (5.62)

Com isso, escrevemos

(Z:L’yoat — ihRe(£)7'0; — me — Zagf(z)fy?’) =0, (5.63)
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Dada essa formulagao, podemos propor f(z)’s que, sob determinadas perspectiva, nos levarao a

uma fisica concentrada em regioes em torno de z = 0. Sendo assim, propomos

f(z) = 7{; sin <§) : (5.64)
flz) = S0 2o (5.65)

Trabalhando melhor a forma da equacao de Dirac, considerando também que o espinor vai

obedecer uma fisica unidimensional na direcao 2, teremos

(200, itRe(e 0. — me — 30,1217 w(t.9) =0

ih 1 0 ) h 0 a, 10 x(2) —iEt/h _
[C(?t (0 _1) — (the(ﬁ)@z + 28Zf(z)> (_az 0) — mc (O 1)] (C(z)) e BN (.

(5.66)

Com 1 sendo a matriz identidade 2 x 2 e a, sendo a terceira matriz de Pauli,

1 0
a, = (0 _1) : (5.67)

Entao, teremos o par de equagoes diferencias parciais acopladas,

(f —me) 1x(2) - (iﬁRe(ﬁ)az + Z@f(z)) 0:C(2) =0, (5.68)

(f + mc> 1¢(z) — (the(g)az - Zaz f(z)> a.x(z) = 0. (5.69)

Isolando ((z) em (5.69) e levando o resultado em (5.68), teremos

2

c . h 2
E+md) (the(f)az + Qazf(2)> azx(z) =0. (5.70)

(E — m02> 1x(2) —

Expandindo termo a termos, podemos escrever

CZ

E-md+ —"
{ mc+(E+m02)

[h2Re(§)285 —iK*Re(€) (0, f(2)) O, — (5.71)

- R (221()) - ' @1 | fnta) =0

que equivale a

0.~ T Re(e) [021(2)] -

h?

_T[

[CinzRe(f)Qag —ic®h*Re(€) [0. f(2)]

d.f(2)] + E? — mzc4] 1x(2) =0. (5.72)
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Podemos entender x(z) como a soma direta da projecao de spin up e down. Ou seja,

X(2) = xu(?) (é) ® xa(2) ((1)) : (5.73)

Levando este resultado na equagdo diferencial (5.72), vamos ter um par de equagoes diferencias
com a mesma forma da prépria (5.72). Uma que determinard y,(z) e outra que determinard

xa(z). Isto é,

: 2h2

[02h2Re(§)28§ — icl2Re(€) [0.f(2)] 82—%Re(£) [02f(2)] -

- CQf 0.f(2)) + E* — mzcﬂ xu(2) =0 (5.74)

ic?h?

[8WM%Y$—M%WMOWJQH@— Re(€) [02f(2)] -

- 624}12 [0.f(2)]° + E* — m2C4] xa(z) = 0. (5.75)

5.7 Solugao para o primeiro caso para f(z)

Para o caso em que

fo . (=
f(z) = - sin (a) : (5.76)
que possui um comportamento do tipo
f(z)
Joooo
2 o
L +l o z
ok
ixea

Figura 2 — Gréfico do terceiro caso de f(z).

A nossa proposta é analisar os efeitos de f(z) numa particula fermionica que se encontra
na regiao em torno de z = 0. Para valores de z que se afastam de zero, dizemos que f(z) toma
valores triviais. Nesse sentido, propomos, para o caso acima, que f(z) estd confinada na regiao
—l < z <[ em torno de zero, conforme ilustrado na Figura 2. A forma de f(z) neste intervalo
—l < z < | em torno de zero é dada pela expansao em série de Taylor de f(z) em primeira
ordem. Ou seja,

f)~ g0+ TE o (577)

To?
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Entao, de forma geral, estaremos a pensar que
0
fo 5 f—Zz, —l<z<l
0,z >1.

 Solugdo na regiao |z| > I:

Nessa regiao, f(z) = 0. Sendo assim, as equagoes deferenciais (5.74) e (5.75) tomam a forma de

{CQhQRe(ﬁ)@z + E? — mQCﬂ X(z) =0.

(5.79)

Onde estamos a considerar que x(z) é igual a x,(z) e xa(z). Sendo assim, podemos escrever a

equacao acima de forma mais compacta,
(0% +a) x(2) =0,

com
E? —m2
~ 2h2Re(€)?

Portanto, se E? — m?c* > 0, teremos
X(2) = CreVe 4 Coem Ve,
Agora se se E? —m?c* < 0, teremos

W(z) = CreVie 4 GVl

e Solucdo na regiao —Il < z < I

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

Nessa regido temos que f(z) = foz/mo?. Assim, as equacdes deferenciais (5.74) e (5.75) tomam

a forma
|[*h’Re(£)*02 — ic®h*Re(€) [0.£(2)] 0. + E* — m*c!| X(2) = 0.

Que equivale a

Jo

mo?

lthQRe(f)%g —ic®hW*Re(€)—=0, + E? — m%ﬂ X(z) =0.

Que pode ser escrita de forma que

Jo - m2c4] $(2) = 0.

) .
lﬁz B ZRe(f)ﬂ'O'Q O- + 2h?Re(€)?

Ou ainda,

(83 — b0, + a) 1x(z) = 0.

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)
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Capitulo 5.

Com
E? — m2c
me (5.88)

T 2RMRe(€)?’
fo (5.89)

b= Re(&)mo?’

Portanto se E% —m?c* > 0, ou seja, a > 0, teremos

X(2) = Czexp (; (b + Vb2 + 4a) z) + Cyexp <; (b — Vb2 + 4a) z) . (5.90)

Por outro lado se E? — m2c* < 0, ou seja, a < 0, teremos
A \/ —b*+4la \/ =0+ 4|a

X(2) = /2 | Chexp (2Hz) + C) exp (—2||z>] : (5.91)

5.7.1 Explorando as condicoes de contorno para solugdes com £? — m?c* < 0
De forma geral, x(2) = xu(2) = xa(z) e teremos
X1(z) = Cle\/mz + 026—\/\7z para z < —I,
(5.92)

X(z) = X2(z) = ih#/2 (Cge“z + C’4e_’“> para — [l < z <,

X3(z) = 056\/mz + Cge_mz para z > [.

Em que estamos considerando que

Vb 44l (5.93)

K = .
2

Por questoes de finitude,
(5.94)

1Cy=C5=0,]

isso é necessario e suficiente para que tanto yi(z), quanto y3(z), sejam nulas quando z = o0,

respectivamente. Agora, em z = —[ teremos que
(=) = Cre Vil = e (Cye ™! 4 Chet) = ga(—1). (5.95)
E também
dxa(2) —/lall _ibiy2 | @b —kl Kl —kl Kl dXa(2)
—0 n = C1y/|ale Viall = =i/ 5 (Cge + Cye ) + K (Cge — Cye ) == .
(5.96)

Levando uma equacao na outra, somos levados a mostrar que

o (2K + ZM - ib)€<ib/2+n—\/m)lch (5.97)

3 4k
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2’f - 2 a +/Lb 7 —K— a
e L}T ) (==, (5.98)

Portanto,

Cy 5y (26+2y/|a] —ib)
e S . (5.99)
Cy (26 — 21/|a| + ib)

A partir destes resultados e exigindo que
xa(l) = €2 (Cyet 4 Che™) = Cge VIl = x3(0), (5.100)

mostramos que

Cp — o [2k cosh (2kl) + (24/a — ib) sinh (2kl)] c.. (5.101)
2K
Sendo assim, teremos
Xi(z) = CreViel para z < —l,
X(2) = { Xa2(2) = e?t2/2 (Cgem + C’4e’"‘z> para — 1 <z <, (5.102)
X3(z) = Cﬁefmz para z > [.

Com as constantes Cs, C3 e Cg dadas em termos de C; conforme as expressdes acima.

5.7.2 A forma das solugées de spin up e down com E? — m?c* < 0

Nos resta agora obter ((z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a equagao de Dirac

modificada de forma completa. Para isso, retornamos a equagao (5.69),

(f + mc) 1(z) — (ihRe(f)az + Z@Zf(z)> a.x(z) =0, (5.103)

e isolamos ((z) em fungdo de x(z), que ji conhecemos no resultado (5.102) valendo tanto para

a projecao de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que Y (2) = xu(z) = xa(2).
Se estamos interessados primeiramente nas solu¢ées de spin up, teremos que

- c h
— )= —" (i 2 . 104
D) = 86 = s (1010, + 50.5)) ) (5.104
Assim sendo, em z < —[ termos que f(z) =0 e X(z) = X1(2) = xu(z) dado em (5.102). Entao a
equagao (5.104) toma a forma

~ C

G(z) = Erme [ihRe(§) (0.x1(2))] - (5.105)
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Portanto,

G(z) = C Me\/@ (5.106)

"B me

De forma analoga, em z > [ termos

&(2) = —C, Me—\/@. (5.107)

S FE fme

Na regiao central, —l < z < [, temos f(z) nao trivial dado por (5.78). Com isso, da equagao
(5.104), termos

= o ZhCR‘e(S)H bz /2 Kz —KZz
CQ(Z) = me (036 - 046 ) . (5108)

Os resultados (5.106), (5.107) e (5.108) podem ser resumidos de forma que

. ithe(f)\/m —
1(2) = ClWe\/‘_ para z < —l,
_ _ P o ZhCRe(f)K’ ibz/2 Kz —KZz
Cu(z) =¢(2) = 4 Ga(2) = FExme © (Cge — Cye ) para — [ < z <, (5.109)
. ihcRe(§)1/|al i
- NSV Iy alz
(3(2) Cs Frme ¢ para z > [.

Entao, dos resultados (5.102) e (5.106), o espinor com projeciao de spin up que satisfaz a

equacao de Dirac modificada é

Xu(2)
o 1) — x(2) o—iBt/h _ 0 o~ iEt/h
Vy(2,1) (C@) o) . (5.110)
0

Dum procedimento verdadeiramente analogo, podemos mostrar que para a projecao de spin

down teremos

- ihcRe(€)4/]al i
— (VU /lalz _
G1(2) Ch £+ me e para z < —I,
_ _ - ZhCRe(f)H ibz —Kz Kz
Cd(z) - _CU(Z) - QQ(Z) - m@ bz/2 (046 — 036 ) para —l<z< l, (5.111)
- ihcRe(§)4/|al i
— TSIV T ) falz
G3(2) = Cs Frme para z > [.

Assim sendo, a partir dos resultados (5.102) e (5.106) vemos que o espinor com projegao de

spin down que satisfaz a equagao de Dirac modificada é

0
Ya(z,t) = (?((z))) e~ — Xdéz> e Eh, (5.112)
Ca(2)
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5.7.3 Explorando as condicoes de contorno para solugoes com £? — m?c* > 0

Nesse regime, teremos

x1(z) = CeVe 4+ Che V2 para z < —I,
R(2) = {xalz) = Cuet(HVIHI)s | ues(-ViHa)e papg <z <i, (5.113)

x3(z) = CseV% 4 Cge™ Vo para z > [.

A primeira imposigao é de que x(z) se propaga, na regiao z < —[, como uma onda no

sentido crescente de z. Sendo assim,

C, =0. (5.114)
Exigimos também que x(z) seja continua em z = —[. Entao,
(=) = C2€i\/5l — b2 (036—2‘\/1742—4—4(1[/2 + C4€i\/b42+4al/2) = Ya(=1). (5.115)
Da continuidade da primeira derivada em z = —[ vem que
dx .
Xl(z) — _,i\/aCQel\/al
dz | __,
o : : dx
_ %e—zbl/Z {(b + \/m> 036—2\/bz+4al/2 + (b . \/m> C4ezx/b2+4al/2} _ X;iz)
(5.116)
Queremos também x(z) seja continua em z = [. Ou seja,
)Zz(l) — oihl/2 (CSGi\/b‘2+4a1/2 + C4€—¢\/b‘2+4al/2) _ 056iﬁl + C6e—i\/5l _ )Zg(l). (5.117)

Agora seguindo com a continuidade da primeira derivada em z = [, vamos ter

dy=(z)| i o/ [(b n m) O eVP a2 (b _ m) o, e—i\/b2+4al/2}
dz 2
z=l
) ) dy
= iv/aCsei — jaCye Ve = X;’<Z> (5.118)
z
z=l
Destas condigoes de contorno vem que
_ _ Vb2 _
212 + da ’
 (2va+b+ VP +da) s (ayabe VTR
Cy = e 2 Cs, (5.120)
2vb? + 4a
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Cs = _i\/b?bTeibl sin (\/62 +4a l) Cy, (5.121)
a
2B [\/b2 + 4a cos (x/b2 +4a l) — 2iy/asin (\/b2 +4a l)}
Cs=e Cs. (5.122)
Vb2 +4da
Entao, de forma geral, temos que
Xi(z) = Coe Vo2 para z < —I,

R2) = xu(2) = Xa(2) = { fa(2) =  Cyes(+VIFI)z | 0 o3 (0-VFFia):

)23(,2) = 0562‘\/52 + 066—1'\/5,2

Com (5, Cy, C5 e Cy escritos em termos de C'3 como fizemos acima.

5.7.4 A forma das solugoes de spin up e down com E? — m?c* > 0

para — [ < z <,

para z > [.
(5.123)

Seguindo os passos dos casos anteriores, podemos mostrar que se estamos pensando na

solugao de projecao de spin up, temos que

* hCRe<£)\/a —iy/az
G(z) = CQiE e e Ve para z < —I,
~ 1 V 2 4 1 / 1 /
Culz) = G(z) = thReE(i)— b ;_ ¢ (0465(17_ bitda)z _ (OLez(tt b2+4a)z) para — [ < z </,
me
> hcRe a —ivaz iv/az
(3(z) = E—i-(f)i;g_ (Cge Vaz _ (Oeive ) para z > [.

(5.124)

Entao, dos resultados (5.123) e (5.124), o espinor com projecao de spin up que satisfaz

a equacao de Dirac modificada é

Dum procedimento verdadeiramente analogo, podemos mostrar que

spin down teremos

(5.125)

para a projecao de
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p 2) = —(C hCRe(g)\/ae—i\/az

Gi(z) = =0y Tt mc? para z < —I,
~ 1 AcR Vb +4 i oy A ~rwy
=19 C(2) = B : eE(,’fi m02+ - <C365(b+ )z _ 0y b2+4“)2> para — [ <z <,
~ hcRe a , :
G3(z) = E+<§r>u\:§_ ((},e’ﬁz — Cﬁe’“/az> para z > [.

(5.126)

Assim sendo, a partir dos resultados (5.123) e (5.126) vemos que o espinor com projecao de

spin down que satisfaz a equagdo de Dirac modificada é

0
balz,t) = (?8) e~ iEt/h — Xdéz) e~ iBt/n. (5.127)
Ca(2)
5.8 Solugao para o segundo caso de f(z)
Neste caso temos
flz) = Jo_ a0 (5.128)

A maneira de calcular a solugao para equacao de Dirac modificada (5.59) para este caso
¢ bastante similar ao caso anterior. A diferenca é que a consideracao do efeito fisico de f(x)
limitado numa regidao em torno de z = 0 nos levara a uma potencia quadrética de z, e ndo linear
como no caso anterior. Entao, de forma a nao alongar demais este capitulo, apresentamos estes

calculos e seus resultados no Apéndice G.
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| Capitulo O |

Consideracoes finais

Essa parte final é dedicada a uma reflexao geral sobre o texto que se encerra. Mais do que
fazer apenas uma retrospectiva de tudo, interessante seria apresentar uma critica que levanta os
pontos positivos e negativos de todo o trabalho, sem esquecer, é claro, de deixar registrado as
expectativas de trabalhos que seguirao a partir deste. Nessa linha de pensamento, ressaltar a
importancia do Capitulo 1 é inevitavel. Neste Capitulo buscamos dar uma contextualizacao
forte, desde as discussoes embrionarias até ideias mais contemporaneas, sobre a evolucao das
ideias que permeiam a discussao de possiveis cenarios em que a simetria de Lorentz pode vir
a ser violada por uma motivagao, ou outra. A importancia levantada reside no fato de que
qualquer pessoa que vira a se inserir na area, tera em maos um texto conciso onde as principais

referéncias foram registradas e contextualizadas.

No Capitulo 2, nada de muito original fora apresentado, ja que a motivacao do modelo
de Caroll-Field-Jackwi supersimétrico com a presenc¢a do termo de minxing entre o féton e o
fotino apresentado, bem como a exploracao detalhada do mesmo, foi um dos pontos abordados
na tese de doutorado de L. G. D. Bernald [39]. Mas o que fugiu do escopo da tese e foi abordado
no Capitulo 2, foi o calculo do levantamento da degenerescéncia do espectro de massa do féton
e do fotino. Este é um resultado forte e bastante bonito. A partir deste resultado, seguindo a
visao adotada pelo grupo do CBPF, tonou-se perceptivel que a quebra da simetria de Lorentz

anterior, isto é, em escalas de energias mais altas, causa uma quebra da supersimetria.

Os Capitulos 3 e 4 também carecem de originalidade e soam, para quem é da area ha
bastante tempo, bastante repetitivos. Mas ainda assim, resultados elegantes foram obtidos.
Estes Capitulos vém de indugao gerada pelo Capitulo 2, no sentido de que todo o contexto do
Capitulo 2 nos inspirou a estudar mais afundo cenarios onde encontramos generalizacoes da
equacao de Dirac por termos que violam a simetria de Lorentz. Como destacado no Capitulo
3, ha uma literatura rica para este tipo de situagoes, mas nao é costumeiro encontrar, em

razao do surgimentos de matemdaticas impraticaveis, uma discussao que leva em consideracao
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muitos termos ao mesmo tempo, focando-se sempre em casos especias de casos mais gerais.
Nesse sentido, no Capitulo 3 fez-se um grande esforco para cercar os resultados mais gerais
possiveis. Como uma forma de seguimento imediato deste esforco, interessante seria ir para
além desta discussao abeliana, e promover estas discussoes para um cenario onde os neutrinos e
os quarks sejam indispensaveis para a descricao fisica. Mas, devido breve intervalo de tempo de
trabalho de um Mestrado, essas discussoes terao de fazer parte de esforgos futuros. Um gosto
amargo € deixado porque, apesar de que o carater generalista dos resultados do Capitulo 3,
estes falham para escrita do espectro de energias de algumas situagoes que seriam bastante
interessante, o que caracteriza uma impossibilidade de investigacao das solucoes da equacao de
Dirac modificada e, portanto, das fenomenologias que dai devam emergir. Assim sendo, um caso
especial, mas ndo menos importante e interessante, foi considerado no Capitulo 4. E dentro
deste contexto, o paradoxo de Klein e o fendbmeno Zitterbewegung foram revisitados de forma

bastante convincente e elegante.

O Capitulo 5 é ponto mais original do texto e que merece olhares mais cuidosos na
obtencao de resultados aplicaveis e publicaveis no futuro préoximo. Inspirado pelo citado trabalho
de Hiroki Isobe e Naoto Nagaosa, datado de 2012 [50], buscou-se desenvolver uma proposta de
modelo que leva em consideragao as consequéncias da assimetria entre o espago e o tempo na
equacao de Dirac advinda de um parametro &, que depende das coordenadas espaco-temporais
e multiplica a derivada especial. Mais uma vez, a impressao que fica é talvez o capitulo peque
no quesito repeticdo, mas devido a origem de sua inspiragao, o estudo de isolantes topolégicos,
este merece a implementacao de algum procedimento para investigacao de algum sistema fisico
da matéria condensada. Além disso, esforcos futuros deverao ir além deste cenario abeliano,
partindo para uma tentativa de entender melhor como essa assimetria afetaria os neutrinos, os

quarks e suas interagoes, sao indispensaveis.
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Apéndice A

Algebra das matrizes Gama

Para desenvolver os resultados deste Apéndice, partimos da proposta de Dirac para uma
equagao diferencial de primeira ordem no espaco e no tempo, que fosse capaz, entre outras
coisas, de resolver problemas advindos da equagao de Klein-Gordon relacionados com a nao
obtencao de uma densidade de probabilidades positivo-definida e solu¢oes as quais a energia
nao é limitada por baixo,

Y [ih (4");; 0 — melyg] ihy(x) = 0. (A1)

l

Em que a priori encaramos ¢;(x) com um vetor com uma dimensao arbitraria d e, por tanto, as
matrizes (y"),; devem ser vistas como matrizes d x d dimensionais. Com estas consideracoes, o
objeto 1,7 deve descrever a matriz identidade d x d que pode, portanto, ser escrita na forma
de uma delta de Kronecker com a forma d;;. O indice p é um indice espago-temporal tal que
pw=0,1,23.

A equacao de Dirac, por premissa, através de algum processo iterativo deve resgar a
relacao de dispersao relativistica, o que é equivalente a resgatar a forma da equacao de Klein-
Gordon. Sendo assim, omitindo por hora os indices matriciais na matriz de Dirac, podemos

obter este resultado através de

(ithy"0, + mc) (ihy" 0, — me) Y(z) =0

m202
<_’Yu7y8u8u - h2> Y(z) =0
pllelie seiied m?c?
(28#81, + 71 Y =0. (A.2)

Nesse sentido, para que o resultado acima tenha a mesma forma da equacao de Klein-Gordon,

temos que ter como satisfeito que

{777} = 2n1, (A.3)
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onde 7, é o tensor métrico do espago de Minkowski, 7,, = diag(1,—1,—1,—1). A expressao
(A.3) é a expressao que define a dlgebra de Clifford do espago de Minkowski. A partir da Algebra

de Clifford, podemos estudar que serao as matrizes gama que aparecem da equacao de Dirac.
As primeiras restricoes que a Algebra de Clifford nos impde sobre as matrizes gama séo
tais que
0\ 2
(°) = +1, (A.4)
N2
(v) =-1 (A.5)

Dai segue entdao que os autovalores de 7° e 4 sdo tais que

Vo= = (70)2 v=MNv = \=d+1, (A.6)
Yu = = (’yi>2 u=MNu = \=+i. (A.7)

Estes resultados nos sugerem, na base dos autovetores, que

(v)' =+, (A-8)
(vi)T =" (A.9)

Essa propriedades valendo na base dos autovetores, nos garantem a sua validade em qualquer
base. Entao, de forma geral, podemos resumir estas propriedades em uma tunica forma, dada

por
(7" = 709490 (A.10)

Podemos restringir ainda mais a forma das matrizes gama se tomamos o determinante
do produto de duas delas, det (v#4"), com u # v e mantendo em mente que a priori estamos

num espaco onde as matrizes gama sao d X d dimensionais, ou seja,

det (v#9") = det (—7"7") = (—1)?det (y"7*) = (—1)" det (v") det (y*) =
= (—1)%det (v") det (") = (—1)" det (v"9").

Portando,
det (v9") = (=1)" det (v*7"). (A11)

Assim, para satisfazer a relagdo acima, temos que que d deve ser par. Tendo essa restricao,
podemos descartar de imediato a possibilidade de trabalhar com d = 0, uma vez que isso
no levaria a trabalhar com escalares ao invés de matrizes. Também podemos descartar a
possibilidade de d = 2, porque a Algebra de Clifford exige que tenhamos, neste contexto, quatro
matrizes que anti-comutam entre si, e se estamos a trabalhar com matrizes 2 x 2, s6 teremos

trés matrizes que anti-comutam entre si. Portanto, a dimensao minima que podemos tomar
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para d é quatro. As dimensOes mais altas sdo possiveis, mas devemos manter em mente a
ideia de que estamos interessados em trabalhar com possiveis representacoes irredutiveis do
grupo de Lorentz, grupo formado pelo conjunto de transformacoes lineares que deixam o tensor
métrico do espago de Minkowski invariante, de forma que se nos propomos a trabalhar com
uma dimensao maior, sem necessidade porque podemos trabalhar com matrizes 4 x 4, estamos
nos afastando da possibilidade de estarmos trabalhando com representacoes irredutiveis. Por

essa razao, vamos trabalhar com d = 4.

O conjunto das quatro matrizes 4, 4 x 4, que satisfazem a Algebra de Clifford possuem

representacoes diversas. Sao de interesse fisico as seguintes

 Representacao de Dirac

1 0 A 0 o
A0 = 2 ;o= ; 7. (A.12)
0 —12><2 —0 0

Onde o' sdo as matrizes de Pauli.

 Representacao de Weyl

1 ) 7
N N A (A.13)
12><2 0 —0 0

 Representacao de Majorana

0 0 o° . [ic® 0 ) 0 —o° . [—ict 0
— , = s = (§] - .
7 o 0 7 0 io® 7 o2 0 7 0 —iot

(A.14)

De tal forma que as discussoes que realizarmos a partir daqui levarao a resultados completamente

equivalentes independentemente da representacao das matrizes gama que adotarmos.

A.1 A covariancia da equacgao de Dirac

Ao submeter a equagao de Dirac a um dos principio da relatividade restrita, a covariancia
relativistica, isto é, estudar o comportamento da equagao de Dirac sob o ponto de vista duma
transformacao de Lorentz e verificar se ha invariancia de forma na mudancga de um referencial
inercial para outro, poderemos obter mais propriedades das matrizes gama. De forma geral,
veremos que a partir da forma explicita de como a equacao de Dirac se transformam poderemos

escrever os geradores do grupo de Lorentz em termos das matrizes gama.

Sendo assim, digamos que num certo referencial inercial S temos a equagao de Dirac sob

a forma

mc

<wau - h) W(z) = 0, (A.15)
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de tal maneira que se a equacao de Dirac for covariante, num outro referencial inercial S’
deveriamos escrever que

(i”y“@L — h) Y'(2") = 0. (A.16)

Entao, se desejamos entender de forma explicita a relacao da equagdo de Dirac na passagem de
S para S’, devemos compreender também como ¥ (z) se transforma do ponto de vista duma
transformagao de Lorentz. Por essa razao, criamos a hipdtese de ¢ (z) se transforma de tal

maneira que
U(a) = 32 DalA)ii(). (A17)
I

em que Dj(A), A sendo a forma explicita da representacao do grupo de Lorentz no espago de
Minkowski, é alguma representacao do grupo de Lorentz. Entao precisamos encontrar quais sao
os geradores do grupo de Lorentz nesta representacao. Faremos isso estudando qual o efeito
desta hipdtese na covariancia da equacao de Dirac. Sendo assim, os efeitos da equagao (A.17)
na equacao (A.16), e lembrando que 0, se transforma perante transformagoes de Lorentz como

um quadri-vetor covariante, ou seja, 8; = (A_l)"u&,, serao tais que

. mc . i me

(9 = 57 w'@!) = [i9"(A),0, = 52| DalA)inta) 0. (A18)

Para comegar a mostrar que o lado direito da equacao acima ¢ igual ao lado esquerdo da equacgao
(A.15), multiplica & esquerda da equacdo acima por D' (A), em que omitiremos por hora os
indices da representacao do grupo de Lorentz sobre o espaco que define 1) para nao carregar

demais a notacao, teremos

D7 (8) [iy" (A7)0, = - | DAY(x) = [iD™ (A DAYAT),0, = == | () =
(A.19)
Como estamos buscando a covariancia relativistica, temos que ter por satisfeito que
DU (A DAYATY, = 7. (A.20)
Multiplicando este resultado a esquerda por A®,, vem que
DA D(A)A®, (AT, = A%
D™ (A)y*D(A) = A%7°. (A.21)

Para avancar, vamos nos restringir a transformacoes de Lorentz préprias e ortécronas,
mantendo sempre em mente que o grupo de Lorentz inteiro pode ser construido aplicando
transformacoes de paridade, reversao temporal e produtos destas duas em transformacoes

proprias e ortocronas. Uma vez que transformagoes de Lorentz proprias e ortdcronas sao
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conexas por conterem a identidade, podemos propor que a forma da representacao D(A) é tal

que seus elementos de dao por
i v
Dy(A) = exp (—2%2;; ) , (A.22)

com w,,, sendo os seis parametros do grupo de Lorentz e X*” sendo os seis geradores. Tomando

uma transformagao infinitesimal de Loretnz, a equacao (A.21) toma a forma

7; 174 o 7/ v (0% (6
<1 + inZ“ > v (1 — §wWZ“ > = (5 5+ w ﬁ) 7P, (A.23)
o que nos leva a escrever, desconsiderando termos de segunda ordem nos parametros do grupo,
i

174 o o SV 1 o SV ro
Wi (XM 7Y = wuntd 57’3 = W (n” 6“5 —m 5%) AP (A.24)

De forma que para a equacgao de Dirac ser covariante, os geradores da representacao do grupo

de Lorentz que transforma 1 devem satisfazer o vinculo
P[54 = (70", — n8"5) 7. (A.25)
Trabalhando o lado direito deste vinculo, teremos

(7]#0461/5 _ nuaé#ﬁ) ’}/B — 77“&7” _ ,r]l/a,y#

1 (0% v v (0%
=5 W =)
1 17 o v v_ o o _ UV
= 5 (P + %" = " = %)
1 v v _ o av v o oV
=5 (AT = 20y = 20
1 v - 14
=5 (0" 0" = 20 (2,97]). (A.26)
Com este resultado, o vinculo toma a forma
- 4 (6% 1 v (6%
1 [B, 9% = =1 "1l (A.27)
0 que nos permite escrever
4 /L v
=10 (A.28)

Entao, se os geradores da representagdo D(A) obedecerem a rela¢ido acima, teremos que a
equagcao de Dirac é covariante.
A.2 A matriz ~;

E bastante 1til, tanto dum ponto de vista da algebra de Clifford quanto dum ponto de

vista fisico, definir a seguinte matriz

vs = Y0y, (A.29)
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Uma outra forma bastante conveniente de escrever a matriz -5 ¢ tal que

Vs = E,uun)\’y ’YV’YH’YA (A30)

Al
E imediato mostrar que 75 é hermitiana, pois
A= (i) =i ) ) () -
3,2.1.0 _ 0321 _ 01,32 0.1.2.3 (A.31)

=YY = Sy Yy = Sy YT =y Y = e

Seus autovalores sao iguais a 1, pois

2 = (°7'7%7°) (07 %7%) = () 7P = (1) 92t =
= (72)2 (’73)2 = Luxa. (A.32)

~5 anti-comuta com todas as matrizes gama

{7} =0. (A.33)

A.3 Propriedades algébricas das matrizes Gama

Das sessoes anteriores vimos que

= % V"2, (A.34)
{7} =2 (A.35)

(&
{r5,7"} = 0. (A.36)

Abrindo (A.34) e (A.35) e somando, podemos mostrar que o produto de duas matrizes gama é

tal que

Y =t — 25, (A.37)

Para construir o produto de trés matrizes gama, tomamos a forma geral que a anti-simetrizacao

que um tensor genérico, K, a n indices, tem de obedecer

1
[papops-pn] _ H1H2H3  fn [VIV2V3 U
K = '(Sylng o K ,

(A.38)

com o simbolo of/218 " fazendo o papel de um delta de Kronecker generalizada para quatro

dimensoes. Se nos restringimos ao caso especial em que vamos considerar um tensor a trés

indices definido de tal forma que este é escrito na forma

MY = Gyt (A.39)
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Aplicando a defini¢do (A.38) em (A.39), vem que

1
M[nuu] _ éé‘;ggM)\Gp

6 KUV
= 501" (A.40)
com o simbolo 0%’ sendo tal que
oy 05 Oy
Sy —det | 6 o 3" | =~ 0p. (A.41)
o5 oy o,
Entao, portanto,
MU = —grmvag,, AP = —e" Ly e r0p0 YN
1 N 6 ruvo o
= =400 Y = 1 MY Vel r0pa Y
N RKUvVo Z (0% s _RKuro
= (617a"™"7) (Zﬂ%ww “MW) = 6ic™" Yo s- (A.42)

Por outro lado, se tomamos a forma explicita do determinante em (A.41), teremos que

MUV = ooy — yfiogoght — plhoyial ¥ oyfioglt ¥ by — oyt oy
= 20T 4 2070 R 2Py = 2Rt = 2P — 2Rty
= 200" 4 207t — Oty = 29H Y 4 2y 29
= 60"y — 60"y 4 60"yt — 6yM " (A.43)

v

Sendo assim, (A.42) e (A.43) devem ser iguais, o que nos leva a escrever
671y " = 6y — 6y + 60y — 61 . (A.44)

Entao, o produto de trés matrizes gama ¢é tal que

WK AV

e e A e Al e it e o (A.45)

A partir deste resultado podemos mostrar que

VK Z V_ K K _UV
PER = = (V" =)

4
7: vV _ K K _ UV VK N VRO K _ UV UV _ K VK . e
= 1(77“ Y= Y et 4G s — Y !y =t — et )
portanto,
/l: N VRO
PE = o (0 = A ) (A.46)

De forma semelhante, podemos mostrar que

i . VKO
DT = o (= e ) (A.47)
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Como 75 anti comuta com todas as matrizes gama, podemos escrever que

l

5 (n#lfu,yu,ys _ 77#”7”’75 _ Z'EHVHC!»}/Q) . (A48)

757/.1421/11 — _,)/}Lzllﬁify5 —

E também

l
2

VXY = =N s = S (0 s — s — €M) (A.49)

Outra propriedade bastante interessante e ttil que usamos para obter alguns resultados no

texto, pode ser obtida a partir do resultado (A.46) de forma a escrever que

v K Z VK v K s VRAQ
AV SN = 3 (n Tl A LY oty 7"%75) , (A.50)
v K Z K.V vV_ K N RACQ |V
A ARSI = 3 (77“ e A s A R 1= Y ’}/a"}/g)). (A.51)

Subtraindo (A.51) de (A.50), termos que

v K Z v v K
SN =2 (Y = 9y 2

,l: Z VKR v K s VKAQ
=1 [2 (179 = Ay ey ) -

i K.V v_ K N RACQ |V
=5 (" =y ety %75)1

i [inw (7710\ _ 225]’”‘) _

N}

nun (n,u)\ o 222#)\) . ;nyn (nuA o 222;0\) + ;nVH (T]u)\ o 2Z2u)\) .

— N .

. 1 .

1 1 ) ) 1 l l
Sy 17,308 70 N 12 Y 77 - ukzun Y ;ufEV)\ v Vnzu/\ 7 V)\ZMH U AMVRA
477 n 477 n At 477 477 + 477 477 45 Vst
+ %gﬂfi)\agpauaxpa o égunkagpauazpo' (A52)
Em que
N e g
gumkagpaua — — det nnp nno’ nmj
77/\,0 17)\0 77)\1/
— _nup (nnanAV o nmjn)\o') + n,ua (nnpn)\u o nlil/n)\p) o T],ul/ (nnpn)\o - nnan)\p) .
(A.53)
E também

gun)\agpa,ua — _,r]z/p (nnon)\,u o nn,un)\o) + T]z/o (n/{pn)\,u . ,r]m,un)\p) o nu,u (nfcpn)\o o nnan)\p) ]
(A.54)
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Sendo assim, termos que

1 1 ) {
Euuzm/\ Sy 17,300 70 N 12 Y 77 - M}\ZVH 7
477 n 477 nt 477 1

. 7771/)\2#/{ o 78;41/11)\75 44 [ o npp (nnon)w o n/ﬂ/n/\a) +

s e
1 1 8

+ 0 (o™ =0 n) =™ (= ) ] S po—

- ; [ =" (T = ) g (N — ) -

= (00 = ) ] S0

= len/mny)\ . inuAnyn + in,uAEyn o inlmzzx)\ + inunzuk o inw\z,&m o igmxn)\,}%_’_
4 Znunxu)\ . an\zun + Znukzun . anmzl/)\- (A55)

Portanto,

1
VA K VKA
nIANHE — gty

v ,U,KZI/)\ v VI{Z/L)\ 7
U +5m 1

1 1 l
E},LVEH)\ — MK VA T A VR - u)\zun o
e U/ 277 B 9 9

4 4

(A.56)

A.4 Conjugacao de carga das matrizes Gama

De forma geral, independentemente da representacao que adotamos para escrever as

matrizes gama, a matriz de conjugacao de carga, C', é definida de tal a satisfazer
—H=C (v CL (A.57)

Embora a forma da definicao acima seja a mesma em todas as representacoes, a forma explicita
de C ird depender da representacdo em questao. Além disso, no espago de Minkowski (3 + 1)D,

a matriz C' deve ser unitaria
cfCc =1 (A.58)
e anti-simétrica
C'=-C. (A.59)
Sendo assim, podemos mostrar que
—CTlem e = —icl ", 7] C = —i (CTyCCyC — Ty CCyC)
() () = ) ()] = & (i =)t = ('

Ou seja,

clym e = — (Z)' (A.60)
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A.5 Rearranjamento de Fierz

O conjunto de 16 matrizes, dadas por
FA - {177“77572W7’Y5’Y“} ) (A61>

formam uma base para todas as matrizes 4 x 4. Isto é, qualquer matriz M, 4 x 4, pode ser

escrita em termos das matrizes deste conjunto. Ou seja,
M = f T4, (A.62)

Os coeficientes da combinagao linear, f4, sdo totalmente especificados se multiplicado essa
ultima igualdade a direita por I'g. Mas antes, devemos no atentar ao fato de que o indice

embaixo em ['p significa tomar as matrizes do conjunto (A.61) sob a perspectiva

FB - {1a Vs V55 Euw 7#75} . (A63>

Portanto,
ra= (). (A.64)
Assim, vamos ter
MTp = f4aTTp
Tr(MTp) =Tr (T"T5)
Tr(MTg) = faTr (34)
1

L fp =T (ML), (A.65)

Entao, a matrize geral, M, podera ser escrita sob a seguinte forma
1 A
M = ZTT‘ (MT 4) T4, (A.66)
Agora se compomos uma matrizes de tal maneira que

Maﬁ - ,J)ﬁow()om (A67>

com 30%0a = ¥ ® 1b, podemos usar (A.66) para escrever

Mag = Pgothoa = iiﬁw?/_fa (T'a)g,, (FA)%B = ilze (T'a) g Yo (FA> (A.68)

aﬂ.

De forma que a prescrigdo geral do Rearranjamento de Fierz é entao

b (A.69)
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meaesssssssssmmmmn Apéndice B —

Calculo da inversa da matriz ) que advém da

equagao (2.27)

A tal matriz , que advém da equacgao (2.27), é determinada de tal maneira que
Qij = 5@‘ -+ ’iEiijk. (Bl)

Entao, para o calculo de sua inversa podemos se a seguinte prescricao

_1 1 1

T Wwlt+A w(l+A/w)’ (B-2)

em que 1 = ¢;; é matriz identidade e A = A;; = ig;jpvr. A partir disso, podemos fazer uso dos

resultados advindos do estudo da série geométrica para escrever que

1 A A2 A3 A
O l= " |1l-—4+— — — 4 — .. B.3
w w + w? w3 + wi + (B.3)
Tendo em mente a identidade

com paciéncia podemos mostrar que

A2 = AZQJ = AmAaj = (ieiakvk)(isajlvl)
= i*(Eaki€ajl)VkVL

iQ(Uin — 212(51‘]'), <B5)

ij i b<41bj (Z iakvk) (Z ablvl> (igbjmvm)
J at Ll 4 1 € E
— 1'3 (gakigabl)gbjmﬂk’l}ﬂ}m

= ig(—UQSiijk), (B6)
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A4 — A;lj - AiaAabAbcch — (igiakvk)(igablvl)(igbcmvm)(igcjnvn)

= i4 (&zki&zbl) (5cmbgcjn)vkvl UmUn
-4

= i'(—vvv; + v18;), (B.7)

A5 - Af] = AiaAabAbcAchdj = (igiakvk)(igablvl)(igbcmvm)(igcdnvn)(igdjovo)
= 7:5 <5ak'i€abl)(Ecmbgcdn>5djovkvlvmvnvo

= 2'5(1}48@']'141)14), (BS)

A6 - A?j - AiaAabAbcAchdeAej - (igiakvk)(igablvl)(iebcmvm)(iecdnvn)(igdeovo) (Z.eejpvp)
- i6 (Sakigabl ) (6cmb€cdn) (5eod56jp)vkvlvmvnvovp

= iG(UGCSij + /U4Ui’Uj). (Bg)

Com estes resultados, podemos generalizar para o caso em temos A", com n inteiro, de forma

que a inversa de €, escrita na forma da equagao (B.3), toma a forma
1 i 1 v\ 2 v\4 v\6
—1
b = (ﬁf RSk w) [1 * (w) * (w> * (w> A ]
1 1 1 1
= (58— o= zon) - (3?) (B.10)
Entao, portanto, temos que

V;iVj. (Bll)
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meeeeessssssssssmmmm A péndice C

Calculo da inversa do operador D

Dado o operador
D = al + bys + ¢, " + dyyH s, (C.1)

que define a generalizacao da equacao de Dirac, temos que a estrutura geral para sua inversa

pode ser escrita sob a forma do ansatz
D' =21+ yys + 29" + w s+t XM (C.2)

Este é razoavel assumindo que = e y sendo parametros reais ou complexos, e que

i

=10 (C.3)
2, = ac, + pd, (C4)
w, = &c, + A, (C.5)
tuw = PO + 27'§W ) (C.6)
Com a, 8, &, A, p e 7 sendo coeficientes reais ou complexos. E temos como defini¢ao
0, = ;(cud,, —cd,) e 0, = ;Sag,uﬁaﬁ, (C.7)

isto ¢, 0, ¢ o dual de 0,,,,. Nesse sentido, a razoabilidade que afirmamos para este ansatz vem
dos fatos de que, em primeiro lugar, as matrizes {1, s, v*, v*7s5, 2*} consistem num conjunto
de 16 matrizes que formam uma base geral na qual toda, e qualquer, matriz 4 x 4 pode ser
escrita, e, em segundo lugar, a forma com que os coeficientes z, y, 2,, w, e t,, foram escritos,
tem como compromisso refletir a estrutura tensorial mais geral possivel a ser construida a partir

dos coeficientes de D quando estamos a procurar por sua inversa.

Neste cenario, se quisermos determinar por completo a inversa D', o conjunto de

coeficientes {x,y, a, 8,§, \, p, 7} devem ser determinados a partir da exigéncia de que

DDt =1. (C.8)
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Dessa exigéncia, emerge que
DD =
e Termos proporcionais a a:
= a(ﬂf + s + acy 4+ Bduy" + £ s + Aduyt s + p0, X+
7E sl Z“”) + (C.9)
o Termos proporcionais a b:
+b(:m5 +y + ac, sy + Bduysy” + Eeursy s + Aduysy s 4 pluw B+
+T€MVa39a675E“”> +  (C.10)
o Termos proporcionais a c,:
Teu <fvv“ +y7's + ey + du Sy A+ eyt s + du Ay s+
+0,0\ pyH S + ExraB 7'7“2"‘)‘) + (C.11)
« Termos proporcionais a d,,:
. (m“% + Y7 s + a5y + du sy + ey sy s+
+d, M5 Y5 + Oex PV V5 + Erag T’Y”%Em) = (C.12)
=1.
Independentemente da representacao que tomamos para as matrizes gama as propriedades
{/7#7 /75} - 07
= — 25"
,yuzm — znw,yk _ inmyn _ lgum\pv v
2 2 2 pie (C.13)
K Z K /L K 1 K
VI = = s+ o0 s £ 5,
— %guun/\zﬁ)\ — Eul/,ys’
serdo validas, veja por favor o Apéndice A. Assim, o conjunto de identidades
Eﬁmﬁfmuv =2 (5555 - 5355) '
Errape™, = =2 (6204 — Nandf) (C.14)

€/~3Aa5<€ﬁ)\pu = -2 (napnﬁ,u - na,unﬁp) s
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junto das propriedades das matrizes gama, fazem com que o resultado para DD se reduza a
DD ! = (xa + yavys + cac, Y + Bad, A + Eacy v s + Aad, s + pald, XH 4
+ TaewaggaﬁE“”> +
+ (1‘6’75 + yb — abey sy s — BbdyHys — Ebey vyt — Abd 4
+ %pb@"’\am\wﬁ“l’ — 22’71)(9“1,2“”)—1—
+ (xcuv“ + ye, Yy + ac — 2iac,e, XM + B(c - d) — 2iBe,d, XM+
+ &ty — 2i€cc, X" ys + Me - d)ys + Ac”dAEKAMVE“” +ipc" 0, —
1 .
- §pCH0)\p55)\pu’yN75 + ZTCH@)\'OE&)\MLVM + 27—0049@;1’7”’75) +
+ (xdu’y“’yg, +yd, A" — a(c- d)ys — ad e S — Bd*ys — E(c - d)+
. 1 .
+ 2i€d,c, XM — Ad? + ipd 0, Y 5 — ipd"Q)‘pemp#’y“ + ZTCZHQ/\pSN)\pM")/M’Ys‘i‘
+ 2¢da9aufw%> Y (C.15)

Devemos notar que contragoes do tipo c,c, X" sao ideticamente nulas umas vez que X é
anti-simétrico. Também se anulam, ideticamente, os termos do tipo c”@kpe,.@,\py e d”QApa,{,\pﬂ,

uma vez que
1
ic“(c)‘dp — Mg =0
1 K (A A
id (P — P )eprpu = 0.

O préximo passo seria coletar os coeficientes de cada matriz da base 1, vs, ¥, v*v5 e
Y#  lembrando que o coeficiente da identidade é igual a 1, equanto os demais sao iguais a zero.

Sendo assim, temos que:

e Coeficiente de 1:

azx + by + o+ (c-d)f — (c-d)é —d*\ = 1. (C.16)

» Coeficiente de ~s:
br +ay — (c-d)a — d*B + ¢+ (c- d)A = 0. (C.17)

« Coeficiente de +":
cu — x—f—aa—bf—;(c-d)p—dQT:O; (C.18)

d, — y—}—aﬁ—b)\—l—%cgp—k(c-d)T:O. (C.19)
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o Coeficiente de y"vs:
¢y — Yy —ba+al — %d2p — (¢ -d)T =0; (C.20)

d, — 1’—bﬁ+a>\+%(0-d>p+027':0. (C.21)
e Coeficiente de X

Este coeficiente tem dependéncia em 6 e 0, que apesar de serem independentes, misturam
representacoes distintas do grupo de Lorentz. Sendo assim, podemos definir, de forma a

explicitar as representagoes distintas, o seguinte:

1 _
T =5 (6 + 100, € (1,0); (C.22)
1 "

5 (6w — 100) € (0,1). (C.23)

Nesses moldes, temos que # e 0 sdo escritos na forma

6=T+W, (C.24)
6= —iT +iW. (C.25)

De forma que os coeficientes de v*~5 sao proporcionais, de forma independente, a T" e W sob a

seguinte forma:

T — —2io —2if — 2i& — 2iA+ (a + b)p — 2i(a + b)T = 0; (C.26)
W 2ia— 2if — 2i€ + 2\ + (a — b)p + 2i(a — b)r = 0. (C.27)

Contudo, as equagoes (C.16), (C.17), (C.18), (C.19), (C.20), (C.21), (C.26) e (C.27)
foram um sistema de oito equagoes envolvendo as oito variaveis {x,y, o, 5,&, A\, p, T} a serem
determinadas para que D~' seja completamente determinado. Sendo assim, com ajuda do

ferramenta computacional, obtemos que:

A= (—a2+b2+02)2—4(c-d)2+2(a2—b2+02)d2+d4
= {aQ—b2—02—|—d2—2(0~d)} {a2—b2—c2+d2+2(c-d)] + 4c2d?; (C.28)
a(a®>—b0*—c+d*)

r = A ; (C.29)

(@ =P =)
y_ A )

(C.30)

_ 2—(?2— 2 d2
N C X c+d). (C.31)
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=209, (€32)
§= 2(2 d); (C.33)

A= C.34
A ? ( )
4ib
= —; C.35
N (C.35)
2a
= —. C.36
r=2 (C.36)
Entes resultados especificam por completo quem é D™,
C.1 Testando o Resultado
O primeiro teste é caso do usual operador de Dirac, em que assumimos a = —m ec,, = p,,
levando a D = (y"p, —m). A inversa deste operador é
VPt m
2 —m2
As condigoes a = —m, ¢, = p, e b = d,, = 0 se refletem nos resultados para {z,y, a, 5,&, A, p, 7}
da seguinte forma
“p = Py, <037)
0 = 0, = 0. (C.39)
E neste contexto, teremos que
—m(m? — p?) m
— = C.40
R C o) (e
—(m® —p?) 1
= = C.41
T o) e
y=£,=0. (C.42)
Entéo, portanto, D™! nas condicbes a = —m ec, = pu, que definem o operador de Dirac,
tem a forma
1 _ Yput+m

Assim, fica evidente que tivemos éxito no primeiro teste.
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 Outro teste vidvel é fazer ¢, =d, =0 e a=b=1, o que define
D=1 + V5,

que tem determinante nulo em qualquer representacao e por essa razao, nao ha inversa

nesta situacao. De fato, nessas condigoes o determinante, A, é singular, pois temos que
A=(1-1)(1-1)=0. (C.44)
Portanto,

D se ¢,=d,=0ea=b=1. (C.45)

o Mais um bom teste, seria considerar a = 0 e d,, = 0, definindo assim
D= brY5 + C;ﬁ# )

que tem como inversa
1 D

R
Nestes moldes, nossos resultados, impondo a = 0 e d, = 0, levarao a

D™ = yys + ac, ™ + £y s, (C.46)
de forma que teremos
A=(=0=c)(=0* =) = (" + ), (C.47)

e, portanto,

- b

YT Ty TRt (C.48)
—(~?—?) 1

o = (b2 + 02>2 g b2 + 027 <C49)

£=0. (C.50)

Assim, podemos claramente ver que a nossa solucdo para D~ cumpre com exceléncia
mais um teste,

b . 1 i D
c Y = —.
b2_|_6275 b2+ 2 w b2+ 2

D' = yys + ac, = (C.51)

 Outra possibilidade seria considerar o teste em que b =0 e ¢, = 0, o que define
D = al +d,y"vys ,

que tem como inversa
_ al — d,v*vs

D—l
a? + d?
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Novamente sob a perspectiva dos nossos calculos, temos que a inversa na atual circunstancia

é dada por
D' =21 + Bd, A" + A, A"y, (C.52)

e se impomos b = 0 e ¢, = 0, vamos ter que

A= (a2 + d2) (a2 + d2) = (a2 + d2)2 : (C.53)
e também
a(a*+d%) a
T @rar @)’ (€5
p=0, (C.55)
_—@+d) -1 (C.56)

(a2 +d2)2 (a2 +d2)'

Entdo, mais uma vez, podemos claramente ver que a nossa solucdo para D~ cumpre
outro teste,
a 1 al — d, " vs

D' = 1-— d" s =
P+ 2y a? + d?

(C.57)
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meeessssssssmmmmm  Apéndice D ———

Calculo de decomposicoes de Gordon

D.1 Caso do mixing Féton-Fotino

Para construir a decomposicio de Gordon, devemos multiplicar A" & esquerda da

equacgao (2.6), e v"A a direita da equacao (2.7). Assim, vamos ter
_ _ _ 1. - _
iNY YO, N — 2MyAYEA + 2i Mo Ay ys A + iR,LAy*’”y“%A = V2AY S 5 F,. (D.1)
e também,
_ _ _ 1 - _
PO AV YN + 2MiAYTA — 2i Mo Aysy A — §RHA7”757”A = V2T 57" AF,,. (D.2)

O termo Ay"A de ser feito igual a ZERO. Isto, pois, uma vez que A é espinor de Majorana,
devemos ter como satisfeito (Ay"A) = (Ay"A)T, e o que temos é que (Ay*A) = —(Ay"A)T.
Entéo a condicdo de Majorana sé prevalecerd se Av*A = 0. Com isso, a subtracdo do resultado

(D.1) do resultado (D.2), chegaremos em
S A K A K 1 A K 1 A AR
10 AV YN — IAY YO, N + §RMA’Y“’V Y5\ — §RHA”Y s A = 0. (D.3)

O lado direito é trivial porque uma vez que ¥ e A sdo Majorana, o lado direito dos resultado

(D.1) do resultado (D.2) sao iguais. Com isso, o resultado (D.3) sera

0, A (" — i25H%) A — QA (™ — i25%) 9, A+

1 1 -
+§R#A (77”’1 - ’LQZHK) ’Y5A - §RHA (nm,u - Z?EKAL) ’}/5/\ = 0. (D4)

Teremos o surgimento de um termo que é i(0"A)A — iA(9%A), resultando que essa subtracio
deva ser ZERO, isso mais uma vez em razio da condicio de Majorana, que impde que (9"A)A =

A(0"A). Entao, podemos dar continuidade simplesmente escrevendo

(0, A)SH"A 4+ AXF*(9,A) = iR, AX 5. (D.5)
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Propondo uma transformada de Fourier para escrever esse resultados no espago dos momentos,

vird que
(B, + P AP A(p) = RAP)S" A (p)
= (vu + ys) AP 2 75 (p). (D.6)
Da soma da equagao (D.1) e (D.2), escrevemos
_ _ _ 1
iINY A0, N + 10, AV YA 4 diMo Ay s A 4 iRH {9} s A =
= V2AY SH Y5 Fuy + VI 957 AF,
= V2MY T s Fy + V2R S s,
= 2\/§A7HEHV’75¢FMV
N - KUV
_ 2\/§A§ (77”“71' — 0™yt + g™ /\”Y,\’YE))’YWFW
= iV2Ay Y5 F™ — iV 20,50 F* + 2V2Apap
= —i2V 20, 50 F*S 4 2V 2 Ay B
= —i2\/§@/;7M75AF’“ + 2V 2Ny F

Trabalhando o lado esquerdo deste resultado, vamos ter

iN(O"A) + (0" A)A + 205" (IA) + 2(0,N) S A + 4i MaAy s A + ;R"“A%A—

— iR, AS s A + ;R“J_\%A — iR, ASF s\ =

= iA(O"A) + i(0"A)A + 2AX(ON) — 2(0,A)X A + 4iMyAy ys A + R AysA.

Contudo, entao, podemos escrever
iN(0"A) 4+ i(0"A)A 4 205 (OA) — 2(9,A) S A + 4i Mo Ay s A + REAysA =
= —i2V/2Uy, s AFP 4 2V 2Ay\p F", (D.7)

No espaco dos momento este resultado tera a forma

(p* = p"™)A(W)A(p) — 2i(p, + 1}, AP )E#A(p) + 4iMoA(p' )Y s Mp) + RA(P )1 A(p) =
= —i2v/2¢7,75 A (p) F** — 2v/ 20 A (p) F. (D.8)

D.2 Caso da equagao de Dirac generalizada

Dada a equacao de Dirac estendida na presenca de acoplamento minimo
(ehy" 0y — me —iCys — E* — Ry ys — qeAuy™) v =0, (D.9)

em que propomos o acoplamento com o campo A, por generalidade, seu conjugado de Dirac

sera

i (0,0) 7 + med +iCis + Eun* + Ry ys + qeA byt = 0. (D.10)
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Assim, para efeito de obter a decomposigao de Gordon, multiplicamos a equagao (D.9) por Py~

e a equacao (D.10) por v"1. Dessa forma, obtemos

PPy A (0,1) — mehy e — iCPy ysth — E VY — Rby yHysih — qe Ay iy =0
(D.11)

iR 0) VY ) + mepy ah — iy s + £y P — Ry y st + qe A pytytah = 0.
(D.12)

Subtraindo o resultado (D.11) do resultado (D.12), teremos
(D) — by (0u1p) + 2mepy s + EPyH Y + €y b — Raby s+
FRAY Y 50+ qe Aty + ge Ay = 0,
expandindo,

(D) (™ — 20 — iR (™ — 2SH) (D) + 2™ + E, D (P — 2ot
+ &u(n™ — 205™)) — Rup (™ — 208 )y51) 4+ Rup(n™ — 2i5)ystp+
+ quH@/;(n”” — 23 ) + quME(UW — 23" = 0,

simplificando,

iR(D")) — i (9F1h) + 2R(D,h) S ap + 2RPSFE (D,1h) + 2medy™h + i + E5yhap—
— 206, YT + 20, DT — REYysh + REYyst) + 2R, 0" ysth + 20 R, S ysih+
+ eq A"y + eqATPn) — 2ieq AN + 2ieq A, S = 0,

entao temos que

ih(O" )Y — ihap(0"1) + 21(B,h) S + 2hTHF(D,1h) + 2mey i) + 265+
+ 4R PS5 + 2eq A"rp = 0. (D.13)

No espago dos momenta, se adotamos a prescri¢ao

0(w) = [ ) (D.14)

AR (k) = / (%h)4Aﬁ(k)e-ikx/ﬁ, (D.16)
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valos poder escrever

/ ngf [ = (" + PP (p) + 2mey () b (p) + 26" (00 (p)+

+2i(p" — p)(p) S (p) + iR, (P ) S st (p) | e TP/ Ay

9 /d4p’d4pd4k -

RO () A% (e eI g, (D.17)

Multiplicando ambos os lados deste resultado por e 4% ¢ integrando todo o resultado em d*z,

teremos

/ W l — (0" + PP (p) + 2med (0 )y (p) + 26" (P ) (p)+

+2i(p" — )OS (p) + 4iRb(p) S st (p) e (¢ +p—p")z/h

Y /d4 ’d4pd4kd4x — .,

(27h)12 ()i (p) A" (ke @ Hrp=D/l = g, (D.18)

/ fﬁ%p [ = (" PV P) + 2mep (P )y () + 260 () (p)+
+2i(p" — )OS (p) + 4@'Rw(p’)2‘“%¢(p)] 2m)*6W (¢ +p—p)+

A dpd'k
+ 2 / p Jb(p) A*(k) (27)* 6D (¢ + k +p—p) = 0, (D.19)

[ ety [ — () + 500+ )0) + 2meb(p + ¢ 17 () + 26+ ¢ V(o) +

+2i ((p +q) — p’“‘)?ﬁ(p + )Y (p) + 4iR, b (p + ¢ ) S s (p) |+

w2eq [ LS —p—d) =0 (D.20)
Portanto,
((p +q)" +p )zb (p+ @) (p) + 2mep(p + ')y (p) + 26" P(p + ¢ ) (p)+
+ 2@( p+q) —p ) (p + ¢ )2 P(p) + 4R, (p + ¢ ) 50 (p) +
)

+zeq/2h S NPA W —p =) =0. (D.21)

Agora somando os resultados (D.11) e (D.12), vamos ter que

RO, )Y Y 4 iRy Y (D,) — 20CYy Y50 + E VY — Ly Y — Ryt y ysih—
— Ry "y ys1) + qe by — qe A by e = 0,
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expandindo,

iR(0, ) (" — 255 ) + il (0™ — 2i5) (D,0)) — 2iChy ys1) + E b (™ — 2501 )eh—
— (™ — 20T ) — Ryab(n™ — 205H%)ystp — Rab(n™ — 208 )ysap+
+ qe A b (nt — 2i5H)eh — ge A ap(n™ — 2T )y = 0,

que equivale a

PO ) + iBap(971) + 2R(D, ) T p — 2R (Duap) — 20y st — Pt + EFprp—
— 20, YT — 20, PTH ) — Ryt — ROpysth + 2R, 0 S ys1h — 2 RapSHoysep—
— eqA" Y + eqATPrp — 22'qu“1752““¢ — QiquuzZE’mw =0,

portanto,

ih(O"P ) 4 ihap(971) + 2h(0,10) T ah — 2hp S (D,0)) — 2iCabry ysih—
— 4G, DY) — 2RFPyse) — dige A, p S = 0. (D.22)

No espago dos momenta, vamos ter

dzifi [ — D)) + 200, + P )T (p) — 2051 0 (p) -

— 4i&, V()2 (p) = 2R (P )5t (p) | e 0T~

/ d4p’d4pd4

(2mh)12 g (p) S (p) Ay (ke WP/ — g, (D.23)

Assim como antes, multiplicando ambos os lados deste resultado por e ¢ ® e integrando todo o

resultado em d*z, teremos

(@ +a) =9 )blo+ )olp) + 200+ @)+ ) D0 + )T ()~
= 200(p + ¢ )V s (p) — 4i&b(p + ¢ )2 (p) — 2R (p + ¢ )58 (p)

4.1

~ sige | gﬁ%ﬁ(p’)ﬁ““w(p)f‘lu(p' —p—q)=0. (D.24)

D.3 Caso do Zitterbewegung

Na sessao 4.8.2 do capitulo 4, em que estamos a calcular o termo de corrente para o

pacote de ondas, somos, naturalmente, levados a calcular a decomposicao de Gordon da equagao
(ihy"0,, — me —iCs) Y(x) = 0. (D.25)

Mantendo em mente que a equacao acima é motivada no apéndice F de forma ser 1til no célculo

das solugoes da equacao de Dirac que estamos considerando. No apéndice F vemos como um
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termos do tipo —&,7" fez com que seja natural, e necessario, uma redefini¢ao dos momentos e

das energias, o que se reflete no cenario de ondas planas como sendo

I

em que

e (B2 ) - (£,5)

c

(D.26)

Com isso em jogo, é razoavel definir o operador do energia-momento via principio da correspon-

déncia como sendo

1hd, — 9?#.

(D.27)

Assim, calcular a decomposicao de Gordon da equacao (D.25) é mesmo que tomar A, = R, =0

no resultado da equacao (D.24). Ou seja:

-1 - - -
o (170, 0) (" = 2059")p — (™ — 205 (ihd)| = cy™

27171 [ (ihdy) — (ihD,a) ™ + 2 (ihd,) (V") | = ey,

Ou simplesmente

el = o [ (D) — (D) 1 + 2D, (579)].

Tomando a componente i, vem que

(E DY) = 5 [0 (P0) = (20) ¥ - 2P, (b570)].

2m

D.4 Caso da derivada modificada

Multiplicando a esquerda de (5.40) pelo fator ", teremos

ihpy " (0up) — megpy™p - Z(@Im (¢ (@))W“v% — qeA Py = 0.

Agora multiplicando a direita de (5.41) pelo fato v, teremos

ih (8,00) 77" + megy™i + Z(&Im (¢ (x)))%"v“w + qed, by = 0.

Calculando (D.32) menos (D.31), vem que

(D.28)

(D.29)

(D.30)

(D.31)

(D.32)

ih (0,10) V"9 — ihpy"y* (D) + 2mey™ + Z(ailm (¢ (x))ﬂ (Y57 + 7'y ) v+

+ geA b (Y + ) ¢ = 0,
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i (D,0) (™ — 2054%) ¢ — ilp (" — 205%) (8,00) + 2mevy™ v+
+ Z(@Im (g(g;)))zz (" = 208" + ™ — 257" ¢
+ qeAd ) (' — 251 4 — 25 oh = ()
Portanto,
ih (3°0) @ — i (370) + 2, (§T7°0) + 2medy™y + h((‘)”lm (g(a;))>w+
+2qe A" = 0. (D.33)
Como estamos interessados em considerar que
ilm(¢(x)) = ior — iwya?, (D.34)
podemos escrever
0" Im(&()) = 0" (a — wua') = —w'n™ = —w". (D.35)
Portanto,
ih (0°) v — it (9°4)) + 2hd),, (PX"™) + 2mey™ — hw™Pp + 2qe A"y = 0. (D.36)

Anotando a seguinte prescricao para migrar para o espago dos momenta,

0(w) = [ Gt (D.37)
A" (x) :/(er;;zlﬁ”“(k)e_ik'x/h. (D.39)
teremos,

/ % l = (B +07) D )ep) + 2i (B — B) V)" (p) + 2med (9 )y (p)
dpd'pd’k 5

(27h) 12 AR (R)(p' ) (p)e’® PRI =/h = 0. (D.40)

—~ hw%(p’)dj(p)l Wepra/h 4 og /

Multiplicando ambos os lados deste resultado por e ? e integrando todo o resultado em d*z,

teremos
d4 d4 /d4 , B ) - B
/éé&py4ﬁ”ﬁﬂWWWM+%@wﬁﬂwwmwwm+mmwmwwm—
T d*zd*p' d*pd*k i - ,
_hwnw@/)w(p)] i(p'—p—q)- x/h+2 /‘/I;])h)l]; ( )w< )w( ) i(p'—p—k—q)-z/h —0,
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/ C(lzfr;f) [ (5" +5%) D)) + 20 (B, — Bu) PE)Z"" () + 2medh (0) 7" (p) —

— ") (p' ) (p )1 (27h)*5*(p' —p — @)+

+2g / d4xd4 /d4pd4k A"k () (p) (270) 6 (pf —p —k — q) =0,

/(265:727,9)4[_ <(Y5+q~>”+ﬁ”>&(p+q)w(p)+2i((z5+d) — Pu) V(P + Q)T "¢ (p)+

4/4

"0 —p— Qv (p)v(p) =0,

+2med(p + @)y (p) — hw"P(p + q)y ] + 2qe /
e , finalmente, obtemos que

— (B0 +7) 00+ V) + 2 G+ D = 5) S+ DDV (p)+

d*p’
(2mh)*

A% = p = @)b()e(p) = 0.
(D.41)

+ 2me(p + )y (p) — hw(p + q)v(p) + 2‘16/

Calculando agora (D.31) mais (D.32), vamos ter que

ih ((‘iﬂz) Al + ihz/;%w ((‘iﬂb) + Z(&»Im (g(x))>¢ (71‘7/@ _ ,anyi) o+
+ gy (v =" ) v =0,

i1 (B40) (P — 20%) 6 il (o — 265%) (8,0) +

h n iK VK K K
+ 5 (8,Im(§(x)))¢ (77 — 203" — ™ 4 2% ) (URS
+ geA b ()" — 201 — 25 o) =

00 (5) + 2 (8,) £ — 2hEE (9,0) — 2ih(8,;1m (g(x)))qu%—
—dige A, pXHe) = 0.
Ou ainda,
ih0" () + 25 (9,0) D4 — 2hp S (9,0)) — 2iRTAE — dige A, pS"p = 0. (D.42)

No espago dos momenta,

/ szff%i)p [ = (0" =) ) + 20 (b + 57) D0V (p) -
L Ao )+ =,

(D.43)

il (P ) S (p )1 i@ =p)e/h _ gige /
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Mais uma vez multiplicando ambos os lados deste resultado por e ¢* e integrando todo o

resultado em d'z, teremos

(@ + 07 =)+ 00 e) + 205+ D+ ) 0l0 + DD (p)-

— 2 (p + 4) S (p) — dige [ (%Z)A(p' —p— Q)= G(p) =0.  (D4d)




97

meeeesssssssssmmmmm Apéndice £ m—

Céalculo dos tensores energia-momento

Sessao dedicada aos célculos explicitos de alguns casos de tenores energia momento.

E.1 Caso da equacao de Dirac generalizada

Estamos a considerar a obtencao do tensor energia-momento da equacao de Dirac

generalizada

(17" 9y — me — &ux)y" — i¢(z)ys — Ru(x)y"ys) ¥ = 0. (E.1)

Deu conjugado de Dirac é

O (09" 0 + me + &u ()" + i (x)y5 + Ru()y"y5) = 0. (E.2)
Para construir o tensor energia-momento simétrico, seguimos multiplicando (E.1) a direita por
(0,0),
(0,) (ih7"8, — me = &u(a)n" = iC(x)75 = Ru(2)1"95) ¥ = 0,
que resulta em
in (0,0) ¥ (Butb) — me (0,00) ¥ — (9u) &ulw)ysp — i (D) C ()=
— (0,0) Ru(w)y"ys¢ = 0,
explicitando quadri-divergéncias, teremos
ihdy, [(0,0) ¥ | = i (9,0,0 ) 7" = me (9,0) & — B, [&u(x) by | +
+ 1006, ()] S0 + €, (@)D" (B0) — B, [iC () s + [0,C (2)] hstp+
+ ZC(‘%)QLW% (81/1/)) - au [RIA(JZ)@E’Y“’YE-)@&} + [aVRM(‘T)] QL’VM’YH/} + Ru(x)@/jfyl‘f% (au¢) = 07
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ou ainda,
ihdy [(00) 0] + {0 [ (me + Eu@)" + iC(2)7s + Ry(2)7"95) | } & — me (9,0) v—
— 0y [§u(@)7 | + [0u€u(@)] 7" + Eu(@) " (D)) — By |iC(2) 580 + [10,C(2)] Yystp+
+ ZC<I>2/_}75 (alﬂ/}) - azx [Ru(x)%“%w} + [auR,u<x>] 1/_17”751? + Ru(x)%“% (au¢) = 0. (ES)
E, também, multiplicando (E.2) & direita por (9,1),

¥ (z’h’y“éﬂ + me + &, ()" + i(z)vs + Ru(x)’y”’ys) (0u) = 0,

que a partir de manipulagoes andlogas ao caso acima se torna
i [0 (D,0)] = 640, [me + Eu(@)r* + iC(2)%s + Ru(2)y75) U1} + med (B,0) +
+ 0y [u(@)r"v| = [0,6u(@)] b7 — &ul@) (u80) V" + B, [iC (@) | — [i,C ()] 5o
—i¢(x) (0,0) 15¥ + 0y [ Ru(2)d" 59| — [0 Ro(@)] 07950 — Ry() (9,0) ¥ = 0. (E.4)
Subtraindo (E.4) de (E.3), teremos
ih0, [(9,10) " — vy (0,)] + 20, [Gu(@)yv] — 20, [€u ()] +
+20, [i(x) st — 20, [iC(2) 5| + 20, [Ru(@)y"yst] — 20, [Ru()pyysep] +
+2[0,6.(2)] "9 + 2[i0,¢ ()] Y59 + 2 [0, Ry ()] ¥y 15 = 0
De forma geral, temos entao que
O [0 (9u00) " — ihpy" (0,0)] = = 2[Buu(@)] 7" — 2 [0,€ ()] Prsti—
= 2[0, Ry()] oy 5. (E.5)

Simetrizando o termo dentro dos colchetes no lado direito, vamos poder escrever o tensor

energia-momento simétrico, 6", sob a forma
O {ih [§ (40, + 0"y, =410, — 0" ) ¥|} = — 4[0,8u ()] Pryy—
— 4i [0, ()] s p—
— 4 [0, Ry ()] ¥y 5. (E-6)

Para averiguar a licitude do processo de simetrizacao que nos levou ao resultado (E.6), é

)
)

necessario um desenvolvimento em detalhes do lado esquerdo de (E.6) de forma a certificar se

este lado se iguala ao direito. Dito isso, seguimos calculando esta parcela,
Ou {ih [ (v, + 0"y, — 410, — 0",) v|} = ihd, [(0"0) ya> — P (0")] +
+ihd, [(90) v — oy (9,0)]
= ihdy, [(0") b — ¥y (0"9)] —
= 2[0,& ()] "~
— 20 [0,¢(x)] st—
= 2[0, R ()] 97159 (E.7)

~—_ ~—
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Resta agora trabalhar o termo

i, [(0"0) b =y (0"9)] = ih (T0) = i (940) 3, (D) -
— i (9,0) 7 (9") — iRy, (B)
= ih () 4 — ihigpry, (Qv) . (E.8)

Para construir os termos acompanhados do operado d’Alambertiano, prosseguimos, em primeiro

lugar, multiplicando o lado esquerdo de (E.1) pelo operador

(ihy" O + me — §u(2)7" —iC(2)75 — RaY™s) -
Assim, vamos ter que
i O+ e = &)y = iC(a)1s — Rey™ys| |10, = me = €u(e)y" = iC(a)y—
—Ru(x)y"y5|¢ =0.  (E.9)

Que resultarda em

(ih)*" Y (90u1) — (ih) [0 ()] Y9 — (ih) [104C ()] 7 v5t) — (ih) [Ox Ryu(2)] 7 50—
M + 6, ()€, (2)7" " — C(2)1h — R(2) Ryu(2)y v —

— (ih)&u ()" " (0:¥) — (iR)Eu(x)y" v (Out)) —

— (1h) Ry (2)y" 5 (0ut) + (iR) Rio(2) " "5 (Oup) +

+ & () Ryu(2)y ' y59 — Re(2)€u(2)7" v y5¢) = 0,

simetrizando,

(20 [ (Buut) + €0l — Rale) Rue)] — mes — (-

— (ih) [0x&u ()] v b — (ih) [10.((2)] Y v510 — (ih) [0 Ry (2)] Y5y 510 —
— (1h) & (@)Y " (0x1p) — (ih)Ex ()Y ¥ (D)) —
— (ih) R ()y" "5 (Ocy) + (ih) R ()Y "5 (0u9)) +

@By (T g0 - Rt (TS s =0,

ou ainda,

(ih)* (o) — m*c + & (x) — ¢*x — R*(x)—
— (ih) [0:8,(2)] vy — (ih) [10:C(2)] Y 159 — (ih) [0 Ry ()] vy v50—
= (th)&u ()" " (0:1) — (ih)Eu(2)y v (9u¥) —
— (R Ryu(2)7"v"v5 (Ox¥) + (i) Ryo(x)" "5 (Outp) = 0.
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Entao, teremos que

m2c? 2(x) — E(x R%(x
+ ¢*( )(ﬂ;( ) + () ot
+ [0x&u(2)] VY + [10:C(2)] Y v5% + [0 Ru(@)] vy 50+
+ §u ()7 M (Oxt) + (@)™ (Ou2b) +
+ Ru(2)7" 75 (0ah) — Ri(2)y" v 75 (Ou)) - (E.10)

(ih) (L) =

Dum procedimento analogo, multiplicamos a direita de (E.2) pelo operador
(ihfynén —mc + £n<x)7H + ZC('T)%‘) + RHVHVE)) .
De tal forma, teremos

0 z'hy”é# + me+ &, (x)v" +i¢(z)ys + R#(a:)y”%} {z’hfy“??,i —me + & ()" + i (x)ys+

RH7H75 =0.
(E.11)

Que a partir de manipulagoes parecidas com as do caso anterior, nos leva a escrever

(ih)? (000 ) YY" + (ih) [0 ()] 7" + (ih) [0xC ()] V757" + (ih) [0 Ru()] "5~
—m?c* — C(x) + € ()& (@)Y — Ryu(w) Ry(a) Py "+

+ (i0)Eu(w) (Deth) YY" + (D) () (9)) 77"~

— (ih)Ry(x) (00 ) 7"y + (ih) Ru(x) (0u00) 47" y5—

— Ry ()84 (2)07"y" 5 + £ () Ri (€))7 75 = 0,

Trabalhando termo a termos como antes, teremos que

1 (OF) = g [P Cl) ~ @) + R(@)]
(i) (T0) = [ ) ]

— [0:8u ()] Y7y = [10,C(2)] 157" — [Ox Ry ()] oy 57" —
- gu(l’) (8»;%[_’) 7“’75 - 5/@(37) (a,u,lvz> /Y'u’yﬁ_l_
+ Ry(2) (0680) 77" 5 — Ru() (0,80) vy (E.12)

Como estamos interessados em computar a equacao (E.8), calculamos a parcela

ih (EI@E) YV — il (L),
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o0 que, a partir dos resultado (E.10) e (E.12), resultarda em
(

1
~ lmQCQ + () (;52(:;;) iRl x)] (Pt = Pw) —
— [0cEu(2)] DAY ) = (106 ()] Y57 ) — [On Ry ()] 7 57 00—
— [0u&0 ()] 1A ' = [i0aC(@)] Py Y58 — [0 Ry ()] Py v y510—
= &u(x) (0u8) V'Y 1t — Eu(@) (048) VY Wt — &)™y (D)) —
— & (@) (0,0) + Ru(®) (0:0) "V 5t — Ru() (0,80) vy 35700~
— Ru(2)77" "5 (0x10) + Ruc() 7™y (81))

com algumas simplificacoes 6bvias, temos

= — [07¢"(@)] % [ Ol — 2i80) + (o — 2i8e) Y] =
— 21 [10"C ()] Y590~
— [0 R*(@)] Y [ (o — 208 0) + (o — 2i8) Y] V58—
= &u(@) (0u®) VY"1t — &u(@) (0u8) VY Wt — &)™y (1)) —
— &) " (9) +
+ Ry(2) (060) 77" 15708 — Ri(@) (9u00) 7" 57t — Ru(2) 7775 (Dth) +
+ R (@), 75 (9u¢0)

assim, podemos identifica que

Parte que precisamos, o restante deve se anular.
= —2[0,8u(2)] Y7 — 20 [0,¢ ()] Y5t — 2 [0, Ryu()] " 59 +
+ 2 [0°€M(2)] © (YuBw + DoY) ¥ + 20 [0°RH ()] ¥ (1D + o) 159
— () (060) YY"t — &xl(@) (9u80) V'Y Wb — &u(2) Py " (Bh) —
= &u(@) 1"y (D)) +
+ Ry(@) (0:0) 771578 = Ral@) (0480 ) v 1570 = Ru@)th17"7"*75 (910 +
+ Ro(2)7 "5 (0u1)) -

Para seguir, escrevemos a parcela acima sob a forma

)
)

Parte que precisamos, o restante deve se anular.
= —2 [aug,u(x)] QL'V”¢ —2i[0,((z)] 15'75@& —2 [auRu(I)] @7”75@& +
+ 20 (07" ()] (3 Dm0 + Bowtu) © + 20 [0 R ()]0 (Yu S + Zowp) V59
+T+ W, (E.13)

e mantemos em mente que de forma geral

1 . o
VaBew = 5 DV = T Voo + 107" 5)

1 . o
El/r{’yu =3 (nnuﬁ)ﬁ/ - 771/#7& + Zgwi/w"}/ ’75) .

2
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Trabalhando o pentltimo termo de (E.13), vamos ter

T = = &u(x) (0u) V" o—
— &) (90) Yy b~
= Eu ()" (O)) —
— &u(@) ™" (Ou1))

= — " (0,0) yuth + 20 (0°9) 7 Suto—
— &, (0°9) Y0 + 206" (0"9) 7, St
— £ (D) + 20" YTy (0%9) —
— &Y (8u)) + 20 P E e, (D))

= — & (0)) Yt — 20 (076") P Bth — 2087, Sy (9") + 200" (£, Suth) —
— &, (0M0) Yt — & (0°0) 1t + & (00) 4" — i2umio €™ (0°0) AT y5th—
— £ (By00) — 20 (9°€") Pyt — 20€" (079) Tyuyuth + 200" (6" 0nyith) —
— &Y (0u) = Euty (8"9) + £ (01) — i€ 0mpol by 5 (0"1))

= — & (0u) Wt — 20 (076") Py St + &by (97) — &by (0°0) +
+ i &Y 75 (070) + 200" (§'07, St ) —
= & (0"9) Yt — & (0"0) 1t + & (B8) VY — iEumiot” (9"9) 7 1500~
— &Y (D)) — 20 (9°€") PTueuth + & (9°9) wtp — & (7)ot
+ i€umpurt (7)1 51 + 200" (£ S7uth) —
— &Y (Ou0) — Euty (9"9) + €07 (D1) — i€umuol ™7 s (8"9))

= — 20[0°¢" (@))% (1S + Do) ¥ — 26,0 (7)) + 200" (0 T0nth) +
+2i0" (£, St

= —2i [0°€"(2)] ¥ (1S + Dowt) ¥ — 26,0 (b)) — 207 (&bt + 207 (& 00mmtt)

Portanto,

T = =2i [0°€¢" ()] Y (1S + Suwv) ¥ — 20, (8" P70) +2(0,8) ($"0) - (E.14)
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Trabalhando agora o tltimo termo em (E.13), vamos ter

W = + Ry(2) (0c8) v y5 )
«(2) (0u00) V'Y 57080

— Ry (2)y7"v" 5 (0:)

R ()07 75 (1))

= = R*(0,0) 35t — 20 (0" R") 7, St + Ruthy7s (9°0) — Rytbyays (07) +
+ i€ s R (9) + 200° (R0, S 5t)) +
Ry (0"9) 335 + Ru (9"0) 1950 — R (0,8) VY58 + i€ umo R” (010) 70—
— R (D750) — 20 (9" R*) US0emusth + R (9°0) 17510 = Ry (97°0) 50+
+ iEumuo (070) 77 + 20" (RMYS,wyabys ) +
+ Ry 5 (0u0) + Rt yys (9"9) — Ry (0u0) + 0o 77 (9"9)

= = 2i[0"R* ()] (1T + Suwt) 158 = 2R, ($7"950) + 2R, 0" (d1s) +
+ 20 RUO" (0770) + 200" (RASywythys ) + 200" (R, 7570

= =2 [0"R"(@)] & (uZw + Sowv) 150 — 2R,y (V7" 500) + 2R, 0" (75) +
+ 21w RO" (V779))
— (0uR") $50 — REO, ($77959) + (0°R,) 75 + R0 (9:75) —
— i€ v (0 R) Y70 — i€ o RA O™ (V770
— (OxR") Py ysth — R0y (7,750 ) + (0" Ry) b5t + R0 (9y59)) —
— i€y (0" R!) Y70 — o RAO™ (v770)) .

Portanto,

W= — 2 [0"R"(2)] Y (7,800 + SuwVu) 1590 — 2R,.0, (1/;7”751/1) + 20" (Ryzﬁvmw) -
— 2(0pR") 759 + i€ v (RFO" — RPO™) (9770 . (E.15)
Entéo, finalmente, levando os resultados (E.14) e (E.15) em (E.13), teremos

Parte que precisamos.

= —2[0,&u (@) vy — 20 [0,((x)] st — 2 [0, Ru()] ¥y v51)

Parte que vem de T.

— 20, (£"V71) +2(9,6) (V10

Parte que vem de W.

- 2Ruau (&7“751#) + 28% (Rul/_}%@’%d}) -2 (anRH> 12'71/751# + ig;mua (Rna,u - Rﬂaﬁ) (1/_}701#)
(E.16)
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Assim, fica mostrado que o processo de simetrizagdo nao ¢é valido.
E.2 Caso da equagao de com derivada modificada
« Proveniente da equacao de Dirac livre:
Partindo das equacoes de campo
—7 0y — ihRe(§)y'0; — me — B {&Jm(f(m))}y =0 (E.17)
e
§ 124, — ifRe(€)y Dy + me + {@Im({(x))}y 0. (E.18)
Proponho reescrever estas equagoes sob a forma
- h ;
{zhfy“ﬁu —me = [&Im(f(:c)) ’yl} =0 (E.19)
e
(AT - h ;
ih (Qﬂb) A+ {mc + 3 [dlm(g(x))]v } = 0. (E.20)
Isso considerando que

Entao, para construir o tensor energia momento comeg¢o multiplicando a equacao (E.19) a

esquerda pelo fator (8,,15). Ou seja,

ih (0,0) " (0,00) — me (9,0) ¢ — Z[@-Im(g(m)) (0,0) 7' = 0. (E.22)
Explicitando uma quadri-divergéncia em 5,“ teremos
ihdy, [(9,0) 0| = it [(9,0,0) ¥ 0] = me (9,0) v — ’;[ailm(ax)) (90) 7w =0,
ihéu [(@@Z) ’y“w} + {0V lzﬁ (mc + Z(@Jm(f(:v)))'ylﬂ } Y — me <8VQL> P—
-2 (0mm(e@)) (0.6) v =0
Portanto,
ihd, [(0,0) v"v] + Z[&,@-Im(ﬁ(w))}wyiw = 0. (E.23)
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Agora multiplicando a direita da equacao (E.20) pelo fator (9,v), teremos

(AT - h =

ih (2,0) 7 0u) + dme 0,0) + 5 |am(g(w) | 1" (@) = 0. (E.24)
Explicitando uma quadri-divergéncia em 5;“ teremos

ihdy, |7 (0,0)] — iy (0,0,00) + dme (D,40) + Z [ailm(ax)) V7 (D) =0,

ihd, [ (0.0)] — ¢ {ay ch + Z(ailm(f(x))>vi> w] } + dme (0,0) +
+3 [otm(e)] i @) = 0.
Portanto,
ihd), [0y (0,0)] — Z[@V&Im(g(x))]wviw 0. (E.25)
Calculando agora a equacao E.23 menos a equacio (E.25), vamos ter que
ihd, [(0,0) 7 — 0y (0,0)] = =1 [0,0,Im(&(x) )] . (E.26)
Explicitando a soma em g, temos que o lado direito deste resultado toma a forma
O [(00) 7" = 67" (08)] = 0 [(08) "0 — 7" (D,0)]
—Re(€)d: [(8,0) v — v (B)]
=00 [(0,0) Y% — 1" (D) —
— 0 [(9,0) Re(§)y' — ¥Re(€)7' (0,)]
=0, [(0,0) 70 — ¥3" (0,)] . (E.27)

Em que da passagem da primeira pra segunda linha uso fato de que Re(&) é uma constante real

e adoto a prescri¢ao

= (7", Re(€)7'). (E.28)
Sendo assim, posso escrever
im0, [(0,0) 3 — 03" (0,0)] = =1 [0,0,Im(&(x) )] dr'v. (1.29)
Como estamos a considerar que
i0im(&(x)) = i, (E.30)

podemos escrever

ihd, [(0,0) 70 — V3" (0,)] = —h (B,8:) by (E.31)
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» Proveniente da equacao de Dirac com acoplamento minimo:
Multiplicando & esquerda de (5.40) pelo fator (8,/@), teremos

ih (0,0) 7 (8,) — me (:5) 6 — o (tm(6()) ) (0) 7' — e (0,0) v = 0. (B.32)

Explicitando a quadri-divergéncia em p e fazendo manipulagdes parecidas com as anteriores,

teremos
ihéu [(&,QZ) ’y“?ﬁ} + {81, l@ (mc + Z(@-Im (5(95))) + qefl#'y“ﬂ } P — me (6,,15) h—
-2 omm () (00) 7' — e, (0,8) 0 = 0.

3 o h - T\ T
i, [(0,5) 1] + 5 (a,,ailm (f(x)))w’y b+ qe (8,4,) iy = 0. (E.33)
Agora multiplicando a direita de (5.41) pelo fator (09,1), teremos que
(AT - h - i
ih (80) 7" (0,0) + mei (9,6) + 5 (ailm(g@)))m (0,0) + qeA " (9,0) = 0. (E34)
Mais uma vez explicitando, como antes, a quadri-divergéncia em u, poderemos escrever

i, [57" (9,4)] - ¢ {ay ch + Z(mm () )i+ qefl,ﬁ“> @z)] } +med (0,8) +
h

+ 3 (00 (@) )07 0,) + ge A (2u) =0,
it [0 (0,0)] — & (0,00m(6() ) — ae (0, A,) by =0. (B3
Subtraindo (E.33) menos (E.35), vem que
i, [(00) 7" — 7" (0,0)] = —h[0,00m(&(@)) | 7' — 2qe (0,4,) by, (E.30)
Trabalhando o lado esquerdo teremos, explicitando a soma em g,
O [(0,0) ¥ = 07" (B,0)] = 0o [(9u00) "% — ¥7° (D0)] —
— Re(€)0; [(0,8) 7w — vy (0,)]

=0 [(00) 2% — 97" (O] -
— 0: [(0,9) Re(€)7'v — ¥Re(€)y (9)]
= 0, [(90) 30 — 3" (0,0)] . (E.37)
Levando o resultado (E.37) em (E.36), poderemos escrever

ihd, [(0.0) "0 = 3" (9,0)] = ~h[0,00m(E(0)) | vr'e — 2ge (0,4,) vt (E38)
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o Proveniente das equagoes de Maxwell:

Tomando a equacao (5.48) e multiplicando-a pela esquerda por F,,, teremos
(0uF"™) Fyp — poJ" Fyp = 0,
0u (F"™E,,) — F" (9,F,,) — NOjVFVp =0,
Ou (F"™E,p) — F* (=0, Fy — 0,F ) — NOJVFVP =0,
0, (F"E,) + 0, (1FWF,W> 40, (FE,) — (0,F") F,y — o' F,, = 0,

0u (FYEyy) + 0, (SF B ) + 0, (FRE,) = (™) Eyy = " Fp =0,

O (2F™FE,,) + 0, (25ﬂPFQBF0‘5> - :uoj“Fup - NOjVFVp = 0.

Portanto,

Oy <1F“O‘Fw + 15“VF“5Faﬁ> = J*F,, = —J"F
o 4110
—2J%(0,As)
—2(0,40) J° +2(0,4;) J
— 2ge (9, A0) V7" + 2Re()ge (9, 4;) Py
= —2ge (0,Aq) b0 (E.39)

Ou seja,

1 N ~
8, ( FreE,, + i(s“ FePF, ) = J*F,, = —2qge (8,,Aa) VY. (E.40)
Ho 410

o Tensor energia-momento total:

Dos resultados acima, podemos ver que o tltimo termo do lado esquerdo da equagao (E.38)
¢ exatamente igual ao resultado que obtivemos para o tensor energia-momento eletromagnético

na equagao (E.40). Sendo assim, podemos escrever a equacao (E.38) sob a forma

ihd,, [(9,0) 30 — A" (D) = — R [D,0m (&(@))] v+

1 1
+ 9, MO, + —0" FPF, ) : E.41
<M0 4o ’ (E.41)
Entao, portanto, temos

3, lm( O 0) A — kb (D) — FWFCW — 4705“ FaﬁFaﬁ] = —1 [0,0,1m({(2))| by,

(E.42)
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Como estamos a considerar que
ioim (¢(x)) = i, (E.43)

podemos escrever

_ _ 1 1 _
d, lm (0,0) 30 — by (D) — %FWFCW - 4%5“1,F°‘5FQB] = —h(8,5;) vy'p.  (E.44)
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Solucoes da equacao de Dirac modificada com

F.1 Solucoes de energias positivas no referencial do laboratoério

Para a obtermos as solugoes de energia positiva para a equagao de Dirac estendida no

referencial do laboratoério, assumimos solu¢gdo em ondas planas do tipo

s Ug (P, £s y

Y(x, £5) = u(P)e " Pur"/h = ( ) e 1 nat /R (F.1)
up( P, £s)

Onde (2, +s) é um espinor no espago dos momenta que descrevendo um férmion no referéncia

do laboratério com projecao de spin £s. Estamos considerando o quadri-momento &, tomando

a forma das prescri¢oes da igualdade (4.8) e (4.9) da seguinte forma:

P, = <f —3%) . (F.2)
Lembrando que
& = *e, (F.3)
considerando que
€= C\/@? +m2c? — (2, (F.4)

vamos considerar que a proposta de solu¢ao dada pela equacao (F.1) esta vinculada com o

espectro de energias positivas, isto é, & = +-«.

Entao, considerando que essa proposta geral é solugao de

(thy"0,, — mc —iCvys) Y (z, £s) =0, (F.5)
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podemos ver que retomamos, sem maiores problemas, a equagao (3.6), que descreve a equagao de
Dirac estendida que estamos considerando no espago dos momenta. Ou seja, de fato ¥(Z2, +s)
é solugao da equagao (3.6). Sob essa perspectiva, calculando as derivadas da equagao (F.5),

podemos escrever
(é”vo — P —me® — iCC’Y{,) u(P,+s) =0. (F.6)
O que equivale a
1 0 (0 o 10 01 o2, £
€ —cZ; 7 —me? —icC ta(Z,28)) 0, (F.7)
0 -1 —o' 0 01 10 up( P, £s)

em que estamos considerando a representacao de Dirac para as matrizes gama. Este resultado

se reduz de tal forma que devemos satisfazer

(5 - ch) (P, £s) = (cgziai + @c{) up( P, £s) (F.8)

(8 + m62> up( P, +s) = (cﬁiai — ic() U (P, +s). (F.9)
Entao, teremos que
(ngiai — ZCC)
(e + me?)

up( P, £s) = ua(2, £s). (F.10)
e Solucgao de spin up

Assim como no caso da equacao de Dirac usual, para construir a solucao de spin up, tomamos

Ug( P, +s) = (;) ,

up( P, +5) = —- (%_K %_i%> (;) (F.11)

£ + mc? ﬁl—i‘iﬁg —353—2(

de forma que

e assim, teremos que

. & gz?, - ZC
(P, +s) =~y (971 | Z@) . (F.12)

Com isso, teremos que a solugdo para uma particula com spin up no referencial do laboratorio

sera

0
W@, +s) =N, | <(Fs-i) | (F.13)

€+ mc?
C (gjl + ZegiQ)

€ + mc?

Onde N, é um coeficiente de normalizagdo a ser determinada.
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e Solugao de spin down

Ja no caso solugao de spin down, tomamos

de forma que

w (32 —8) _ C gz?,—l.c jl—igzg 0 (F 14)
b ’ 5+m02 gil—l-lﬁg —gﬁg—lg 1 ’ '

e entao, teremos que

up(Z, —s) = ‘ ﬁl: iZ . (F.15)
' e+mer \ —P5 — i

Sendo assim, a solu¢do para uma particula com spin down no referencial do laboratério sera

0
1
W, —s) =N | c(Z—i%) | (F.16)
€ + mc?
—C (ﬁg +Z<)

€ + mc?

Onde N_ é outro um coeficiente de normalizagao a ser determinado.

F.1.1 Condicao de normalizagao para as solugoes de energias positivas

« Para o caso do spin up, vamos ter que

W( P, 4+8)u( P, +5) = ul (P, +5)yu(P, +5) =

1
0
e (1 ) c(Fatic) c(%—i%)) L e(@-i)
& 4 mc? € +mc? T et mez
C(ﬁl +Zﬁ2>
& + mc?
— N2 1 — 02 ‘@;2 +C2
- (e + mec2)?
e (b me - AP )
T (e +me2) (& + mc?)
2 2
_ e 2melEdme) (F.17)

(e +mc?) (e + mc?)
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le +mc?
N,y =\ ——. F.1
* 2mc? (F.18)

Isso se reflete em uf (2, +s)u(2, +s) de forma que

Portanto,

0
2 c( Py +i (P —iP 7] .
(P, 4s)u( P, +s) = T (1,0, (7 f), (# § 2>) (- i)
2me & + mc €+ mc -+ me2
C(ﬁl —f—Z@g)
£ + mc?
_e+mc? L P21 [+ mA)E
 2me? (e + mc2)2 T 2me? € + mc?
€
= —. F.19
mc? ( )
« Para o caso do spin down, vamos ter que
WP, —s)u(P,—s) = ul (P, —s)yu(P, —s) =
0
- - . 1
_ NE (O, L c (@1 + Z<2@2)7 —C (93 —ZZC)) - c (ﬁl _ Zg%)
€+ mc €+ mc - +qmc2
£ + mc?
52 2
= N2 1—0279i + 5
(€ 4+ mc?)

(€ +mc?)? — A(PF + (?)

A2
=N (& + mc?)(e + mc?)

2 2 2
_ oy dmeledme) (F.20)
(e +mc?)(e + mc?)

le + mc?

Portanto,
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O que se reflete em uf (2, —s)u(Z, —s) de tal maneira que
0
1
2 (P +iP —cﬁ—ig 7 B
(2 sy, —s) = 2 (o0 A TIT) (P ) | (5 ish)
2mc? €+ mc? €+ mc? = T me2
(P4 10)
€ + mc?
_e+mc? - P21 [2e+med)e
- 2me? (e + mCZ)2 © 2me? € + mc?
€
= —. F.22
p— (F.22)
Entao, de forma geral, podemos escrever
ﬁ(gz, :ES)U(@, :|:S/> = 5is,is’ <F23)
NP, 45\ u( P, +5) = ——6 + 5, +5'). F.24
WP £o)u( P, £5) = i 5, ) )

F.2 Solucoes de energias negativas no referencial do laboratoério

No caso de solugoes para energia negativa, devemos partir da equacao (F.6) com a

imposicao de energia negativa, ou seja
& = —¢.
O que nos leva a seguinte equagao de Dirac:
(—6’70 — cﬁwi —mce® — icC%) v(P,+s) = 0.
Explicitando agora as matrizes, teremos
1 0 (0 o 10 01 Vo (P, £s
[5 (0 _1) v, (_ 0) b me? (O 1) viet (1 0)] (E,@ ii) “o,
0 que nos leva a

(5 + ch) u (2, +s) = — (cﬁioi + icC) up( P, £s)

(5 — mcz) up( P, £s) = — (cﬁioi — ZCC) ua(2, £s).
Entao podemos escrever

—C (ﬁzgz + ZC)

va( P, 5) = (g + mc?)

up( P, +£s).

(F.25)

(F.26)

(F.27)

(F.28)

(F.29)

(F.30)
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e Solugao de spin up

Para construir a solugao de spin up, tomamos

(P, +s) = ((1)) ,

“e e+m \ P +iPy, —Py+ic) \0)’ '

de forma que

e assim, teremos que
v Pots) = ( 7 fzﬁ) . (F.32)
e+ mes \ P, + 1P,

Entao, teremos que a solu¢ao para uma particula com spin up no referencial do laboratorio sera
(P4 iC)
£ + mc?

—c (9’71 + zﬁ%)
€ + mc?

1
0

WP, +s) = N, (F.33)

Onde N, é, novamente, um coeficiente de normalizacdo a ser determinado.
e Solugao de spin down

Ja no caso solugao de spin down, tomamos

de forma que
Va( P, —s) = —— ( 1@3 i gzl: i%) (O) : (F.34)
et+me* \ P +1Yy —P35+iC 1
e assim, teremos que
(P, —s) = ——C (‘%f"‘%) | (F.35)
E+me2 \ — Py +i(
Assim, a solugdo para uma particula com spin down no referencial do laboratério sera
—c (351 — Zﬁg)
€ + mc?
(- i)
€ + mc?
0
1

(AP, —s) = N_ (F.36)

Com N_ sendo o coeficiente de normalizacao a ser determinado.
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F.2.1 Condigao de normalizagao para as solugoes de energias negativas

o Para o caso do spin up, vamos ter que

(P, +5)v( P, +5) = VI (P, 4+8) (P, +5) =

—c(@;;—i—z’()
€ + mc?
—N2 —C(c@g—lg) _6(1@1—"_26@2) 1.0 _C(@1+Zt@2)
ST E+mc? e+mez2 7 o € + mc?
1
0
:N2 [CQ ‘@12—'—{2 . ‘|
L (e +me2)?

PP ) — (Emep?
T (e 4+ me) (& + me?)

—2mc*(& + mc?)
= N? = -1 F.
(e +me?) (e + me?) (F-37)

le +mc?

Isso se reflete em v'( 2, +5)v(Z2, +s) de maneira que

Entao, portanto,

—C (93 +’LC)
€ + mc?
2 /_ _iny ; —c (P +1P)
i _ et me c(P5—i¢) —c (P +1iP) | c (P 2
V(P +8)u(P, +) 2mc? ( E+me: T e+me2 0 € 4+ mc?
1
0
£ + mc? y PE+(? 1 [2(&+m*)&
= (1 +¢ 5| = 5 5
2me (e +mc?) 2mce e+ mc
£
pu— E—— F.
mc? (F.39)

e J4 no caso de spin down, vamos ter que
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(P, —s)(P,—s) = v (P, —s)yv(P, —s5) =

—C(@l —L@g)
£ + mc?
o [P HiPy) —c(—P3— () —c(=5 +i()
_N_< e+me2 7 e+ mc? L]0 € + mc?
0
1
_ [CQW _ 1]
L (& 4+ me2)?

NP+ ¢P) — (e me?)?

— N2&
(& + mc?)(e + mc?)

-9 2 2
_yp TZmeledme) (F.40)
(e + mc?)(e + mc?)

le +mc?

Isso se reflete em (2, —s)v(Z, —s) de modo que

Temos assim que

—c(,@l—igz2>
€ + mc?
2 [~ ' —c(—P5 —i —c (=P +1i()
; B .y Etme c(P1+1P) —c(—P5—1iC) c(=P3
VI, =s)u(P, —s) 2mc? ( e+me2 T e+ mce? 0,1 £ + mc?
0
1
e + mc? , P42 1 [2(e +mc?)e
= - |1+c 5| = 5 5
2mc (g + ch) 2mc €+ mc
€

Assim, tanto v,v_, quanto viv,, respeitam uma relagdo de ortogonalidade bem definida, pois

—C(gzl—i@ﬁ
€ + mc?
. e+me [ —c(Ps—i) —c(P)+iDP,) —c (=P +i()
(P, +s)v(P,—s) = o2 ( Erm® ' exme ;1,0 e+ me2
0
1

2m

| [@3 —iQ) (1 —iPa) + (=P i) (P —i%] —0 (F.43)
e + mc? '
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e
—C(gl - Z:@Q)
( . ) ( . . ) € + mc?
2 [—c(P3—iC) —c(P1+1P —c (=P34 Q)
t o€ + mc c 3 1 2 1 3
V(P +s)u(P, =5) 2mc? ( E+me2 T e+mez 0 €+ mc?
0
1
_ 1 [(Fs—iQ) (P —iP0) + (= P53 +iC) (P — iP) _o. (Fd)
2m £ + mc? ' '
Entao, de forma geral, podemos escrever
’l_)(ﬁ, iS)U(;@, j:sl) = 6:|:s,:i:s’ (F45>
(P, £8)0( P, £8) = —— 54y s (F.46)

mc?
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Solugao da equagao de Dirac modificada (5.59)

para o segundo caso de f(z)

Neste caso temos que

flz) = ie—z%, (G.1)

+o z

Figura 3 — Gréfico do segundo caso de f(z).

A proposta é analisar os efeitos de f(z) sobre uma particula fermiénica numa regiao em
torno de z = 0. Para valores de z que se afastam de zero, dizemos que f(z) toma valores triviais.
Nesse sentido, propomos, para o caso acima, que f(z) estd confinada na regido —o < z < o em
torno de zero, conforme ilustrado na Figura 3. A forma de f(z) neste intervalo —o < z < o em

torno de zero é dada pela expansao em série de Taylor de f(z) em primeira ordem. Ou seja,

df (2)

d*f(z) 2
f(z) = f(0) + i | - | 2
fO Ze—z2/4a (22 _ 20.) 6—22/40' ) f() 2
= 1— . . = 1——1. 2
Vo [ 200 |, i 402 0 - Vo 20 (G.2)
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De forma que estaremos a considerar uma situacao em que
1—— —0 <z <o
flo) = L0 0 L ) mg T 20 ) | (G.3)

" 0 |z >0

Para determinar as solugoes de spin up e down, na situacdo em que temos f(z) dado

por (G.3), é necessario solucionar as equagoes diferencias (5.74) e (5.75), respectivamente. Mas

como essas equacgoes diferencias sao idénticas, vamos trabalhar para encontrar a fungao solugao

X(2) = xu(2) = xa(2) que deve satisfazer tanto (5.74), quanto (5.75).

 Solucao na regiao |z| > o:

Nessa regiao, f(z) = 0. Sendo assim, as equagoes deferenciais (5.74) e (5.75) tomam a forma de

{c2h2Re(£)28f + E? - mzcﬂ X(z) =0.

Ou ainda,
(02 +a)x(2) =0,
com
E? —m2c
~ C2h2Re(£)?

Portanto, se E? —m?c* > 0, teremos
X(z) = CLeV 4 Che~Vaz,
Agora se se E? — m?c* < 0, teremos

X(z) = C’{e\/mZ + C’ée_\/mz.
« Solucdo na regiao —o < z < o

Nesta regiao, em torno de z = 0, temos que

df (z) _
dz ~ 0.

Nestes moldes, a equagao deferencial (5.72) toma a forma

; 2h2
212Re(£)262 — ic
erRolea -

Que é entao igual a, usando os resultados da forma (G.3),

fo

ic?h?

[C2ﬁ2Re(£)283 - Re(¢) (— N /2> + E? — m2c4] (z) = 0.

Re(§) [cff(z)} + E? — m204] x(z) =0.

(G.4)

(G.5)

(G.6)

(G.10)
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Ou ainda,
(92 +ib+a)x(2) =0. (G.11)
Em que
B2 _ 2
== 12
¢ 2RRe(6)’ (G-12)
Jo
b= . 1
2\/mRe(§)o3/? (G.13)

Entao, temos como solucao geral para E* — m?c* > 0
X(Z) — 036i\/a+ibz + C4€—i\/a+ibz‘ (G.14)
Para E? — m?c' < 0

X(z) = CheVlal=itz 4 Ol Vlal=ibz, (G.15)

G.1 Explorando as condigoes de contorno para solugoes com E? — m?*c? < 0

Nesta situagao temos que a = —|a|. Dos resultados (G.15) e (G.8), temos que as solugoes
gerais sao
X1(z) = 016\/‘72 + C'ze_\/mz para z < —0,
X(2) = { xa(z) = CyeVlel=% 1 yeViel=% para — 6 <z <o, (G.16)
X3(2) = 056\/‘72 + Cﬁe_mz para z > 0.
Em z = —o00, x1(2) deve ser igual a zero. Portanto,
X1(—o00) = Cre” laloo 4 CheVia® = = (G.17)

Ja em z = 00, x3(2) deve ser igual a zero. Portanto,
)23(00) = 056\/moo + 066_ |ajoo =0= <G18)

Por razdes de continuidade, temos que em z = —o deva haver uma igualdade entre y;(z) e

X2(2). Sendo assim, vem que

)21(—0) = 016_ lalo = 036_ v jal—ibo + 046 v || —dbo = )N(Q(—U). (G19>

Também temos que garantir a igualdade das derivadas de x1(z) e Y2(2) em z = —0. Ou seja,
dxi(z) —]alo =~ —/lal—ibo : o dX2(2)
| = C1y/|ale Vido — \/|a| — ibCse — \/|a] — ibCyeV == -

(G.20)
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De forma andloga, temos que em z = ¢ deva haver uma igualdade entre y2(2) e x3(z). Entao,
)22(0') = 036 v |a|=ibo + 046_ v lal—ibo = 066_‘(1'0 = )~(3<O'). (GQ].)

Destas condigoes de contorno mostramos que

0 (v/lal +/lal - z’b)e(_ /R
2,/|al — b ’

. (=/lal + y/lal — ) ~ |a|+\/\a|—z'b)ach (G.23)
2\/lal — ib

(G.22)

Cy — o2/l \/mcosh (QW J) + y/|al sinh (QW O’) c. (@.24)
De forma geral, temos entao que
Xi(z) = CyeVel: para z < —0,
X(2) = { Xa2(z) = Cgemz + C’4e_mz para —o < z < 0, (G.25)
X3(z) = Cﬁe_mz para z > 0.

Com as constantes Cs, C3 e (s dadas em termos de C; conforme as expressoes acima.

G.2 A forma das solugoes de spin up e down com E? — m?c* < 0

Nos resta agora obter ((z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a equagao de Dirac

modificada de forma completa. Para isso, retornamos a equagao (5.69),

E h
( + mc> 1¢(z) — (ihRe(f)@z + 2o, f(z>> a.x(2) = 0, (G.26)
c
e isolamos ((z) em fungao de x(z), que ja conhecemos no resultado (G.25) valendo tanto para a
projecao de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que x(z) = xu.(z) = xa(2).

Sendo assim, vamos nos concentrar primeiramente na projecao de spin up que é constituida

por

() = xu(2) (1) , (G.27)

((2) = Cu(2) (;) @ Ca(z) ((1)) : (G.28)

com
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Entao, nos concentramos nas solugdes de spin up, se levamos (G.27) em (G.26), vamos poder

determinar ((z) de tal forma que

(f + mc> Culz) — (the(g)az + Zaz f(z>> Yu(2) = 0. (G.29)
Nessa linha, para z < —o temos que f(z) = 0 e que x,(2) = X1(z). Assim vem que
% heR
G2 =) = 2 1o 50 ).

Portanto,

51(2) ! Me\/‘;z. (G.30)

! E 4+ mc?

Analogamente, para z > o temos que (,(z) = (3(2) em funcio de x,(z) = Xs(2) serd

Gs(z) = —CﬁihCRdW@_ﬁz. (G.31)

E 4+ mc?

Na regido central, —o < z < g, f(z) tem a forma

Assim, (,(2) = Co(2) em funcéo de x,(2) = Y2(2) emerge de

Eo(z) = m (ihRe(ﬁ)@z + Z@f(z)) Xa(2)
= g iR @) + S 01 ae)|
Portanto,
5 . —ihcRe(€) [(\/m + @'bz> CseV la|—ibz <\/m — ibz) Cye™ Vv Ialibz} )
2\2) = E + mc? ' .

Os resultados (G.30), (G.31) e (G.32), que descrevem a projegao de spin up para a parte que

advém ((x) no espinor solugdo, podem ser resumidos de tal forma que

Gy =C MCRG(O\/EG\/\?Z

N =T T e
= ihcRe(§) [(k — ibz) Che™* — (k + ibz) C3e"™?]
G(2) =
E 4+ mc?

para z < —o,

para —o < z < 0,

&) - -0 mcRe(g)\/me_ -

z)=—Cg ara z > 0.
E+ mc? P

(G.33)
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Com
K =/|a] — ib. (G.34)
Sendo assim, a solugao de spin up pode ser escrita sob a forma
Xu(?)
) 0 )
puzt) = (X)) mime e, (G.35)
¢(2) Cu(2)
0
Com y,(2) e (u.(z) sendo dados pelos resultados (G.25) e (G.33), respectivamente.

Para escrever o espinor com projecao de spin down tomamos agora

() = xal2) (‘1)) (G.36)

e lavamos este resultados na equagao (G.26). Lembrando que Xx(z) = xq(z), de procedimentos

analogos aos realizados para o caso de spin up, mostramos que

mc
Cd(x) = —Cu(ﬂf) = 52(2’) = zthe(&) [(ﬁ + szgciemc; (K — sz) Cae” ] para —o <z <o,
(3(2) = C’6W6_mz para z > 0.

(G.37)

Com

Kk =/|a| — ib. (G.38)

A solucgao de spin down pode ser escrita entdao sob a forma

0
Va(z,t) = (E((;)) e Eth = Xdéz) e, (G.39)
Ca(2)

Com xq4(z) e (4(2) sendo dados pelos resultados (G.25) e (G.37), respectivamente.

G.3 Explorando as condi¢oes de contorno para solugoes com E? — m?*c? > 0

Dos resultados (G.15) e (G.7), temos que as solugoes gerais sao

X1(z) = CheVe + Che~ Ve para z < —0,
X(2) = 3 X2(2) = CaeVorz 4 Cuem Vo= para —0 <z <o, (G.40)

X3(z) = Cre™V% + Cge™V* para z > 0.
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A primeira imposigao é de que X(z) se propaga, na regiao z < —o, como uma onda no sentido

crescente de z. Sendo assim,

Cy =0. (G.41)
Exigimos também que (z) seja continua em z = —o. Entao,
N1(—=0) = CuelVo = Cye=Vatits L ¢ eivatile — 5 (_q). (G.42)
Da continuidade da primeira derivada em z = —o vem que
dX;;Z(Z) = —i\/aCyeVe = iva £ ibCse™ Voo _ i\ /a1 ibCyeiVatito — dX;Z(Z)
C(Ga3)

Queremos também x(z) seja continua em z = 0. Ou seja,
)22(0) = Ogei atibo + C4€_i atibo _ 0561'\/60 + 066—1'\/50 = )23(0). (G44)

Ja a continuidade da primeira derivada em z = o exige que

dX;(Z) — /a ¥ ibcgei\/a-i-iba —3 /CL + ibc«4€—i\/a+iba _
Z =0
. . dx
= iv/aCseVe — j\/aCse~ Ve = X;Z(Z) . (G.45)

Dessas condigoes de contorno, mostramos que

—va++va+ib) :
0, = ( va _ )e%(ﬁwm)oc% (G.46)
2va +1ib
a++vVa+1ib) :
Cy = (va . )el(ﬁwm)ﬂc2 7 (G.47)
2vVa+1b
b . .
05: —msm (2V&+Zb U) 02. (G48)
. 2v/av/a + ibcos (2\/a + b O') + (b — 2ia) sin (2\/a + b O')
O = e¥Vao : Cs. (G.49)
2\/av/a + b
Entao, de forma geral, temos como solucao
X1(2) = Che Vo2 para z < —0,
X(2) = A Xa(2) = CaeVor®z 4 Cue™Vorid= para —0 < 2 < 0, (G.50)
X3(2) = CseV* 4 Coe 1V para z > 0.

Com (5, Cy, C5 e Cg sendo dados em termos de Cy como escrevemos acima.
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G.4 A forma das solugdes de spin up e down com E? — m?c* > 0

Como antes, nos resta agora obter ((z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a

equagao de Dirac modificada de forma completa. Para isso, retornamos a equagao (5.69),

E h
( + mc) 1{(z) — (ihRe(@@z + 282f(z)> a.x(z) =0, (G.51)
c
e isolamos ((z) em fungao de x(z), que ja conhecemos no resultado (G.50) valendo tanto para a
projecao de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que x(z) = xu(2) = xa(2).

Sendo assim, vamos nos concentrar primeiramente na projecao de spin up que é constituida

por

X(2) = xu(?) (é) : (G.52)

1 0
or=cia(f)ocr () -

Entao, nos concentramos nas solugoes de spin up, se levamos (G.52) em (G.51), vamos poder

com

determinar ((z) de tal forma que

(f +me) ) - (z’hRe(f)@Z + Zaz f(z)> Yu(2) = 0. (G.50)
Nessa linha, para = < —o temos que f(2) = 0 ¢ que xu(2) = $a(2). Assim vem que
G =G = S 0,5 2.
Portanto,
G(z) = OZWe—W (G.55)

Analogamente, para z > o temos que (,(2) = (3(2) em funcio de x,(z) = Xs(2) serd

Gal(2) = fm (Coe™Ve — Creive) . (G.56)

Na regido central, —o < z < g, f(z) tem a forma

Assim, ,(2) = (2(2) em funcao de x,(z) = ¥2(2) emerge de

~ C
A
. C

- E+me?

(z’hRe(ﬁ)az + zazf (Z)> Xz2(2)

[m%@ﬂ@@@»+§wﬁwnn@ﬂ.
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Portanto,

; heRe(€) | (Va —ib — bz) Chue™Va=P — (a = ib + bz ) Cye’Vo=2
) (R a2 | S

Os resultados (G.55), (G.56) e (G.57), que descrevem a projecao de spin up para a parte que

advém ((x) no espinor solugdo, podem ser resumidos de tal forma que

Culz) =
~ hCR‘e(g)\/a —iaz
G(z) = sze para z < —0,
- heRe(€) [(va — b — bz) CyeVa=ibz _ (x/a — b+ bz) Cyetva- "bz}
=3 G(2) = para— o < z < 0,
E +mc?
~ _ hCRE(f)\/a —i/az iaz
Gs(z) = B (Cﬁe — Cse ) para z > 0.
(G.58)
Sendo assim, a solugao de spin up pode ser escrita sob a forma
Xu(2)
) 0 )
Yu(z,1) = o e P, (G.59)
¢(2) Cu(2)
0

Com x,(2) e (u(2) sendo dados pelos resultados (G.50) e (G.58), respectivamente. Agora para

escrever o espinor com projecao de spin down tomamos agora
0
X(2) =) | (.60

e lavamos este resultados na equagao (G.51). Lembrando que Xx(z) = x4(2), de procedimentos

analogos aos realizados para o caso de spin up, mostramos que

Ca(z) = —Cu() =
x heRe(§)va i

G(z) = —Cy—(—— E & me? para z < —o,
N heRe(€) [(va —ib+ bz) CyetVa=ibz (x/a —ib — bz) Che “_ibz}
=1 G(2) = para—o < z < 0,
E +mc?
* _ hCR‘e<€>\/5 ivaz —iv/az
Gs(2) = B+ me? <C5e — Cee ) para z > 0.
(G.61)
A solugao de spin down pode ser escrita entao sob a forma
0
ba(z,t) = x(2) p—iBt/h _ Xa(2) o—iBt/h (G.62)
¢(2) 0
Ga(z)

Com xq4(z) e C4(2) sendo dados pelos resultados (G.50) e (G.61), respectivamente.
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