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Resumo

Nesta contribuição, buscamos dar uma contextualização, que parte desde as discussões
mais embrionárias até às mais contemporâneas, sobre a evolução das ideias que permeiam
cenários em que a violação da simetria de Lorentz pode acontecer com base em alguma teoria
mais fundamental. Ao longo do texto, são estudados e discutidos efeitos da violação da simetria
de Lorentz no setor fermiônico. Dois aspectos originais destacam-se na Dissertação: o mixing
fóton-fotino e o cenário em que há uma anisotropia entre o setor espacial e temporal na equação
de Dirac.

Palavras-chave: Violação da Simetria de Lorentz, Supersimetria, Relações de Dispersão
Fotônicas, Relações de Dispersão Fermiônicas.



Abstract

Our effort in this contribution is to provide an overview of developments related to the activity
known as Lorentz Symmetry Violation (LSV). We start off from the very seminal paper by
Paul A. M. Dirac in 1951. Throughout the text, effects of violation of Lorentz symmetry in the
fermionic sector are studied and discussed. Two original aspects stand out in the Dissertation:
the photon-photino mixing and the scenario in which there is an anisotropy between the spatial
and temporal sectors in the Dirac equation.

Keywords: Lorentz Symmetry Violation, Supersymmetry, Photonic Dispersion Relations,
Fermionic Dispersion Relations.
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1

Capítulo 1

Introdução e contextualização

Num primeiro momento, quando se fala de violação da simetria de Lorentz, do inglês
Lorentz Simmetry Violation, ou simplesmente LSV, logo pensamos que nos tornamos propensos
a desmantelar a Relatividade Restrita, o que seria uma espécie de negação das ideias de Einstein.
Mas de certo não é isso o que acontece. A discussão sobre um possível cenário no qual pode
haver LSV se inicia com P. A. M. Dirac, em 1951, num trabalho em que ele apresenta a ideia de
uma nova eletrodinâmica quântica [1]. Nesta ocasião, Dirac questiona se há um éter, e nesse
sentido, segue com a proposição de um vetor de fundo que possui uma direção preferencial
de forma a analisar se tal vetor era capaz de revelar a natureza das divergências nas teorias
quânticas de campo. Essa forma de atacar as divergências, o que parecia um problema à época†,
caracterizava a quebra da simetria de Lorentz pela presença de um éter, o que se assimila
muito como a forma que se propõe cenários de LSV mais recentemente, através da introdução
de anisotropias no espaço-tempo. A partir dai, ainda no mesmo ano, houve uma discussão
envolvendo H. Bondi e T. Gold, não no sentido de rebater as ideias de Dirac, mas no sentido
de mostrar como esse contexto de Dirac também poderia estar ligado com algumas discussões
cosmológicas [3]. Este primeiro período, marca o nascimento da discussão sobre até que ponto,
ou sob quais perspectivas, as simetrias espaço-temporais descritas pela Relatividade Restrita
devem vigorar.

Depois deste período a discussão tem um certo hiato, já que a década de cinquenta do
†Por muito tempo, e em alguns casos ainda hoje, o procedimento da renormalização que implementamos

para extrair resultados físicos finitos em teoria quântica de campos foi visto como uma forma de "varrer a sujeira
para debaixo do tapete". Mas num certo sentido, a renormalização tem um sentido físico mais profundo, porque
é a partir da mesma que construímos o grupo de renormalização e chegamos ao running coupling, que é essencial
para a descrição das interações fortes, por exemplo. Além do mais, G. Scharf, em seu livro "Finite quantum
electrodynamics", calcula correções perturbativas para os processos da QED sem fazer uso de renormalização [2].
Para isso ele usa de resultados da década de setenta para tratar as distribuições singulares e um critério a mais
chamado de critério de causalidade. O mais interessante dessa abordagem, é que em um certo ponto o autor
mostra que os seus resultados coincidem perfeitamente com os resultados obtidos via renormalização. Portanto,
isso indica que o procedimento de renormalização para tratar divergências em teoria quântica de campos é um
direito, se feito de maneira consistente e cuidadosa.
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século passado foi muito devotada às interações fortes e fracas. Foi somente no ano de 1963 que
J. D. Bjorken publica um trabalho com foco na tentativa de buscar uma origem dinâmica para o
campo eletromagnético através da introdução de um modelo de Heisenberg com quatro férmions,
chegando a conclusão de que a partir dessa premissa gera-se um estado de vácuo caracterizado
por um condensado que não é nulo e que se transforma como vetor. Com isso, Bjorken começa
a buscar um eletromagnetismo emergente e faz considerações sobre um possível fóton composto,
com tudo isso ocorrendo num cenário de quebra espontânea da simetria de Lorentz [4]. Logo
em seguida, em 1966, P. R. Phillips discute o Graviton como se o mesmo fosse um bóson de
Goldstone, isso na presença de um vetor de fundo que quebra a simetria de Lorentz [5]. Em 1967,
T. G. Pavlopoulos introduz a quebra da simetria de Lorentz no sentido de aprimorar o trabalho
Bjorken [6]. Também em 1967, L. B. Rédei relaciona a física de partículas com a LSV estudando
o fator g − 2 do múon. Ele o faz considerando que o espaço-tempo possui uma anisotropia que
se revela para distâncias da ordem de 10−16cm, que era o resultado para escala dos decaimentos
fracos à época‡, e argumentando que até então só havia sido verificado a invariância da simetria
de Lorentz para escalas maiores que essa [7]. Estes trabalhos faziam parte de uma busca do
entendimento de possíveis situações nas quais a LSV se fazia presente. Busca essa que emergiu
do impactante resultado da quebra da simetria de paridade nas interações fracas na segunda
metade da década de cinquenta, teoricamente proposta por T.-D. Lee e C.-N. Yang em 1956, e
experimentalmente cacifada pela madame C.-S. Wu e seus colaboradores em 1957 [8, 9]. Então,
dado o fato de que há violação da simetria de paridade e que essa simetria parecia ser um fato
inviolável na natureza, passou-se a questionar se a simetria de Lorentz era um marco tão firme
assim ou se poderíamos, de alguma forma, acessar um regime da natureza em que a simetria de
Lorentz poderia vir a ser violada, e isso justifica a busca deste cenário na década de sessenta.

Já a década de setenta é aberta com a consolidação da cromodinâmica quântica (QCD)
e o trabalho de M. Veltman e G.’tHooft sobre a renormalizabilidade das teorias de Yang-Mills.
Então é dentro deste contexto que a cena da LSV se dá na década de setenta, com um trabalho
de H. B. Nielsen e M. Ninomiya de 1978, onde os autores procuraram estudar a função Beta
de uma teoria de Yang-Mills não covariante, e puderam mostram que o ponto fixo ocorre num
regime em que a simetria de Lorentz é restaurada [10].

Na década de oitenta, a questão central era a Grande Unificação. Neste contexto, nomes
como J. Ellis, M. K. Gaillard, D. V. Nanopoulos, S. Rudaz e, de forma independente destes já
citados, A. Zee, começam a discutir a possibilidade de que o decaimento do próton, que é previsto
pela teoria de Grande Unificação, possa acontecer também com pequenos desvios da simetria de
Lorentz [11,12]. Concomitantemente a estes trabalhos citados, o início da década foi marcado
também pela prova dada, em 1982, da finitude das teorias de Yang-Mills N = 4 em todas as
ordens da expansão perturbativa, mas a demonstração desta prova não era manifestamente
Lorentz covariante. Então, partiu-se para uma discussão para verificar até que ponto se poderia
levar a simetria de Lorentz, discussão essa que foi marca pelo já citado H. B. Nielsen e seus

‡A escala do decaimento fraco hoje, é sabido hoje, que é da ordem de 10−18cm.
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colaboradores [13–15].

O trabalho de Dirac e este período citado, de cerca de vinte anos, marcam a discussão
embrionária a qual a partir da teoria de cordas ganha consistência e vem a culminar nas
discussões sobre a LSV nos dias de hoje. A primeira revolução das cordas acontece em 1984,
e já na era das supercordas que aparece o primeiro trabalho V. A. Kostelecký e S. Samuel de
1989, no qual há, no cenário das cordas abertas, campos tensoriais que podem vir a tomar valor
esperado no vácuo não trivial [16]. Sendo assim, esses campos tensoriais, que se condensam no
vácuo, quebram a simetria de Lorentz. Este é o trabalho que dá partida para a próxima fase da
investigação sobre a LSV, uma fase que agora é mais inspirada na teoria de cordas. Ainda no
mesmo ano de 1989, estes dois autores publicam um outro trabalho em conjunto que coloca
vínculos fenomenológicos da teoria de cordas para o ambiente da quebra da simetria de Lorentz
[17].

O ano de 1990 foi o ano da publicação do famoso e importante trabalho de S. M. Caroll,
G. B. Field e R. Jackiw. Trabalho este que praticamente se tornou o maior ícone da quebra de
simetria de Lorentz [18]. No artigo, Carrol-Field-Jackiw, o simplesmente CFJ, buscam limites
na quebra da simetria de Lorentz usando um modelo topológico, que é uma versão em (1 + 3)D
do modelo de Chern-Simons em (1 + 2)D, descrito pelo termo lagrangiano

L ∼ εµνκλv
µAνF κλ.

Onde Aν e F κλ são o campo do fóton e o Field Stregth eletromagnético, respectivamente, e vµ é
um campo vetorial de fundo que quebra a simetria de Lorentz e altera as equações de Maxwell.
Este modelo de CFJ faz uso de dados astrofísicos para estimar parâmetros da LSV.

Logo em seguida, em 1995, Don Colladay lança o chamado Modelo-Padrão minimamente
estendido, do inglês minimal Standard-Model extension, ou simplesmente minimal SME, na
escola de verão do Center for Spacetime Simmetries da universidade de Indiana (IUCSS). Em
1997 e 1998, nasce o famoso modelo padrão estendido, do inglês Standard-Model extension,
ou de forma mais curta SME, com um par de trabalhos de Don Colladay e V. A. Kostelecký
[19, 20]. O SME tem todas as características do modelo-padrão usual - ou seja, as mesmas
simetrias internas SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1), livre de derivadas de ordem superiores e é também
renormalizável - e da relatividade geral, exceto que a simetria de Lorentz e também a simetria
de conjugação de carga, paridade e inversão temporal (CPT), podem vir a ser violadas. De
certa forma, dentro da visão da escola de Indiana, a simetria de Lorentz permanece válida uma
vez que a teoria se transforma normalmente sob rotações ou boosts se essa transformação é
feita no referencial do laboratório, e essas são ditas transformações de Lorentz do observador
ou passiva. A LSV aparece apenas quando os campos que descrevem as partículas são girados
ou aumentados em relação ao valor esperados de tensores que descrevem o estado de vácuo, o
que consiste no que se convencionou chamar de transformações de Lorentz de partículas, ou
ativa. Dentre as várias abordagens contemporâneas para a investigação da LSV, o SME é o
quadro teórico mais difundido para se estudar em múltiplas frentes a fenomenologia da LSV.
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O modelo de CFJ e o SME abrem novas janelas de exploração e nos dão a perspectiva de que
há situações em que efeitos da LSV possam se manifestar no regime de mais baixas energias,
energias acessíveis nos aceleradores e nas observações astrofísicas e cosmológicas disponíveis ou
factíveis de construção.

Após o SME, em 1999, N. Seiberg e E. Witten lançam as teoria quânticas de campos não
comutativas (NCFTs). Onde agora não há, também, comutatividade no espaço-tempo, e assim
emerge imediatamente uma quebra da simetria de Lorentz [21]. O limite de baixas energias
para teoria de quântica de campos para cordas, deduzido neste trabalho, são as NCFTs, e essa
é uma abordagem teórica, menos popular que o SME, para a investigação de modelos com LSV.

Nos anos de 1997 e 1999 surgiu uma nova discussão para verificação da LSV, guiada
pelos trabalhos de G. Abelino-Camelia e dos já citados J. Ellis, N. E. Mavromatos e D. V.
Nanopoulos, baseada nas Relações de Dispersão Modificadas (MDRs) para o fóton [22, 23].
MDRs para fótons no vácuo aparecem em várias abordagens teóricas na busca de uma teoria
completa para a gravitação quântica. Para fótons de altas energias, que são acessados em
medidas astrofísicas, é possível fazer análises de possíveis desvios em comparação com as relações
de dispersão padrão, o que poderia estar indicando a presença da LSV ou algum efeito de
gravitação quântica, e este é o cenário dos trabalhos citados. Houve, ainda na linha das MRDs,
em 1999 a publicação de um importante trabalho escrito por R. Gambini e J. Pullin, o qual não
se baseava na teoria de cordas e nem na gravitação quântica usual - isto é, no formalismo de
primeira ordem, abordagem semi-classica, etc. - mas sim no contexto da loop quantum gravity, e
nesse trabalho eles obtém equações de Maxwell modificadas por efeitos da loop quantum gravity
e mostram a birrefringência do vácuo [24]. Outros dois trabalhos importantes com relação as
MDRs foram publicados um no ano de 2000 por G. Amelino-Camelia e S. Majid [25], e outro
no ano de 2002 por J. Alfaro, H. A. Morales-Técotl e L. F. Urrutia [26], e estes consistem
numa caracterização de relações de dispersão que podem vir indicar a LSV. Então, dentro deste
contexto da gravitação quântica é importante dizer, de forma geral, que os efeitos físicos da
LSV relacionados à gravitação quântica formam o que a literatura chama de “Windows on
Quantum Gravity”, que são situações de possíveis verificações, que seguem: Novas relações de
dispersão para o fóton e birrefringência do vácuo da QED; Lapso de tempo (time delay) em
sinais de GRBs (gamma-ray bursts), AGNs (núcleos galácticos ativos), pulsares; Spliting do
fóton; Decaimento do fóton; Aniquilação de fótons emitidos por blazars; Efeito Cherenkov no
vácuo; Decaimento de uma partícula de um estado de helicidade para outro.

Ainda no ano de 1999, S. Coleman e S. L. Glashow lançam, a partir de primeiros
princípios, a hipótese de que em altas energias, perto da escala de Planck, pode haver LSV [27].
Nesta época, o marco mais próximo da escala de Planck era provido de observações de raios
cósmicos ultra energéticos na faixa dos 1011GeV ∼ 10−8MPl

§.
§A escala de Planck é caracterizadas por energias da ordem de 1019GeV, distâncias em torno de 10−35m,

intervalos de tempo da ordem de 10−43s.
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Uma outra abordagem para a LSV surge em 2002, a abordagem do já citado G. Abelino-
Camelia conhecida como Doubly-Special Relativity (DSR) [28]. A qual também teve contribuições
de J. Magueijo em um trabalho de 2003 [29]. Essa abordagem consiste de uma teoria da
relatividade dupla no sentido de que há agora dois invariantes, a velocidade luz e uma escala de
energia, que equivale a uma escala de comprimento mínimo, e essa escala de energia pode ser a
escala de Planck. Dentro deste contexto de dois invariantes, temos uma violação da simetria
de Lorentz direto na álgebra do grupo de Poincaré devido a presença desta escala mínima de
comprimento invariante. Essa modificação da álgebra do grupo de Poincaré é realizada via um
procedimento matemático chamado de contração de Wigner-Inömü, onde se parte de um grupo
de Anti-de Sitter, realiza uma contração de Wigner-Inömü e obtém-se uma chamada κ-Poincaré
álgebra. Essa κ-Poincaré álgebra é uma deformação da álgebra de Poincaré usual, onde essa
deformação se configura por uma escla de comprimento na álgebra de Poincaré que modifica a
conhecida simetria de Lorentz.

De forma a propor uma síntese, se queremos investigar a LSV podemos nos filiar a uma
das seguintes frentes:

LSV

SME NCFTs MRDs Coleman-Glashow DSR.

Contudo, podemos dizer que a postura de trabalho para investigar a LSV, postura essa
que vem desde a década de cinquenta do século passado, consiste em sempre manter em mente
que a simetria de Lorentz é um fato da natureza indispensável na escala em que vivemos, na
escala da física do Modelo-Padrão e funciona muito bem no contexto da Grande Unificação.
Mas ainda assim, paira a questão de até em que ponto podemos levar essa simetria, uma vez que
que temos boas razões para acreditar que a mesma deva se quebrar em escalas muito diminutas
de distância e nas de energias muito altas. Sendo assim, no contexto em que vivemos, de baixas
energias, é certo que não veremos a violação da simetria de Lorentz de forma plena, a quebra
da simetria vai ser manifesta na nossa era através de efeitos muito finos, pequenos, uma vez que
estes devem ser efeitos suprimidos por alguma potencia da escala de Planck, por exemplo.

As buscas experimentais e observacionais dos últimos anos para estes efeitos supressos
que violam a simetria de Lorentz na nossa era, tem nos dado bons limites para os parâmetros que
modulam a quebra. Os resultados mais atuais são publicados anualmente por V. A. Kostelecký
e N. Russell num copilado chamado de "Data Tables for Lorentz and CPT Violation", que
no período que redijo este texto, dezembro de 2021, se encontra em sua sua décima terceira
versão [30]. Um outro trabalho interessante, apresentado na conferência DISCRETE em 2018
e publicado em 2020, com autoria de J. Bolmont e C. Perennes, traz uma revisão geral da
fenomenologia da LSV e nos dá uma indicação de que dados buscar para estabelecer limites para
a LSV [31]. Essas buscas experimentais e observacionais se concentram, em geral, na avaliação
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de fenomenologias ligados com a queda de corpos num fundo anisotrópico, relógios atômicos no
espaço, birrefringência da luz no vácuo, efeitos de precessão de Spin, shift de níveis de energia
atômicos, física de neutrinos, avaliação de relações de dispersão modificadas para fótons de altas
energias, observação dos gamma ray burst, entre outros.

1.1 Supersimetria e violação da simetria de Lorentz

Quando estamos tratando a LSV estamos falando de uma quebra de simetria que deva ser
verificada em energias muito altas ou em escalas de distâncias muito pequenas. A Supersimetria
(SUSY) é uma simetria que vigora muito bem em regimes de energias elevados. Dessa forma,
tornasse um tanto natural começar a se questionar sobre qual a relação da quebra da simetria
de Lorentz e a quebra da SUSY, até porque sabemos que a formulação da SUSY padrão é
construída a partir da própria simetria de Lorentz‖. Então, os trabalhos que marcam essa união
datam do ano de 2002, como autoria de M. S. Berger e V. A. Kostelecký, surgindo logo após o
estabelecimento do SME [32], e do ano seguinte, 2003, com um trabalho de autoria solo de M. S.
Berger [33]. A partir destes trabalhos, a SUSY absorve a LSV introduzindo um novo elemento,
que é uma forma de direção privilegiada de fundo, que são objetos tensoriais, na álgebra de
Supersimetria.

Logo em seguida, o grupo do Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas (CBPF) entra em
cena com um primeiro trabalho publicado em 2003, tendo autoria de nomes como H. Belich, J.
L. Boldo, L. P. Collato, J. A. Helayël-Neto e Á. L. M. A. Nogueira [34], e um segundo, de 2004,
com autoria de A. P. Baêta Scarpelli e os outros já citados [35]. Estes trabalhos se diferenciam
da proposta de M. S. Berger e V. A. Kostelecký porque ao invés de modificar a álgebra, nos
remetemos ao fato de que a violação da SUSY é uma violação que ocorre em escalas de energias
mais baixas, ela povoa o deserto entre a escala eletrofraca e a escala da grande unificação, e
como já argumentamos, a LSV deve ser mais próxima da escala de Placnk. Assim, quando a
LSV ocorre, a SUSY deve estar presente. Então, buscou-se uma formulação supersimétrica para
o próprio termo de fundo que quebra a simetria de Lorentz, isto é, os parceiros supersimétricos
destes termos de fundo. De modo geral, é adotada a premissa fundamental de associar ao fundo
que faz com que haja a LSV todo o multiplete de supersimetria, de modo que podemos buscar
uma origem microscópica para estes tensores de fundo, uma vez que agora os férmios podem
formar bilineares que podem vir a constituir estes tensores de fundo.

Outros trabalhos muito interessantes que sugiram nessa época dentro deste contexto
são os de autoria de P. A. Bolokhov, S. Nibbelink Groot e M. Pospelov em 2005 [36], e outro
com autoria de A. Katz e Y. Shadmi em 2006 [37]. No primeiro trabalho citado, é construída
uma versão da eletrodinâmica quântica (QED) supersimétrica com presença da LSV e a partir
dai é feito um estudo detalhado da birrefringência do vácuo da QED na presença de termos

‖De fato há formulações de SUSY não-relativísticas. Talvez o exemplo mais imediatado é a formulação de
SUSY construída a partir das representações do grupo SO(3).
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que quebram a simetria de Lorentz. Já no segundo trabalho, o foco é na quebra da SUSY,
implicando que as massa dos pares supersimétricos sofrem um split de forma que quebramos a
degenerescência supersimétrica, e por consequência a quebra da simetria de Lorentz.

Um trabalho importante também a se citar data de 2012, desenvolvido pelos pesquisadores
C. F. Farias, A. C. Lehum, J. R. Nascimento e A. Yu. Petrov, da Universidade Federal da
Paraíba (UFPB) [38]. Trabalho este que segue a linha de M. S. Berger e V. A. Kostelecký,
introduzindo um fundo etéreo, que gera uma direção privilegiada, na álgebra de supersimetria e
construindo a partir dai uma formulação em supercampos.

É dentro de todo este contexto que nessa contribuição buscamos, no Capítulo 2, considerar
um modelo supersimétrico que leva em consideração o setor fóton-fotino na presença de um
fundo supersimétrico que viola a simetria de Lorentz. Os campos do fóton e do fotino aparecem
misturados devido a presença de um campo de fundo constante, descrito por campo fermiônico
de Majorana, que, por argumentos advindos da supersimetria, induzem essa mistura. Dois
quadri-vetores reais, que representam anisotropias espaço-temporais e portanto violam a simetria
de Lorentz, são incluídos e afetam as massas do fóton e do fotino. Neste cenário, deduzimos a
expressão do espectro de massa do fóton e do fotino em termos deste fundo e mostramos como
a degenerescência de massa fóton-fotino é quebrada. Precisamente, mostramos como todo este
fundo que viola a simetria de Lorentz faz com a supersimetria venha a ser quebrada. Dando um
passo adiante, procuramos investigar como este fundo afeta as decomposições de Gordon para a
corrente de spin do fóton.

Em seguida, nos Capítulos 3 e 4, entramos em uma outra discussão focando nossa
atenção em buscar resultados que ilustram como anisotropias espaço-temporais afetam as
propriedades usuais dos férmions de Dirac, isso através da análise das relações de dispersão
modificadas e velocidade de grupo, derivação dos propagadores fermiônicos estendidos, obtenção
das decomposições de Gordon das correntes eletromagnéticas, obtenção das soluções de energia
positiva e negativa e a reconsideração do paradoxo de Klein e da fenomenologia do Zitterbewegung.

No Capítulo 5, procuramos buscar um entendimento mais fundamental das consequências
da proposição de uma assimetria entre o espaço e o tempo na equação de Dirac, em que a derivada
espacial aparece na presença de um parâmetro multiplicativo dependente das coordenadas espaço-
tempo. Neste cenário, estudamos as soluções da equação de Dirac, obtivemos a decomposição
de Gordon da corrente eletromagnética, os efeitos deste cenário nas equações de Maxwell e
estudamos o tensor energia-momento.

Logo após, e dando um fechamento ao trabalho, apresentamos um capítulo de considera-
ções finais onde levantamos os pontos fortes e fracos de todo o trabalho realizado. Registramos
neste espaço também as perspectivas futuras que emergem do presente texto.

Por fim, presentamos um conjunto de sete Apêndices dedicados a desenvolvimentos
técnicos e alguns pontos conceituais que julgamos importantes mas demasiadamente prolixos
para serem apresentados no corpo central do texto. Terminamos apresentando as referências
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que serviram de inspiração e apoio.
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Capítulo 2

Violação da simetria de Lorentz e o Mixing
Fóton-Fotino

Damos inicio a este capítulo enunciando o fato de que o Modelo-Padrão é a base sólida
do nosso conhecimento sobre a física de partículas elementares. A construção e validação
experimental do Modelo-Padrão é um esforço colaborativo de décadas e de difícil condensação
em um junção curta de parágrafos descritivos. Mas uma boa síntese seria pensar que alma do
Modelo-Padrão seria o suprassumo da formulação dos Campos Quânticos Relativísticos (CQR),
que advém da forma mais eficiente de se propor uma unificação de dois pilares fundamentais
da física como um todo, a Relatividade Restrita e a Mecânica Quântica. Dentro deste ponto
de vista, conseguimos uma forma consistente para escrever uma teoria interagente que seja de
natureza tanto quântico quanto relativística ao mesmo tempo, com as partículas se manifestam
como oscilações destes CQR. Então, sendo os CQR os objetos fundamentais para a construção
do Modelo-Padrão, fica evidente, portanto, que a simetria de Lorentz é que rege este contexto
todo. De tal forma, cada resultado de experimental de alta precisão que valida o Modelo-Padrão,
é também uma consolidação da simetria de Lorentz como fato fundamental da natureza.

Por outro lado, é um fato também que há limitações no Modelo-Padrão que tocam
em pontos fundamentais tais como uma descrição da massa dos neutrinos e suas oscilações,
a incorporação da matéria escura e a origem da massa do Higgs, para ficar apenas nestes
exemplos. Essas limitações podem abrir janelas para novas físicas que vão para além do próprio
Modelo-Padrão, físicas em escalas de energias mais altas, como é o caso da SUSY, bem como
abrir portar para algumas formulações de SME’s que podem descrever manifestações de possíveis
cenários que vão para além do Modelo-Padrão e que violam a simetria de Lorentz, violações
estas que advém de um contexto mais fundamental, por exemplo contextos ligados com a teoria
de cordas, isso se nos atentamos aos resultados da escola de Indiana, de modo que há maneiras
de se propor tentativas viáveis para a detecção dessas violações em baixas energias através do
desenvolvimento de fenomenologias que levam em considerações efeitos supressos da quebra da
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simetria espaço-temporal.

Nesse sentido, seguimos o pensamento bem consolidado de que a própria estrutura do
espaço-tempo, vista através da simetria Lorentz, nos dá todas as bases para que possamos
entender a existência de uma simetria mais ampla e fundamental que a própria simetria de
Lorentz, esta é a chamada SUSY. Nessa linha, podemos estudar qual é a repercussão da SUSY
em diferentes escalas de energias. Partindo dessas ideias, dentro do CBPF o pensamento segue
no sentido de assumir a percepção de uma física na escala de Planck, onde nada mais garante a
simetria de Lorentz como sendo valida, de forma que a medida que as escalas de energias vão se
tornando mais baixas, a simetria de Lorentz começa a ser mais perceptível. A partir dentes
ponto de vista, segue-se pensando que a quebra da simetria espaço-temporal em altas energias
talvez tenha deixado resquícios que podem vir a ser descritos, e detectados, em energias mais
baixas. Esses resquícios devem ser descritos sob efeitos bastante supressos de campos vetoriais,
ou tensoriais, de fundo. Assim, a visão do grupo do CBPF, enfatiza que na escala de Plank
nós ainda temos a SUSY vigorando, de forma que em uma descrição da quebra da simetria de
Lorentz parece ser indispensável uma formulação supersimétrica. Com essa ideia de que a SUSY
está presente desde o início, afirma-se que os campos de fundo, responsáveis pela violação da
simetria de Lorentz, devam ser campos componentes de algum super-multiplete, o qual introduz
a necessidade de campos de fundo de natureza fermiônica na forma de parceiros supersimétricos.

Com isso em mente, é construído na tese de doutorado de L. G. D. Bernald, defendida
no CBPF em 2015 [39], a seguinte ação:

S =
∫
d4x

[
− 1

4FµνF
µν + 1

4vµε
µαβνFαβAν −

i

2Λ̄γµ∂µΛ +M1Λ̄Λ− iM2Λ̄γ5Λ−

− 1
4RµΛ̄γµγ5Λ +

√
2Λ̄Σµνγ5ψFµν −

√
2ψ̄Σµνγ5ΛFµν

]
. (2.1)

Em que Λ descreve o campo do fotino, ψ é um férmion de Majorana constante que constitui
a componente fermiônica do super-multiplete de fundo sendo o par supersimétrico do campo
vetorial vµ, que vem do termo de Carroll-Field-Jackiw. Tanto ψ, quanto vµ, são responsáveis
portanto pela violação da simetria de Lorentz. Os termos de massa possuem a forma

M1 ≡ Re[F ] + 1
4 ψ̄ψ,

M2 ≡ Im[F ] + i

4 ψ̄γ5ψ,

Rµ ≡ vµ + ψ̄γµγ5ψ.

(2.2)

Onde F é um campo escalar auxiliar sem dinâmica e Fµν é o tensor de intensidades eletromag-
nético.

Essa ação emerge da versão supersimétrica do setor de calibre abeliano da extensão
mínima do Modelo-Padrão (minimal SME). Este setor tem a forma geral

LAbl. mSME ∼ −
1
4FµνF

µν − 1
4 (KF )µναβ F

µνFαβ + 1
2 (KAF )α εαβµνAβF µν . (2.3)
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O termo que acompanha (KAF )α é um termo do tipo Carroll-Field-Jackiw que viola tanto a
simetria de Lorentz, quanto CPT, e por esta rezão damos ao mesmo o nome de CPT-ímpar. Já o
termo que acompanha (KF )µναβ, só viola a simetria de Lorentz e, portanto, é chamado de termo
CPT-par por esta razão. De tal forma, a ação que estamos a considerar na equação (2.1) é a
versão CPT-ímpar supersimétrica do setor de calibre abeliano do Modelo-Padrão minimamente
estendido, desenvolvida na Tese do L. G. D. Bernald.

Nestes moldes, as equações de campo a seguinte forma

• para o campo do fóton, Aν :

∂µF
µν + 1

2vµε
µαβνFαβ = 2

√
2(∂µΛ̄)Σµνγ5ψ. (2.4)

Podemos escrever este resultado também sob a forma

∂µF
µν + 1

2vµε
µαβνFαβ = −2

√
2ψ̄Σµνγ5(∂µΛ) = jνψΛ. (2.5)

Em que jνψΛ é uma corrente neutra para o setor de calibre gerada pelo gagino e o férmion de
background.

• para o campo do fotino, Λ:

iγµ(∂µΛ)− 2M1Λ + 2iM2γ5Λ + 1
2Rµγ

µγ5Λ−
√

2Σµνγ5ψFµν = 0. (2.6)

Ou ainda,

i(∂µΛ̄)γµ + 2M1Λ̄− 2iM2γ5Λ̄− 1
2RµΛ̄γµγ5 −

√
2ψ̄Σµνγ5Fµν = 0. (2.7)

Das equações (2.4) e (2.5), podemos tirar as equações de Maxwell modificadas. Já das
equações (2.6) e (2.7), podemos tirar a versão modificada da equação de Dirac para Λ.

2.1 As equações de Maxwell modificadas

As leis de Gauss para o campo magnético (livre de monopolo) e de Faraday-Lenz vem
da identidade de Bianchi

∂µF̃
µν = 0. (2.8)

Tomando ν = 0 vamos ter a versão magnética para a lei de Gauss. Ou seja,

~∇ · ~B = 0. (2.9)

Agora tomando ν = i vamos ter a lei de Faraday-Lenz,

~∇× ~E + ∂t ~B = 0. (2.10)
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Já da equação (2.5) com ν = 0, termos a versão da lei de Gaus para o campo elétrico
modificada para o presente contexto. Ou seja,

∂µF
µ0 + vµF̃

µ0 + 2
√

2ψ̄Σµ0γ5(∂µΛ) = ∂iF
i0 + viF̃

i0 + 2
√

2ψ̄Σi0γ5(∂iΛ)

= ∂i ~Ei + (−~vi) ~Bi + 2
√

2ψ̄
(
− i2γ

0γi
)
γ5∂iΛ = 0.

Portanto,

~∇ · ~E − ~v · ~B = i
√

2~∇ · (ψ̄γ0~γγ5Λ). (2.11)

Em que assumimos ~γ = γi = −γi.

Por fim, tomando a equação (2.5) com ν = i, vamos chegar na lei de Ampère-Maxwell
modificada,

∂µF
µi + vµF̃

µi + 2
√

2ψ̄Σµiγ5(∂µΛ) = ∂0F
0i + ∂jF

ij + v0F̃
0i + vjF̃

ji + 2
√

2ψ̄Σjiγ5(∂jΛ)+
+ 2
√

2ψ̄Σ0iγ5(∂0Λ)
= − ∂0 ~Ei + εijk∂j ~Bk − v0 ~Bi + εijk~vj ~Ek + i

√
2ψ̄γ0~γγ5∂tΛ−

− 2
√

2ψ̄Σijγ5(∂jΛ).

Portanto,

~∇× ~B − v0 ~B + ~v × ~E = ∂t ~E − i
√

2ψ̄γ0~γγ5∂tΛ + 2
√

2ψ̄Σijγ5(∂jΛ). (2.12)

Essas equações de Maxwell modificadas nos auxiliarão na obtenção da relação de dispersão
associada ao fóton, essa, que quando avaliada, no referencial de repouso, revelará qual o efeito
do fundo que viola a simetria de Lorentz no espectro de massa do fóton.

2.2 A equação de Dirac modificada

Da equação (2.6), temos que a equação de Dirac modificada como sendo igual a

iγµ(∂µΛ)− 2M1Λ + 2iM2γ5Λ + 1
2Rµγ

µγ5Λ =
√

2Σµνγ5ψFµν

= 2
√

2Σ0iγ5ψ ~Ei −
√

2Σijγ5ψεijk ~Bk

= i

√
2

4
(
[γ0, γi]− [γi, γ0]

)
γ5ψ ~Ei−

−
√

2Σijγ5ψεijk ~Bk.

E uma vez que
{
γ0, γi

}
= 2η0i = 0, temos que γ0γi = −γiγ0, e também considerando que

εijkΣijγ5 = −γ0γk = +γ0γk, vamos ter que

iγµ(∂µΛ)− 2M1Λ + 2iM2γ5Λ + 1
2Rµγ

µγ5Λ = −i
√

2γ0γ5~γψ · ~E −
√

2γ0~γψ · ~B. (2.13)

Assim como no caso das equações de Mazweel modificas, essa equação de Dirac modificada
para o campo do fotino irá nos ajudar na obtenção dos efeitos que o fundo que viola a simetria
de Lorentz terá no espectro de massa associado ao fotino.
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2.2.1 Decomposição de Gordon

A partir destas equação de campo, na sessão D.1 do Apêndice D calculamos a decompo-
sição de Gordon e obtivemos os seguinte resultados:

(p′µ + pµ)Λ̄(p′)ΣµκΛ(p) = RµΛ̄(p′)Σµκγ5Λ(p)
= (vµ + ψ̄γµγ5ψ)Λ̄(p′)Σµκγ5Λ(p) (2.14)

e

4iM2Λ̄(p′)γκγ5Λ(p) = (p′κ − pκ)Λ̄(p′)Λ(p) + 2i(pµ + p′µ)Λ̄(p′)ΣκµΛ(p)−
−RκΛ̄(p′)γ5Λ(p)− i2

√
2ψ̄γµγ5Λ(p)F µκ − 2

√
2ψ̄γλΛ(p′)F̃ λκ. (2.15)

2.3 As equações de campo no espaço dos momenta

Assumindo solução em ondas planas para ~E, ~V e Λ,
~E = ~E0e

i(~k·~x−ωt),
~B = ~B0e

i(~k·~x−ωt),

Λ = Λei(~k·~x−ωt),

(2.16)

as equações de Maxwell tomarão a seguinte forma:

~k · ~B0 = 0, (2.17)

~k × ~E0 = ω ~B0 ⇒ ~B0 =
~k

ω
× ~E0, (2.18)

i~k · ~E0 − ~v · ~B0 = −
√

2~k ·
(
ψ̄γ0~γγ5Λ

)
, (2.19)

i~k × ~B0 − v0 ~B0 = −iω ~E0 −
√

2ωψ̄~γγ5Λ0 + 2
√

2ikjψ̄Σijγ5Λ0. (2.20)

Já a equação de Dirac tomará a forma:

γµkµΛ0 − 2M1Λ0 + 2iM2γ5Λ0 + 1
2Rµγ

µγ5Λ0 = −i
√

2γ0γ5γ
iψ
(
~E0
)
i
−
√

2γ0γiψ
1
ω

(
~k × ~E0

)
i
.

(2.21)

2.4 As massas do Fóton e do Fotino com
(
ψ̄γ5ψ

)
=
(
ψ̄γµγ5ψ

)
= 0

Tendo as equações de campo no espaço dos momenta em mãos, podemos construir o
espectro de massas para o fotino e para o fóton. Para isso, partimos da substituição da expressão
para o campo magnético vinda da lei de Faraday-Lenz (2.18) na equação de Ampère-Maxwell
(2.20), o que resulta em

i

ω
~k ×

(
~k × ~E0

)
− v0

ω

(
~k × ~E0

)
+ ~v × ~E0 = −iω ~E0 −

√
2ωψ̄~γγ5Λ0 + 2

√
2ikjψ̄Σijγ5Λ0, (2.22)
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o que equivale a escrever

i~k
(
~k · ~E0

)
− i~k2 ~E0 − v0

(
~k × ~E0

)
+ ω~v × ~E0 = −iω2 ~E0 −

√
2ω2ψ̄~γγ5Λ0 + 2

√
2iωkjψ̄Σijγ5Λ0.

(2.23)

Seguindo com a equação de Dirac (2.21), abrindo-a e multiplicando tudo por ω, vamos ter que

γ0ω2Λ0 − ω~γ · ~k − 2ωM1Λ0 + 2iωM2γ5Λ0 + 1
2ωR0γ

0γ5Λ0 −
1
2ω

~R · ~γγ5Λ0 =

= −i
√

2ωγ0γ5γ
iψ
(
~E0
)
i
−
√

2γ0γiψ
(
~k × ~E0

)
i
. (2.24)

Para a análise do espectro de massa, podemos tomar ~k = ~0. Assim, obtemos as energias de
repouso, ou seja, as próprias massas já que E = m. Então, fazendo ~k = ~0 na equação (2.23), e
trabalhando sempre no sentido de isolar o campo elétrico, emergirá que

(δij + iεijkvk) ( ~E0)j = −i
√

2ωψ̄γ0γiγ5Λ0. (2.25)

Definindo Ωij = δij + iεijkvk, vamos poder escrever que

Ωij( ~E0)j = −i
√

2ωψ̄γ0γiγ5Λ0. (2.26)

O que nos fornece ~E0 em termos de Λ0,

( ~E0)j = −i
√

2ωΩ−1
ij ψ̄γ

0γiγ5Λ0. (2.27)

A inversa da matriz Ω é dada pela equação (B.11) obtida a partir dos cálculos apresentados
no apêndice B. Isto é,

Ω−1
ij = ω

ω2 − ~v2 δij −
i

ω2 − ~v2 εijkvk −
1

ω(ω2 − ~v2)vivj. (2.28)

Agora tomando a equação (2.24) com ~k = 0 e substituindo a expressão do campo elétrico
dada pelo resultado da equação (2.27) neste resultado, vem que

ωγ0Λ0 − 2M1Λ + 2iM2γ5Λ0 + 1
2R

0γ0γ5Λ0 −
1
2
~R · ~γγ5Λ0 = 2ωΩ−1

ij γ
0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0). (2.29)

A ideia agora é trabalhar o lado direito propondo um rearranjamento de Fierz - por favor, veja
a sessão A.5 do apêndice A - de forma a criar condensados de ψ e liberar o Λ0 do condensado
entre parênteses. Nesta linha, poderemos trabalhar o rearranjamento de Fierz, pois

γ0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0) = (γ0γ5γi)αβψβ1ψ̄1κ(γ0γjγ5)κλ(Λ0)λ1

= −ψ̄1κψβ1(γ0γ5γi)αβ(γ0γjγ5)κλ(Λ0)λ1. (2.30)

Onde o produto tensorial ψ̄1κψβ1 tem uma forma matricial bem definida, Mβκ, que por sua vez
pode ser escrita na forma que apresentamos na equação (A.66) da sessão A.5 do apêndice A.
Ou seja,

ψ̄1κψβ1 = Mβκ = 1
4Mρδ(ΓA)δρ(ΓA)βκ = 1

4 ψ̄1δψρ1(ΓA)δρ(ΓA)βκ. (2.31)



Capítulo 2. Violação da simetria de Lorentz e o Mixing Fóton-Fotino 15

Então, se levamos esse resultado (2.31) na igualdade (2.30), vamos poder escrever o seguinte:

γ0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0) = −1
4 ψ̄1δψρ1(ΓA)δρ(ΓA)βκ(γ0γ5γi)αβ(γ0γjγ5)κλ(Λ0)λ1

= −1
4
(
ψ̄ΓAψ

) (
γ0γ5γiΓAγ0γjγ5

)
Λ0. (2.32)

Uma vez que ψ é um férmion de Majorana, há uma restrição para quais matrizes ΓA satisfazem
a condição de realidade. São estas:

ΓA = 1 ⇒ ΓA = 1, (2.33)
ΓA = γ5 ⇒ ΓA = γ5, (2.34)
ΓA = γµγ5 ⇒ ΓA = −γµγ5. (2.35)

Assim, podemos escrever

γ0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0) = −1
4
(
ψ̄ψ

)
γiγjΛ0 −

1
4
(
ψ̄γ5ψ

)
γiγjγ5Λ0+

+1
4
(
ψ̄γµγ5ψ

)
γ0γ5γiγ

µγ0γjΛ0. (2.36)

2.4.1 A massa do Fotino

Neste estágio, vamos supor que o fundo seja tal que (ψ̄ψ) seja o único condensado
não trivial. Então, neste caso particular, tomamos (ψ̄γ5ψ) = 0 e (ψ̄γµγ5ψ) = 0. Com isso, o
resultado (2.36) se reduz a

γ0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0) = 1
4δij

(
ψ̄ψ

)
Λ0 + i

2
(
ψ̄ψ

)
ΣijΛ0. (2.37)

Vamos adotar também que o fundo não quebra a simetria de paridade. Como no caso do
Modelo-Padrão, vamos postular que a quebra de P ocorra no setor de matéria, o que não é o
caso aqui uma vez que estamos no setor de calibre.

Finalmente, levando à equação (2.29) essas premissas, teremos(
ωγ0 − 2M1Λ + 2iM2γ5 + 1

2R
0γ0γ5−

1
2
~R · ~γγ5

)
Λ0 =

= 2ω
(
ψ̄ψ

)
Ω−1
ij

(1
4δijΛ0 + i

2Σij

)
Λ0

= 2ω

(
ψ̄ψ

)
ω2 − ~v2

3
4ω −

1
4
~v2

ω
+ 1

2εijkvkΣij

Λ0

=

(
ψ̄ψ

)
ω2 − ~v2

(3
2ω

2 − 1
2~v

2 − ωγ0γ5~γ · ~v
)

Λ0. (2.38)

Na última passagem usamos o fato de que εijkΣij = −γ0γkγ5 = −γ0γ5~γ. Por fim, podemos
escrever a equação desacoplada para Λ0 como sendo[

ωγ0 − 2M1 + 2iM2γ5 + 1
2Rµγ

µγ5 −

(
ψ̄ψ

)
ω2 − ~v2

(3
2ω

2 − 1
2~v

2
)

+

+
(
ψ̄ψ

) ω

ω2 − ~v2 εijkvkΣij

]
Λ0 = 0. (2.39)
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Seguimos adiante com as seguintes definições:

µ ≡ −1
2
(
ψ̄ψ

) 3ω2 − ~v2

ω2 − ~v2 ,

ξij ≡
(
ψ̄ψ

) ω

ω2 − ~v2 εijkvk,

D ≡ ωγ0 + (µ− 2M1) + 2iM2γ5 + 1
2Rµγ

µγ5 + ξijΣij.

(2.40)

De forma que

Dαβ(Λ0)1β = 0. (2.41)

Neste esquema, a relação de dispersão que dará a resposta sobre o espectro de massa sai da
condição (detD = 0). Mas antes de prosseguir com o cálculo deste determinante, há outras
suposições de natureza física a serem feitas. Já assumimos antes que o fundo não quebra a
paridade, admitindo que a violação de P ocorra apenas no setor da matéria fermiônica, como é
no Modelo Padrão,. Para além desta suposição, vamos tomar agora o termo de fundo F , bem
como v0 como sendo nulos. Uma vez que podemos fixar o fundo como desejamos, a escolha
F = 0, que afeta tanto a aparte real quanto a imaginária, vem no sentido de restringir o
fundo apenas aos férmions já que F só realizaria um shift nos condensados que surge. Já a
escolha de v0 = 0 tem como motivação resultados e discussões desenvolvidas na tese que motiva
este capítulo, de L. G. D. Bernald [39]. O autor mostra que v0 pode levar a uma quebra da
causalidade. Então, em geral, para manter a causalidade, consideramos apenas a parte espacial
de vν .

Dito isso, seguindo as definições dadas em (2.2), essas considerações implicarão em
considerar que: M1 = (ψ̄ψ)1/4; M2 = 0; R0 = 0; ~R = ~v. Podemos assim, perceber como |~v| e
o condensado (ψ̄ψ) ocorrem para gerar a massa do fotino. Outra hipótese viável vem do fato
de que como os parâmetros da violação da simetria de Lorentz são muito pequenos, é razoável
nos concentramos apenas nos termos em primeira ordem nestes parâmetros. Logo, estaremos
considerando

µ = −3
2
(
ψ̄ψ

) ω2

ω2 − ~v2 + 1
2
(
ψ̄ψ

) ~v2

ω2 − ~v2 = −3
2
(
ψ̄ψ

) ω2

ω2 − ~v2 +O(LSV 3)

= −3
2
(
ψ̄ψ

)(
1 + ~v2

ω2 + ~v2

)
+O(LSV 3)

= −3
2
(
ψ̄ψ

)
+O(LSV 3), (2.42)

e

ξij =
(
ψ̄ψ

) ω

ω2 − ~v2 εijkvk = O(LSV 2). (2.43)

Com tudo isso, vamos ter que

D = ωγ0 + (µ− 2M1)− 1
2~v · ~γγ5

= ωγ0 − 2
(
ψ̄ψ

)
− 1

2viγ
iγ5. (2.44)
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A relação de dispersão sai, então, de

∆ = det(D) = det
(
ωγ0 − 2

(
ψ̄ψ

)
− 1

2viγ
iγ5

)
= 0. (2.45)

Essa igualdade pode ser escrita sobre a seguinte forma simples

∆ = det
(
a1 + bγ0 + ciγ

iγ5
)
, (2.46)

em que no nosso caso, a, b e ci, são

a = −2
(
ψ̄ψ

)
, b = ω e ci = −1

2vi. (2.47)

Usando a equação (C.28) do apêndice C, podemos escrever que este determinante é

∆ =
[
(a+ b)2 − ~c 2

] [
(a− b)2 − ~c 2

]
. (2.48)

Então, portanto, temos

det(D) =
{[
−2

(
ψ̄ψ

)
+ ω

]2
− 1

2~v
2
}{[
−2

(
ψ̄ψ

)
− ω

]2
− 1

2~v
2
}

= 0. (2.49)

Lembrando que como estamos no referência de repouso, ~k = 0, ω corresponde à massa do fotino,
e sendo assim, vem que

|ω + 2ψ̄ψ| = 1
2 |~v|, (2.50)

|ω − 2ψ̄ψ| = 1
2 |~v|. (2.51)

Como
(
ψ̄ψ

)
∈ R, mas não necessariamente positivo definido, teremos as seguintes

possibilidades para o espectro de massa:

• se
(
ω + 2ψ̄ψ

)
> 0, implica que

ω + 2ψ̄ψ = 1
2 |~v| ⇒ ω1 = −2ψ̄ψ + 1

2 |~v|; (2.52)

• se
(
ω + 2ψ̄ψ

)
< 0, implica que

ω + 2ψ̄ψ = −1
2 |~v| ⇒ ω2 = −2ψ̄ψ − 1

2 |~v|; (2.53)

• se
(
ω − 2ψ̄ψ

)
> 0, implica que

ω − 2ψ̄ψ = 1
2 |~v| ⇒ ω3 = 2ψ̄ψ + 1

2 |~v|; (2.54)

• se
(
ω − 2ψ̄ψ

)
< 0, implica que

ω − 2ψ̄ψ = −1
2 |~v| ⇒ ω4 = 2ψ̄ψ − 1

2 |~v|. (2.55)
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De forma geral, podemos notar que

ω4 = −ω1, (2.56)
ω2 = −ω3. (2.57)

Como o sinal da massa não é relevante no contexto da equação de Dirac, pois podemos redefinir
o campo através de uma matriz γ5, de tal forma que, por exemplo, −mλ̄λ = +m(γ5λ)(γ5λ),
sem alterar nenhum conteúdo físico. Sendo assim, apesar de termos encontrado encontrado
quatro valores de massa, apenas dois deste são independentes, que são, por exemplo, ω3 e ω4.
Nesses moldes, o espectro de massa para o fotino é completamente descrito por

mγ̃ = 2ψ̄ψ ± 1
2 |~v|. (2.58)

Agora iremos partir para o cálculo da massa fóton sob as mesmas perspectivas. Obtendo
este resultado, poderemos perceber como a degenerescência entre as massas do fóton e do fotino
são afetadas pelo fundo que viola a simetria de Lorentz e, portanto, se esse fundo quebra a
supersimetria ou não.

2.4.2 A massa do fóton

Para encontrar a massa do fóton, partimos da equação de Ampère-Maxwell no referencial
de repouso com ~k = 0,

~v × ~E0 = −ω ~E0 −
√

2ωψ̄γ0~γγ5Λ0, (2.59)

e assumimos como sendo válidas todas as hipóteses físicas que fizemos para o caso do fotino.
Nestes moldes, para escrever Λ0 em termo de ~E0, podemos considerar a equação de Dirac, na
forma que foi escrita em (2.21), sob a perspectiva das hipóteses físicas levantadas e no referencial
de repouso. Isto é, (

ωγ0 − 2M1 −
1
2
~R · ~γγ5

)
Λ0 = −2

√
2γ0γ5γ

j( ~E0)jψ. (2.60)

Definindo

Ω =
(
ωγ0 − 2M1 −

1
2
~R · ~γγ5

)
, (2.61)

podemos escrever

Λ0 = −i
√

2
(
Ω−1γ0γ5γ

jψ
)

( ~E0)j. (2.62)

A matriz Ω−1 é mais facilmente especificada se tomarmos a matriz geral

D = a1 + bγ0 + ciγ
iγ5, (2.63)
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a qual podemos usar os resultados gerais do apêndice C para estudar a mesma. Naturalmente,
a inversa, D−1, é dada por

D−1 = x1 + yγ0 + αciγiγ5 + βεijkckΣij. (2.64)

Com os coeficientes x, y, α e β especificados pelo apêndice C, e com o determinante sendo dado
pela equação (C.28) do mesmo apêndice. Ou seja,

det(D) = ∆ =
[
(a+ b)2 − ~c 2

] [
(a− b)2 − ~c 2

]
, (2.65)

x = a

∆
(
a2 − b2 − ~c 2

)
, (2.66)

y = b

∆
(
−a2 + b2 − ~c 2

)
, (2.67)

α = 1
∆
(
a2 + b2 − ~c 2

)
, (2.68)

β = 2ab
∆ . (2.69)

De forma que estamos a identificar

a = −1
2 ψ̄ψ , b = ω , ~c = −1

2~v . (2.70)

Assim, temos a matriz Ω−1 completamente bem especificada. Com este resultado, podemos
substituir Λ0, dado pela equação (2.62), na equação de Ampère-Maxwell trabalhada (2.59).
Então, emerge que

iω( ~E0)i + (~c× ~E0)i = 2iωψ̄γ0γiγ5Ω−1γ0γ5γjψ( ~E0)j. (2.71)

No lado esquerdo temos que desenvolver o seguinte

ψ̄γ0γiγ5Ω−1γ0γ5γjψ = ψ̄γ0γiγ5
(
x1 + yγ0 + αciγiγ5 + βεijkckΣij

)
γ0γ5γjψ

= xψ̄γiγjψ + yψ̄γ0γiγjψ + αciψ̄γ5γjψ − βεijkckψ̄γ0γiΣijγ
0γjψ. (2.72)

Onde usamos o fato de que
{
γ0, γi

}
=
{
γ0, γµ

}
= 0.

Estamos, agora, sub judice da hipótese que levantamos sobre desprezar termos de ordem
O(LSV 2). Logo, os termos que multiplicam α e β na equação (2.72) são deixados de fora no
seguir dos cálculos, uma vez que os mesmo trazem com sigo componentes de ~v, o que nos resulta
em algo proporcional a

(
ψ̄ψ

)
vk. A partir dessa argumentação, substituindo x e y, e também já

eliminando todos os termos de ordem mais alta que dois nos parâmetros que violam a simetria
de Lorentz, somente sobra o seguinte

ψ̄γ0γiγ5Ω−1γ0γ5γjψ = ω3

∆ ψ̄γ0γiγjψ = −ω
3

∆ δijψ̄γ
0ψ − i2ω

3

∆ ψ̄γ0Σijψ = 0. (2.73)

Estes termo são identicamente nulos porque(
ψ̄γ0ψ

)†
= ψ†

(
γ0
)†
γ0ψ = ψ̄γ0ψ,(

ψ̄γ0ψ
)t

= −ψt
(
γ0
)t
ψ̄t =

(
−ψtC−1

) [
C
(
γ0
)t
C−1

] (
Cψ̄t

)
= −ψ̄γ0ψ.
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isto é, ψ̄γ0ψ é imaginário puro e, portanto, não satisfaz as condições de um bom férmions de
Majorana, e também vamos ter que(

ψ̄γ0Σijψ
)†

= ψ†
(
Σij
)† (

γ0
)†
γ0ψ = ψ†γ0

[
γ0
(
Σij
)†
γ0
]
γ0
(
γ0
)†
γ0ψ = ψ̄Σijγ0ψ

=
(
ψ̄γ0Σijψ

)
,(

ψ̄γ0Σijψ
)t

= −ψt
(
Σij
)t (

γ0
)t
ψ̄t =

(
−ψtC−1

) [
C
(
Σij
)†
C−1

] [
C
(
γ0
)t
C−1

] (
Cψ̄t

)
= −ψ̄Σijγ0ψ = −

(
ψ̄γ0Σijψ

)
.

ou seja, ψ̄γ0Σijψ também é um imaginário puro e, por consequência imediata, não tem validade
pois ψ é férmion de Majorana.

Sendo assim, finalmente, retornamos à equação (2.71) com o lado direto sendo igual a
zero devido à justificativa dada acima. Ou seja,

iω( ~E0)i + (~c× ~E0)i = (ωδij + iεijkvk) ( ~E0)j = Mij( ~E0)j = 0. (2.74)

A relação de dispersão segue de

det(M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω iv3 −iv2

−iv3 ω iv1

iv2 −iv1 ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ω
(
ω2 − v2

1 − v2
2 − v2

3

)
= ω

(
ω2 − ~v2

)
= 0. (2.75)

Ficando com a solução não trivial, teremos ω = mγ , que descreve a massa do fóton, tendo valor
igual a

mγ = |~v|. (2.76)

Então, a partir dos resultados (2.58) e (2.76), podemos perceber o fato de que obtivemos
um espectro não degenerado para as massas do fóton e do fotino. Isso indica que a violação da
simetria de Lorentz, pelo fundo que estamos a considerar, faz com que a supersimetria também
seja violada.

2.5 As massas do Fóton e do Fotino com
(
ψ̄γ5ψ

)
6= 0 e

(
ψ̄γµγ5ψ

)
6= 0

Nesta sessão, ao invés de supor que o fundo é tal que (ψ̄ψ) seja o único condensado,
desprezando assim os condensados (ψ̄γ5ψ) = 0 e (ψ̄γµγ5ψ) = 0, o que fez com que a equação
(2.36) tomasse a forma simples da equação (2.37), vamos considerar agora a contribuição de
todos estes condensados para o espectro de massa tanto do fóton, quanto do fotino.

2.5.1 A massa do Fotino

Manipulando as equações de campo, no intuito de achar uma relação de dispersão pro
fotino, obtivemos na sessão anterior que

ωγ0Λ0 − 2M1Λ0 + 2iM2γ5Λ0 + 1
2R

0γ0γ5Λ0 −
1
2
~R · ~γγ5Λ0 = 2ωΩ−1

ji γ
0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0).

(2.77)
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Trabalhamos o lado direito por rearranjamento de Fierz vem que

♠ijΛ0 = γ0γ5γiψ(ψ̄γ0γjγ5Λ0)

= −1
4
(
ψ̄ψ

)
γiγjΛ0 −

1
4
(
ψ̄γ5ψ

)
γiγjγ5Λ0 + 1

4
(
ψ̄γµγ5ψ

)
γ0γ5γiγ

µγ0γjΛ0

=
[

1
4
(
ψ̄ψ

)
(δij + 2iΣij) + 1

4
(
ψ̄γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ5 −

1
4
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ0γ5−

− 1
4
(
ψ̄γkγ5ψ

) (
δik + 2iΣik

)
γ5γ

j

]
Λ0. (2.78)

Assim vamos ter que(
ωγ0 − 2M1 + 2iM2γ5 + 1

2Rµγ
µγ5

)
Λ0 = 2ωΩ−1

ji ♠ijΛ0. (2.79)

Já mostramos que

Ω−1
ji = ω

ω2 − ~v2 δji −
i

ω2 − ~v2 εjikvk −
1

ω(ω2 − ~v2)vjvi. (2.80)

Com estes resultados, o lado direito de (2.79) pode ser escrito sob a forma:

2ωΩ−1
ji ♠ijΛ0 = 2ω

(
ω

ω2 − ~v2 δji −
i

ω2 − ~v2 εjikvk −
1

ω(ω2 − ~v2)vjvi
)

×
[

1
4
(
ψ̄ψ

)
(δij + 2iΣij) + 1

4
(
ψ̄γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ5−

− 1
4
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ0γ5 −

1
4
(
ψ̄γkγ5ψ

) (
δik + 2iΣik

)
γ5γ

j

]
Λ0. (2.81)

Devemos lembrar, mais uma vez, que os parâmetros que violam a simetria de Lorentz são bem
sutis, por essa razão vamos consideras apenas termos de primeira ordem nestes parâmetros.
Sendo assim, vamos ter que

2ωΩ−1
ji ♠ijΛ0 = 2ω2

ω2 − ~v2 δji

[
1
4
(
ψ̄ψ

)
(δij + 2iΣij) + 1

4
(
ψ̄γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ5−

− 1
4
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
(δij + 2iΣij) γ0γ5 −

1
4
(
ψ̄γkγ5ψ

) (
δik + 2iΣik

)
γ5γ

j

]
Λ0

=
[

3
2
(
ψ̄ψ

)
+ 3

2
(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 −

3
2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5 −

3
2
(
ψ̄γiγ5ψ

)
γiγ5

]
Λ0. (2.82)

Para obter este resultado, usamos o seguinte fato geral para avaliar a passagem mais dificultosa
do cálculo:

γ5Σµνγρ = − i2 (ηνργµγ5 − ηµργνγ5 + iεµνρσγσ) . (2.83)

Para ser consistente com o caso anterior, tomaremos F = 0 e v0 = 0. Assim, temos que

M1 = 1
4 ψ̄ψ,

M2 = i

4 ψ̄γ5ψ,

Rµ =
(
ψ̄γ0γ5ψ,−~vi − ψ̄γiγ5ψ

)
.

(2.84)
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Substituindo (2.84) em (2.79), e levando (2.82) para lado esquerdo de (2.79), vem que[
− 2

(
ψ̄ψ

)
− 2

(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 + ωγ0 + 2

(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5 − 2

(
ψ̄γiγ5ψ

)
γiγ5 −

1
2~viγ

iγ5

]
Λ0 = 0,

(2.85)

resultado que pode ser escrito na forma

DΛ0 = 0. (2.86)

Com

D = (a1 + bγ5 + cµγ
µ + dµγ

µ) (2.87)

e

a = −2
(
ψ̄ψ

)
, (2.88)

b = −2
(
ψ̄γ5ψ

)
, (2.89)

cµ =
(
ω,~0

)
, (2.90)

dµ =
(

2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
,−1

2~vi − 2
(
ψ̄γiγ5ψ

))
. (2.91)

Usando os resultados gerais do Apêndice C, a relação de dispersão que trará a massa do fotino
será dada por

det(D) =
[
a2 − b2 − c2 + d2 − 2 (c · d)

] [
a2 − b2 − c2 + d2 + 2 (c · d)

]
+ 4c2d2

=
[
4
(
ψ̄ψ

)2
− 4

(
ψ̄ψ

)2
− ω2 + 4

(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−
(1

2~vi + 2
(
ψ̄γiγ5ψ

))2
−

− 4ω
(
ψ̄γ0γ5ψ

) ]
×
[
4
(
ψ̄ψ

)2
− 4

(
ψ̄ψ

)2
− ω2 + 4

(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−

−
(1

2~vi + 2
(
ψ̄γiγ5ψ

))2
+ 4ω

(
ψ̄γ0γ5ψ

) ]
+ ω2

[
+ 4

(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−

−
(1

2~vi + 2
(
ψ̄γiγ5ψ

))2 ]
= 0. (2.92)

Que quando resolvermos para ω nos leva a escrever as quatro soluções sob a forma

ω1 = −
∣∣∣∣∣~vi2 + 2

(
ψ̄γiγ5ψ

) ∣∣∣∣∣− 2
√(

ψ̄γ0γ5ψ
)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
ψ̄ψ

)2
(2.93)

ω2 = −
∣∣∣∣∣~vi2 + 2

(
ψ̄γiγ5ψ

) ∣∣∣∣∣+ 2
√(

ψ̄γ0γ5ψ
)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
ψ̄ψ

)2
(2.94)

ω3 = +
∣∣∣∣∣~vi2 + 2

(
ψ̄γiγ5ψ

) ∣∣∣∣∣− 2
√(

ψ̄γ0γ5ψ
)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
ψ̄ψ

)2
(2.95)

ω4 = +
∣∣∣∣∣~vi2 + 2

(
ψ̄γiγ5ψ

) ∣∣∣∣∣+ 2
√(

ψ̄γ0γ5ψ
)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
ψ̄ψ

)2
. (2.96)
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A partir das mesmas argumentações para o caso da sessão anterior, temos que

ω4 = −ω1 (2.97)
ω2 = −ω3. (2.98)

Assim, como o sinal da massa não é relevante no contexto da equação de Dirac, o espectro de
massa para o Fotino é completamente especificado por

mγ̃ = 2
√(

ψ̄γ0γ5ψ
)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
ψ̄ψ

)2
±
∣∣∣∣∣~vi2 + 2

(
ψ̄γiγ5ψ

) ∣∣∣∣∣. (2.99)

2.5.2 A massa do Fóton

Assim como antes, para escrever a massa do Fóton partimos das equações de Ampère-
Maxwell, no referencial de repouso,

~v × ~E0 = −iω ~E0 −
√

2ωψ̄γ0~γγ5Λ0, (2.100)

e da equação de Dirac, também no referencial de repouso,(
ωγ0 − 2M1 + 2iM2γ5 + 1

2Rµγ
µγ5

)
Λ0 = ΩΛ0 = −i

√
2γ0γ5γ

iψ
(
~E0
)
i
, (2.101)

de forma a escrever

Λ0 = −i
√

2
(
Ω−1γ0γ5γ

iψ
) (

~E0
)
i

(2.102)

e levar este resultado em (2.100) para obtermos uma equação inteiramente em termos do campo
elétrico de maneira a podermos escrever uma relação de dispersão para o Fóton. Para prosseguir
nessa linha, é necessário calcular Ω−1. Então, notemos que

Ω = −1
2
(
ψ̄ψ

)
1− 1

2
(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 + ωγ0 + 1

2Rµγ
µγ5

= a1 + bγ5 + cµγ
µ + dµγ

µγ5 (2.103)

com

a = −1
2
(
ψ̄ψ

)
(2.104)

b = −1
2
(
ψ̄γ5ψ

)
(2.105)

cµ =
(
ω,~0

)
(2.106)

dµ = 1
2

( (
ψ̄γ0γ5ψ

)
,−~vi −

(
ψ̄γiγ5ψ

))
. (2.107)

Mais uma vez nos apoiando nos resultados do Apêndice C, vamos poder escrever que

Ω−1 = x1 + yγ5 + (αcµ + βdµ) γµ + (ξcµ + λdµ) γµ +
(
ρθµν + τεαβµνθ

αβ
)

Σµν . (2.108)
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Lembrando que

θµν = 1
2 (cµdν − cνdµ) . (2.109)

De forma geral, teremos que os coeficientes são dados por

x = −

(
ψ̄ψ

)
∆

Θ
2 (2.110)

y =

(
ψ̄γ5ψ

)
∆

Θ
2 (2.111)

α = Θ
∆ (2.112)

β = −

(
ψ̄γ5ψ

)
ω

∆ (2.113)

ξ =

(
ψ̄γ5ψ

)
ω

∆ (2.114)

λ = −Θ
∆ (2.115)

ρ = −2i

(
ψ̄γ5ψ

)
∆ (2.116)

τ = −

(
ψ̄ψ

)
∆ . (2.117)

em que

∆ = 1
16

[(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
−
(
~vi −

(
ψ̄γiγ5ψ

))2
+
(
ψ̄ψ

)2
]2
−

− 1
2

[(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
+
(
~vi −

(
ψ̄γiγ5ψ

))2
+
(
ψ̄ψ

)2
]
ω2 + ω4 (2.118)

e

Θ = 1
4

[(
ψ̄γ0γ5ψ

)2
−
(
ψ̄γ5ψ

)2
−
(
~vi −

(
ψ̄γiγ5ψ

))2
+
(
ψ̄ψ

)2
− 4ω2

]
. (2.119)

A partir destes resultados, para escrever a matriz Ω−1 devemos notar que

θ00 = 1
2 (c0d0 − c0d0) = 0 (2.120)

θi0 = 1
2 (cid0 − c0di) = +1

4ω
[
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
(2.121)

θ0i = 1
2 (c0di − cid0) = −1

4ω
[
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
(2.122)

θij = 1
2 (cidj − cjdi) = 0. (2.123)
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Tendo isso em mente, a matriz Ω−1 é completamente especificada pela forma

Ω−1 = 1
∆

−
(
ψ̄ψ

)
Θ

2 1 +

(
ψ̄γ5ψ

)
Θ

2 γ5 + ωΘγ0 − ω

2
(
ψ̄γ5ψ

) (
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0+

+ ω

2
(
ψ̄γ5ψ

) [
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
γi + ω2

(
ψ̄γ5ψ

)
γ0γ5 −

1
2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
Θγ0γ5+

+ 1
2
[
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
Θγiγ5 − iω

(
ψ̄γ5ψ

) [
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
Σ0i−

− ω

2
(
ψ̄ψ

) [
~vk +

(
ψ̄γkγ5ψ

)]
εijkΣij

. (2.124)

Se desprezamos termos em segunda ordem nos parâmetros que violam a simetria de Lorentz
podemos escrever

Θ = −ω2. (2.125)

Com isso, a matriz Ω−1 toma a forma

Ω−1 = 1
∆

[
ω2

2
(
ψ̄ψ

)
1− ω2

2
(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 − ω3γ0 + ω2

(
ψ̄γ5ψ

)
γ0γ5 + ω2

2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5−

− ω2

2
[
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
γiγ5

]
. (2.126)

Levando este resultado de Ω−1 para equação (2.102), que especifica Λ0, teremos

Λ0 = − i
√

2
∆

[
ω2

2
(
ψ̄ψ

)
1− ω2

2
(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 − ω3γ0 + ω2

(
ψ̄γ5ψ

)
γ0γ5+

+ ω2

2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5 −

ω2

2
[
~vi +

(
ψ̄γiγ5ψ

)]
γiγ5

]
γ0γ5γ

iψ
(
~E0
)
i
. (2.127)

De forma tal que a equação de Ampère-Maxwell (2.100), no referencial de repouso, vai vir a ser
escrita de tal maneira que

(ω + iεijk~vk)
(
~E0
)
j

= 2ω
∆ ψ̄γ0γjγ5

[
ω2

2
(
ψ̄ψ

)
1− ω2

2
(
ψ̄γ5ψ

)
γ5 − ω3γ0 + ω2

(
ψ̄γ5ψ

)
γ0γ5+

+ ω2

2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5 + ω2

2
(
ψ̄γ0γ5ψ

)
γ0γ5

]
γ0γ5γ

iψ
(
~E0
)
i

= + 2ω4

∆
[
δij
(
ψ̄γ0ψ

)
− 2i

(
ψ̄γ0Σijψ

)] (
~E0
)
i

+ ω3

∆
(
ψ̄ψ

) [
−δij

(
ψ̄ψ

)
+ 2i

(
ψ̄Σijψ

)] (
~E0
)
i

− ω3

∆
(
ψ̄γ5ψ

) [
−δij

(
ψ̄γ5ψ

)
+ 2i

(
ψ̄γ5Σijψ

)] (
~E0
)
i

+ 2ω3

∆
(
ψ̄γ5ψ

) [
δij
(
ψ̄γ5γ

0ψ
)
− 2i

(
ψ̄γ5γ

0Σijψ
)] (

~E0
)
i

+ ω3

∆
(
ψ̄γ0γ5ψ

) [
δij
(
ψ̄γ5γ

0ψ
)
− 2i

(
ψ̄γ5γ

0Σijψ
)] (

~E0
)
i

− ω3

∆
[
~vk +

(
ψ̄γkγ5ψ

)] [
δjk

(
ψ̄γ5γ

iψ
)

+ 2i
(
ψ̄γ5Σjkγiψ

)] (
~E0
)
i
. (2.128)
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Considerando apenas a primeira ordem na violação da simetria de Lorentz, teremos

(ω + iεijk~vk)
(
~E0
)
j

= 2ω4

∆
[
δij
(
ψ̄γ0ψ

)
− 2i

(
ψ̄γ0Σijψ

)] (
~E0
)
i
. (2.129)

Como ψ é um férmion de Majorana, os condensados
(
ψ̄γ0ψ

)
e
(
ψ̄γ0Σijψ

)
devem ser tomados

como triviais. Então, podemos escrever simplesmente que

(ω + iεijk~vk)
(
~E0
)
j

= 0. (2.130)

Que é a mesma equação para a massa do fóton que obtivemos anteriormente. Essa equação nos
leva ao espectro para a massa do fóton dado pelo resultado (2.76),

mγ = ±|~v|. (2.131)

De forma geral, podemos concluir então que há uma peculiaridade no modelo de Carroll-
Field-Jackiw supersimétrico onde aparece o mixing fóton-fotino, tanto na situação com

(
ψ̄γ5ψ

)
=(

ψ̄γµγ5ψ
)
6= 0 quanto na situação mais trivial em que estes termos são tomados como sendo

nulos, peculiaridade essa que reside nos resultados que evidenciam o splitting do espectro de
massa do fóton e do fotino, que neste caso mais geral é dado pelos resultado (2.99) e (2.131), o
que revela uma quebra da supersimetria devido a quebra, anterior, da simetria de Lorentz.

Os resultados para massa do fóton dado tanto por (2.76) quanto por (2.131) podem ser
examinados sob o ponto de vista dos limites superiores para o módulo da parte espacial de vµ e
da massa do fóton mγ encontrados na literatura. A referência [40] apresenta uma tabela com os
valores mais atuais para os limites superiores do módulo da parte espacial e da parte temporal
de vµ. Reproduzimos estes resultados aqui na forma da Tabela 1, a partir dos quais podemos,
dividindo estes resultados por c2, obter um limite para a massa do fóton seguindo a prescrição
de (2.76) e (2.131).

Limites superiores do parâmetro vµ
|~v| a < 10−19 eV = 1, 6 · 10−29 J; 5, 1 · 10−4 m−1

|~v| b < 8 · 10−14 eV = 1, 3 · 10−32 J; 4, 1 · 10−7 m−1

|~v| c < 10−34 eV = 1, 6 · 10−53 J; 5, 1 · 10−28 m−1

v0
d < 10−16 eV = 1, 6 · 10−35 J; 5, 1 · 10−10 m−1

v0
e < 10−34 eV = 1, 6 · 10−53 J; 5, 1 · 10−28 m−1

Tabela 1 – Limites superiores para o termo vµ que viola a simetria de Lorentz (últimos valores
anotados em unidades do SI) apresentada na referência [40]. Em que: a vem de shifts no
espectro de energia do átomo de Hidrogênio [41]; b,d vem da rotação da polarização da
luz in cavidades ressonantes [41]; c,e vem de observações astrofísicas [42].

Segundo os resultados apresentados no Particle Data Group para os limites superiores
da massa do fóton, advindos observações astrofísicas, encontramos que mγ < 1, 78 · 10−54 Kg,
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valor que cerva de 24 ordens de grandeza menor que a massa do elétron [43]. Uma referência
bastante interessante que mostra como é obtido os limites para a massa do fóton e que traça um
histórico da obtenção dos desde o ano de 1940 até 2005, levando-se em consideração observações
astrofísicas, é [44]. A referência de 2016 obtém um resultado de mγ < 4, 2 · 10−47 Kg levando-se
em consideração dados advindos de gamma-ray bursts [45].

Nesse sentido, nos concentrado nos dados astrofísicos da Tabela 1 e nos resultados para
o limite superior da massa do fóton apresentados, percebemos que |~v| < 1, 6 · 10−53 J nos leva a
um limite para massa do fóton da ordem de mγ < 5, 3 · 10−62 Kg. O que está dentro dos limites
previstos para a massa do fóton.
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Capítulo 3

Generalização da equação de Dirac

Para dar inicio a este capítulo, é importante enfatizar que no contexto de modelos
teóricos que buscam uma física que vá além do Modelo-Padrão, um modelo que se destaca é tal
que o Modelo-Padrão é generalizado pela adição termos que violam a simetria de Lorentz à ação.
Os requerimentos para essa adição são tais que: 1) a simetria de calibre deve ser preservada,
para manter intacto os números de grau de liberdade; 2) deve haver renormalizabilidade; 3) livre
de derivadas mais altas, para evitar fantasmas. Dentro dessa perspectiva, na referência [46] é
mostrado, no espírito do SME construído pela escola de Indiana, como a ação do Modelo-Padrão
é estendida com a violação da simetria de Lorentz, levando em conta campos espinoriais e de
calibre no setor da eletrodinâmica quântica. Nesse sentido, os autores mostram que a ação tem
a forma

S =
∫
d4x

[
ψ̄ (iΓµDµ −M)ψ − 1

4F
µνFµν −

1
4kµνλρF

µνF λρ + εµνλρk
µAν∂λAρ

]
. (3.1)

Em que o tensor constante de fundo kµνλρ é um termo CPT-par e a parcela total que contrai
com ele é comumente chamado de termo de éter. O vetor de fundo constante kµ é um termo
CPT-ímpar e a parcela total que o acompanha é o usual termo de Carroll-Field-Jackiw. Dµ

tem a forma da derivada covariante usual com acoplamento mínimo e

Γµ = γµ + cµνγν + dµνγνγ5 + eµ + ifµγ5 + 1
4g

λνµΣλν , (3.2)

M = m+ aµγµ + bµγ
µγ5 + 1

4HµνΣµν +m5γ5. (3.3)

Todo este contexto relacionado com a violação da simetria de Lorentz, e também o
Capítulo anterior onde nos deparamos com alguns bilineares fermiônicos que levaram à quebra
da simetria espaço-temporal, nos motivou a trabalhar com um cenário onde consideramos uma
generalização da equação de Dirac usual,

(i~γµ∂µ −mc)ψ(x) = 0,
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com termos que violam explicitamente as simetrias espaço-temporais. Neste capítulo não vamos
trabalhar no sistema de unidades naturais em que ~ = c = 1 pensando em futuras comunicações
com um cenário de matéria condensada. Sendo assim, nossa proposição segue da seguinte forma

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5 − ξµγµ −Rµγ
µγ5)ψ(x) = 0. (3.4)

Que pode ser vista com um caso derivado da ação (3.1) com concentração apenas no termo
de massa M , definido em (3.3), com aµ = −ξµ, bµ = −Rµ, m5 = −iζ e o restante sendo casos
triviais.

Migrando para o espaço dos momenta com a prescrição da transformada de Fourier
sendo adotada de foma que

ψ(x) =
∫ d4p

(2π~)4ψ(p)e−ipµxµ/~, (3.5)

podemos escrever

(pµγµ −mc− iζγ5 − ξµγµ −Rµγ
µγ5)ψ(p) = 0. (3.6)

O passo mais natural a se dar no estudo desta equação, é estudar a relação de dispersão
modificada definida pelo operador matricial que age no espinor ψ(p) em (3.6). Isto é, seja o
operador D dado por

D = (pµγµ −mc− iζγ5 − ξµγµ −Rµγ
µγ5) , (3.7)

de forma que estamos a procurar por

det(D) = 0. (3.8)

No Apêndice C, apresentamos o cálculo explicito da inversa e do determinante de um operador
geral D, que reproduz as condições de D se identificamos os coeficientes de D como sendo iguais
a 

a = −mc,

b = −iζ,

cµ = pµ − ξµ,

dµ = −Rµ.

(3.9)

Então, sob a perspectiva do Apêndice C, teremos que a relação de dispersão, mantendo mente
que o link da presente situação com o Apêndice é feita por det(D) = ∆, é tal que

det(D) =
(
p2 −m2c2 − ζ2 + ξ2 +R2 − 2p · ξ

)2
− 4

[
(p ·R− ξ ·R)2 −m2c2 − ζ2

]
= 0. (3.10)

Acontece que essa expressão para a relação de dispersão modificadas não é tratável do ponto
de vista analítico se nos propomos resolver a mesma para p0 = E/c. Obtemos um expressão
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gigantesca que compreende páginas de termos. Sendo assim, estudaremos casos especiais, mas
não menos importantes, nos capítulos que virão.

Explorando um pouco mais os resultados dos desenvolvimentos do Apêndice C, podemos
escrever o propagador fermiônico que leva em consideração os termos que quebram a simetria
Lorentz em questão. Ou seja,

iS(p) = i

(p2 −m2c2 − ζ2 + ξ2 +R2 − 2p · ξ + iε)2 − 4
[
(p ·R− ξ ·R)2 −m2c2 − ζ2

]×
×
{[
/p− /ξ − /Rγ5 +mc− iζγ5

] (
p2 −m2c2 − ζ2 + ξ2 −R2 − 2p · ξ

)
−

− 2
[ (
/p− /ξ

)
γ5 + /R

](
p ·R− ξ ·R

)
− 2ζ

[(
pµ − ξµ

)
Rν −

(
pν − ξν

)
Rµ

]
Σµν−

− 2mc εαβµν
[(
pα − ξα

)
Rβ −

(
pβ − ξβ

)
Rα
]
Σµν

}
. (3.11)

Ainda que não seja prático trabalhar com a relação de dispersão de forma analítica,
podemos obter algumas outras informações bastante interessantes advindas de (3.4). Este é o
caso da decomposição de Gordon. Mas para efeitos de generalidade, calculamos a decomposição
de Gordon assumindo acoplamento mínimo em (3.4), ou seja,

∂µ → ∂µ + i
eq

~
Aµ, (3.12)

de tal maneira que

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5 − ξµγµ −Rµγ
µγ5 − eqγµAµ)ψ(x) = 0, (3.13)

em que eq denota um múltiplo da carga do elétron. Nestes moldes, a decomposição de Gordon,
que nos auxiliará no entendimento, em análises futuras, de respostas que estes resultados estão
nos dizendo a efeito de fatores de forma, isto é, se estes resultados podem trazer contribuições
para o momento de dipolo elétrico ou magnético, ou até, dependendo da situação, a contribuição
de um anapolo magnético, etc. - veja por favor a sessão D.2 do Apêndice D para ficar a par dos
detalhes técnicos - toma a forma

i~(∂κψ̄)ψ − i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ + 2~ψ̄Σµκ(∂µψ) + 2mcψ̄γκψ + 2ξκψ̄ψ+
+ 4iRµψ̄Σµκγ5ψ + 2eqAκψ̄ψ = 0 (3.14)

e

i~(∂κψ̄)ψ + i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ − 2~ψ̄Σµκ(∂µψ)− 2iζψ̄γκγ5ψ−

− 4iξµψ̄Σµκψ − 2Rκψ̄γ5ψ − 4iqeAµψ̄Σµκψ = 0. (3.15)
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No espaço dos momenta, temos que

2mcψ̄(p+ q′)γκψ(p) =
[
(p+ q′)κ + pκ − 2ξκ

]
ψ̄(p+ q′)ψ(p)−

− 2i
[
(p+ q′)κ − pκ

]
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p)−

− 4iRµψ̄(p+ q′)Σµκγ5ψ(p)−

− 2eq
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(p′ − p− q′) (3.16)

e

2ζψ̄(p+ q′)γκγ5ψ(p) = 2i
[
(p+ q′)µ + pµ − 2ξµ

]
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p)−

−
[
(p+ q′)κ − pκ

]
ψ̄(p+ q′)ψ(p)−

− 2Rκψ̄(p+ q′)γ5ψ(p)−

− 4iqe
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)Σµκψ(p)Aµ(p′ − p− q′). (3.17)

Interessante nestes resultados, é que em (3.16) podemos ver a corrente vetorial decomposta nos
termos usuais da Decomposição de Gordon, e podemos notar o surgimento de um termo extra,
que acompanha o termo de violação da simetria de Lorentz Rµ e que aparece na forma do dual
da corrente de spin, o que sugere que a violação da simetria de Lorentz induz o aparecimento
de um momento de dipolo elétrico para o elétron.

Procuramos trabalhar também a forma do tensor energia-momento que advém da equação
(3.4). Este trabalho foi realizado de forma generalista, considerando num cenário em que o
fundo não é contante. Os detalhes de cálculos podem ser visto no apêndice E, sessão E.1. Com
isso, fomos levados a escrever que a quadri-divergência do tensor energia-momento, na sua forma
anti-simétrica, tem a forma

∂µ
[
i~
(
∂νψ̄

)
γµψ − i~ψ̄γµ (∂νψ)

]
= − 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (3.18)

Simetrizando o termo dentro dos colchetes no lado direito, vamos poder escrever o tensor
energia-momento simétrico, θµν , sob a forma

∂µθ
µ
ν = ∂µ

{
i~
[
ψ̄
(
γµ ~∂ν + ~∂

µ
γν − γµ~∂ν − ~∂

µ
γν
)
ψ
]}

= − 4 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ−

− 4i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 4 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (3.19)

Para averiguar a licitude do processo de simetrização que nos levou ao resultado (3.19),
é necessário um desenvolvimento em detalhes do lado esquerdo de (3.19) de forma a certificar se
este lado se iguala ao direito. Ou seja,

∂µθ
µ
ν = i~∂µ

[(
∂µψ̄

)
γνψ − ψ̄γν (∂µψ)

]
−

− 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ − 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (3.20)
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De forma que se o ato de simetrizar o tensor energia-momento for válido, o primeiro termo do
lado direito de (3.20) deve ter exatamente a forma dos termos restantes que o acompanham na
expressão, isso para que o lado direito de (3.19) seja cumprido. Acontece que ao avaliar este
primeiro termo do lado direito de (3.20), somos levados a escrever que

i~∂µ
[(
∂µψ̄

)
γνψ − ψ̄γν (∂µψ)

]
= − 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ−

− 2∂µ
(
ξµψ̄γνψ

)
+ 2 (∂µξν)

(
ψ̄γµψ

)
−

− 2Rµ∂ν
(
ψ̄γµγ5ψ

)
+ 2∂κ

(
Rνψ̄γκγ5ψ

)
−

− 2 (∂κRκ) ψ̄γνγ5ψ + iεµκνσ (Rκ∂µ −Rµ∂κ)
(
ψ̄γσψ

)
. (3.21)

Sendo assim, o processo de simetrização não é válido.

Então, a partir destes resultados, percebemos que uma vez que temos um fundo que
viola a simetria de Lorentz dependentes das coordenadas do espaço-tempo, temos uma quebra
da equação de continuidade que refletiria a conservação do tensor energia-momento.

O encerramento este capítulo fica com citação da Dissertação de Mestrado defendida no
CBPF em 2008 por Rodrigo Turcati, o busca-se os limites não relativísticos e suas implicações
dessa situação de uma equação de Dirac generalizada por termos que violam a simetria de
Lorentz [47].
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Capítulo 4

Caso especial da generalização da equação de
Dirac

Como argumentamos no capitulo anterior, a obtenção de relações de dispersão modificadas
para o caso da equação de Dirac generalizada, na forma que apresentamos na equação (3.4), nos
leva a expressões pouco elegantes e intratáveis do ponto de vista analítico. Sendo assim, neste
capitulo iremos considerar um caso especial, mas bastante elegante e não menos importante, da
equação (3.4). Este caso especial é tal que Rµ = 0. Com esta prescrição em mente, um estudo
detalhado da equação de Dirac é proposto, passando pela suas soluções de energias positivas
e negativas, obtenção da relação de dispersão modificada e da velocidade de grupo, obtenção
da decomposição de Gordon, do tensor energia-momento, uma análise do paradoxo de Klein e
obtenção da frequência responsável pelo Zitterbewegung.

Nesta situação, em que Rµ = 0, a equação de Dirac estendida tem a forma

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5 − ξµγµ)ψ = 0. (4.1)

No espaço dos momenta, temos que a mesma se torna

(pµγµ −mc− iζγ5 − ξµγµ)ψ(p) = 0. (4.2)

Nestes moldes, o operador D é

D = (pµγµ −mc− iζγ5 − ξµγµ) , (4.3)

de tal maneira que nos interessa o resultado de

det(D) = 0. (4.4)
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4.1 A relação de dispersão modificada

Levando em consideração os resultados do apêndice C com a prescrição definida em
(3.9), temos que para Rµ = 0,

det(D) = ∆ =
[
E2

c2 − ~p
2
i + ξ2

0 − ~ξ2
i −m2c2 − ζ2 − 2

(
Eξ0

c
− ~pi~ξi

)]2

= 0. (4.5)

Resolvendo para E, teremos que

E = cξ0 ± c
√(

~pi − ~ξ
)2

+m2c2 + ζ2. (4.6)

Resultado que nos convida a escrever o espectro sob a seguinte perspectiva:

E = ±c
√

~P2
i +m2c2 + ζ2, (4.7)

em que identificamos energias e momentos efetivos seguindo a prescrição

E = E − cξ0, (4.8)
~Pi = ~pi − ~ξ. (4.9)

4.2 Velocidade de Grupo

Com a relação de dispersão dada pela equação (4.5) em mãos, podemos calcular a
componente i da velocidade de grupo, que é definida por(

~Vg
)
i

= ∂E

∂~pi
, (4.10)

notando que a derivada total da relação de dispersão é

d(∆) = ∂∆
∂E

dE + ∂∆
∂~pi

d~pi = AdE +Bd~pi = 0, (4.11)

de tal forma que podemos simplesmente escrever(
~Vg
)
i

= −B
A
. (4.12)

Assim, teremos

A = 4
c2 (E − cξ0)

[
E2

c2 − ~p
2
i −m2c2 − ζ2 + ξ2 − 2

(
Eξ0

c
− ~pi~ξi

)]
(4.13)

e

B = −4
(
~pi − ~ξi

) [E2

c2 − ~p
2
i −m2c2 − ζ2 + ξ2 − 2

(
Eξ0

c
− ~pi~ξi

)]
. (4.14)

Então,

(
~Vg
)
i

=
c2
(
~pi − ~ξi

)
(E − cξ0) = c2 ~Pi

E
. (4.15)
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4.3 O propagador fermiônico modificado

Explorando os resultados do Apêndice C, podemos construir a forma do propagador na
situação em que Rµ = 0. Assim sendo, teremos que o propagador toma a forma

iS (P) =
i
(
/p− /ξ +mc− iζγ5

)
(p2 − 2p · ξ + ξ2 −m2c2 − ζ2) = i (Pµγ

µ +mc− iζγ5)
(P2 −m2c2 − ζ2 + iε) . (4.16)

Essa expressão para o propagador fermiônico é bastante parecida com a forma da expressão do
propagador fermiônico associado à equação de Dirac usual, sem termos LSV. A diferença reside
nos termos proporcionais a ζ.

4.4 A decomposição de Gordon

Para escrever a decomposição de Gordon para o caso em que Rµ = 0, não é necessário
grande esforço. Este é um caso especial da expressão geral para a decomposição de Gordon
escrita no capitulo anterior, e que foi calculada de forma explícita na sessão D.2 do Apêndice D.
De tal maneira, temos que no espaço dos momenta,

2mcψ̄(p′)γκψ(p) =
(
p′κ + pκ − 2ξκ

)
ψ̄(p′)ψ(p)− 2i

(
p′κ − pκ

)
ψ̄(p′)Σµκψ(p) (4.17)

e

2ζψ̄(p′)γκγ5ψ(p) = 2i
(
p′µ + pµ − 2ξµ

)
ψ̄(p′)Σµκψ(p)−

(
p′κ − pκ

)
ψ̄(p′)ψ(p). (4.18)

Como argumentamos no Capítulo anterior, a decomposição de Gordon nos auxiliará no enten-
dimento, em análises futuras, de respostas que estes resultados estão nos dizendo a efeito de
fatores de forma, isto é, se estes resultados podem trazer contribuições para o momento de
dipolo elétrico ou magnético, ou até, dependendo da situação, a contribuição de um anapolo
magnético, etc.

4.5 O tensor energia-momento

O tensor energia-momento também é um caso especial daquele que fora obtido no
capítulo anterior para a situação da equação de Dirac mais geral. Então, se tomamos Rµ = 0
na equação (3.18) termos que o tensor energia momento é tal que

∂µ
[
i~
(
∂νψ̄

)
γµψ − i~ψ̄γµ (∂νψ)

]
= − 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ. (4.19)

Simetrizando o lado esquerdo, termos θµν de tal maneira que

∂µθ
µ
ν = ∂µ

{
i~
[
ψ̄
(
γµ ~∂ν + ~∂

µ
γν − γµ~∂ν − ~∂

µ
γν
)
ψ
]}

= − 4 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ−

− 4i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ. (4.20)
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Resta agora averiguar se o processo de simetrização é válido. O que consiste em desenvolver em
detalhes o lado esquerdo do resultado acima de forma a certificarmos se obtemos exatamente o
que se encontra do lado esquerdo. Dito isso, de processos análogos aos presentes no Apêndice E,
teremos que

∂µθ
µ
ν = −2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ + i~

(
ψ̄
)
γνψ − i~ψ̄γν ( ψ)

= −4 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 4i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ − 2∂µ
(
ξµψ̄γνψ

)
+ 2 (∂µξν)

(
ψ̄γµψ

)
. (4.21)

Então, portanto, o procedimento de simetrização não é válido. Mas se nos encontramos numa
situação particular em que ξµ = 0, termos que a simetrização é valida pois cumprimos que

∂µθ
µ
ν = −4i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ. (4.22)

Mais ainda assim persiste a quebra da equação de continuidade.

4.6 Soluções para equação de Dirac estendida

Neste caso especial de Rµ = 0, as soluções para equação de Dirac estendida (4.1), no
referencial do laboratório, são calculadas em detalhes no apêndice F. A forma geral destas
soluções são tais que:

• Soluções de energias positivas

A solução de energias positivas e spin up, +s, no referencial do laboratório, toma a forma

ψ+(P,+s) = u(P,+s)e−iPµxµ/~ = N+



1
0

c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2

c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2


e−iPµxµ/~. (4.23)

Onde

ε = c
√

~P2
i +m2c2 − ζ2, (4.24)

e N+ é um coeficiente de normalização a ser determinado.

Já a solução de energias positivas e spin down, −s, também no referencial do laboratório,
é dada por

ψ+(P,−s) = u(P,−s)e−iPµxµ/~ = N−



0
1

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2


e−iPµxµ/~. (4.25)
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Onde N− é outro um coeficiente de normalização a ser determinado.

A determinação do das coeficientes N+ e N− é dada a partir das exigências de que

ψ̄+(P,±s)ψ+(P,±s) = 1 (4.26)

e

ψ̄+(P,∓s)ψ+(P,±s) = 0. (4.27)

Como mostramos no apêndice F, essas condições nos levam a mostrar que

N = N− = N+ =
√
ε+mc2

2mc2 . (4.28)

Ainda no mesmo apêndice mostramos que isso se refle em ψ†(P,±s)ψ(P,±s) de tal forma que

ψ†+(P,±s)ψ+(P,±s) = ε

mc2 (4.29)

e

ψ†+(P,∓s)ψ(P,±s) = 0. (4.30)

• Soluções de energias negativas

No caso da solução de energias negativas e spin up, +s, no referencial do laboratório, o
apêndice F mostra que

ψ−(P,+s) = v(P,+s)eiPµxµ/~ = N+



−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2

−c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2

1
0


eiPµxµ/~. (4.31)

Em que

E = −ε, (4.32)

e N+ é um coeficiente de normalização a ser determinado.

A solução de energias negativas e spin down, −s, é

ψ−(P,−s) = v(P,−s)eiPµxµ/~ = N−



−c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
− ~P3 + iζ

)
ε+mc2

0
1


eiPµxµ/~. (4.33)
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Onde N− é o coeficiente de normalização a ser determinado.

A determinação dos coeficientes N+ e N− é dada a partir das exigências de que

ψ̄−(P,±s)ψ−(P,±s) = −1 (4.34)

e

ψ̄−(P,∓s)ψ−(P,±s) = 0. (4.35)

Seguindo os desenvolvimentos do Apêndice F, essas condições nos levam a mostrar que

N = N− = N+ =
√
ε+mc2

2mc2 . (4.36)

Podemos notar também que isso se refle em ψ†(P,±s)ψ(P,±s) de tal forma que

ψ†−(P,±s)ψ−(P,±s) = ε

mc2 , (4.37)

e

ψ†−(P,∓s)ψ−(P,±s) = 0. (4.38)

4.7 O paradoxo de Klein

Nesta sessão iremos examinar o chamado paradoxo de Klein, que emerge no contexto
da equação de Dirac usual na situação em que elétrons incidem em uma barreira de potencial
do tipo degrau. De forma mais clara, em 1929 Oskar Klein verificou que na situação em que
o potencial é maior que a energia do elétron incidente, o coeficiente de transmissão se torna
negativo, o equivalente a dizer que teríamos um coeficiente de reflexão maior que um, o que a
priori é um fato paradoxal visto que isso caracteriza uma configuração de elétrons espalhados
que viola a conservação da probabilidade [48]. Uma das formas de lidar com este paradoxo, foi
a implementação das ideias relacionadas ao mar de Dirac, onde as soluções de energia negativa
são tratadas de forma séria.

Já no contexto da Teoria Quântica de Campos, situação bastante diferente do cenário da
Mecânica Quântica Relativística, uma vez que temos a possibilidade de tratar situações onde o
número de partículas que interagem entre si pode vir a ser não mais conservado, isso porque
campos criam e aniquilam partículas. Então se abrimos mão dessa conservação do número de
partículas, um cenário relativístico onde, portanto, massa e energia se confundem, podemos
perceber que no cenário originalmente estudado por Klein temos energia suficiente para que
haja criação e destruição de partículas.

Então, é nesse espírito que buscamos estudar o paradoxo de Klein no contexto da equação
de Dirac estendida com Rµ = 0. Para isso. consideramos, como caso ilustrativo, tomar a solução
da equação (4.1) na situação de partículas com energias positivas de spin up, de tal maneira
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z

V

0

V0

Região IIRegião I

Figura 1 – Potencial degrau em que propomos um elétron viajando da esquerda, Região I, para a
direita, Região II. Esse potencial nos auxiliará no estudo do Paradoxo de Klein na situação
da equação de Dirac estendida que estamos considerando neste capítulo.

que essa solução descrevam partículas que viajam da esquerda para a direita, interagindo com
um potencial degrau que possui a forma

V =

0 se z < 0,

V0 se z > 0.
(4.39)

Que graficamente tem a forma apresentada na Figura (1).

Neste cenário, devemos ter um espinor ψ1 que deve descrever as partículas que estão na
Região I, as quais deverão incidir no potencial V quando x = 0. Teremos um espinor ψr1 que deve
descrever as partículas que são refletidas pelo potencial na Região I. Por fim, é indispensável um
espinor ψ2 que deve descrever as partículas que penetram o potencial e se encontram na Região
II. Assim, seguimos sob o ponto de vista que adotamos para energias o momentos efetivos, de
tal maneira que ψ1 tem momento ~P na direção ẑ, ψr1 tem momento − ~P na direção ẑ e ψ2

possui momento ~P ′, também na direção ẑ. Sendo assim, seguindo os resultados sessão 4.6 deste
capítulo, podemos escrever que

ψ1 = A



1
0

−icζ + cP

E +mc2

0

 e
i ~Pz~, (4.40)

ψr1 = B



1
0

−icζ − cP
E +mc2

0

 e
−ip3z/~ +D



0
1
0

−icζ + cP

E +mc2

 e
−i ~Pz/~ (4.41)

e

ψ2 = C



1
0

−icζ + cP ′

(E − V0) +mc2

0

 e
ip′

3z/~ + F



0
1
0

−icζ − cP ′

(E − V0) +mc2

 e
i ~P′z/~. (4.42)
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Vamos agora aplicar estas considerações no cenário do potencial descrito em (4.39),
assumindo que as partículas de energias positivas e spin up que estão na Região I, deverão
incidir no potencial V com momento P3 = P e serão refletidas pelo mesmo com momento −P ,
podendo assim sofrer um spin-flip∗, o que explica a generalidade de considerar uma combinação
linear duma solução de spin up e outra down no espinor de reflexão. Na Região II, as partículas
que penetram o potencial deverão ter momento P ′

3 = P ′ e também poderão sofrer um spin flip
quando bater no potencial, o que explica a combinação linear nesta situação também. Como o
movimento é unidimensional, restrito à direção ẑ, devemos assumir que P1 = 0 e P2 = 0. Isso
caracteriza os espinores acima. Usando a relação de de Broglie para o número de onda, ~k e o
momento

~P = ~k~, (4.43)

podemos escrever estes espinores de uma forma bem conveniente:

ψ1 = A



1
0

−icζ + cP

E +mc2

0

 e
ik1z, (4.44)

ψr1 = B



1
0

−icζ − cP
E +mc2

0

 e
−ik1z +D



0
1
0

−icζ + cP

E +mc2

 e
−ik1z, (4.45)

ψ2 = C



1
0

−icζ + cP ′

(E − V0) +mc2

0

 e
ik2z + F



0
1
0

−icζ − cP ′

(E − V0) +mc2

 e
ik2z. (4.46)

Essa forma de escrever os espinores nos permite acessar a reflexão de que se estamos numa
situação em que V0 > 0 e |E − V0| < c

√
m2c2 + ζ2, o número de onde na Região II é imaginário,

k2 = i|k2|, de forma que a solução nesta região é uma exponencial que decai de forma a ter
uma penetração amortecida na região de potencial. No entanto, se estamos num ambiente em
que a barreira de potencial é tal que V0 > E + c

√
m2c2 + ζ2, cenário que o potencial é tal que

consegue confinar a partícula, o número de onda então é real e temos soluções oscilatórias na
região II. Assim, sob a perspectiva dessas condições, as amplitudes das soluções são fixadas pela
continuidade da das mesmos na condição de contorno regida pelo potencial, requerido para que
haja conservação de corrente. Então, em z = 0 teremos que

ψ1(z = 0) + ψr1(z = 0) = ψ2(z = 0). (4.47)
∗Falar do spn-flip
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Desta condição, vem que

A+B = C, (4.48)

−icζ
E +mc2 (A+B) + cP

E +mc2 (A−B) = −icζ + cP ′

(E − V0) +mc2C, (4.49)

D = F (4.50)

e

−c(−P + iζ)
E +mc2 D = − c(P ′ + iζ)

(E − V0) +mc2F . (4.51)

Como o resultado (4.50) exige que D seja igual a F , não há outra forma de satisfazer o resultado
(4.51) a não ser tomar D = F = 0. Isto é, não haverá o spin flip.

Notando que

cP =
√

E 2 −m2c4 − c2ζ2, (4.52)

cP ′ =
√

(E − V0)2 −m2c4 − c2ζ2, (4.53)

levando esses resultados na equação (4.49) e trabalhando isso conjunto com (4.48), vamos poder
escrever que

A−B =


icζ − (E +mc2)

[
(E − V0)2 −m2c4 − c2ζ2

]1/2
(V0 − E −mc2) (E 2 −m2c4 − c2ζ2)1/2

C = (iκ− γ)C, (4.54)

em que

κ = cζ

(V0 − E −mc2) (E 2 −m2c2 − ζ2)1/2 (4.55)

γ =
− (E +mc2)

[
(E − V0)2 −m2c2 − ζ2

]1/2
(V0 − E −mc2) (E 2 −m2c2 − ζ2)1/2 . (4.56)

Somando (4.48) e (4.54), teremos

A = (1 + iκ− γ)C2 , (4.57)

e fazendo (4.48) menos (4.54), vem que

B = (1− iκ+ γ)C2 , (4.58)

de forma que podemos escrever

B

A
= (1− iκ+ γ)

(1 + iκ− γ) . (4.59)
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Isolando B em (4.59) e levando o resultado em (4.48), podemos escrever

C

A
= 2

(1 + iκ− γ) . (4.60)

Por fim, para especificar por completo os coeficientes de transmissão e reflexão, devemos
considerar o termo de corrente

~j3(z) =
[
cψ†(z)γ0γiψ(z)

]
ẑ. (4.61)

Considerando que,

γ0γi =
 0 σ3

σ3 0

 (4.62)

em que estamos na representação de Dirac das matrizes gama§, vamos ter que

(ψ′1)†γ0γi = A∗
(

1, 0, icζ + cP

E +mc2 , 0
)
, (4.63)

(ψ′r
1 )†γ0γi = B∗

(
1, 0, icζ − cP

E +mc2 , 0
)
, (4.64)

e

(ψ′2)†γ0γi = C∗
(

1, 0, −icζ − cP
′

(E − V0) +mc2 , 0
)
. (4.65)

De forma que a componente na direção de ẑ em cada região tomam a forma

(~j1)3 = +AA∗
(

2c2P

E +mc2

)
ẑ, (4.66)

(~jr1)3 = −BB∗
(

2c2P

E +mc2

)
ẑ, (4.67)

(~j2)3 = +CC∗
(

2c2P ′

(E − V0) +mc2

)
ẑ. (4.68)

Portanto, o coeficiente de reflexão será

R = |(
~jr1)3|
|(~j1)3|

= | −BB
∗|

|AA∗|
=
(
B

A

)2
= (1− κ+ γ)2

(1 + κ− γ)2 , (4.69)

e o coeficiente de transmissão segue como sendo

T = |(
~j2)3|
|(~j1)3|

= |CC
∗|

|AA∗|
P ′

P

(
E +mc2

−V0 + E +mc2

)
. (4.70)

Relembrando rapidamente que

cP =
√

E 2 −m2c4 − c2ζ2,

cP ′ =
√

(E − V0)2 −m2c4 − c2ζ2,
§Veja, por favor, o apêndice A para mais detalhes sobre nossas convenções se for necessário.



Capítulo 4. Caso especial da generalização da equação de Dirac 43

temos então que

T =
∣∣∣∣∣CA
∣∣∣∣∣
2
− (E +mc2)

[
(E − V0)2 −m2c2 − ζ2

]1/2
(V0 − E −mc2) (E 2 −m2c2 − ζ2)1/2

 = 4γ
|1 + iκ− γ|2

< 0. (4.71)

Podemos garantir que o coeficiente de transmissão é essencialmente porque o termo γ
é negativo, uma vez que assumimos um regime em que |E − V0| < c

√
m2c2 + ζ2. Então, pelo

resultado (4.71), podemos notar como o paradoxo de Klein, no contexto da mecânica quântica
relativística, é afetado pelo fundo que que viola a simetria de Lorentz.

4.8 O Zitterbewegung

O termo Zitterbewegung vem da língua alemã e numa tradução livre para o português
o mesmo pode ser entendido como algo que se refere a um movimento tremulo ou agitado.
No nosso contexto, o termo Zitterbewegung estará sempre associado a hipótese de um tipo de
oscilação rápida intrínseca de partículas elementares que possuem a sua dinâmica regida pela
equação de onda quântica-relativística. Essa ideia surgiu primeiramente em 1930 como um
resultado imediato da soluções livres das equação de Dirac para pacotes de onda num trabalho
de Erwin Schrödinger [49]. Schrödinger pode perceber uma interferência, entre os estados de
energia positiva e negativa, que aparecia na forma de uma oscilação do elétron em torno de
sua trajetória clássica com frequência natural que compreendia o valor de ω = 2mc2/~. Nesta
sessão, iremos revisitar o Zitterbewegung sob o ponto de vista da equação (4.1).

4.8.1 Definindo um pacote de ondas

A partir dos resultados das soluções da equação (4.1) apresentados acima, definimos um
pacote de ondas como sendo tal que

Ψ(~x, t) =
∫ d3 ~P

(2π~)3/2

√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[
b(P, s)u(P, s)e−iPµxµ/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+iPµxµ/~

]
.

(4.72)

Em que s computa o spin, up ou down, e o restante da notação é auto explicativo.

A condição de normalização implica que

∫
d3~xΨ†(~x, t)Ψ(~x, t) = 1. (4.73)
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Usando a nossa definição de pacote de ondas vamos poder escrever

∫
d3~xΨ†(~x, t)Ψ(~x, t) =

∫ ∫ ∫ d3~x d3 ~P ′ d3 ~P

(2π~)3

 mc2√
ε′( ~P ′)ε( ~P)


×

∑
±(s′,s)

[
b∗(P ′, s′)b(P, s)u†(P ′, s′)u(P, s)e−i(Pµ−P′µ)xµ/~

+ b∗(P ′, s′)d∗(p, s)u†(P ′, s′)v(P, s)e+i(Pµ+P′µ)xµ/~

+ d(P ′, s′)b(P, s)v†(P ′, s′)u(P, s)e−i(Pµ+P′µ)xµ/~

+ d(P ′, s′)d∗(P, s)v†(P ′, s′)v(P, s)e+i(Pµ−P′µ)xµ/~
]
. (4.74)

Quando efetuamos a integral e d3~x teremos o seguinte resultado:
∫ d3~x

(2π~)3 e
±i( ~P− ~P′)·~x/~ = δ(3)

(
~P − ~P ′

)
, (4.75)

∫ d3~x

(2π~)3 e
±i( ~P+ ~P′)·~x/~ = δ(3)

(
~P + ~P ′

)
. (4.76)

Retomando a equação (4.74) levando em consideração os efeitos das deltas, vamos ter que

=
∫
d3 ~P

 mc2√
ε′(− ~P)ε( ~P)


×

∑
±(s′,s)

b∗((p′0( ~P), ~P
)
, s′
)
b(p, s)u†

((
p′0( ~P), ~P

)
, s′
)
u(p, s)e−i

(
p0( ~P)−p′

0( ~P)
)
x0/~

+ b∗
((
p′0(− ~P),− ~P

)
, s′
)
d∗(p, s)u†

((
p′0(− ~P),− ~P

)
, s′
)
v(p, s)ei

(
p0( ~P)+p′

0(− ~P)
)
x0/~

+ d

((
p′0(− ~P),− ~P

)
, s′
)
b(p, s)v†

((
p′0(− ~P),− ~P

)
, s′
)
u(p, s)e−i

(
p0( ~P)+p′

0(− ~P)
)
x0/~

+ d

((
p′0( ~P), ~P

)
, s′
)
d∗(p, s)v†

((
p′0( ~P), ~P

)
, s′
)
v(p, s)ei

(
p0( ~P)−p′

0( ~P)
)
x0/~

.
(4.77)

De forma geral, temos que

ε( ~P) = ε′( ~P ′)δ(3)
(
~P ± ~P ′

)
= c

√(
± ~P

)2
+m2c2 + ζ2 = ε′(± ~P) , (4.78)

e assim temos como satisfeito que

p0( ~P) = p′0(± ~P) . (4.79)



Capítulo 4. Caso especial da generalização da equação de Dirac 45

Sendo assim, teremos que

=
∫
d3 ~P

(
mc2

ε( ~P)

) ∑
±(s′,s)

[
b∗(P, s′)b(P, s)u†(P, s′)u(P, s)

+ d(P, s′)d∗(P, s)v†(P, s′)v(P, s)
+ b∗(−P, s′)d∗(P, s)u†(−P, s′)v(P, s)e2ip0x0/~

+ d(−P, s′)b((P, s)v†(−P, s′)u(P, s)e−2ip0x0/~
]
. (4.80)

Das condições de normalização que desenvolvemos vem que

=
∫
d3 ~P

(
mc2

ε( ~P)

) ∑
±(s′,s)

ε( ~P)
mc2 δs,s′

[
b∗(P, s′)b(P, s) + d∗(P, s′)d(P, s)

]

=
∫
d3 ~P

∑
±s

[
|b(P, s)|2 + |d(P, s)|2

]
. (4.81)

Portanto, ∫
d3~xΨ†(~x, t)Ψ(~x, t) =

∫
d3 ~P

∑
±s

[
|b(P, s)|2 + |d(P, s)|2

]
= 1. (4.82)

4.8.2 O termo de corrente para o Pacote de Ondas

Vamos calcular o temor de corrente

J i =
∫
d3~xΨ†(~x, t)cαiΨ(~x, t) = c

∫
d3~x ψ̄(~x, t)γiψ(~x, t). (4.83)

Na sessão D.3 do apêndice D mostramos que a componente i do termo de corrente tem a forma

cψ̄(~x, t)γiψ(~x, t) = 1
2m

[
ψ̄
(
P̂ iψ

)
−
(
P̂ iψ̄

)
ψ − 2iP̂ν

(
ψ̄Σiνψ

)]
. (4.84)

Sendo assim, podemos escrever que

J i = c
∫
d3~x ψ̄(~x, t)γiψ(~x, t) = 1

2m

∫
d3 ~x

[
ψ̄
(
P̂ iψ

)
−
(
P̂ iψ̄

)
ψ − 2iP̂ν

(
ψ̄Σiνψ

)]
= 1

2m

∫ d3~x d3 ~P

(2π~)3/2
mc2√

ε′( ~P ′)ε( ~P)

∑
±(s,s′)

{

×
[
b∗(P ′, s′)ū(P ′, s′)e+iP′

µx
µ/~ + d(P ′, s′)v̄(P ′, s′)e−iP′

µx
µ/~
]

× P̂ i
[
b(P, s)u(P, s)e−iPµxµ/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+iPµxµ/~

]
− P̂ ′i

[
b∗(P ′, s′)ū(P ′, s′)e+iP′

µx
µ/~ + d(P ′, s′)v̄(P ′, s′)e−iP′

µx
µ/~
]

×
[
b(P, s)u(P, s)e−iPµxµ/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+iPµxµ/~

]
− 2iP̂ ′

ν

[
b∗(P ′, s′)ū(P ′, s′)e+iP′

µx
µ/~ + d(P ′, s′)v̄(P ′, s′)e−iP′

µx
µ/~
]

× Σiν
[
b(P, s)u(P, s)e−iPµxµ/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+iPµxµ/~

]
− 2i

[
b∗(P ′, s′)ū(P ′, s′)e+iP′

µx
µ/~ + d(P ′, s′)v̄(P ′, s′)e−iP′

µx
µ/~
]

× ΣiνP̂ν

[
b(P, s)u(P, s)e−iPµxµ/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+iPµxµ/~

] }
. (4.85)
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Os operadores de momento devem atuar nas exponenciais. Fazendo isso e rearranjando o
resultado, teremos que

J i = 1
2m

∫ d3~x d3 ~P

(2π~)3/2
mc2√

ε′( ~P ′)ε( ~P)

∑
±(s,s′)

[

× b∗(P ′, s′)b(P, s)ū(P ′, s′)u(P, s)(P i + P ′i)e−i(Pµ−P′
µ)xµ/~

− b∗(P ′, s′)d∗(P, s)ū(P ′, s′)v(P, s)(P i −P ′i)e+i(Pµ+P′
µ)xµ/~

+ d(P ′, s′)b(P, s)v̄(P ′, s′)u(P, s)(P i −P ′i)e−i(Pµ+P′
µ)xµ/~

− d(P ′, s′)d∗(P, s)v̄(P ′, s′)v(P, s)(P i + P ′i)e−i(Pµ−P′
µ)xµ/~

− 2ib∗(P ′, s′)b(P, s)ū(P ′, s′)Σiνu(P, s)(Pν −P ′
ν)e−i(Pµ−P′

µ)xµ/~

+ 2ib∗(P ′, s′)d∗(P, s)ū(P ′, s′)Σiνv(P, s)(Pν + P ′
ν)e+i(Pµ+P′

µ)xµ/~

− 2id(P ′, s′)b(P, s)v̄(P ′, s′)Σiνu(P, s)(Pν + P ′
ν)e−i(Pµ+P′

µ)xµ/~

+ 2id(P ′, s′)d∗(P, s)v̄(P ′, s′)Σiνv(P, s)(Pν −P ′
ν)e−i(Pµ−P′

µ)xµ/~
]
. (4.86)

Como antes, efetuamos primeiro a integral em d3 ~x, de forma a ter como resultado as deltas
δ(3)( ~P − ~P ′), e em seguida eliminando a integração em d3 ~P ′ com as deltas, obtemos que

J i = 1
2m

∫
d3 ~P

mc2

ε( ~P)
∑
±(s,s′)

{
2P i

[
b∗(P, s′)b(P, s)ū(P, s′)u(P, s)

− d(P, s′)d∗(P, s)v̄(P, s′)v(P, s)
]

+2P i
[
d(−P, s′)b(P, s)v̄(−P, s′)u(P, s)e−2iP0x0/~

− b∗(−P, s′)d∗(P, s)ū(−P, s′)v(P, s)e+2iP0x0/~
]

+4iε( ~P
d

[
b∗(−P, s′)d∗(P, s)ū(−P, s′)Σi0v(P, s)e+2iP0x0/~

− d(−P, s′)b(P, s)v̄(−P, s′)Σi0u(P, s)e−2iP0x0/~
]}

. (4.87)

Aplicando as condições de normalização que desenvolvemos vamos, finalmente, poder escrever
que

J i =
∫
d3 ~P

∑
±s

pic2

ε( ~P)

[
|b(P, s)|2 + |d(P, s)|2

]

+ic
∑
±(s,s′)

[
b∗(−P, s′)d∗(P, s)ū(−P, s′)Σi0v(P, s)e+2iP0x0/~

− d(−P, s′)b(P, s)v̄(−P, s′)Σi0u(P, s)e−2iP0x0/~
]}

. (4.88)

Os segundo e terceiro termos são soluções que traduzem um interferência entre estados de
energia positiva e negativa, que é o que chamamos de Zitterbewegung. Estes termos oscilam
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com dependência explicita no tempo com uma frequência dada por

ωz = 2P0c

~
= 2

√
~P2 +m2c2 + ζ2

~
>

2c
√
m2c2 + ζ2

~
. (4.89)

Lembro também que calculamos a velocidade grupo e ela tem a forma

(Vg)i = c2

(E − cξ0) (pi − ξi) = Pic
2

ε
. (4.90)

que aprece no primeiro termo da corrente acima.

4.8.3 Determinando os coeficientes b e d∗

No tempo t = 0, podemos definir um pacote de ondas com uma distribuição gaussiana
com uma largura d e centrada na origem da seguinte forma

Ψg(~x, 0, s) = 1
(4πd2)3/4 e

−|~x|2/2dω(0). (4.91)

ω(0) é um espinor a ser determinado. Essa definição serve de condição de contorno para a nossa
definição de pacote de ondas (4.72),

Ψ(~x, t, s) =
∫ d3 ~P

(2π~)3/2

√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[
b(P, s)u(P, s)e−i(εt− ~P·~x)/~ + d∗(P, s)v(P, s)e+i(εt− ~P·~x)/~

]
,

em t = 0. Ou seja:

Ψg(~x, 0, s) = Ψ(~x, 0, s). (4.92)

A partir dessa igualdade, podemos determinar os coeficientes b e d∗ assumindo que

∫ d3 ~P

(2π~)3/2

√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[
b(P, s)u(P, s)e−i(εt− ~P·~x)/~

]

=
∫ d3 ~P ′

(2π~)3/2

√√√√ mc2

ε( ~P ′)
∑
±s

[
d∗(P ′, s)v(P ′, s)e+i(εt− ~P′·~x)/~

]
, (4.93)

onde consideramos que Pµ = −P ′
µ. Nestes moldes, vamos ter que

∫ d3 ~P

(2π~)3/2

√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[b(P, s)u(P, s) + d∗(−P, s)v(−P, s)] e+i ~P·~x = 1
(4πd2)3/4 e

−|~x|2/2dω(0),

(4.94)

Tomando uma transformada de Fourier inversa em ambos os lados, podemos escrever√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[b(P, s)u(P, s) + d∗(−P, s)v(−P, s)] =
∫ d3~x

(2π~)3/2
1

(4πd2)3/4 e
−|~x|2/2de−i

~P·~xω(0).

(4.95)
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Em que teremos

∫ d3~x

(2π~)3/2
1

(4πd2)3/4 e
−|~x|2/2de−i

~P·~x = 1
π3/4

(
d

~

)3/2

e−|
~P|d2/2~2 . (4.96)

Então,√√√√ mc2

ε( ~P)
∑
±s

[b(P, s)u(P, s) + d∗(−P, s)v(−P, s)] =
(
d2

π~2

)3/4

e−|
~P|d2/2~2

ω(0). (4.97)

Multiplicando este resultado à esquerda por√√√√ mc2

ε( ~P)
u†(P, s′)

e explorando as condições de normalização, vamos poder escrever

b(P, s) =
√√√√ mc2

ε( ~P)

(
d2

π~2

)3/4

u†(P, s′)ω(0). (4.98)

Agora se multiplicamos o resultado à esquerda por√√√√ mc2

ε( ~P)
v†(−P, s′)

e explorando mais uma vez as condições de normalização, vamos poder escrever

d8(−P, s) =
√√√√ mc2

ε( ~P)

(
d2

π~2

)3/4

v†(−P, s′)ω(0). (4.99)

4.8.4 A oscilação em torno da trajetória clássica

Vamos trabalhar agora a obtenção do Zitterbewegung no contexto da equação de Dirac,

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5 − ξµγµ)ψ = 0. (4.100)

Abrindo as componente e multiplicando toda equação à esquerda por cγ0, vem que

i~∂tψ =
(
i~cγ0γi∂i + γ0mc2 + icζγ0γ5 + cξ0 − cξiγ0γi

)
ψ. (4.101)

Definindo

β = γ0 (4.102)
~α = γ0γi, (4.103)

vamos poder e escrever a equação (4.101) na forma

i~∂tψ = Hψ, (4.104)
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em que

H = c~α · ~p+ βmc2 + cξ0 − c~α · ~ξ. (4.105)

Na representação de Heisenberg, a equação de movimento para a posição é

d~x

dt
= 1
i~

[~x,H] = c~α, (4.106)

onde estamos a considerar que [~c, ~ξ] = 0 uma vez que que o fundo é tomado constante. Então, a
evolução temporal de ~a é

d~α

dt
= 1
i~

[~α,H] = i

~
{H, ~α} − 2i

~
~αH = 2ic

~
(
~p− ~ξ

)
− 2i

~
~αH, (4.107)

em que nos atemos ao fato de que

{~α, β} = 0. (4.108)

Integrando no tempo o resultado (4.107), vem que
∫ ~α(t)

~α(0)

d~α

~α− c

H

(
~p− ~ξ

) = −2iH
~

∫ t′=t

t′=0
dt′, (4.109)

e dai teremos

~α(t) =
[
~α(0)− c

H

(
~p− ~ξ

)]
e−2iH/~ + c

H

(
~p− ~ξ

)
. (4.110)

Levando (4.110) em (4.106), vamos ter que

d~x

dt
= c

{[
~α(0)− c

H

(
~p− ~ξ

)]
e−2iH/~ + c

H

(
~p− ~ξ

)}
, (4.111)

e se integramos no tempo podemos escrever

~x(t) = ~x(0) + c

H

(
~p− ~ξ

)
t+ i~c

2H

[
~α(0)− c

H

(
~p− ~ξ

)] (
e−2iH/~ − 1

)
. (4.112)

Ou ainda,

~x(t) = ~x(0) + c

H
~Pt+ i~c

2H

[
~α(0)− c

H
~P
] (
e−2iH/~ − 1

)
. (4.113)

Então, temos o movimento de uma partícula fermiônica descrito por uma posição inicial seguido
dum termo termo de velocidade vezes tempo, onde o termo de velocidade tem a forma da
velocidade de grupo, mais um termo que oscilatório, responsável pelo Zitterbewegung, que quebra
a forma cinemática usual da equação de movimento. Ou seja, temos, de fato, um férmion que
oscila entre os estados de energia positiva e negativa a medida que segue a sua trajetória clássica.
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Capítulo 5

Uma proposta de assimetria entre o espaço e o
tempo na equação de Dirac

O conteúdo deste capítulo tem inspiração numa discussão realizada em um trabalho de
Hiroki Isobe e Naoto Nagaosa, datado de 2012 [50]. Este trabalho busca estudar teoricamente o
fenômeno quântico crítico da transição de fase entre o isolante trivial e o isolante topológico em
(3 + 1) dimensões, que é descrito por um férmion de Dirac acoplado ao campo eletromagnético.
No modelo considerado, a invariância de Lorentz não é presente a nível de lagrangiano. A
violação da simetria de Lorentz no modelo é devida a presença de um fator constante que
multiplica, por definição, a derivada espacial. Neste sentido, estaremos a considerar algo
semelhante ao modelo que foi proposto no trabalho de Isobe e Nagaosa, procurando estudar a
situação a fundo, ao considerar o seguinte lagrangiano,

L = i

2
~
c
ψ̄γ0 (∂tψ)− i

2
~
c

(
∂tψ̄

)
γ0ψ − i

2ξ~ψ̄γ
i (∂iψ) + i

2ξ~
(
∂iψ̄

)
γiψ −mcψ̄ψ

= i~ψ̄
(
γ0∂0 − ξγi∂i −mc

)
ψ − i~

2 (∂iξ) ψ̄γiψ. (5.1)

De forma que se ξ não for constante, mas sim uma gradeza real dependente das coordenadas do
espaço-tempo, não obtemos uma ação real. Para contornar esta inconsistência, assumimos que
na situação em que ξ não é constante, este parâmetro toma valores sobre os complexos. Nessa
linha, escrevemos

L = i

2
~
c
ψ̄γ0 (∂tψ)− i

2
~
c

(
∂tψ̄

)
γ0ψ − i

2ξ~ψ̄γ
i (∂iψ) + i

2ξ
∗~
(
∂iψ̄

)
γiψ −mcψ̄ψ

= i~ψ̄
[
γ0∂0 −

1
2 (ξ + ξ∗) γi∂i

]
ψ −mcψ̄ψ − i~

2 (∂iξ∗) ψ̄γiψ. (5.2)

Para que a condição de realidade da ação seja verificamos que o termo

ξ + ξ∗ = Re(ξ) + iIm(ξ) + Re(ξ)− iIm(ξ) = 2Re(ξ) ∈ R. (5.3)
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O outro termo a ser analisado, ∂iξ∗, para que a realidade da ação seja satisfeita deve ser visto
de tal forma que

∂iξ
∗ = ∂i (Re(ξ)− iIm(ξ)) ∈ C, (5.4)

com Re(ξ) sendo uma constante real e iIm(ξ) carregando toda a dependência espaço-temporal
de ξ. Ou seja

∂iξ
∗ = −∂i

[
iIm

(
ξ(x)

)]
. (5.5)

Nestes moldes, podemos escrevemos o lagrangiano que leva a uma ação real como sendo

L = i~ψ̄
(
γ0∂0 − Re(ξ)γi∂i

)
ψ + i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ −mcψ̄ψ. (5.6)

5.1 As equações de campo

Mantendo em mente o ponto de vista do princípio da mínima ação, poderemos escrever

• Para ψ: {
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc+ i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}
ψ = 0. (5.7)

• Para ψ̄:

ψ̄

{
i~
c
γ0 ~∂t − i~Re(ξ)γi ~∂i +mc− i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}

= 0. (5.8)

5.2 Espectro de energias e a velocidade grupo

Propondo uma dependência espaço-temporal linear para Im
(
ξ(x)

)
,

iIm
(
ξ(x)

)
= iα− iwµxµ, (5.9)

com α e wµ sendo uma constante real e um vetor constante real, respectivamente, teremos que

i∂iIm
(
ξ(x)

)
= i∂i

(
α− w0x

0 + i~wj~xj
)

= i~wjδij = i~wi. (5.10)

De forma que agora podemos escrever a equação de Dirac modificada no espaço dos momenta
como sendo ∫ d4p

(2π)4

[
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc−

~
2 ~wiγ

i

]
ψ(p)e− i

~pµx
µ = 0. (5.11)

O que nos leva a escrever[
p0γ

0 − Re(ξ)~piγi −mc−
~
2 ~wiγ

i

]
ψ(p) = Dψ(p) = 0. (5.12)
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Podemos reescrever D como sendo

D = a1 + bµγ
µ, (5.13)

com 
a = −mc,

bµ =
(
E

c
, −Re(ξ)~pi −

~
2 ~wi

)
.

(5.14)

Então,

b2 = E2

c2 − Re(ξ)2~p2
i −

~2

4 ~w2
i − ~Re(ξ)~wi~pi = E2

c2 −
(
Re(ξ)~pi + ~

2 ~wi
)2

. (5.15)

Assim sendo, a partir dos resultados do Apêndice C, temos

D−1 = 1
∆ (bµγµ − a)

(
b2 − a2

)
. (5.16)

Em que

∆ = det(D) =
(
b2 − a2

)2
. (5.17)

Contudo, teremos que a relação de dispersão modificada será tal que

det(D) =
E2

c2 −
(
Re(ξ)~pi + ~

2 ~wi
)2

−m2c2

2

= 0, (5.18)

ou ainda, de maneira equivalente,

E2

c2 −
(
Re(ξ)~pi + ~

2 ~wi
)2

−m2c2 = 0. (5.19)

O que nos leva a escrever

E = ±c

√√√√(Re(ξ)~pi + ~
2 ~wi

)2

+m2c2. (5.20)

Então, portanto, a energia de repouso, tomando ~pi = 0, é tal que

E = ±c
√
~2

4 ~w2
i +m2c2. (5.21)

De forma que a massa de repouso, do elétron por exemplo, é modifica de tal maneira que

E = c2

√
m2 + ~2

4c2 ~w
2
i . (5.22)

Podemos ainda escrever a velocidade grupo para o presente caso sob a prescrição

d(∆) = ∂∆
∂E

dE + ∂∆
∂~pi

d~pi = AdE +Bd~pi = 0, (5.23)
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e com isso podemos simplesmente escrever

(~vg)i = −B
A
. (5.24)

Temos então que

A = 4∆
c2 E, (5.25)

B = −4∆
[
Re(ξ)2~pi + ~

4Re(ξ)~wi
]
. (5.26)

Portanto,

(~vg)i = c2

E

[
Re(ξ)2~pi + ~

4Re(ξ)~wi
]
. (5.27)

5.3 O propagador fermiônico

Trabalhando melhor a equação (5.16) poderemos escrever o propagador fermiônico deste
modelo. Ou seja,

D−1 = 1
∆ (bµγµ − a)

(
b2 − a2

)
= (bµγµ − a)

(b2 − a2)

= p̃µγ
µ − (~/2) ~wiγi +mc

p2
0 − Re(ξ)2~p2

i − ~Re(ξ)~p · ~w − (~2/4)~w2 −m2c2 (5.28)

= p̃µγ
µ − (~/2) ~wiγi +mc

p2
0 − [Re(ξ)~pi + (~/2)~wi]2 −m2c2

. (5.29)

Com p̃µ sendo igual a

p̃µ =
(
p0,−Re(ξ)~pi

)
. (5.30)

Portanto o propagador fermiônico pode ser escrito como sendo

iS(p̃) = i
p̃µγ

µ − (~/2) ~wiγi +mc

p2
0 − [Re(ξ)~pi + (~/2)~wi]2 −m2c2 + iε

. (5.31)

5.4 Tensor energia-momento

A partir dos desenvolvimentos da sessão E.2 do Apêndice E, a quadri-divergência do
tensor energia momento tem a forma

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ. (5.32)

Em que

γ̃µ =
(
γ0, Re(ξ)γi

)
. (5.33)
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Como estamos a considerar que

i∂iIm
(
ξ(x)

)
= i~wi, (5.34)

podemos escrever

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~ (∂ν ~wi) ψ̄γiψ. (5.35)

De forma que procedimento de simetrização não é válido. E temos também uma quebra da
conservação do tensor energia-momento.

5.5 Introduzindo a interação eletromagnética

Para introduzir a interação eletromagnética no modelo, via acoplamento mínimo, toma-
mos a seguinte prescrição na quadri-divergência que acompanham o termo de Dirac

∂0 = 1
c
∂t →

1
c
∂t + i

qe

~
A0 (5.36)

∂i → ∂i + i
qe

~
~Ai. (5.37)

E se introduzimos também o termos de Maxwell, teremos

L = − 1
4µ0

FµνF
µν + i~ψ̄

(
γ0∂0 − Re(ξ)γi∂i

)
ψ + i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ−

−mcψ̄ψ − qeA0ψ̄γ
0ψ + qe ~AiRe(ξ)ψ̄γiψ

= − 1
4µ0

FµνF
µν + i~ψ̄

(
γµ∂̃µ

)
ψ + i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ −mcψ̄ψ−

− qeÃµψ̄γµψ

= − 1
4µ0

FµνF
µν + ψ̄

[
i~γµ∂̃µ −mc−

~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi − qeÃµγµ

]
ψ. (5.38)

Com

Ãµ =
(
A0,−Re(ξ) ~Ai

)
. (5.39)

5.5.1 A equação de Dirac modificada

Do princípio da mínima ação temos que a equação de Dirac modificada com acoplamento
mínimo é [

i~γµ∂̃µ −mc−
~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi − qeÃµγµ

]
ψ = 0. (5.40)

Com seu conjugado de Dirac sendo

i~γµ
(
∂̃µψ̄

)
+ ψ̄

[
mc+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi + qeÃµγ

µ

]
= 0. (5.41)
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5.5.2 Decomposição de Gordon

Seguindo os desenvolvimentos da sessão D.4 do Apêndice D, temos que a decomposição
de Gordon, no espaço dos momenta, toma a forma

2mcψ̄(p+ q′)γκψ(p) =
[
(p̃+ q̃′)κ + p̃κ + ~wκ

]
ψ̄(p+ q′)ψ(p)+

+ 2i
[
(p̃+ q̃′)µ − p̃µ

]
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p)+

+ 2qe
∫ d4p′

(2π~)4 Ã
κ(p′ − p− q′)ψ̄(p′)ψ(p) (5.42)

e

−
(

(p̃+ q̃)κ − p̃κ
)
ψ̄(p+ q)ψ(p) + 2i

(
(p̃+ q̃)µ + p̃µ

)
ψ̄(p+ q)Σµκψ(p)−

− 2i~~wiψ̄(p+ q)Σκiψ(p)− 4iqe
∫ d4p′

(2π~)4 Ãµ(p′ − p− q)ψ̄(p′)Σµκψ(p) = 0. (5.43)

5.5.3 As equações de Maxwell Modificadas

Para escrever as equações de Maxwell, devemos nos concentrar nos termos de Maxwell e
de interação do lagrangiano de partida,

LM = − 1
4µ0

FµνF
µν − qeA0ψ̄γ

0ψ + qeRe(ξ) ~Aiψ̄γiψ. (5.44)

Este que pode ser escrito na forma

LM = − 1
4µ0

FµνF
µν − J̃νAν , (5.45)

onde estamos a identificar j̃ν como sendo

J̃ν =
(
J0, Re(ξ) ~Ji

)
= qe

(
ψ̄γ0ψ, Re(ξ)ψ̄γiψ

)
. (5.46)

Então, do princípio da mínima ação, teremos

δLM = − 2
4µ0

F µν (δFµν)− J̃νδAν

= − 2
2µ0

F µν (δ∂µAν)− J̃νδAν

= − ∂µ
(

1
1µ0

F µνδAν

)
+ 1

1µ0
(∂µF µν) δAν − J̃νδAν

=
(
∂µF

µν − µ0J̃
ν
)
δAν = 0. (5.47)

Portanto,

∂µF
µν = µ0J̃

ν . (5.48)

Este resultado dará origem tanto a lei de Gauss para o campo elétrico, quanto a equação de
Ampère-Maxwell. Já a lei de Faraday-Lenz e a lei de Gauss para o campo magnético são
inalteradas por este cenário e podem ser escritas pela identidade Bianch,

∂µF̃
µν = ∂µ

(1
2ε

µναβFαβ

)
= 0. (5.49)
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• Lei de Gauss para o campo elétrico:

Tomando ν = 0 na equação (5.48), teremos

∂µF
µ0 = µ0J̃

0

∂iF
i0 = µ0J̃

0

~∇i

~Ei
c

= µ0J̃
0. (5.50)

Portando,

~∇ · ~E = µ0cJ0 = µ0c
2ρ = ρ

ε0
. (5.51)

• Equação de Ampère-Maxwell:

Tomando ν = i na equação (5.48), teremos

∂µF
µi = µ0J̃

i

∂0F
0i + ∂jF

ji = µ0J̃
i

∂0F
i0 − ∂jF ij = −µ0J̃i

1
c
∂tFi0 − ~∇jFij = Re(ξ)µ0 ~Ji

− 1
c2∂t

~Ei + εijk ~∇j
~Bk = Re(ξ)µ0 ~Ji. (5.52)

Portanto,

~∇× ~B = Re(ξ)µ0 ~J + µ0ε0∂t ~E. (5.53)

• Lei de Faraday-Lenz:

A lei de Faraday-Lenz vem da identidade Bianch tomando ν = 0. Ou seja,

~∇× ~E + ∂t ~B = 0. (5.54)

• Lei de Gauss para o campo magnético:

Agora a lei de Gauss para o campo magnético vem da identidade Bianch tomando ν = i. Ou
seja,

~∇ · ~B = 0. (5.55)
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5.5.4 Tensor energia-momento

Seguindo os desenvolvimentos da sessão E.2 do Apêndice E, temos que a quadri-
divergência do tensor energia-momento proveniente da equação de Dirac modificada e com
acoplamento mínimo, descrita por (5.40), tem a forma

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ − 2qe

(
∂νÃµ

)
ψ̄γµψ. (5.56)

Já a quadri-divergência do tensor energia-momento proveniente das equações de Maxwell possui
a forma Ou seja,

∂µ

(
1
µ0
F µαFαν + 1

4µ0
δµνF

αβFαβ

)
= J̃αFαν = −2qe

(
∂νÃα

)
ψγαψ. (5.57)

Nestes moldes, podemos falar de um tensor energia momento total que leva em consideração os
efeitos deste dois resultados. Ou seja,

∂µ

[
i~
(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − i~ψ̄γ̃µ (∂νψ)− 1

µ0
F µαFαν −

1
4µ0

δµνF
αβFαβ

]
= −~ (∂ν ~wi) ψ̄γiψ. (5.58)

Lembrando que estamos a considerar que

i∂iIm
(
ξ(x)

)
= i~wi.

5.6 Soluções da equação de Dirac modificada

A partir da equação (5.7) temos que a equação de Dirac modificada livre é{
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc+ i~

2 ∂i
[
iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}
ψ = 0. (5.59)

Com Im
(
ξ(x)

)
carregando uma dependência espaço-temporal. Afim de tornar a notação mais

agradável aos olhos, iremos adotar que

∂i

[
Im
(
ξ(x)

)]
= ∂if(x). (5.60)

Com isso, a equação (5.59) toma a forma(
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc−

~
2∂if(x)γi

)
ψ = 0, (5.61)

De forma geral, vamos supor que a dependência de f(x) é dada inteiramente por z e, portanto,
temos que

∂if(x) = ∂if(x0, xi)→ ∂3f(x3) ≡ ∂3f(z). (5.62)

Com isso, escrevemos (
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc−

~
2∂3f(z)γ3

)
ψ = 0, (5.63)
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Dada essa formulação, podemos propor f(z)’s que, sob determinadas perspectiva, nos levarão à
uma física concentrada em regiões em torno de z = 0. Sendo assim, propomos

f(z) = f0

πσ
sin

(
z

σ

)
, (5.64)

f(z) = f0√
πσ

e−z
2/4σ. (5.65)

Trabalhando melhor a forma da equação de Dirac, considerando também que o espinor vai
obedecer uma física unidimensional na direção ẑ, teremos(

i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γ3∂z −mc−

~
2∂zf(z)γ3

)
ψ(t, z) = 0,

i~
c
∂t

1 0
0 −1

− (i~Re(ξ)∂z + ~
2∂zf(z)

) 0 αz

−αz 0

−mc
1 0

0 1

χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ = 0.

(5.66)

Com 1 sendo a matriz identidade 2× 2 e αz sendo a terceira matriz de Pauli,

αz =
1 0

0 −1

 . (5.67)

Então, teremos o par de equações diferencias parciais acopladas,(
E

c
−mc

)
1χ(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
αzζ(z) = 0, (5.68)

(
E

c
+mc

)
1ζ(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
αzχ(z) = 0. (5.69)

Isolando ζ(z) em (5.69) e levando o resultado em (5.68), teremos

(
E −mc2

)
1χ(z)− c2

(E +mc2)

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)2

α2
zχ(z) = 0. (5.70)

Expandindo termo a termos, podemos escrever{
E −mc2 + c2

(E +mc2)

[
~2Re(ξ)2∂2

z − i~2Re(ξ) (∂zf(z)) ∂z− (5.71)

− i~2

2 Re(ξ)
(
∂2
zf(z)

)
− ~2

4 (∂zf(z))2
]}

1χ(z) = 0,

que equivale a[
c2~2Re(ξ)2∂2

z − ic2~2Re(ξ) [∂zf(z)] ∂z−
ic2~2

2 Re(ξ)
[
∂2
zf(z)

]
−

− c2~2

4 [∂zf(z)]2 + E2 −m2c4
]
1χ(z) = 0. (5.72)
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Podemos entender χ(z) como a soma direta da projeção de spin up e down. Ou seja,

χ(z) = χu(z)
1

0

⊕ χd(z)
0

1

 . (5.73)

Levando este resultado na equação diferencial (5.72), vamos ter um par de equações diferencias
com a mesma forma da própria (5.72). Uma que determinará χu(z) e outra que determinará
χd(z). Isto é,[

c2~2Re(ξ)2∂2
z − ic2~2Re(ξ) [∂zf(z)] ∂z−

ic2~2

2 Re(ξ)
[
∂2
zf(z)

]
−

− c2~2

4 [∂zf(z)]2 + E2 −m2c4
]
χu(z) = 0 (5.74)

e [
c2~2Re(ξ)2∂2

z − ic2~2Re(ξ) [∂zf(z)] ∂z−
ic2~2

2 Re(ξ)
[
∂2
zf(z)

]
−

− c2~2

4 [∂zf(z)]2 + E2 −m2c4
]
χd(z) = 0. (5.75)

5.7 Solução para o primeiro caso para f(z)

Para o caso em que

f(z) = f0

πσ
sin

(
z

σ

)
, (5.76)

que possui um comportamento do tipo

z

f(z)

−πσ2

− f0

πσ

πσ

2

f0

πσ

+l
−l

Figura 2 – Gráfico do terceiro caso de f(z).

A nossa proposta é analisar os efeitos de f(z) numa partícula fermiônica que se encontra
na região em torno de z = 0. Para valores de z que se afastam de zero, dizemos que f(z) toma
valores triviais. Nesse sentido, propomos, para o caso acima, que f(z) está confinada na região
−l < z < l em torno de zero, conforme ilustrado na Figura 2. A forma de f(z) neste intervalo
−l < z < l em torno de zero é dada pela expansão em série de Taylor de f(z) em primeira
ordem. Ou seja,

f(z) ≈ f(0) + df(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=0
· z = f0

πσ2 z. (5.77)
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Então, de forma geral, estaremos a pensar que

f(z) = f0

πσ
sin

(
z

σ

)
⇒


f0

πσ2 z, − l < z < l;

0 , |z| > l.
(5.78)

• Solução na região |z| > l:

Nessa região, f(z) = 0. Sendo assim, as equações deferenciais (5.74) e (5.75) tomam a forma de[
c2~2Re(ξ)2∂2

z + E2 −m2c4
]
χ̃(z) = 0. (5.79)

Onde estamos a considerar que χ̃(z) é igual a χu(z) e χd(z). Sendo assim, podemos escrever a
equação acima de forma mais compacta,(

∂2
z + a

)
χ̃(z) = 0, (5.80)

com

a = E2 −m2c4

c2~2Re(ξ)2 . (5.81)

Portanto, se E2 −m2c4 > 0, teremos

χ̃(z) = C1e
i
√
az + C2e

−i
√
az. (5.82)

Agora se se E2 −m2c4 < 0, teremos

χ̃(z) = C ′1e
√
|a|z + C ′2e

−
√
|a|z. (5.83)

• Solução na região −l < z < l:

Nessa região temos que f(z) = f0z/πσ
2. Assim, as equações deferenciais (5.74) e (5.75) tomam

a forma [
c2~2Re(ξ)2∂2

z − ic2~2Re(ξ) [∂zf(z)] ∂z + E2 −m2c4
]
χ̃(z) = 0. (5.84)

Que equivale a [
c2~2Re(ξ)2∂2

z − ic2~2Re(ξ) f0

πσ2∂z + E2 −m2c4
]
χ̃(z) = 0. (5.85)

Que pode ser escrita de forma que[
∂2
z − i

f0

Re(ξ)πσ2∂z + E2 −m2c4

c2~2Re(ξ)2

]
χ̃(z) = 0. (5.86)

Ou ainda, (
∂2
z − ib∂z + a

)
1χ(z) = 0. (5.87)
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Com

a = E2 −m2c4

c2~2Re(ξ)2 , (5.88)

b = f0

Re(ξ)πσ2 . (5.89)

Portanto se E2 −m2c4 > 0, ou seja, a > 0, teremos

χ̃(z) = C3 exp
(
i

2
(
b+
√
b2 + 4a

)
z
)

+ C4 exp
(
i

2
(
b−
√
b2 + 4a

)
z
)
. (5.90)

Por outro lado se E2 −m2c4 < 0, ou seja, a < 0, teremos

χ̃(z) = eibz/2

C ′3 exp

√
−b2 + 4|a|

2 z

+ C ′4 exp
−

√
−b2 + 4|a|

2 z

 . (5.91)

5.7.1 Explorando as condições de contorno para soluções com E2 −m2c4 < 0

De forma geral, χ̃(z) = χu(z) = χd(z) e teremos

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C1e
√
|a|z + C2e

−
√
|a|z para z < −l,

χ̃2(z) = eibz/2
(
C3e

κz + C4e
−κz

)
para − l < z < l,

χ̃3(z) = C5e
√
|a|z + C6e

−
√
|a|z para z > l.

(5.92)

Em que estamos considerando que

κ =

√
−b2 + 4|a|

2 . (5.93)

Por questões de finitude,

C2 = C5 = 0, (5.94)

isso é necessário e suficiente para que tanto χ̃1(z), quanto χ̃3(z), sejam nulas quando z = ±∞,
respectivamente. Agora, em z = −l teremos que

χ̃1(−l) = C1e
−
√
|a|l = e−ibl/2

(
C3e

−κl + C4e
κl
)

= χ̃2(−l). (5.95)

E também

dχ̃1(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=−l

= C1

√
|a|e−

√
|a|l = e−ibl/2

[
ib

2
(
C3e

−κl + C4e
κl
)

+ κ
(
C3e

−κl − C4e
κl
)]

= dχ̃2(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=−l

.

(5.96)

Levando uma equação na outra, somos levados a mostrar que

C3 =
(2κ+ 2

√
|a| − ib)

4κ e

(
ib/2+κ−

√
|a|
)
l
C1, (5.97)



Capítulo 5. Uma proposta de assimetria entre o espaço e o tempo na equação de Dirac 62

C4 =
(2κ− 2

√
|a|+ ib)

4κ e

(
ib/2−κ−

√
|a|
)
l
C1. (5.98)

Portanto,

C3

C4
= e2κl (2κ+ 2

√
|a| − ib)

(2κ− 2
√
|a|+ ib)

. (5.99)

A partir destes resultados e exigindo que

χ2(l) = eibl/2
(
C3e

κl + C4e
−κl
)

= C6e
−
√
|a|l = χ3(l), (5.100)

mostramos que

C6 = eibl
[2κ cosh (2κl) + (2

√
a− ib) sinh (2κl)]

2κ C1. (5.101)

Sendo assim, teremos

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C1e
√
|a|z para z < −l,

χ̃2(z) = eibz/2
(
C3e

κz + C4e
−κz

)
para − l < z < l,

χ̃3(z) = C6e
−
√
|a|z para z > l.

(5.102)

Com as constantes C2, C3 e C6 dadas em termos de C1 conforme as expressões acima.

5.7.2 A forma das soluções de spin up e down com E2 −m2c4 < 0

Nos resta agora obter ζ(z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a equação de Dirac
modificada de forma completa. Para isso, retornamos à equação (5.69),

(
E

c
+mc

)
1ζ(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
αzχ(z) = 0, (5.103)

e isolamos ζ(z) em função de χ(z), que já conhecemos no resultado (5.102) valendo tanto para
a projeção de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que χ̃(z) = χu(z) = χd(z).

Se estamos interessados primeiramente nas soluções de spin up, teremos que

ζu(z) = ζ̃(z) = c

E +mc2

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
χu(z). (5.104)

Assim sendo, em z < −l termos que f(z) = 0 e χ̃(z) = χ̃1(z) = χu(z) dado em (5.102). Então a
equação (5.104) toma a forma

ζ̃1(z) = c

E +mc2 [i~Re(ξ) (∂zχ̃1(z))] . (5.105)
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Portanto,

ζ̃1(z) = C1
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e
√
|a|z. (5.106)

De forma análoga, em z > l termos

ζ̃3(z) = −C6
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e−
√
|a|z. (5.107)

Na região central, −l < z < l, temos f(z) não trivial dado por (5.78). Com isso, da equação
(5.104), termos

ζ̃2(z) = i~cRe(ξ)κ
E +mc2 e

ibz/2
(
C3e

κz − C4e
−κz

)
. (5.108)

Os resultados (5.106), (5.107) e (5.108) podem ser resumidos de forma que

ζu(z) = ζ̃(z) =



ζ̃1(z) = C1
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e
√
|a|z para z < −l,

ζ̃2(z) = i~cRe(ξ)κ
E +mc2 e

ibz/2
(
C3e

κz − C4e
−κz

)
para − l < z < l,

ζ̃3(z) = −C6
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e−
√
|a|z para z > l.

(5.109)

Então, dos resultados (5.102) e (5.106), o espinor com projeção de spin up que satisfaz a
equação de Dirac modificada é

ψu(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


χu(z)

0
ζu(z)

0

 e
−iEt/~. (5.110)

Dum procedimento verdadeiramente análogo, podemos mostrar que para a projeção de spin
down teremos

ζd(z) = −ζu(z) =



ζ̃1(z) = −C1
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e
√
|a|z para z < −l,

ζ̃2(z) = i~cRe(ξ)κ
E +mc2 e

ibz/2
(
C4e

−κz − C3e
κz
)

para − l < z < l,

ζ̃3(z) = C6
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e−
√
|a|z para z > l.

(5.111)

Assim sendo, a partir dos resultados (5.102) e (5.106) vemos que o espinor com projeção de
spin down que satisfaz a equação de Dirac modificada é

ψd(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


0

χd(z)
0

ζd(z)

 e
−iEt/~. (5.112)
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5.7.3 Explorando as condições de contorno para soluções com E2 −m2c4 > 0

Nesse regime, teremos

χ̃(z) =



χ1(z) = C1e
i
√
az + C2e

−i
√
az para z < −l,

χ2(z) = C3e
i
2(b+√b2+4a)z + C4e

i
2(b−√b2+4a)z para − l < z < l,

χ3(z) = C5e
i
√
az + C6e

−i
√
az para z > l.

(5.113)

A primeira imposição é de que χ(z) se propaga, na região z < −l, como uma onda no
sentido crescente de z. Sendo assim,

C1 = 0. (5.114)

Exigimos também que χ(z) seja continua em z = −l. Então,

χ̃1(−l) = C2e
i
√
al = e−ibl/2

(
C3e

−i
√
b2+4al/2 + C4e

i
√
b2+4al/2

)
= χ̃2(−l). (5.115)

Da continuidade da primeira derivada em z = −l vem que

dχ̃1(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=−l

= −i
√
aC2e

i
√
al

= i

2e
−ibl/2

[(
b+
√
b2 + 4a

)
C3e

−i
√
b2+4al/2 +

(
b−
√
b2 + 4a

)
C4e

i
√
b2+4al/2

]
= dχ̃2(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=−l

.

(5.116)

Queremos também χ(z) seja continua em z = l. Ou seja,

χ̃2(l) = eibl/2
(
C3e

i
√
b2+4al/2 + C4e

−i
√
b2+4al/2

)
= C5e

i
√
al + C6e

−i
√
al = χ̃3(l). (5.117)

Agora seguindo com a continuidade da primeira derivada em z = l, vamos ter

dχ̃2(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=l

= i

2e
ibl/2

[(
b+
√
b2 + 4a

)
C3e

i
√
b2+4al/2 +

(
b−
√
b2 + 4a

)
C4e

−i
√
b2+4al/2

]
= i
√
aC5e

ial − iaC6e
−i
√
al = dχ̃3(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=l

. (5.118)

Destas condições de contorno vem que

C3 =

(
−2
√
a− b+

√
b2 + 4a

)
2
√
b2 + 4a

e
i
2(2
√
a+b+

√
b2+4a)lC2, (5.119)

C4 =

(
2
√
a+ b+

√
b2 + 4a

)
2
√
b2 + 4a

e−
i
2(−2

√
a−b+

√
b2+4a)lC2, (5.120)
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C5 = −i b√
b2 + 4a

eibl sin
(√

b2 + 4a l
)
C2, (5.121)

C6 = e2i(
√
a+b)l

[√
b2 + 4a cos

(√
b2 + 4a l

)
− 2i
√
a sin

(√
b2 + 4a l

)]
√
b2 + 4a

C2. (5.122)

Então, de forma geral, temos que

χ̃(z) = χu(z) = χd(z) =



χ̃1(z) = C2e
−i
√
az para z < −l,

χ̃2(z) = C3e
i
2(b+√b2+4a)z + C4e

i
2(b−√b2+4a)z para − l < z < l,

χ̃3(z) = C5e
i
√
az + C6e

−i
√
az para z > l.

(5.123)

Com C3, C4, C5 e C6 escritos em termos de C3 como fizemos acima.

5.7.4 A forma das soluções de spin up e down com E2 −m2c4 > 0

Seguindo os passos dos casos anteriores, podemos mostrar que se estamos pensando na
solução de projeção de spin up, temos que

ζu(z) =



ζ̃1(z) = C2
~cRe(ξ)

√
a

E +mc2 e−i
√
az para z < −l,

ζ̃2(z) = 1
2
~cRe(ξ)

√
b2 + 4a

E +mc2

(
C4e

i
2 (b−

√
b2+4a)z − C3e

i
2 (b+

√
b2+4a)z

)
para − l < z < l,

ζ̃3(z) = ~cRe(ξ)
√
a

E +mc2

(
C6e

−i
√
az − C5e

i
√
az
)

para z > l.

(5.124)

Então, dos resultados (5.123) e (5.124), o espinor com projeção de spin up que satisfaz
a equação de Dirac modificada é

ψu(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


χu(z)

0
ζu(z)

0

 e
−iEt/~. (5.125)

Dum procedimento verdadeiramente análogo, podemos mostrar que para a projeção de
spin down teremos
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ζd(z) = −ζu(z) =

=



ζ̃1(z) = −C2
~cRe(ξ)

√
a

E +mc2 e−i
√
az para z < −l,

ζ̃2(z) = 1
2
~cRe(ξ)

√
b2 + 4a

E +mc2

(
C3e

i
2 (b+

√
b2+4a)z − C4e

i
2 (b−

√
b2+4a)z

)
para − l < z < l,

ζ̃3(z) = ~cRe(ξ)
√
a

E +mc2

(
C5e

i
√
az − C6e

−i
√
az
)

para z > l.

(5.126)

Assim sendo, a partir dos resultados (5.123) e (5.126) vemos que o espinor com projeção de
spin down que satisfaz a equação de Dirac modificada é

ψd(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


0

χd(z)
0

ζd(z)

 e
−iEt/~. (5.127)

5.8 Solução para o segundo caso de f(x)

Neste caso temos

f(x) = f0√
πσ

e−z
2/4σ. (5.128)

A maneira de calcular a solução para equação de Dirac modificada (5.59) para este caso
é bastante similar ao caso anterior. A diferença é que a consideração do efeito físico de f(x)
limitado numa região em torno de z = 0 nos levará a uma potencia quadrática de z, e não linear
como no caso anterior. Então, de forma a não alongar demais este capítulo, apresentamos estes
cálculos e seus resultados no Apêndice G.
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Capítulo 6

Considerações finais

Essa parte final é dedicada a uma reflexão geral sobre o texto que se encerra. Mais do que
fazer apenas uma retrospectiva de tudo, interessante seria apresentar uma crítica que levanta os
pontos positivos e negativos de todo o trabalho, sem esquecer, é claro, de deixar registrado as
expectativas de trabalhos que seguirão a partir deste. Nessa linha de pensamento, ressaltar a
importância do Capítulo 1 é inevitável. Neste Capítulo buscamos dar uma contextualização
forte, desde as discussões embrionárias até ideias mais contemporâneas, sobre a evolução das
ideias que permeiam a discussão de possíveis cenários em que a simetria de Lorentz pode vir
a ser violada por uma motivação, ou outra. A importância levantada reside no fato de que
qualquer pessoa que virá a se inserir na área, terá em mãos um texto conciso onde as principais
referências foram registradas e contextualizadas.

No Capítulo 2, nada de muito original fora apresentado, já que a motivação do modelo
de Caroll-Field-Jackwi supersimétrico com a presença do termo de minxing entre o fóton e o
fotino apresentado, bem como a exploração detalhada do mesmo, foi um dos pontos abordados
na tese de doutorado de L. G. D. Bernald [39]. Mas o que fugiu do escopo da tese e foi abordado
no Capítulo 2, foi o cálculo do levantamento da degenerescência do espectro de massa do fóton
e do fotino. Este é um resultado forte e bastante bonito. A partir deste resultado, seguindo a
visão adotada pelo grupo do CBPF, tonou-se perceptível que a quebra da simetria de Lorentz
anterior, isto é, em escalas de energias mais altas, causa uma quebra da supersimetria.

Os Capítulos 3 e 4 também carecem de originalidade e soam, para quem é da área há
bastante tempo, bastante repetitivos. Mas ainda assim, resultados elegantes foram obtidos.
Estes Capítulos vêm de indução gerada pelo Capítulo 2, no sentido de que todo o contexto do
Capítulo 2 nos inspirou a estudar mais afundo cenários onde encontramos generalizações da
equação de Dirac por termos que violam a simetria de Lorentz. Como destacado no Capítulo
3, há uma literatura rica para este tipo de situações, mas não é costumeiro encontrar, em
razão do surgimentos de matemáticas impraticáveis, uma discussão que leva em consideração
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muitos termos ao mesmo tempo, focando-se sempre em casos especias de casos mais gerais.
Nesse sentido, no Capítulo 3 fez-se um grande esforço para cercar os resultados mais gerais
possíveis. Como uma forma de seguimento imediato deste esforço, interessante seria ir para
além desta discussão abeliana, e promover estas discussões para um cenário onde os neutrinos e
os quarks sejam indispensáveis para a descrição física. Mas, devido breve intervalo de tempo de
trabalho de um Mestrado, essas discussões terão de fazer parte de esforços futuros. Um gosto
amargo é deixado porque, apesar de que o caráter generalista dos resultados do Capítulo 3,
estes falham para escrita do espectro de energias de algumas situações que seriam bastante
interessante, o que caracteriza uma impossibilidade de investigação das soluções da equação de
Dirac modificada e, portanto, das fenomenologias que dai devam emergir. Assim sendo, um caso
especial, mas não menos importante e interessante, foi considerado no Capítulo 4. E dentro
deste contexto, o paradoxo de Klein e o fenômeno Zitterbewegung foram revisitados de forma
bastante convincente e elegante.

O Capítulo 5 é ponto mais original do texto e que merece olhares mais cuidosos na
obtenção de resultados aplicáveis e publicáveis no futuro próximo. Inspirado pelo citado trabalho
de Hiroki Isobe e Naoto Nagaosa, datado de 2012 [50], buscou-se desenvolver uma proposta de
modelo que leva em consideração as consequências da assimetria entre o espaço e o tempo na
equação de Dirac advinda de um parâmetro ξ, que depende das coordenadas espaço-temporais
e multiplica a derivada especial. Mais uma vez, a impressão que fica é talvez o capítulo peque
no quesito repetição, mas devido a origem de sua inspiração, o estudo de isolantes topológicos,
este merece a implementação de algum procedimento para investigação de algum sistema físico
da matéria condensada. Além disso, esforços futuros deverão ir além deste cenário abeliano,
partindo para uma tentativa de entender melhor como essa assimetria afetaria os neutrinos, os
quarks e suas interações, são indispensáveis.
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Apêndice A

Álgebra das matrizes Gama

Para desenvolver os resultados deste Apêndice, partimos da proposta de Dirac para uma
equação diferencial de primeira ordem no espaço e no tempo, que fosse capaz, entre outras
coisas, de resolver problemas advindos da equação de Klein-Gordon relacionados com a não
obtenção de uma densidade de probabilidades positivo-definida e soluções as quais a energia
não é limitada por baixo, ∑

l̄

[i~ (γµ)ll̄ ∂µ −mc1ll̄]ψl̄(x) = 0. (A.1)

Em que a priori encaramos ψl̄(x) com um vetor com uma dimensão arbitrária d e, por tanto, as
matrizes (γµ)ll̄ devem ser vistas como matrizes d× d dimensionais. Com estas considerações, o
objeto 1ll̄ deve descrever a matriz identidade d × d que pode, portanto, ser escrita na forma
de uma delta de Kronecker com a forma δll̄. O índice µ é um índice espaço-temporal tal que
µ = 0, 1, 2, 3.

A equação de Dirac, por premissa, através de algum processo iterativo deve resgar a
relação de dispersão relativística, o que é equivalente a resgatar a forma da equação de Klein-
Gordon. Sendo assim, omitindo por hora os índices matriciais na matriz de Dirac, podemos
obter este resultado através de

(i~γµ∂µ +mc) (i~γν∂ν −mc)ψ(x) = 0(
−γµγν∂µ∂ν −

m2c2

~2

)
ψ(x) = 0(

γµγν + γνγµ

2 ∂µ∂ν + m2c2

~2 1

)
ψ = 0. (A.2)

Nesse sentido, para que o resultado acima tenha a mesma forma da equação de Klein-Gordon,
temos que ter como satisfeito que

{γµ, γν} = 2ηµν1, (A.3)
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onde ηµν é o tensor métrico do espaço de Minkowski, ηµν = diag(1,−1,−1,−1). A expressão
(A.3) é a expressão que define a álgebra de Clifford do espaço de Minkowski. A partir da Álgebra
de Clifford, podemos estudar que serão as matrizes gama que aparecem da equação de Dirac.

As primeiras restrições que a Álgebra de Clifford nos impõe sobre as matrizes gama são
tais que (

γ0
)2

= +1, (A.4)(
γi
)2

= −1. (A.5)

Dai segue então que os autovalores de γ0 e γi são tais que

γ0v = λv ⇒
(
γ0
)2
v = λ2v ⇒ λ = ±1, (A.6)

γiu = λu ⇒
(
γi
)2
u = λ2u ⇒ λ = ±i. (A.7)

Estes resultados nos sugerem, na base dos autovetores, que(
γ0
)†

= +γ0, (A.8)(
γi
)†

= −γi. (A.9)

Essa propriedades valendo na base dos autovetores, nos garantem a sua validade em qualquer
base. Então, de forma geral, podemos resumir estas propriedades em uma única forma, dada
por

(γµ)† = γ0γµγ0. (A.10)

Podemos restringir ainda mais a forma das matrizes gama se tomamos o determinante
do produto de duas delas, det (γµγν), com µ 6= ν e mantendo em mente que a priori estamos
num espaço onde as matrizes gama são d× d dimensionais, ou seja,

det (γµγν) = det (−γνγµ) = (−1)d det (γνγµ) = (−1)d det (γν) det (γµ) =
= (−1)d det (γµ) det (γν) = (−1)d det (γµγν) .

Portando,

det (γµγν) = (−1)d det (γµγν) . (A.11)

Assim, para satisfazer a relação acima, temos que que d deve ser par. Tendo essa restrição,
podemos descartar de imediato a possibilidade de trabalhar com d = 0, uma vez que isso
no levaria a trabalhar com escalares ao invés de matrizes. Também podemos descartar a
possibilidade de d = 2, porque a Álgebra de Clifford exige que tenhamos, neste contexto, quatro
matrizes que anti-comutam entre si, e se estamos a trabalhar com matrizes 2× 2, só teremos
três matrizes que anti-comutam entre si. Portanto, a dimensão mínima que podemos tomar
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para d é quatro. As dimensões mais altas são possíveis, mas devemos manter em mente a
ideia de que estamos interessados em trabalhar com possíveis representações irredutíveis do
grupo de Lorentz, grupo formado pelo conjunto de transformações lineares que deixam o tensor
métrico do espaço de Minkowski invariante, de forma que se nos propomos a trabalhar com
uma dimensão maior, sem necessidade porque podemos trabalhar com matrizes 4× 4, estamos
nos afastando da possibilidade de estarmos trabalhando com representações irredutíveis. Por
essa razão, vamos trabalhar com d = 4.

O conjunto das quatro matrizes γµ, 4× 4, que satisfazem a Álgebra de Clifford possuem
representações diversas. São de interesse físico as seguintes

• Representação de Dirac

γ0 =
12×2 0

0 −12×2

 ; γi =
 0 σi

−σi 0

 . (A.12)

Onde σi são as matrizes de Pauli.

• Representação de Weyl

γ0 =
 0 12×2

12×2 0

 , γi =
 0 σi

−σi 0

 . (A.13)

• Representação de Majorana

γ0 =
 0 σ2

σ2 0

 , γ1 =
iσ3 0

0 iσ3

 , γ2 =
 0 −σ2

σ2 0

 e γ1 =
−iσ1 0

0 −iσ1

 .

(A.14)

De tal forma que as discussões que realizarmos a partir daqui levarão à resultados completamente
equivalentes independentemente da representação das matrizes gama que adotarmos.

A.1 A covariância da equação de Dirac

Ao submeter a equação de Dirac a um dos princípio da relatividade restrita, a covariância
relativística, isto é, estudar o comportamento da equação de Dirac sob o ponto de vista duma
transformação de Lorentz e verificar se há invariância de forma na mudança de um referencial
inercial para outro, poderemos obter mais propriedades das matrizes gama. De forma geral,
veremos que a partir da forma explicita de como a equação de Dirac se transformam poderemos
escrever os geradores do grupo de Lorentz em termos das matrizes gama.

Sendo assim, digamos que num certo referencial inercial S temos a equação de Dirac sob
a forma (

iγµ∂µ −
mc

~

)
ψ(x) = 0, (A.15)
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de tal maneira que se a equação de Dirac for covariante, num outro referencial inercial S ′

deveríamos escrever que (
iγµ∂′µ −

mc

~

)
ψ′(x′) = 0. (A.16)

Então, se desejamos entender de forma explicita a relação da equação de Dirac na passagem de
S para S ′, devemos compreender também como ψ(x) se transforma do ponto de vista duma
transformação de Lorentz. Por essa razão, criamos a hipótese de ψ(x) se transforma de tal
maneira que

ψ′l(x′) =
∑
l̄

Dll̄(Λ)ψl̄(x), (A.17)

em que Dll̄(Λ), Λ sendo a forma explicita da representação do grupo de Lorentz no espaço de
Minkowski, é alguma representação do grupo de Lorentz. Então precisamos encontrar quais são
os geradores do grupo de Lorentz nesta representação. Faremos isso estudando qual o efeito
desta hipótese na covariância da equação de Dirac. Sendo assim, os efeitos da equação (A.17)
na equação (A.16), e lembrando que ∂µ se transforma perante transformações de Lorentz como
um quadri-vetor covariante, ou seja, ∂′µ = (Λ−1)νµ∂ν , serão tais que(

iγµ∂′µ −
mc

~

)
ψ′(x′) =

[
iγµ(Λ−1)νµ∂ν −

mc

~

]
Dll̄(Λ)ψl̄(x) = 0. (A.18)

Para começar a mostrar que o lado direito da equação acima é igual ao lado esquerdo da equação
(A.15), multiplica à esquerda da equação acima por D−1 (Λ), em que omitiremos por hora os
índices da representação do grupo de Lorentz sobre o espaço que define ψ para não carregar
demais a notação, teremos

D−1(Λ)
[
iγµ(Λ−1)νµ∂ν −

mc

~

]
D(Λ)ψ(x) =

[
iD−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂ν −

mc

~

]
ψ(x) = 0.

(A.19)

Como estamos buscando a covariância relativística, temos que ter por satisfeito que

D−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ = γν . (A.20)

Multiplicando este resultado à esquerda por Λα
ν , vem que

D−1(Λ)γµD(Λ)Λα
ν(Λ−1)νµ = Λα

νγ
ν

D−1(Λ)γαD(Λ) = Λα
βγ

β. (A.21)

Para avançar, vamos nos restringir a transformações de Lorentz próprias e ortócronas,
mantendo sempre em mente que o grupo de Lorentz inteiro pode ser construído aplicando
transformações de paridade, reversão temporal e produtos destas duas em transformações
próprias e ortócronas. Uma vez que transformações de Lorentz próprias e ortócronas são
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conexas por conterem a identidade, podemos propor que a forma da representação D(Λ) é tal
que seus elementos de dão por

Dll̄(Λ) = exp
(
− i2ωµνΣ

µν

ll̄

)
, (A.22)

com ωµν sendo os seis parâmetros do grupo de Lorentz e Σµν sendo os seis geradores. Tomando
uma transformação infinitesimal de Loretnz, a equação (A.21) toma a forma(

1 + i

2ωµνΣ
µν
)
γα
(

1− i

2ωµνΣ
µν
)

=
(
δαβ + ωαβ

)
γβ, (A.23)

o que nos leva a escrever, desconsiderando termos de segunda ordem nos parâmetros do grupo,

i

2ωµν [Σµν , γα] = ωµνη
µαδνβγ

β = 1
2ωµν

(
ηµαδνβ − ηναδ

µ
β

)
γβ. (A.24)

De forma que para a equação de Dirac ser covariante, os geradores da representação do grupo
de Lorentz que transforma ψ devem satisfazer o vinculo

i [Σµν , γα] =
(
ηµαδνβ − ηναδ

µ
β

)
γβ. (A.25)

Trabalhando o lado direito deste vinculo, teremos(
ηµαδνβ − ηναδ

µ
β

)
γβ = ηµαγν − ηναγµ

= 1
2 ({γµ, γα} γν − {γν , γα} γµ)

= 1
2 (γµγαγν + γαγµγν − γνγαγµ − γαγνγµ)

= 1
2 (γα [γµ, γν ]− γµγνγα + 2ηανγµ + γνγµγα − 2ηµαγν)

= 1
2 ([γα, [γµ, γν ]]− 2i [Σµν , γα]) . (A.26)

Com este resultado, o vínculo toma a forma

i [Σµν , γα] = −1
4 [[γµ, γν ] , γα] , (A.27)

o que nos permite escrever

Σµν = i

4 [γµ, γν ] . (A.28)

Então, se os geradores da representação D(Λ) obedecerem a relação acima, teremos que a
equação de Dirac é covariante.

A.2 A matriz γ5

É bastante útil, tanto dum ponto de vista da álgebra de Clifford quanto dum ponto de
vista físico, definir a seguinte matriz

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (A.29)
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Uma outra forma bastante conveniente de escrever a matriz γ5 é tal que

γ5 = i

4!εµνκλγ
µγνγκγλ. (A.30)

É imediato mostrar que γ5 é hermitiana, pois

γ†5 =
(
iγ0γ1γ2γ3

)†
= −i

(
γ3
)† (

γ2
)† (

γ1
)† (

γ0
)†

=

= iγ3γ2γ1γ0 = −iγ0γ3γ2γ1 = −iγ0γ1γ3γ2 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5. (A.31)

Seus autovalores são iguais a ±1, pois

γ2
5 =

(
iγ0γ1γ2γ3

) (
iγ0γ1γ2γ3

)
=
(
γ0
)2
γ1γ2γ3γ1γ2γ3 =

(
γ1
)2
γ2γ3γ2γ3 =

=
(
γ2
)2 (

γ3
)2

= 14×4. (A.32)

γ5 anti-comuta com todas as matrizes gama

{γ5, γ
µ} = 0. (A.33)

A.3 Propriedades algébricas das matrizes Gama

Das sessões anteriores vimos que

Σµν = i

4 [γµ, γν ] , (A.34)

{γµ, γν} = 2ηµν (A.35)

e

{γ5, γ
µ} = 0. (A.36)

Abrindo (A.34) e (A.35) e somando, podemos mostrar que o produto de duas matrizes gama é
tal que

γµγν = ηµν − 2iΣµν . (A.37)

Para construir o produto de três matrizes gama, tomamos a forma geral que a anti-simetrização
que um tensor genérico, K, a n índices, tem de obedecer

K [µ1µ2µ3···µn] = 1
n!δ

µ1µ2µ3···µn
ν1ν2ν3···νn K

ν1ν2ν3···νn , (A.38)

com o simbolo δµ1µ2µ3···µn
ν1ν2ν3···νn fazendo o papel de um delta de Kronecker generalizada para quatro

dimensões. Se nos restringimos ao caso especial em que vamos considerar um tensor a três
índices definido de tal forma que este é escrito na forma

Mκµν = 6γκγµγµ. (A.39)
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Aplicando a definição (A.38) em (A.39), vem que

M [κµν] = 1
6δ

κµν
λθρM

λθρ

= 6
6δ

κµν
λθρ γ

λγθγρ, (A.40)

com o símbolo δκµνλθρ sendo tal que

δκµνλθρ = det


δκλ δκθ δκρ

δµλ δµθ δµρ

δνλ δνθ δνρ

 = −εκµναελθρα. (A.41)

Então, portanto,

M [κµν] = −εκµναελθραγλγθγρ = −εκµνα14×4ελθραγ
λγθγρ

= −1
4ε

κµναδααελθραγ
λγθγρ = i2

6
4!ε

κµναγαγαελθραγ
λγθγρ

= (6iγαεκµνα)
(
i

4!εαλθργ
αγλγθγρ

)
= 6iεκµναγαγ5. (A.42)

Por outro lado, se tomamos a forma explícita do determinante em (A.41), teremos que

M [κµν] = γκγµγν − γκγνγµ − γµγκγν + γνγκγµ + γνγµγκ − γµγνγκ

= 2ηµκγν + 2ηνκγµ + 2ηµνγκ − 2γκγνγµ − 2γνγµγκ − 2γµγκγν

= 2ηµκγν + 2ηνκγµ − 6ηµνγκ − 2γµγκγν + 2γκγµγν + 2γµγνγκ

= 6ηµκγν − 6ηµνγκ + 6ηνκγµ − 6γµγκγν . (A.43)

Sendo assim, (A.42) e (A.43) devem ser iguais, o que nos leva a escrever

6γµγκγν = 6ηµκγν − 6ηµνγκ + 6ηνκγµ − 6iεκµναγαγ5. (A.44)

Então, o produto de três matrizes gama é tal que

γµγκγν = ηµκγν − ηµνγκ + ηνκγµ + iεµκναγαγ5. (A.45)

A partir deste resultado podemos mostrar que

γµΣνκ = i

4γ
µ (γνγκ − γκγν)

= i

4 (ηµνγκ − ηµκγν + ηνκγµ + iεµνκαγαγ5 − ηµκγν + ηµνγκ − ηνκγµ − iεµκναγαγ5) ,

portanto,

γµΣνκ = i

2 (ηµνγκ − ηµκγν + iεµνκαγαγ5) . (A.46)

De forma semelhante, podemos mostrar que

Σµνγκ = i

2 (ηνκγµ − ηµκγν + iεµνκαγαγ5) . (A.47)
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Como γ5 anti comuta com todas as matrizes gama, podemos escrever que

γ5γ
µΣνκ = −γµΣνκγ5 = i

2 (ηµκγνγ5 − ηµνγκγ5 − iεµνκαγα) . (A.48)

E também

γ5Σµνγκ = −Σµνγκγ5 = i

2 (ηµκγνγ5 − ηνκγµγ5 − iεµνκαγα) . (A.49)

Outra propriedade bastante interessante e útil que usamos para obter alguns resultados no
texto, pode ser obtida a partir do resultado (A.46) de forma a escrever que

γµγνΣκλ = i

2
(
ηνκγµγλ − ηνλγµγκ + iενκλαγµγαγ5

)
, (A.50)

γνγµΣκλ = i

2
(
ηµκγνγλ − ηµλγνγκ + iεµκλαγνγαγ5

)
. (A.51)

Subtraindo (A.51) de (A.50), termos que

ΣµνΣκλ = i

4 (γµγν − γνγµ) Σκλ

= i

4

[
i

2
(
ηνκγµγλ − ηνλγµγκ + iενκλαγµγαγ5

)
−

− i

2
(
ηµκγνγλ − ηµλγνγκ + iεµκλαγνγαγ5

) ]

= i

4

[
i

2η
νκ
(
ηµλ − 2iΣµλ

)
−

− i

2η
νκ
(
ηµλ − 2iΣµλ

)
− i

2η
νκ
(
ηµλ − 2iΣµλ

)
+ i

2η
νκ
(
ηµλ − 2iΣµλ

)
−

− 1
2ε

νκλ
α (ηµα − 2iΣµα) γ5 + 1

2ε
µκλ

α (ηνα − 2iΣνα) γ5

]

= 1
4η

µκηνλ − 1
4η

µληνκ + i

4η
µλΣνκ − i

4η
µκΣνλ + i

4η
νκΣµλ − i

4η
νλΣµκ − i

4ε
µνκλγ5+

+ i

8ε
µκλ

αε
ρσναΣρσ −

i

8ε
νκλ

αε
ρσµαΣρσ. (A.52)

Em que

εµκλαε
ρσνα = − det


ηµρ ηµσ ηµν

ηκρ ηκσ ηκν

ηλρ ηλσ ηλν


= −ηµρ

(
ηκσηλν − ηκνηλσ

)
+ ηµσ

(
ηκρηλν − ηκνηλρ

)
− ηµν

(
ηκρηλσ − ηκσηλρ

)
.

(A.53)

E também

ενκλαε
ρσµα = −ηνρ

(
ηκσηλµ − ηκµηλσ

)
+ ηνσ

(
ηκρηλµ − ηκµηλρ

)
− ηνµ

(
ηκρηλσ − ηκσηλρ

)
.

(A.54)
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Sendo assim, termos que

ΣµνΣκλ = 1
4η

µκηνλ − 1
4η

µληνκ + i

4η
µλΣνκ − i

4η
µκΣνλ + i

4η
νκΣµλ−

− i

4η
νλΣµκ − i

4ε
µνκλγ5 + + i

8

[
− ηµρ

(
ηκσηλν − ηκνηλσ

)
+

+ ηµσ
(
ηκρηλν − ηκνηλρ

)
− ηµν

(
ηκρηλσ − ηκσηλρ

) ]
Σρσ−

− i

8

[
− ηνρ

(
ηκσηλµ − ηκµηλσ

)
+ ηνσ

(
ηκρηλµ − ηκµηλρ

)
−

− ηνµ
(
ηκρηλσ − ηκσηλρ

) ]
Σρσ

= 1
4η

µκηνλ − 1
4η

µληνκ + i

4η
µλΣνκ − i

4η
µκΣνλ + i

4η
νκΣµλ − i

4η
νλΣµκ − i

4ε
µνκλγ5+

+ i

4η
νκΣµλ − i

4η
νλΣµκ + i

4η
µλΣνκ − i

4η
µκΣνλ. (A.55)

Portanto,

ΣµνΣκλ = 1
4η

µκηνλ − 1
4η

µληνκ + i

2η
µλΣνκ − i

2η
µκΣνλ + i

2η
νκΣµλ − i

2η
νλΣµκ − i

4ε
µνκλγ5.

(A.56)

A.4 Conjugação de carga das matrizes Gama

De forma geral, independentemente da representação que adotamos para escrever as
matrizes gama, a matriz de conjugação de carga, C, é definida de tal a satisfazer

−γµ = C (γµ)tC−1. (A.57)

Embora a forma da definição acima seja a mesma em todas as representações, a forma explícita
de C irá depender da representação em questão. Além disso, no espaço de Minkowski (3 + 1)D,
a matriz C deve ser unitária

C†C = 1 (A.58)

e anti-simétrica

Ct = −C. (A.59)

Sendo assim, podemos mostrar que

−C−1ΣµνC = − i4C
−1 [γµ, γν ]C = − i4

(
C−1γµCC−1γνC − C−1γνCC−1γµC

)
= i

4
[
(γν)t (γµ)t − (γµ)t (γν)t

]
= i

4 (γµγν − γνγµ)t = (Σµν)t .

Ou seja,

C−1ΣµνC = − (Σµν)t . (A.60)
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A.5 Rearranjamento de Fierz

O conjunto de 16 matrizes, dadas por

ΓA = {1, γµ, γ5,Σµν , γ5γ
µ} , (A.61)

formam uma base para todas as matrizes 4 × 4. Isto é, qualquer matriz M , 4 × 4, pode ser
escrita em termos das matrizes deste conjunto. Ou seja,

M = fAΓA. (A.62)

Os coeficientes da combinação linear, fA, são totalmente especificados se multiplicado essa
última igualdade à direita por ΓB. Mas antes, devemos no atentar ao fato de que o índice
embaixo em ΓB significa tomar as matrizes do conjunto (A.61) sob a perspectiva

ΓB = {1, γµ, γ5,Σµν , γµγ5} . (A.63)

Portanto,
ΓA =

(
ΓA
)−1

. (A.64)

Assim, vamos ter

MΓB = fAΓAΓB
Tr (MΓB) = Tr

(
ΓAΓB

)
Tr (MΓB) = fATr

(
δAB
)

∴ fB = 1
4Tr (MΓB) . (A.65)

Então, a matrize geral, M , poderá ser escrita sob a seguinte forma

M = 1
4Tr (MΓA) ΓA. (A.66)

Agora se compomos uma matrizes de tal maneira que

Mαβ = ψ̄β0ψ0α, (A.67)

com ψ̄β0ψ0α = ψ̄ ⊗ ψ, podemos usar (A.66) para escrever

Mαβ = ψ̄β0ψ0α = 1
4ψωψ̄θ (ΓA)θω

(
ΓA
)
αβ

= 1
4 ψ̄θ (ΓA)θω ψω

(
ΓA
)
αβ

. (A.68)

De forma que a prescrição geral do Rearranjamento de Fierz é então

b (A.69)
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Apêndice B

Cálculo da inversa da matriz Ω que advém da
equação (2.27)

A tal matriz Ω, que advém da equação (2.27), é determinada de tal maneira que

Ωij = δij + iεijkvk. (B.1)

Então, para o cálculo de sua inversa podemos se a seguinte prescrição

Ω−1 = 1
ω1 + A

= 1
ω(1 + A/ω) , (B.2)

em que 1 = δij é matriz identidade e A = Aij = iεijkvk. A partir disso, podemos fazer uso dos
resultados advindos do estudo da série geométrica para escrever que

Ω−1 = 1
ω

[
1− A

ω
+ A2

ω2 −
A3

ω3 + A4

ω4 + · · ·
]
. (B.3)

Tendo em mente a identidade

εijkεimn = (δjmδkn − δjnδkm) , (B.4)

com paciência podemos mostrar que

A2 = A2
ij = AiaAaj = (iεiakvk)(iεajlvl)

= i2(εakiεajl)vkvl
= i2(vivj − v2δij), (B.5)

A3 = A3
ij = AiaAabAbj = (iεiakvk)(iεablvl)(iεbjmvm)

= i3(εakiεabl)εbjmvkvlvm
= i3(−v2εijkvk), (B.6)
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A4 = A4
ij = AiaAabAbcAcj = (iεiakvk)(iεablvl)(iεbcmvm)(iεcjnvn)

= i4(εakiεabl)(εcmbεcjn)vkvlvmvn
= i4(−v2vivj + v4δij), (B.7)

A5 = A5
ij = AiaAabAbcAcdAdj = (iεiakvk)(iεablvl)(iεbcmvm)(iεcdnvn)(iεdjovo)

= i5(εakiεabl)(εcmbεcdn)εdjovkvlvmvnvo
= i5(v4εijkvk), (B.8)

A6 = A6
ij = AiaAabAbcAcdAdeAej = (iεiakvk)(iεablvl)(iεbcmvm)(iεcdnvn)(iεdeovo)(iεejpvp)

= i6(εakiεabl)(εcmbεcdn)(εeodεejp)vkvlvmvnvovp
= i6(v6δij + v4vivj). (B.9)

Com estes resultados, podemos generalizar para o caso em temos An, com n inteiro, de forma
que a inversa de Ω, escrita na forma da equação (B.3), toma a forma

Ω−1
ij =

( 1
ω
δij −

i

ω2 εijkvk −
1
ω3vivj

) [
1 +

(
v

ω

)2
+
(
v

ω

)4
+
(
v

ω

)6
+ · · ·

]

=
( 1
ω
δij −

i

ω2 εijkvk −
1
ω3vivj

) 1
1− (v2/ω2) . (B.10)

Então, portanto, temos que

Ω−1
ij = ω

ω2 − ~v2 δij −
i

ω2 − ~v2 εijkvk −
1

ω(ω2 − ~v2)vivj. (B.11)
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Apêndice C

Cálculo da inversa do operador D

Dado o operador

D = a1 + bγ5 + cµγ
µ + dµγ

µγ5, (C.1)

que define a generalização da equação de Dirac, temos que a estrutura geral para sua inversa
pode ser escrita sob a forma do ansatz

D−1 = x1 + yγ5 + zµγ
µ + wµγ

µγ5 + tµνΣµν . (C.2)

Este é razoável assumindo que x e y sendo parâmetros reais ou complexos, e que

Σµν = i

4 [γµ, γν ] (C.3)

zµ = αcµ + βdµ (C.4)
wµ = ξcµ + λdµ (C.5)
tµν = ρθµν + 2τ θ̃µν . (C.6)

Com α, β, ξ, λ, ρ e τ sendo coeficientes reais ou complexos. E temos como definição

θµν ≡
1
2 (cµdν − cνdµ) e θ̃µν = 1

2εαβµνθ
αβ, (C.7)

isto é, θ̃µν é o dual de θµν . Nesse sentido, a razoabilidade que afirmamos para este ansatz vem
dos fatos de que, em primeiro lugar, as matrizes {1, γ5, γ

µ, γµγ5,Σµν} consistem num conjunto
de 16 matrizes que formam uma base geral na qual toda, e qualquer, matriz 4 × 4 pode ser
escrita, e, em segundo lugar, a forma com que os coeficientes x, y, zµ, wµ e tµν foram escritos,
tem como compromisso refletir a estrutura tensorial mais geral possível a ser construída a partir
dos coeficientes de D quando estamos a procurar por sua inversa.

Neste cenário, se quisermos determinar por completo a inversa D−1, o conjunto de
coeficientes {x, y, α, β, ξ, λ, ρ, τ} devem ser determinados a partir da exigência de que

DD−1 = 1. (C.8)
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Dessa exigência, emerge que
DD−1 =

• Termos proporcionais a a:

= a
(
x+ yγ5 + αcµγ

µ + βdµγ
µ + ξcµγ

µγ5 + λdµγ
µγ5 + ρθµνΣµν+

+τεµναβθαβΣµν
)

+ (C.9)

• Termos proporcionais a b:

+b
(
xγ5 + y + αcµγ5γ

µ + βdµγ5γ
µ + ξcµγ5γ

µγ5 + λdµγ5γ
µγ5 + ρθµνγ5Σµν+

+τεµναβθαβγ5Σµν
)

+ (C.10)

• Termos proporcionais a cµ:

+cµ
(
xγµ + yγµγ5 + cναγ

µγν + dνβγ
µγν + cνξγ

µγνγ5 + dνλγ
µγνγ5+

+θκλ ργµΣκλ + εκλαβ τγ
µΣκλ

)
+ (C.11)

• Termos proporcionais a dµ:

dµ

(
xγµγ5 + yγµγ2

5 + cναγ
µγ5γ

ν + dνβγ
µγ5γ

ν + cνξγ
µγ5γ

νγ5+

+dνλγµγ5γ
νγ5 + θκλ ργ

µγ5Σκλ + εκλαβ τγ
µγ5Σκλ

)
= (C.12)

= 1.

Independentemente da representação que tomamos para as matrizes gama as propriedades

{γµ, γ5} = 0,

γµγν = ηµν − 2iΣµν ,

γµΣκλ = i

2η
µκγλ − i

2η
µλγκ − 1

2ε
µκλργργ5,

γ5γ
µΣκλ = − i2η

µκγλγ5 + i

2η
µλγκγ5 + 1

2ε
µκλργρ,

γ5Σµν = i

2ε
µνκλΣκλ = Σµνγ5,

(C.13)

serão válidas, veja por favor o Apêndice A. Assim, o conjunto de identidades
εκλαβεκλµν = −2

(
δαµδ

β
ν − δαν δβµ

)
,

εκλαβε
κλρ

µ = −2
(
δραηβµ − ηαµδ

ρ
β

)
,

εκλαβε
κλ
ρµ = −2 (ηαρηβµ − ηαµηβρ) ,

(C.14)
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junto das propriedades das matrizes gama, fazem com que o resultado para DD−1 se reduza a

DD−1 =
(
xa+ yaγ5 + αacµγ

µ + βadµγ
µ + ξacµγ

µγ5 + λadµγ
µγ5 + ρaθµνΣµν+

+ τaεµναβθ
αβΣµν

)
+

+
(
xbγ5 + yb− αbcµγ5γ

µγ5 − βbdµγµγ5 − ξbcµγµ − λbdµγµ+

+ i

2ρbθ
κλεκλµνΣµν − 2iτbθµνΣµν

)
+

+
(
xcµγ

µ + ycµγ
µγ5 + αc2 − 2iαcµcνΣµν + β(c · d)− 2iβcµdνΣµν+

+ ξc2γ5 − 2iξcµcνΣµνγ5 + λ(c · d)γ5 + λcκdλεκλµνΣµν + iρcκθκµγ
µ−

− 1
2ρc

κθλρεκλρµγ
µγ5 + iτcκθλρεκλρµγ

µ + 2τcαθαµγµγ5

)
+

+
(
xdµγ

µγ5 + ydµγ
µ − α(c · d)γ5 − αdκcλεκλµνΣµν − βd2γ5 − ξ(c · d)+

+ 2iξdµcνΣµν − λd2 + iρdκθκµγ
µγ5 −

1
2ρd

κθλρεκλρµγ
µ + iτdκθλρεκλρµγ

µγ5+

+ 2τdαθαµγµγ5

)
= 1. (C.15)

Devemos notar que contrações do tipo cµcνΣµν são ideticamente nulas umas vez que Σµν é
anti-simétrico. Também se anulam, ideticamente, os termos do tipo cκθλρεκλρµ e dκθλρεκλρµ,
uma vez que

1
2c

κ(cλdρ − cρcλ)εκλρµ ≡ 0

e
1
2d

κ(cλdρ − cρcλ)εκλρµ ≡ 0.

O próximo passo seria coletar os coeficientes de cada matriz da base 1, γ5, γµ, γµγ5 e
Σµν , lembrando que o coeficiente da identidade é igual a 1, equanto os demais são iguais a zero.
Sendo assim, temos que:

• Coeficiente de 1:

ax+ by + c2α + (c · d)β − (c · d)ξ − d2λ = 1. (C.16)

• Coeficiente de γ5:

bx+ ay − (c · d)α− d2β + c2ξ + (c · d)λ = 0. (C.17)

• Coeficiente de γµ:

cµ → x+ aα− bξ − i

2(c · d)ρ− d2τ = 0; (C.18)

dµ → y + aβ − bλ+ i

2c
2ρ+ (c · d)τ = 0. (C.19)



Apêndice C. Cálculo da inversa do operador D 84

• Coeficiente de γµγ5:

cµ → y − bα + aξ − i

2d
2ρ− (c · d)τ = 0; (C.20)

dµ → x− bβ + aλ+ i

2(c · d)ρ+ c2τ = 0. (C.21)

• Coeficiente de Σµν :

Este coeficiente tem dependência em θ e θ̃, que apesar de serem independentes, misturam
representações distintas do grupo de Lorentz. Sendo assim, podemos definir, de forma a
explicitar as representações distintas, o seguinte:

Tµν ≡
1
2
(
θµν + iθ̃µν

)
∈ (1, 0); (C.22)

Wµν ≡
1
2
(
θµν − iθ̃µν

)
∈ (0, 1). (C.23)

Nesses moldes, temos que θ e θ̃ são escritos na forma

θ = T +W , (C.24)
θ̃ = −iT + iW . (C.25)

De forma que os coeficientes de γµγ5 são proporcionais, de forma independente, a T e W sob a
seguinte forma:

T → −2iα− 2iβ − 2iξ − 2iλ+ (a+ b)ρ− 2i(a+ b)τ = 0; (C.26)
W → 2iα− 2iβ − 2iξ + 2iλ+ (a− b)ρ+ 2i(a− b)τ = 0. (C.27)

Contudo, as equações (C.16), (C.17), (C.18), (C.19), (C.20), (C.21), (C.26) e (C.27)
foram um sistema de oito equações envolvendo as oito variáveis {x, y, α, β, ξ, λ, ρ, τ} a serem
determinadas para que D−1 seja completamente determinado. Sendo assim, com ajuda do
ferramenta computacional, obtemos que:

∆ =
(
−a2 + b2 + c2

)2
− 4 (c · d)2 + 2

(
a2 − b2 + c2

)
d2 + d4

=
[
a2 − b2 − c2 + d2 − 2 (c · d)

] [
a2 − b2 − c2 + d2 + 2 (c · d)

]
+ 4c2d2; (C.28)

x = a (a2 − b2 − c2 + d2)
∆ ; (C.29)

y = −b (a2 − b2 − c2 + d2)
∆ ; (C.30)

α = − (a2 − b2 − c2 + d2)
∆ ; (C.31)



Apêndice C. Cálculo da inversa do operador D 85

β = −2 (c · d)
∆ ; (C.32)

ξ = 2 (c · d)
∆ ; (C.33)

λ = − (a2 − b2 − c2 + d2)
∆ ; (C.34)

ρ = 4ib
∆ ; (C.35)

τ = 2a
∆ . (C.36)

Entes resultados especificam por completo quem é D−1.

C.1 Testando o Resultado

• O primeiro teste é caso do usual operador de Dirac, em que assumimos a = −m ecµ = pµ,
levando a D = (γµpµ −m). A inversa deste operador é

γµpµ +m

p2 −m2 .

As condições a = −m, cµ = pµ e b = dµ = 0 se refletem nos resultados para {x, y, α, β, ξ, λ, ρ, τ}
da seguinte forma

zµ = αpµ, (C.37)
wµ = ξpµ, (C.38)
θµν = θ̃µν = 0. (C.39)

E neste contexto, teremos que

x = −m(m2 − p2)
(p2 −m2)2 = m

(p2 −m2) , (C.40)

α = −(m2 − p2)
(p2 −m2)2 = 1

(p2 −m2) , (C.41)

y = ξ = 0. (C.42)

Então, portanto, D−1 nas condições a = −m ecµ = pµ, que definem o operador de Dirac,
tem a forma

D−1 = x1 + zµγ
µ = γµpµ +m

p2 −m2 . (C.43)

Assim, fica evidente que tivemos êxito no primeiro teste.
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• Outro teste viável é fazer cµ = dµ = 0 e a = b = 1, o que define

D = 1 + γ5,

que tem determinante nulo em qualquer representação e por essa razão, não há inversa
nesta situação. De fato, nessas condições o determinante, ∆, é singular, pois temos que

∆ = (1− 1)(1− 1) = 0. (C.44)

Portanto,

@D−1 se cµ = dµ = 0 e a = b = 1. (C.45)

• Mais um bom teste, seria considerar a = 0 e dµ = 0, definindo assim

D = bγ5 + cµγ
µ ,

que tem como inversa
D−1 = D

b2 + c2 .

Nestes moldes, nossos resultados, impondo a = 0 e dµ = 0, levarão a

D−1 = yγ5 + αcµγ
µ + ξcµγ

µγ5, (C.46)

de forma que teremos

∆ =
(
−b2 − c2

) (
−b2 − c2

)
= (b2 + c2)2, (C.47)

e, portanto,

y = −b (−b2 − c2)
(b2 + c2)2 = b

b2 + c2 , (C.48)

α = − (−b2 − c2)
(b2 + c2)2 = 1

b2 + c2 , (C.49)

ξ = 0. (C.50)

Assim, podemos claramente ver que a nossa solução para D−1 cumpre com excelência
mais um teste,

D−1 = yγ5 + αcµγ
µ = b

b2 + c2γ5 + 1
b2 + c2 cµγ

µ = D

b2 + c2 . (C.51)

• Outra possibilidade seria considerar o teste em que b = 0 e cµ = 0, o que define

D = a1 + dµγ
µγ5 ,

que tem como inversa
D−1 = a1− dµγµγ5

a2 + d2 .



Apêndice C. Cálculo da inversa do operador D 87

Novamente sob a perspectiva dos nossos cálculos, temos que a inversa na atual circunstância
é dada por

D−1 = x1 + βdµγ
µ + λdµγ

µγ5, (C.52)

e se impomos b = 0 e cµ = 0, vamos ter que

∆ =
(
a2 + d2

) (
a2 + d2

)
=
(
a2 + d2

)2
, (C.53)

e também

x = a (a2 + d2)
(a2 + d2)2 = a

(a2 + d2)v (C.54)

β = 0, (C.55)

λ = − (a2 + d2)
(a2 + d2)2 = −1

(a2 + d2) . (C.56)

Então, mais uma vez, podemos claramente ver que a nossa solução para D−1 cumpre
outro teste,

D−1 = a

a2 + d2 1− 1
a2 + d2dµγ

µγ5 = a1− dµγµγ5

a2 + d2 . (C.57)
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Apêndice D

Cálculo de decomposições de Gordon

D.1 Caso do mixing Fóton-Fotino

Para construir a decomposição de Gordon, devemos multiplicar Λ̄γκ à esquerda da
equação (2.6), e γκΛ à direita da equação (2.7). Assim, vamos ter

iΛ̄γκγµ∂µΛ− 2M1Λ̄γκΛ + 2iM2Λ̄γκγ5Λ + 1
2RµΛ̄γκγµγ5Λ =

√
2Λ̄γκΣµνγ5ψFµν . (D.1)

e também,

i∂µΛ̄γµγκΛ + 2M1Λ̄γκΛ− 2iM2Λ̄γ5γ
κΛ− 1

2RµΛ̄γµγ5γ
κΛ =

√
2ψ̄Σµνγ5γ

κΛFµν . (D.2)

O termo Λ̄γκΛ de ser feito igual a ZERO. Isto, pois, uma vez que Λ é espinor de Majorana,
devemos ter como satisfeito (Λ̄γκΛ) = (Λ̄γκΛ)T , e o que temos é que (Λ̄γκΛ) = −(Λ̄γκΛ)T .
Então a condição de Majorana só prevalecerá se Λ̄γκΛ = 0. Com isso, a subtração do resultado
(D.1) do resultado (D.2), chegaremos em

i∂µΛ̄γµγκΛ− iΛ̄γκγµ∂µΛ + 1
2RµΛ̄γµγκγ5Λ− 1

2RµΛ̄γκγµγ5Λ = 0. (D.3)

O lado direito é trivial porque uma vez que ψ e Λ são Majorana, o lado direito dos resultado
(D.1) do resultado (D.2) são iguais. Com isso, o resultado (D.3) será

i∂µΛ̄ (ηµκ − i2Σµκ) Λ− iΛ̄ (ηκµ − i2Σκµ) ∂µΛ+

+1
2RµΛ̄ (ηµκ − i2Σµκ) γ5Λ− 1

2RµΛ̄ (ηκµ − i2Σκµ) γ5Λ = 0. (D.4)

Teremos o surgimento de um termo que é i(∂κΛ̄)Λ− iΛ̄(∂κΛ), resultando que essa subtração
deva ser ZERO, isso mais uma vez em razão da condição de Majorana, que impõe que (∂κΛ̄)Λ =
Λ̄(∂κΛ). Então, podemos dar continuidade simplesmente escrevendo

(∂µΛ̄)ΣµκΛ + Λ̄Σµκ(∂µΛ) = iRµΛ̄Σµκγ5Λ. (D.5)
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Propondo uma transformada de Fourier para escrever esse resultados no espaço dos momentos,
virá que

(p′µ + pµ)Λ̄(p′)ΣµκΛ(p) = RµΛ̄(p′)Σµκγ5Λ(p)
= (vµ + ψ̄γµγ5ψ)Λ̄(p′)Σµκγ5Λ(p). (D.6)

Da soma da equação (D.1) e (D.2), escrevemos

iΛ̄γκγµ∂µΛ + i∂µΛ̄γµγκΛ + 4iM2Λ̄γκγ5Λ + 1
2Rµ {γκ, γµ} γ5Λ =

=
√

2Λ̄γκΣµνγ5ψFµν +
√

2ψ̄Σµνγ5γ
κΛFµν

=
√

2Λ̄γκΣµνγ5ψFµν +
√

2Λ̄γκΣµνγ5ψFµν

= 2
√

2Λ̄γκΣµνγ5ψFµν

= 2
√

2Λ̄ i2

(
ηκµγν − ηκνγµ + iεκµνλγλγ5

)
γ5ψFµν

= i
√

2Λ̄γνγ5ψF
κν − i

√
2Λ̄γµγ5ψF

µκ + 2
√

2Λ̄γλψF̃ λκ

= −i2
√

2Λ̄γµγ5ψF
µκ + 2

√
2Λ̄γλψF̃ λκ

= −i2
√

2ψ̄γµγ5ΛF µκ + 2
√

2Λ̄γλψF̃ λκ.

Trabalhando o lado esquerdo deste resultado, vamos ter

iΛ̄(∂κΛ) + i(∂κΛ̄)Λ + 2Λ̄Σκµ(∂Λ) + 2(∂µΛ̄)ΣµκΛ + 4iM2Λ̄γκγ5Λ + 1
2R

κΛ̄γ5Λ−

− iRµΛ̄Σκµγ5Λ + 1
2R

κΛ̄γ5Λ− iRµΛ̄Σµκγ5Λ =

= iΛ̄(∂κΛ) + i(∂κΛ̄)Λ + 2Λ̄Σκµ(∂Λ)− 2(∂µΛ̄)ΣκµΛ + 4iM2Λ̄γκγ5Λ +RκΛ̄γ5Λ.

Contudo, então, podemos escrever

iΛ̄(∂κΛ) + i(∂κΛ̄)Λ + 2Λ̄Σκµ(∂Λ)− 2(∂µΛ̄)ΣκµΛ + 4iM2Λ̄γκγ5Λ +RκΛ̄γ5Λ =
= −i2

√
2ψ̄γµγ5ΛF µκ + 2

√
2Λ̄γλψF̃ λκ. (D.7)

No espaço dos momento este resultado terá a forma

(pκ − p′κ)Λ̄(p′)Λ(p)− 2i(pµ + p′µ)Λ̄(p′)ΣκµΛ(p) + 4iM2Λ̄(p′)γκγ5Λ(p) +RκΛ̄(p′)γ5Λ(p) =
= −i2

√
2ψ̄γµγ5Λ(p)F µκ − 2

√
2ψ̄γλΛ(p′)F̃ λκ. (D.8)

D.2 Caso da equação de Dirac generalizada

Dada a equação de Dirac estendida na presença de acoplamento mínimo

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5 − ξµγµ −Rµγ
µγ5 − qeAµγµ)ψ = 0, (D.9)

em que propomos o acoplamento com o campo Aµ por generalidade, seu conjugado de Dirac
será

i~
(
∂µψ̄

)
γµ +mcψ̄ + iζψ̄γ5 + ξµψ̄γ

µ +Rµψ̄γ
µγ5 + qeAµψ̄γ

µ = 0. (D.10)
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Assim, para efeito de obter a decomposição de Gordon, multiplicamos a equação (D.9) por ψ̄γκ

e a equação (D.10) por γκψ. Dessa forma, obtemos

i~ψ̄γκγµ(∂µψ)−mcψ̄γκψ − iζψ̄γκγ5ψ − ξµψ̄γκγµψ −Rµψ̄γ
κγµγ5ψ − qeAµψ̄γκγµψ = 0

(D.11)

e

i~(∂µψ̄)γµγκψ +mcψ̄γκψ − iζψ̄γκγ5ψ + ξµψ̄γ
µγκψ −Rµψ̄γ

µγκγ5ψ + qeAµψ̄γ
µγκψ = 0.

(D.12)

Subtraindo o resultado (D.11) do resultado (D.12), teremos

i~(∂µψ̄)γµγκψ − i~ψ̄γκγµ(∂µψ) + 2mcψ̄γκψ + ξµψ̄γ
µγκψ + ξµψ̄γ

κγµψ −Rµψ̄γ
µγκγ5ψ+

+Rµψ̄γ
κγµγ5ψ + qeAµψ̄γ

µγκψ + qeAµψ̄γ
κγµψ = 0,

expandindo,

i~(∂µψ̄)(ηµκ − 2iΣµκ)ψ − i~ψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)(∂µψ) + 2mcψ̄γκψ + ξµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)ψ+
+ ξµ(ηκµ − 2iΣκµ)ψ −Rµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)γ5ψ +Rµψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)γ5ψ+
+ qeAµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)ψ + qeAµψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)ψ = 0,

simplificando,

i~(∂κψ̄)ψ − i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ + 2~ψ̄Σµκ(∂µψ) + 2mcψ̄γκψ + ξκψ̄ψ + ξκψ̄ψ−

− 2iξµψ̄Σµκψ + 2iξµψ̄Σµκψ −Rκψ̄γ5ψ +Rκψ̄γ5ψ + 2iRµψ̄Σµκγ5ψ + 2iRµψ̄Σµκγ5ψ+
+ eqAκψ̄ψ + eqAκψ̄ψ − 2ieqAµψ̄Σµκψ + 2ieqAµψ̄Σµκψ = 0,

então temos que

i~(∂κψ̄)ψ − i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ + 2~ψ̄Σµκ(∂µψ) + 2mcψ̄γκψ + 2ξκψ̄ψ+
+ 4iRµψ̄Σµκγ5ψ + 2eqAκψ̄ψ = 0. (D.13)

No espaço dos momenta, se adotamos a prescrição

ψ(x) =
∫ d4p

(2π~)4ψ(p)e−ipx/~, (D.14)

ψ̄(x) =
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)e+ip′x/~, (D.15)

e

Aκ(k) =
∫ d4k

(2π~)4A
κ(k)e−ikx/~, (D.16)
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vamos poder escrever∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
− (p′κ + pκ)ψ̄(p′)ψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p) + 2ξκψ̄(p′)ψ(p)+

+ 2i(p′κ − pκ)ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 4iRµψ̄(p′)Σµκγ5ψ(p)
]
e−i(p−p

′)x/~+

+ 2eq
∫ d4p′d4pd4k

(2π~)12 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(k)e−i(k+p−p′)x/~ = 0. (D.17)

Multiplicando ambos os lados deste resultado por e−iq′x e integrando todo o resultado em d4x,
teremos ∫ d4p′d4pd4x

(2π~)8

[
− (p′κ + pκ)ψ̄(p′)ψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p) + 2ξκψ̄(p′)ψ(p)+

+ 2i(p′κ − pκ)ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 4iRµψ̄(p′)Σµκγ5ψ(p)
]
e−i(q

′+p−p′)x/~+

+ 2eq
∫ d4p′d4pd4kd4x

(2π~)12 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(k)e−i(q′+k+p−p′)x/~ = 0, (D.18)

∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
− (p′κ + pκ)ψ̄(p′)ψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p) + 2ξκψ̄(p′)ψ(p)+

+ 2i(p′κ − pκ)ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 4iRµψ̄(p′)Σµκγ5ψ(p)
]
(2π)4δ(4)(q′ + p− p′)+

+ 2eq
∫ d4p′d4pd4k

(2π~)12 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(k)(2π)4δ(4)(q′ + k + p− p′) = 0, (D.19)

∫ d4p

(2π~)4

[
−
(

(p+ q′)κ + pκ
)
ψ̄(p+ q′)ψ(p) + 2mcψ̄(p+ q′)γκψ(p) + 2ξκψ̄(p+ q′)ψ(p)+

+ 2i
(

(p+ q′)κ − pκ
)
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p) + 4iRµψ̄(p+ q′)Σµκγ5ψ(p)

]
+

+ 2eq
∫ d4p′d4p

(2π~)8 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(p′ − p− q′) = 0. (D.20)

Portanto,

−
(

(p+ q′)κ + pκ
)
ψ̄(p+ q′)ψ(p) + 2mcψ̄(p+ q′)γκψ(p) + 2ξκψ̄(p+ q′)ψ(p)+

+ 2i
(

(p+ q′)κ − pκ
)
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p) + 4iRµψ̄(p+ q′)Σµκγ5ψ(p)+

+ 2eq
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)ψ(p)Aκ(p′ − p− q′) = 0. (D.21)

Agora somando os resultados (D.11) e (D.12), vamos ter que

i~(∂µψ̄)γµγκψ + i~ψ̄γκγµ(∂µψ)− 2iζψ̄γκγ5ψ + ξµψ̄γ
µγκψ − ξµψ̄γκγµψ −Rµψ̄γ

µγκγ5ψ−

−Rµψ̄γ
κγµγ5ψ + qeAµψ̄γ

µγκψ − qeAµψ̄γκγµψ = 0,
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expandindo,

i~(∂µψ̄)(ηµκ − 2iΣµκ)ψ + i~ψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)(∂µψ)− 2iζψ̄γκγ5ψ + ξµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)ψ−
− ξµ(ηκµ − 2iΣκµ)ψ −Rµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)γ5ψ −Rµψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)γ5ψ+
+ qeAµψ̄(ηµκ − 2iΣµκ)ψ − qeAµψ̄(ηκµ − 2iΣκµ)ψ = 0,

que equivale a

i~(∂κψ̄)ψ + i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ − 2~ψ̄Σµκ(∂µψ)− 2iζψ̄γκγ5ψ − ξκψ̄ψ + ξκψ̄ψ−

− 2iξµψ̄Σµκψ − 2iξµψ̄Σµκψ −Rκψ̄γ5ψ −Rκψ̄γ5ψ + 2iRµψ̄Σµκγ5ψ − 2iRµψ̄Σµκγ5ψ−

− eqAκψ̄ψ + eqAκψ̄ψ − 2ieqAµψ̄Σµκψ − 2ieqAµψ̄Σµκψ = 0,

portanto,

i~(∂κψ̄)ψ + i~ψ̄(∂κψ) + 2~(∂µψ̄)Σµκψ − 2~ψ̄Σµκ(∂µψ)− 2iζψ̄γκγ5ψ−

− 4iξµψ̄Σµκψ − 2Rκψ̄γ5ψ − 4iqeAµψ̄Σµκψ = 0. (D.22)

No espaço dos momenta, vamos ter

−
∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
(p′κ − pκ)ψ̄(p′)ψ(p) + 2i(p′µ + pµ)ψ̄(p′)Σµκψ(p)− 2ζψ̄(p′)γκγ5ψ(p)−

− 4iξµψ̄(p′)Σµκψ(p)− 2Rκψ̄(p′)γ5ψ(p)
]
e−i(p−p

′)x/~−

−
∫ d4p′d4pd4k

(2π~)12 4iqeψ̄(p′)Σµκψ(p)Aµ(k)e−i(k+p−p′)x/~ = 0. (D.23)

Assim como antes, multiplicando ambos os lados deste resultado por e−iq′x e integrando todo o
resultado em d4x, teremos

−
(

(p+ q′)κ − pκ
)
ψ̄(p+ q′)ψ(p) + 2i

(
(p+ q′)µ + pµ

)
ψ̄(p+ q′)Σµκψ(p)−

− 2ζψ̄(p+ q′)γκγ5ψ(p)− 4iξµψ̄(p+ q′)Σµκψ(p)− 2Rκψ̄(p+ q′)γ5ψ(p)−

− 4iqe
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)Σµκψ(p)Aµ(p′ − p− q′) = 0. (D.24)

D.3 Caso do Zitterbewegung

Na sessão 4.8.2 do capítulo 4, em que estamos a calcular o termo de corrente para o
pacote de ondas, somos, naturalmente, levados a calcular a decomposição de Gordon da equação

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5)ψ(x) = 0. (D.25)

Mantendo em mente que a equação acima é motivada no apêndice F de forma ser útil no cálculo
das soluções da equação de Dirac que estamos considerando. No apêndice F vemos como um
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termos do tipo −ξµγµ fez com que seja natural, e necessário, uma redefinição dos momentos e
das energias, o que se reflete no cenário de ondas planas como sendo

e±Pµxµ/~ (D.26)

em que

Pµ =
(
E − cξ0

c
, ~pi − ~ξi

)
=
(

E

c
, ~Pi

)
.

Com isso em jogo, é razoável definir o operador do energia-momento via princípio da correspon-
dência como sendo

i~∂µ → P̂µ. (D.27)

Assim, calcular a decomposição de Gordon da equação (D.25) é mesmo que tomar Aµ = Rµ = 0
no resultado da equação (D.24). Ou seja:

−1
2m

[(
i~∂µψ̄

)
(ηµκ − 2iΣµκ)ψ − ψ̄ (ηκµ − 2iΣκµ) (i~∂µψ)

]
= cψ̄γκψ

1
2m

[
ψ̄ηµκ (i~∂µψ)−

(
i~∂µψ̄

)
ηµκψ + 2i (i~∂µ)

(
ψ̄Σµκψ

)]
= cψ̄γκψ. (D.28)

Ou simplesmente

cψ̄γκψ = 1
2m

[
ψ̄ηµκ

(
P̂µψ

)
−
(
P̂µψ̄

)
ηµκψ + 2iP̂µ

(
ψ̄Σµκψ

)]
. (D.29)

Tomando a componente i, vem que

cψ̄(~x, t)γiψ(~x, t) = 1
2m

[
ψ̄
(
P̂ iψ

)
−
(
P̂ iψ̄

)
ψ − 2iP̂ν

(
ψ̄Σiνψ

)]
. (D.30)

D.4 Caso da derivada modificada

Multiplicando à esquerda de (5.40) pelo fator ψ̄γκ, teremos

i~ψ̄γκγµ
(
∂̃µψ

)
−mcψ̄γκψ − ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γκγiψ − qeÃµψ̄γκγµψ = 0. (D.31)

Agora multiplicando à direita de (5.41) pelo fato γκψ, teremos

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµγκψ +mcψ̄γκψ + ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γiγκψ + qeÃµψ̄γ

µγκψ = 0. (D.32)

Calculando (D.32) menos (D.31), vem que

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµγκψ − i~ψ̄γκγµ

(
∂̃µψ

)
+ 2mcψ̄γκψ + ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄
(
γκγi + γiγκψ

)
ψ+

+ qeÃµψ̄ (γµγκ + γκγµ)ψ = 0,
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i~
(
∂̃µψ̄

)
(ηµκ − 2iΣµκ)ψ − i~ψ̄ (ηκµ − 2iΣκµ)

(
∂̃µψ

)
+ 2mcψ̄γκψ+

+ ~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄
(
ηκi − 2iΣκi + ηiκ − 2iΣiκ

)
ψ

+ qeÃµψ̄ (ηµκ − 2iΣµκ + ηκµ − 2iΣκµ)ψ = 0

Portanto,

i~
(
∂̃κψ̄

)
ψ − i~ψ̄

(
∂̃κψ

)
+ 2~∂̃µ

(
ψ̄Σµκψ

)
+ 2mcψ̄γκψ + ~

(
∂κIm

(
ξ(x)

))
ψ̄ψ+

+2qeÃκψ̄ψ = 0. (D.33)

Como estamos interessados em considerar que

iIm
(
ξ(x)

)
= iα− iwµxµ, (D.34)

podemos escrever

∂κIm
(
ξ(x)

)
= ∂κ (α− wµxµ) = −wµηκµ = −wκ. (D.35)

Portanto,

i~
(
∂̃κψ̄

)
ψ − i~ψ̄

(
∂̃κψ

)
+ 2~∂̃µ

(
ψ̄Σµκψ

)
+ 2mcψ̄γκψ − ~wκψ̄ψ + 2qeÃκψ̄ψ = 0. (D.36)

Anotando a seguinte prescrição para migrar para o espaço dos momenta,

ψ(x) =
∫ d4p

(2π~)4ψ(p)e−ip·x/~, (D.37)

ψ̄(x) =
∫ d4p′

(2π~)4 ψ̄(p′)e+ip′·x/~ (D.38)

e

Aκ(x) =
∫ d4k

(2π~)4 Ã
κ(k)e−ik·x/~. (D.39)

teremos,∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
−
(
p̃

′κ + p̃κ
)
ψ̄(p′)ψ(p) + 2i

(
p̃

′

µ − p̃µ
)
ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p)−

− ~wκψ̄(p′)ψ(p)
]
ei(p

′−p)·x/~ + 2qe
∫ d4p′d4pd4k

(2π~)12 Ãκ(k)ψ̄(p′)ψ(p)ei(p′−p−k)·x/~ = 0. (D.40)

Multiplicando ambos os lados deste resultado por e−iq·x e integrando todo o resultado em d4x,
teremos∫ d4xd4p′d4p

(2π~)8

[
−
(
p̃

′κ + p̃κ
)
ψ̄(p′)ψ(p) + 2i

(
p̃

′

µ − p̃µ
)
ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p)−

− ~wκψ̄(p′)ψ(p)
]
ei(p

′−p−q)·x/~ + 2qe
∫ d4xd4p′d4pd4k

(2π~)12 Ãκ(k)ψ̄(p′)ψ(p)ei(p′−p−k−q)·x/~ = 0,
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∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
−
(
p̃

′κ + p̃κ
)
ψ̄(p′)ψ(p) + 2i

(
p̃

′

µ − p̃µ
)
ψ̄(p′)Σµκψ(p) + 2mcψ̄(p′)γκψ(p)−

− ~wκψ̄(p′)ψ(p)
]
(2π~)4δ4(p′ − p− q)+

+ 2qe
∫ d4xd4p′d4pd4k

(2π~)12 Ãκ(k)ψ̄(p′)ψ(p)(2π~)4δ4(p′ − p− k − q) = 0,

∫ d4p

(2π~)4

[
−
(

(p̃+ q̃)κ + p̃κ
)
ψ̄(p+ q)ψ(p) + 2i ((p̃+ q̃)µ − p̃µ) ψ̄(p+ q)Σµκψ(p)+

+ 2mcψ̄(p+ q)γκψ(p)− ~wκψ̄(p+ q)ψ(p)
]

+ 2qe
∫ d4p′d4p

(2π~)8 Ã
κ(p′ − p− q)ψ̄(p′)ψ(p) = 0,

e , finalmente, obtemos que

−
(

(p̃+ q̃)κ + p̃κ
)
ψ̄(p+ q)ψ(p) + 2i ((p̃+ q̃)µ − p̃µ) ψ̄(p+ q)Σµκψ(p)+

+ 2mcψ̄(p+ q)γκψ(p)− ~wκψ̄(p+ q)ψ(p) + 2qe
∫ d4p′

(2π~)4 Ã
κ(p′ − p− q)ψ̄(p′)ψ(p) = 0.

(D.41)

Calculando agora (D.31) mais (D.32), vamos ter que

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµγκψ + i~ψ̄γκγµ

(
∂̃µψ

)
+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄
(
γiγκ − γκγi

)
ψ+

+ qeÃµψ̄
(
γiγκ − γκγi

)
ψ = 0,

i~
(
∂̃µψ̄

)
(ηµκ − 2iΣµκ)ψ + i~ψ̄ (ηκµ − 2iΣκµ)

(
∂̃µψ

)
+

+ ~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄
(
ηiκ − 2iΣiκ − ηκi + 2iΣκi

)
ψ+

+ qeÃµψ̄ (ηµκ − 2iΣµκ − ηκµ + 2iΣκµ)ψ = 0

i~∂̃κ
(
ψ̄ψ

)
+ 2~

(
∂̃µψ̄

)
Σµκψ − 2~ψ̄Σµκ

(
∂̃µψ

)
− 2i~

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄Σκiψ−

−4iqeÃµψ̄Σµκψ = 0.

Ou ainda,

i~∂̃κ
(
ψ̄ψ

)
+ 2~

(
∂̃µψ̄

)
Σµκψ − 2~ψ̄Σµκ

(
∂̃µψ

)
− 2i~~wiψ̄Σκiψ − 4iqeÃµψ̄Σµκψ = 0. (D.42)

No espaço dos momenta,∫ d4p′d4p

(2π~)8

[
−
(
p̃

′κ − p̃κ
)
ψ̄(p′)ψ(p) + 2i

(
p̃

′κ + p̃κ
)
ψ̄(p′)Σµκψ(p)−

− 2i~~wiψ̄(p′)Σκiψ(p)
]
ei(p

′−p)·x/~ − 4iqe
∫ d4p′d4pd4k

(2π~)12 Ãµ(k)ψ̄(p′)Σµκψ(p)ei(p′−p−k)·x/~ = 0.

(D.43)
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Mais uma vez multiplicando ambos os lados deste resultado por e−iq·x e integrando todo o
resultado em d4x, teremos

−
(

(p̃+ q̃)κ − p̃κ
)
ψ̄(p+ q)ψ(p) + 2i

(
(p̃+ q̃)µ + p̃µ

)
ψ̄(p+ q)Σµκψ(p)−

− 2i~~wiψ̄(p+ q)Σκiψ(p)− 4iqe
∫ d4p′

(2π~)4 Ãµ(p′ − p− q)ψ̄(p′)Σµκψ(p) = 0. (D.44)
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Apêndice E

Cálculo dos tensores energia-momento

Sessão dedicada aos cálculos explícitos de alguns casos de tenores energia momento.

E.1 Caso da equação de Dirac generalizada

Estamos a considerar a obtenção do tensor energia-momento da equação de Dirac
generalizada

(i~γµ∂µ −mc− ξµ(x)γµ − iζ(x)γ5 −Rµ(x)γµγ5)ψ = 0. (E.1)

Deu conjugado de Dirac é

ψ̄
(
i~γµ ~∂µ +mc+ ξµ(x)γµ + iζ(x)γ5 +Rµ(x)γµγ5

)
= 0. (E.2)

Para construir o tensor energia-momento simétrico, seguimos multiplicando (E.1) à direita por(
∂νψ̄

)
,

(
∂νψ̄

)
(i~γµ∂µ −mc− ξµ(x)γµ − iζ(x)γ5 −Rµ(x)γµγ5)ψ = 0,

que resulta em

i~
(
∂νψ̄

)
γµ (∂µψ)−mc

(
∂νψ̄

)
ψ −

(
∂νψ̄

)
ξµ(x)γµψ − i

(
∂νψ̄

)
ζ(x)ψ−

−
(
∂νψ̄

)
Rµ(x)γµγ5ψ = 0,

explicitando quadri-divergências, teremos

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
− i~

(
∂µ∂νψ̄

)
γµψ −mc

(
∂νψ̄

)
ψ − ∂ν

[
ξµ(x)ψ̄γµψ

]
+

+ [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ + ξµ(x)ψ̄γµ (∂νψ)− ∂ν
[
iζ(x)ψ̄γ5ψ

]
+ [i∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ+

+ iζ(x)ψ̄γ5 (∂νψ)− ∂ν
[
Rµ(x)ψ̄γµγ5ψ

]
+ [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ +Rµ(x)ψ̄γµγ5 (∂νψ) = 0,
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ou ainda,

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
+
{
∂ν
[
ψ̄ (mc+ ξµ(x)γµ + iζ(x)γ5 +Rµ(x)γµγ5)

]}
ψ −mc

(
∂νψ̄

)
ψ−

− ∂ν
[
ξµ(x)ψ̄γµψ

]
+ [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ + ξµ(x)ψ̄γµ (∂νψ)− ∂ν

[
iζ(x)ψ̄γ5ψ

]
+ [i∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ+

+ iζ(x)ψ̄γ5 (∂νψ)− ∂ν
[
Rµ(x)ψ̄γµγ5ψ

]
+ [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ +Rµ(x)ψ̄γµγ5 (∂νψ) = 0. (E.3)

E, também, multiplicando (E.2) à direita por (∂νψ),

ψ̄
(
i~γµ ~∂µ +mc+ ξµ(x)γµ + iζ(x)γ5 +Rµ(x)γµγ5

)
(∂νψ) = 0,

que a partir de manipulações análogas ao caso acima se torna

i~∂µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− ψ̄ {∂ν [(mc+ ξµ(x)γµ + iζ(x)γ5 +Rµ(x)γµγ5)ψ]}+mcψ̄ (∂νψ) +

+ ∂ν
[
ξµ(x)ψ̄γµψ

]
− [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − ξµ(x)

(
∂νψ̄

)
γµψ + ∂ν

[
iζ(x)ψ̄γ5ψ

]
− [i∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− iζ(x)
(
∂νψ̄

)
γ5ψ + ∂ν

[
Rµ(x)ψ̄γµγ5ψ

]
− [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ −Rµ(x)

(
∂νψ̄

)
γµγ5ψ = 0. (E.4)

Subtraindo (E.4) de (E.3), teremos

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
+ 2∂ν

[
ξµ(x)ψ̄γµψ

]
− 2∂ν

[
ξµ(x)ψ̄γµψ

]
+

+ 2∂ν
[
iζ(x)ψ̄γ5ψ

]
− 2∂ν

[
iζ(x)ψ̄γ5ψ

]
+ 2∂ν

[
Rµ(x)ψ̄γµγ5ψ

]
− 2∂ν

[
Rµ(x)ψ̄γµγ5ψ

]
+

+ 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ + 2 [i∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ + 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ = 0

De forma geral, temos então que

∂µ
[
i~
(
∂νψ̄

)
γµψ − i~ψ̄γµ (∂νψ)

]
= − 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (E.5)

Simetrizando o termo dentro dos colchetes no lado direito, vamos poder escrever o tensor
energia-momento simétrico, θµν , sob a forma

∂µ
{
i~
[
ψ̄
(
γµ ~∂ν + ~∂

µ
γν − γµ~∂ν − ~∂

µ
γν
)
ψ
]}

= − 4 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ−

− 4i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 4 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (E.6)

Para averiguar a licitude do processo de simetrização que nos levou ao resultado (E.6), é
necessário um desenvolvimento em detalhes do lado esquerdo de (E.6) de forma a certificar se
este lado se iguala ao direito. Dito isso, seguimos calculando esta parcela,

∂µ
{
i~
[
ψ̄
(
γµ ~∂ν + ~∂

µ
γν − γµ~∂ν − ~∂

µ
γν
)
ψ
]}

= i~∂µ
[(
∂µψ̄

)
γνψ − ψ̄γν (∂µψ)

]
+

+ i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
= i~∂µ

[(
∂µψ̄

)
γνψ − ψ̄γν (∂µψ)

]
−

− 2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ−
− 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ. (E.7)
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Resta agora trabalhar o termo

i~∂µ
[(
∂µψ̄

)
γνψ − ψ̄γν (∂µψ)

]
= i~

(
ψ̄
)
γνψ − i~

(
∂µψ̄

)
γv (∂µψ)−

− i~
(
∂µψ̄

)
γv (∂µψ)− i~ψ̄γν ( ψ)

= i~
(

ψ̄
)
γνψ − i~ψ̄γν ( ψ) . (E.8)

Para construir os termos acompanhados do operado d’Alambertiano, prosseguimos, em primeiro
lugar, multiplicando o lado esquerdo de (E.1) pelo operador

(i~γκ∂κ +mc− ξκ(x)γκ − iζ(x)γ5 −Rκγ
κγ5) .

Assim, vamos ter que[
i~γκ∂κ +mc− ξκ(x)γκ − iζ(x)γ5 −Rκγ

κγ5

][
~γµ∂µ −mc− ξµ(x)γµ − iζ(x)γ5−

−Rµ(x)γµγ5

]
ψ = 0. (E.9)

Que resultará em

(i~)2γκγµ (∂κ∂µψ)− (i~) [∂κξµ(x)] γκγµψ − (i~) [i∂κζ(x)] γκγ5ψ − (i~) [∂κRµ(x)] γκγµγ5ψ−

−m2c2ψ + ξκ(x)ξµ(x)γκγµψ − ζ2(x)ψ −Rκ(x)Rµ(x)γκγµψ−
− (i~)ξµ(x)γκγµ (∂κψ)− (i~)ξκ(x)γκγµ (∂µψ)−
− (i~)Rµ(x)γκγµγ5 (∂κψ) + (i~)Rκ(x)γκγµγ5 (∂µψ) +
+ ξκ(x)Rµ(x)γκγµγ5ψ −Rκ(x)ξµ(x)γκγµγ5ψ = 0,

simetrizando,(
γκγµ + γµγκ

2

) [
(i~)2 (∂κ∂µψ) + ξκ(x)ξµ(x)ψ −Rκ(x)Rµ(x)ψ

]
−m2c2ψ − ζ2(x)ψ−

− (i~) [∂κξµ(x)] γκγµψ − (i~) [i∂κζ(x)] γκγ5ψ − (i~) [∂κRµ(x)] γκγµγ5ψ−

− (i~)ξµ(x)γκγµ (∂κψ)− (i~)ξκ(x)γκγµ (∂µψ)−
− (i~)Rµ(x)γκγµγ5 (∂κψ) + (i~)Rκ(x)γκγµγ5 (∂µψ) +

+ ξκ(x)Rµ(x)
(
γκγµ + γµγκ

2

)
γ5ψ −Rκ(x)ξµ(x)

(
γκγµ + γµγκ

2

)
γ5ψ = 0,

ou ainda,

(i~)2 ( ψ)−m2c2 + ξ2(x)− ζ2x−R2(x)−
− (i~) [∂κξµ(x)] γκγµψ − (i~) [i∂κζ(x)] γκγ5ψ − (i~) [∂κRµ(x)] γκγµγ5ψ−

− (i~)ξµ(x)γκγµ (∂κψ)− (i~)ξκ(x)γκγµ (∂µψ)−
− (i~)Rµ(x)γκγµγ5 (∂κψ) + (i~)Rκ(x)γκγµγ5 (∂µψ) = 0.
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Então, teremos que

(i~) ( ψ) =
[
m2c2 + ζ2(x)− ξ2(x) +R2(x)

(i~)

]
ψ+

+ [∂κξµ(x)] γκγµψ + [i∂κζ(x)] γκγ5ψ + [∂κRµ(x)] γκγµγ5ψ+
+ ξµ(x)γκγµ (∂κψ) + ξκ(x)γκγµ (∂µψ) +
+Rµ(x)γκγµγ5 (∂κψ)−Rκ(x)γκγµγ5 (∂µψ) . (E.10)

Dum procedimento análogo, multiplicamos à direita de (E.2) pelo operador(
i~γκ ~∂κ −mc+ ξκ(x)γκ + iζ(x)γ5 +Rκγ

κγ5
)
.

De tal forma, teremos

ψ̄
[
i~γµ ~∂µ +mc+ ξµ(x)γµ + iζ(x)γ5 +Rµ(x)γµγ5

][
i~γκ ~∂κ −mc+ ξκ(x)γκ + iζ(x)γ5+

Rκγ
κγ5

]
= 0.

(E.11)

Que a partir de manipulações parecidas com as do caso anterior, nos leva a escrever

(i~)2
(
∂κ∂µψ̄

)
γµγκ + (i~) [∂κξµ(x)] ψ̄γµγκ + (i~) [i∂κζ(x)] ψ̄γ5γ

κ + (i~) [∂κRµ(x)] ψ̄γµγ5γ
κ−

−m2c2ψ̄ − ζ2(x)ψ̄ + ξµ(x)ξκ(x)ψ̄γµγκ −Rµ(x)Rκ(x)ψ̄γµγκ+
+ (i~)ξµ(x)

(
∂κψ̄

)
γµγκ + (i~)ξκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκ−

− (i~)Rµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγ5 + (i~)Rκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγ5−

−Rµ(x)ξκ(x)ψ̄γµγκγ5 + ξµ(x)Rκ(x)ψ̄γµγκγ5 = 0.

Trabalhando termo a termos como antes, teremos que

(i~)
(

ψ̄
)

= ψ̄

[
m2c2 + ζ2(x)− ξ2(x) +R2(x)

(i~)

]
−

− [∂κξµ(x)] ψ̄γµγκ − [i∂κζ(x)] ψ̄γ5γ
κ − [∂κRµ(x)] ψ̄γµγ5γ

κ−

− ξµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκ − ξκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκ+

+Rµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγ5 −Rκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγ5. (E.12)

Como estamos interessados em computar a equação (E.8), calculamos a parcela

i~
(

ψ̄
)
γνψ − i~ψ̄γν ( ψ) ,
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o que, a partir dos resultado (E.10) e (E.12), resultará em

=
[
m2c2 + ζ2(x)− ξ2(x) +R2(x)

(i~)

] (
ψ̄γνψ − ψ̄γνψ

)
−

− [∂κξµ(x)] ψ̄γµγκγνψ − [i∂κζ(x)] ψ̄γ5γ
κγνψ − [∂κRµ(x)] ψ̄γµγ5γ

κγνψ−

− [∂κξµ(x)] ψ̄γνγκγµψ − [i∂κζ(x)] ψ̄γνγκγ5ψ − [∂κRµ(x)] ψ̄γνγκγµγ5ψ−

− ξµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγνψ − ξκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγνψ − ξµ(x)ψ̄γνγκγµ (∂κψ)−

− ξκ(x)ψ̄γνγκγµ (∂µψ) +Rµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγ5γνψ −Rκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγ5γνψ−

−Rµ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂κψ) +Rκ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂µψ) ,

com algumas simplificações óbvias, temos

= − [∂κξµ(x)] ψ̄ [γµ (ηκν − 2iΣκν) + (ηνκ − 2iΣνκ) γµ]ψ−
− 2ηκν [i∂κζ(x)] ψ̄γ5ψ−

− [∂κRµ(x)] ψ̄ [γµ (ηκν − 2iΣκν) + (ηνκ − 2iΣνκ) γµ] γ5ψ−

− ξµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγνψ − ξκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγνψ − ξµ(x)ψ̄γνγκγµ (∂κψ)−

− ξκ(x)ψ̄γνγκγµ (∂µψ) +
+Rµ(x)

(
∂κψ̄

)
γµγκγ5γνψ −Rκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγ5γνψ −Rµ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂κψ) +

+Rκ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂µψ) ,

assim, podemos identifica que

=
Parte que precisamos, o restante deve se anular.︷ ︸︸ ︷

−2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ − 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ+
+ 2i [∂κξµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ)ψ + 2i [∂κRµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ) γ5ψ

− ξµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγνψ − ξκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγνψ − ξµ(x)ψ̄γνγκγµ (∂κψ)−

− ξκ(x)ψ̄γνγκγµ (∂µψ) +
+Rµ(x)

(
∂κψ̄

)
γµγκγ5γνψ −Rκ(x)

(
∂µψ̄

)
γµγκγ5γνψ −Rµ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂κψ) +

+Rκ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂µψ) .

Para seguir, escrevemos a parcela acima sob a forma

=
Parte que precisamos, o restante deve se anular.︷ ︸︸ ︷

−2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ − 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ+
+ 2i [∂κξµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ)ψ + 2i [∂κRµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ) γ5ψ

+ T +W , (E.13)

e mantemos em mente que de forma geral

γµΣκν = i

2 (ηµκγν − ηµνγκ + iεµκνσγ
σγ5) ,

Σνκγµ = i

2 (ηκµγν − ηνµγκ + iενκµσγ
σγ5.) .
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Trabalhando o penúltimo termo de (E.13), vamos ter

T = − ξµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγνψ−

− ξκ(x)
(
∂µψ̄

)
γµγκγνψ−

− ξµ(x)ψ̄γνγκγµ (∂κψ)−
− ξκ(x)ψ̄γνγκγµ (∂µψ)

= − ξµ
(
∂νψ̄

)
γµψ + 2i

(
∂κψ̄

)
γµΣκνψ−

− ξν
(
∂µψ̄

)
γµψ + 2iξκ

(
∂µψ̄

)
γµΣκνψ

− ξµψ̄γµ (∂νψ) + 2iξµψ̄Σνκγµ (∂κψ)−
− ξνψ̄γµ (∂µψ) + 2iξκψ̄Σνκγµ (∂µψ)

= − ξµ
(
∂νψ̄

)
γµψ − 2i (∂κξµ) ψ̄γµΣκνψ − 2iξµψ̄γµΣκν (∂κψ) + 2i∂κ

(
ξµψ̄γµΣκνψ

)
−

− ξν
(
∂µψ̄

)
γµψ − ξµ

(
∂µψ̄

)
γνψ + ξκ

(
∂νψ̄

)
γκψ − iεµκνσξκ

(
∂µψ̄

)
γσγ5ψ−

− ξµψ̄γµ (∂νψ)− 2i (∂κξµ) ψ̄Σνκγµψ − 2iξµ
(
∂κψ̄

)
Σνκγµψ + 2i∂κ

(
ξµψ̄Σνκγµψ

)
−

− ξνψ̄γµ (∂µψ)− ξµψ̄γν (∂µψ) + ξκψ̄γκ (∂νψ)− iενκµσξκψ̄γσγ5 (∂µψ)

= − ξµ
(
∂νψ̄

)
γµψ − 2i (∂κξµ) ψ̄γµΣκνψ + ξκψ̄γν (∂κψ)− ξνψ̄γκ (∂κψ) +

+ iεµκνσξ
µψ̄γσγ5 (∂κψ) + 2i∂κ

(
ξµψ̄γµΣκνψ

)
−

− ξν
(
∂µψ̄

)
γµψ − ξµ

(
∂µψ̄

)
γνψ + ξκ

(
∂νψ̄

)
γκψ − iεµκνσξκ

(
∂µψ̄

)
γσγ5ψ−

− ξµψ̄γµ (∂νψ)− 2i (∂κξµ) ψ̄Σνκγµψ + ξκ
(
∂κψ̄

)
γνψ − ξν

(
∂κψ̄

)
γκψ+

+ iενκµσξ
µ
(
∂κψ̄

)
γσγ5ψ + 2i∂κ

(
ξµψ̄Σνκγµψ

)
−

− ξνψ̄γµ (∂µψ)− ξµψ̄γν (∂µψ) + ξκψ̄γκ (∂νψ)− iενκµσξκψ̄γσγ5 (∂µψ)

= − 2i [∂κξµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ)ψ − 2ξν∂µ
(
ψ̄γµψ

)
+ 2i∂κ

(
ξµψ̄Σνκγµψ

)
+

+ 2i∂κ
(
ξµψ̄γµΣκνψ

)

= −2i [∂κξµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ)ψ − 2ξν∂µ
(
ψ̄γµψ

)
− 2∂κ

(
ξκψ̄γνψ

)
+ 2∂κ

(
ξνψ̄γκψ

)
.

Portanto,

T = −2i [∂κξµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ)ψ − 2∂µ
(
ξµψ̄γνψ

)
+ 2 (∂µξν)

(
ψ̄γµψ

)
. (E.14)
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Trabalhando agora o último termo em (E.13), vamos ter

W = +Rµ(x)
(
∂κψ̄

)
γµγκγ5γνψ

−Rκ(x)
(
∂µψ̄

)
γµγκγ5γνψ

−Rµ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂κψ)
+Rκ(x)ψ̄γνγκγµγ5 (∂µψ)

= −Rµ
(
∂νψ̄

)
γµγ5ψ − 2i (∂κRµ) ψ̄γµΣκνγ5ψ +Rκψ̄γνγ5 (∂κψ)−Rνψ̄γκγ5 (∂κψ) +

+ iεµκνσR
µψ̄γσ (∂κψ) + 2i∂κ

(
Rµψ̄γµΣκνγ5ψ

)
+

+Rν

(
∂µψ̄

)
γµγ5ψ +Rµ

(
∂µψ̄

)
γνγ5ψ −Rκ

(
∂νψ̄

)
γκγ5ψ + iεµκνσR

κ
(
∂µψ̄

)
γσψ−

−Rµψ̄γ
µ (∂νγ5ψ)− 2i (∂κRµ) ψ̄Σνκγµγ5ψ +Rκ

(
∂κψ̄

)
γνγ5ψ −Rν

(
∂κψ̄

)
γκγ5ψ+

+ iενκµσξ
µ
(
∂κψ̄

)
γσψ + 2i∂κ

(
Rµψ̄Σνκγµψγ5

)
+

+Rνψ̄γ
µγ5 (∂µψ) +Rµψ̄γνγ5 (∂µψ)−Rκψ̄γκγ5 (∂νψ) + iενκµσξ

κψ̄γσ (∂µψ)

= − 2i [∂κRµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ) γ5ψ − 2Rµ∂ν
(
ψ̄γµγ5ψ

)
+ 2Rµ∂

µ
(
ψ̄γνγ5

)
+

+ 2iεµκνσRµ∂κ
(
ψ̄γσψ

)
+ 2i∂κ

(
Rµψ̄Σνκγµψγ5

)
+ 2i∂κ

(
Rµψ̄γµΣκνγ5ψ

)

= − 2i [∂κRµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ) γ5ψ − 2Rµ∂ν
(
ψ̄γµγ5ψ

)
+ 2Rµ∂

µ
(
ψ̄γνγ5

)
+

+ 2iεµκνσRµ∂κ
(
ψ̄γσψ

)
− (∂κRκ) ψ̄γνγ5ψ −Rκ∂κ

(
ψ̄γνγ5ψ

)
+ (∂κRν) ψ̄γκγ5ψ +Rν∂

κ
(
ψ̄γκγ5ψ

)
−

− iεµκνσ (∂κRµ) ψ̄γσψ − iεµκνσRµ∂κ
(
ψ̄γσψ

)
− (∂κRκ) ψ̄γνγ5ψ −Rκ∂κ

(
ψ̄γνγ5ψ

)
+ (∂κRν) ψ̄γκγ5ψ +Rν∂

κ
(
ψ̄γκγ5ψ

)
−

− iενµκσ (∂κRµ) ψ̄γσψ − iενµκσRµ∂κ
(
ψ̄γσψ

)
.

Portanto,

W = − 2i [∂κRµ(x)] ψ̄ (γµΣκν + Σνκγµ) γ5ψ − 2Rµ∂ν
(
ψ̄γµγ5ψ

)
+ 2∂κ

(
Rνψ̄γκγ5ψ

)
−

− 2 (∂κRκ) ψ̄γνγ5ψ + iεµκνσ (Rκ∂µ −Rµ∂κ)
(
ψ̄γσψ

)
. (E.15)

Então, finalmente, levando os resultados (E.14) e (E.15) em (E.13), teremos

=
Parte que precisamos.︷ ︸︸ ︷

−2 [∂νξµ(x)] ψ̄γµψ − 2i [∂νζ(x)] ψ̄γ5ψ − 2 [∂νRµ(x)] ψ̄γµγ5ψ

−

Parte que vem de T.︷ ︸︸ ︷
2∂µ

(
ξµψ̄γνψ

)
+ 2 (∂µξν)

(
ψ̄γµψ

)

−

Parte que vem de W.︷ ︸︸ ︷
2Rµ∂ν

(
ψ̄γµγ5ψ

)
+ 2∂κ

(
Rνψ̄γκγ5ψ

)
− 2 (∂κRκ) ψ̄γνγ5ψ + iεµκνσ (Rκ∂µ −Rµ∂κ)

(
ψ̄γσψ

)
(E.16)
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Assim, fica mostrado que o processo de simetrização não é válido.

E.2 Caso da equação de com derivada modificada

• Proveniente da equação de Dirac livre:

Partindo das equações de campo{
i~
c
γ0∂t − i~Re(ξ)γi∂i −mc−

~
2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}
ψ = 0 (E.17)

e

ψ̄

{
i~
c
γ0 ~∂t − i~Re(ξ)γi ~∂i +mc+ ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}

= 0. (E.18)

Proponho reescrever estas equações sob a forma{
i~γµ∂̃µ −mc−

~
2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}
ψ = 0 (E.19)

e

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµ + ψ̄

{
mc+ ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
γi
}

= 0. (E.20)

Isso considerando que

∂̃µ =
(
∂0,−Re(ξ)∂i

)
. (E.21)

Então, para construir o tensor energia momento começo multiplicando a equação (E.19) à
esquerda pelo fator

(
∂νψ̄

)
. Ou seja,

i~
(
∂νψ̄

)
γµ
(
∂̃µψ

)
−mc

(
∂νψ̄

)
ψ − ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)] (
∂νψ̄

)
γiψ = 0. (E.22)

Explicitando uma quadri-divergência em ∂̃µ, teremos

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
− i~

[(
∂ν ∂̃µψ̄

)
γµψ

]
−mc

(
∂νψ̄

)
ψ − ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)] (
∂νψ̄

)
γiψ = 0,

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
+
{
∂ν

[
ψ̄

(
mc+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi
)]}

ψ −mc
(
∂νψ̄

)
ψ−

−~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

)) (
∂νψ̄

)
γiψ = 0.

Portanto,

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
+ ~

2

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ = 0. (E.23)
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Agora multiplicando à direita da equação (E.20) pelo fator (∂νψ), teremos

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµ (∂νψ) + ψ̄mc (∂νψ) + ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γi (∂νψ) = 0. (E.24)

Explicitando uma quadri-divergência em ∂̃µ, teremos

i~∂̃µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− i~ψ̄γµ

(
∂ν ∂̃µψ

)
+ ψ̄mc (∂νψ) + ~

2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γi (∂νψ) = 0,

i~∂̃µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− ψ̄

{
∂ν

[(
mc+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi
)
ψ

]}
+ ψ̄mc (∂νψ) +

+~
2

[
∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γi (∂νψ) = 0.

Portanto,

i~∂̃µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− ~

2

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ = 0. (E.25)

Calculando agora a equação E.23 menos a equação (E.25), vamos ter que

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ. (E.26)

Explicitando a soma em µ, temos que o lado direito deste resultado toma a forma

∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
= ∂0

[(
∂νψ̄

)
γ0ψ − ψ̄γ0 (∂νψ)

]
−

− Re(ξ)∂i
[(
∂νψ̄

)
γiψ − ψ̄γi (∂νψ)

]
= ∂0

[(
∂νψ̄

)
γ0ψ − ψ̄γ0 (∂νψ)

]
−

− ∂i
[(
∂νψ̄

)
Re(ξ)γiψ − ψ̄Re(ξ)γi (∂νψ)

]
= ∂µ

[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
. (E.27)

Em que da passagem da primeira pra segunda linha uso fato de que Re(ξ) é uma constante real
e adoto a prescrição

γ̃µ =
(
γ0, Re(ξ)γi

)
. (E.28)

Sendo assim, posso escrever

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ. (E.29)

Como estamos a considerar que

i∂iIm
(
ξ(x)

)
= i~wi, (E.30)

podemos escrever

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~ (∂ν ~wi) ψ̄γiψ. (E.31)
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• Proveniente da equação de Dirac com acoplamento mínimo:

Multiplicando à esquerda de (5.40) pelo fator
(
∂νψ̄

)
, teremos

i~
(
∂νψ̄

)
γµ
(
∂̃µψ

)
−mc

(
∂νψ̄

)
ψ − ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

)) (
∂νψ̄

)
γiψ − qeÃµ

(
∂νψ̄

)
γµψ = 0. (E.32)

Explicitando a quadri-divergência em µ e fazendo manipulações parecidas com as anteriores,
teremos

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
+
{
∂ν

[
ψ̄

(
mc+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
+ qeÃµγ

µ

)]}
ψ −mc

(
∂νψ̄

)
ψ−

− ~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

)) (
∂νψ̄

)
γiψ − qeÃµ

(
∂νψ̄

)
γµψ = 0,

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ

]
+ ~

2

(
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γiψ + qe

(
∂νÃµ

)
ψ̄γµψ = 0. (E.33)

Agora multiplicando à direita de (5.41) pelo fator (∂νψ), teremos que

i~
(
∂̃µψ̄

)
γµ (∂νψ) +mcψ̄ (∂νψ) + ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γi (∂νψ) + qeÃµψ̄γ

µ (∂νψ) = 0. (E.34)

Mais uma vez explicitando, como antes, a quadri-divergência em µ, poderemos escrever

i~∂̃µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− ψ̄

{
∂ν

[(
mc+ ~

2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
γi + qeÃµγ

µ

)
ψ

]}
+mcψ̄ (∂νψ) +

+ ~
2

(
∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γi (∂νψ) + qeÃµψ̄γ

µ (∂νψ) = 0,

i~∂̃µ
[
ψ̄γµ (∂νψ)

]
− ~

2

(
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

))
ψ̄γiψ − qe

(
∂νÃµ

)
ψ̄γµψ = 0. (E.35)

Subtraindo (E.33) menos (E.35), vem que

i~∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ − 2qe

(
∂νÃµ

)
ψ̄γµψ. (E.36)

Trabalhando o lado esquerdo teremos, explicitando a soma em µ,

∂̃µ
[(
∂νψ̄

)
γµψ − ψ̄γµ (∂νψ)

]
= ∂0

[(
∂νψ̄

)
γ0ψ − ψ̄γ0 (∂νψ)

]
−

− Re(ξ)∂i
[(
∂νψ̄

)
γiψ − ψ̄γi (∂νψ)

]
= ∂0

[(
∂νψ̄

)
γ0ψ − ψ̄γ0 (∂νψ)

]
−

− ∂i
[(
∂νψ̄

)
Re(ξ)γiψ − ψ̄Re(ξ)γi (∂νψ)

]
= ∂µ

[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
. (E.37)

Levando o resultado (E.37) em (E.36), poderemos escrever

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ − 2qe

(
∂νÃµ

)
ψ̄γµψ. (E.38)
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• Proveniente das equações de Maxwell:

Tomando a equação (5.48) e multiplicando-a pela esquerda por Fνρ, teremos

(∂µF µν)Fνρ − µ0J̃
νFνρ = 0,

∂µ (F µνFνρ)− F µν (∂µFνρ)− µ0J̃
νFνρ = 0,

∂µ (F µνFνρ)− F µν (−∂νFρµ − ∂ρFµν)− µ0J̃
νFνρ = 0,

∂µ (F µνFνρ) + ∂ρ

(1
2F

µνFµν

)
+ ∂ν (F µνFρµ)− (∂νF µν)Fρµ − µ0J̃

νFνρ = 0,

∂µ (F µνFνρ) + ∂ρ

(1
2F

µνFµν

)
+ ∂ν (F µνFρµ)− (∂νF νµ)Fµρ − µ0J̃

νFνρ = 0,

∂µ (2F µνFνρ) + ∂µ

(1
2δ

µ
ρF

αβFαβ

)
− µ0J̃

µFµρ − µ0J̃
νFνρ = 0.

Portanto,

∂µ

(
1
µ0
F µαFαν + 1

4µ0
δµνF

αβFαβ

)
= J̃αFαν = −J̃αFνα

= − 2J̃α (∂νAα)
= − 2 (∂νA0) J0 + 2

(
∂ν ~Ai

)
J i

= − 2qe (∂νA0) ψ̄γ0ψ + 2Re(ξ)qe
(
∂ν ~Ai

)
ψ̄γiψ

= − 2qe
(
∂νÃα

)
ψγαψ. (E.39)

Ou seja,

∂µ

(
1
µ0
F µαFαν + 1

4µ0
δµνF

αβFαβ

)
= J̃αFαν = −2qe

(
∂νÃα

)
ψγαψ. (E.40)

• Tensor energia-momento total:

Dos resultados acima, podemos ver que o último termo do lado esquerdo da equação (E.38)
é exatamente igual ao resultado que obtivemos para o tensor energia-momento eletromagnético
na equação (E.40). Sendo assim, podemos escrever a equação (E.38) sob a forma

i~∂µ
[(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − ψ̄γ̃µ (∂νψ)

]
= − ~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ+

+ ∂µ

(
1
µ0
F µαFαν + 1

4µ0
δµνF

αβFαβ

)
. (E.41)

Então, portanto, temos

∂µ

[
i~
(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − i~ψ̄γ̃µ (∂νψ)− 1

µ0
F µαFαν −

1
4µ0

δµνF
αβFαβ

]
= −~

[
∂ν∂iIm

(
ξ(x)

)]
ψ̄γiψ.

(E.42)
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Como estamos a considerar que

i∂iIm
(
ξ(x)

)
= i~wi, (E.43)

podemos escrever

∂µ

[
i~
(
∂νψ̄

)
γ̃µψ − i~ψ̄γ̃µ (∂νψ)− 1

µ0
F µαFαν −

1
4µ0

δµνF
αβFαβ

]
= −~ (∂ν ~wi) ψ̄γiψ. (E.44)
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Apêndice F

Soluções da equação de Dirac modificada com
Rµ = 0

F.1 Soluções de energias positivas no referencial do laboratório

Para a obtermos as soluções de energia positiva para a equação de Dirac estendida no
referencial do laboratório, assumimos solução em ondas planas do tipo

ψ(x,±s) = u(P)e−iPµxµ/~ =
ua(P,±s)
ub(P,±s)

 e−iPµxµ/~. (F.1)

Onde ψ(P,±s) é um espinor no espaço dos momenta que descrevendo um férmion no referência
do laboratório com projeção de spin ±s. Estamos considerando o quadri-momento Pµ tomando
a forma das prescrições da igualdade (4.8) e (4.9) da seguinte forma:

Pµ =
(

E

c
,− ~Pi

)
. (F.2)

Lembrando que

E = ±ε, (F.3)

considerando que

ε = c
√

~P2
i +m2c2 − ζ2, (F.4)

vamos considerar que a proposta de solução dada pela equação (F.1) esta vinculada com o
espectro de energias positivas, isto é, E = +ε.

Então, considerando que essa proposta geral é solução de

(i~γµ∂µ −mc− iζγ5)ψ(x,±s) = 0, (F.5)
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podemos ver que retomamos, sem maiores problemas, a equação (3.6), que descreve a equação de
Dirac estendida que estamos considerando no espaço dos momenta. Ou seja, de fato ψ(P,±s)
é solução da equação (3.6). Sob essa perspectiva, calculando as derivadas da equação (F.5),
podemos escrever (

E γ0 − c ~Piγ
i −mc2 − icζγ5

)
u(P,±s) = 0. (F.6)

O que equivale aε
1 0

0 −1

− c ~Pi

 0 σi

−σi 0

−mc2

1 0
0 1

− icζ
0 1

1 0

ua(P,±s)
ub(P,±s)

 = 0, (F.7)

em que estamos considerando a representação de Dirac para as matrizes gama. Este resultado
se reduz de tal forma que devemos satisfazer(

ε−mc2
)
ua(P,±s) =

(
c ~Piσi + icζ

)
ub(P,±s) (F.8)

e (
ε+mc2

)
ub(P,±s) =

(
c ~Piσi − icζ

)
ua(P,±s). (F.9)

Então, teremos que

ub(P,±s) =

(
c ~Piσi − icζ

)
(ε+mc2) ua(P,±s). (F.10)

• Solução de spin up

Assim como no caso da equação de Dirac usual, para construir a solução de spin up, tomamos

ua(P,+s) =
1

0

 ,

de forma que

ub(P,+s) = c

ε+mc2

 ~P3 − iζ ~P1 − i ~P2
~P1 + i ~P2 − ~P3 − iζ

1
0

 , (F.11)

e assim, teremos que

ub(P,+s) = c

ε+mc2

 ~P3 − iζ
~P1 + i ~P2

 . (F.12)

Com isso, teremos que a solução para uma partícula com spin up no referencial do laboratório
sera

u(P,+s) = N+



1
0

c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2

c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2


. (F.13)

Onde N+ é um coeficiente de normalização a ser determinada.
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• Solução de spin down

Já no caso solução de spin down, tomamos

ua(P,−s) =
0

1

 ,

de forma que

ub(P,−s) = c

ε+mc2

 ~P3 − iζ ~P1 − i ~P2
~P1 + i ~P2 − ~P3 − iζ

0
1

 , (F.14)

e então, teremos que

ub(P,−s) = c

ε+mc2

 ~P1 − i ~P2

− ~P3 − iζ

 . (F.15)

Sendo assim, a solução para uma partícula com spin down no referencial do laboratório sera

u(P,−s) = N−



0
1

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2


. (F.16)

Onde N− é outro um coeficiente de normalização a ser determinado.

F.1.1 Condição de normalização para as soluções de energias positivas

• Para o caso do spin up, vamos ter que

ū(P,+s)u(P,+s) = u†(P,+s)γ0u(P,+s) =

= N2

1, 0,
c
(
~P3 + iζ

)
E +mc2 ,

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

 γ0



1
0

c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2

c
(
~P1 + i ~P2

)
E +mc2



= N2
+

1− c2
~P2
i + ζ2

(ε+mc2)2



= N2
+

(E +mc2)2 − c2( ~P2
i + ζ2)

(ε+mc2)(E +mc2)

= N2
+

2mc2(E +mc2)
(ε+mc2)(ε+mc2) = 1. (F.17)
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Portanto,

N+ =
√
ε+mc2

2mc2 . (F.18)

Isso se reflete em u†(P,+s)u(P,+s) de forma que

u†(P,+s)u(P,+s) = ε+mc2

2mc2

1, 0,
c
(
~P3 + iζ

)
E +mc2 ,

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2





1
0

c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2

c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2



= ε+mc2

2mc2

1 + c2
~P2
i + ζ2

(ε+mc2)2

 = 1
2mc2

[
2(E +mc2)E
ε+mc2

]

= ε

mc2 . (F.19)

• Para o caso do spin down, vamos ter que

ū(P,−s)u(P,−s) = u†(P,−s)γ0u(P,−s) =

= N2
−

0, 1,
c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2 ,

−c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2

 γ0



0
1

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2



= N2
−

1− c2
~P2
i + ζ2

(E +mc2)2



= N2
−

(ε+mc2)2 − c2( ~P2
i + ζ2)

(E +mc2)(ε+mc2)

= N2
−

2mc2(ε+mc2)
(ε+mc2)(ε+mc2) = 1. (F.20)

Portanto,

N =
√
ε+mc2

2mc2 . (F.21)
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O que se reflete em u†(P,−s)u(P,−s) de tal maneira que

u†(P,−s)u(P,−s) = ε+mc2

2mc2

0, 1,
c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2 ,

−c
(
~P3 − iζ

)
ε+mc2





0
1

c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2



= ε+mc2

2mc2

1 + c2
~P2
i + ζ2

(ε+mc2)2

 = 1
2mc2

[
2(ε+mc2)ε
ε+mc2

]

= ε

mc2 . (F.22)

Então, de forma geral, podemos escrever

ū(P,±s)u(P,±s′) = δ±s,±s′ (F.23)

u†(P,±s)u(P,±s) = ε

mc2 δ( ± s,±s′). (F.24)

F.2 Soluções de energias negativas no referencial do laboratório

No caso de soluções para energia negativa, devemos partir da equação (F.6) com a
imposição de energia negativa, ou seja

E = −ε. (F.25)

O que nos leva a seguinte equação de Dirac:(
−εγ0 − c ~Piγ

i −mc2 − icζγ5
)
v(P,±s) = 0. (F.26)

Explicitando agora as matrizes, teremosε
1 0

0 −1

+ c ~Pi

 0 σi

−σi 0

+mc2

1 0
0 1

+ icζ

0 1

1 0

va(P,±s)
vb(P,±s)

 = 0, (F.27)

o que nos leva a (
ε+mc2

)
ua(P,±s) = −

(
c ~Piσi + icζ

)
ub(P,±s) (F.28)

e (
ε−mc2

)
ub(P,±s) = −

(
c ~Piσi − icζ

)
ua(P,±s). (F.29)

Então podemos escrever

va(P,±s) =
−c

(
~Piσi + iζ

)
(ε+mc2) vb(P,±s). (F.30)
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• Solução de spin up

Para construir a solução de spin up, tomamos

vb(P,+s) =
1

0

 ,

de forma que

va(P,+s) = −c
ε+mc2

 ~P3 + iζ ~P1 − i ~P2
~P1 + i ~P2 − ~P3 + iζ

1
0

 , (F.31)

e assim, teremos que

va(P,+s) = −c
ε+mc2

 ~P3 + iζ
~P1 + i ~P2

 . (F.32)

Então, teremos que a solução para uma partícula com spin up no referencial do laboratório sera

v(P,+s) = N+



−c
(
~P3 + iζ

)
ε+mc2

−c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2

1
0


. (F.33)

Onde N+ é, novamente, um coeficiente de normalização a ser determinado.

• Solução de spin down

Já no caso solução de spin down, tomamos

vb(P,−s) =
0

1

 ,

de forma que

va(P,−s) = −c
ε+mc2

 ~P3 + iζ ~P1 − i ~P2
~P1 + iP2 − ~P3 + iζ

0
1

 , (F.34)

e assim, teremos que

va(P,−s) = −c
E +mc2

 ~P1 − iP2

− ~P3 + iζ

 . (F.35)

Assim, a solução para uma partícula com spin down no referencial do laboratório sera

v(P,−s) = N−



−c
(
~P1 − i ~P2

)
ε+mc2

−c
(
− ~P3 + iζ

)
ε+mc2

0
1


. (F.36)

Com N− sendo o coeficiente de normalização a ser determinado.
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F.2.1 Condição de normalização para as soluções de energias negativas

• Para o caso do spin up, vamos ter que

v̄(P,+s)v(P,+s) = v†(P,+s)γ0v(P,+s) =

= N2
+

(
−c (P3 − iζ)

E +mc2 ,
−c (P1 + iP2)

ε+mc2 , 1, 0
)
γ0



−c (P3 + iζ)
ε+mc2

−c (P1 + iP2)
ε+mc2

1
0


= N2

+

[
c2 P2

i + ζ2

(ε+mc2)2 − 1
]

= N2
+
c2(P2

i + ζ2)− (E +mc2)2

(ε+mc2)(E +mc2)

= N2
+
−2mc2(E +mc2)

(ε+mc2)(ε+mc2) = −1. (F.37)

Então, portanto,

N+ =
√
ε+mc2

2mc2 . (F.38)

Isso se reflete em v†(P,+s)v(P,+s) de maneira que

v†(P,+s)v(P,+s) = ε+mc2

2mc2

(
−c (P3 − iζ)

E +mc2 ,
−c (P1 + iP2)

ε+mc2 , 1, 0
)


−c (P3 + iζ)
ε+mc2

−c (P1 + iP2)
ε+mc2

1
0



= ε+mc2

2mc2

[
1 + c2 P2

i + ζ2

(ε+mc2)2

]
= 1

2mc2

[
2(E +mc2)E
ε+mc2

]

= ε

mc2 . (F.39)

• Já no caso de spin down, vamos ter que
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v̄(P,−s)v(P,−s) = v†(P,−s)γ0v(P,−s) =

= N2
−

(
−c (P1 + iP2)

ε+mc2 ,
−c (−P3 − iζ)

ε+mc2 , 0, 1
)
γ0



−c (P1 − iP2)
ε+mc2

−c (−P3 + iζ)
ε+mc2

0
1


= N2

−

[
c2 P2

i + ζ2

(E +mc2)2 − 1
]

= N2
−
c2(P2

i + ζ2)− (ε+mc2)2

(E +mc2)(ε+mc2)

= N2
−
−2mc2(ε+mc2)

(ε+mc2)(ε+mc2) = −1. (F.40)

Temos assim que

N− =
√
ε+mc2

2mc2 . (F.41)

Isso se reflete em v†(P,−s)v(P,−s) de modo que

v†(P,−s)v(P,−s) = ε+mc2

2mc2

(
−c (P1 + iP2)

ε+mc2 ,
−c (−P3 − iζ)

ε+mc2 , 0, 1
)


−c (P1 − iP2)
ε+mc2

−c (−P3 + iζ)
ε+mc2

0
1


= ε+mc2

2mc2

[
1 + c2 P2

i + ζ2

(ε+mc2)2

]
= 1

2mc2

[
2(ε+mc2)ε
ε+mc2

]

= ε

mc2 . (F.42)

Assim, tanto v̄+v−, quanto v†+v−, respeitam uma relação de ortogonalidade bem definida, pois

v̄(P,+s)v(P,−s) = ε+mc2

2mc2

(
−c (P3 − iζ)

E +mc2 ,
−c (P1 + iP2)

ε+mc2 , 1, 0
)
γ0



−c (P1 − iP2)
ε+mc2

−c (−P3 + iζ)
ε+mc2

0
1



= 1
2m

[
(P3 − iζ) (P1 − iP2) + (−P3 + iζ) (P1 − iP2)

ε+mc2

]
= 0 (F.43)
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e

v†(P,+s)v(P,−s) = ε+mc2

2mc2

−c
(
~P3 − iζ

)
E +mc2 ,

−c
(
~P1 + i ~P2

)
ε+mc2 , 1, 0




−c (P1 − iP2)
ε+mc2

−c (−P3 + iζ)
ε+mc2

0
1



= 1
2m

[
(P3 − iζ) (P1 − iP2) + (−P3 + iζ) (P1 − iP2)

ε+mc2

]
= 0. (F.44)

Então, de forma geral, podemos escrever

v̄(P,±s)v(P,±s′) = δ±s,±s′ (F.45)

v†(P,±s)v(P,±s′) = ε

mc2 δ±s,±s′ . (F.46)
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Apêndice G

Solução da equação de Dirac modificada (5.59)
para o segundo caso de f (z)

Neste caso temos que

f(z) = f0√
πσ

e−z
2/4σ, (G.1)

z

f(z)

−σ +σ

Figura 3 – Gráfico do segundo caso de f(z).

A proposta é analisar os efeitos de f(z) sobre uma partícula fermiônica numa região em
torno de z = 0. Para valores de z que se afastam de zero, dizemos que f(z) toma valores triviais.
Nesse sentido, propomos, para o caso acima, que f(z) está confinada na região −σ < z < σ em
torno de zero, conforme ilustrado na Figura 3. A forma de f(z) neste intervalo −σ < z < σ em
torno de zero é dada pela expansão em série de Taylor de f(z) em primeira ordem. Ou seja,

f(z) ≈ f(0) + df(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=0
· z + d2f(z)

dz2

∣∣∣∣∣
z=0
· z2

= f0√
πσ

[
1− ze−z

2/4σ

2σ

∣∣∣∣∣
z=0
· z + (z2 − 2σ) e−z2/4σ

4σ2

∣∣∣∣∣
z=0
· z2

]
= f0√

πσ

(
1− z2

2σ

)
. (G.2)
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De forma que estaremos a considerar uma situação em que

f(z) = f0√
πσ

e−z
2/4σ ⇒


f0√
πσ

(
1− z2

2σ

)
, − σ < z < σ;

0 , |z| > σ.
(G.3)

Para determinar as soluções de spin up e down, na situação em que temos f(z) dado
por (G.3), é necessário solucionar as equações diferencias (5.74) e (5.75), respectivamente. Mas
como essas equações diferencias são idênticas, vamos trabalhar para encontrar a função solução
χ̃(z) = χu(z) = χd(z) que deve satisfazer tanto (5.74), quanto (5.75).

• Solução na região |z| > σ:

Nessa região, f(z) = 0. Sendo assim, as equações deferenciais (5.74) e (5.75) tomam a forma de[
c2~2Re(ξ)2∂2

z + E2 −m2c4
]
χ̃(z) = 0. (G.4)

Ou ainda, (
∂2
z + a

)
χ̃(z) = 0, (G.5)

com

a = E2 −m2c4

c2~2Re(ξ)2 . (G.6)

Portanto, se E2 −m2c4 > 0, teremos

χ̃(z) = C1e
i
√
az + C2e

−i
√
az. (G.7)

Agora se se E2 −m2c4 < 0, teremos

χ̃(z) = C ′1e
√
|a|z + C ′2e

−
√
|a|z. (G.8)

• Solução na região −σ < z < σ:

Nesta região, em torno de z = 0, temos que

df(z)
dz
≈ 0.

Nestes moldes, a equação deferencial (5.72) toma a forma[
c2~2Re(ξ)2∂2

z −
ic2~2

2 Re(ξ)
[
∂2
zf(z)

]
+ E2 −m2c4

]
χ̃(z) = 0. (G.9)

Que é então igual a, usando os resultados da forma (G.3),[
c2~2Re(ξ)2∂2

z −
ic2~2

2 Re(ξ)
(
− f0√

πσ3/2

)
+ E2 −m2c4

]
χ̃(z) = 0. (G.10)
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Ou ainda, (
∂2
z + ib+ a

)
χ̃(z) = 0. (G.11)

Em que

a = E2 −m2c4

c2~2Re(ξ)2 , (G.12)

b = f0

2
√
πRe(ξ)σ3/2 . (G.13)

Então, temos como solução geral para E2 −m2c4 > 0

χ̃(z) = C3e
i
√
a+ibz + C4e

−i
√
a+ibz. (G.14)

Para E2 −m2c4 < 0

χ̃(z) = C ′3e
√
|a|−ibz + C ′4e

−
√
|a|−ibz. (G.15)

G.1 Explorando as condições de contorno para soluções com E2 −m2c4 < 0

Nesta situação temos que a = −|a|. Dos resultados (G.15) e (G.8), temos que as soluções
gerais são

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C1e
√
|a|z + C2e

−
√
|a|z para z < −σ,

χ̃2(z) = C3e
√
|a|−ibz + C4e

−
√
|a|−ibz para − σ < z < σ,

χ̃3(z) = C5e
√
|a|z + C6e

−
√
|a|z para z > σ.

(G.16)

Em z = −∞, χ̃1(z) deve ser igual a zero. Portanto,

χ̃1(−∞) = C1e
−
√
|a|∞ + C2e

√
|a|∞ = 0⇒ C2 = 0. (G.17)

Já em z =∞, χ̃3(z) deve ser igual a zero. Portanto,

χ̃3(∞) = C5e
√
|a|∞ + C6e

−
√
|a|∞ = 0⇒ C5 = 0. (G.18)

Por razões de continuidade, temos que em z = −σ deva haver uma igualdade entre χ̃1(z) e
χ̃2(z). Sendo assim, vem que

χ̃1(−σ) = C1e
−
√
|a|σ = C3e

−
√
|a|−ibσ + C4e

√
|a|−ibσ = χ̃2(−σ). (G.19)

Também temos que garantir a igualdade das derivadas de χ̃1(z) e χ̃2(z) em z = −σ. Ou seja,

dχ̃1(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=−σ

= C1

√
|a|e−

√
|a|σ =

√
|a| − ibC3e

−
√
|a|−ibσ −

√
|a| − ibC4e

√
|a|−ibσ = dχ̃2(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=−σ

.

(G.20)
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De forma análoga, temos que em z = σ deva haver uma igualdade entre χ̃2(z) e χ̃3(z). Então,

χ̃2(σ) = C3e
√
|a|−ibσ + C4e

−
√
|a|−ibσ = C6e

−|a|σ = χ̃3(σ). (G.21)

Destas condições de contorno mostramos que

C3 =

(√
|a|+

√
|a| − ib

)
2
√
|a| − ib

e

(
−
√
|a|+
√
|a|−ib

)
σ
C1, (G.22)

C4 =

(
−
√
|a|+

√
|a| − ib

)
2
√
|a| − ib

e
−
(√
|a|+
√
|a|−ib

)
σ
C1, (G.23)

C6 = e−2
√
|a|σ


√
|a| − ib cosh

(
2
√
|a| − ib σ

)
+
√
|a| sinh

(
2
√
|a| − ib σ

)
√
|a| − ib

C1. (G.24)

De forma geral, temos então que

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C1e
√
|a|z para z < −σ,

χ̃2(z) = C3e
√
|a|−ibz + C4e

−
√
|a|−ibz para − σ < z < σ,

χ̃3(z) = C6e
−
√
|a|z para z > σ.

(G.25)

Com as constantes C2, C3 e C6 dadas em termos de C1 conforme as expressões acima.

G.2 A forma das soluções de spin up e down com E2 −m2c4 < 0

Nos resta agora obter ζ(z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a equação de Dirac
modificada de forma completa. Para isso, retornamos à equação (5.69),(

E

c
+mc

)
1ζ(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
αzχ(z) = 0, (G.26)

e isolamos ζ(z) em função de χ(z), que já conhecemos no resultado (G.25) valendo tanto para a
projeção de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que χ̃(z) = χu(z) = χd(z).

Sendo assim, vamos nos concentrar primeiramente na projeção de spin up que é constituída
por

χ(z) = χu(z)
1

0

 , (G.27)

com

ζ(z) = ζu(z)
1

0

⊕ ζd(z)
0

1

 . (G.28)
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Então, nos concentramos nas soluções de spin up, se levamos (G.27) em (G.26), vamos poder
determinar ζ(z) de tal forma que(

E

c
+mc

)
ζu(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
χu(z) = 0. (G.29)

Nessa linha, para z < −σ temos que f(z) = 0 e que χu(z) = χ̃1(z). Assim vem que

ζu(z) = ζ̃1(z) = i~cRe(ξ)
E +mc2 [∂zχ̃1(z)] .

Portanto,

ζ̃1(z) = C1
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e
√
|a|z. (G.30)

Analogamente, para z > σ temos que ζu(z) = ζ̃3(z) em função de χu(z) = χ̃3(z) será

ζ̃3(z) = −C6
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e−
√
|a|z. (G.31)

Na região central, −σ < z < σ, f(z) tem a forma

f(z) = f0√
πσ

(
1− z2

2σ

)
.

Assim, ζu(z) = ζ̃2(z) em função de χu(z) = χ̃2(z) emerge de

ζ̃2(z) = c

E +mc2

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
χ̃2(z)

= c

E +mc2

[
i~Re(ξ) (∂zχ̃2(z)) + ~

2 (∂zf(z)) χ̃2(z)
]
.

Portanto,

ζ̃2(z) =
−i~cRe(ξ)

[(√
|a| − ib+ ibz

)
C3e
√
|a|−ibz −

(√
|a| − ib− ibz

)
C4e

−
√
|a|−ibz

]
E +mc2 . (G.32)

Os resultados (G.30), (G.31) e (G.32), que descrevem a projeção de spin up para a parte que
advém ζ(x) no espinor solução, podem ser resumidos de tal forma que

ζu(x) =



ζ̃1(z) = C1
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e
√
|a|z para z < −σ,

ζ̃2(z) = i~cRe(ξ) [(κ− ibz)C4e
−κz − (κ+ ibz)C3e

κz]
E +mc2 para − σ < z < σ,

ζ̃3(z) = −C6
i~cRe(ξ)

√
|a|

E +mc2 e−
√
|a|z para z > σ.

(G.33)
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Com

κ =
√
|a| − ib. (G.34)

Sendo assim, a solução de spin up pode ser escrita sob a forma

ψu(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt =


χu(z)

0
ζu(z)

0

 e
−iEt. (G.35)

Com χu(z) e ζu(z) sendo dados pelos resultados (G.25) e (G.33), respectivamente.

Para escrever o espinor com projeção de spin down tomamos agora

χ(z) = χd(z)
0

1

 (G.36)

e lavamos este resultados na equação (G.26). Lembrando que χ̃(z) = χd(z), de procedimentos
análogos aos realizados para o caso de spin up, mostramos que

ζd(x) = −ζu(x) =



ζ̃1(z) = −C1
i~cRe(ξ)|a|
E +mc2 e

√
|a|z para z < −σ,

ζ̃2(z) = i~cRe(ξ) [(κ+ ibz)C3e
κz − (κ− ibz)C4e

−κz]
E +mc2 para − σ < z < σ,

ζ̃3(z) = C6
i~cRe(ξ)|a|
E +mc2 e−

√
|a|z para z > σ.

(G.37)

Com

κ =
√
|a| − ib. (G.38)

A solução de spin down pode ser escrita então sob a forma

ψd(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


0

χd(z)
0

ζd(z)

 e
−iEt/~. (G.39)

Com χd(z) e ζd(z) sendo dados pelos resultados (G.25) e (G.37), respectivamente.

G.3 Explorando as condições de contorno para soluções com E2 −m2c4 > 0

Dos resultados (G.15) e (G.7), temos que as soluções gerais são

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C1e
i
√
az + C2e

−i
√
az para z < −σ,

χ̃2(z) = C3e
i
√
a+ibz + C4e

−i
√
a+ibz para − σ < z < σ,

χ̃3(z) = C5e
i
√
az + C6e

−i
√
az para z > σ.

(G.40)
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A primeira imposição é de que χ̃(z) se propaga, na região z < −σ, como uma onda no sentido
crescente de z. Sendo assim,

C1 = 0. (G.41)

Exigimos também que χ̃(z) seja continua em z = −σ. Então,

χ̃1(−σ) = C2e
i
√
aσ = C3e

−i
√
a+ibσ + C4e

i
√
a+ibσ = χ̃2(−σ). (G.42)

Da continuidade da primeira derivada em z = −σ vem que

dχ̃1(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=−σ

= −i
√
aC2e

i
√
aσ = i

√
a+ ibC3e

−i
√
a+ibσ − i

√
a+ ibC4e

i
√
a+ibσ = dχ̃2(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=−σ

.

(G.43)

Queremos também χ̃(z) seja continua em z = σ. Ou seja,

χ̃2(σ) = C3e
i
√
a+ibσ + C4e

−i
√
a+ibσ = C5e

i
√
aσ + C6e

−i
√
aσ = χ̃3(σ). (G.44)

Já a continuidade da primeira derivada em z = σ exige que

dχ̃2(z)
dz

∣∣∣∣∣
z=σ

= i
√
a+ ibC3e

i
√
a+ibσ − i

√
a+ ibC4e

−i
√
a+ibσ =

= i
√
aC5e

i
√
aσ − i

√
aC6e

−i
√
aσ = dχ̃3(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=σ

. (G.45)

Dessas condições de contorno, mostramos que

C3 =

(
−
√
a+
√
a+ ib

)
2
√
a+ ib

ei(
√
a+
√
a+ib)σC2, (G.46)

C4 =

(√
a+
√
a+ ib

)
2
√
a+ ib

e−i(−
√
a+
√
a+ib)σC2 , (G.47)

C5 = − b

2
√
a
√
a+ ib

sin
(
2
√
a+ ib σ

)
C2. (G.48)

C6 = e2i
√
aσ

2
√
a
√
a+ ib cos

(
2
√
a+ ib σ

)
+ (b− 2ia) sin

(
2
√
a+ ib σ

)
2
√
a
√
a+ ib

C2. (G.49)

Então, de forma geral, temos como solução

χ̃(z) =



χ̃1(z) = C2e
−i
√
az para z < −σ,

χ̃2(z) = C3e
i
√
a+ibz + C4e

−i
√
a+ibz para − σ < z < σ,

χ̃3(z) = C5e
i
√
az + C6e

−i
√
az para z > σ.

(G.50)

Com C3, C4, C5 e C6 sendo dados em termos de C2 como escrevemos acima.
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G.4 A forma das soluções de spin up e down com E2 −m2c4 > 0

Como antes, nos resta agora obter ζ(z) para que tenhamos o espinor que satisfaz a
equação de Dirac modificada de forma completa. Para isso, retornamos à equação (5.69),(

E

c
+mc

)
1ζ(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
αzχ(z) = 0, (G.51)

e isolamos ζ(z) em função de χ(z), que já conhecemos no resultado (G.50) valendo tanto para a
projeção de spin up, quanto para a de spin down, se lembramos que χ̃(z) = χu(z) = χd(z).

Sendo assim, vamos nos concentrar primeiramente na projeção de spin up que é constituída
por

χ(z) = χu(z)
1

0

 , (G.52)

com

ζ(z) = ζu(z)
1

0

⊕ ζd(z)
0

1

 . (G.53)

Então, nos concentramos nas soluções de spin up, se levamos (G.52) em (G.51), vamos poder
determinar ζ(z) de tal forma que(

E

c
+mc

)
ζu(z)−

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
χu(z) = 0. (G.54)

Nessa linha, para z < −σ temos que f(z) = 0 e que χu(z) = χ̃1(z). Assim vem que

ζu(z) = ζ̃1(z) = i~cRe(ξ)
E +mc2 [∂zχ̃1(z)] .

Portanto,

ζ̃1(z) = C2
~cRe(ξ)

√
a

E +mc2 e−iaz. (G.55)

Analogamente, para z > σ temos que ζu(z) = ζ̃3(z) em função de χu(z) = χ̃3(z) será

ζ̃3(z) = ~cRe(ξ)
√
a

E +mc2

(
C6e

−i
√
az − C5e

i
√
az
)
. (G.56)

Na região central, −σ < z < σ, f(z) tem a forma

f(z) = f0√
πσ

(
1− z2

2σ

)
.

Assim, ζu(z) = ζ̃2(z) em função de χu(z) = χ̃2(z) emerge de

ζ̃2(z) = c

E +mc2

(
i~Re(ξ)∂z + ~

2∂zf(z)
)
χ̃2(z)

= c

E +mc2

[
i~Re(ξ) (∂zχ̃2(z)) + ~

2 (∂zf(z)) χ̃2(z)
]
.
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Portanto,

ζ̃2(z) =
~cRe(ξ)

[(√
a− ib− bz

)
C4e

−i
√
a−ibz −

(√
a− ib+ bz

)
C3e

i
√
a−ibz

]
E +mc2 . (G.57)

Os resultados (G.55), (G.56) e (G.57), que descrevem a projeção de spin up para a parte que
advém ζ(x) no espinor solução, podem ser resumidos de tal forma que

ζu(x) =

=



ζ̃1(z) = C2
~cRe(ξ)

√
a

E +mc2 e−iaz para z < −σ,

ζ̃2(z) =
~cRe(ξ)

[(√
a− ib− bz

)
C4e

−i
√
a−ibz −

(√
a− ib+ bz

)
C3e

i
√
a−ibz

]
E +mc2 para− σ < z < σ,

ζ̃3(z) = ~cRe(ξ)
√
a

E +mc2

(
C6e

−i
√
az − C5e

i
√
az
)

para z > σ.

(G.58)
Sendo assim, a solução de spin up pode ser escrita sob a forma

ψu(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt =


χu(z)

0
ζu(z)

0

 e
−iEt. (G.59)

Com χu(z) e ζu(z) sendo dados pelos resultados (G.50) e (G.58), respectivamente. Agora para
escrever o espinor com projeção de spin down tomamos agora

χ(z) = χd(z)
0

1

 (G.60)

e lavamos este resultados na equação (G.51). Lembrando que χ̃(z) = χd(z), de procedimentos
análogos aos realizados para o caso de spin up, mostramos que

ζd(x) = −ζu(x) =

=



ζ̃1(z) = −C2
~cRe(ξ)

√
a

E +mc2 e−iaz para z < −σ,

ζ̃2(z) =
~cRe(ξ)

[(√
a− ib+ bz

)
C3e

i
√
a−ibz −

(√
a− ib− bz

)
C4e

−i
√
a−ibz

]
E +mc2 para− σ < z < σ,

ζ̃3(z) = ~cRe(ξ)
√
a

E +mc2

(
C5e

i
√
az − C6e

−i
√
az
)

para z > σ.

(G.61)
A solução de spin down pode ser escrita então sob a forma

ψd(z, t) =
χ(z)
ζ(z)

 e−iEt/~ =


0

χd(z)
0

ζd(z)

 e
−iEt/~. (G.62)

Com χd(z) e ζd(z) sendo dados pelos resultados (G.50) e (G.61), respectivamente.
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