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Não venci todas as vezes que lutei, mas perdi todas as vezes que deixei de lutar.

Cecília Meireles (1901 - 1964)

We are driven by the usual insatiable curiosity of the scientist, and our work is a

delightful game.

Murray Gell-Mann (1929 - 2019)
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Resumo
A Teoria Padrão dos Grandes Desvios (LDT) espelha o fator de Boltzmann-Gibbs (BG)

que descreve o equilíbrio térmico de sistemas Hamiltonianos de curto alcance, cuja distri-

buição de velocidade é Maxwelliana. É genericamente aplicável a sistemas que satisfazem

o Teorema do Limite Central (CLT), entre outros. Quando nos concentramos em estados

estacionários de sistemas complexos típicos (por exemplo, sistemas Hamiltonianos clássi-

cos de longo alcance), tanto o CLT quanto o LDT precisam ser generalizados. Na presente

dissertação procedemos à uma breve revisão conceitual da Mecânica Estatística Não Ex-

tensiva de Tsallis, ao CLT e à LDT e suas generalizações para a 𝑞-estatística, além de

apresentarmos os resultados de um artigo nosso que vem a ser útil para uma compreensão

mais profunda de sistemas de não-equilíbrio com correlações globais e outros sistemas

complexos.

Palavras-chave: Mecânica Estatística, Teorema do Limite Central, Teoria Pa-

drão dos Grandes Desvios.
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Abstract
The Standard Large Deviation Theory (LDT) is based on the Boltzmann-Gibbs (BG)

factor that describes the thermal equilibrium of short-range Hamiltonian systems, whose

velocity distribution is Maxwellian. It is generically applicable to systems that satisfy

the Central Limit Theorem (CLT), among others. When we focus on the steady states

of typical complex systems (for example, classical long-range Hamiltonian systems), both

the CLT and the LDT need to be generalized. In the present dissertation, we carry out a

brief conceptual review of Tsallis Non-Extensive Statistical Mechanics, the CLT and the

LDT and their generalizations to 𝑞-statistics, in addition to presenting the results of an

article of ours that come to be useful for an understanding deeper into non-equilibrium

systems with global correlations and other complex systems.

Keywords: Statistical Mechanics, Central Limit Theorem, Standard Theory

of Large Deviations.
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Introdução

A Termodinâmica Clássica é uma ciência física eminentemente empírica que se baseia em

conhecimentos fenomenológicos para descrever sistemas através da observação de grande-

zas macroscópicas: sua história remonta ao século XVII, e desempenhou papel de destaque

durante a Primeira Revolução Industrial, quando seus princípios foram utilizados para se

projetar máquinas mais eficientes. O marco que alça a Termodinâmica ao panteão da

ciência moderna é a publicação por Nicolas Léonard Sadi Carnot, em 1824, de seu mag-

num opus chamado Reflexões sobre a Potência Motriz do Fogo, onde são introduzidos os

conceitos de Ciclo de Carnot e Máquina de Carnot [1].

No decurso da construção de seu edifício de saberes, a Termodinâmica estabeleceu as

leis experimentais na qual seu desenvolvimento se basearia [2]:

1. Lei Zero da Termodinâmica: estabelece que, se dois sistemas em equilíbrio termodi-

nâmico têm a mesma temperatura que um terceiro sistema em equilíbrio termodi-

nâmico, então eles estarão em equilíbrio entre si, à mesma temperatura. Trata-se de

um guia para uma definição prática de temperatura e para o conceito de equilíbrio

termodinâmico (assim chamado o estado que um sistema isolado atinge após um

tempo suficientemente longo, onde nenhuma transformação macroscópica será ob-

servada, caracterizando-o a estabilidade das grandezas termodinâmicas associadas).

2. Primeira Lei da Termodinâmica: enuncia o princípio básico da conservação de ener-

gia (e massa) para sistemas macroscópicos - "a energia total do universo, entendido

como o sistema em estudo e sua vizinhança, é constante no tempo".

3. Segunda Lei da Termodinâmica: base teórica também para o que se designa hoje

por Seta do Tempo, foi enunciada pelo matemático alemão Rudolf Julius Emanuel

Clausius nestes termos, "a entropia do universo tende a um máximo". Isso significa

que, em sistemas isolados, a entropia total relacionada aos processos que tem lugar
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nele tende a aumentar ou se manter contante, nunca diminuir.

4. Terceira Lei da Termodinâmica: é enunciada como "a entropia de uma substância

cristalina pura na temperatura de zero absoluto é nula". Trata-se do estabelecimento

de um referencial para a determinação da entropia.

O conceito de entropia, que emergiu primeiramente no desenvolvimento da Termodinâ-

mica, será de especial interesse neste trabalho. Em [3] e [4] temos sua definição nestes

termos: "a entropia é uma função contínua, diferenciável e monotonamente crescente da

energia. É aditiva (extensiva) sobre os subsistemas constituintes".

Conforme exposto em [5], a função de estado entropia foi definida como a quantidade

de calor trocada de modo reversível a dada temperatura absoluta pela primeira vez por

Clausius em 1865 - ele estava, é claro, fazendo referência a todo o momento a processos

físicos macroscópicos. Em um sistema isolado e em equilíbrio termodinâmico a entropia

deve ser constante, o que implica na reversibilidade dos processos. O diferencial dessa

grandeza, dado que ela não muda, deve ser nulo - a entropia possui um extremo, e toda

experiência acumulada nos diz que esse extremo é um máximo: todos os processos irre-

versíveis que ocorrem num sistema isolado são associados ao aumento da entropia desse

sistema até que o mesmo atinja o equilíbrio e a entropia seu valor máximo. É disso que

trata a Segunda Lei da Termodinâmica. Constata-se mais uma vez que a entropia, a partir

dessa definição, é uma quantidade extensiva, uma vez que tanto a energia interna de um

sistema quanto sua temperatura são quantidades extensivas no escopo dessa descrição.

Mas como essa descrição macroscópica levada a cabo pela Termodinâmica poderia ser

fruto de propriedades dos constituintes microscópicos de um dado sistema em equilíbrio?

Essa questão foi levantada pela comunidade científica em paralelo às conquistas desse

ramo da física, e muito cedo se percebeu a impossível dificuldade de se levar a cabo uma

abordagem determinística para o fenômeno, dado o número absurdo de constituintes e

suas interações mesmo nos sistemas mais simples. A saída mais proveitosa seria aplicar

um tratamento estatístico descritivo da mecânica das partículas de um sistema termodi-

nâmico em equilíbrio: esse foi o primeiro passo para a concepção da Mecânica Estatística

para sistemas clássicos. Deve-se ressaltar que a Mecânica Estatística não tem por motivo

revisar a Mecânica Newtoniana (ou a Mecânica Quântica) para a aplicação em sistemas

microscópicos: ela propõe regras coerentes cujo objetivo é explicar e prever o comporta-

mento macroscópico de um sistema de muitas partículas não ou fracamente interagentes
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em equilíbrio a partir de uma abordagem microscópica, mas sem a necessidade de se

coletar todos os dados que seriam necessários para uma abordagem clássica ou quântica.

Porém, qual a interpretação microscópica da entropia e da Segunda Lei? Consultamos

novamente [5]: Ludwig Eduard Boltzmann foi o primeiro a mostrar que a tendência

de aumento da entropia num sistema isolado, conforme este evolui para seu equilíbrio

termodinâmico, também pode ser encontrada na sua descrição estatística e mecânica - é

do que trata seu Teorema H de 1872. Boltzmann provou que uma função incerteza (uma

medida da predizibilidade de um evento aleatório arbitrário) associada a uma distribuição

de velocidades das partículas de um sistema fora do equilíbrio pode somente crescer ou

permanecer a mesma no tempo. A distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann,

que descreve como se distribuem os módulos das velocidades das partículas de um gás em

equilíbrio termodinâmico, é caracterizada por um máximo da função incerteza - ou seja,

para a distribuição de Maxwell-Boltzmann a predição do momento de uma partícula em

um gás a dada temperatura é relacionada à máxima função incerteza e, analogamente,

a distribuição homogênea de partículas no espaço de coordenadas é associada à máxima

incerteza com respeito à predição de coordenadas. Como consequência do Teorema H

temos que uma distribuição arbitrária de partículas fora do equilíbrio tende a assumir,

após um período suficientemente longo de tempo, a distribuição de Maxwell-Boltzmann de

velocidades, e a função incerteza que caracteriza o equilíbrio, demonstra-se, é proporcional

à entropia do sistema.

O primeiro desafio de Boltzmann em sua abordagem estatística foi explicar a aparente

contradição desta com a invariância com respeito à inversão temporal presente na Me-

cânica Clássica. Um pequeno exemplo, presente em [5], pode ilustrar a pertinência da

descrição de Boltzmann: embora os microestados de um sistema, caracterizados pelo par

posição e momento das partículas, mudem com o tempo, no estado de equilíbrio macros-

cópico observamos as mesmas quantidades de estado termodinâmicas - muitos arranjos

de microestados devem ser compatíveis com o mesmo macroestado. Se caracterizarmos o

macroestado por seu volume 𝑉 e seu número de partículas 𝑁 , o número de microestados

𝑊 (𝑉 ) disponíveis a uma partícula é proporcional a 𝑉 : ela pode assumir qualquer mo-

mento na faixa −∞ < 𝑝 <∞ e todas as coordenadas 𝑞 no volume 𝑉 . Se supusermos que

o número de células associadas às coordenadas é ele mesmo proporcional a 𝑉 , para 𝑁 par-

tículas independentes (iguais, não interagentes, sem memória) o número de microestados
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disponíveis seria dado por 𝑊 (𝑉 ) ∝ 𝑉 𝑁 . Vamos considerar agora um sistema semelhante,

mas que ocupe metade do volume total do recipiente que o contém: 𝑊 (𝑉/2) ∝ (𝑉/2)𝑁 -

para um número macroscópico de partículas (da ordem do número de Avogadro), o número

de microestados disponíveis para essa configuração seria incomensuravelmente pequeno

em relação ao original, proporcional a (1/2)1023 . Então, um arranjo onde as partículas

ocupem somente metade do recipiente é altamente improvável, segundo a abordagem es-

tatística - para o limite termodinâmico, 𝑁 → ∞, a probabilidade de qualquer arranjo

no equilíbrio termodinâmico que não o dominante tende a zero. As ideias enunciadas

por Boltzmann foram posteriormente discutidas e estendidas por Josiah Willard Gibbs

em seu livro de 1902 [6], e os esforços de ambos são considerados como fundadores da

Mecânica Estatística, a qual nos referiremos como ME por agora. Conforme [7], a própria

designação da disciplina como mecânica era matéria controversa no contexto da época: a

palavra estava associada a um conhecimento totalmente determinístico de dado sistema

(a exemplo da Mecânica Newtoniana) e a descrição probabilística é baseada em conceitos

não determinísticos - ademais, havia uma contradição com a visão aristotélica dos fluidos

como pertencentes ao reino mineral, onde não havia lugar para movimento espontâneo: a

interpretação de Boltzmann do conceito de temperatura como grandeza relacionada dire-

tamente à flutuações espaço-temporais de moléculas (átomos, partículas) que constituíam

o fluído ia de encontro a essa interpretação.

Seguindo o exemplo visto em [8], vamos considerar um sistema de 𝑁 partículas (áto-

mos, moléculas etc.) idênticas e não interagentes em equilíbrio. A energia 𝜖 de cada

partícula será atribuída de maneira aleatória, 𝜖 ∈ [0,∞[. Dada a densidade de proba-

bilidade 𝜌(𝜖) associada ao sistema, a probabilidade de encontrarmos uma partícula que

apresente energia entre 𝜖 e 𝜖 + 𝑑𝜖 é dada por 𝜌(𝜖)𝑑𝜖. O princípio da normalização de

probabilidades para o sistema em estudo nos revela que

∫︁ ∞

0
𝜌(𝜖)𝑑𝜖 = 1. (1)

Sabemos que ⟨𝜖⟩ a energia média por partícula. Uma vez que estamos considerando

𝑁 partículas idênticas não interagentes a energia total do sistema é dada por 𝑈 = 𝑁⟨𝜖⟩.
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Seja 𝑢 = 𝑈/𝑁 a energia interna por partícula, então

𝑢 ≡ ⟨𝜖⟩ =
∫︁ ∞

0
𝜖𝜌(𝜖)𝑑𝜖. (2)

A que esse pequeno exercício nos leva? Pudemos obter a energia interna, uma função

de estado e, portanto, uma característica macroscópica do sistema, a partir de uma abor-

dagem estatística básica. Nosso desafio passa a ser determinar 𝜌(𝜖), que pode assumir

inúmeras formas e depende eminentemente das condições físicas do sistema. Dadas essas,

podemos afirmar que, quando o sistema alcança sua distribuição mais provável, manifes-

tada através de sua função densidade característica 𝜌(𝜖), ele estará no que chamamos de

equilíbrio estático, que não implica que as partículas não se movam, mas sim que o en-

semble (conceito introduzido por Gibbs durante a consolidação da termoestatística) não

muda de estado. Mas como determinar 𝜌?

Antes de respondermos esta pergunta, vamos abordar a interpretação microscópica da

entropia. O sistema do nosso exemplo possui inúmeras configurações de suas partículas,

estados microscópicos que chamaremos de microestados. Consideremos 𝑊 o número de

microestados que resulta na manifestação de um estado macroscópico específico. Para o

caso específico do tipo de sistema em apreço, se o dividirmos em dois subsistemas, 𝑎 e 𝑏,

é razoável que

𝑁 = 𝑁𝑎 +𝑁𝑏

e

𝑊 = 𝑊𝑎𝑊𝑏

ou seja, sendo os dois subsistemas independentes, o número total de microestado é, pelo

princípio fundamental da contagem, a multiplicação entre o número de microestados do

sistema 𝑎, 𝑊𝑎, pelo número de microestados do sistema 𝑏, 𝑊𝑏. Respondendo finalmente

a pergunta pendente, se desejamos encontrar a função densidade 𝜌 mais provável, que

representa o estado de equilíbrio estático do sistema, precisamos buscar o estado mais

provável, ou seja, aquele que possui o maior número de microestados: em outras palavras,

precisamos maximizar 𝑊 , o que implica que 𝑑𝑊 = 0. Logo

𝑑𝑊 = 𝑑(𝑊𝑎𝑊𝑏) = 𝑊𝑎𝑑𝑊𝑏 +𝑊𝑏𝑑𝑊𝑎 = 0 (3)
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dividindo a equação 3 por 𝑊 e tendo em mente que 𝑑 ln(𝑥) = 𝑑𝑥/𝑥, chegaremos a

𝑑 ln𝑊 = 𝑑 ln𝑊𝑎 + 𝑑 ln𝑊𝑏 (4)

Como não há razão a priori para supor que nosso sistema não siga o princípio da aditivi-

dade da entropia (veremos mais sobre isso logo adiante), teremos que a entropia total do

sistema é dada por

𝑆 = 𝑆𝑎 + 𝑆𝑏 (5)

ademais, a Segunda Lei da Termodinâmica nos diz que a condição de equilíbrio é obtida

pela maximização da entropia

𝑑𝑆 = 𝑑𝑆𝑎 + 𝑑𝑆𝑏. (6)

Ludwig Boltzmann sugeriu uma relação entre a entropia da termodinâmica (propriedade

macroscópica) e o número de microestados (propriedade microscópica), que levou à se-

guinte relação

𝑆 = 𝑘𝐵 ln𝑊 (7)

sendo 𝑘𝐵 a chamada Constante de Boltzmann, cujo valor é dado por 𝑘𝐵 = 1, 380649 ·

10−23𝐽/𝐾, com uma incerteza padrão relativa dada por 9, 1 · 10−7, segundo dados de

2018 do CODATA. A equação em apreço serve de epitáfio a Boltzmann em sua lápide no

Cemitério Central de Viena, mas foi de fato escrita nesses termos por Max Karl Ernst

Ludwig Planck no livro Teoria do Calor publicado em 1906 - o nome da constante também

foi cunhado por Planck.

A equação 7, resultado das proposições de Boltzmann publicadas ainda em 1872, segue

o chamado postulado de igual probabilidade a priori - ele diz que "para um sistema isolado

com energia conhecida com exatidão e com composição exatamente conhecida, o sistema

pode ser encontrado com igual probabilidade em qualquer microestado consistente com

tal conjunto de informações".

Foi mostrado [9] que, de forma a satisfazer a Termodinâmica e as transformações
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de Legendre associadas, a Mecânica Estatística de Boltzmann-Gibbs é suficiente, mas

não necessária. Conforme se argumenta em [9], pode-se dizer que a Termodinâmica é

consistente com todas as leis físicas fundamentais e, parodiando Arthur Stanley Eddington

em seu The Nature of the Physical World, se isso não for verdade eventualmente, "pior

para elas"[10]:

The law that entropy always increases, holds, I think, the supreme posi-

tion among the laws of Nature. If someone points out to you that your pet

theory of the universe is in disagreement with Maxwell’s equations–then so

much the worse for Maxwell’s equations. If it is found to be contradicted by

observation–well, these experimentalists do bungle things sometimes. But if

your theory is found to be against the second law of thermodynamics, I can

give you no hope; there is nothing for it but to collapse in deepest humiliation.

Dando continuidade à essa linha de pensamento, pode-se afirmar que a Termodinâmica

tem nicho nos mais variados campos científicos, de partículas elementares à astrofísica,

passando por sistemas dinâmicos em suas múltiplas manifestações - físicos, biológicos,

sociais... Na verdade ela é universal de muitas formas, e um aspecto evidente disso é

que a mesma é válida a despeito do modelo particular considerado. E entre a descrição

microscópica - seja proposta pela Mecânica Newtoniana, Einsteniana, Quântica... - e

a descrição macroscópica termodinâmica existe a Mecânica Estatística 1. Nesse papel

desempenhado pela Mecânica Estatística de conectar o micro com o macro, a ligação

fundamental é o conceito de entropia - e Tsallis e Cirto [9] o colocam como uma das mais

frutíferas descobertas das ciências físicas que, embora proposto originalmente no âmbito

da ME por Boltzmann nas últimas três décadas do século XIX, vêm sendo aprimorado

e passou por verdadeiras revoluções no século XX, sem termos ainda hoje esgotado nem

remotamente toda sua potencialidade.

A guisa de exemplo do comentado no último parágrafo, seja a equação 1.7. Ela é

uma instância particular (como já foi dito, ela assume a equiprobabilidade de todos os

microestados do sistema) de uma proposição mais geral, a saber

𝑆𝐵𝐺 = −𝑘𝐵

𝑊∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖,
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖 = 1 (8)

1Para ser mais exato, existem as Mecânicas Estatísticas, se considerarmos cada uma como caracteri-
zada pelo seu funcional entrópico correspondente.
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onde 𝑝𝑖 é a probabilidade de ocorrência de um microestado 𝑖 do sistema considerado,

com um total de 𝑊 microestados. John von Neumann estendeu a equação 8 de forma

a compreender sistemas quânticos no seu livro Mathematische Grundlagen der Quanten-

mechanik datado de 1932: ele mostrou que a entropia de um sistema quântico pode ser

expressa utilizando-se do operador matriz de densidade associado, 𝜌, da seguinte forma

𝑆𝐵𝐺 = −𝑘𝐵 Tr[𝜌 ln 𝜌]. (9)

Esse funcional entrópico é muitas vezes referido como entropia de Boltzmann-Gibbs-von

Neumann, e a equação 8 pode ser recuperada fazendo-se 𝜌 diagonal. Extensão seme-

lhante da entropia de Boltzmann-Gibbs foi feita no âmbito da Teoria da Comunicação

por Claude Elwood Shannon em 1948 e, no âmbito maior da Teoria da Informação, por

Edwin Thompson Jaynes em 1957. Conforme [7], podemos adicionar à discussão que, em

todos os casos até aqui vistos, a entropia é uma medida logarítmica da falta de informa-

ção sobre sistema: quando sabemos tudo sobre o estado do sistema (mais precisamente,

em qual dos estados 𝑊 possíveis o sistema está), 𝑆𝐵𝐺 desaparece; quando não sabemos

nada (equiprobabilidade entre os microestados) 𝑆𝐵𝐺 atinge seu valor máximo dado pela

equação 7 - a igualdade dada pela equação 8 constitui uma conexão crucial entre o mundo

macroscópico (representado pela entropia termodinâmica 𝑆𝐵𝐺) e o mundo microscópico

(representado pelo número total 𝑊 de possibilidades microscópicas e suas respectivas

probabilidades 𝑝𝑖).

Uma propriedade essencial associada à entropia de Boltzmann-Gibbs 8 é sua aditivi-

dade, como já vimos. Ou seja, para dois sistemas independentes 𝐴 e 𝐵, sendo {𝑝𝐴} e

{𝑝𝐵} os respectivos conjuntos de probabilidades, vale a relação

𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 = 𝑝𝐴

𝑖 𝑝
𝐵
𝑗

(10)

e a entropia total do sistema apresenta-se como

𝑆𝐴∪𝐵 = −𝑘𝐵

∑︁
𝑖,𝑗

𝑝𝐴
𝑖 𝑝

𝐵
𝑗 ln 𝑝𝐴

𝑖 𝑝
𝐵
𝑗

= −𝑘𝐵

∑︁
𝑖

𝑝𝐴
𝑖 ln 𝑝𝐴

𝑖 − 𝑘𝐵

∑︁
𝑗

𝑝𝐵
𝑗 ln 𝑝𝐵

𝑗

(11)
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ou seja, temos

𝑆𝐴∪𝐵 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵. (12)

Obviamente essa regra pode ser estendida para um número arbitrário de subsistemas

macroscópicos não interagentes ou com interações de curto alcance e sem memória (nesse

último caso, designamos como markovianos). Assim, na descrição de Boltzmann-Gibbs e

correlatas, a entropia total associada a um conjunto de subsistemas é a soma das entropias

de cada subsistema considerado em separado.

Como nos traz [4], a daqui por diante designada como Mecânica Estatística de Boltzmann-

Gibbs (MEBG ou BG) mostrou-se utilíssima na explicação e predição do comportamento

de sistemas que obedecem a extensividade termodinâmica clássica, ou seja, apresentam

interações entre suas partículas que sejam de curto alcance ou que possam ser despreza-

das, e quando a memória de seus constituintes não existe ou é de curta duração. Um

conceito central na descrição BG, o de sistema isolado, só se mantém válido se as inte-

rações entre as partículas constituintes do sistema forem de curto alcance ou estiverem

ausentes (existirem somente correlações locais ou nem mesmo essas): se as mesmas caem

rapidamente com a distância, podem ser desprezadas e dois ou mais sistemas podem ser

considerados isolados. Ademais, segundo salienta [11], não é possível descrever satisfato-

riamente através da MEBG sistemas fora do equilíbrio - além disso, nessa mesma obra,

Sílvio Salinas ressalta que uma questão levantada por Boltzmann permanece sem ter sido

elucidada por completo: como sistemas cuja dinâmica de partículas é baseada em leis

mecânicas reversíveis no tempo apresentam comportamento coletivo irreversível?

Interações de longo alcance e memória de longa duração podem comprometer a descri-

ção do sistema pela MEBG: quando essas características estão presentes e são relevantes,

os parâmetros termodinâmicos podem alterar seu comportamento intensivo ou extensivo.

Ainda segundo [4], sistemas que apresentam estrutura fractal podem inviabilizar sua des-

crição pela BG, dado que existe a possibilidade de que quantidades centrais associadas

à descrição pela MEBG divirjam, tornando impossível a caracterização do sistema e sua

validação experimental. Uma generalização da MEBG foi proposta por Tsallis em 1988

[12], e é dela que nos apropriaremos no presente trabalho.

Na presente Introdução, pretendemos fazer uma brevíssima apresentação da área das
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ciências físicas em que se concentra nosso trabalho.

O Capítulo 1 será dedicado a nos aprofundarmos na Mecânica Estatística Não Ex-

tensiva e temáticas associadas relevantes para a compreensão de nosso estudo. Com a

pletora de contribuições existentes para o tema, e tendo em vista a publicação recente por

Tsallis de um tomo de referência [13], não há pretensão de novidade, apenas apresentação

organizada da teoria.

Os Capítulos 2 e 3 serão a revisão, respectivamente, do Teorema do Limite Central

(CLT) e da Teoria dos Grandes Desvios (LDT), temáticas que vão preparar caminho para

a apresentação de nossos resultados. As situações correntes da generalização tanto do

CLT quanto da LDT para a 𝑞-estatística são vistas em cada capítulo.

O Capítulo 4 apresenta a contribuição original do autor desta dissertação (em coautoria

com seus orientadores) para o tema em estudo, decorrente de artigo publicado durante o

mestrado em revista de impacto internacional.

Por fim, em nossa Conclusão procedemos a alguns apontamentos breves sobre o estu-

dado aqui, sua evolução e perspectivas futuras.
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Capítulo 1

Mecânica Estatística Não Extensiva

Em 1988 foi proposta por Constantino Tsallis uma generalização da Mecânica Estatís-

tica de Boltzmann-Gibbs (MEBG) que ficou conhecida como Mecânica Estatística Não

Extensiva (MENE). São as bases dessa que abordaremos no presente capítulo.

A Contribuição de Tsallis

Em seu seminal artigo, Tsallis [12] usa uma quantidade normalmente associada ao con-

ceito de multifractais para generalizar a expressão padrão da entropia 𝑆 em teoria da

informação, a saber 𝑆 = −𝑘∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖, onde 𝑊 ∈ N é o número total de possíveis

configurações microscópicas do sistema e 𝑝𝑖 são as probabilidades associadas a essas. O

autor postula então uma equação característica da entropia baseada na quantidade 𝑝𝑞
𝑖 ,

onde 𝑝𝑖 é a probabilidade associada a um evento e 𝑞 é um número real:

𝑆𝑞 ≡ 𝑘
1−∑︀𝑊

𝑖=1 𝑝
𝑞
𝑖

𝑞 − 1 , (𝑞 ∈ R) (1.1)

onde 𝑘 é uma constante positiva e a probabilidade é normalizada. Podemos verificar que

no limite de 𝑞 → 1, a entropia de Boltzmann-Gibbs é recuperada

11



𝑆1 ≡ lim
𝑞→1

𝑆𝑞 = 𝑘 lim
𝑞→1

1−∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 exp[(𝑞 − 1) ln 𝑝𝑖]

𝑞 − 1

= 𝑘 lim
𝑞→1

1−∑︀𝑊
𝑖=1{𝑝𝑖[1 + (𝑞 − 1) ln 𝑝𝑖]}

𝑞 − 1

= −𝑘
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖.

(1.2)

Pode-se reescrever 𝑆𝑞 como

𝑆𝑞 = 𝑘

𝑞 − 1

𝑊∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(1− 𝑝𝑞−1
𝑖 ) (1.3)

e obviamente 1.3 se anula caso haja um único evento com probabilidade unitária, ∀𝑞.

Podemos constatar que 𝑆𝑞 ≥ 0 para todos os casos - facilmente percebemos a partir das

1.1 e 1.3 que 𝑆𝑞 é positiva definida [4] [14]: se 𝑞 > 1, temos 𝑝𝑞
𝑖 < 𝑝𝑖 e, consequentemente,∑︀𝑊

𝑖=1 𝑝
𝑞
𝑖 <

∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1, o que implica 𝑆𝑞 ≥ 0; igualmente, se 𝑞 < 1, temos 𝑝𝑞

𝑖 > 𝑝𝑖

e, consequentemente, ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖 >

∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1, e mais uma vez 𝑆𝑞 ≥ 0. Ademais, 𝑆𝑞 é

expansível para 𝑞 > 0: pode-se expandir o conjunto de microestados sem se alterar a

entropia do sistema, desde que a probabilidade associada à cada microestado além dos

iniciais seja nula, 𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ) = 𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 , 0).

Vamos extremar 𝑆𝑞 através do método de multiplicadores de Lagrange, estabelecendo∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1 como restrição:

𝑑

𝑑𝑝𝑖

(︃
𝑘

1−∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖

𝑞 − 1

)︃
= 𝜆

𝑑

𝑑𝑝𝑖

(︃
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖 − 1

)︃
(1.4)

obtemos que 𝑆𝑞 é extremada, para todos os valores de 𝑞, no caso em que 𝑝𝑖 = 1
𝑊

, ∀𝑖, e

temos então

𝑆𝑞 = 𝑘
𝑊 1−𝑞 − 1

1− 𝑞
(1.5)
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que nos dá, tomando o lim𝑞→1

𝑆1 = 𝑘 ln𝑊 (1.6)

e recuperamos a expressão para a máxima entropia de Boltzmann.

Vamos estudar brevemente a concavidade de 𝑆𝑞 para diferentes valores de 𝑞. Sejam

{𝑝𝑖} e {𝑝′
𝑖} dois conjuntos de probabilidades correspondentes a um único conjunto de 𝑊

possibilidades, e seja 𝜆 tal que 0 < 𝜆 < 1 - vamos definir uma lei de probabilidades

intermediária como segue:

𝑝′′
𝑖 ≡ 𝜆𝑝𝑖 + (1− 𝜆)𝑝′

𝑖, ∀𝑖 (1.7)

e

Δ𝑞 ≡ 𝑆𝑞({𝑝′′
𝑖 })− [𝜆𝑆𝑞({𝑝𝑖})] + (1− 𝜆)𝑆𝑞({𝑝′

𝑖})] (1.8)

Provamos então que Δ𝑞 ≥ 0 se 𝑞 > 0, Δ𝑞 ≤ 0 se 𝑞 < 0, e Δ𝑞 = 0 se 𝑞 = 0, e também se

𝑞 ̸= 0 mas 𝑝𝑖 = 𝑝′
𝑖, ∀𝑖. Assim, podemos afirmar que 𝑆𝑞 tem um máximo para 𝑞 > 0 (é

côncava nesse intervalo), e 𝑆𝑞 possui um mínimo para 𝑞 < 0 (é convexa nesse intervalo).

Vamos agora verificar a propriedade de aditividade de 𝑆𝑞. Tomemos dois sistemas

independentes, 𝐴 e 𝐵, com ensembles de configurações de possibilidades dados respecti-

vamente por Ω𝐴 ≡ {1, 2, ..., 𝑖, ...,𝑊𝐴} e Ω𝐵 ≡ {1, 2, ..., 𝑗, ...,𝑊𝐵}, sendo as probabilidades

correspondentes {𝑝𝐴
𝑖 } e {𝑝𝐵

𝑖 }. Vamos considerar 𝐴 ∪ 𝐵 com ensemble de possibilidades

sendo Ω𝐴∪𝐵 ≡ {(1, 1), (1, 2), ..., (𝑖, 𝑗), ..., (𝑊𝐴,𝑊𝐵)} e 𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 denotando as probabilidades

correspondentes.

Sabemos que se os sistemas são independentes, 𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 = 𝑝𝐴

𝑖 𝑝
𝐵
𝑗 , ∀(𝑖, 𝑗), então

𝑊𝐴𝑊𝐵∑︁
𝑖,𝑗

(𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 )𝑞 =

⎡⎣𝑊𝐴∑︁
𝑖=1

(𝑝𝐴
𝑖 )𝑞

⎤⎦ ⎡⎣𝑊𝐵∑︁
𝑗=1

(𝑝𝐵
𝑗 )𝑞

⎤⎦ (1.9)
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que nos leva à seguinte definição de aditividade 1

𝑆𝐴∪𝐵
𝑞 = 𝑆𝐴

𝑞 + 𝑆𝐵
𝑞

(1.10)

com

𝑆𝑞 ≡ 𝑘
ln[1 + (1− 𝑞)𝑆𝑞/𝑘]

1− 𝑞
(1.11)

No lim𝑞→1, a 1.10 se torna 𝑆𝐴∪𝐵
1 = 𝑆𝐴

1 + 𝑆𝐵
1 e recuperamos a aditividade padrão de

entropias de sistemas independentes. A equação 1.11 é uma forma de escrever o funcional

entrópico de Renyi, proposto por Alfréd Rényi em 1961 no âmbito da Teoria da Informação

[16]: trata-se também de uma generalização pioneira da entropia BG e que preserva sua

propriedade de aditividade - veremos que essa característica a diferencia do funcional

entrópico introduzido por Tsallis e estudado aqui.

Para o caso de sistemas correlacionados, vamos definir

Γ({𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 }) ≡ 𝑆𝐴∪𝐵

𝑞 ({𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 })− 𝑆𝐴

𝑞

⎛⎝⎧⎨⎩
𝑊𝐵∑︁
𝑗=1

𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗

⎫⎬⎭
⎞⎠− 𝑆𝐵

𝑞

⎛⎝⎧⎨⎩
𝑊𝐴∑︁
𝑖=1

𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗

⎫⎬⎭
⎞⎠ (1.12)

Conforme o estudo levado a cabo em [12], a independência entre os sistemas implica

em Γ𝑞 = 0, ∀𝑞. Para uma correlação fixa arbitrária, pode-se provar que Γ1 < 0 (suba-

ditividade) e Γ0 = 0. Se tratarmos valores de 𝑞 arbitrários, Γ𝑞 apresenta uma grande

sensitividade a {𝑝𝐴∪𝐵
𝑖𝑗 }, não apresentando regularidades além das citadas.

Agora, tomemos o funcional entrópico dado pela equação 1.1, também conhecido como

Entropia de Tsallis, e vamos verificar a possibilidade de manifestar a propriedade da

aditividade como descrita. Mantendo as mesmas considerações sobre a constituição de

subsistemas, vejamos

𝑆𝐴∪𝐵
𝑞 = 𝑘

1−∑︀𝐴,𝐵
𝑖,𝑗 (𝑝𝐴

𝑖 )𝑞(𝑝𝐵
𝑗 )𝑞

𝑞 − 1

= 𝑘
1−∑︀𝐴

𝑖=1(𝑝𝐴
𝑖 )𝑞

𝑞 − 1 + 𝑘
1−∑︀𝐵

𝑗=1(𝑝𝐵
𝑗 )𝑞

𝑞 − 1 − 𝑘

[︁
1−∑︀𝐴

𝑖=1(𝑝𝐴
𝑖 )𝑞

]︁ [︁
1−∑︀𝐵

𝑗=1(𝑝𝐵
𝑗 )
]︁

𝑞 − 1

(1.13)

1A presente definição de aditividade segue aquela enunciada por Oliver Penrose [15]: um funcional
entrópico 𝑆({𝑝𝑖}) é dito aditivo se, para dois sistemas probabilisticamente independentes 𝐴 e 𝐵 (ou seja,
𝑝𝐴∪𝐵

𝑖𝑗 ) = 𝑝𝐴
𝑖 𝑝

𝐵
𝑗 , verificamos que 𝑆(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑆(𝐴) + 𝑆(𝐵) - de outra forma, o funcional entrópico é dito

não aditivo.
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e assim, temos

𝑆𝐴∪𝐵
𝑞 = 𝑆𝐴

𝑞 + 𝑆𝐵
𝑞 + 1− 𝑞

𝑘
𝑆𝐴

𝑞 𝑆
𝐵
𝑞 . (1.14)

Trata-se de um tipo de pseudo-aditividade que se manifesta quando aplicamos a Entropia

de Tsallis: o índice 𝑞 do funcional entrópico determina a extensão ou grau da aditivi-

dade da entropia: lembrando que 𝑆𝑞 ≥ 0, ∀𝑞, as características de 𝑆𝐵𝐺 são novamente

recuperadas quando fazemos 𝑞 = 1; 𝑞 > 1 corresponde à subextensividade, uma vez que

𝑆𝐴∪𝐵
𝑞 < 𝑆𝐴

𝑞 + 𝑆𝐵
𝑞 ; 𝑞 < 1 corresponde à superextensividade, já que 𝑆𝐴∪𝐵

𝑞 > 𝑆𝐴
𝑞 + 𝑆𝐵

𝑞 .

De fato, o funcional entrópico proposto por Tsallis introduz a possibilidade de interco-

nexão não evanescente entre as partes de um sistema físico: a violação da aditividade

característica de 𝑆𝑞 põe em xeque o conceito de sistema isolado [4].

Ao propor sua Entropia Não Aditiva, Tsallis cria uma generalização da Mecânica Esta-

tística de Boltzmann-Gibbs, que a recupera no limite de 𝑞 → 1, a partir de uma premissa

crucial: sistemas termodinâmicos com correlações não locais devem apresentar entropia

extensiva [9] [13] [17]. Propriedades essenciais à Física como a estrutura de Legendre

da Termodinâmica, o Teorema H, o Teorema de Ehrenfest, entre outras múltiplas, são

𝑞-invariantes [12] [14] [18] [19] [20] [21] [4]. A Mecânica Estatística Não Extensiva, como

ficou conhecida, motivou a generalização de estruturas matemáticas essenciais à descri-

ção estatística, como o Teorema do Limite Central (TLC ou CLT, em inglês) e a Teoria

dos Grandes Desvios (TGD ou LDT, em inglês) [17] - ambos os tópicos serão estudados

nos próximos capítulos e constituem elemento essencial para a compreensão adequada de

nosso trabalho.

Com base na discussão de Cirto [17], vamos estabelecer os critérios de extensividade,

proporcionalidade do funcional entrópico com o tamanho do sistema no chamado limite

termodinâmico, para duas diferentes classes de sistemas físicos. Para aqueles coerente-

mente abrangidos pela MEBG, devemos esperar, como já dissemos, que haja indepen-

dência entre os 𝑁 constituintes microscópicos do sistema, o que nos leva a um número

de possibilidades 𝑊 que segue o princípio fundamental da contagem, é multiplicativo:

𝑊 ∼ 𝜇𝑁 , para 𝜇 > 1, e 𝑁 →∞ (que caracteriza o limite termodinâmico). Rememorando

a definição de entropia BG no caso da equiprobabilidade de microestados, temos para
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esses tipos de sistema

𝑆𝐵𝐺 = 𝑘𝐵 ln𝑊 = 𝑘𝐵 ln𝜇𝑁 = 𝑁𝑘𝐵 ln𝜇. (1.15)

Essa manifestação da extensividade com a independência assintótica impregnou de tal

forma a Física do século XX que ainda encontramos como definição mais comumente

usada da extensividade como propriedade física a que segue

0 < lim
𝑁→∞

𝑆𝐵𝐺

𝑁
<∞. (1.16)

Contudo o tempo mostrou que a configuração de sistemas físicos regidos pela MEBG

pode ser restritiva em muitos casos: 𝑊 ∼ 𝜇𝑁 quando 𝑁 →∞ é uma exigência bastante

forte, e só se justifica quando tratamos de sistemas independentes ou com correlações

locais, sistemas quânticos pouco emaranhados ou quando os microestados do sistema são

acessados de forma que a hipótese ergódica seja justificável.

É facilmente provado que, para sistemas que obedeçam à regra 𝑊 ∼ 𝜇𝑁 quando

𝑁 →∞, o funcional entrópico de Tsallis, além de não aditivo, é não extensivo para 𝑞 ̸= 1.

Vamos considerar agora sistemas com correlações não locais, de tal forma que o número

de microestados cresça com o número de constituintes 𝑁 na forma 𝑊 ∼ 𝑁𝜌, com 𝜌 > 0

e no limite 𝑁 → ∞. Seguindo ainda [17], constatamos que 𝑁𝜌 ≪ 𝜇𝑁 para 𝑁 grande:

para sistemas que apresentam esse tipo de comportamento 𝑆𝐵𝐺 torna-se não extensiva,

e a Entropia de Tsallis, mediante uma escolha acertada do índice 𝑞, deve ser extensiva.

Pode-se mostrar que, para o caso em questão, teremos, a partir da equação 1.5

𝑆𝑞 = − 𝑘

1− 𝑞
(︁
1−𝑊 1−𝑞

)︁
∼ 𝑁𝜌(1−𝑞) (1.17)

e, escolhendo 𝑞 = 1− 1/𝜌, obteremos 𝑆𝑞 ∝ 𝑁 . Esse é o grande salto da Mecânica Estatís-

tica Não Extensiva de Tsallis, um paradigma científico novo, que não nega o anterior, mas

o expande e aumenta seus horizontes: ao estabelecer a extensividade como propriedade

essencial da entropia dos sistemas termodinâmicos, as características matemáticas do fun-

cional entrópico a ser aplicado são ditadas pelo modelo, pela natureza do sistema físico

(químico, biológico, social...) em estudo, pela forma como cada um dos seus elementos

constituintes se comporta em relação aos demais. Citando [17] (grifos nossos):
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Não há receita para determinar quando uma entropia diferente de 𝑆𝐵𝐺

deve ser usada. Com as evidências acumuladas, podemos aventar cenários

gerais. Os sistemas para os quais a termoestatística de Boltzmann-Gibbs é

sabidamente válida são tipicamente aqueles com interação de curto alcance,

pouco correlacionados temporal ou espacialmente, fortemente caóticos (expo-

ente de Lyapunov positivo); são sistemas ergódicos, que ocupam os estados

acessíveis de modo que 𝑆𝐵𝐺 seja proporcional ao seu tamanho. Sem muito

rigor, podemos classificá-los de simples. Esperamos, por outro lado, que a

termoestatística generalizada seja necessária na abordagem de sistemas com

interação de longo alcance, fortemente correlacionados, fracamente caóticos

(Lyapunov zero); sistemas que possivelmente violem a ergodicidade, explo-

rando parcialmente o espaço de fases, o qual talvez seja melhor descrito pela

geometria fractal. São algumas vezes chamados de complexos.

Diante dos diferentes funcionais entrópicos propostos nas últimas décadas, espera-se

que uma definição mais inclusiva de extensividade vigore como padrão - a mudança é

sutil, mas confere reconhecimento a toda uma área da Física que está em franca expansão

e apresenta uma profusão de resultados notáveis:

0 < lim
𝑁→∞

𝑆(𝑁)
𝑁

<∞. (1.18)

Nem todos os funcionais entrópicos possíveis são aditivos, muitos não recuperam a 𝑆𝐵𝐺,

mas todos devem ser extensivos, no contexto dos sistemas que pressupõe tratar, para ao

menos uma configuração específica de seus parâmetros: a extensividade entrópica depende

tanto do funcional entrópico escolhido como do próprio sistema (seus constituintes e as

correlações entre eles) [7].

Conforme [13] e [7], o Teorema de Enciso-Tempesta [22] estabeleceu que a (generica-

mente não aditiva) Entropia de Tsallis 𝑆𝑞 é a única que é simultaneamente forma traço2,

componível 3, e contém a entropia de Boltzmann-Gibbs 𝑆𝐵𝐺 como caso particular.
2A chamada forma traço é uma das formas associadas a álgebras de Lie. As entropias forma traço

são as únicas que podem ser expressas como 𝑆 = 𝑘⟨𝜎⟩, onde 𝜎 ≡ ln(1/𝑝) é a nomeada função surpresa
[23] [24], que intuitivamente se anula no caso de certeza e diverge no caso de probabilidade de ocorrência
zero.

3Diz-se de funções que se prestam bem à composição, que é a agregação de funções mais simples para
criar outras, mais elaboradas.
Fonte: https://www.dicionariotecnico.com/traducao.php?termo=composable, acessado em 03 de julho
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Conjuntos de Índices 𝑞 e os 𝑞-tripletos

Esta seção é baseada na profícua discussão encontrada principalmente em [25] e [13]. Pelo

que vimos até agora, a teoria MENE pode ser válida para valores arbitrários do índice 𝑞

- a questão essencial agora proposta é: como podemos determinar os valores dos índices

𝑞 associados a um dado sistema ou classe de sistemas? Na verdade não só um, mas toda

uma família (de tamanho possivelmente infinito) de índices 𝑞 pode ser determinada para

um dado sistema - vejamos alguns exemplos4:

• 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦: um sistema não linear 𝑥(𝑡) unidimensional dissipativo (ou conservativo bi-

dimensional) tipicamente exibe sensibilidade às condições iniciais 𝜉 ≡ limΔ𝑥(0)→0
Δ𝑥(𝑡)
Δ𝑥(0)

da forma

𝜉 = 𝑒
𝜆𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 𝑡
𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦

onde 𝜆𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦
é o coeficiente de Lyapunov 𝑞-generalisado. Um procedimento nu-

mérico para se determinar esse índice consiste em plotar ln𝑞 𝜉(𝑡) versus 𝑡 para vários

valores de 𝑞 até que seja encontrado um valor que, assintoticamente no limite 𝑡→∞,

tenhamos5 ln𝑞 𝜉(𝑡) ∝ 𝑡. Esse valor do índice 𝑞 é o 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 e a inclinação assintótica

do gráfico é dada por 𝜆𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦
. As duas situações mais interessantes em que esse

índice ocorre são caos forte (i.e., quando o expoente de Lyapunov 𝜆1 é positivo), e

caos fraco (ou fronteira do caos, onde 𝜆1 = 0 e 𝜆𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦
> 0). No primeiro caso

temos 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 = 1, e no último 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 < 1. Embora não seja particularmente

relevante no presente contexto, 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 > 1 também pode ocorrer - tais são os

casos de pontos críticos de período duplo e bifurcações tangentes.

• 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛: suponhamos que o espaço de fase de um sistema dinâmico não

linear 𝑑-dimensional esteja particionado em 𝑊 células. Colocamos, em uma dessas

células (aleatoriamente determinada, ou de outra maneira qualquer que for conve-

niente), 𝑀 condições iniciais, e então deixamos esses pontos evoluírem. Definimos

𝑝𝑖(𝑡) ≡ 𝑀𝑖(𝑡)/𝑀 , (𝑖 = 1, 2, 3, ...,𝑊 ), onde 𝑀𝑖(𝑡) é o número de pontos dentro da

𝑖-ésima célula em um tempo 𝑡, ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑀1(𝑡) = 𝑀 , ∀𝑡. Então calculamos, com esses

de 2023.
4As designações dos diferentes índices 𝑞 foram mantidas em inglês e por extenso (não foram abrevia-

das), em respeito ao trabalho original.
5O 𝑞-logaritmo, ou ln𝑞 𝑥, é uma operação fundamental à termoestatística não extensiva e será intro-

duzida na próxima seção: o leitor que não tiver intimidade com essa notação pode visitar o texto adiante,
ou abstrair os detalhes até que a definição formal seja apresentada.
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{𝑝𝑖(𝑡)}, 𝑆𝑞(𝑡)/𝑘. Verificaremos que, para uma ampla classe de sistemas dinâmicos

não lineares, existe um valor de 𝑞 tal que 𝑆𝑞(𝑡) ∝ 𝑡. Esse valor é o 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛,

e a inclinação é uma taxa de produção de entropia do tipo Kolmogorov-Sinai 𝑞-

generalizada, 𝐾𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛
. Para sermos mais precisos, temos

lim
𝑡→∞

lim
𝑊 →∞

lim
𝑀→∞

𝑆𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛
(𝑡)

𝑘𝑡
= 𝐾𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

.

Na presença de caos forte temos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 = 1, e na presença de caos fraco,

temos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 < 1. Para sistemas com 𝑑 = 1, esperamos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 =

𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 e 𝐾𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛
= 𝜆𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦

, verificando uma identidade tipo Pesin.

• 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛: constam na literatura vários procedimentos utilizados para se determinar

esse índice: vamos abordar um caso simples, o de um sistema dinâmico não linear

𝑑-dimensional dissipativo. Vamos particionar seu espaço de fases em 𝑊 células, e

usar um grande número de condições iniciais uniformemente espalhadas em todas

essas células. Então contamos o número de células 𝑊 (𝑡) dentro das quais existe ao

menos um ponto num dado tempo 𝑡. Sendo o sistema dissipativo, e para um número

𝑊 crescente, espera-se

𝑊 (𝑡)/𝑊 ≃ 𝑒
−𝑡/𝜏𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

o que define o índice 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛. Para caos forte esperamos 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 1, e para

caos fraco, 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 > 1. Embora este procedimento computacional não seja o mais

preciso, é certamente o mais fácil de ser implementado.

• 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒: esse índice é um dos que caracterizam a distribuição de energias em

um estado estacionário (que coincide com o equilíbrio térmico para 𝑞 = 1). Assim

𝑝𝑖 ∝ 𝑒
−𝛽𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝐸𝑖

𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 .

Embora não exista prova formal, este índice pode coincidir, ao menos em uma

grande classe de sistemas, com aquele da distribuição de velocidades, 𝑣𝑖, i.e., 𝑝(𝑣𝑖) ∝

𝑒
𝐵𝑣2

𝑖
𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 . Ele pode coincidir também com o índice indicado como 𝑞-limite

(𝑞limit) na literatura, onde "limite"se refere a 𝑁 →∞, sendo 𝑁 o número total de

partículas de um sistema probabilístico. O índice em apreço pode também coinci-

dir com 𝑞𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟, onde "atractor"é usado no sentido do Teorema do Limite Central.
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Sequer é ignorado que este índice possa coincidir com o índice que caracteriza algu-

mas funções de correlação (e.g., função de autocorrelação velocidade-velocidade ou

outras). No equilíbrio térmico temos 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 = 1 - para estados estacionários

mais complexos tipicamente esperamos 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 > 1 (embora a possibilidade

de 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 < 1 não deva ser excluída).

• 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦: de modo a ser consistente com a termodinâmica clássica, a entropia de um

sistema de 𝑁 elementos deve ser extensiva, i.e., assintoticamente proporcional a 𝑁

no limite 𝑁 →∞. Há uma imensa quantidade de sistemas para os quais existe um

valor de 𝑞 que satisfaz essa condição: esse valor de 𝑞 é o 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦, e temos

0 < lim
𝑁→∞

𝑆𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦(𝑁)
𝑁

<∞.

Se não houver correlações ou as mesmas forem fracas, teremos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 = 1. Se as

correlações são fortes, tipicamente (mas não necessariamente) teremos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 <

1. Há sistemas, contudo, para os quais nenhum valor de 𝑞 torna a entropia ex-

tensiva. Vamos ilustrar os casos listados para um sistema simples marcado pela

equiprobabilidade, i.e., 𝑝𝑖 = 1/𝑊 , ∀𝑖. Se, no limite 𝑁 → ∞, 𝑊 (𝑁) ∼ 𝐴𝜇𝑁

(𝜇 > 1;𝐴 > 0), teremos 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 = 1. Se tivermos 𝑊 (𝑁) ∼ 𝐵𝑁𝜌 (𝜌 > 0;𝐵 > 0),

então 𝑞𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 = 1 − 1/𝜌 < 1. Concluindo, vamos assumir que 𝑊 (𝑁) ∼ 𝐶𝜇𝑁𝛾

(𝜇 > 1; 0 < 𝛾 < 1;𝐶 > 0): nesse caso, não existe valor de 𝑞 que possa produzir

𝑆𝑞(𝑁) ∝ 𝑁 .

• 𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛: esse índice caracteriza sistemas que envolvam fortes correlações. É por

vezes apresentada como o 𝑞-produto (para maiores informações sobre a 𝑞-álgebra,

consultar a próxima seção) seguinte

𝑥⊗𝑞 𝑦 ≡
[︁
𝑥1−𝑞 + 𝑦1−𝑞 − 1

]︁ 1
1−𝑞

+
, (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0)

que satisfaz 𝑥⊗1 𝑦 = 𝑥𝑦 e a propriedade extensiva ln𝑞(𝑥⊗𝑞 𝑦) = ln𝑞 𝑥+ ln𝑞 𝑦 (a ser

comparada com a propriedade não aditiva ln𝑞(𝑥𝑦) = ln𝑞 𝑥+ln𝑞 𝑦+(1−𝑞) ln𝑞 𝑥 ln𝑞 𝑦).

Fortes correlações podem ser introduzidas através da não linearidade ou inomoge-

neidade em equações diferenciais. Ausência de correlação (i.e., independência pro-

babilística) corresponde a 𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 1. A presença de fortes correlações é marcada
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por 𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ̸= 1.

Possíveis Conexões entre os Diferentes Índices 𝑞

Seguimos consultando especialmente o trabalho [25]: nesse artigo, Tsallis reputa que o

entendimento completo de todas as possíveis conexões entre os diferentes 𝑞-índices per-

manece distante. Existem muitos exemplos para os quais um ou mais dos 𝑞-índices são

conhecidos e compreendidos através de ferramentas analíticas ou numéricas, mas a com-

plexidade dessa questão não foi totalmente desvendada.

Contudo, sob a luz do que é presentemente conhecido, parece-nos que, para um dado

sistema, um conjunto contável de 𝑞-índices pode existir, cada um deles associado a uma

específica propriedade do sistema (de menor ou maior importância). Vamos denotar

esse conjunto como {𝑞𝑚} (𝑚 = 0,±1,±2, ...). Para muitos sistemas, senão todos, a

estrutura desse conjunto parece ser tal que muito poucos (tipicamente um único) desses

𝑞-índices são independentes, todos os demais sendo funções desses poucos. Vamos ilustrar

o que escrevemos assumindo que somente um deles é independente, denotando-o por 𝑞0.

Tipicamente temos

𝑞𝑚 = 𝑓𝑚(𝑞0), (𝑚 = 0,±1,±2, ...; 𝑓0(𝑞0) = 𝑞0). (1.19)

A forma 𝑓𝑚(𝑥0), ou funções similares, podem ser bastante complexas. Contudo, um fato

intrigante, muitas dentre elas parecem apresentar estruturas simples. Em alguns casos

satisfazem

𝛼

1− 𝑞+
0

= 𝛼

1− 𝑞0
+𝑚, (𝑚 = 0,±1,±2, ...), (1.20)

onde 0 < 𝛼 ≤ 2. Em outros casos satisfazem, através da chamada dualidade aditiva

𝑞0 ↔ (2− 𝑞0),

𝛼

1− 𝑞−
0

= 𝛼

𝑞0 − 1 +𝑚, (𝑚 = 0,±1,±2, ...), (1.21)

onde novamente 0 < 𝛼 ≤ 2. Pode-se mostrar que, aplicando uma vez mais essa transfor-
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mação, voltamos ao valor inicial 𝑞0. Ou seja, para um (𝛼;𝑚) fixo, temos

𝑞−
𝑚(𝑞−

𝑚(𝑞0)) = 𝑞0, ∀𝑞0. (1.22)

Ou, equivalentemente, a função 𝑞−
𝑚(𝑞0) coincide com a função 𝑞0(𝑞−

𝑚).

Segue de 1.20 e 1.21 que

𝛼

1− 𝑞+
𝑚

−𝑚 = 𝛼

1− 𝑞+
𝑚′
−𝑚′, (𝑚,𝑚′ = 0,±1,±2, ...) (1.23)

e

𝛼

1− 𝑞−
𝑚

−𝑚 = 𝛼

1− 𝑞−
𝑚′
−𝑚′, (𝑚,𝑚′ = 0,±1,±2, ...) (1.24)

e facilmente concluímos que

𝑞−
𝑚(𝑞0) = 𝑞+

𝑚(2− 𝑞0). (1.25)

Se fizermos uma extensão analítica em 1.20 tal que𝑚 e𝑚′ sejam permitidos serem números

reais, podemos considerar o caso

𝑚′ = 𝑚− 𝛼, (0 < 𝛼 ≤ 2). (1.26)

Substituindo essa sentença nas equações 1.23 e 1.24, obteremos respectivamente

𝑞+
𝑚−𝛼 = 2− 1

𝑞+
𝑚

(1.27)

e

𝑞−
𝑚−𝛼 = 2− 1

𝑞−
𝑚

. (1.28)

Essa forma específica de conexão aparece em muitas ocasiões na MENE de Tsallis.

As famílias 1.20 e 1.21 podem ser reescritas, respectivamente, das seguintes formas

𝑞+
𝑚 = 𝛼𝑞0 + (1− 𝑞0)𝑚

𝛼 + (1− 𝑞0)𝑚
, (𝑚 = 0,±1,±2, ...), (1.29)
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e

𝑞−
𝑚 = 𝛼(2− 𝑞0) + (𝑞0 − 1)𝑚

𝛼 + (𝑞0 − 1)𝑚 , (𝑚 = 0,±1,±2, ...). (1.30)

Em ambos os casos pode-se verificar que 𝑞0 = 1 produz 𝑞𝑚 = 1, ∀𝑚, e que 𝑞±
±∞ = 1,

∀𝑞0 ̸= 1. Para um dos ramos da família 1.29 verificamos que 𝑞0 > 1 implica 𝑞+
𝑚 > 1, ∀𝑚,

e que 𝑞0 < 1 implica 𝑞+
𝑚 < 1, ∀𝑚. Para um dos ramos da família 1.30 temos que 𝑞0 > 1

implica 𝑞−
𝑚 < 1, ∀𝑚, e 𝑞0 < 1 implica 𝑞−

𝑚 > 1, ∀𝑚. É possível escrever ambas as famílias

de uma maneira compacta, a saber

𝑞±
𝑚 = 𝛼[1± (𝑞0 − 1)]± (1− 𝑞0𝑚)

𝛼± (1− 𝑞0)𝑚
, (𝑚 = 0,±1,±2, ...).

O 𝑞-tripleto

Conforme citado por Tsallis em [25], foi heuristicamente conjecturado e trazido a público

no ano de 2004 [26] que sistemas físicos complexos deveriam existir com um conjunto

de 𝑞-índices relevantes, sejam eles 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 < 1, 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 > 1 e 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 > 1.

Tal conjunto é normalmente designado como 𝑞-triângulo ou 𝑞-tripleto. No limite da

MEBG, devemos ter 𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 = 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 = 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 1, correspondendo [13] a

(i) ao funcional entrópico BG (que produz uma entropia extensiva como requerida por

Clausius), (ii) ao celebrado fator BG para a distribuição de energias, e (iii) uma relaxação

exponencial no equilíbrio térmico, entre outros. Então, a emergência de ao menos um

𝑞-índice diferente da unidade refletiria a complexidade de um sistema.

O primeiro 𝑞-tripleto detectado na natureza o foi no vento solar, por pesquisadores

da NASA [27] [13] trabalhando nos dados da Voyager 1 em 2005. Ele foi interpretado

dentro do Grupo de Transformações de Moebius [28] [29]. Essa estrutura matemática

possibilitou estabelecer [30] uma regra de conservação de ciclo de três termos, dada por

1
𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 − 1 + 1

𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 − 1 + 1
𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 − 1 = 1 + 𝑞1

1− 𝑞1

onde 𝑞1 designa um ponto fixo. Fazendo, no presente caso, 𝑞1 = 0, obtemos

1
𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 − 1 + 1

𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 − 1 + 1
𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 − 1 = 1
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que foi o valor encontrado para o sistema do vento solar captado pela Voyager [30], e

satisfeito numericamente com uma margem de erro inferior a 10%. Contudo, tendo em

vista os dados apresentados sobre o assunto em [13], há necessidade de maiores pesquisas

para a compreensão adequada das estruturas matemáticas e físicas dos 𝑞-tripletos.

Álgebra e Cálculo Inspirados em Termoestatística Não

Extensiva

A presente seção é baseada eminentemente nos trabalhos de Borges [31] e de Nivanen,

Méhauté e Wang [32], seguindo o formalismo do primeiro, e trata de uma generalização de

operações algébricas e de cálculo diferencial e integral a partir das funções 𝑞-exponencial e

𝑞-logaritmo apresentadas na MENE de Tsallis: é um exercício matemático que demonstra

as possibilidades da teoria física, além de prover ferramentas para uso em investigações

científicas atuais e futuras.

Vamos começar introduzindo as definições para 𝑞-logaritmo e 𝑞-exponencial

ln𝑞 𝑥 ≡
𝑥1−𝑞 − 1

1− 𝑞 , (𝑥 > 0),

𝑒𝑞(𝑥) ≡ [1 + (1− 𝑞)𝑥]
1

1−𝑞

+ , (𝑥, 𝑞 ∈ R)
(1.31)

onde [𝑓 ]+ ≡ max{𝑓, 0}, e considerar duas relações bem conhecidas

ln𝑞(𝑥𝑦) = ln𝑞 𝑥+ ln𝑞 𝑦 + (1− 𝑞) ln𝑞 𝑥 ln𝑞 𝑦

𝑒𝑞(𝑥)𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥+ 𝑦 + (1− 𝑞)𝑥𝑦)
(1.32)

sendo a última válida se 𝑒𝑞(𝑥) e 𝑒𝑞(𝑦) assumem valores diferentes de zero e +∞. Podemos

definir a generalização a operação de soma entre dois números 𝑥 e 𝑦 da seguinte forma:

𝑥⊕𝑞 𝑦 ≡ 𝑥+ 𝑦 + (1− 𝑞)𝑥𝑦 (1.33)

que recupera a adição usual quando 𝑞 = 1. A respeito de nossa 𝑞-soma, podemos verificar

que:

• é comutativa: 𝑥⊕𝑞 𝑦 = 𝑦 ⊕𝑞 𝑥;
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• é associativa: 𝑥⊕𝑞 (𝑦 ⊕𝑞 𝑧) = (𝑥⊕𝑞 𝑦)⊕𝑞 𝑧;

• não é distributiva em relação à multiplicação por um escalar: 𝑎(𝑥⊕𝑞 𝑦) ̸= (𝑎𝑥⊕𝑞𝑎𝑦);

• possui elemento neutro e o mesmo é zero: 𝑥⊕𝑞 0 = 𝑥.

Segue da definição da 𝑞-soma a de 𝑞-somatório de 𝑛 termos idênticos:

𝑥⊕𝑛
𝑞 = 1

1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝑥]𝑛 − 1} . (1.34)

Podemos definir a operação inversa aditiva como o elemento que, 𝑞-somado a 𝑥, resultará

no elemento neutro, 𝑥⊕𝑞 (⊖𝑞𝑥) = 0:

⊖𝑞𝑥 ≡
−𝑥

1 + (1− 𝑞)𝑥,
(︃
𝑥 ̸= 1

𝑞 − 1

)︃
(1.35)

o que nos leva à 𝑞-diferença, assim definida:

𝑥⊖𝑞 𝑦 ≡ 𝑥⊕𝑞 (⊖𝑞𝑦) = 𝑥− 𝑦
1 + (1− 𝑞)𝑦 ,

(︃
𝑦 ̸= 1

𝑞 − 1

)︃
(1.36)

Pode-se provar válidas as seguintes propriedades da 𝑞-diferença:

• 𝑥⊖𝑞 𝑦 = ⊖𝑞𝑦 ⊕𝑞 𝑥;

• 𝑥⊖𝑞 (𝑦 ⊖𝑞 𝑧) = (𝑥⊖𝑞 𝑦)⊕𝑞 𝑧;

• 𝑎(𝑥⊖𝑞 𝑦) ̸= (𝑎𝑥⊖𝑞 𝑎𝑦).

Se definirmos um 𝑞-produto como

𝑥⊗𝑞 𝑦 ≡
[︁
𝑥1−𝑞 + 𝑦1−𝑞 − 1

]︁ 1
1−𝑞

+
, (𝑥, 𝑦 > 0) (1.37)

isso nos leva a

ln𝑞(𝑥⊗𝑞 𝑦) = ln𝑞 𝑥+ ln𝑞 𝑦

e

𝑒𝑞(𝑥)⊗𝑞 𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥+ 𝑦).

Nosso 𝑞-produto possui, como pode ser provado, as seguintes propriedades
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• comutatividade: 𝑥⊗𝑞 𝑦 = 𝑦 ⊗𝑞 𝑥;

• associatividade: 𝑥 ⊗𝑞 (𝑦 ⊗𝑞 𝑧) = (𝑥 ⊗𝑞 𝑦) ⊗𝑞 𝑧, desde que 𝑥 ⊗𝑞 𝑦 e 𝑦 ⊗𝑞 𝑧 sejam

diferentes de zero e de infinito;

• elemento neutro: 𝑥⊗𝑞 1 = 𝑥.

É imediato, a partir da definição do 𝑞-produto, definirmos a 𝑞-potenciação (𝑞-produto de

𝑛 termos idênticos):

𝑥⊗𝑛
𝑞 =

[︁
𝑛𝑥1−𝑞 − (𝑛− 1)

]︁ 1
1−𝑞

+
. (1.38)

A partir da propriedade do elemento neutro do 𝑞-produto, podemos definir a operação

inversa multiplicativa, 1⊘𝑞 𝑥, de forma que 𝑥⊗𝑞 (1⊘𝑞 𝑥) ≡ 1:

1⊘𝑞 𝑥 ≡
[︁
2− 𝑥1−𝑞

]︁ 1
1−𝑞

+
, (𝑥 ≥ 0). (1.39)

A 𝑞-divisão é então definida como

𝑥⊘𝑞 𝑦 ≡
[︁
𝑥1−𝑞 − 𝑦1−𝑞 + 1

]︁ 1
1−𝑞

+
, (𝑥, 𝑦 > 0) (1.40)

e satisfaz às seguintes propriedades

• 𝑥⊘𝑞 𝑦 = 1⊘𝑞 (𝑦 ⊘𝑞 𝑥), desde que 𝑥1−𝑞 ≤ 1 + 𝑦1−𝑞;

• 𝑥⊘𝑞 (𝑦⊘𝑞 𝑧) = (𝑥⊘𝑞 𝑦)⊗𝑞 𝑧 = (𝑥⊗𝑞 𝑧)⊘𝑞 𝑦, desde que 𝑧1−𝑞 − 1 ≤ 𝑦1−𝑞 ≤ 𝑥1−𝑞 + 1.

As relações algébricas 𝑞-generalizadas que definimos nos permitem escrever as seguintes

relações, com suas respectivas restrições a serem observadas:

ln𝑞(𝑥𝑦) = ln𝑞 𝑥⊕𝑞 ln𝑞 𝑦, (𝑥 > 0, 𝑦 > 0)

𝑒𝑞(𝑥)𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥⊕𝑞 𝑦), (1 + (1− 𝑞)𝑥 ≥ 0) ou (1 + (1− 𝑞)𝑦 ≥ 0)
(1.41)

ln𝑞(𝑥⊗𝑞 𝑦) = ln𝑞 𝑥+ ln𝑞 𝑦, (𝑥1−𝑞 + 𝑦1−𝑞 ≥ 1)

𝑒𝑞(𝑥)⊗𝑞 𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥+ 𝑦), (1 + (1− 𝑞)𝑥 ≥ 0) e (1 + (1− 𝑞)𝑦 ≥ 0)
(1.42)
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ln𝑞(𝑥/𝑦) = ln𝑞 𝑥⊖𝑞 ln𝑞 𝑦, (𝑥 > 0, 𝑦 > 0)

𝑒𝑞(𝑥)/𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥⊖𝑞 𝑦), (1 + (1− 𝑞)𝑦 ≥ 0)
(1.43)

ln𝑞(𝑥⊘𝑞 𝑦) = ln𝑞 𝑥− ln𝑞 𝑦, (𝑥1−𝑞 + 1 ≥ 𝑦1−𝑞)

𝑒𝑞(𝑥)⊘𝑞 𝑒𝑞(𝑦) = 𝑒𝑞(𝑥− 𝑦), (1 + (1− 𝑞)𝑥 ≥ 0) ou (1 + (1− 𝑞)𝑦 ≥ 0).
(1.44)

Ainda seguindo o exposto em [31], vamos lançar as bases para um 𝑞-Cálculo, assim

como vimos para uma 𝑞-Álgebra. Seguindo o exemplo do cálculo diferencial e integral

newtoniano, podemos nos perguntar: qual seria o operador para o qual uma 𝑞-exponencial

é sua autofunção? Como resposta à essa pergunta, vamos definir a 𝑞-derivada como segue

𝐷(𝑞)𝑓(𝑥) ≡ lim
𝑦→𝑥

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)
𝑥⊖𝑞 𝑦

= [1 + (1− 𝑞)𝑥] 𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

. (1.45)

Podemos inferir a 𝑞-integral correspondente como dada por

∫︁
(𝑞)
𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 =

∫︁ 𝑓(𝑥)
1 + (1− 𝑞)𝑥𝑑𝑥 (1.46)

onde

𝑑𝑞 ≡ lim
𝑦→𝑥

𝑥⊖𝑞 𝑦 = 1
1 + (1− 𝑞)𝑥𝑑𝑥. (1.47)

Tanto para a 𝑞-derivada quanto para a 𝑞-integral devemos esperar que 1 + (1− 𝑞)𝑥 ̸= 0.

Em um paralelismo ao cálculo usual, é válido que

∫︁
(𝑞)
𝐷(𝑞)𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = 𝐷(𝑞)

∫︁
(𝑞)
𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = 𝑓(𝑥). (1.48)

Há um operador 𝑞-derivada dual, 𝐷(𝑞), associado já definido 𝐷(𝑞), e ele é dado por

𝐷(𝑞)𝑓(𝑥) ≡ lim
𝑥→𝑦

𝑓(𝑥)⊖𝑞 𝑓(𝑦)
𝑥− 𝑦

= 1
1 + (1− 𝑞)𝑓(𝑥)

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

(1.49)
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com um operador 𝑞-integral dual associado dado por

∫︁ (𝑞)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≡

∫︁
[1 + (1− 𝑞)𝑓(𝑥)] 𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (1.50)

Os operadores duais são válidos, como é de se esperar, desde que 1 + (1 − 𝑞)𝑓(𝑥) ̸= 0.

Temos também que

∫︁ (𝑞)
𝐷(𝑞)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐷(𝑞)

∫︁ (𝑞)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥). (1.51)

As 𝑞-derivadas duais estão relacionadas da seguinte forma

𝐷(𝑞)𝑓(𝑥) = 1
1 + (1− 𝑞)𝑥

1
1 + (1− 𝑞)𝑓(𝑥)𝐷(𝑞)𝑓(𝑥) (1.52)

e as 𝑞-derivadas obedecem a Regra da Cadeia das seguintes formas:

𝐷(𝑞) [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝐷(𝑞) [𝑓(𝑥)] 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐷(𝑞) [𝑔(𝑥)] (1.53)

e

𝐷𝑞 [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 1
1 + (1− 𝑞)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)×

{[1 + (1− 𝑞)𝑓(𝑥)]𝐷(𝑞) [𝑓(𝑥)] 𝑔(𝑥)+

[1 + (1− 𝑞)𝑔(𝑥)] 𝑓(𝑥)𝐷(𝑞) [𝑔(𝑥)]}.

(1.54)

Axiomas e Teorema da Unicidade para a Entropia de

Tsallis

Seguindo o trabalho de Sumiyoshi Abe [33], vamos, nesta seção, generalizar os axiomas

de Shannon-Kinchin da entropia informacional ordinária para a antropia não aditiva de

Tsallis, além de fornecer uma prova do Teorema da Unicidade para essa.

Como já dissemos, o conceito de entropia é comum tanto à Teoria da Informação

quanto à Mecânica Estatística: dada uma distribuição de probabilidades {𝑝𝑖}𝑖=1,2,...,𝑊

que satisfaça 𝑝𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ) e ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1, a entropia informacional ordinária,
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designada nesse contexto como entropia de Boltzmann-Shannon, é definida como

𝑆({𝑝𝑖}) = −𝑘
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖, (1.55)

sendo 𝑘 uma constante positiva (e, no presente escopo, unitária por simplicidade). A

entropia de Boltazmann-Shannon é uma função côncava do conjunto de probabilidades, e

satisfaz o Teorema H. Seu máximo, conforme podemos inferir do que vimos anteriormente,

é atingido por uma distribuição equiprovável, 𝑝𝑖 = 𝑝 = 1/𝑊 , e seu valor é dado por

𝑆 = 𝑘 ln𝑊 .

Claude Elwood Shannon e Aleksandr Yakovlevich Khinchin propuseram uma funda-

mentação axiomática para a entropia informacional, e seus axiomas são dados como segue:

1. 𝑆(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ) é contínua com respeito a todos os seus argumentos, e tem seu

máximo para uma distribuição equiprovável, 𝑝𝑖 = 1/𝑊 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 );

2. 𝑆 (𝐴,𝐵) = 𝑆 (𝐴) + 𝑆 (𝐵|𝐴);

3. 𝑆(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 , 0) = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ).

Os axiomas (1) e (3) são de apreensão imediata, mas cabe uma discussão mais pro-

funda sobre o axioma (2). Vejamos, 𝑆(𝐴,𝐵) e 𝑆(𝐴) são respectivamente a entropia

do sistema compósito (𝐴,𝐵) com a distribuição de probabilidade conjunta 𝑝𝑖𝑗(𝐴,𝐵)

(𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑈), e a do subsistema 𝐴 com distribuição de probabilidade

marginal 𝑝𝑖(𝐴) = ∑︀𝑈
𝑗=1 𝑝𝑖𝑗(𝐴,𝐵). O termo 𝑆(𝐴|𝐵) é uma entropia condicional, associada

à distribuição de probabilidade condicional

𝑝𝑖𝑗(𝐵|𝐴) = 𝑝𝑖𝑗(𝐴,𝐵)
𝑝𝑖(𝐴) . (1.56)

A entropia condicional é dada por

𝑆[𝐵|𝐴] = ⟨𝑆(𝐵|𝐴𝑖)⟩(𝐴) =
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖(𝐴)𝑆(𝐵|𝐴𝑖) (1.57)

onde 𝑆(𝐵|𝐴𝑖) é a entropia associada a 𝑝𝑖𝑗(𝐵|𝐴).

Se cogitarmos o caso particular em que 𝐴 e 𝐵 são estatisticamente independentes,
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teremos 𝑆(𝐵|𝐴) = 𝑆(𝐵), que nos leva à aditividade entrópica

𝑆(𝐴,𝐵) = 𝑆(𝐴) + 𝑆(𝐵). (1.58)

O Teorema da Unicidade, como enunciado por Shannon e Khinchin, estabelece que

a quantidade que satisfaz os axiomas (1), (2) e (3) é unicamente a entropia dada pela

equação 1.55.

Como já vimos, a entropia de Tsallis, uma das possíveis generalizações da entropia de

Boltzmann-Shannon e para a qual converge no limite de 𝑞 → 1, é dada por

𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ) = 𝑘

1− 𝑞

[︃
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑝𝑞

𝑖 − 1
]︃
, (𝑞 ∈ R) (1.59)

A entropia de Tsallis é positiva e concava, além de satisfazer o Teorema H - contudo,

o princípio da aditividade é violado. Ela tem seu máximo também na distribuição

equiprovável de probabilidades, 𝑝𝑖 = 1/𝑊 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ), e assume um valor de

𝑆𝑞 = 𝑘(1 − 𝑞)−1 (𝑊 1−𝑞 − 1), que cresce monotonamente em função de 𝑊 . Para dois

sistemas estatisticamente independentes, 𝐴 e 𝐵, teremos

𝑆𝑞(𝐴,𝐵) = 𝑆𝑞(𝐴) + 𝑆𝑞(𝐵) + (1− 𝑞)
𝑘

𝑆𝑞(𝐴)𝑆𝑞(𝐵) (1.60)

o que é designado como pseudoaditividade.

Abe [33] introduz, com o objetivo de alcançar uma axiomática para a entropia de

Tsallis e provar para a mesma o Teorema de Unicidade, o conceito de entropia não aditiva

condicional. No âmbito da MENE, a média de uma quantidade 𝑄 = {𝑄𝑖}𝑖=1,2,...,𝑊 é dada

segundo

⟨𝑄⟩𝑞 =
𝑊∑︁

𝑖=1
𝑄𝑖𝑃𝑖 ≡

∑︀𝑊
𝑖=1 𝑄𝑖𝑝

𝑞
𝑖∑︀𝑊

𝑖=1 𝑝
𝑞
𝑖

(1.61)

onde

𝑃𝑖 ≡
𝑝𝑞

𝑖∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖

é uma distribuição companheira associada a 𝑝𝑖. Para manter-se a consistência com o

formalismo da MENE, o conceito apresentado em 1.61 deve ser usado para generalizar

1.57: para isso, calcularemos a entropia de Tsallis da seguinte distribuição condicional de

30



probabilidades

𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖) = 𝑘

1− 𝑞

⎧⎨⎩
𝑈∑︁

𝑗=1
[𝑝𝑖𝑗(𝐵|𝐴)]𝑞 − 1

⎫⎬⎭ (1.62)

Dessa quantidade, podemos definir a entropia não aditiva condicional como segue

𝑆𝑞(𝐵|𝐴) = ⟨𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖)⟩(𝐴)
𝑞 =

∑︀𝑊
𝑖=1[𝑝𝑖(𝐴)]𝑞𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖)∑︀𝑊

𝑖=1[𝑝𝑖(𝐴)]𝑞
(1.63)

que pode ser expressa como, utilizando-se a definição de entropia de Tsallis,

𝑆𝑞(𝐵|𝐴) = 𝑆𝑞(𝐴,𝐵)− 𝑆𝑞(𝐴)
1 + (1− 𝑞)𝑆𝑞(𝐴) . (1.64)

Podemos perceber facilmente, a partir da forma seguinte, que a pseudoatividade da en-

tropia de Tsallis é recuperada no caso especial em que 𝐴 e 𝐵 são estatisticamente inde-

pendentes um do outro

𝑆𝑞(𝐴,𝐵) = 𝑆𝑞(𝐴) + 𝑆𝑞(𝐵|𝐴) + (1− 𝑞)𝑆𝑞(𝐴)𝑆𝑞(𝐵|𝐴). (1.65)

Sumiyoshi Abe [33] introduz, então, seu conjunto de três axiomas para a entropia de

Tsallis:

I. 𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ) é contínua com respeito a todos os seus argumentos e assume seu

máximo para a distribuição equiprovável 𝑝𝑖 = 1/𝑊 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 );

II. 𝑆𝑞(𝐴,𝐵) = 𝑆𝑞(𝐴) + 𝑆𝑞(𝐵|𝐴) + (1− 𝑞)𝑆𝑞(𝐴)𝑆𝑞(𝐵|𝐴);

III. 𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 , 0) = 𝑆𝑞(𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑊 ).

Feito isso, enuncia o Teorema da Unicidade para a entropia não aditiva de Tsallis:

Teorema 1.1. Uma quantidade que satisfaça os axiomas (I), (II) e (III) é unicamente

igual à Entropia de Tsallis.

Prova 1.1. Vamos considerar a distribuição equiprovável 𝑝𝑖 = 1/𝑊 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ) e

fazer

𝑆𝑞

(︂ 1
𝑊
,

1
𝑊
, ...,

1
𝑊

)︂
:= 𝐿𝑞(𝑊 ). (1.66)
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De (𝐼𝐼𝐼) temos que

𝐿𝑞(𝑊 ) = 𝑆𝑞

(︂ 1
𝑊
,

1
𝑊
, ...,

1
𝑊
, 0
)︂

≤ 𝑆𝑞

(︂ 1
𝑊 + 1 ,

1
𝑊 + 1 , ...,

1
𝑊 + 1 ,

1
𝑊 + 1

)︂
= 𝐿𝑞(𝑊 + 1)

(1.67)

o que nos permite interpretar 𝐿𝑞(𝑊 ) como uma função não decrescente de 𝑊 .

Consideremos 𝑚 sistemas estatisticamente independentes {𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑚}, cada um

deles contendo 𝑟 ≥ 2 eventos igualmente prováveis. Temos então

𝑆𝑞(𝐴𝑡) = 𝑆𝑞

(︂1
𝑟
,
1
𝑟
, ...,

1
𝑟

)︂
= 𝐿𝑞(𝑟), (1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚). (1.68)

Usando (𝐼𝐼) para esses sistemas independentes, encontramos

𝑆𝑞(𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑚) =
𝑚∑︁

𝑡=1

(︃
𝑚

𝑡

)︃
(1− 𝑞)𝑡−1[𝐿𝑞(𝑟)]𝑡

= 1
1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]𝑚 − 1} .

(1.69)

Uma vez que 𝑆𝑞(𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑚) = 𝐿𝑞(𝑟𝑚), teremos

𝐿𝑞(𝑟𝑚) = 1
1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]𝑚 − 1} . (1.70)

Da mesma forma, para outros inteiros positivos 𝑛 e 𝑠 (𝑛, 𝑠 ≥ 2), teremos

𝐿𝑞(𝑠𝑛) = 1
1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠)]𝑛 − 1} . (1.71)

É possível fazer com que 𝑚, 𝑟, 𝑛 e 𝑠 satisfaçam a seguinte relação

𝑟𝑚 ≤ 𝑠𝑛 ≤ 𝑟𝑚+1. (1.72)

que, suposta, nos leva à seguinte inequação de funcionais 𝐿𝑞, que, vale lembrar, são funções

não decrescentes de suas variáveis

𝐿𝑞(𝑟𝑚) ≤ 𝐿𝑞(𝑠𝑛) ≤ 𝐿𝑞(𝑟𝑚+1) (1.73)
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que nos leva, de acordo com o visto, a

1
1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]𝑚 − 1} ≤ 1

1− 𝑞 {[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠)]𝑛 − 1}

≤ 1
1− 𝑞

{︁
[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]𝑚+1 − 1

}︁
.

(1.74)

Abe [33], nesta etapa de sua digressão, estabelece a necessidade de observarmos dois

casos separadamente: 0 < 𝑞 < 1 e 𝑞 > 1. O fato é que, em ambos os casos, a seguinte

inequação se apresenta

𝑚

𝑛
≤ ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠)]

ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]
≤ 𝑚

𝑛
+ 1
𝑛
. (1.75)

No processo de construção da inequação 1.75, o autor [33] concebe o seguinte Ansatz:

0 < 1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟), 1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠) < 1

para 𝑞 > 1.
(1.76)

Da equação 1.72 obtemos

𝑚

𝑛
≤ ln 𝑠

ln 𝑟 ≤
𝑚

𝑛
+ 1
𝑛

(1.77)

que, combinada com a equação 1.75 nos dá

⃒⃒⃒⃒
⃒ ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠)]
ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]

− ln 𝑠
ln 𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑛
. (1.78)

Mas podemos fazer 𝑛 arbitrariamente grande, e então obtemos

ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑟)]
ln 𝑟 = ln[1 + (1− 𝑞)𝐿𝑞(𝑠)]

ln 𝑠 := 𝜆(𝑞) (1.79)

onde 𝜆(𝑞) é uma constante de separação que depende somente de 𝑞. Assim, teremos

𝐿𝑞(𝑟) = 1
1− 𝑞

[︁
𝑟𝜆(𝑞) − 1

]︁
. (1.80)

Simples verificação nos leva a 𝜆(1) = 0. Devemos testar agora quaisquer números racionais
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da forma

𝑝𝑖 = 𝑔𝑖

𝑔
, (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ) (1.81)

onde 𝑔𝑖 (𝑖 = 1, 2, ...,𝑊 ) são inteiros positivos e 𝑔 = ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑔𝑖. Vamos considerar dois

sistema, 𝐴 e 𝐵. O sistema 𝐴 é descrito pela distribuição de probabilidades {𝑝𝑖 =

𝑔𝑖/𝑔}𝑖=1,2,...,𝑊 . O sistema 𝐵 será construído em dependência de 𝐴: 𝐵 contêm 𝑔 even-

tos, que são particionados em 𝑊 grupos, 𝐵1, 𝐵2, ..., 𝐵𝑊 ; 𝐵𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑊 ) têm 𝑔𝑗 eventos;

uma vez que o 𝑖-ésimo evento 𝐴𝑖 do sistema 𝐴 seja encontrado (ou seja, 𝐴 = 𝐴𝑖), então,

no sistema 𝐵, 𝑔𝑖 eventos do grupo 𝐵𝑗=𝑖 terão a mesma probabilidade condicional 1/𝑔𝑖 e

todos os eventos dos demais grupos 𝐵𝑗 ̸=𝑖 terão probabilidade nula. O funcional 𝑆𝑞 de 𝐵

assim construído é calculado da seguinte forma

𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖) = 𝑆𝑞

(︃
1
𝑔𝑖

,
1
𝑔𝑖

, ...,
1
𝑔𝑖

)︃
= 𝐿𝑞(𝑔𝑖)

= 1
1− 𝑞

[︁
𝑔

𝜆(𝑞)
𝑖 − 1

]︁
.

(1.82)

Portanto, a entropia não aditiva condicional é dada por

𝑆𝑞(𝐵|𝐴) = ⟨𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖)⟩(𝐴)
𝑞 =

∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖𝑆𝑞(𝐵|𝐴𝑖)∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖

= 1
1− 𝑞

⎡⎣∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖 𝑔

𝜆(𝑞)
𝑖∑︀𝑊

𝑖=1 𝑝
𝑞
𝑖

− 1
⎤⎦ . (1.83)

Já o sistema composto (𝐴,𝐵) consiste nos eventos 𝐴𝑖𝐵𝑗=1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑊 ): para um dado

𝑖, o número de possíveis eventos 𝐴𝑖𝐵𝑗=𝑖 é 𝑔𝑖 e, portanto, o número total de eventos no

sistema composto é dado por ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑔𝑖 = 𝑔. A probabilidade de ocorrer o evento 𝐴𝑖𝐵𝑗=𝑖 é

𝑝𝑖/𝑔𝑖 = 1/𝑔. Então, 𝑆𝑞 do sistema composto como descrito é dada por

𝑆𝑞(𝐴,𝐵) = 𝐿𝑞(𝑔) = 1
1− 𝑞

[︁
𝑔𝜆(𝑞) − 1

]︁
. (1.84)

Substituindo as equações 1.83 e 1.84 no axioma (𝐼𝐼) e usando 1.81, teremos

𝑆𝑞(𝐴) = 1
1− 𝑞

[︃ ∑︀𝑊
𝑖=1 𝑝

𝑞
𝑖∑︀𝑊

𝑖=1 𝑝
𝑞+𝜆(𝑞)
𝑖

− 1
]︃

(1.85)
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que é válida para qualquer distribuição de probabilidade {𝑝𝑖}𝑖=1,2,...,𝑊 dada a suposição

de continuidade vista em (𝐼).

A última tarefa que nos resta, para demonstrar que uma 𝑆𝑞 que satisfaça o conjunto

de axiomas (𝐼), (𝐼𝐼) e (𝐼𝐼𝐼) é unicamente igual à Entropia de Tsallis, é determinar 𝜆(𝑞).

Para tanto, basta calcular a entropia não aditiva condicional usando a equação 1.85 e

impondo (𝐼𝐼): fazendo isso, encontramos

𝜆(𝑞) = 1− 𝑞 (1.86)

que justifica também a Ansatz manifesta em 1.76.
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Capítulo 2

Teorema do Limite Central

Nossa seção introdutória deste capítulo foi mormente baseada na obra de Fischer [34]

sobre a história do Teorema do Limite Central, da teoria clássica de probabilidades à

moderna. A própria denominação "Teorema do Limite Central"é rastreada até um traba-

lho de 1920 de Georg Pólya [35], em que o mesmo assevera que é amplamente conhecido

que o aparecimento reiterado de uma densidade de probabilidade gaussiana, 𝐶𝑒−𝑥2 , em

muitas situações, poderia ser explicada por um teorema que tem papel central na teoria

das probabilidades, um "central limit theorem of probability theory", embora tenha sido

Pierre-Simon, Marquês de Laplace, que forjou as bases do que veio a se tornar o TLC (ou

CLT na sigla em inglês) ainda em 1810.

Conforme [34], hoje o termo CLT está associado a múltiplas propostas de convergência

de distribuição de probabilidades de funções de número crescente de variáveis aleatórias

reais uni ou multi-dimensionais, ou até mesmo a elementos aleatórios mais gerais (e.g.,

valores no espaço de Banach) a distribuições normais, como a seguinte, unidimensional

com média 𝜇 e desvio padrão 𝜎

𝐺(𝑥) ≡ 1
𝜎
√

2𝜋

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒− (𝑡−𝜇)2

2𝜎2 𝑑𝑡

ou distribuições relacionadas.

A despeito de se designar como caso "clássico"do CLT aquele que lida com a equidade

assintótica de distribuições de somas de variáveis aleatórias independentes ou fracamente

dependentes a uma distribuição normal padrão (para a dimensão do conjunto a que per-

tencem essas mesmas variáveis), que corrobora a compreensão de Pólya em seu trabalho
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de 1920, hoje o termo Teorema do Limite Central congrega todo um inteiro grupo de teo-

remas sobre convergência de funções distribuição, densidades ou probabilidades discretas

de somas de variáveis aleatórias: um caso que é senão o primeiro ao menos um dos mais

antigos de teorema desse grupo foi proposto por Abraham de Moivre ainda em 1733. O

trabalho original de Laplace, que ficou famoso (desconhecemos se merecidamente) por ge-

neralizar o uso de distribuições normais como aproximação válida em "qualquer situação",

com o estabelecimento de uma "lei de frequência"gaussiana para somas de grandes núme-

ros de variáveis aleatórias independentes, deu a essas propostas o status de leis naturais

aos olhos dos probabilistas do século XIX: esse insight matemático serviu de base, não

sem mérito, para a construção da teoria de erros e do campo de distribuições estatísti-

cas, ambos tão importantes para o desenvolvimento das ciências naturais e sociais, cujo

patrono é o polímata francês Lambert Adolphe Jacques Quételet [34].

Continuando a consulta à obra de Fischer [34], o autor nos fala que há uma diferen-

ciação entre os CLTs para somatórios normalizados e matrizes triangulares de um lado,

e entre teoremas para integrais e limites locais de outro. A versão historicamente mais

importante do Teorema do Limite Central (e aquela a que faremos referência pelas siglas

TLC, em português, e CLT em inglês, indistintamente) é uma pertencente à classe de

teoremas de limite integral para somas normalizadas. Seja {𝑋𝑘} uma sequência de variá-

veis aleatórias independentes ou fracamente dependentes em um espaço de probabilidade

comum. Sob condições particulares sobre 𝑋𝑘, existem sequências {𝑎𝑛 > 0} e {𝑏𝑘} tais

que

∀𝑟 ∈ R : 𝑃
(︃∑︀𝑛

𝑘=1(𝑋𝑘 − 𝑏𝑘)
𝑎𝑛

≤ 𝑟

)︃
→ 𝐺(𝑟), (𝑛→∞), (2.1)

onde 𝐺(𝑥) designa uma função distribuição do tipo distribuição normal padrão. No caso

de 𝑎2
𝑛 = Var∑︀𝑛

𝑘=1 𝑋𝑘 e 𝑏𝑘 = E𝑋𝑘, fala-se em "normalização clássica".

Pafnuti Lvovitch Chebyshev [36] foi o primeiro a formular uma afirmação evolvendo

o CLT como em 2.1 para uma sequência de variáveis aleatórias independentes usando

normalização clássica, e buscando provar sua declaração sob condições determinadas. Em

entremeios dos séculos XIX e XX, a maioria dos matemáticos consideravam relações que

eram equivalentes a 2.1:

∀𝑎 ≤ 𝑏 ∈ R : 𝑃
(︃
𝑎 ≤

∑︀𝑛
𝑘=1(𝑋𝑘 − 𝑏𝑘)

𝑎𝑛

≤ 𝑏

)︃
→ 𝐺(𝑏)−𝐺(𝑎), (𝑛→∞)
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ou

∀𝑎 < 𝑏 ∈ R : 𝑃
(︃
𝑎 <

∑︀𝑛
𝑘=1(𝑋𝑘 − 𝑏𝑘)

𝑎𝑛

< 𝑏

)︃
→ 𝐺(𝑏)−𝐺(𝑎), (𝑛→∞).

A formulação do CLT da forma 2.1 é costumeiramente atribuída a Richard von Mises [37].

Versões locais do CLT aparecem explicitamente no trabalho de Pavel Alekseevic Nekrasov

[38] no final do século XIX. O tratamento de normalizações não clássicas começou no início

da década de 1920 com os trabalhos de Sergei Natanovich Bernshtein [39] [40] e Paul Lévy

[41]. A ideia de se considerar matrizes triangulares (essencialmente múltiplas sequências de

variáveis aleatórias) foi encontrada em [39] e no trabalho de Jarl Waldemar Lindeberg [42]

[43], mas foi retomada com intensidade somente na década de 1930. O desenvolvimento

de CLTs para somatórios de variáveis aleatórias dependentes só teve início com Andrei

Andreevich Markov [44]. Da publicação do artigo de Chebyshev até a metade da década

de 1930, a forma 2.1 do CLT para variáveis aleatórias independentes esteve no primeiro

plano de interesse [34].

Fischer [34] ressalta que antes das contribuições de Chebyshev, não se estudavam

variações do CLT, mas aproximações de densidades de probabilidade, probabilidades in-

dividuais ou probabilidades de que uma soma de variáveis aleatórias se situassem “entre”

limites predeterminados, de forma absoluta ou relativa. As declarações correspondentes

podem ser interpretadas do ponto de vista de ambas somas normalizadas em normas

clássicas e matrizes triangulares. Sempre se pressupunha, muitas vezes tacitamente, a in-

dependência das variáveis somadas em questão. Aproximações para densidades (no caso

de variáveis aleatórias contínuas) ou probabilidades discretas (no caso o caso de variáveis

aleatórias distribuídas em rede) e aproximações para probabilidades integrais foram con-

sideradas equivalentes. Por esta razão, é verdadeiramente inútil diferenciar entre formas

integrais e formas locais do CLT na era anterior a Chebyshev.

Embora o CLT tenha se tornado um objeto matematicamente discreto, que foi exa-

minado por si mesmo, ainda na virada do século XIX para o XX como resultado dos

trabalhos de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov [45] [46] [47] [48], somente na década de

1940 o escopo de análise do CLT para somas de variáveis independentes foi expandido para

leis mais gerais de limite estáveis não normais e infinitamente divisíveis. A monografia

Limit Distributions for Sums of Independent Random Variables de Boris Vladimirovich

Gnedenko e Andrei Nikolaevich Kolmogorov, originalmente publicada em russo em 1949,

foi dedicada a esse complexo de problemas e representou uma das obras mais importantes
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da teoria da probabilidade do século XX [34].

Vamos encerrar esta etapa introdutória com as considerações finais de Fischer [34].

Juntamente com as abordagens orientadas para a estrutura e generalizantes, a relevância

prática tornou-se novamente um fator determinante nos campos relacionados às somas

de variáveis aleatórias por volta do ano de 1950. Considerando que, por exemplo, a aná-

lise matematicamente rigorosa das propriedades do movimento browniano foi considerada

amplamente sem sentido para a física na década de 1940 [49], apenas alguns anos de-

pois os estudos matemáticos correspondentes foram considerados tão importantes para

aplicações militares em processamento de sinais ou óptica que eles - na medida em que

se originaram nos EUA - foram muitas vezes promovidos pelo Office of Naval Research,

fundado em 1946. O interesse reforçado na colaboração nestas áreas entre a matemática e

a física é demonstrado pela monumental monografia Théorie des Fonctions Aléatoires de

André Blanc-Lapierre e Robert Fortet (1953). Se assim desejarmos, o livro de Gnedenko

e Kolmogorov de 1949 pode ser considerado a representação “última” de um subcampo

“clássico-moderno” da teoria da probabilidade cujas estruturas básicas já existiam por

volta de 1940, mesmo que muitos problemas individuais, como aqueles envolvendo teore-

mas de limite local, grandes desvios, propriedades especiais de distribuições infinitamente

divisíveis e, em particular, estáveis, permanecessem sem solução por enquanto. Por outro

lado, quando se tenta descrever a história do CLT entre 1945 e 1955, pode-se esponta-

neamente tender a falar de um desenvolvimento “pós-moderno”: se Limit Distributions

of Sums of Independent Random Variables [50] é interpretado como uma “grande nar-

rativa”, nas palavras de Jean-François Lyotard [51], que utiliza uma linguagem e forma

de argumentação robustas (funções de distribuição e funções características) e segue uma

"ideologia"(conforme a interpretação de Lyotard do termo) consistente (explorando es-

truturas estocásticas “clássicas” em um discurso matemático), então, particularmente,

os desenvolvimentos do pós-guerra caracterizados por uma mistura de métodos e novas

interações entre teoria e aplicação, podem ser vistos como tendências com características

pós-modernas.

Muitos grandes nomes foram deixados de lado nessa pequena e concisa revisão sobre o

Teorema do Limite Central e sua evolução enquanto área de pesquisa durante o tempo: é

necessário escusar o autor da presente dissertação, que não possui nem formação histórico-

matemática o suficiente, nem dispõe de páginas o bastante, para discorrer a respeito de
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ideia tão fértil. A despeito dos "métodos e tendências pós-modernos", como cita [34] e

dos quais a ciência hoje inevitavelmente se vale, os primeiros estudiosos da Mecânica

Estatística Não Extensiva muito cedo se depararam com a possibilidade de estender a

validade do CLT, antevendo tornar sua teoria uma obra mais vigorosa e bela, e não há

demérito científico algum nisso, senão bem o contrário.

Generalização do CLT para a Entropia Não Aditiva 𝑆𝑞

A presente seção é baseada principalmente no trabalho de Umarov, Tsallis e Steinberg

[52], e é de essencial valor para a compreensão do capítulo final da presente dissertação.

A obra de Tsallis [13] foi crucial para nossa busca por referências e por uma apresentação

concisa, mas perspicaz, do tema.

De forma geral, [52] nos diz, a 𝑞-generalização do CLT aparenta ser intratável através

da álgebra clássica mas, através da 𝑞-álgebra, ela é possível e até relativamente fácil.

Abordaremos aqui o 𝑞-CLT para 1 ≤ 𝑞 < 3, 𝑞 ∈ R - uma generalização mais abrangente

do Teorema do Limite Central seria provavelmente inédita e demandaria espaço de que

não dispomos e esforço maior do que podemos empreender, mas o que será apresentado é o

suficiente para nossos objetivos. Os teoremas que vamos revisitar da literatura dependem

de correlações específicas: uma distinção importante entre o CLT e sua 𝑞-generalização é o

fato que este último não é possível para somente um dado 𝑞. Isso significa que o parâmetro

𝑞 é conectado a dois outros números, 𝑞* = 𝑧−1(𝑞) e 𝑞* = 𝑧(𝑞), onde 𝑧(𝑠) = (1 + 𝑠)/(3− 𝑠):

será visto que 𝑞* identifica um atrator, e 𝑞* determina a taxa de escala. Em geral, a

generalização do CLT que é aqui proposta é conectada a um tripleto (𝑞𝑘−1, 𝑞𝑘, 𝑞𝑘+1), onde

𝑞 ∈ [1, 2), com nosso sistema possuindo correlação identificada por 𝑞𝑘, 𝑞𝑘−1 corresponde

ao 𝑞*, e 𝑞𝑘+1 a 𝑞*. É imediato que se fizermos 𝑞 = 1, toda a família de teoremas que serão

propostos se reduzem a um elemento, recuperando-se o CLT clássico.

𝑞-Transformada de Fourier

Vimos já no Capítulo 1 as generalizações 𝑞-álgebra e 𝑞-cálculo - vamos dar seguimento a

esse tópico aqui antes de prosseguirmos ao nosso presente objetivo.
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Seja 𝛽 um numero positivo. A função

𝐺𝑞(𝛽;𝑥) =
√
𝛽

𝐶𝑞

𝑒−𝛽𝑥2

𝑞 (2.2)

é uma 𝑞-gaussiana. 𝐶𝑞 é uma constante de normalização da forma

𝐶𝑞 =
∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑥2

𝑞 𝑑𝑥.

É fácil verificarmos que

𝐶𝑞 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2√
1−𝑞

∫︀ 𝜋/2
0 (cos 𝑡)

3−𝑞
1−𝑞 𝑑𝑡 = 2

√
𝜋Γ( 1

1−𝑞 )
(3−𝑞)

√
1−𝑞Γ( 3−𝑞

2(1−𝑞))
, −∞ < 𝑞 < 1,

√
𝜋, 𝑞 = 1,

2√
𝑞−1

∫︀∞
0 (1 + 𝑦2)

−1
𝑞−1𝑑𝑦 =

√
𝜋Γ( 3−𝑞

2(𝑞−1))√
𝑞−1Γ( 1

𝑞−1) , 1 < 𝑞 < 3.

(2.3)

Para 𝑞 < 1 o suporte de 𝐺𝑞(𝛽;𝑥) é compacto uma vez que a densidade se anula para

|𝑥| > 1/
√︁

(1− 𝑞)𝛽. Notemos também que, para 𝑞 < 5/3, a variância é finita e, para

5/3 ≤ 𝑞 < 3, ela diverge. Por último, percebe-se que há relações entre diferentes valores

de 𝑞, tal qual o seguinte exemplo:

𝑒−𝑥2

𝑞 =
(︂
𝑒𝑞𝑥2

2− 1
𝑞

)︂ 1
𝑞

.

Seguindo [52], apresentamos o lema seguinte, que estabelece uma relação geral entre

diferentes 𝑞-gaussianas.

Lema 2.1. Para qualquer 𝑞1 real, 𝛽1 > 0 e 𝛿 > 0, existem grandezas unicamente deter-

minadas, 𝑞2 = 𝑞2(𝑞1, 𝛿) e 𝛽2 = 𝛽2(𝛽1, 𝛿), tais que:

(︁
𝑒−𝛽1𝑥2

𝑞1

)︁𝛿
= 𝑒−𝛽2𝑥2

𝑞2 .

Ademais, 𝑞2 = 𝛿−1(𝛿 − 1 + 𝑞1), 𝛽2 = 𝛿𝛽1.

Prova Lema 2.1. Seja 𝑞1 ∈ R1, e 𝛽1 > 0 e 𝛿 > 0 quaisquer números reais fixos. Para a

equação (︁
1− (1− 𝑞1)𝛽1𝑥

2
)︁ 𝛿

1−𝑞1 =
(︁
1− (1− 𝑞2)𝛽2𝑥

2
)︁ 𝛿

1−𝑞2

ser uma identidade, é necessário que (1− 𝑞1)𝛽1 = (1− 𝑞2)𝛽2 e (1− 𝑞1) = 𝛿(1− 𝑞2): essas

41



equações possuem uma única solução, 𝑞2 = 𝛿−1(𝛿 − 1 + 𝑞1), 𝛽2 = 𝛿𝛽1.

O grupo de todas as 𝑞-gaussianas com um fator positivo constante será denotado como

𝒢𝑞, ou seja

𝒢𝑞 ≡ {𝑏𝐺𝑞(𝛽, 𝑥) : 𝑏 > 0, 𝛽 > 0} .

Vamos finalmente ao tema desta subseção. A partir de agora, vamos assumir que

1 ≤ 𝑞 < 3. Para tal intervalo de valores de 𝑞 apresentaremos a 𝑞-Transformada de Fourier,

𝐹𝑞, um operador que, como era de se esperar, coincide com a Transformada de Fourier

para 𝑞 = 1. Notar-se-á que 𝐹𝑞, definida tendo como base o 𝑞-produto e a 𝑞-exponencial

é, em contraste com a Transformada de Fourier, não linear para 𝑞 ∈ [1, 3). Seja 𝑓 uma

função não negativa com1 supp(𝑓) ⊆ R. A 𝑞-Transformada de Fourier é definida pela

seguinte equação

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) ≡
∫︁

supp(𝑓)
𝑒𝑖𝑥𝜉

𝑞 ⊗𝑞 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (2.4)

onde a integral deve ser intendida na concepção de Lebesgue. Para funções discretas 𝑓𝑘,

𝑘 ∈ Z, 𝐹𝑞 é definida como

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) ≡
∑︁

𝑘∈𝒵𝑓

𝑒𝑖𝑘𝜉
𝑞 ⊗𝑞 𝑓𝑘, (2.5)

onde 𝒵𝑓 = {𝑘 ∈ Z : 𝑓𝑘 ̸= 0}.

O seguinte lema estabelece a expressão da 𝑞-Transformada de Fourier em termos do

produto padrão, ao invés do 𝑞-produto.

Lema 2.2. A 𝑞-Transformada de Fourier pode ser escrita na seguinte forma

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) =
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑥𝜉[𝑓(𝑥)]𝑞−1

𝑞 𝑑𝑥. (2.6)
1Suponha que a função 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) esteja definida em um domínio Ω ⊂ E𝑛. O suporte de 𝑓

é o conjunto fechado de pontos 𝑥 ∈ Ω para os quais 𝑓(𝑥) é diferente de zero (𝑓(𝑥) ̸= 0). Assim, pode-se
dizer também que uma função de suporte compacto em Ω é uma função definida em Ω tal que seu suporte
Λ é um conjunto limitado fechado localizado a uma distância da fronteira Γ de Ω por um número maior
que 𝛿 > 0, onde 𝛿 é suficientemente pequeno. Quando o suporte de 𝑓(𝑥) (escrito supp(𝑓)) é mencionado,
pode ser a interseção de todos os suportes, {𝑥 ∈ Ω : 𝑓(𝑥) ̸= 0} (o suporte da teoria dos conjuntos), ou o
menor suporte com algum propriedade de interesse.[53]
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Prova Lema 2.2. Para 𝑥 ∈ supp(𝑓) nós temos]

𝑒𝑖𝑥𝜉
𝑞 ⊗𝑞 𝑓(𝑥) =

{︁
1 + (1− 𝑞)𝑖𝑥𝜉 + [𝑓(𝑥)]1−𝑞 − 1

}︁ 1
1−𝑞 =

𝑓(𝑥)
{︁
1 + (1− 𝑞)𝑖𝑥𝜉 [𝑓(𝑥)]𝑞−1

}︁ 1
1−𝑞 ,

(2.7)

e, integrando ambos os lados dessa equação, encontramos 2.6.

Analogamente, para uma função discreta 𝑓𝑘, 𝑘 ∈ Z, 2.6 pode ser representada como:

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑓𝑘𝑒
𝑖𝑘𝜉𝑓𝑞−1

𝑘
𝑞 .

Corolário 2.1. A 𝑞-Transformada de Fourier existe para qualquer 𝑓 não negativa perten-

cente a 𝐿1(R). Ademais, |𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉)| ≤ ||𝑓 ||𝐿1, onde ||𝑓 ||𝐿1 =
∫︀
R 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝐿1 sendo o espaço

de funções absolutamente integráveis.

Prova Corolário 2.1. Essa é uma simples aplicação do Lema 2.2 e das assíntotas de 𝑒𝑖𝑥
𝑞

para |𝑥| grande.

Corolário 2.2. Assumamos 𝑓(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑅 e 𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) = 0 para todo 𝜉 ∈ R. Então

𝑓(𝑥) = 0 para quase todo 𝑥 ∈ R.

Lema 2.3. Seja 1 ≤ 𝑞 < 3. Para a 𝑞-Transformada de Fourier de uma 𝑞-gaussiana, a

seguinte fórmula é válida

𝐹𝑞 [𝐺𝑞(𝛽;𝑥)] (𝜉) =

⎛⎜⎝𝑒− 𝜉2

4𝛽2−𝑞𝐶
2(𝑞−1)
𝑞

𝑞

⎞⎟⎠
3−𝑞

2

. (2.8)

Prova do Lema 2.3. Vamos denotar 𝑎 =
√

𝛽

𝐶𝑞
e fazermos

𝐹𝑞

[︁
𝑎𝑒−𝛽𝑥2

𝑞

]︁
(𝜉) =

∫︁ ∞

−∞

(︁
𝑎𝑒−𝛽𝑥2

𝑞

)︁
⊗𝑞

(︁
𝑒𝑖𝑥𝜉

𝑞

)︁
𝑑𝑥,

usando a propriedade 𝑒𝑥+𝑦
𝑞 = 𝑒𝑥

𝑞 ⊗𝑞 𝑒
𝑦
𝑞 da 𝑞-exponencial, na forma

𝐹𝑞

[︁
𝑎𝑒−𝛽𝑥2

𝑞

]︁
(𝜉) = 𝑎

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝛽𝑥2+𝑖𝑎𝑞−1𝑥𝜉

𝑞 𝑑𝑥

= 𝑎
∫︁ ∞

−∞
𝑒

−
(︁√

𝛽𝑥− 𝑖𝑎𝑞−1𝜉

2
√

𝛽

)︁2
− 𝑎2(𝑞−1)𝜉2

4𝛽

𝑞 𝑑𝑥
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= 𝑎
∫︁ ∞

−∞
𝑒

(︁√
𝛽𝑥− 𝑖𝑎𝑞−1𝜉

2
√

𝛽

)︁2

𝑞 ⊗𝑞 𝑒
− 𝑎2(𝑞−1)𝜉2

4𝛽
𝑞 𝑑𝑥.

A substituição 𝑦 =
(︂√

𝛽𝑥− 𝑖𝑎𝑞−1𝜉

2
√

𝛽

)︂
leva à equação

𝐹𝑞

[︁
𝑎𝑒−𝛽𝑥2

𝑞

]︁
(𝜉) = 𝑎√

𝛽

∫︁ ∞+𝑖𝜂

−∞+𝑖𝜂
𝑒−𝑦2

𝑞 ⊗𝑞 𝑒
− 𝑎2(𝑞−1)𝜉2

4𝛽
𝑞 𝑑𝑦,

onde 𝜂 = 𝜉𝑎𝑞−1

2
√

𝛽
. Além disso, o Teorema de Cauchy para integrais sobre curvas fechadas

é aplicável já que existe ao menos um decaimento tipo lei de potência da 𝑞-exponencial

para qualquer 1 ≤ 𝑞 < 3: usando esse fato, podemos alterar os limites de integração de

±∞+ 𝑖𝜂 para ±∞. Mais uma vez aplicando o Lema 2.2, temos

𝐹𝑞 [𝐺𝑞(𝛽;𝑥)] (𝜉) = 𝑎𝑒− 𝑎2(𝑞−1)
4𝛽

𝜉2

√
𝛽

∫︁ ∞

−∞
𝑒

−𝑦2

(︃
𝑒

− 𝑎2(𝑞−1)
4𝛽

𝜉2

𝑞

)︃𝑞−1

𝑑𝑦

= 𝑎𝐶𝑞√
𝛽

(︃
𝑒

− 𝑎2(𝑞−1)
4𝛽

𝜉2

𝑞

)︃1− 𝑞−1
2

.

que simplificada nos dá a equação 2.8.

Vamos introduzir a função 𝑧(𝑠) = 1+𝑠
3−𝑠

para 𝑠 ∈ (−∞, 3), e denotar sua inversa por

𝑧−1(𝑡), 𝑡 ∈ (−1,∞). Pode ser facilmente verificado que 𝑧
(︁

1
𝑧(𝑠) = 1

𝑠

)︁
e que 𝑧

(︁
1
𝑠

)︁
= 1

𝑧−1(𝑠) .

Seja 𝑞1 = 𝑧(𝑞) e 𝑞−1 = 𝑧−1(𝑞). Segue então que

𝑧

(︃
1
𝑞1

)︃
= 1
𝑞

e 𝑧

(︃
1
𝑞

)︃
= 1
𝑞−1

. (2.9)

A função 𝑧(𝑞) também possui as duas seguintes propriedades

𝑧(𝑞)𝑧(2− 𝑞) = 1 e 𝑧(2− 𝑞) + 𝑧−1(𝑞) = 2. (2.10)

Dessas considerações segue que 𝑞−1 + 1
𝑞1

= 2.

Corolário 2.3. Para 𝑞-gaussianas as seguintes 𝑞-Transformadas de Fourier são válidas

𝐹𝑞 [𝐺𝑞(𝛽;𝑥)] (𝜉) = 𝑒−𝛽*(𝑞)𝜉2

𝑞1 , 𝑞𝑞 = 𝑧(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3, (2.11)

44



𝐹𝑞−1 [𝐺𝑞−1(𝛽;𝑥)] (𝜉) = 𝑒−𝛽*(𝑞−1)𝜉2

𝑞 , 𝑞−1 = 𝑧−1(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3, (2.12)

onde 𝛽*(𝑠) = 3−𝑠

8𝛽2−𝑠𝐶
2(𝑠−1)
𝑠

, ou ainda:

𝛽
1√
2−𝑠

* 𝛽
√

2−𝑠 = 𝐾(𝑠)

com

𝐾(𝑠) =
[︃

3− 𝑠
8𝐶2(𝑠−1)

𝑠

]︃ 1√
2−𝑠

, 0 ≤ 𝐾(𝑠) < 1 para 𝑠 ≤ 2, com lim
𝑠→−∞

𝐾(𝑠) = 𝐾(2) = 0.

Faz-se notar que 𝛽*(𝑠) > 0 se 𝑠 < 3.

Corolário 2.4. Os seguintes mapeamentos são válidos e são injetivos

𝐹𝑞 : 𝒢𝑞 → 𝒢𝑞1 , 𝑞1 = 𝑧(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3,

𝐹𝑞−1 : 𝒢𝑞−1 → 𝒢𝑞, 𝑞−1 = 𝑧−1(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3.

Corolário 2.5. Existem as seguintes 𝑞-Transformadas de Fourier inversas

𝐹−1
𝑞 : 𝒢𝑞1 → 𝒢𝑞, 𝑞1 = 𝑧(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3,

𝐹−1
𝑞−1 : 𝒢𝑞 → 𝒢𝑞−1 , 𝑞−1 = 𝑧−1(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3.

Lema 2.4. Os seguintes mapeamentos são válidos

𝐹 1
𝑞1

: 𝒢 1
𝑞1
→ 𝒢 1

𝑞
, 𝑞1 = 𝑧(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3,

𝐹 1
𝑞

: 𝒢 1
𝑞
→ 𝒢 1

𝑞−1
, 𝑞−1 = 𝑧−1(𝑞), 1 ≤ 𝑞 < 3.

Prova do Lema 2.4. As afirmações desse lema seguem do Corolário 2.4, levando-se em

conta as propriedades 2.9.

Vamos introduzir a sequência 𝑞𝑛 = 𝑧𝑛(𝑞) = 𝑧 (𝑧𝑛−1(𝑞)), 𝑛 = 1, 2, ..., com 𝑞 = 𝑧0(𝑞),

𝑞 < 3. É possível estender a sequência 𝑞𝑛 para 𝑛 com valores inteiros negativos fazendo-se
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𝑞−𝑛 = 𝑧−𝑛(𝑞) = 𝑧−1 (𝑧1−𝑛(𝑞)), 𝑛 = 1, 2, .... Podemos verificar que

𝑞𝑛 = 2𝑞 + 𝑛(1− 𝑞)
2 + 𝑛(1− 𝑞) = 1 + 2(𝑞 − 1)

2− 𝑛(𝑞 − 1) , 𝑛 = 0,±1,±2, ..., (2.13)

que, para 𝑞 ̸= 1, pode ser reescrita como 2
1−𝑞𝑛

= 2
1−𝑞

+ 𝑛. Percebamos que 𝑞𝑛 ≡ 1, ∀𝑛,

se 𝑞 = 1 ou se lim𝑛→±∞ 𝑧𝑛(𝑞) = 1, ∀𝑞 ̸= 1. Essa propriedade segue de 2.13 onde 𝑞𝑛 > 1,

∀ 𝑛 < 2
(𝑞−1) , 𝑞 ∈ (1, 3). Ademais, 2

(𝑞−1) > 1 se 𝑞 ∈ (1, 3), o que implica 𝑞1 > 1. Concluímos

então que a condição 𝑞𝑛 > 1 garante 𝑞𝑘 > 1, 𝑘 = 𝑛− 1, 𝑛, 𝑛+ 1.

Definição 2.1.

...
𝑧→ 𝑞−2

𝑧→ 𝑞−1
𝑧→ 𝑞0 = 𝑞

𝑧→ 𝑞1
𝑧→ 𝑞2

𝑧→ ... (2.14)

...
𝑧−1
← 𝑞−2

𝑧−1
← 𝑞−1

𝑧−1
← 𝑞0 = 𝑞

𝑧−1
← 𝑞1

𝑧−1
← 𝑞2

𝑧−1
← ... (2.15)

Ademais temos, para 𝑘 = 1, 2, ... e 𝑛 = 0,±1,±2, ...,

𝐹 𝑘
𝑞𝑛

= 𝐹𝑞𝑛+𝑘−1 ∘ ... ∘ 𝐹𝑞𝑛 ,

𝐹−𝑘
𝑞𝑛

= 𝐹−1
𝑞𝑛−𝑘
∘ ... ∘ 𝐹−1

𝑞𝑛−1 ,

e ainda, para 𝑘 = 0, teremos 𝐹 0
𝑞 [𝑓 ] = 𝑓.

Da discussão pretérita, procedem as assertivas seguintes.

Lema 2.5. As seguintes relações de dualidade são válidas

𝑞𝑛−1 + 1
𝑞𝑛+1

= 2, 𝑛 ∈ Z. (2.16)

Prova do Lema 2.5. Usando a propriedade 2.10, obtemos

𝑞𝑛−1 = 𝑧−1(𝑞𝑛) = 2− 𝑧(2− 𝑞𝑛) = 2− 1
𝑧(𝑞𝑛) = 2− 1

𝑞𝑛+1
.
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Lema 2.6. Os seguintes mapeamentos são válidos

𝐹 𝑘
𝑞𝑛

: 𝒢𝑞𝑛 → 𝒢𝑞𝑘+𝑛
, 𝑘, 𝑛 ∈ Z,

lim
𝑘→−∞

𝐹 𝑘
𝑞𝑛
𝒢𝑞𝑛 = 𝒢,

onde 𝒢 é o conjunto das gaussianas clássicas.

Lema 2.7.

...
𝐹𝑞−3→ 𝒢𝑞−2

𝐹𝑞−2→ 𝒢𝑞−1
𝐹𝑞−1→ 𝒢𝑞

𝐹𝑞→ 𝒢𝑞1

𝐹𝑞1→ 𝒢2
𝐹𝑞2→ ... (2.17)

...
𝐹 −1

𝑞−3← 𝒢𝑞−2

𝐹 −1
𝑞−2← 𝒢𝑞−1

𝐹 −1
𝑞−1← 𝒢𝑞

𝐹 −1
𝑞← 𝒢𝑞1

𝐹 −1
𝑞1← 𝒢𝑞2

𝐹 −1
𝑞2← ... (2.18)

onde os lados direitos de ambas sequências são interrompidos para o subíndice 𝑛 ≥ 2
(𝑞−1) .

𝑞-CLT

Agora, tendo sempre como base [52] e [13], vamos replicar a 𝑞-generalização do Teorema do

Limite Central clássico para variáveis aleatórias independentes identicamente distribuídas

com variância finita.

Vamos a algumas noções introdutórias. Seja (Ω,ℱ , 𝑃 ) o espaço de probabilidades e

𝑋 uma variável aleatória definida no mesmo com uma densidade 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R), 𝜈𝑞(𝑓) =

||𝑓 ||𝑞𝐿𝑞
=
∫︀∞

−∞ [𝑓(𝑥)]𝑞 𝑑𝑥 <∞. A densidade

𝑓𝑞 = [𝑓(𝑥)]𝑞
𝜈𝑞(𝑓)

é comumente designada como escort density. A 𝑞-média de 𝑋 é dada por

𝜇𝑞 = 𝜇𝑞(𝑋) =
∫︁ ∞

−∞
𝑥𝑓𝑞(𝑥)𝑑𝑥

e a 𝑞-variância por

𝜎2
𝑞 = 𝜎2

𝑞 (𝑋 − 𝜇𝑞) =
∫︁ ∞

−∞
(𝑥− 𝜇𝑞)2𝑓𝑞(𝑥)𝑑𝑥,
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supondo-se que as integrais apresentadas nessas definições convirjam.

Lema 2.8. As seguintes relações são verdadeiras

1. 𝜇𝑞(𝑎𝑋) = 𝑎𝜇𝑞(𝑋),

2. 𝜇𝑞(𝑋 − 𝜇𝑞(𝑋)) = 0,

3. 𝜎2
𝑞 (𝑎𝑋) = 𝑎2𝜎2

𝑞 (𝑋).

Definição 2.2. Sejam duas variáveis aleatórias 𝑋1 e 𝑌1, elas são ditas

1. 𝑞-independentes do primeiro tipo se

𝐹𝑞[𝑋 + 𝑌 ](𝜉) = 𝐹𝑞[𝑋](𝜉)⊗𝑞 𝐹𝑞[𝑌 ](𝜉), (2.19)

2. 𝑞-independentes do segundo tipo se

𝐹𝑞−1 [𝑋 + 𝑌 ](𝜉) = 𝐹𝑞−1 [𝑋](𝜉)⊗𝑞 𝐹𝑞−1 [𝑌 ](𝜉), 𝑞 = 𝑧(𝑞−1), (2.20)

3. 𝑞-independentes do terceiro tipo se

𝐹𝑞−1 [𝑋 + 𝑌 ](𝜉) = 𝐹𝑞[𝑋](𝜉)⊗𝑞 𝐹𝑞[𝑌 ](𝜉), 𝑞 = 𝑧(𝑞−1), (2.21)

onde 𝑋 = 𝑋1 − 𝜇𝑞(𝑋1), 𝑌 = 𝑌1 − 𝜇𝑞(𝑌1).

Essas definições de 𝑞-independência generalizam a noção clássica, que é recuperada

(desde que as variáveis 𝑋 e 𝑌 sejam independentes, obviamente), nos três casos, fazendo-

se 𝑞 = 1:

𝐹 [𝑓𝑋 * 𝑓𝑌 ] = 𝐹 [𝑓𝑋 ] · 𝐹 [𝑓𝑌 ]

onde * denota a operação de convolução entre duas densidades. Se 𝑞 ̸= 1, então uma

𝑞-independência de certo tipo descreve uma correlação específica. Pode-se facilmente se

estender as definições de 𝑞-independência para um caso mais geral de 𝑞𝑘-independência: as

formas das relações permanecem as mesmas, alterando-se os índices, do 𝑞 ou 𝑞𝑛, 𝑛 = ±1,

originais para 𝑞𝑘 ou 𝑞𝑘±1 respectivamente - a título de exemplo, a relação 2.20 generalizada
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se torna

𝐹𝑞𝑘−1 [𝑋 + 𝑌 ](𝜉) = 𝐹𝑞𝑘−1 [𝑋](𝜉)⊗𝑞𝑘
𝐹𝑞𝑘−1 [𝑌 ](𝜉), 𝑞𝑘 = 𝑧(𝑞𝑘−1). (2.22)

As relações 2.19-2.21 podem ser reescritas em termos de densidades. Seja 𝑓𝑋 , 𝑓𝑌 e

𝑓𝑋+𝑌 densidades de 𝑋, 𝑌 e 𝑋 + 𝑌 respectivamente - como exemplo, a 𝑞-independência

de segunda ordem pode ser escrita como

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝑥𝜉

𝑞−1 ⊗𝑞−1 𝑓𝑋+𝑌 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹𝑞−1[𝑓𝑋 ](𝜉)⊗𝑞 𝐹𝑞−1𝑓 [𝑌 ](𝜉). (2.23)

Definição 2.3. Seja 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑁 , ... uma sequência de variáveis aleatórias identica-

mente distribuídas. Façamos 𝑌𝑁 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑁 . Por definição, 𝑋𝑁 , 𝑁 = 1, 2, ..., é

dito 𝑞𝑘-independente (ou 𝑞𝑘-iid2) do primeiro tipo se, para todo 𝑁 = 2, 3, ..., as relações

seguintes se mantêm

𝐹𝑞𝑘
[𝑌𝑁 −𝑁𝜇𝑘](𝜉) = 𝐹𝑞𝑘

[𝑋1 − 𝜇𝑘](𝜉)⊗𝑞𝑘
...⊗𝑞𝑘

𝐹𝑞𝑘
[𝑋𝑁 − 𝜇𝑘](𝜉),

𝜇𝑘 = 𝜇𝑞𝑘
(𝑋1).

(2.24)

De modo análogo defini-se, para sequências de variáveis aleatórias identicamente distri-

buídas, as relações de 𝑞𝑘-independência de segundo e terceiro tipos.

Para 𝑘 = −1 segue da Definição 2.3 a 𝑞-independência de uma sequência de variáveis

aleatórias, a saber

𝐹𝑞−1 [𝑌𝑁 −𝑁𝜇−1](𝜉) = 𝐹𝑞−1 [𝑋1 − 𝜇−1](𝜉)⊗𝑞 ...⊗𝑞 𝐹𝑞−1 [𝑋𝑁 − 𝜇−1](𝜉),

𝑁 = 2, 3, ...
(2.25)

2Dizemos que uma sequência de variáveis aleatórias {𝑍𝑛}, definidas no espaço de probabilidade
(Ω,ℱ , 𝑃 ) e tomando valores no espaço de estados (𝐸,ℬ(𝐸)), onde ℬ(𝐸) é a 𝜎-álgebra de Borel sobre 𝐸,
é independente e identicamente distribuída (iid) se

i {𝑍𝑛} for independente:

∀𝑘 ∈ N, 𝑛1 < ... < 𝑛𝑘 e 𝐴1, ..., 𝐴𝑘 ∈ ℬ(𝐸) vale

𝑃 [𝑍𝑛1 ∈ 𝐴1, ...., 𝑍𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑘] =

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑃 [𝑍𝑛1 ∈ 𝐴𝑖];

ii {𝑍𝑛} for identicamente distribuída:
∀𝑛 ∈ N e 𝐴 ∈ ℬ(𝐸),

𝑃 [𝑍𝑛 ∈ 𝐴] = 𝑃 [𝑍1 ∈ 𝐴].
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Definição 2.4. Uma sequência de variáveis aleatórias 𝑋𝑁 , 𝑁 = 1, 2, ...., é dita ser 𝑞-

convergente a uma variável aleatória 𝑋∞ se

lim
𝑁→∞

𝐹𝑞[𝑋𝑁 ](𝜉) = 𝐹𝑞[𝑋∞](𝜉)

sendo localmente uniforme em 𝜉.

A Definição 2.4 é equivalente à convergência fraca de variáveis aleatórias se 𝑞 = 1. Para

𝑞 ̸= 1, denotamos por 𝑊𝑞 o conjunto de funções contínuas 𝜑 que satisfazem a seguinte

condição

|𝜑(𝑥)| ≤ 𝐶 (1 + |𝑥|)− 𝑞
𝑞−1 , 𝑥 ∈ R.

Definição 2.5. Uma sequência de variáveis aleatórias 𝑋𝑁 com densidade 𝑓𝑁 é chamada

fracamente 𝑞-convergente a uma variável aleatória 𝑋∞ com densidade 𝑓 se

∫︁
R
𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑚𝑞 →

∫︁
R𝑑
𝑓(𝑥)𝑑𝑚𝑞

para uma medida arbitrária 𝑚𝑞 definida como

𝑑𝑚𝑞(𝑥) = 𝜑𝑞(𝑥)𝑑𝑥, onde 𝜑𝑞 ∈ 𝑊𝑞.

A 𝑞-convergência fraca é equivalente à 𝑞-convergência, conforme afirmação em [52] e

[54] reputada e discutida em instância à parte.

Após esse necessário preâmbulo preparatório, devidamente exposto e complementado

em [52], passamos a partir daqui à formulação da generalização do Teorema do Limite

Central de forma consistente com a Mecânica Estatística Não Extensiva de Tsallis. A

𝑞-generalização do CLT depende do tipo de 𝑞-independência assumida: traremos a prova

do 𝑞-CLT sob a condição da 𝑞-independência do primeiro tipo.

Estudaremos o limite para 𝑁 →∞ de somas do tipo

𝑍𝑁 = 1
𝐷𝑁(𝑞) (𝑋1 + ...+𝑋𝑁 −𝑁𝜇𝑞) , 𝑁 = 1, 2, ...
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onde 𝐷𝑁 =
(︁√︁

𝑁𝜈2𝑞−1𝜎2𝑞−1
)︁ 1

2−𝑞 , 𝑁 = 1, 2, ..., no âmbito da Definição 2.4. Conforme

[52], há uma questão central em nosso propósito: há uma distribuição 𝑞-gaussiana que

é um atrator para a sequência 𝑍𝑁? Mais uma vez, para 𝑞 = 1 a resposta é facilmente

encontrada e revela ser a letra do Teorema do Limite Central clássico.

Teorema 2.1. Suponhamos uma sequência 𝑞𝑘, 𝑘 ∈ Z, dada como em 2.13 com 𝑞𝑘 ∈ [1, 2).

Seja 𝑋1, ..., 𝑋𝑁 , ... uma sequência 𝑞𝑘-independente (para um 𝑘 fixo) do primeiro tipo de

variáveis aleatórias identicamente distribuídas com uma 𝑞𝑘-média finita 𝜇𝑞𝑘
e um (2𝑞𝑘−1)-

segundo momento, 𝜎2
2𝑞𝑘−1, finito. Então

𝑍𝑁 = 𝑋1 + ...+𝑋𝑁 −𝑁𝜇𝑞𝑘

𝐷𝑁(𝑞𝑘)

é 𝑞𝑘-convergente para uma distribuição 𝑞𝑘−1-gaussiana conforme 𝑁 → ∞. Ademais, o

atrator correspondente é 𝐺𝑞𝑘−1 (𝛽𝑘;𝑥) onde

𝛽𝑘 =
(︃

3− 𝑞𝑘−1

4𝑞𝑘𝐶
2𝑞𝑘−1−2
𝑞𝑘−1

)︃ 1
2−𝑞𝑘−1

. (2.26)

A prova do Teorema 2.1 segue do Teorema 2.2 seguinte e do Lema 2.7.

Teorema 2.2. Assumamos 1 ≤ 𝑞 < 2. Seja 𝑋1, ..., 𝑋𝑁 , ... uma sequência 𝑞-independente

do primeiro tipo de variáveis aleatórias identicamente distribuídas com uma 𝑞-média finita

e um (2𝑞 − 1)-segundo momento, 𝜎2
2𝑞−1, finito. Então

𝑍𝑁 = 𝑋1 + ...+𝑋𝑁 −𝑁𝜇𝑞

𝐷𝑁(𝑞)

é 𝑞-convergente à uma distribuição 𝑞−1-normal conforme 𝑁 → ∞. A 𝑞−1-gaussiana cor-

respondente é 𝐺𝑞−1(𝛽;𝑥), com

𝛽 =
(︃

3− 𝑞−1

4𝑞𝐶2𝑞−1−2
𝑞−1

)︃ 1
2−𝑞−1

.

Prova do Teorema 2.2. Seja 𝑓 a densidade associada a 𝑋−𝜇𝑞. Primeiramente, vamos

encontrara 𝐹𝑞(𝑋1 − 𝜇𝑞) = 𝐹𝑞(𝑓(𝑥)). Usando o Lema 2.2 temos

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) =
∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝑥𝜉

𝑞 ⊗𝑞 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑥𝜉|𝑓(𝑥)|𝑞−1

𝑞 𝑑𝑥. (2.27)
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Fazendo uso da expansão assintótica 𝑒𝑥
𝑞 = 1 + 𝑥 + 𝑞

2𝑥
2 + 𝒪(𝑥2), para 𝑥 → 0, podemos

reescrever o membro direito da equação 2.27 da seguinte forma:

𝐹𝑞[𝑓 ](𝜉) =∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)

{︂
1 + 𝑖𝑥𝜉[𝑓(𝑥)]𝑞−1 − 𝑞

2𝑥
2𝜉2[𝑓(𝑥)]2(𝑞−1) +𝒪

(︁
𝑥2𝜉2[𝑓(𝑥)]2(𝑞−1)

)︁}︂
𝑑𝑥 =

1 + 𝑖𝜉𝜇𝑞𝜈𝑞 −
𝑞

2𝜉
2𝜎2

2𝑞−1 +𝒪(𝜉2), 𝜉 → 0.

(2.28)

De acordo com a condição do Teorema e a relação (2) do Lema 2.8, 𝜇𝑞 = 0. Denotaremos

𝑌𝑗 = 𝐷𝑁(𝑞)−1(𝑋𝑗 − 𝜇𝑞), 𝑗 = 1, 2, ...: então 𝑍𝑁 = 𝑌1 + ... + 𝑌𝑁 . É fácil provar que

𝐹𝑞[𝑎𝑋](𝜉) = 𝐹𝑞[𝑋](𝑎2−𝑞𝜉) - segue dessa relação que

𝐹𝑞(𝑌1) = 𝐹𝑞[𝑓 ]
⎛⎝ 𝜉√︁

𝑁𝜈2𝑞−1𝜎2𝑞−1

⎞⎠ .
Ademais, segue da 𝑞-independência de 𝑋1, 𝑋2, ... e da associatividade do 𝑞-produto que

𝐹𝑞[𝑍𝑁 ](𝜉) = 𝐹𝑞[𝑓 ]
⎛⎝ 𝜉√︁

𝑁𝜈2𝑞−1𝜎2𝑞−1

⎞⎠⊗𝑞 ...⊗𝑞 𝐹𝑞[𝑓 ]
⎛⎝ 𝜉√︁

𝑁𝜈2𝑞−1𝜎2𝑞−1

⎞⎠
sendo 𝑁 fatores.

(2.29)

Fazendo uso das propriedades do 𝑞-logaritmo, da equação 2.29 obtemos

ln𝑞 𝐹𝑞[𝑍𝑁 ](𝜉) = 𝑁 ln𝑞 𝐹𝑞[𝑓 ]
⎛⎝ 𝜉√︁

𝑁𝜈2𝑞−1𝜎2𝑞−1

⎞⎠
= 𝑁 ln𝑞

[︃
1− 𝑞

2
𝜉2

𝑁
+𝒪

(︃
𝜉2

𝑁

)︃]︃

= −𝑞2𝜉
2 +𝒪(1), 𝑁 →∞,

(2.30)

localmente uniforme em 𝜉. Consequentemente, supondo-se as mesmas condições

lim
𝑁→∞

𝐹𝑞(𝑍𝑁) = 𝑒
− 𝑞

2 𝜉2

𝑞 . (2.31)

Então, 𝑍𝑁 é 𝑞-convergente a uma variável aleatória 𝑍 cuja 𝑞-Transformada de Fourier é

𝑒
− 𝑞

2 𝜉2

𝑞 ∈ 𝒢𝑞.

De acordo com o Corolário 2.3, para 𝑞 e um 𝛽 existe uma densidade 𝐺𝑞−1(𝛽;𝑥), 𝑞 =

𝑧(𝑞−1), tal que 𝐹𝑞−1(𝐺𝑞−1(𝛽;𝑥)) = 𝑒−(𝑞/2)𝜉2
𝑞 . Segue do Corolário 2.3 que 𝛽*(𝑞 − 1) = 𝑞/2.
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Solucionando essa equação com respeito a 𝛽, obtemos

𝛽 =
⎛⎝ 3− 𝑞−1

4𝑞𝐶2(𝑞−1−1)
𝑞−1

⎞⎠ 1
2−𝑞−1

, (2.32)

e a forma explícita da 𝑞−1-gaussiana correspondente é

𝐺𝑞−1(𝛽;𝑥) = 𝐶−1
𝑞−1

⎛⎝ √
3− 𝑞−1

2𝐶𝑞−1−1
𝑞−1

√︁
𝑧(𝑞−1)

⎞⎠ 1
2−𝑞−1

𝑒

−

(︃
3−𝑞−1

4𝑧(𝑞−1)𝐶
2(𝑞−1−1)
𝑞−1

)︃ 1
2−𝑞−1

𝑥2

𝑞−1 .
(2.33)

Analogamente, o 𝑞-CLT pode ser provado para 𝑞𝑘-iid de segundo e terceiro tipos. Os

Teoremas correspondestes são o 2.3 e 2.4 abaixo. Suas provas serão suprimidas, mas

seguem raciocínio semelhante à prova do Teorema 2.1.

Teorema 2.3. Assumamos uma sequência 𝑞𝑘, 𝑘 ∈ Z, dada como em 2.13 com 𝑞𝑘 ∈ [1, 2)].

Seja 𝑋1, ..., 𝑋𝑁 , ... uma sequência 𝑞𝑘-independente do segundo tipo (para um 𝑘 fixo) de

variáveis aleatórias identicamente distribuídas com 𝑞𝑘−1-média, 𝜇𝑞𝑘−1, finita e (2𝑞𝑘−1−1)-

segundo momento, 𝜎2
𝑞𝑘−1−1, finito.

Então

𝑍𝑁 =
𝑋1 + ...+𝑋𝑁 −𝑁𝜇𝑞𝑘−1

𝐷𝑁(𝑞𝑘−1)

é 𝑞𝑘−1-convergente a uma distribuição 𝑞𝑘−1-normal conforme 𝑁 → ∞. O parâmetro 𝛽𝑘,

da 𝑞𝑘−1-gaussiana 𝐺𝑞𝑘−1(𝛽𝑘;𝑥) que faz o papel de atrator, é dado por

𝛽𝑘 =
(︃

3− 𝑞𝑘−1

4𝑞𝑘−1𝐶
2𝑞𝑘−1−2
𝑞𝑘−1

)︃ 1
2−𝑞𝑘−1

. (2.34)

Teorema 2.4. Assumamos uma sequência 𝑞𝑘, 𝑘 ∈ Z, dada como em 2.13 com 𝑞𝑘 ∈

[1, 2). Seja 𝑋1, ..., 𝑋𝑁 , ... uma sequência 𝑞𝑘-independente do terceiro tipo (para um 𝑘 fixo)

de variáveis aleatórias identicamente distribuídas com 𝑞𝑘-média, 𝜇𝑞𝑘
, finita e (2𝑞𝑘 − 1)-

segundo momento, 𝜎2
𝑞𝑘−1, finito. Então

𝑍𝑁 = 𝑋1 + ...+𝑋𝑁 −𝑁𝜇𝑞𝑘

𝐷𝑁(𝑞𝑘)

é 𝑞𝑘−1-convergente a uma distribuição 𝑞𝑘−1-normal conforme 𝑁 →∞. Ademais, o atrator
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correspondente 𝐺𝑞𝑘−1(𝛽𝑘;𝑥) no presente caso é o mesmo que o do Teorema 2.1 com 𝛽𝑘

dado por 2.26.

Por suposto, 𝑞+1
3−𝑞

= 1↔ 𝑞 = 1: esse fato sustenta o Corolário 2.6 seguinte.

Corolário 2.6. Seja 𝑋1, ..., 𝑋𝑁 , ... uma dada sequência de variáveis aleatórias 𝑞𝑘-independentes

(de qualquer tipo) que satisfaçam as condições dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3. Então o atrator

de 𝑍𝑁 é uma 𝑞𝑘-distribuição normal se, e somente se, 𝑞𝑘 = 1, ou seja, no caso clássico.

Na Tabela 2.1 sumarizamos a 𝑞-generalização do Teorema do Limite Central a partir

do tipo de correlação a que corresponde um parâmetro da 𝑞-gaussiana que faz o papel

de atrator, as condições impostas sobre a 𝑞-média e a 𝑞-variância e o tipo de convergên-

cia, conforme descrito no importante artigo de Umarov, Tsallis e Steinberg [52] e aqui

replicado.

Tabela 2.1: Sumarização dos Casos para 𝑞-generalização do Teorema do Limite Central

Correlação Condições Convergência Parâmetro da 𝑞-Gaussiana

1º Tipo 𝜇𝑞𝑘
<∞ 𝑞𝑘-conv. 𝛽𝑘 =

(︃
3−𝑞𝑘−1

4𝑞𝑘𝐶
2𝑞𝑘−1−2
𝑞𝑘−1

)︃ 1
2−𝑞𝑘−1

𝜎2
2𝑞𝑘−1 <∞

2º Tipo 𝜇𝑞𝑘−1 <∞ 𝑞𝑘−1-conv. 𝛽𝑘 =
(︃

3−𝑞𝑘−1

4𝑞𝑘−1𝐶
2𝑞𝑘−1−2
𝑞𝑘−1

)︃ 1
2−𝑞𝑘−1

𝜎2
2𝑞𝑘−1−1 <∞

3º Tipo 𝜇𝑞𝑘
<∞ 𝑞𝑘−1-conv. 𝛽𝑘 =

(︃
3−𝑞𝑘−1

4𝑞𝑘𝐶
2𝑞𝑘−1−2
𝑞𝑘−1

)︃ 1
2−𝑞𝑘−1

𝜎2
2𝑞𝑘−1 <∞

Fonte: Umarov, Tsallis e Steinberg [52].

É visto em [52] que as três variações de

𝑞𝑘 = 2𝑞 + 𝑘(1− 𝑞)
2 + 𝑘(1− 𝑞) , 𝑞 ∈ [1, 2),

nominalmente o tripleto (𝑞𝑘−1, 𝑞𝑘, 𝑞𝑘+1), desempenham importante papéis na descrição

de fenômenos não extensivos: se a correlação é dada por 𝑞𝑘, o atrator correspondente

é uma 𝑞𝑘−1-gaussiana e a taxa de escala é igual a 𝑞𝑘+1. O desenvolvido pelos autores

em [52] e aqui replicado, os quatro Teoremas fundamentais da 𝑞-generalização do Te-

orema do Limite Central, sugerem uma rica estrutura na base da Mecânica Não Ex-

tensiva. Essa estrutura pode contribuir para a compreensão do chamado 𝑞-tripleto,

54



(𝑞𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦, 𝑞𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦), em estatística não extensiva e já mencionado aqui. Outra

questão a ser respondida é se a 𝑞-independência descrita em [52] reflete algum tipo de

invariância assintótica de escala conforme 𝑁 cresce.

A Tabela 2.2 seguinte foi adaptada da obra [13], e apresenta atratores 𝐹𝑞(𝑥) que

escalam com 𝑁
1

𝛼(2−𝑞) quando 𝑁 →∞, com variáveis aleatórias idênticas 𝑞-independentes,

com distribuição simétrica 𝑓(𝑥), e com 𝑄-variância dada por

𝜎𝑄 ≡
∫︀∞

−∞ 𝑥2 [𝑓(𝑥)]𝑄 𝑑𝑥∫︀∞
−∞ [𝑓(𝑥)]𝑄

,

𝑄 ≡ 2𝑞 − 1; 𝑞1 = 1 + 𝑞

3− 𝑞 ; 𝑞 ≥ 1.

Precisamos introduzir uma definição para compreender plenamente o conteúdo a ser

explorado. Uma variável aleatória é dita possuir uma distribuição 𝐿𝑞,𝛼(𝑥) (𝑞, 𝛼)-estável

se sua 𝑞-Transformada de Fourier apresenta a forma

𝐹𝑞 [𝑓 ] (𝜉) = 𝑎𝑒−𝑏|𝜉|𝛼
𝑞𝛼,1 , (𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 0 < 𝛼 ≤ 2),

com

𝑞𝛼,1 ≡
𝛼𝑞 + 1− 𝑞
𝛼 + 1− 𝑞 .

ou seja, se

𝐹𝑞 [𝐿𝑞,𝛼(𝑥)] (𝜉) = 𝑎𝑒−𝑏|𝜉|𝛼
𝑞𝛼,1 , (𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 0 < 𝛼 ≤ 2),

𝐿1,2(𝑥) correspondem a gaussianas, 𝐿1,𝛼(𝑥) correspondem a distribuições de Lévy 𝛼-

estáveis, e 𝐿𝑞,2(𝑥) correspondem a 𝑞-gaussianas. Aplicando 𝑛 vezes a 𝑞-Transformada

de Fourier em 𝐿𝑞,𝛼(𝑥) obtemos:

𝛼

1− 𝑞𝛼,𝑛

= 𝛼

1− 𝑞 + 𝑛, 𝑛 ∈ Z

→

𝑞𝛼,𝑛 = (2 + 𝛼)𝑞𝛼,𝑛+2 − 2
2𝑞𝛼,𝑛+2 + 𝛼− 2 , 𝑛 ∈ Z

e, com 𝛼 = 2, teremos

𝑞2,𝑛 = 2− 1
𝑞2,𝑛+2

, 𝑛 ∈ Z.
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Vamos explorar a tabela em questão:

• Espaço superior esquerdo: o atrator é uma gaussiana, que compartilha com a dis-

tribuição 𝑓(𝑥) a mesma variância 𝜎1 (CLT padrão).

• Espaço inferior esquerdo: o atrator é uma distribuição de Lévy 𝛼-estável, que com-

partilha com 𝑓(𝑥) o mesmo comportamento assintótico, i.e., o coeficiente 𝐶𝛼 (é o

CLT de Lévy-Gnedenko, ou 𝛼-generalização do CLT padrão, que não abordamos

neste trabalho).

• Espaço superior direito: o atrator é uma 𝑞-gaussiana que compartilha com 𝑓(𝑥) a

mesma (2𝑞− 1)-variância, ou seja, o coeficiente 𝐶𝑞 (𝑞-generalização do CLT padrão,

ou 𝑞-CLT, o que estudamos na presente seção).

• Espaço inferior direito: O atrator é uma distribuição (𝑞, 𝛼)-estável que comparti-

lha com 𝑓(𝑥) o mesmo comportamento assintótico, ou seja, o coeficiente 𝐶𝐿
𝑞,𝛼 (𝑞-

generalização de Lévy-Gnedenko do CLT e 𝛼-generalização do 𝑞-CLT, que não vimos

no presente trabalho). Podemos perceber que, conforme |𝑥| cresce, a distribuição

de interesse segue essencialmente dois regimes de lei de potência, um distante, que

combina com 𝛼-distribuições quando 𝑞 se aproxima da unidade, e um intermediário,

que combina com 𝑞-gaussianas quando 𝛼 se aproxima de 2.
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Capítulo 3

Teoria dos Grandes Desvios

Seguindo o apresentado em [55] a partir de [56], vamos citar dois teoremas na forma que

será a base para nossa discussão de grandes desvios. Sejam 𝑋1, ..., 𝑋𝑛, ..., (𝑛 ∈ N), va-

riáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (iid) definidas no espaço de

probabilidade (Ω,ℱ , 𝑃 ) e tomando valores em (R,ℬ(R)), onde ℬ(R) denota a 𝜎-álgebra1

de Borel em R. Vamos escrever E para representar a esperança com respeito à probabili-

dade 𝑃 , dessa forma temos E[𝑋1] = 𝑎, 𝑎 ∈ R e Var(𝑋1) = E[𝑋2
1 ]− 𝑎2 = 𝜎2, 𝜎2 ∈ [0,∞),

e 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑛 são as somas parciais. Dois teoremas clássicos serão agora sucinta-

mente apresentados, ou porque já tratamos deles ou devido à sua ampla disseminação na

literatura - são eles:

1. Lei Forte dos Grandes Números:

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
→ 𝑎, quando 𝑛→∞

]︂
= 1

2. Teorema do Limite Central:

1
𝜎
√
𝑛

(𝑆𝑛 − 𝑎𝑛) 𝑑→ 𝑁(0, 1), quando 𝑛→∞

onde 𝑁(0, 1) é uma distribuição normal ou gaussiana com média 0 e variância 1, e
1Uma coleção 𝒳 de subconjuntos de um conjunto 𝑋 é dita uma 𝜎-álgebra caso satisfaça as seguintes

condições:
i ∅ e 𝑋 pertencem a 𝒳 .
ii Se 𝐴 pertence a 𝒳 então o seu complementar, 𝐴∁ = 𝑋 −𝐴, pertence a 𝒳 .
iii Se {𝐴𝑛} é uma sequência de conjuntos em 𝒳 , então ∪∞

𝑛=1𝐴𝑛 pertence a 𝒳 .
A dupla (𝑋,𝒳 ) formada por um conjunto 𝑋 e uma 𝜎-álgebra 𝒳 é chamada de espaço mensurável.
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o símbolo 𝑑 sobre a seta indica uma convergência em distribuição2.

A Lei dos Grandes Números (LGN) trata de convergência de ordem 𝑛, e o Teorema

do Limite Central, como apresentado, trata de convergência de ordem
√
𝑛 - desvios dessa

natureza são denominados normais. A LGN nos diz que

lim
𝑛→∞

𝑃
[︂
𝑆𝑛 − 𝑎𝑛

𝑛
≫ 𝛿

]︂
→ 0, para 𝛿 > 0. (3.1)

Desvios associados a eventos com esse tipo de taxa de convergência de probabilidades são

chamados de grandes.

Definição 3.1. O Princípio de Grandes Desvios (PGD, ou LDP a sigla em inglês) é

definido da seguinte forma. Seja {𝑍𝑛} uma sequência de variáveis aleatórias definidas

no espaço de probabilidade (Ω,ℱ , 𝑃 ) e tomando valores num espaço métrico completo e

separável (espaço polonês) R. Consideremos ℬ(𝑅) a 𝜎-álgebra de Borel de 𝑅, e 𝐼 : 𝑅 →

[0,∞] uma função semicontínua inferiormente. Dizemos que {𝑍𝑛} satisfaz o Princípio

de Grandes Desvios com função taxa 𝐼 se as seguintes condições são satisfeitas:

i Cota Superior: Seja 𝐹 ∈ ℬ(𝑅) um fechado. Então

lim𝑛→∞
1
𝑛
𝑃 [𝑍𝑛 ∈ 𝐹 ] ≤ − inf

𝑥∈𝐹
𝐼(𝑥).

ii Cota Inferior: Seja 𝑂 ∈ ℬ(𝑅) um aberto. Então:

lim𝑛→∞
1
𝑛
𝑃 [𝑍𝑛 ∈ 𝑂] ≥ − inf

𝑥∈𝑂
𝐼(𝑥).

Vamos nos limitar, na presente seção, a provarmos grandes desvios para variáveis

aleatórias iid.

Consideremos {𝑋𝑛} uma sequência de variáveis iid com distribuição normal de média

nula e variância unitária, 𝑋1 ∼ 𝑁(0, 1). Seja 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑛 a soma parcial a ela
2Sejam {𝑃𝑛} e 𝑃 probabilidades em (𝐸,ℬ(𝐸)). Dizemos que 𝑃𝑛 converge fracamente para 𝑃 , deno-

tando como 𝑃𝑛 ⇒ 𝑃 , se, para toda 𝑓 contínua e limitada,

lim
𝑛→∞

∫︁
𝑓𝑑𝑃𝑛 =

∫︁
𝑓𝑑𝑃.

Se {𝑃𝑛} e 𝑃 acima descritas forem distribuições das variáveis aleatórias {𝑋𝑛} e 𝑋 respectivamente,
dizemos que 𝑋𝑛 converge em distribuição para 𝑋, e o denotamos 𝑋𝑛

𝑑→ 𝑋.
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associada. Pela Lei dos Grandes Números, se 𝑚 > 0, então 𝑃
[︁

𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︁
converge a 0,

mas é desejável saber a taxa dessa convergência. Usando a desigualdade de Chebyshev3

com 𝐴 = [𝑚𝑛,∞), 𝑋 = 𝑆𝑛 e 𝜓(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥, para algum 𝜆 > 0, teremos

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
= 𝑃 [𝑆𝑛 ≥ 𝑚𝑛] ≤ E[𝑒𝜆𝑆𝑛 ]

𝑒𝜆𝑚𝑛
. (3.2)

Uma vez que {𝑋𝑛} é uma sequência de variáveis aleatórias iid, temos

E[𝑒𝜆𝑆𝑛 ] = E[𝑒𝜆(𝑋1+...+𝑋𝑛)]

= E[𝑒𝜆𝑋1 · ... · 𝑒𝜆𝑋𝑛 ] = E[𝑒𝜆𝑋1 ] · ... · E[𝑒𝜆𝑋𝑛 ] = E[𝑒𝜆𝑋1 ]𝑛.
(3.3)

Vamos denotar a Transformada de Laplace de 𝑋1 por

𝜙(𝜆) = E[𝑒𝜆𝑋1 ]. (3.4)

Então, a partir de 3.3, temos que E[𝑒𝜆𝑆𝑛 ] = E[𝑒𝜆𝑋1 ]𝑛 = 𝜙(𝜆)𝑛. Dado que 𝑋1 ∼ 𝑁(0, 1),

temos que E[𝑒𝜆𝑆𝑛 ] = 𝑒
𝜆2
2 𝑛. Logo

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
≤ 𝑒

−𝑛

(︁
𝜆𝑚− 𝜆2

2

)︁
→ 0 (3.5)

se 𝜆𝑚 − 𝜆2

2 > 0, então 𝜆 < 2𝑚. É imediato que temos um decaimento exponencial da

probabilidade em 3.5 e a taxa de decaimento é dada por 𝜆𝑚 − 𝜆2

2 : voltando à Definição

3.1, podemos perceber que esta sentença faz às vezes da função 𝐼 - por isso a mesma é

chamada de função taxa.

Vamos trabalhar agora para obtermos dois Teoremas essenciais à compreensão da

Teoria dos Grandes Desvios "clássica": o Teorema de Cramér e o Teorema de Gärtner-

Ellis.

Prosseguindo nossa consulta ao material de Müller [55], vamos considerar o caso em
3Denotamos por E a esperança com respeito à probabilidade 𝑃 . Assim, 𝑃 [𝐴] = E[1𝐴], onde

1𝐴 =
{︃

1, se 𝑥 ∈ 𝐴
0, se 𝑥 /∈ 𝐴

Isso posto, vamos à Desigualdade de Chebyshev. Sejam 𝜓 : R → [0,∞), 𝐴 ∈ ℬ(R) e 𝑖𝐴 = inf𝑦∈𝐴 𝜓(𝑦).
Então

𝑖𝐴𝑃 [𝑋 ∈ 𝐴] ≤ E[𝜓(𝑋)1[𝑋∈𝐴]] ≤ E[𝜓(𝑋)].
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que {𝑋𝑛} é uma sequência de variáveis aleatórias iid integráveis tomando valores em R

e sendo 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑛. Nosso objetivo inicial será encontrar uma cota superior no

intervalo [𝑚,∞). A partir do exemplo 3.5, notemos que

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
= E

[︂
1[ 𝑆𝑛

𝑛
∈[𝑚,∞)]

]︂
. (3.6)

Multiplicando o lado direito da equação por 𝑒−𝜆𝑆𝑛𝑒𝜆𝑆𝑛 = 1, ∀𝜆 ∈ R, teremos

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
= E

[︂
1[ 𝑆𝑛

𝑛
∈[𝑚,∞)]𝑒

−𝜆𝑆𝑛𝑒𝜆𝑆𝑛

]︂
. (3.7)

Sabemos que 𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞) ⇒ 𝑆𝑛 ≥ 𝑚𝑛. Logo, para 𝜆 ≥ 0 teremos 𝜆𝑆𝑛 ≥ 𝜆𝑚𝑛 e

𝑒−𝜆𝑆𝑛 ≤ 𝑒−𝜆𝑚𝑛. Assim

𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
= E

[︂
1[ 𝑆𝑛

𝑛
∈[𝑚,∞)]𝑒

−𝜆𝑆𝑛𝑒𝜆𝑆𝑛

]︂
≤ 𝑒−𝜆𝑚𝑛E

[︁
𝑒𝜆𝑆𝑛

]︁
= 𝑒−𝜆𝑚𝑛𝜙(𝜆)𝑛

⇒
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
≤ 1
𝑛

log
[︁
𝑒−𝜆𝑚𝑛𝜓(𝜆)𝑛

]︁
= −𝜆𝑚+ log𝜙(𝜆).

(3.8)

Façamos

𝐽𝑠 = 𝑠𝑥− log𝜙(𝑠), (3.9)

então

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
≤ −𝐽𝜆(𝑚), ∀𝜆 ≥ 0. (3.10)

Analogamente

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ (−∞,𝑀 ]

]︂
≤ −𝐽𝛼(𝑀), ∀𝛼 ≤ 0. (3.11)

Teorema 3.1. Seja {𝑋𝑛} uma sequência de variáveis iid integráveis tomando valores em

R. Seja 𝜙(𝜆) = E[𝑒𝜆𝑋1 ], 𝜆 ∈ R e

𝐼(𝑥) = sup
𝜆∈R

𝐽𝜆(𝑥) = sup
𝜆∈R

(𝜆𝑥− log𝜙(𝜆)), ∀𝑥 ∈ R. (3.12)
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Sejam verdadeiras as seguintes hipóteses:

i Φ* := {𝜆 ∈ R : 𝜙(𝜆) <∞} é um conjunto aberto,

ii ∀𝑥 ∈ R, 𝐼(𝑥) =∞ ou ∃𝜆𝑥 tal que 𝐼(𝑥) = 𝜆𝑥𝑥− log𝜙(𝜆𝑥),

então
{︁

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘

}︁
satisfaz o Princípio dos Grandes desvios com função taxa 𝐼 definida

como em 3.12.

Prova do Teorema 3.1. Nossa prova será dividida em três etapas:

i Prova-se que a função 𝐼 satisfaz as hipóteses para ser função taxa do LDP.

Notemos que 𝜙(0) = E[𝑒0𝑋1 ] = 1 e, portanto

𝐼(𝑥) = sup
𝜆∈Φ*

(𝜆𝑥− log𝜙(𝜆)) ≥ 0𝑥− log𝜙(0) = 0,

o que indica que a função 𝐼 toma valores no intervalo [0,∞). Não será provado aqui,

mas 𝐼 é uma função semicontínua inferiormente desde que todas as 𝐽𝜆 sejam contínuas

em Φ*. Assim, 𝐼 satisfaz as hipóteses do LDP e é candidata à ser uma função taxa

associada ao mesmo.

ii Prova-se a existência da cota superior.

Seja 𝐼+(𝑚) = 𝐽𝜆(𝑚), 𝐽𝜆 conforme definido em 3.9. Ao minimizarmos para 𝜆 ≥ 0 a

inequação 3.10, vamos obter

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑚,∞)

]︂
≤ −𝐼+(𝑚). (3.13)

De modo semelhante, podemos minimizar a inequação 3.11 para 𝛼 ≤ 0 e vamos obter

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ (−∞,𝑀 ]

]︂
≤ −𝐼−(𝑀), (3.14)

onde 𝐼−(𝑀) = sup𝛼≤0 𝐽𝛼(𝑀).

Valendo-nos da Desigualdade de Jensen4 com 𝜙 = 𝑒𝑠𝑥, ∀𝑠 ∈ R, temos 𝜙(𝑠) = E[𝑒𝑠𝑋1 ] ≥

𝑒𝑠E[𝑋1] = 𝑒𝑠𝑎, com 𝑎 = E[𝑋1]. Assim, ∀𝑠 ∈ R, 𝐽𝑠(𝑎) ≤ 𝑠𝑎 − log 𝑒𝑠𝑎 = 0 e, portanto,
4A chamada Desigualdade de Jensen é como é designado o seguinte Teorema: seja 𝜙 : R → R uma

função convexa, isto é, ∀𝜆 ∈ [0, 1] e 𝑥, 𝑦 ∈ R é válida a seguinte inequação, 𝜆𝜙(𝑥) + (1 − 𝜆)𝜙(𝑦) ≥
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𝐼+(𝑎) ≤ 0 e 𝐼−(𝑎) ≤ 0. Analogamente, podemos mostrar que 𝐼+ ≥ 0 e 𝐼− ≥ 0,

∀𝑥 ∈ R. Daí decorre que 𝐼+(𝑎) = 𝐼−(𝑎) = 0.

Sabemos que 𝑏 ≤ 𝑐⇒ 𝜆𝑏 ≤ 𝜆𝑐, ∀𝜆 ≥ 0, então

𝐼+(𝑏) = sup
𝜆≥0

(𝜆𝑏− log𝜙(𝜆)) ≤ sup
𝜆≥0

(𝜆𝑐− log𝜙(𝜆)) = 𝐼+(𝑐)

o que faz de 𝐼+ uma função não decrescente. Outrossim, 𝑏 ≤ 𝑐⇒ 𝜆𝑏 ≥ 𝜆𝑐, ∀𝜆 ≥ 0, o

que nos indica que 𝐼−(𝑏) ≥ 𝐼−(𝑐), ou seja, 𝐼− é uma função não crescente.

Seja 𝐹 um conjunto fechado. Se 𝑎 ∈ 𝐹 , concluímos que inf𝑥∈𝐹 𝐼(𝑥) ≤ 𝐼(𝑎) = 0 e, a

partir da Lei dos Grandes Números, que 𝑃
[︁

𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐹

]︁
→ 1. Assim

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐹

]︂
= 0 ≤ − inf

𝑥∈𝐹
𝐼(𝑥)

a condição de cota superior é satisfeita.

Para 𝑎 /∈ 𝐹 , vamos primeiramente considerar a seguinte igualdade

𝐼(𝑦) = sup
𝑠∈R

(𝑠𝑦 − log𝜙(𝑠)) = max
{︃

sup
𝛼≤0

𝐽𝛼(𝑦), sup
𝜆≥0

𝐽𝜆(𝑦)
}︃

= max{𝐼−(𝑦), 𝐼+(𝑦)}.

Sabendo que 𝐼− é não crescente, 𝐼+ é não decrescente e que 𝐼−(𝑎) = 𝐼+(𝑎) = 0,

podemos estabelecer que

𝐼(𝑦) = 𝐼−(𝑦)1(−∞,𝑎)(𝑦) + 𝐼+(𝑦)1[𝑎,∞)(𝑦) (3.15)

Temos que 𝐹 ∁ é necessariamente um conjunto aberto e 𝑎 ∈ 𝐹 ∁. Seja 𝐼𝐹 = (𝑦1, 𝑦2)

o maior intervalo aberto tal que 𝑎 ∈ 𝐼𝐹 e 𝐼𝐹 ∩ 𝐹 = ∅, então temos que 𝐹 ⊆ 𝐼𝐹 ∁ =

(−∞, 𝑦1]∪ [𝑦2,∞). Assim, fazendo 𝐹− = 𝐹 ∩ (−∞, 𝑦1] e 𝐹+ = 𝐹 ∩ [𝑦2,∞), temos que

𝐹 = 𝐹− ∪· 𝐹+. Podemos então escrever

inf
𝑦∈𝐹

𝐼(𝑦) = min
{︃

inf
𝑦∈𝐹 −

𝐼(𝑦), inf
𝑦∈𝐹 +

𝐼(𝑦)
}︃
. (3.16)

𝜙(𝜆𝑥+ (1− 𝜆)𝑦). Se 𝑓 : 𝐷 → R, 𝐷 ⊂ R, satisfaz E[𝑓 ] <∞ e E[𝜙(𝑓)] <∞, temos que

𝜙 (E(𝑓)) ≤ E[𝜙(𝑓)].
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Uma vez que ∀𝑥 ∈ 𝐹+ e ∀𝑧 ∈ 𝐹− valem as assertivas 1(−∞,𝑎)(𝑥) = 0, 1(−∞,𝑎)(𝑧) = 1,

1[𝑎,∞)(𝑥) = 1 e 1[𝑎,∞)(𝑧) = 0, segue de 3.15 e 3.16

inf
𝑦∈𝐹

𝐼(𝑦) = min
{︃

inf
𝑦∈𝐹 −

𝐼−(𝑦), inf
𝑦∈𝐹 +

𝐼+(𝑦)
}︃

= min{𝐼−(𝑦1), 𝐼+(𝑦2)} (3.17)

dadas as já citadas propriedades de 𝐼− e 𝐼+.

Dado 𝐹 ⊆ (−∞, 𝑦1] ∪ [𝑦2,∞), temos

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐹

]︂
≤ lim𝑛→∞

1
𝑛

log
(︂
𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ (−∞, 𝑦1]

]︂
+ 𝑃

[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ [𝑦2,∞)

]︂)︂

e a partir disso pode-se obter que

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐹

]︂
≤ max

{︂
lim𝑛→∞

1
𝑛

log 𝑎𝑛, lim𝑛→∞
1
𝑛

log 𝑏𝑛

}︂
.

Vamos nos valer das relações 3.13, 3.14 e 3.17 para concluirmos que

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐹

]︂
≤ max{−𝐼−(𝑦1),−𝐼+(𝑦2)} = − inf

𝑦∈𝐹
𝐼(𝑦),

o que prova a condição de cota superior do LDP.

iii Prova-se a existência da cota inferior.

Seja 𝑂 um conjunto aberto. Definamos 𝐼* ≡ {𝑥 ∈ R : 𝐼(𝑥) ≤ ∞} e 𝑂* = 𝑂 ∩ 𝐼*.

Se 𝑂* = ∅, então 𝐼(𝑥) =∞, ∀𝑥 ∈ 𝑂. Logo inf𝑥∈𝑂 𝐼(𝑥) =∞ e vale a cota inferior.

O caso em que 𝑂* ̸= ∅ não é imediato e depende de ferramentas e definições que não

serão apresentadas no presente trabalho: indicamos a compilação feita por Müller [55],

da qual nos valemos aqui, que apresenta a prova detalhada deste tópico em particular.

Vamos apresentar três Lemas, cujas provas podem ser encontradas em [55], e então o

primeiro Teorema de relevância desta seção.

Lema 3.1. Suponhamos que 𝜙(𝜆) < ∞, ∀𝜆 ∈ R. Vamos denotar por 𝑓 a distribuição

de 𝑋1 e seja 𝜇 = E[𝑋1]. Façamos 𝑥 ∈ R para o qual 𝐼(𝑥) < ∞ e ∄𝜆𝑥 tal que 𝐼(𝑥) =

𝜆𝑥𝑥− log𝜙(𝜆𝑥). Então 𝑓(𝑥,∞) = 0 se 𝑥 > 𝜇, e 𝑓(−∞, 𝑥) = 0 se 𝑥 < 𝜇, e, em ambos os

casos, 𝑓({𝑥}) = 𝑒−𝐼(𝑥).
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Lema 3.2. Se 𝑥 ∈ 𝑂 e é válido que 𝑓({𝑥}) = 𝑒−𝐼(𝑥), então

1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝑂

]︂
≥ −𝐼(𝑥).

Lema 3.3. Seja {𝑋𝑛} uma sequência de variáveis aleatórias iid integráveis tomando

valores em R tais que 𝜙(𝜆) = E[𝑒𝜆𝑋1 ] <∞, ∀𝜆 ∈ R. Então 𝑋𝑖 possui todos os momentos

finitos, ∀𝑖 ∈ N, e 𝜙 é infiitamente derivável, 𝜙 ∈ 𝐶∞(R).

Teorema 3.2 (Teorema de Cramér [56] [55] [57].). Seja {𝑋𝑛} uma sequência de

variáveis aleatórias iid tomando valores em R. Suponhamos que 𝜙(𝜆) = E[𝑒𝜆𝑋1 ] < ∞,

∀𝜆 ∈ R. Então
{︁

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘

}︁
satisfaz o LDP com uma função taxa 𝐼 como definida em

3.12.

Prova do Teorema 3.2. Pelo Lema 3.3,considerando 𝑘 = 1, concluímos que 𝑋1 é in-

tegrável. Seja 𝜇 = E[𝑋1]. Para demonstrarmos a validade da cota superior, basta re-

tornarmos à prova do Teorema 3.1, uma vez que a mesma utiliza somente o fato de 𝑋1

ser integrável. Para demonstrarmos a compatibilidade com a definição da cota inferior,

vamos tomar um 𝑂 aberto, fixarmos um 𝑥 ∈ 𝑂 arbitrário e provar que

lim𝑛→∞
1
𝑛

log𝑃
[︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝑂

]︂
≥ −𝐼(𝑥). (3.18)

Vamos estudar dois casos para 𝐼(𝑥):

1 Para 𝐼(𝑥) =∞ a prova é imediata.

2 Para 𝐼(𝑥) <∞, vamos estudar o comportamento de 𝜇:

(a) Para 𝑥 = 𝜇, temos 𝐼(𝜇) = 0. Ademais, a Lei dos Grandes Números garante que

𝑃
[︁

𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝑂

]︁
→ 1. portanto é válida a assertiva 3.18.

(b) Para 𝑥 ̸= 𝜇 temos dois casos:

i. Existe 𝜆𝑥 tal que 𝐼(𝑥) = 𝜆𝑥𝑥− log𝜙(𝜆𝑥): retornamos à Prova do Teorema 3.1.

ii. Não existe 𝜆𝑥 tal que 𝐼(𝑥) = 𝜆𝑥𝑥 − log𝜙(𝜆𝑥): pelo Lema 3.1 temos que

𝑓({𝑥}) = 𝑒−𝐼(𝑥). Então a desigualdade 3.18 segue diretamente do Lema 3.2.
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Vamos continuar com nossa exposição de Teoremas relacionados a LDT que possuem

especial relevância para a próxima seção do presente capítulo. Mais uma vez baseamos

prioritariamente nossa discussão em [55].

Consideremos {𝑊𝑛} um conjunto de variáveis aleatórias cujos valores pertencem a R𝑚.

Vamos denotar por 𝑓𝑛 a distribuição de 𝑊𝑛 em R𝑚, e seja 𝜙 : R𝑚 → R a função geradora

de momentos, dada por

𝜙(𝜁) = E
[︁
𝑒⟨𝜁,𝑊𝑛⟩

]︁
,

sendo o produto interno, e também a variável 𝜁 , em R𝑚.

Lema 3.4. Sejam verdadeiras as seguintes duas Hipóteses

1 Existe uma sequência 𝑎𝑛 ↑ ∞ tal que, para cada 𝜁 ∈ R𝑚,tem-se

𝜙(𝜁) = lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁),

com 𝜙(𝜁) ∈ (−∞,∞).

2 Seja 𝒟𝜙 = {𝜁 ∈ R𝑚 : 𝜙(𝜁) <∞} o conjunto dos pontos onde o limite inferior é finito.

Suponhamos5 0 ∈ int(𝒟𝜙).

Seja a chamada Transformada de Fenchel-Legendre de 𝜙 dada por

𝜙*(𝑥) = sup
𝜁∈R𝑚

(⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝜙(𝜁)) ,

um ponto 𝜁 ∈ R𝑚 é chamado subdiferencial de 𝜙* em 𝑦 ∈ R𝑚 se, ∀𝑧 ∈ R𝑚 com 𝑧 ̸= 𝑦

tivermos

𝜙*(𝑧) > 𝜙*(𝑦) + ⟨𝜁, 𝑧 − 𝑦⟩,

e então podemos definir

ℰ(𝜙, 𝜙*) = {𝑦 ∈ R𝑚 : ∃𝜁 ∈ int(𝒟𝜙) que é subdiferencial de 𝜙* em 𝑦}.

Diante das Hipóteses e definição expostas, teremos
5Seja ℳ = ℳ(𝐸) o conjunto de todas as probabilidades em (𝐸, ℰ), sendo o conjunto 𝐸 =

{𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑑} o espaço de estados de uma dada cadeia de Markov e ℰ o conjunto das partes de 𝐸.
Denotamos por int(ℳ) o interior do conjunto ℳ, ou seja, int(ℳ) = {𝑓 ∈ℳ : 𝑓(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐸}, onde
𝑓 é uma distribuição de probabilidades inicial para um conjunto de variáveis.
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i log𝜙𝑛 é convexa;

ii 𝜙 : R𝑚 → (−∞,∞) é convexa;

iii 𝜙* : R𝑚 → [0,∞) é convexa e semicontínua inferiormente6.

Antes de enunciarmos o próximo Lema necessário à prova do Teorema 3.3, vamos

proceder a uma definição: seja 𝐶 ⊆ R𝑚 um conjunto convexo não vazio. O interior

relativo de 𝐶, denotado por ri(𝐶), é dado por

ri(𝐶) = {𝑥 ∈ 𝐶 : ∀𝑦 ∈ 𝐶, 𝑥− 𝜀(𝑦 − 𝑥) ∈ 𝐶, para algum 𝜀 > 0}.

Vamos listar algumas propriedades de ri(𝐶):

i int(𝐶) ⊆ ri(𝐶);

ii ri(𝐶) ̸= ∅;

iii Se 𝑧 ∈ ri(𝐶) e 𝑦 ∈ 𝐶, então 𝜀𝑧 + (1− 𝜀)𝑦 ∈ ri(𝐶), para qualquer 𝜀 ∈ (0, 1];

iv Se 𝑔 : R𝑚 → (−∞,∞) é uma função convexa, então 𝑔 é contínua em ri(𝒟𝑔), onde

𝒟𝑔 = {𝑥 : 𝑔(𝑥) <∞}.

Lema 3.5. Vamos tomar como válidas as Hipóteses do Lema 3.4. Suponhamos ainda que

a 𝜙 é semicontínua em R𝑚 e diferenciável em int(𝒟𝜙);

b 𝒟𝜙 = R𝑑 ou |∇𝜙(𝜁)| → ∞, quando 𝜁 → 𝜕𝒟𝜙 com 𝜁 ∈ int(𝒟𝜙).

Então, ri(𝒟𝜙*) ⊆ ℰ(𝜙, 𝜙*)

Os Lemas 3.4 e 3.5 não serão demonstrados aqui: suas provas podem ser encontradas

em [58].
6Uma função 𝑓 : 𝐷 → (−∞,∞) é dita semicontínua superiormente em 𝑎 ∈ 𝐷 se, para qualquer

sequência {𝑥𝑛} com 𝑥𝑛 → 𝑎, é válido que

𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛→𝑎𝑓(𝑥𝑛) ≤ 𝑓(𝑎).

Uma função 𝑓 : 𝐷 → (−∞,∞) é dita semicontínua inferiormente em 𝑎 ∈ 𝐷 se, para qualquer sequência
{𝑥𝑛} com 𝑥𝑛 → 𝑎, é válido que

𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛→𝑎𝑓(𝑥𝑛) ≥ 𝑓(𝑎).

Uma função é dita simplesmente semicontínua superiormente, ou inferiormente, quando o for em todo o
seu domínio.
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Teorema 3.3 (Teorema de Gärtner-Ellis [56] [55] [57].). Supondo verdadeiras as

Hipóteses do Lema 3.4, temos:

1. lim𝑛→∞
1

𝑎𝑛
log 𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ − inf𝑥∈𝐹 𝜙

*, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟 𝐹 ⊆ R𝑚 𝑓𝑒𝑐ℎ𝑎𝑑𝑜;

2. lim𝑛→∞
1

𝑎𝑛
log 𝑓𝑛(𝐴) ≥ − inf𝑥∈𝐴∪ℰ 𝜙

*(𝑥), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝐴 ⊆ R𝑚 𝑎𝑏𝑒𝑟𝑡𝑜, 𝑜𝑛𝑑𝑒 ℰ =

ℰ(𝜙, 𝜙*).

Se assumirmos as condições (𝑎) e (𝑏) enunciadas no Lema 3.5 como verdadeiras, nos é

permitido substituir 𝐴 ∪ ℰ por 𝐴 no item (𝑖𝑖) do presente Teorema. Isso nos autoriza

asseverar que a sequência {𝑓𝑛} satisfaz o LDP com função taxa 𝜙*.

Prova do Teorema 3.3. Se fixarmos 𝐹 ⊆ R𝑚 e 𝜁 ∈ R𝑚 e aplicarmos a Desigualdade

de Chebyshev com 𝜓(𝑦) = 𝑒⟨𝜁,𝑦⟩, obteremos

inf
𝑦∈𝐹

(︁
𝑒⟨𝜁,𝑦⟩

)︁
𝑃 [𝑊𝑛 ∈ 𝐹 ] ≤ E

[︁
𝑒⟨𝜁,𝑊𝑛⟩

]︁
.

Uma vez que 𝑓𝑛 é a distribuição de 𝑊𝑛 e a exponencial é crescente, pode-se concluir que

𝑒inf𝑦∈𝐹 ⟨𝜁,𝑦⟩𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ E
[︁
𝑒⟨𝜁,𝑊𝑛⟩

]︁
.

Aplicando a definição de 𝜙𝑛, a desigualdade anterior é reescrita na forma

𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ 𝑒inf𝑦∈𝐹 ⟨𝜁,𝑦⟩𝜙𝑛(𝜁)

⇒

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ − inf
𝑦∈𝐹
⟨ 𝜁
𝑎𝑛

, 𝑦⟩+ 1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝜁), ∀𝜁 ∈ R𝑚

⇒

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ − inf
𝑦∈𝐹
⟨𝜁, 𝑦⟩+ 1

𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)

maximizando a desigualdade acima em 𝜁, encontramos

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐹 ) ≤ − sup
𝜁∈R𝑚

(︂
inf
𝑦∈𝐹
⟨𝜁, 𝑦⟩ − 1

𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)
)︂
.

Seja 𝐾 um conjunto compacto: se inf𝑥∈𝐾 𝜙*(𝑥) = 0, então o seguinte limite existe e
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obedece às seguintes relações

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐾) = − inf
𝑥∈𝐾

𝜙*(𝑥) ≤ 0

dado que 𝑎𝑛 ↑ ∞ e 𝑓𝑛 ∈ [0, 1]. A partir da inequação, sabemos que existe 𝑎 ∈ R tal que

0 < 𝑎 < inf𝑥∈𝐾 𝜙*(𝑥). Fixando 𝑦 ∈ 𝐾, chegamos a 0 < 𝑎 < 𝜙*(𝑦). Pela definição de 𝜙*,

sabemos que existe 𝜁𝑦 tal que 0 < 𝑎 < ⟨𝜁𝑦, 𝑦⟩ − 𝜙(𝜁𝑦). Ou seja, para qualquer 𝑦 ∈ 𝐾,

existem 𝜁𝑦 ∈ R𝑚 e 𝛿 > 0 tal que

⟨𝜁𝑦, 𝑦⟩ − 𝜙(𝜁𝑦) = 𝑎+ 𝛿,

o que nos diz que 𝜙(𝜁𝑦) <∞ e que, para todo 𝑛 ≥ 𝑛𝑦, 𝑛𝑦 ∈ N, teremos

⟨𝜁𝑦, 𝑦⟩ −
1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁𝑦) > 𝑎+ 𝛿

2 .

Seja 𝛿𝑦 > 0, e 𝐵(𝑦, 𝛿𝑦) uma bola centrada em 𝑦 com raio 𝛿𝑦. Fazendo 𝛿𝑦 suficientemente

pequeno, segue que, para todo 𝑛 ≥ 𝑛𝑦, temos

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑦, 𝛿𝑦)) ≤ −𝑎,

e, obviamente,

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑦, 𝛿𝑦)) ≤ −𝑎.

Já que determinamos 𝐾 compacto, podemos cobri-lo com um número finito 𝑁 de bolas

𝐵(𝑦𝑖, 𝛿𝑦𝑖
) - nesse caso

𝑓𝑛(𝐾) ≤
𝑁∑︁

𝑖=1
𝑓𝑛(𝐵(𝑦𝑖, 𝛿𝑦𝑖

))

e, portanto7

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐾) ≤ lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log
𝑁∑︁

𝑖=1
𝑓𝑛(𝐵(𝑦𝑖, 𝛿𝑦𝑖

))

= max
1≤𝑖≤𝑁

lim𝑛→∞ log 𝑓𝑛(𝐵(𝑦𝑖, 𝛿𝑦𝑖
)) ≤ −𝑎.

7É possível provar [55] que, dadas as sequências de números reais 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ≥ 0 e 𝑐𝑛 ↑ ∞, a seguinte
relação é válida

lim𝑛→∞
1
𝑐𝑛

log(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = max
{︂

lim𝑛→∞
1
𝑐𝑛

log 𝑎𝑛, lim𝑛→∞ log 𝑏𝑛

}︂
.
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Fazendo 𝑎→ inf𝑦∈𝐾 𝜙*(𝑦) chegamos a

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐾) ≤ − inf
𝑦∈𝐾

𝜙*(𝑦)

desigualdade que pode ser estendida para qualquer 𝐹 fechado (a prova desse assertiva

envolve tópicos da teoria das probabilidades que fogem ao escopo do presente trabalho,

mas pode ser encontrada em [55]). Isso encerra a demonstração do item (𝑖).

Vamos passar à demonstração do item (𝑖𝑖) do Teorema em questão. Se fixarmos

𝑥 ∈ ℰ e 𝛿 > 0, podemos escolher 𝜁 ∈ int(𝐷𝜙) subdiferencial de 𝜙* em 𝑥. Uma vez que

𝜁 ∈ int(𝐷𝜙) e pela definição de 𝜙, podemos afirmar que existe 𝑛𝑥 ∈ N tal que 𝑎𝑛𝜁 ∈ 𝐷𝜙𝑛 ,

para todo 𝑛 ≥ 𝑛𝑥. De tal forma nos é permitido definir probabilidades 𝜈𝑛 tais que, para

todo 𝑦 ∈ R𝑚, teremos

𝑑𝜈𝑛

𝑑𝑓𝑛

(𝑦) = 𝑒𝑎𝑛⟨𝜁,𝑦⟩

𝜙(𝑎𝑛𝜁)
. (3.19)

Seja 𝛿′ tal que 0 < 𝛿′ < 𝛿. Seja 𝐵(𝑥, 𝛿) a bola com centro em 𝑥 e raio 𝛿. Assim

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)).

Utilizando-nos da definição de 𝜈𝑛, vamos reescrever a inequação anterior da seguinte forma

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 1
𝑎𝑛

log
∫︁

𝐵(𝑥,𝛿′)

𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)
𝑒𝑎𝑛⟨𝜁,𝑦⟩ 𝑑𝜈𝑛(𝑦)

ou ainda como

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁) + 1
𝑎𝑛

log
∫︁

𝐵(𝑥,𝛿′)
𝑒𝑎𝑛⟨𝜁,𝑦⟩𝑑𝜈𝑛(𝑦).

Uma vez que |𝑦 − 𝑥| ≤ 𝛿′, ∀𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿′), temos que |⟨𝜁, 𝑦 − 𝑥⟩| ≤ 𝛿′|𝜁| - assim, sob as

mesmas condições,

⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝛿′|𝜁| ≤ ⟨𝜁, 𝑦⟩ ≤ ⟨𝜁, 𝑥⟩+ 𝛿′|𝜁|

dessa forma, chegamos a

1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)− ⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝛿′|𝜁|+ 1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)).
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Tomando o limite inferior para 𝑛→∞

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 𝜙(𝜁)− ⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝛿′|𝜁|+ lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)).

impondo 𝛿′ ↓ 0, chegamos a

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ 𝜙(𝜁)− ⟨𝜁, 𝑥⟩+ lim
𝛿′↓0

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)).

Utilizando da definição de 𝜙*, temos

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ −𝜙*(𝑥) + lim
𝛿′↓0

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)). (3.20)

Vamos definir 𝜓 para todo 𝜏 ∈ R𝑚 da seguinte forma

𝜓(𝜏) = lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log𝜓𝑛(𝑎𝑛𝜏) = lim
𝑛→∞

log
∫︁
𝑒⟨𝑎𝑛𝜏,𝑦⟩𝑑𝜈𝑛(𝑦).

Pela definição de 𝜈𝑛, obtemos

𝜓(𝜏) = lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log
∫︁
𝑒⟨𝑎𝑛𝜏,𝑦⟩ 𝑒

⟨𝑎𝑛𝜁,𝑦⟩

𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)
𝑑𝑓𝑛(𝑦)

⇒

𝜓(𝜏) = lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log
∫︁
𝑒⟨𝑎𝑛(𝜏+𝜁),𝑦⟩𝑑𝑓𝑛(𝑦)− lim

𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁)

⇒

𝜓(𝜏) = lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log𝜙(𝑎𝑛(𝜏 + 𝜁))− lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

log𝜙𝑛(𝑎𝑛𝜁) = 𝜙(𝜏 + 𝜁)− 𝜙(𝜁).

Seja 𝜓* a Transformada de Fenchel-Legendre de 𝜓. Desse modo

𝜓*(𝑥) = sup
𝜏∈R𝑚

(⟨𝜏, 𝑥⟩ − 𝜓(𝜏)) = sup
𝜏∈R𝑚

(⟨𝜏 + 𝜁, 𝑥⟩ − ⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝜙(𝜁, 𝜏) + 𝜙(𝜁))

da definição de 𝜙* chegamos a

𝜓* = 𝜙* − ⟨𝜁, 𝑥⟩ − 𝜙(𝜁).
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Vamos nos utilizar do item (𝑖) do presente Teorema: para todo 𝐹 ⊆ R𝑚 fechado teremos

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(𝐹 ) ≤ − inf
𝑧∈𝐹

𝜓*(𝑧).

Vamos considerar o fechado R𝑚∖𝐵(𝑥, 𝛿′). Temos então

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(R𝑚∖𝐵(𝑥, 𝛿′)) ≤ − inf
𝑧∈R𝑚∖𝐵(𝑥,𝛿′)

𝜓* = −𝜓*(𝑦), ∀𝑦 ∈ R𝑚∖𝐵(𝑥, 𝛿′)

pelas definições e propriedades de 𝜙* e 𝜓* sabemos que

𝜓*(𝑦) = 𝜙*(𝑦)− ⟨𝜁, 𝑦⟩+ 𝜙(𝜁) ≥ (𝜙*(𝑦)− ⟨𝜁, 𝑦⟩)− (𝜙*(𝑥)− ⟨𝜁, 𝑥⟩) > 0

assim, para todo 𝛿′ > 0,

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛 (R𝑚∖𝐵(𝑥, 𝛿′)) < 0. (3.21)

Nosso objetivo é demonstrar a hipótese de que a probabilidade 𝜈𝑛 obedece a

lim
𝑛→∞

𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)) = 1.

Procedemos reductio ad absurdum supondo que existe um 𝜀 > 0 tal que 𝜈𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿′)) ≤

1− 𝜀, ∀𝑛 ∈ N. Neste caso, temos

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜈𝑛(R𝑚∖𝐵(𝑥, 𝛿′)) ≥ lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝜀 = 0

o que contradiz o fato estabelecido em 3.21. Assim estabelecemos a hipótese citada como

verdadeira.

Segue de 3.20 que, para todo 𝑥 ∈ ℰ ,

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ −𝜙*(𝑥). (3.22)

Seja um aberto 𝐴 ⊆ R𝑚 e 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ ℰ . Dada a natureza de 𝐴, existe 𝜀0(𝑥) tal que

𝐵(𝑥, 𝜀0) ⊆ 𝐴 - segue que 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐴, ∀𝜀 ≤ 𝜀0(𝑥). Assim

𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝜀)) ≤ 𝑓𝑛(𝐴).
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Associando a informação trazida pela inequação acima com a equação 3.22 podemos

determinar que, para todo 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ ℰ , é válido que

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐴) ≥ lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐵(𝑥, 𝛿)) ≥ −𝜙*(𝑥).

Ao maximizarmos essa desigualdade para 𝑥, temos

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐴) ≥ − inf
𝑥∈𝐴∩ℰ

𝜙*(𝑥)

o que encerra a demonstração do item (𝑖𝑖).

Vamos proceder à conclusão da demonstração do presente Teorema: para tanto, pro-

varemos que a seguinte inequação é verdadeira para qualquer aberto 𝐴 ⊆ R𝑚

inf
𝑥∈𝐴∩ri(𝒟𝜙* )

𝜙*(𝑥) ≤ inf
𝑥∈𝐴

𝜙*(𝑥)

Consideremos 𝐴∩𝒟𝜙* ̸= ∅ para eliminarmos a afirmação trivial: temos então 𝑦 ∈ 𝐴∩𝒟𝜙*

e 𝑧 ∈ ri(𝒟𝜙*) e, dado que 𝐴 é um aberto, existe 𝛿0 tal que 𝐵(𝑦, 𝛿0) ⊆ 𝐴. Para 𝛽

suficientemente pequeno temos

𝛽𝑧 + (1− 𝛽)𝑦 ∈ 𝐵(𝑦, 𝛿0) ⊆ 𝐴.

Ademais, pela Propriedade (𝑖𝑖𝑖) da definição do interior relativo, temos que para todo

𝛽 ∈ (0, 1] é verdadeiro que

𝛽𝑧 + (1− 𝛽)𝑦 ∈ ri(𝒟𝜙*).

Conjugando as duas últimas assertivas segue que, para 𝛽 > 0 suficientemente pequeno,

𝛽𝑧 + (1− 𝛽)𝑦 ∈ 𝐴 ∩ ri(𝒟𝜙*).

Fazendo 𝛽 ↓ 0 e lembrando da convexidade de 𝜙* pode-se chegar a seguinte inequação,

válida para todo 𝑦 ∈ 𝐴 ∪ 𝒟𝜙*

inf
𝑥∈𝐴∩ri(𝒟𝜙* )

𝜙*(𝑥) ≤ lim
𝛽↓0

𝜙*(𝛽𝑧 + (1− 𝛽)𝑦) ≤ 𝜙*(𝑦)
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procedendo à minimização da desigualdade em relação a 𝑦, vamos encontrar

inf
𝑥∈𝐴∩ri(𝒟𝜙* )

𝜙*(𝑥) ≤ inf
𝑦∈𝐴∩𝒟𝜙*

𝜙*(𝑦).

Sabendo que 𝒟𝜙* = {𝑥 ∈ ℛ𝑚 : 𝜙*(𝑥) < ∞}, deduzimos que 𝜙*(𝑥) = ∞ para todo

𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝒟∁
𝜙* . Assim

inf
𝑥∈𝐴∩ri(𝒟𝜙* )

𝜙*(𝑥) ≤ inf
𝑦∈𝐴∩𝒟𝜙*

𝜙*(𝑦) = inf
𝑦∈𝐴

𝜙*(𝑦).

Trabalhando sobre a sentença anterior levando em consideração o Lema 3.5, teremos

inf
𝑥∈𝐴∩ℰ

𝜙*(𝑥) ≤ inf
𝑥∈𝐴∩ri(𝒟𝜙* )

𝜙*(𝑥) ≤ inf
𝑦∈𝐴

𝜙*(𝑦).

Tomando a desigualdade acima e mantendo em foco o provado para o item (𝑖𝑖) do presente

Teorema, teremos

lim𝑛→∞
1
𝑎𝑛

log 𝑓𝑛(𝐴) ≥ − inf
𝑥∈𝐴∩ℰ

𝜙*(𝑥) ≥ − inf
𝑥∈𝐴

𝜙*(𝑥)

o que demonstra que a sequência {𝑊𝑛} satisfaz o LDP com uma função taxa dada por

𝜙*.

Generalização da LDT para a Entropia Não Aditiva 𝑆𝑞

Nesta seção, vamos começar revisando a discussão intuitiva feita por Tsallis [13] a respeito

da Teoria dos Grandes Desvios. Imaginemos um experimento mental simples envolvendo

um número 𝑁 de lançamentos estatisticamente independentes de moedas: qual a proba-

bilidade de tirarmos exatamente ou menos de duas caras em 𝑁 = 10? Se aumentarmos

o número de jogadas para 𝑁 = 100, qual é a probabilidade de conseguirmos exatamente

ou menos de vinte caras como resultado? Generalizando essa questão, poderíamos nos

perguntar qual é a probabilidade 𝑃 (𝑁 ;𝑛/𝑁 < 𝑥) de, num universo de 𝑁 lançamentos,

conseguirmos obter 𝑛 resultados de interesse tal que 𝑛/𝑁 < 20%. Algo podemos afirmar,

intuitivamente, sobre tal questão: a probabilidade 𝑃 (𝑁 ;𝑛/𝑁 < 𝑥) decresce, para um

0 ≤ 𝑥 < 1/2, a zero quando 𝑁 →∞. Tsallis, apoiado em [59], afirma que esse decréscimo
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é exponencial e, mais exatamente, assume a seguinte forma:

𝑃 (𝑁 ;𝑛/𝑁 < 𝑥) ∼ −𝑒𝑟1(𝑥)𝑁 (3.23)

onde a função taxa é dada pela entropia de Boltzmann-Gibbs por partícula

𝑟1 = ln 2 + 𝑥 ln 𝑥+ (1− 𝑥) ln(1− 𝑥).

Podemos perceber que 3.23 é extensiva, atendendo o requerimento termodinâmico de

extensividade da entropia total para sistemas clássicos hamiltonianos - de fato, a assertiva

em questão é um caso particular de um fator de Boltzmann-Gibbs, 𝑝𝐵𝐺, dado por [60]

𝑝𝐵𝐺 ∝ 𝑒−𝛽ℋ𝑁 = 𝑒−[𝛽ℋ𝑁 /𝑁 ]𝑁

onde ℋ𝑁/𝑁 é uma quantidade intensiva, e ℋ𝑁 é o Hamiltoniano para um sistema de

𝑁 -corpos com interações de curto alcance.

Quando tratamos de Hamiltonianos que levam em consideração interações de longo

alcance, que é o caso de interesse desta monografia, Tsallis [13] nos assevera que o quadro

geral deve ser um tanto diferente, e esperamos pela literatura que a 𝑝𝐵𝐺 original seja

generalizada para uma 𝑝𝑞 do tipo

𝑝𝑞 ∝ 𝑒−𝛽𝑞ℋ𝑁
𝑞 = 𝑒

−(𝛽𝑞�̃�) ℋ𝑁
𝑁�̃�

𝑁
𝑞

onde −(𝛽𝑞�̃�) ℋ𝑁

𝑁�̃�
é uma quantidade intensiva. Essa extensa classe de sistemas fortemente

correlacionados pode ser usada para consistentemente generalizar a equação 3.23 da se-

guinte forma

𝑃 (𝑁 ;𝑛/𝑁 < 𝑥) ∼ 𝑒−𝑟𝑞(𝑥)𝑁
𝑞

(3.24)

onde a função taxa 𝑞-generalizada é dada, espera-se, por uma 𝑞-entropia relativa por partí-

cula apropriada: percebamos que, mesmo para sistemas com interações de longo alcance,

a entropia total deve permanecer extensiva - embora a forma funcional original tenha

mudado (de uma exponencial para uma 𝑞-exponencial), é esperado que seu argumento,

invariavelmente, permaneça extensivo.
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A título de exemplo, vamos replicar de modo sucinto aqui a abordagem feita em [13] de

um modelo probabilístico apresentado em [61] e [62] e tratado numericamente em [63]: seja

um sistema simétrico e invariante por escala de 𝑁 variáveis binárias aleatórias permutáveis

e fortemente correlacionadas definidas ao se adotar 𝑒𝑧
𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡

como sua função geradora,

sendo 𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡 ≥ 1 (𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡 = 1 corresponde à distribuição binomial independente). O

atrator relacionado a 𝑁 → ∞ é uma 𝑞𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡-gaussiana que é conseguida como segue: a

partir de um 𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡 proposto,

𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡 ≡ 1 + 1
𝛼
, (𝛼 > 0), (3.25)

nós obteremos a distribuição normalizada mais geral que satisfaça a Regra de Leibnitz,

ou seja

𝑝𝑁,𝑛(𝜂) = 𝑥𝑁 !
𝑥𝑁−𝑛!𝑥𝑛!𝑞𝑛(𝜂)𝑞𝑁−𝑛(𝜂) (3.26)

onde 𝑞𝑠 é um polinômio de grau 𝑠, 𝜂 é um parâmetro no intervalo [0, 1] e {𝑥𝑁} é uma

sequência infinita estritamente crescente de números reais não negativos. Partindo de

3.25 e 3.26 e fixando 𝜂 = 1/2, eventualmente chegaremos a

𝑝𝑁,𝑛(𝛼) = 𝑁 !
(𝑁 − 𝑛)!𝑛!

(𝛼/2)𝑛(𝛼/2)𝑁−𝑛

(𝛼/2)𝑁

,
𝑁∑︁

𝑛=0
𝑝𝑁,𝑛(𝛼) = 1,

onde a estrutura (𝑎)𝑏 ≡ 𝑎(𝑎 + 1) · ... · (𝑎 + 𝑏 − 1), (𝑎)0 = 1, é o chamado Símbolo de

Pochhammer. O atrator para 𝑁 →∞ é uma 𝑞𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡-gaussiana com

𝑞𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡 = 𝛼− 4
𝛼− 2 ≤ 1.

Pode-se verificar que
1

𝑞𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡 − 1 −
2

1− 𝑞𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡

= 2, ∀𝛼.

Ao se estender a Equação 3.23 para a forma seguinte (em [63] menciona-se a ne-

cessidade de se considerar a quantidade escalada 𝑛/𝑁𝛾(𝛼) em lugar da original, o que

estabelece uma analogia com o coeficiente de difusão anômala introduzido nas equações
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de Fokker-Planck não-lineares)

𝑃 (𝑁 ;𝑛/𝑁𝛾(𝛼) < 𝑥) ∼ 𝑒−𝑟𝑞(𝑥)𝑁
𝑞 , (𝛾(𝛼) > 0), (3.27)

conclui-se através do tratamento numérico que, no limite da LDT, o sistema em questão

é satisfatoriamente descrito pela Equação 3.27 com

𝑞 = 1 + 2
𝛼
.
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Capítulo 4

Extensividade Entrópica e Grandes

Desvios na Presença de Correlações

Não Locais: Nossa Contribuição

O presente capítulo é francamente baseado no artigo [64] de cuja concepção o autor da

presente monografia tomou parte: foi obra publicada em revista de renome internacional,

cujos coautores são também meu orientador e coorientador. Executei, sob a supervisão es-

trita e muito próxima do Professor Pesquisador Constantino Tsallis, as primeiras incursões

numéricas no modelo físico proposto pelo mesmo. O Professor Pesquisador Ugur Tirnakli

foi um colaborador de valor inestimável para a publicação do referido paper, propôs os

códigos finais na linguagem Python que otimizaram os processos numéricos, e detém a

primeira autoria do artigo. Cabe aqui declarar que participar, mesmo que modestamente,

da construção desse átomo de saber científico foi uma experiência de intenso aprendizado

e troca, que certamente me tornou mais capaz de exercer, no devido momento, minhas

próprias e colaborativas contribuições à Física, regina das Ciências Naturais, se é que as

antigas categorizações ainda fazem jus aos apelos transdisciplinares que testemunhamos

numa época em que o fazer científico mais profícuo necessariamente transcende barreiras

e especializações - exemplo vivo disso são as aplicações do aparato conceitual da Mecânica

Estatística Não Extensiva em modelos e dados provindos das mais diversas áreas do saber,

como pode ser visto em [13].

A Teoria Padrão dos Grandes Desvios (LDT) espelha o fator de Boltzmann-Gibbs

(BG) que descreve o equilíbrio térmico de sistemas hamiltonianos de curto alcance, cuja
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distribuição de velocidade é Maxwelliana. É genericamente aplicável a sistemas que sa-

tisfazem o Teorema do Limite Central (CLT), entre outros. Quando nos concentramos

em estados estacionários de sistemas complexos típicos (por exemplo, sistemas hamilto-

nianos clássicos de longo alcance), tanto o CLT quanto o LDT precisam ser generali-

zados. Focamos aqui em um processo estocástico invariante em escala envolvendo va-

riáveis aleatórias intercambiáveis fortemente correlacionadas que, através do teorema de

Laplace-de Finetti, é conhecido por produzir um atrator 𝑄-Gaussiano de cauda longa

para 𝑁 → ∞ em o espaço de distribuições (1 < 𝑄 < 3)1. Apresentamos fortes indica-

ções numéricas de que a distribuição de probabilidade LDT correspondente é dada por

𝑃 (𝑁, 𝑧) = 𝑃0𝑒
−𝑟𝑞(𝑧)𝑁
𝑞 = 𝑃0 [1− (1− 𝑞)𝑟𝑞(𝑧)𝑁 ]1/(1−𝑞) com 𝑞 = 2 − 1/𝑞 ∈ (1, 5/3). A fun-

ção taxa 𝑟𝑞(𝑧) é aparentemente igual à 𝑞𝑟-entropia relativa não aditiva por partícula, com

𝑞𝑟 ≃ 7
10 + 6

10
1

𝑄−1 exibindo assim uma singularidade em 𝑄 = 1 e recuperando o valor BG

𝑞𝑟 = 1 no limite 𝑄 → 3. Ressaltemos que a extensividade de 𝑟𝑞(𝑧)𝑁 parece verificada,

consistentemente com o que se espera da estrutura de Legendre da termodinâmica, para

uma entropia total. A presente análise de um modelo relativamente simples que espelha

um pouco a interação de longo alcance de ferromagnetos de spin-1/2 (por exemplo, com

acoplamento XY fortemente anisotrópico) pode ser útil para uma compreensão mais pro-

funda de sistemas de não-equilíbrio com correlações globais e outros sistemas complexos.

Apresentação de Nosso Artigo

A mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs (BG) produz várias relações importantes.

Ainda assim, é justo considerar a distribuição Maxwelliana de velocidades e a distribuição

exponencial de energias (peso BG ou fator BG) como suas impressões digitais mais impor-

tantes [65] [66]. Esses fatos refletem o Teorema do Limite Central (CLT) que leva, quando

o número 𝑁 de variáveis aleatórias envolvidas aumenta indefinidamente, à convergência

para distribuições gaussianas, e a Teoria dos Grandes Desvios (LDT) que caracteriza a

velocidade na qual se aproxima de gaussianas enquanto 𝑁 aumenta. Para ser mais pre-

ciso, uma distribuição BG, 𝑝𝐵𝐺, associada a um ℋ𝑁 hamiltoniano de muitos corpos em

equilíbrio térmico é dada por 𝑝𝐵𝐺 ∝ 𝑒−𝛽ℋ𝑁 sempre que ℋ𝑁 inclui interações de curto

alcance ou nenhuma interação. Podemos então escrever que 𝑝𝐵𝐺 ∝ 𝑒−[𝛽ℋ𝑁 /𝑁 ]𝑁 , onde,
1Mantivemos aqui a notação padrão do nosso artigo, [64], designando o índice de Tsallis de trabalho

principal como 𝑄. A ligeira alteração não deve ser impedimento para a inteligibilidade do todo.
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consistentemente com a termodinâmica, [𝛽ℋ𝑁/𝑁 ] é uma quantidade intensiva. A instru-

ção LDT correspondente para um sistema estocástico binário com 𝑁 variáveis aleatórias

produzindo 𝑛 vezes 0 e (𝑁 −𝑛) vezes 1 diz respeito à probabilidade 𝑃𝑁(𝑛/𝑁 > 𝑧) ∈ [0, 1]

da variável aleatória 𝑛/𝑁 assumindo valores maiores que um valor fixo 𝑧 ∈ ℛ para valores

cada vez maiores de 𝑁 . Sob a hipótese de independência probabilística, ou configurações

semelhantes, esperamos 𝑃𝑁(𝑛/𝑁 > 𝑧) ≈ 𝑒−𝑟1(𝑧)𝑁 , onde a função taxa 𝑟1 é igual a uma

entropia relativa BG por partícula. Portanto 𝑟1(𝑧)𝑁 desempenha o papel de uma entropia

total termodinâmica que, consistentemente com a estrutura de Legendre da termodinâ-

mica clássica, é extensiva, ou seja, 𝑟1(𝑧)𝑁 ∝ 𝑁(𝑁 ≫ 1).

Dentro da MENE (ou 𝑞-estatística), normalmente lidamos com sistemas hamiltonia-

nos de interação de longo alcance, entre outros sistemas fortemente correlacionados. As

distribuições associadas de velocidades parecem ser 𝑞-gaussianas com 𝑞 > 1, com 𝑞 se

aproximando da unidade quando o alcance das interações se aproxima do regime de curto

alcance. Esses fatos devem ser associados a um 𝑞-Teorema do Limite Central (𝑞-CLT) que

leva, quando 𝑁 →∞, a uma convergência para uma distribuição 𝑞-gaussiana. Já existem

provas de condições suficientes para o 𝑞-CLT [52] [67] [68], mas as condições necessárias

para o 𝑞-CLT ainda permanecem como um desafio.

Dentro da 𝑞-estatística, esperamos que a energia total de um sistema de interação

de longo alcance em seu estado estacionário, ou quase estacionário, seja superextensiva,

portanto, não proporcional a 𝑁 , como é o caso de sistemas interativos de curto alcance.

Mais precisamente, esperamos 𝑝𝑞 ∝ 𝑒−𝛽𝑞ℋ𝑁
𝑞 , onde ℋ𝑁 é um hamiltoniano superextensivo,

𝛽𝑞 desempenhando o papel de uma temperatura efetiva inversa (𝛽1 = 𝛽 corresponde

à temperatura cinética inversa usual); 𝛽𝑞 difere genericamente de 𝛽. Lembramos que

𝑒𝑧
𝑞 = [1+(1−𝑞)𝑧]1/(1−𝑞) com 𝑒𝑧

1 = 𝑒𝑧. Para, digamos, interações de dois corpos (atrativas)

decaindo como 1/(distância)𝛼 (𝛼 ∈ [0,∞)) dentro de um sistema d-dimensional, podemos

reescrever 𝑝𝑞 ∝ 𝑒−[(𝛽𝑞�̃�)(ℋ𝑁 /𝑁�̃�)]𝑁
𝑞 onde �̃� = 𝑁1−𝛼/𝑑−1

1−𝛼/𝑑
é, para 𝑁 crescentemente grande,

constante para 𝛼/𝑑 > 1 (curto alcance), aumenta como 𝑁1−𝛼/𝑑 para 0 ≤ 𝛼/𝑑 < 1 (longo

alcance) e aumenta como ln𝑁 para 𝛼/𝑑 = 1.

Vamos enfatizar neste ponto que tanto (𝛽𝑞�̃�) quanto (ℋ𝑁/𝑁�̃�) são quantidades in-

tensivas. De fato, vamos ilustrar esses fatos focando na seguinte relação para a energia
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termodinâmica paradigmática de Gibbs:

𝐺(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...) = 𝑈(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)− 𝑇𝑆(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)+

+𝑝𝑉 − 𝜇𝑁(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...) +−𝐻𝑀(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)− ...,
(4.1)

onde 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻 são temperatura, pressão, potencial químico, campo magnético externo,

e 𝑈, 𝑆, 𝑉,𝑁,𝑀 são energia interna, entropia, volume, número de partículas (por sua vez

proporcional ao número de graus de liberdade), magnetização. Dividindo ambos os lados

por 𝑁�̃� obtemos:

𝐺(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)
𝑁�̃�

= 𝑈(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)
𝑁�̃�

− 𝑇

�̃�

𝑆(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)
𝑁

+

+ 𝑝

�̃�

𝑉

𝑁
− 𝜇

�̃�
− 𝐻

�̃�

𝑀(𝑉, 𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...)
𝑁

− ...
(4.2)

Foi profusamente verificado na literatura (ver [13] [69] e referências neles contidas) que

todas as grandezas 𝐺/(𝑁�̃�), 𝑈/(𝑁�̃�), 𝑇/�̃� , 𝑆/𝑁 , 𝑝/�̃� , 𝑉/𝑁 , 𝜇/�̃� , 𝐻/�̃� , 𝑀/𝑁 são

termodinamicamente intensivas, no sentido de que, no limite 𝑁 →∞, todos elas produ-

zem quantidades finitas, preservando assim a estrutura de Legendre da termodinâmica

clássica para ambas interações de curto e longo alcance.

Em seguida, identificamos três classes de variáveis termodinâmicas para todos os valo-

res de 𝛼/𝑑, a saber (i) aquelas que se espera que são sempre extensivas (𝑆, 𝑉,𝑁,𝑀, ...), ou

seja, escalando com 𝑁 , (ii) as que caracterizam as condições externas sob as quais o sis-

tema está colocado (𝑇, 𝑝, 𝜇,𝐻, ...), escalando com �̃� , e (iii) as correspondentes às energias

(𝐺,𝑈), escalando com 𝑁�̃� . Para interações de curto alcance (ou seja, 𝛼/𝑑 > 1), essas

três classes colapsam nas duas tradicionais (intensiva e extensiva) atualmente indicadas

nos livros de termodinâmica.

A contrapartida matemática desejável para tais sistemas seria, obviamente, ter uma

𝑞-Teoria dos Grandes Desvios (𝑞-LDT) com uma probabilidade correspondente a 𝑛/𝑁 −

1/2 ≥ 𝑧 dada por 𝑃 (𝑁, 𝑧) ≈ 𝑒−𝑟𝑞(𝑧)𝑁
𝑞 , onde a função de taxa 𝑟𝑞(𝑧) seria mais uma vez

igual a alguma entropia não aditiva relativa por partícula definida por meio de [12]:

𝑆𝑞 = 𝑘
1−∑︀𝑖 𝑝

𝑞
𝑖

𝑞 − 1 , (𝑞 ∈ R) (4.3)

com 𝑆1 = 𝑆𝐵𝐺 = −𝑘∑︀𝑖 𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖, sendo 𝑘 uma constante positiva convencional (doravante
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considerada 𝑘 = 1). Uma notação mais precisa para 𝑟𝑞(𝑧) seria 𝑟𝑞𝑟(𝑧), pois, como veremos

a seguir, não há razão para ser 𝑞𝑟 = 𝑞; de fato, em todos os casos não triviais que

conhecemos, parece ser 𝑞𝑟 ̸= 𝑞. No entanto, por simplicidade, manteremos a notação 𝑟𝑞.

Espera-se que a quantidade 𝑟𝑞(𝑧)𝑁 desempenhe um papel semelhante ao de uma

entropia termodinâmica total do sistema que, como mencionado acima, deve ser sempre

extensiva, ou seja, ∝ 𝑁, (𝑁 ≫ 1). Naturalmente, para unificar todas as situações acima,

esperamos 𝑞 = 𝑓(𝑄), sendo 𝑓(𝑄) uma função suave que satisfaz 𝑓(1) = 1, recuperando

assim o usual LDT.

O cenário 𝑞-LDT acima já foi verificado numericamente para um modelo puramente

probabilístico com fortes correlações [59] [70] [71], bem como para diversos modelos físicos

[72].

Breves Considerações sobre Precedentes

Nosso trabalho é, como todo aquele produzido dentro de todas as ciências, baseado em

esforços precedentes: é o "sobre os ombros de gigantes", ditado latino que é mais conhecido

hoje como máxima atribuída a Isaac Newton. Dois foram os artigos fundamentais para

a concepção do modelo que vamos abordar: se ele é já bastante desenvolvido por Hanel,

Thurner e Tsallis [73] em publicação de 2009, não podemos ignorar a relevância das

bases estabelecidas por Rodríguez, Schwämmle e Tsallis [74] em paper que veio à luz

no ano anterior. Citamos aqui breves resumos sobre os conteúdos dessas obras para

a contextualização do leitor: fazer uma recapitulação mais detida seria eminentemente

desnecessário, uma vez que os artigos originais estão disponíveis em diversas bases de

dados e, além do que, descrever a gênese do nosso modelo em si mesma, com todos os

detalhes que lhe são pertinentes, vai além das atribuições que pautam esta dissertação.

Podemos nos perguntar: o que acontece com as propriedades da BG quando as variá-

veis aleatórias binárias de um dado sistema não são independentes e as correlações entre

essas variáveis (espalhadas homogeneamente sobre o sistema) são fortes o suficiente? Em

princípio, não há motivo para esperar que a distribuição limitante relevante seja uma

gaussiana e a entropia, que é extensiva (ou seja, 𝑆(𝑁) ∝ 𝑁 , quando 𝑁 ≫ 1), seja 𝑆𝐵𝐺.

O objetivo do artigo de Hanel, Thurner e Tsallis [73] é responder a essas perguntas para

uma classe matematicamente intrigante de processos correlacionados - que podem ser in-

terpretados como modelos de campo médio prototípicos - e que, portanto, são relevantes
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para sistemas naturais, artificiais e sociais.

Vamos discutir, no âmbito de [73], as 𝑞-gaussianas, que ocorrem frequentemente como

generalização de gaussianas, e são definidas como

𝑝𝑞(𝑥) ∝ [1− (1− 𝑞)𝛽𝑥2]
1

1−𝑞 , 𝑝1(𝑥) = 𝑝𝐵𝐺(𝑥)

onde 𝑥 ∈ R para 𝑞 < 3 (para 𝑞 ≥ 3 a normalização é perdida) e 𝑥2 ≤ 1/[(1 − 𝑞)𝛽] para

𝑞 < 1. Inferimos, do já exposto, que os atratores relativos a um 𝑞-CLT sejam 𝑞-gaussianas.

Os autores citam, além disso, a possibilidade de se encontrar q-gaussianas em (i) soluções

paradigmáticas em processos de Langevin não markovianos, ou equações de Fokker-Planck

não-lineares homogenas; (ii) existem sistemas com funções de distribuição (que não são,

no geral, 𝑞-gaussianas) dependentes de 𝑁 tal que 𝑆𝐵𝐺 não é mais extensiva, sendo que 𝑆𝑞

se torna a entropia extensiva para valores específicos de 𝑞 < 1 indicados por 𝑞𝑒𝑛𝑡, ou seja,

𝑆𝑞𝑒𝑛𝑡(𝑁) ∝ 𝑁 , (𝑁 ≫ 1) - como é conhecido, para todos os sistemas de muitos corpos cujos

hamiltonianos descrevem interações de curto alcance, temos 𝑞𝑒𝑛𝑡 = 1, ou seja, 𝑆𝐵𝐺, que é

idêntico a 𝑆1, é extensivo; (iii) indicações numéricas para as distribuições de velocidades

em estados quasistacionários de hamiltonianos de longo alcance sugerem 𝑞-gaussianas;

(iv) uma pletora de evidências experimentais para q-gaussianas existem em tópicos tão

distintos como movimento de células biológicas, turbulência, vento solar, átomos frios em

armadilhas ópticas dissipativas, plasma etc.

No artigo [74], estuda-se famílias de entes matemáticos tipo Triângulos de Leibnitz:

suas regras de construção, em termos probabilísticos, correspondem a uma forma específica

de correlação de 𝑁 igualmente prováveis variáveis binárias que satisfazem invariância por

escala. Nesse artigo, Rodríguez, Schwämmle e Tsallis observam que as propriedades desse

sistema levam a q-gaussianas como funções de distribuição de probabilidade limitantes

com um 𝑞 ≤ 1, onde a distribuição limitante poderia ser exatamente calculada. O índice

𝑞, no sistema em estudo, caracterizaria a força da correlação. O caso 𝑞 → −∞ corresponde

a variáveis fortemente correlacionadas, fornecendo uma distribuição limitante uniforme.

No artigo em pauta, foi explorado o fato que coeficientes de outro tipo de triângulos

foram construídos por 𝑞-gaussianas discretas. Esses triângulos, tendo agora por constru-

ção 𝑞-gaussianas com 𝑞 < 1 como funções de probabilidade limitantes, mostraram um

comportamento que depende do modo específico de discretização do intervalo de suporte.

Exceto por um caso específico, a regra de Leibnitz, relacionada à invariância da escala do
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sistema, é apenas assintoticamente satisfeita. O sistema se aproxima da invariância de

escala com uma lei de potência proporcional a 1/𝑁2 para 𝑁 grande, exceto pelos coefici-

entes de borda, onde a convergência para invariância por escala é muito mais mais lenta,

do tipo 1/𝑁 . A lei 1/𝑁2 se reduz a 1/𝑁 em todo o triângulo ao se considerar 𝑞-gaussianas

com 𝑞 ≥ 1.

A entropia BG permanece extensiva para todos os tipos de triângulos estudados. Mo-

delos mais sofisticados, por exemplo, o modelo de hamiltoniano de campo médio, parecem

abordar uma 𝑞-gaussiana caracterizada por um estado estacionário de não equilíbrio, com

a 𝑞-entropia possivelmente extensiva para 𝑞 ̸= 1.

A Regra de Leibnitz fornece uma ferramenta simples para o estudo de modelos com-

postos de variáveis aleatórias binárias correlacionadas e permite o cálculo exato de suas

funções limitantes. Essa regra não pode estar relacionada exclusivamente à termostatís-

tica não extensiva. De fato, existem triângulos do tipo Leibnitz que levam precisamente

a 𝑞-gaussianas (como mostrado no artigo), bem como a outras funções de probabilidade

limitantes. O cenário que surge é que a validade assintótica da regra de Leibnitz pode re-

presentar uma condição necessária, mas certamente não é suficiente para o sistema tender

a 𝑞-gaussianas como distribuições limitantes quando 𝑁 →∞.

O fato de que diferentes implementações de correlações entre as variáveis de um sistema

podem levar à mesma função (𝑞-gaussianas em [74]) pode ser visto como uma sugestão

dessas funções como sendo atratores para uma variedade de sistemas diferentes e, por-

tanto, apoia a demanda da generalização do Teorema do Limite Central, um 𝑞-CLT. No

entanto, para garantir a aplicabilidade desse Teorema do Limite Central, a estabilidade

das 𝑞-gaussianas como funções limitantes dos sistemas apresentados no artigo precisaria

ser comprovada, seja estabelecendo que as correlações correspondem à 𝑞-independência,

ou pela introdução, por exemplo, de perturbações fracas.

Em [74] um modelo específico para variáveis aleatórias binárias correlacionadas efeti-

vamente convergiu para distribuições 𝑞-gaussianas no limite termodinâmico para 𝑞 < 1.

No entanto, nenhum mecanismo foi dado de como esses modelos podem ser gerados a

partir de princípios gerais. Isso foi feito por Hanel, Thurner e Tsallis [73]. Em particular,

foi mostrado como o modelo fornecido em [74] pode ser gerado e como, pelo mesmo meio,

as distribuições 𝑞-gaussianas podem ser alcançadas para 1 < 𝑞 < 3.
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Modelo e resultados

No artigo em referência, focamos em um modelo probabilístico invariante por escala in-

troduzido em [73] e baseado no Teorema Laplace-de Finetti para processos estocásticos

intercambiáveis. As variáveis aleatórias são binárias (tipo Ising) e podem ser não corre-

lacionadas (𝑄 = 1) ou fortemente correlacionadas (𝑄 > 1), cada uma delas assumindo os

valores 0 e 1. Um microestado específico com 𝑛 valores 0 e (𝑁 −𝑛) valores 1 corresponde

a 𝑟𝑁
𝑛 = 1/2𝑁 para 𝑄 = 1 e a

𝑟𝑁
𝑛 =

𝐵
(︁

3−𝑄
2𝑄−2 + 𝑛, 3−𝑄

2𝑄−2 +𝑁 − 𝑛
)︁

𝐵
(︁

3−𝑄
2𝑄−2 ,

3−𝑄
2𝑄−2

)︁ (4.4)

para distribuições de cauda longa (1 < 𝑄 < 3), onde 𝐵(𝑥, 𝑦) = Γ(𝑥)Γ(𝑦)/Γ(𝑥 + 𝑦) é

a função Beta de Euler. Neste modelo, (𝑄 − 1) mede a força das correlações globais e

varia de zero a 2. Como um análogo físico, podemos pensar em um ferromagneto clássico

XY d-dimensional com spin-1/2 altamente anisotrópico com interações entre dois corpos

decaindo como 1/(distância)𝛼. Esse classe de sistemas se aproxima do ferromagneto de

Ising e normalmente corresponde a ímãs com interações XY altamente anisotrópicas de

dois corpos na ausência de termos de um corpo, e também a interações XY totalmente

isotrópicas de dois corpos, mas tendo, além disso, termos de um corpo altamente aniso-

trópicos. Então 𝑄 = 1 corresponde a 𝛼/𝑑 > 1, enquanto 𝑄 > 1 é esperado para espelhar

sistemas com 0 < 𝛼/𝑑 < 1. Um caso extremo é o 𝛼 = 0, onde todos os spins interagem

igualmente fortemente com todos os outros spins do sistema. A distribuição 𝑄-Gaussiana

possivelmente espelharia uma distribuição não Maxwelliana de velocidades. Tais distribui-

ções foram repetidamente observadas em sistemas complexos semelhantes, por exemplo,

ferromagnetos XY isotrópico de longo alcance e ferromagnetos de Heisenberg, bem como

o modelo Fermi-Pasta-Ulam 𝛽 de longo alcance.

No presente modelo existem𝑁 !/[𝑛!(𝑁−𝑛)!] microestados equivalentes (𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝑁).

Consistentemente, temos

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑁 !
𝑛!(𝑁 − 𝑛)!𝑟

𝑁
𝑛 = 1. (4.5)

As quantidades 𝑟𝑁
𝑛 definidas na equação 4.4 satisfazem (ver [73]) a chamada regra do
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triângulo de Leibnitz, ou seja,

𝑟𝑁
𝑛 + 𝑟𝑁

𝑛+1 = 𝑟𝑁−1
𝑛 , (∀𝑁,∀𝑛). (4.6)

Tais conjuntos de probabilidades também são conhecidos como invariantes de escala,

uma vez que sua distribuição em uma dada escala 𝑁 pode sempre ser obtida por margi-

nalização probabilística de escalas superiores (correspondente a 𝑁 + 1, 𝑁 + 2,...). Esta

propriedade é bastante especial e não deve ser confundida com a chamada "regra de mar-

ginalização", que é válida para qualquer distribuição de probabilidades. Um exemplo de

distribuição bem definida de 𝑁 variáveis aleatórias binárias que viola genericamente a

relação 4.6 pode ser visto em [28]. A força da regra do triângulo de Leibnitz pode ser

ilustrada pelo fato de que, sob esta hipótese notável, todo o conjunto 𝑟𝑁
𝑛 , ∀(𝑁, 𝑛), pode

ser recuperado de forma genérica e unívoca fornecendo apenas, por exemplo, o conjunto

𝑟𝑁
0 , ∀𝑁 . A fim de fornecer uma visão mais completa sobre esta questão, vamos esclare-

cer, no entanto, que se o sistema satisfaz, como no presente modelo, a permutabilidade

das variáveis aleatórias, então a regra de marginalização implica a regra do triângulo de

Leibnitz.

O atrator 𝑁 → ∞ deste modelo para 𝑄 fixo acaba sendo [73] precisamente uma

Q-Gaussiana, o que o torna um caso interessante para verificar seu comportamento LDT.

Vamos revisar brevemente o algoritmo de [73] para construir as distribuições que, no

limite 𝑁 →∞, fornecem Q-Gaussianas exatas. Nós definimos

𝑢𝑁
𝑛 = (𝑛/𝑁 − 1/2)√︁

(𝑄− 1)(𝑛/𝑁)(1− 𝑛/𝑁)
(4.7)

e também

�̃�𝑁
𝑛 = 𝑢𝑁

𝑛

2max𝑛=1,2,...,𝑁−1{𝑢𝑁
𝑛 }

(4.8)

onde max𝑛=1,2,...,𝑁−1{𝑢𝑁
𝑛 } = 1/2−1/𝑁√

(𝑄−1)(𝑁−1)/𝑁2
. Também definimos a largura discreta

𝑑𝑢𝑁
𝑛 = [(𝑛/𝑁)(1− 𝑛/𝑁)]−3/2

4(𝑁 + 1)
√
𝑄− 1

(4.9)
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da qual segue a distribuição (não normalizada)

𝐹𝑁
𝑛 =

(︁
𝑑𝑢𝑁

𝑛

)︁−1 𝑁 !
𝑛!(𝑁 − 𝑛)!𝑟

𝑁
𝑛 , (4.10)

onde 𝑟𝑁
𝑛 é dado pela Eq. 4.4 e, após a normalização, temos

𝐹𝑁
𝑛 = 𝐹𝑁

𝑛∑︀𝑁−1
𝑛=1 𝐹

𝑁
𝑛

. (4.11)

Os valores 𝑛 = 0 e 𝑛 = 𝑁 são excluídos da soma porque esses valores são mapeados

para o infinito na Eq. 4.9. 𝐹𝑁
𝑛 é a distribuição que, para 𝑁 → ∞, é atraída por uma

𝑄-Gaussiana. Na Fig. 4.1 representamos os dados {(𝑁�̃�𝑁
𝑛 , 𝐹

𝑁
𝑛 )}, enquanto na Fig. 4.2

os mesmos dados foram plotados em relação a �̃� para que a distribuição possa ser dada

na região [−1/2, 1/2]. Através do reescalonamento �̃� =
√

2𝑁�̃�, pode-se facilmente obter

o atrator normalizado 𝐹𝑁
𝑛 (�̃�) =

√
2𝑁𝐹𝑁

𝑛 (�̃�) = 𝑒�̃�2
𝑄 . A largura discreta na Eq. 4.9 está

relacionada com a não equidistância observada entre os pontos da Fig. 4.1.

Agora, no domínio LDT, focamos na probabilidade 𝑃 (𝑁, 𝑧) ∈ [0, 1] que é definida

como aquela cujos valores de 𝐹𝑁
𝑛 correspondem a 𝑛/𝑁 > 1/2 + 𝑧. Mais precisamente, é

a soma de todos os valores cujo �̃� > 𝑧 (ver áreas sombreadas na Fig. 1b). É claro que

𝑃 (𝑁, 0) = 1/2 e 𝑃 (𝑁, 1/2) = 0. Em vista do que foi discutido acima, esperamos verificar

numericamente que

𝑃 (𝑁, 𝑧) = 𝑃0(𝑄, 𝑧)𝑒−𝑟𝑞(𝑄,𝑧)𝑁
𝑞

(4.12)

com 𝑃0(𝑄, 0) = 1/2, 𝑃0(𝑄, 1/2) = 0 e 𝑟𝑞(𝑄, 0) = 0.

Ao ajustar otimamente em relação a (𝑞, 𝑟𝑞, 𝑃0), os dados com a Eq. 4.12, encontramos

heuristicamente que 𝑞 é dado pela composição simples da bem conhecida dualidade aditiva

(𝑞 → 2 − 𝑞) sobre a dualidade multiplicativa (𝑞 → 1/𝑞) (ver, por exemplo, [28] [75]), ou

seja

𝑞 = 2− 1
𝑄
, (1 ≤ 𝑄 < 3), (4.13)
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ou, equivalentemente,

1
𝑞 − 1 = 1

𝑄− 1 + 1. (4.14)

Para variáveis binárias não correlacionadas, temos (de [59] com 𝑧 = 𝑥−1/2) a seguinte

entropia relativa BG (com relação a probabilidades iguais)

𝑟1(𝑧) = ln 2 + 1 + 2𝑧
2 ln 1 + 2𝑧

2 + 1− 2𝑧
2 ln 1− 2𝑧

2
(4.15)

∼ 2𝑧2 + 4
3𝑧

4, (𝑧 → 0), (4.16)

portanto 𝑟1(𝑧) ∈ [0, ln 2]. De forma mais geral, para variáveis binárias fortemente corre-

lacionadas, temos (de [59])

𝑟𝑞(𝑧) = 1
𝑞𝑟 − 1

{︂1
2 [(1 + 2𝑧)𝑞𝑟 + (1− 2𝑧)𝑞𝑟 ]− 1

}︂
(4.17)

∼ 2𝑞𝑟𝑧
2 + 2

3(3− 𝑞𝑟)(2− 𝑞𝑟)𝑞𝑟𝑧
4, (𝑧 → 0), (4.18)

onde usamos 𝑝 = 1/2 + 𝑧 e 1− 𝑝 = 1/2− 𝑧 na expressão 4.3, adotando como distribuição

de referência o caso de igual probabilidade. Segue que 𝑟𝑞(𝑧) ∈ [0, ln2−𝑞𝑟 2], e verificamos

que 𝑟𝑞(𝑧) recupera 𝑟1(𝑧) para 𝑞𝑟 → 1.

Através do ajuste otimizado, encontramos heuristicamente a seguinte relação

𝑞𝑟 = 7
10 + 6

10
1

𝑄− 1 , (1 < 𝑄 < 3). (4.19)

Este resultado foi obtido fazendo 𝑧 variar tipicamente até 0, 17 para diversos valores de

𝑄, o que garante a verificação do termo dominante na Eq. 4.18. Se pudéssemos verificar

numericamente até 𝑧 = 1/2, poderíamos garantir a expressão completa 4.17, mas isso

permanece fora de nossa atual capacidade computacional.

A determinação numérica de 𝑃0(𝑄, 𝑧) é muito mais difícil do que a de (𝑞, 𝑞𝑟). No

entanto, apenas como uma simples indicação, comparamos os dados numéricos com

𝑃0(𝑄, 𝑧) = 1/4 + 𝑎𝑧𝑢 + 𝑎(1/2− 𝑧)𝑢, (0 ≤ 𝑧 ≤ 1/2), (4.20)
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onde 𝑎 = 2𝑢/4 para satisfazer as condições 𝑃0(𝑄, 0) = 1/2, 𝑃0(𝑄, 1/2) = 0. Esta

forma particular foi proposta heuristicamente como uma ilustração simples; ela satis-

faz 𝑃0(𝑄, 𝑧) = 𝑃0(𝑄, 1/2 − 𝑧), exibindo assim um ponto de inflexão em 𝑧 = 1/4 que foi

sugerido pela exploração numérica (veja a caixa da Fig. 4.6). No entanto, vamos enfatizar

aqui que os valores numéricos precisos de 𝑃0 (bem como sua expressão analítica exata des-

conhecida) não têm relevância particular. Eles desempenham, de fato, um papel bastante

menor na conjectura 4.12, em completa semelhança com o pré-fator correspondente no

LDT padrão.

Como pode ser visto nas Figs. 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, fortes evidências numéricas

apoiam a conjectura na Eq. 4.12 com as relações 4.13, 4.17, 4.19 e 4.20. Vamos enfatizar

que a função de taxa 𝑟𝑞 produz uma entropia total extensiva (relativa) 𝑟𝑞𝑁 para todos

os valores de 𝑄 ∈ [1, 3), conforme exigido pela estrutura de Legendre da termodinâmica.

No entanto, o índice entrópico correspondente não é 𝑞(𝑄), mas um diferente, ou seja,

𝑞𝑟(𝑄). Permanece em aberto se este é o caso genérico, ou antes uma exceção associada

ao presente modelo específico. O fato de surgirem três índices entrópicos diferentes, a

saber (𝑄, 𝑞, 𝑞𝑟), não é particularmente surpreendente, dada a álgebra de Moëbius que

caracteriza a estatística 𝑞 (ver [28] [30] e referências). Outro ponto que merece destaque diz

respeito ao fato de que existem infinitas classes de distribuição que são assintoticamente

leis de potência, para 𝑁 ≫ 1. Entretanto, apenas uma dessas infinitas formas funcionais

é a 𝑞-exponencial. Todas essas leis de potência diferem definitivamente na região não

assintótica, isto é, para valores relativamente baixos de 𝑁 , digamos 𝑁 ∼ 50, 100. Esta

é a razão pela qual atenção numérica especial foi aqui dedicada àquela região de 𝑁 .

As evidências que foram alcançadas apontam fortemente a favor precisamente da forma

𝑞-exponencial.

Nas figuras 4.1 e 4.2 temos, distribuições 𝐹𝑁
𝑛 dadas a partir de valores de 𝑁 repre-

sentativos. As linhas pontilhadas são referentes a 𝑄-gaussianas (∝ 𝑒−2𝑁𝑢2

𝑄 ), e a soma de

cada conjunto de pontos é igual à unidade.
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Figura 4.1: A distribuição 𝐹𝑁
𝑛 é representada como uma função 𝑁�̃� ∈ [−𝑁/2, 𝑁/2].

Figura 4.2: A distribuição 𝐹𝑁
𝑛 é representada como uma função de �̃� ∈ [−1/2, 1/2]. Um

valor arbitrário de 𝑧 ∈ [0, 1/2] é indicado.
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Figura 4.3: 𝑃 (𝑁, 𝑧) para 𝑄 = 1, 5 na representação log− log.

Figura 4.4: 𝑃 (𝑁, 𝑧) para 𝑄 = 1, 5 na representação 𝑞 − log.
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Figura 4.5: 𝑃 (𝑁, 𝑧) para 𝑄 = 1, 5 na representação de razão.

Figura 4.6: Plot de 𝑞𝑟 versus 𝑄. Os pontos foram obtidos através da otimização do fitting
de 𝑃 (𝑁, 𝑧) com respeito a (𝑃0, 𝑞𝑟) para valores típicos de 𝑄 e valores 𝑧 ∈ [0, 0035, 0, 17].
A linha pontilhada é a conjectura dada na equação 4.19. Para cada valor de 𝑧 obtemos,
através da otimização do fitting, um valor de 𝑞𝑟. Na caixa vemos 𝑃0 versus 𝑧 para todos
os valores de 𝑄 vistos na figura - as linhas pontilhadas são dadas pela equação 4.20 com
o valor ilustrativo de 𝑢 = 0, 4.
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Figura 4.7: Valores 𝑟𝑞 calculados a partir da equação 4.17 plotados em função de 𝑧2 para
um valor de 𝑄 representativo. A região sombreada indica o intervalo consistente com as
barras de erro de 𝑞𝑟 para esse valor de 𝑄.
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Conclusão

Esta dissertação teve como objetivo ser uma memória de meu curso de mestrado, uma

compilação dos tópicos que qualquer estudante dos temas em pauta poderia consultar de

modo a se informar com o objetivo de travar conhecimento com as temáticas em apreço,

especialmente as extrapolações do CLT e da LDT para a 𝑞-estatística.

Parafraseando nosso artigo [64], concluímos lembrando que nosso objetivo foi abordar

em nosso trabalho, dentro de um contexto mais geral, as impressões digitais da Mecânica

Estatística de Boltzmann-Gibbs, ou seja, a distribuição Maxwelliana de velocidades e

o peso exponencial BG para as energias. De fato, no reino das estatísticas 𝑞 baseadas

em entropias não aditivas, uma distribuição 𝑄-Gaussiana emerge para as velocidades e

um peso 𝑞-exponencial surge para as energias, com 𝑄 ≥ 𝑞 ≥ 1, as igualdades válidas

precisamente para a teoria BG. Essas considerações devem refletir, respectivamente, as

generalizações correspondentes do Teorema do Limite Central e da Teoria dos Grandes

Desvios clássicos.

Em nosso paper, foi possível discutir numericamente (com precisão satisfatória em

alguns casos) (i) A (𝑄, 𝑧)-dependência do pré-fator 𝑃0(𝑄, 𝑧) (esta é a primeira vez que

tal pré-fator foi abordado na literatura de sistemas complexos); (ii) A possível identi-

ficação da função de taxa 𝑟𝑞(𝑧) com uma entropia relativa não aditiva cujo índice é 𝑞𝑟

, definitivamente diferente do índice 𝑞 (uma possibilidade que nunca foi tratada antes)

[uma identificação numérica definitiva de 𝑟𝑞(𝑧) com a 𝑞𝑟-entropia para toda a faixa de 𝑧

não foi possível porque nossa atual capacidade computacional não nos permite aumen-

tar 𝑧 até 𝑧 = 1/2; ainda assim, a discussão para 𝑧 = 0 nunca foi realizada antes]; (iii)

A Q-dependência 𝑞𝑟(𝑄) conforme indicado na Eq. 4.19, que inclui uma singularidade

inesperada em 𝑄 = 1. Esta dependência de 𝑞𝑟(𝑄) só se tornou acessível devido ao fato

matemático de toda a informação necessária já estar disponível no primeiro termo assintó-

tico, nomeadamente no termo quadrático de 𝑟𝑞(𝑧) em função de 𝑧, conforme apresentado
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na Eq. 4.18. Até onde sabemos, os três pontos acima nunca foram alcançados simul-

taneamente para qualquer modelo não trivial. Por último, mas não menos importante,

usualmente os valores de (𝑄, 𝑞) apresentados em outras obras são numéricos, enquanto no

artigo em apreço obtivemos expressões analíticas para 𝑄 real arbitrário maior do que 1.

Na linha dos resultados promissores aqui apresentados, abordagens analíticas (ou abor-

dagens numéricas de altíssima precisão) seriam naturalmente muito bem-vindas, seja para

os modelos específicos estudados em [64] ou outros, ou na forma ambiciosa de um 𝑞-

teorema generalizado para grandes desvios baseado, digamos, em um 𝑞-Teorema do Limite

Central generalizado para uma importante classe de variáveis aleatórias fortemente cor-

relacionadas, que frequentemente emerge em física, geofísica, astrofísica, economia, entre

outras áreas. Um fascinante campo de pesquisa aparentemente existe na encruzilhada da

Teoria dos Grandes Desvios e entropias não aditivas como 𝑆𝑞. Uma vez que 𝑆𝑞 está na

base da mecânica estatística não extensiva, tais contribuições naturalmente permitiriam

uma compreensão mais profunda da estrutura matemática desta generalização atual da

teoria de Boltzmann-Gibbs. O artigo de Zamora e Tsallis [76] generaliza o nosso [64]: o

tema principal desta dissertação abriu portas para tópicos ainda mais abrangentes, o que

deixa patente sua relevância para a ciência e para este ramo da Física em particular.

Em 𝑞-estatísticas, como já citado aqui, novos conceitos como o 𝑞-tripleto apare-

cem. Não existe tal estrutura complexa na teoria de Boltzmann-Gibbs, onde, generi-

camente, um valor único para 𝑞 é admissível, ou seja, 𝑞 = 1. Os vários valores dos

índices (𝑄, 𝑞(𝑄), 𝑞𝑟(𝑄)) que emergem no presente modelo, juntamente com mais um [73]

(𝑞entropia = 1, ∀𝑄), correspondente ao índice do funcional entrópico 𝑆𝑞entropia(𝑁) que, para

o presente sistema estocástico intercambiável, é termodinamicamente extensiva, ou seja,

𝑆𝑞entropia(𝑁) ∝ 𝑁 para 𝑁 → ∞, ∀𝑄, ainda não estão totalmente elucidados. Esta rica

questão ainda permanece como um problema de pesquisa não trivial e intrigante em

aberto.
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