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Resumo

Obter variedades estaveis e instaveis tem sido uma grande area de estudo desde Poincaré,
pois a interse¢do de ambas resulta em caos. Obter uma forma analitica para as variedades nao
¢é geralmente possivel, por isso, neste trabalho, utilizamos o método das formas normais para
encontrar as variedades do mapa padrao dissipativo, calcular para quais parametros ocorre a

tangéncia entre elas e observar o que acontece com os atratores do sistema.

Inicialmente, foi proposto usar a Forma Normal de Birkhoff, pois é especifica para
problemas conservativos, mas funciona bem para problemas com pouca dissipagdo. No entanto,
durante o trabalho, descobriu-se que, para o calculo das variedades, a Forma Normal de Poincaré
e a Forma Normal de Birkhoff sdo equivalentes, tornando mais viavel usar a de Poincaré, devido

a sua simplicidade.

Neste trabalho, observou-se que o espaco de fase do mapa padrao dissipativo muda
significativamente ao ultrapassar os valores de tangéncia calculados através da forma normal,
causando destruicao em grande parte dos atratores do sistema. Os calculos de tangéncia sao
feitos para o ponto (0,0) e o ponto (7,0), que se bifurca ao longo de uma curva no espago de
parametros k (parametro de perturbagao) e v (pardmetro de dissipagao). Por fim, foi possivel
estimar um valor limite para o parametro k, além do qual, independentemente do valor de
dissipagao (considerando um minimo de 0% e um méaximo de 100%), as variedades sempre se

cruzarao.

Palavras-chave: Forma Normal de Poincaré, Forma Normal de Birkhoff, variedades.



Abstract

Calculating stable and unstable manifolds has been a major area of study since Poincaré,
as the intersection of both results in chaos. Obtaining an analytical form for the manifolds is
generally not possible, so in this work, we used the method of normal forms to find the manifolds
of the dissipative standard map, calculate the parameters at which tangency occurs between

them, and observe what happens to the system’s attractors.

Initially, it was proposed to use the Birkhoff Normal Form, as it is specific to conservative
problems but works well for problems with low dissipation. However, during the work, it was
discovered that for the calculation of the manifolds, the Poincaré Normal Form and the Birkhoff
Normal Form are equivalent, making it more feasible to use the Poincaré form due to its

simplicity.

In this work, it was observed that the phase space of the dissipative standard map
changes significantly when exceeding the calculated tangency values through the normal form,
leading to the destruction of a large portion of the system’s attractors. The tangency calculations
are performed for the points (0,0) and (7, 0), which bifurcates along a curve in the parameter
space composed by k (perturbation parameter) and 7 (dissipation parameter). Finally, it was
possible to estimate a limiting value for the parameter k, beyond which, regardless of the
dissipation value (considering a minimum of 0% and a maximum of 100%), the manifolds will

always intersect.

KeyWords: Poincaré Normal Form, Birkhoff’s Normal Form, manifolds.
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Introducao

O conceito de sistemas dindmicos remete a Isaac Newton, que desenvolveu as leis do
movimento para descrever o movimento dos corpos celestes no espago. No entanto, a aplicagao
dessas leis a sistemas dindmicos nao lineares representou um grande desafio. Foi somente no final
do século XIX e inicio do século XX que matematicos e fisicos comecaram a desenvolver técnicas
para estudar sistemas dindmicos nao lineares gerais, tendo Henri Poincaré desempenhado um

papel fundamental nesse processo.

Poincaré foi um proeminente matematico e fisico francés que contribuiu significativamente
em varias areas do conhecimento, incluindo analise complexa, geometria diferencial, teoria
do potencial, teoria do caos e mecanica celeste. Sua pesquisa no problema dos trés corpos é
amplamente reconhecida como uma de suas principais realiza¢oes no campo da fisica. O problema
dos trés corpos é um desafio classico da mecanica celeste que envolve a determinacao das orbitas
de trés corpos celestes que interagem mutuamente pela forga gravitacional. Poincaré concentrou
seus estudos nesse problema no final do século XIX, desenvolvendo métodos inovadores para
analisar as 6rbitas dos corpos. E importante destacar que sua abordagem se concentrou mais
em aspectos qualitativos do que quantitativos, explorando as caracteristicas e propriedades

fundamentais do sistema [1].

Durante seu trabalho no problema de trés corpos, Poincaré teve seu primeiro encontro
com os pontos homoclinicos, que sao pontos provenientes entre o cruzamento de uma variedade
estavel e outra instavel [2]. Ele mostrou que mesmo sistemas simples, com apenas trés corpos,
podem exibir um comportamento altamente sensivel as condig¢oes iniciais. Essa descoberta foi
fundamental para o desenvolvimento posterior da teoria do caos, que tem aplicagoes em diversas

areas, como fisica, biologia, economia e engenharia.

Além disso, Poincaré introduziu o conceito de formas normais como uma abordagem
inovadora para simplificar a analise de sistemas dindmicos nao lineares. A ideia bésica é

encontrar uma mudanca de varidveis que diagonalize ou reduza o sistema dindmico para uma
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forma mais simples, possivelmente linear. Essa forma normal facilita o estudo e a compreensao do
comportamento do sistema préximo aos pontos de equilibrio ou 6rbitas periédicas [3]. Por meio
das formas normais, Poincaré demonstrou como é possivel obter uma representacao simplificada
de sistemas dinamicos complexos, preservando suas caracteristicas essenciais. Essa abordagem
permitiu a identificacao e o estudo de propriedades fundamentais, como pontos fixos, bifurcagoes

e comportamento cadtico, nos sistemas dinamicos.

O trabalho pioneiro de Poincaré sobre formas normais teve um impacto significativo
no campo da teoria dos sistemas dindmicos e influenciou seu desenvolvimento subsequente.
Suas contribuicoes estabeleceram bases sélidas para pesquisas posteriores e proporcionaram
uma compreensao mais profunda dos sistemas dinamicos nao lineares. Além disso, em 1920, G.
D. Birkhoff avangou no trabalho de Poincaré ao introduzir uma forma normal especifica, que
recebeu seu nome. Essa forma normal tratava de problemas com ressonancias presentes em

sistemas conservativos [4].

Posteriormente, em 1956, J. Moser fez contribui¢oes adicionais ao provar a existéncia de
uma vizinhanca de convergéncia para a forma normal de Birkhoff em torno do ponto fixo instavel
de sistemas conservativos [5]. Mais tarde, em um trabalho realizado por G. D. S. Ritter, e seus
colaboradores, em 1987, a regiao de convergéncia da forma normal de Birkhoff foi estendida ao
longo das separatrizes, e sua extensao permitiu uma analise mais abrangente do comportamento

do sistema em torno do ponto fixo instével [6].

Essas contribui¢oes de Birkhoff, Moser e Ritter ajudaram a avancar na compreensao e
analise de sistemas dindmicos conservativos com ressonancias, fornecendo ferramentas e métodos

para simplificar e estudar seu comportamento.

As formas normais sdo uma ferramenta extremamente importante, pois além de reduzir
o sistema a uma forma mais simples para analise, elas também podem ser usadas para calcular
pontos homoclinicos, heteroclinicos, érbitas, variedades e muito mais. Geralmente, é dificil
obter uma forma analitica para as variedades de um ponto de sela e, portanto, sua forma é
frequentemente obtida numericamente. No entanto, o método das formas normais pode ser
utilizado para obter expressoes analiticas das mesmas, pelo menos em uma escala local. Embora
existam outros métodos disponiveis para realizar essas tarefas, o método das formas normais

ainda é amplamente utilizado devido a sua eficiéncia [7].

O trabalho esta organizado da seguinte forma: neste capitulo apresentamos uma in-
troducao tedrica sobre analise de estabilidade em sistemas de equagoes diferenciais de tempo
continuo (lineares e nao lineares). Além disso, sdo abordados sistemas discretos, com o objetivo
de introduzir o assunto e destacar algumas diferencas e semelhancas entre os dois tipos de

sistemas.

No capitulo 2, sao apresentados os calculos das formas normais de sistemas discretos de
forma detalhada. Isso é importante porque um resultado simples, porém muito relevante, foi

obtido, relacionando a Forma Normal de Poincaré com a Forma Normal de Birkhoff.
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No capitulo 3, o mapa padrao é apresentado em sua forma conservativa e dissipativa.
Apos apresentar as formas normais, que é a ferramenta deste trabalho e o mapa padrao, que é o
objeto de estudo, no capitulo 4, é explicado como calcular as tangéncias entre as variedades e

sao apresentados os resultados obtidos.

No capitulo 5, sao comentadas as principais contribui¢oes do trabalho, questoes em

aberto e perspectivas futuras.

1.1 Sistemas Lineares de Tempo Continuo

Estabilidade em problemas unidimensionais

Resolver problemas envolvendo equagoes diferenciais nao lineares pode ser dificil, e as
vezes impossivel de se obter solucoes exatas. Nesse caso, pode ser interessante utilizar métodos
aproximativos que permitam estudar o sistema ao menos localmente. Um dos métodos mais
simples consiste em utilizar uma aproximacao linear do sistema nao linear em torno de um
ponto de equilibrio para obter solu¢oes aproximadas. Embora as solugoes sejam limitadas pela
ordem da aproximacao, ainda sao muito 1teis para estudar o comportamento do sistema. Dito

isso, iniciaremos com o estudo da estabilidade de sistemas lineares.

Considere a seguinte equagao diferencial linear de primeira ordem:
dx

i f(z) = Az, (1.1)

em que A € R é uma constante nao nula.
Essa equacao pode ser facilmente integrada, fornecendo o seguinte resultado:
x(t) = xo exp(At), (1.2)

em que xg é a condicao inicial do problema para t = 0. O ponto de equilibrio pode ser calculado
zerando (1.1).
dx

o Az =0 (1.3)

Ha duas possiveis solugdes, A = 0 ou zy = 0. Sendo definido A # 0, zy = 0 é a solugao
da equagao (1.2). Se iniciarmos em zy = 0, o sistema nao evoluira, ji que esse é o préprio ponto
de equilibrio. No entanto, o que acontece com a dinamica do sistema, quando utilizamos uma

condi¢ao inicial zy # 0, mas proxima de zy?

A caracterizacao da estabilidade é feita da seguinte maneira:

daf
i < 0. (1.4)
T=x0
Obtemos:
daf
— =\ 1.
dx . (1.5)
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A estabilidade do sistema é definida pelo sinal de A. Primeiro considera-se que xq > 0.
Se A < 0, a solucao tende a x — 0 para t — 00, e o ponto é dito estavel, pois a solu¢ao converge
para o ponto de equilibrio 0. Se A > 0, a solucao tende a x — oo para t — 00, e o ponto é dito
instavel, pois a solugao se afasta do ponto de equilibrio a medida que o tempo aumenta. Para
o < 0, a estabilidade do ponto se mantém, no entanto, a concavidade da solugao se inverte. Os

comportamentos podem ser vistos nas figuras 1 e 2.

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t t

(a) 10 >0, A<0 (b) 2o >0, A>0

Figura 1 — Comportamento da solucdo para xy > 0.

»1/

0 05 1 15 2 o 05 1 15 2
t t

(a) 2o <0, A<0 (b) 2o <0, A>0

Figura 2 — Comportamento da solugao para xy < 0.
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Estabilidade em problemas bidimensionais

Considera-se agora um sistema linear bidimensional da seguinte forma:

d—x =ax+b

dt - y’

d

d%{ = cx + dy. (1.6)

O ponto de equilibrio é calculado fazendo:

d

d—f:am’—i—byzo,

d

d—‘z =cr+dy=0. (1.7)

Novamente consideraremos que a, b, c,d # 0, entao x = y = 0. Utilizando o resultado

obtido anteriormente, e considerando que xg # 0 e yy # 0, utilizaremos solugoes do tipo:

z(t) = zo exp(Al),
y(t) = yo exp(A). (1.8)

Derivando as equagoes acima, e substituindo em (1.6), obtemos:

ToAexp(At) = axgexp(At) + byg exp(At),
YoA exp(At) = cxoexp(At) + dyo exp(At). (1.9)

Ou em forma matricial:

)00

Calculando o determinante de (1.10), sao obtidos os seguintes autovalores:

(a+d)j:\/(a+d)2—4(ad—bc)

Ag = 5 : (1.11)

Para determinar a estabilidade do sistema, analisa-se os possiveis valores de A; 2, com isso,

é necessario avaliar o argumento da raiz quadrada, que é definido como R = (a+d)? —4(ad — be).

1) R >0, A2 — autovalores reais e diferentes.
2) R=0, A2 — autovalores reais iguais.

3) R <0, A2 — autovalores formam um par complexo conjugado.

Comecando com o primeiro caso, temos:
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Se A2 > 0, temos um no instével, e as solugoes se afastam do ponto de equilibrio a

medida que o tempo aumenta.

Se A2 < 0, temos um né assintoticamente estavel, e solugoes se aproximam do ponto de

equilibrio a medida que o tempo aumenta.

Caso tenhamos A\; > 0 e Ay < 0, ou vice versa, temos um ponto instavel, ou ponto de
sela. As solugoes tendem a se aproximar do ponto fixo pela direcao correspondente ao autovalor

negativo, e se afastarem dele pela direcao referente ao autovalor positivo.
Para o segundo caso:

Se A1 = Ay > 0 temos um ponto instavel, e as solugoes se afastam do ponto de equilibrio

a medida que o tempo aumenta.

Se A1 = Ay < 0 temos um ponto assintoticamente estavel, e as solugoes se aproximam do

ponto de equilibrio a medida que o tempo aumenta.
Para o terceiro caso, temos autovalores \; o = o +if3.

Se o > 0, temos um ponto instével, e as solugoes se afastam do ponto de equilibrio, em

uma trajetéria espiral, devido ao termo if3.

Se a < 0, temos um ponto assintoticamente estavel, e as solugoes se aproximam do ponto

de equilibrio, em uma trajetéria espiral, devido ao termo if3.

Se a = 0, o ponto é dito centro estavel, e as solu¢oes nao se aproximam nem se distanciam

do ponto, elas se mantém girando em torno dele.

Seja A a matriz que contenha os autovalores da equacao (1.7), a figura 3 apresenta os

tipos de pontos de equilibrio deste sistema.

det(A) J )
Focos estdveis Focos instaveis  det(A) = i tr (A)

o) >
®

Nos estaveis Nos instaveis

Pontos de sela

NN
AN

Figura 3 — Tipos de ponto de equilibrio de um sistema dindmico linear com duas variaveis. Fonte:
https://villate.org/dinamica/sistemas_ lineares.html, data de acesso:05/04,/2023.
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1.2 Sistemas Nao Lineares de Tempo Continuo

Esta secao apresenta alguns pontos importantes sobre sistemas nao lineares de tempo
continuo, que facilitardao o entendimento do préximo capitulo sobre sistemas discretos. Como a
maioria dos problemas estudados na graduacao ¢ de natureza continua, ¢ interessante destacar

as semelhancas e diferencas que surgem ao analisar sistemas discretos e continuos.

O método utilizado para determinar a estabilidade de sistemas nao lineares é baseado na
analise de sua parte linear, o que justifica a presenca da se¢ao anterior. Isso ocorre porque a parte
linear do sistema fornece informagoes cruciais sobre seu comportamento geral, permitindo que
sejam feitas inferéncias sobre sua estabilidade. Nesta secao, apresentamos teoremas importantes
que tornam possivel o estudo de estabilidade por meio do sistema reduzido, bem como teoremas
que devem ser utilizados quando esse processo nao é possivel. Por fim, apresentamos as

variedades estavel e instavel, e uma breve introdugao sobre como calcular as formas normais.

Estabilidade de sistemas bidimensionais

Considere o sistema de equagoes nao lineares de primeira ordem:

dx
d
T;Z = g(z,y), (1.13)

com ponto de equilibrio p = (z*, y*).

As fungoes nao lineares f(z,y) e g(z,y), podem ser aproximadas por fung¢oes lineares,

para isso podemos utilizar expansoes em série de Taylor em torno do ponto de equilibrio

p = (z%,y%).

dz 0 0
= ) = fans) + G o= a0+ | ) (1.14)
d 0 0
g = 9 w) = glwsye) + o | o — a5 (= ). (L.15)

Podemos fazer uma transformacao de coordenadas no sistema, transladando o ponto
de equilibrio para a origem. Utilizando X (t) = x(t) — x*, Y (t) = y(t) — y* e que f(x*,y*) =

g(xx,yx) = 0, obtemos 0 novo sistema:

dX

_9f of
= ax\px+ay\pr..., (1.16)
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day

Oy dg
= a\pXJra—y\me. (1.17)

Que pode ser reescrito da seguinte forma:

)03

A matriz composta pelos termos a, b, ¢, d, é chamada de matriz Jacobiana. Seus valores
sdo obtidos através das derivadas parciais de f(x,y) e g(x,y) nos pontos de equilibrio. E
importante observar que, no ponto de equilibrio, as equagoes (1.18) e (1.10) sao iguais, o
que significa que o comportamento das solugoes localmente pode ser igual. Os teoremas de
Hartman-Grobman e da variedade central estabelecem quando é possivel estudar a estabilidade

do sistema por meio de sua versao reduzida. O teorema serd apresentado a seguir.

Teorema de Hartman-Grobman

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman em 1953, provaram independentemente que,
na vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbdélico, um sistema nao linear de dimensao-n

apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema linear correspondente.

Um ponto de equilibrio é hiperbdélico quando todos autovalores, calculados a partir da
versdo linearizada das equagdes originais, tem parte real ndo nula [8]. Calcular os autovalores
é uma tarefa simples, portanto temos um método rapido de saber se podemos estudar um
sistema nao linear através de sua reducao. Quando o ponto de equilibrio é nao hiperbdlico, o
comportamento equivalente entre os sistemas nao pode ser afirmado, com isso outros métodos

devem ser utilizados.

Teorema das Variedades Hiperbolicas

Variedades estaveis e instaveis sao conceitos de grande importancia em sistemas dindmicos

e caos. Essas variedades sao usadas para estudar a dindmica de sistemas dindmicos nao lineares.

As variedades estavel e instavel estao relacionadas a um ponto hiperbdlico, e sdo um
conjunto de solugoes que tendem a este ponto assintoticamente no futuro e no passado. Abaixo

é fornecida uma breve descricdo matematica sobre tais conceitos:

—
—

dz >
Seja um sistema de equagoes nao lineares da forma — = f(Z), com campo vetorial f de

dt

classe r, (ou seja, r vezes diferenciavel). Seja p um ponto de equilibrio de f, considere a matriz
jacobiana calculada nesse ponto a partir da versao linear. Temos trés possibilidades para os

autovalores:
A € g, se Re(\) <0,
A € g; se Re(\) > 0,
A € o, se Re(\) = 0.
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O subespaco gerado pelos autovetores cujos autovalores pertencem a o, é chamado de
subespaco estavel £°. O mesmo acontece para os subespacgos instavel E*, e central F°. Os
subespacos citados sao referentes a versao linear do sistema. O teorema de Hartman-Grobman é

valido quando n. = 0, em que n,. é o nimero de autovalores que possuem uma variedade central.

O teorema das variedades hiperbdlicas, provado por A. Kelley, em 1967, afirma que para
um sistema nao linear de classe r, existe uma variedade estavel W', invariante local, r vezes
diferenciavel, tangente ao subespaco o, no ponto de equilibrio p. Essa variedade possui a mesma
dimensdo n, de E°, e é tinica. Assim como a variedade estavel, existe a variedade instével W?,
invariante local, r vezes diferenciavel, tangente ao subespago o; no ponto de equilibrio p. Essa

variedade possui a mesma dimensao n; de E', e é tinica.[§]

As solucoes assintéticas de W€ e W* possuem as mesmas propriedades de E¢ e E*, ou
seja, solugoes iniciadas em W*° tendem ao ponto de equilibrio p quando t — oo, e solugoes com

condicdo inicial em W', tendem a se afastar do ponto de equilibrio p quando ¢ — 00.[§]

Na figura 4 é mostrado um exemplo em que o ponto de equilibrio se encontra na origem,
o subespago E° na cor preta, o subespaco E' na cor vermelha, e suas respectivas variedades W*

e W* nas cores verde e azul.

Figura 4 — Variedades estével e instavel e seus respectivos subespacos.

Teorema da Variedade Central

Quando n. # 0, temos algum autovalor com parte real nula. Quando temos um autovalor
com parte real nula, o ponto de equilibrio é um ponto nao hiperbdlico, logo o Teorema de
Hartman-Grobman nao ¢ valido, e nada pode ser afirmado a respeito da equivaléncia entre
o sistema nao linear e sua versao linearizada. Porém com o auxilio do teorema da variedade

central, o comportamento do sistema em torno do ponto de equilibrio ndo hiperbdlico pode ser
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reduzido ao estudo do comportamento ao longo de uma variedade central W¢, que é tangente

ao subespaco central E°.

Sabemos que solugoes pertencentes ao subespago E¢ tem decaimento exponencial, e
solugoes que pertencem a E* tem crescimento exponencial, porém solugoes pertencentes ao

subespaco E° nao tem um comportamento bem definido, e precisam ser definidas caso a caso.

O teorema da variedade central, assim como o teorema das variedades hiperbdlicas,

. ~ . U X -
estabelece que: dado um sistema de equagdes diferenciais nao lineares da forma — = f(&),

dt

com campo vetorial f de classe r, sendo p um ponto de equilibrio de f: considere a matriz
jacobiana calculada nesse ponto a partir da versdo linear. Caso exista algum autovalor associado
ao conjunto o., entao existe uma variedade central W¢, invariante local, tangente ao subespaco
E° no ponto p. Essa variedade possui a mesma dimensao n. de E°, porém, é de classe r — 1 e

nao é necessariamente tnica.|8]

Para analisar a estabilidade de um sistema que apresenta uma variedade central é
necessario analisar termos de ordens maiores, ja que o mesmo nao apresenta termo linear.
Métodos como o Teorema de Carr e o método das formas normais podem ser utilizados para
estudar problemas que apresentam variedade central. Por estar trabalhando em um sistema
que nao apresenta variedade central, ndo aprofundaremos nesse tema. Caso seja de interesse do

leitor, o assunto é melhor discutido nas referéncias [8-10].

Formas Normais

A seguir apresentamos o método das formas normais, e o aplicamos a um problema para

discutir sobre uma de suas utilidades. Alguns pontos importantes antes de apresentar o método:

1-Antes de aplicar a transformacéo, é necessario que o ponto de equilibrio do sistema
seja deslocado para a origem e que a parte linear das equacdes estejam na forma canonica de

Jordan. Isso pode ser feito utilizando uma transformagao linear de coordenadas [8].

2- E um método local por depender de expansdes finitas em série na vizinhanca da

origem, que podem nao convergir.

3-A estrutura da forma normal é determinada inteiramente pela natureza da parte linear

do campo vetorial.[10]

Considere o sistema dinamico:
dg — —
L ="T5+ @), (1.19)

que pode ser reescrito como:

n

=" Tt + [3(y1, Y2y ), (1.20)

i=1

dy;
dt
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em que f(7) contenha termos nao lineares formados apenas por polinébmios com expoentes
inteiros e positivos, Jj; compoe os termos da matriz jacobiana <7 e y; ¢ um vetor de dimensao

j. Aplicaremos uma transformacao do tipo:

yj =z + hj (x1,09..., ) . (1.21)

para tentar reduzir o sistema a forma linear d¥/dt = *7 2. Primeiro derivamos a equacao (1.21)

com respeito a t.

dyj d[[’j L 8h] dIZ
—— = —= . 1.22
i a2 o di (1.22)
Substituindo as equagoes (1.20), dZ/dt = Tie (1.21) em (1.22), temos:

", Oh;

fi= z; <2le$l> — zn;inhi- (1.23)

em que g; ¢ dado por f;(y) apds a substitui¢ao de (1.21).

Se os polindémios g; e h; forem compostos por monémios de mesmo grau, entao o sistema

tera uma solucao. Nesse caso, a solucao pode ser expressa como:

i=1

Sempre que (i kidi — )\j) # 0, é possivel utilizar uma transformacao tal que o novo
i=1 .

sistema de coordenadas seja composto apenas por termos lineares. Quando (Z kidi — )\j> =0,
temos termos ressonantes, que nao poderao ser simplificados. A expressao anazl?tlica mais simples
na qual a equacao (1.20) pode ser reescrita, de maneira a preservar a topologia do retrato de
fases na vizinhanga do ponto de equilibrio em estudo, é a sua forma normal [8]. Abaixo um

exemplo de [8] para ilustrar o método. Aplicaremos a forma normal para calcular sua versao

reduzida.
dy
7dt1 =y + B1yi + Lotz + Bays,
dy
i = Bt + Bsyye + e (1.25)

A transformacao proposta sera:

y1 = x1 + h(z1, 22),
Y2 = T2 + g(z1,T2), (1.26)
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em que g(x1,22) e h(xy,22) sdo definidas como:

h(z1, T2) = 2% + ngw 109 + N3T3,
g(x1, T9) = nyx? + nsriT9 + NI, (1.27)
Sendo o sistema final desejado:
T = 19,

= 0. (1.28)

O sistema final tem essa forma, pois caso consigamos uma transformacao completa, essa
é a mesma forma da parte linear da equagao (1.25). Derivando a equagao (1.26), e utilizando
que y' = dy/dt e 2’ = dx/dt:

/ / / / / /
Y] = T + 21217 + Nox Te + NoX1 Ty + 2N3T2Ts,

Yo = T + 204117 + N5 o + NyT1 Ty + 2neToTh. (1.29)

Substituindo (1.25):

Yo + Byt + B2 (Y1y2) + Bsys = ) + 201217 + nox| T + npw 1 xy + 2n3707h,
Bayt + Bs (11y2) + Beys = Th + 204wy ) + N5 T + NyT1TYy + 2ngToTY. (1.30)

Considerando que calcularemos apenas a transformacao de segunda ordem, e utilizando
(1.26), teremos:

2 2 2 2 2
N4y + Nsr122 + ners + S127 + Por1xe + P3xs = 2012129 + nows,

54$% + Bsx1w0 + 66x§ = 2n4x129 + n5x§. (1.31)

Reorganizando, chegamos a equagao abaixo:

(Br +na) 27+ (B2 — 201 + ng) (x122) + (B3 — N2 +ng) 25 = 0
Bzl + (Bs — 2n4) (v112) + (Bs — n5) 23 = 0. (1.32)

Se fosse possivel zerar os coeficientes que acompanham as variaveis x; e xq, seria possivel a

redugao do sistema a forma (1.28), porém veremos que nao é possivel. Analisando os coeficientes:

(B + na), (B2 — 211 +n3) , (B3 —ng +ng) ,
B, (Bs — 2ny4), (Bs — ns) - (1.33)
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Note que o coeficiente ng nao faz nenhuma mudanca significativa na transformacao,
portanto podemos definir n3 = 0. O termo ns ou ng também pode ser zerado e escolhemos
ng = 0. Como ny, apresenta dois valores possiveis, escolhemos primeiro ny = —(3;. O outro caso

serd tratado mais adiante. Organizando os termos em parénteses:

==, (=252 =)
Bs,  (Bs+2B1), (ns=05). (1.34)

Com os valores propostos acima, os trés termos nao lineares referentes a ] podem ser
eliminados, porém para x4, teremos dois termos ressonantes, referente a 34 e 35 + 26;. Com

isso o sistema reduzido e a transformacao sao dados por:

dn
dt 2
dx
cTtQ = Baxi + (85 + 261) (2122) (1.35)
+
h(z1, 22) = & 5 6637% + Ba122,
g(x1,29) = —Brat + Ber12. (1.36)

A forma normal (1.35) foi obtida por Rifkat Ibragimovich Bogdanov em 1975 [10].

Se escolhermos ny = 525 o sistema final podera ser diferente.

(5 2) (=52 =g,

B, <n4 = ﬁ;) ;o (ns = B) (1.37)

O sistema reduzido e a transformacao serdao dados por:

d
Il=$2+<51+55>w%,

dt 2
dx
— =Bt (1.38)
+
h(z1,z2) = L 5 6635% + B3w179,
_ Bs 2
g(z1,22) = DR + Ber172. (1.39)

A forma normal (1.38) foi estudada primeiramente por Floris Takens em 1974 [10].
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Figura 5 — Espaco de fases para o sistema de equagoes diferenciais (1.25), e para os sistemas reduzidos
(1.35) e (1.38).

A escolha do coeficiente ny gerou dois resultados finais para o sistema. Mesmo tendo
equagodes diferentes, a topologia do espaco de fases entre os sistemas se assemelham. O espaco

de fases de ambos é mostrado mais abaixo, junto com o sistema original.

Por manter o comportamento em torno do ponto de equilibrio qualitativamente equiva-
lente ao sistema original, quando trabalhando em problemas com grande quantidade de termos,
pode ser tutil utilizar formas normais e trabalhar com um sistema reduzido. Ha também a
possibilidade de se trabalhar com problemas onde a solucao exata nao exista, porém a solucao
da equagao reduzida sim, portanto podemos utilizar formas normais para se ter solugoes aproxi-
madas do problema. Para obter solu¢oes melhores, é necessario fazer aproximacoes de ordens

mais altas. No entanto, aqui usamos apenas uma aproximagao de segunda ordem.

1.3 Sistemas Nao Lineares de Tempo Discreto

Os sistemas dinamicos discretos nao lineares sdo uma classe de modelos matematicos
que descrevem a evolugao temporal de um sistema que apresenta comportamento nao linear. Ao
contrario dos sistemas discretos lineares, sistemas nao lineares podem exibir comportamentos

mais complexos e imprevisiveis, como bifurcagoes e caos.

A principal diferenca entre sistemas discretos e continuos é a natureza da sua variavel
temporal. Em um sistema continuo, o sistema evolui continuamente no tempo, enquanto
que em sistemas discretos, a evolucao ocorre em etapas discretas de tempo. Uma grande
vantagem de trabalhar com sistemas discretos é que sao mais faceis de serem implementados

computacionalmente devido a sua natureza discreta.

O estudo da estabilidade e teoremas utilizados para sistemas continuos também tem
sua versao discreta. O objetivo deste capitulo é apresentar uma breve introdugao aos sistemas

discretos, destacando as principais diferencas e semelhancas em relagdo aos sistemas continuos.
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Estabilidade de sistemas unidimensionais

Considere o mapa:

zjr1 = f(z;). (1.40)

Dada uma condicao inicial xy, podemos construir a érbita associada iterando o mapa,
ou seja, 1 = f(xg), xo = f(x1), e assim por diante. Ao realizar sucessivas iteragoes, um ponto
é considerado fixo quando nao ocorre evolucao do sistema. Matematicamente, um ponto z* é
fixo se f(z*) = 2*. Isso significa que, ao aplicar o mapa f nesse ponto, o resultado é o préprio

ponto x*. Em outras palavras, o sistema nao sofre alteragoes caso inicie nesse ponto fixo.

A estabilidade do ponto z* pode ser estudada analisando a evolucao das trajetorias
iniciadas na vizinhanca desse ponto. Se as trajetérias convergem para o ponto z* a medida
que iteramos o mapa, dizemos que o ponto é assintoticamente estavel. Por outro lado, se as

trajetorias se afastam do ponto z*, o ponto é denominado instavel.
Considere x; uma condicao inicial préxima de z*, ou seja:
= 2" +n;, (1.41)
tal que |n;| < 1. O ponto seguinte pode ser obtido iterando o mapa, ou seja:
Tipr = f(@" + 1) (1.42)
Sendo z; proximo de x*, podemos fazer a seguinte aproximagao:

Tjp1 = f(2%) + njt1, (1.43)

em que 7,41 ¢ um deslocamento infinitesimal referente a 7;. A estabilidade do ponto pode ser
analisada através do comportamento de n;4+1 € 1;. Se |nj41| < |n;], a trajetéria se aproxima do

ponto z*, e o ponto ¢ assintoticamente estavel; se [1;41]| > ||, instével.

Tendo definido que |n;| < 1, podemos usar Taylor e expandir f(z* + ;) em torno de z™*.
Utilizando apenas o termo linear, obtemos:

df (x)
dx

Tiv1 = f(a" +n;) = f(@7) + [—t (1.44)

Comparando a equagao acima com (1.43), vemos que:

Nj+1 = A1j, (1.45)
em que o autovalor A é dado por:

df (z)
dx r=x* .

(1.46)
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Se |\| < 1, trajetérias com condigao inicial préximas ao ponto fixo x*, convergirdo para
o mesmo, sendo que, quando —1 < A < 0, as iteragoes se aproximam de forma oscilatoéria,
devido a alteracao de sinal a cada iterada, o que nao ocorre quando 0 < A < 1. Se |A| > 1, as
trajetorias se afastam do ponto fixo x*, sendo que se A\ < —1 o afastamento ocorre de modo

oscilatério. Se |\ = 1|, a estabilidade nao pode ser definida por este método.

Estabilidade de Sistemas bidimensionais
Considere o mapa:
Ti = f(z5,95),
Yir1 = 9(75,Y5), (1.47)

com ponto fixo p = (z*,y*). A estabilidade pode ser estudada analisando os autovalores da

matriz jacobiana referente ao ponto.

of of

_ | Oz Oy

7=\ % o . (1.48)
0z 0y / l@y)=(ovpe)

Se |A12] > 1, uma trajetéria iniciada préxima ao ponto se afasta do mesmo, e o ponto

fixo é dito instavel ou repulsor.

Se |A12] < 1, uma trajetéria iniciada proxima ao ponto se aproxima do mesmo, e o ponto

fixo é dito estavel ou atrator.
Se |[A1] > 1 e |A2] < 1, ou vice-versa, o ponto é dito instavel, ou ponto de sela.

Se |A12| = 1 termos de ordem mais alta devem ser analisados.

1.3.1 Semelhancas e diferencas entre sistemas discretos e continuos na anélise de estabilidade

Para o caso continuo, se |A12| > 0 o ponto é instével, para o caso discreto, |A; 2| > 1.

Para o caso continuo, se \)\1,2] < 0 o ponto é assintoticamente estavel, para o caso

discreto, [A12| < 1.

O ponto do sela para sistemas continuos é dado por um autovalor A > 0 e um A < 0,

para o caso discreto, A > 1 e outro A < 1.

Para o caso continuo, |A; 2| = 0, termos de ordem mais alta devem ser analisados, ja

para o caso discreto, isso acontece quando |A; o] = 1.

Assim como nos sistemas continuos, a condigao A 2| = 1 estd relacionada a um subespago
central E°. Além disso, existe o equivalente discreto do teorema de Hartman-Grobman, bem
como as formas normais. O Teorema de Hartman-Grobman para sistemas discretos é semelhante

ao de sistemas continuos. Ele garante que a estabilidade de um ponto fixo hiperbdlico P de
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um sistema nao linear pode ser determinada ao analisar a versao linearizada desse sistema. O
ponto é considerado hiperbdlico se o nimero de autovalores correspondentes a um subespaco
central n. é igual a zero. Vale ressaltar que ha uma diferenga em rela¢ao ao caso continuo, onde
um autovalor pertencente a um subespaco central é igual a zero, enquanto no caso discreto ele é
igual a um. Além disso, existe o teorema das variedades para mapas, que é bastante semelhante
ao caso continuo. No entanto, as condigoes que definem um ponto hiperbdlico sao diferentes:

em vez de um autovalor A > 0 e outro A < 0, agora temos |A > 1| e |A < 1].

Ainda sobre a matriz jacobina .J, informagdes importantes sobre o espago de fases podem

ser obtidas através do calculo de seu determinante. O determinante é dado por:

Det() = 21090109 (1.49)

Se a norma do determinante for igual a 1, o volume do espaco de fases é preservado
ao longo do tempo, indicando que o sistema é conservativo. Quando o determinante é maior
que 1, o volume aumenta a medida que o sistema evolui, revelando um comportamento de
expansao. Por outro lado, se o determinante for menor que 1, o volume diminui, indicando um

comportamento de contragao, e o sistema ¢é considerado dissipativo.
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Formas Normais de Sistemas Discretos

2.1 Forma Normal de Poincaré

Seja um sistema bidimensional, em que os autovetores, referentes aos autovalores, sejam

linearmente independentes, podemos reduzi-lo a seguinte forma:
Un+1 = )\1Un + >\1f1 (Um Vn) ’ (21)

Vg1 = XV + Ao fo (Un, Vi) (2.2)

em que fi (U,,V,) e fo(Un, V) contém os termos nao lineares das equagoes e A, Ay € R.
Usaremos uma transformacao nao linear para simplificar o nosso sistema original a forma mais

simples possivel. A transformacao usada sera dada por:

U=X+h(XY), (2.3)
V=Y+g(X,)Y). (2.4)
O sistema final desejado é:
Xnr1 = M Xy, (2.5)
Y1 =AY, (2.6)

Substituindo as equagoes (2.3) e (2.4) em (2.1) e (2.2), obtemos:
Xot1 +h (Xog1, Yor1) = X + M0 (X, Y) + M f1 (X + R (X, Y0) Y + 9 (X0, Ya)), (2.7)
Y1+ 9 (Xng1, Yag1) = XY + Xog (X0, Vo) + Ao fo (X + A (X0, Y0) Yo + 9 (X0, Y0)) . (2.8)
Utilizando agora as relagoes (2.5) e (2.6):

h(MXn, AoYyn) — M (X, Vo) =M i (Xn+h (X0, Y)Y +9(X0, Vo)), (2.9)
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9 MXn, AaY5) = Aag (X, Yo) = Ao fo (X + 0 (X, Va) Yo + 9 (Xo, Ya)) - (2.10)

As fungoes h (X,Y) e g (X,Y) serdao dadas por:

> A XY ™R, (2.11)
m=2 k=0

=3 by XY (2.12)
a=2[=0

Substituindo a equagao (2.11) no lado esquerdo de (2.9), obtemos:

SN e XRY NN TE N YT N @k XY = A i (X 4+ R (X, Y5, Y + g (X, V).
m=2 k=0 m=2 k=0

(2.13)

Como estamos trabalhando em torno de um ponto fixo, sempre podemos transformar
uma funcdo em um somatério de polindmios usando séries de Taylor. E importante lembrar que
termos lineares ja estao incluidos no sistema, portanto comeg¢amos da ordem 2. Fazendo isso,
nossa fungao f1 (X, +h(Xp, Yn),Yn + g (X,,Y,)) sera dada por:

S(Xo R (X0, Y0), Yot g(Xn, Ya)) =

od w 1y w—i
2> Z X s [al O f (Xt b (X, Y)Yk g(XmYn))}

W=2 i— (Xn,}/n):(oao)

(2.14)

Na equacao acima, nao podemos esquecer que devemos usar a regra da cadeia na
derivada do lado direito. Porém podemos primeiro fazer a substituicao g(X,,Y,) e h(X,,Y,)
em f1 (X, +h(X,,Y,),Y, + 9(X,, Ys)), e chamarmos de f;(X,,,Y,), apenas para simplificar a

notacao.

Substituindo esse resultado na Eq.(2.13):

max m

Yo am kXYY TN TE = A YT Yk XY =
m=2 k=0

m=2 k=0

od w Xzyw 7
=MD e [axna$n P XY e (215)

Para resolvermos a equagao abaixo, temos que impor que as ordens dos polinémios sejam

iguais, para isso fazemos ¢ = k, w = m e od = max :

max m max m Xkym k
ky m—k kym—Fk m—k
Z Z am k Xy Yy, ()‘1>‘2 ) A Z Z k! (m | [aXna Ji (X, Yo )} (X, Yn)=(0,0)
m=2 k=0 m=2 k=0
(2.16)
Por simplicidade, definiremos:
’ " " (Xn’Yn):(O’O)
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max m max m max m XkY'm k
m=2 k=0 m=2 k=0 m=0 k=0

Com as poténcias iguais, agora podemos encontrar a relacao entre ap,x € Cign k), que

sera dada por:

C
k ym—k _ 1(m,k)
am,k)\l)\z - Alam,k == )\Ik' (m — k})" (219)
At C(m,k)
Am e = . 2.20
PN N K (m— k) (2.20)
Com isso ¢ possivel calcular h(X,,Y,):
WX ) = 3 3 X0k Oty (X, V)] (221)
" =2 e Omm k — K (m— k) LT m ] (v =00)° ‘

O célculo de g(XY;,) é de forma andloga, sendo seu valor dado pela equagao abaixo:

i

C 2(m,k) [8k am kf2 (Xna Y, )} (Xn,Yn)=(0,0) ) (222)
A Coim.k)
bk = T 2.23
FTNARTR N, K (m— k). (2.23)
max m XTkL;Ynm—k; . _
9%, 1) mzzkz% A’W” ; — X Kkl (m —k)! [aXnaYn 2 (X”’Y")} (Xn,Yn)=(0,0) " (2.24)

Pontos importantes a serem discutidos até o momento: O primeiro é que, se os deno-
minadores A¥AT™F — Xy e APAT™F — )| forem diferente de zero, é sempre possivel propor uma,
transformacao que elimine todos os termos nao lineares do problema, reduzindo-o a um sistema
linear. Entretanto, deve se notar que essa transformacao é formal, e nada garante em principio
que a série de termos ird convergir. Note também que os célculos sao feitos para uma funcao
qualquer fi(X,,Y,). Essa escolha se deve a duas razoes principais: a primeira é que além de
estar resolvendo para uma funcao geral, torna-se mais simples a implementagdo computacional;
a segunda sera discutida mais adiante, quando forem comparadas as formas normais de Poincaré

e de Birkhoff.

2.2 Forma Normal Ressonante e Forma Normal de Birkhoff

Continuando a segdo anterior, quando M™% — Xy e MAT™F — )| sdo iguais a zero,
alguns termos nao podem ser simplificados. Esses termos sado chamados de termos ressonantes.

A forma normal de Birkhoff e de Poincaré sao semelhantes, porém a forma normal de Birkhoff
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aborda a ressonancia especifica A\ Ay = 1, sendo apropriada para casos conservativos. Embora a
maioria dos problemas reais sejam dissipativos, no regime em que a dissipagao é pequena, as

solucoes se aproximam, fornecendo resultados proximos.

Para obter a forma normal de Birkhoff, é necessario inserir a ressonancia A\;As = 1 na

forma normal de Poincaré e observar quais mudancas surgem.

Usando que A\j Ay = 1:

MR — A =0, (2.25)
PSP VA (2.26)
—k+14+m—-FEk=0, (2.27)
k= HJ (2.28)
2
Analisando a ordem dos polinémios:
Xkymok = X, 2y (2.29)

Fazendo m = 25 + 1:
242) g5y 2it2

X7 Ya 7= XY (2.30)

Portanto encontramos a forma dos termos que nao podem ser eliminados do problema
original. Como resultado, o sistema que seria linear ao usar a forma normal de Poincaré agora
sera: o

Xn+1 = )\1Xn + )\1 Z GT(2j+17j+1)Xﬂ;+1Y7{7 (231)

=1
onde ar(z;j11,j+1) Sa0 os termos que nao podem ser retirados devido as ressonancias. Esses termos

sao facilmente calculados, da seguinte forma:

Cl(m,k) (2.7 + 17.7 + 1)

arQj41,j4+1) = G+ 00 , (2.32)

sendo C'(2;+1,j4+1) dado por:
Craziign = |04 fu (X, Vo] b)) (2.33)

Repetindo o mesmo processo para a Eq.(2.10), obtemos que:
Yn+1 = )\QYn + )\2 Z bT(2j+17j)X£Y7z+1, (234)
m=1
Co2j+1,5)
(25+1,9) ;! (] + 1)| ( )
sendo Cy(2;41,5) dado por:

Coajrr) = |, e (X Yo o (2.36)
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Podemos entao reescrever as equagoes (2.31) e (2.34) da seguinte forma:
max
Xn+l = )\1 (1 + Z U(m+17m)XZLYnm> Xn7 (237)
m=1
max
Y1 =X (1 + > v<m,m+1)X3"”Y7§”> Yo, (2.38)
m=1
e para deixar mais simples, definimos:
max
UL(XY) =\ (1 + ) u(mﬂ,m)XgYnm) , (2.39)
m=1
UQ(XY) = Ao (1 + Z U(m’erl)X,TYnm) , (2.40)
m=1
onde U(2m+1,m+1) € V2m+1,m) Sa0 dados por:
1
o m—+1qm
u(m-i—l,m) - m' (m + 1)| [aXn 8Yn.fl (Xn7 Yn):| (Xn,Yn)=(0,0) ) (241)
1
. m am-+1
Vonamt ) = o m + 1)! 9,08 fo (X Vo) (X Yn)=(0,0) " (242)
Portanto reduzimos nosso sistema a seguinte forma:
Xp1 = UL(XY) X, (2.43)
Y1 = U2(XY)Y,. (2.44)

Antes de prosseguir, é importante compreender claramente o significado dos termos

ressonantes. Este conceito pode ser melhor entendido através de um exemplo simples: suponha

que a parte ndo linear do problema possua apenas termos de terceira ordem, ou seja, f (z,y) =

az® 4 ba?y + cxy® + dy®. Se esta fosse a funcdo f; (z,v), utilizando a forma normal de Birkhoff,

nao seria possivel remover o termo br’y através de uma transformacao nio linear semelhante

a h(x,y). Caso fosse a segunda equacio, fo(x,y), o termo ressonante seria cxy? e nao seria

possivel remové-lo por meio de uma transformagao nao linear semelhante a g(z,y).

A introducgao do termo de ressonancia impede a redugao do sistema nao linear para

uma forma linear. Portanto, é necesséario recalcular a(m, k) e b(m, k), que podem ter valores

diferentes dos célculos anteriores.

Repetindo o processo:
Un+1 = XnJrl + h (Xn+17 YnJrl) 5

Vs = Yo + 9 (Xong1, Yaga)

max—1

2
Xn+1 = /\an + )\1 Z D2a+1 X3+1Yna7
a=1

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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maac 1

Yo = Y, + A Z Boj1 XV (2.48)

7j=1
em que Dyoy1 e P41 representam os coeficientes dos termos ressonantes. Substituindo as
equagoes (2.45) e (2.46) em (2.1) e (2.2), obtemos:

Xn+1 +h (Xn+17 YnJrl) = )\an+)\1}1 (Xna Yn) +)\1f1 (Xn + h (Xna Yn) ) Yn + g (Xna Yn)) ) (249)

Yn+1 + g (Xn+1, Yn—l—l) = /\QYn —+ /\gg (Xn, Yn) + )\2f2 (Xn + h (Xru Yn> 7Yn + g (Xru Yn>> s (250)

h( X, Yn) = > D ampXEYF, (2.51)

m=2 k=0

max m

9( X0, Vo) =D D b XRY ", (2.52)

m=2 k=0

Lembrando que usaremos a mesma simplificacdo de antes, em que definimos fi(X,,Y,) =
fl (Xn + h (X’m Yn) >Yn + g (Xm Yn))a € fQ(Xm Yn) = f2 (Xn + h (Xna Yn) aYn + g (Xna Yn))y apés
as devidas substitui¢oes de h (X,,,Y,) e g (X,,Y,).

Substituiremos também as equagoes (2.47), (2.48), (2.51) e (2.52) para calcularmos os
termos o, iy Ok, Doat1 € Bojt1. E importante notar que se k = (m+1)/2 o termo a,, =0 e
quando k = (m —1)/2 o termo by, , = 0, e 0s termos Daq41 € P2;4+1 50 existem para as condigoes

de ressonancias. Apés substituirmos, obtemos as seguintes equagoes:

Ml 'ma:t 1 k max—1 m—k
)\12 Dot XaHYa + Z Zam k| AMXn+ A ZD2a+1 XaHYa A2Yy+ Ao Zﬂ2j+1X£Yg+l
m=2 k=0 j=1
=MD D kXYY M1 (X, V) (2.53)
m=2 k=0
M ma:v 1 k maz—1 m—k
/\QZ 62]-‘1-1 X]+1YJ + Z me k )\1X +/\1 ZD2a+1 Xa—HYa )\2Yn+)\2 252j+1X£Yg+1
7=1 m=2 k=0 a=1 j=1
- >\2 Z Z bmkaSYnm_k+)\2f2 (Xn7 Yn) . (254)
m=2 k=0

Os termos Dyq41 € B2;41 sao mais simples de calcular, portanto serao obtidos primeiro.



Capitulo 2. Formas Normais de Sistemas Discretos 24

2.2.1 Calculo de Dy, quando k = (m + 1) /2.

Utilizando a condicao k = m

em (2.53), 0s termos ay, j serao iguais a zero, reduzindo

a equacao a:

maxr—1

AlZDZOH‘l X7?+1Yna = >\1f1 (Xm Yn) : (255)

a=1

Usamos Taylor para f; (X, Y,):

maz 1
maxr m Xkym k
a+ly a k m—k
)\1§:D2a+1X ye Alsz;:ﬁi’f‘ ol ok o fl(Xn,Yn)LXnYn) 0n.  (250)

Fazendo k = a+ 1 e m — k = «, igualamos as poténcias de ambos os lados, obtendo:

max—1 mazxr—1

2 Xa—i—lya
MY Dogig XOTY ™ = )\ —n_n_ 9%t X, Y, 2.57
102 20+1 Ay n 1 az::l O{'( + 1) { Xn Ynfl ( ) )] (men):(&o)v ( )
e os coeficiente Dy, serao dados por:
o 1 a+1 qa
D= (a+1)! 95105, 1 (X Vo) (X Yn)=(00)° (2.58)

2.2.2 Calculo de (5,1 quando k = (m — 1) /2.

-1
Utilizando a condicao k = e

m (2.54), os termos by, k. serao iguais a zero, reduzindo

a equacao a:

max—1

MY Bor XY = Nafa (X, Vo). (2.59)

J=1

Usando Taylor novamente, e igualando os indices, obtemos:

maxr—1 max—1

\ syt 2 \ XIiyit+i . Y v
> Ba = —nn n, Y, , 2.60
o il = 2+ 1)) AR Q) (2:60)
j= m
e os termos ressonantes ;41 sao dados por:
1 o
R J +1
it = JH(7+1)! L (X”’Y”)an Ya)=(0,0) (2.61)
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2.2.3 Cailculo de a,,; quando k # (m + 1) /2.

maz 1 ma:r: 1 k mazr—1 m—k
/\12 Dog i1 XoTY,™ + Z Zam k| AMXn+A ZD2a+1 XY | | AV + A ZﬁzjﬂX%YgH
a=1 m=2 k=0 a=1 j=1
= )\1 Z Z amkaEYnm_k_‘_)\lfl (Xnv Yn) ) (262)
m=2 k=0

O primeiro termo da equacdo acima refere-se a termos do tipo X*™Y® que sdo termos
ressonantes que existem apenas sob a condigao de ressonancia k = (m + 1)/2, portanto pode ser
zerado. No entanto, nao podemos igualar o segundo termo a zero, pois a combinacao de termos
ressonantes e nao ressonantes pode resultar em termos sem ressonancia. Ao igualar o primeiro

termo a zero, podemos continuar com a solugao.

’"Lal, 1 k max—1 m—k
max m 5 =
Z Z A, k (AIX ‘|‘>\1 ZDQOH‘l Xa+1yoz) (/\2Yn + >\2262j+1X%Y,3+1) =
m=2 k=0

j=1
=M D D @k XY M (X, Vi), (2.63)
m=2 k=0

Colocando alguns termos em evidéncia:

mazx—1 k mazx—1 m—k
max m 5 -5
> A NN XYk (1 + Y Dony1 XﬁYf) (1 +>° 52j+lxgy,g) —
j=1

m=2 k=0 a=1

max m

=MD D Ak XY+ M (X, Vi) - (2.64)

m=2 k=0
Colocando o termo a,, x X*Y™* em evidéncia:

max m
SN apaXEy ok
m=2 k=0

a=1 j=1

maz 1 k mazx—1 m—k
2 . .
AAGH (1 + Z Diat1 X‘“Y‘“) (1 +> ﬁgjﬂxgy,g) —)\1] =

Usando a expansao em Taylor de fi:

max m
ky m—k
Zam’anYn

m=2 k=0

max—1 k max—1 m—k
A’fxg”’f(u > DQQHX,?Y,?) (1+ > 52j+1XgY,{) —)\1] —

a=1 7j=1

odm w lew l
=N [axna% "1 (X, V)]

w=2 =0

(Ko Yo)=(00) (2.66)

Para este trabalho em especifico, foram observadas trés maneiras para resolver a (2.66):

A primeira é substituir a fungao fi(X,,Y,) referente ao mapa padrao desde o inicio, expandir,
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e encontrar uma recorréncia para obter os termos a,, . Para problemas em que a parte nao
linear seja composta por poucos termos, esse processo pode ser simples, porém ao se trabalhar
com o mapa padrao, trabalha-se com muitos termos devido a expansao em série de Taylor da

funcao seno, sendo um processo mais trabalhoso, e que foi evitado.

O segundo método é encontrar uma recorréncia geral, ou usar um truque parecido com
o que foi feito, utilizando séries de Taylor para obter os coeficientes. Esse método é mostrado

no apéndice A.

A terceira maneira, e que se mostra muito mais simples, funciona apenas quando o
objetivo de utilizar formas normais é o calculo de variedades, que é o objetivo deste trabalho.
Como sera mostrado em um capitulo adiante, para obtermos as variedades utilizando o método
de formas normais, apés obtidas as transformagoes h(X,,,Y,) e g(X,, Y,), utilizamos h(X,,0) e
9(X,,0) para construir a curva da variedade associada a X,,, e h(0,Y},) e g(0,Y,) para construir
a curva da variedade associada a Y,,. Durante esse processo, note que termos cruzados, ou seja,

termos do tipo X V"% sio zerados, portanto ndo sdo necessarios.

Com isso, ¢ suficiente calcular os termos referentes a k =0 e £k = m. Outro ponto muito
importante a ser observado é que a diferenca entre a forma normal de Birkhoff e a forma normal
de Poincaré esta nos termos cruzados, que sao irrelevantes para o calculo de variedades. Portanto,
no final, ambas fornecerdao os mesmos resultados para o calculo de variedades. Continuando os

calculos, para k = 0

max . magz—1 m odm w qulynw l "
mzzamoy A5 (1+;521+1XJY]) ] Al%%u(w 105,087 (Y] L

(2.67)

Como dito, termos cruzados nao sao necessarios para o calculo de variedades, entao a

equacao acima se reduz a:

max odm w Xl Yw l
oY ™ (A=) = A % 0¥ f1 (X, Y, 2.68
mX::Qa oY (A3 11023212511 [ Fi (X, )](Xn,Yn) (0,0)” (2.68)
igualando os indices da equagao, obtemos:
max m m max Ym
mzzz amoY (AP =A1) = Ay ng - O f1 (X, Y, )an,m:m,m : (2.69)
fornecendo o resultado :
A1 .
Um0 = W [aynfl (Xn7 Yn):| (X ¥a)=(0.0)’ (2.70)

que é o mesmo obtido pela forma normal de Poincaré. Os termos a,, , sao obtidos de forma

analoga, e serao dados por:

el

Gman = Xm A ml ¢, 1 (X Yn)}

(Xn,Yn)=(0,0) ° (2.71)
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2.2.4 Calculo de b, quando k # (m — 1) /2.

O calculo é andlogo aos termos a,, ;. Bastando alterar fi(X,,,Y,) e Al por fo(X,,Y,) e

A2 em alguns locais.

O resultado é dado por:

Ao
by = o [0 f5 (X, Vi : 2.72
O =) ml 9712 )}<Xn,Yn>=(0,0> (272)
b = — 2 0% f2 (X0, V2] (2.73)
TN = Ay ml L2 T e y=000)” '
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Capitulo 3 —  ———

Mapa Padrao

O mapa padrao, ou mapa de Chirikov é um mapa bidimensional conservativo, com as
variaveis canonicas momento p e posi¢ao 6. Conhecido também por mapa de Chirikov-Taylor, e
em alguns livros como Taylor-Greene-Chirikov, pois foi utilizado por Chirikov e Greene para
estimar a transigdo do movimento regular para o cadtico [11]. E um modelo muito estudado
pois pode ser utilizado para estudar problemas relacionados a Fisica de Plasmas, Mecanica

Celeste, Aceleradores de Particulas, etc.[12]

O modelo é descrito pela seguinte equagao:

2 n=oo
H(0,p,t) = QLW +mlPulcos(8) S 6(t—n), (3.1)

n=—oo

O modelo descreve um péndulo de massa m, com fio de comprimento [ posicionado a
um angulo # da vertical e que recebe a acao de pequenos pulsos periédicos por um campo
gravitacional g(¢). O modelo pode ser obtido de outros modelos fisicos, sendo uma particula em

um campo eletromagnético outro exemplo bem conhecido.

Tendo a Hamiltoniana (3.1), podemos utilizar as equagoes de Hamilton e obter as

equacgoes de movimento do sistema, que serao dadas por:

= i 5 s
, OH  p
y2_r (3.2)

A fungdo §(t — n) nos diz que toda vez que t = n, ocorre um pulso. Apés integrar (3.2)
entre dois pulsos consecutivos, substituindo o valor encontrado de p em 6, as seguintes equagoes

sao obtidas:

Pnt1 = Pn + k sin(@),
9n+1 = Hn + Pn+1, (33)
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em que k é definido como k = (wyT')?, correspondente & intensidade do pulso, 7" sendo o tempo
entre dois pulsos consecutivos, e o momento p, sendo redefinido como p, = pT/(ml?). Pode se
usar mod 27 em (3.3) devido a simetria do mapa, para que as solugoes fiquem em uma janela

de lado 27 no espaco de fases.

Obtido o mapa, calculamos a matriz jacobiana, que é dada por:

J— ( 8pn+1/3pn apn-i—l/aen ) — ( 1 ]{?COS(Qn) ) . (34)

00,,41/0pn,  00,41/00,, 1 14 kcos(6,)

Sendo det(.J) = 1, trata-se de um mapa conservativo. Agora faremos o uso da equagao
(3.3) para obter os pontos fixos do sistema, e analisaremos a estabilidade dos pontos calculando

os autovalores da matriz (3.4).

Os pontos fixos podem ser encontrados impondo que dada uma posic¢ao inicial, ao se
iterar o mapa, a posigao final deverd ser a mesma, ou seja, (Ppi1,0n11) = (Pn, 6,). Aplicando a

condicao a equagao (3.3):

Pn+1 = Pn,
DPn = Pn + k Sin(en)a
0 = ksin(6,), (3.5)
sendo a igualdade satisfeita quando 6, = nw,n =0,1,2,3,4, ...

Fazendo a mesma andlise para 6, 1:

9n+1 = eny
0, = 0, + p, + ksin(6,),
0= pn + ksin(6,,), (3.6)
ou seja, sin(#,) = —p,/k. Sendo o momento calculado em médulo 27, p, = m27. Calculando a

matriz jacobiana para m = 0, sendo que sao possiveis os valores de 6,, = 0 e 7, obtemos:

1 4k
J:<1 1ik:)7 (3.7)

sendo que +k é referente ao ponto (0,0), e —k a (7,0). Tendo a matriz jacobiana calculada nos
pontos fixos, podemos analisar seus autovalores e avaliar a estabilidade, sendo o ponto (0,0) um

ponto instavel, e o ponto (7, 0) estével para k < 4.

Os célculos dos autovalores e da estabilidade serao feitos a seguir para o mapa padrao
dissipativo, por ser um caso mais geral. Sendo o mapa conservativo obtido redefinindo =, como

serda mostrado.
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3.1 Mapa Padrao Dissipativo

A dificuldade de trabalhar com sistemas conservativos no mundo real torna intrigante
investigar a inclusao de um termo de dissipagdo no modelo. Na maioria dos livros, essa inclusao

¢ dada por 1 — ~y, porém aqui utilizo apenas v, em que v < 1.

P,y1 =7 P, + ksin(0),
9n+1 = Hn + Pn+1. (38)

Com essa mudanca, o determinante da matriz jacobiana é igual a ~y, portanto quando
v = 1, recuperamos o regime conservativo. Utilizaremos a matriz jacobiana para calcular os
autovalores referentes aos pontos (0,0) e (7,0). Analisaremos a estabilidade do ponto (7, 0) que

pode sofrer bifurcagdo dependendo dos valores de v e k. O ponto (0,0) se mantém instavel.

g ODn+1/0pn  Oppi1/00, (7 k cos(6,,) (3.9)
00,,41/0p,,  00,41/00,, v 1+kcos(d,) | '
—A k 0,
det|J — 1N = | cos() | _
1+ kcos(0,) — A
v =M1+~ +kcos(6,)) + 1 =0,
N+ —=ATr[J] =0, (3.10)

com Tr[J] =~ 4+ 1+ kcos(d,). Os autovalores sao dados por:

Ao = ;(Tr[J] +\/Tr[J)? — 47). (3.11)

Se somarmos os autovalores, obtemos a relagdo : A\ + Ay = Tr[J]. Se fizermos a
multiplicagao entre eles, obtemos: Aj\s = 7. Para que o ponto estudado seja estavel, os

auto-valores complexos devem estar dentro do raio unitario complexo, ou seja:

A2 = exp(xio) = cos(o) £ isin(o),
A1+ Ay = 2cos(o),
Tr[J] = 2cos(o). (3.12)

Impondo que |cos(o)| < 1, para o ponto (7,0), temos:
v+ 1—k|l <2,

(v+1—-k)? <2,
(v+1-k)* <4 (3.13)
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Podemos encontrar a relagdo entre v e k para que o ponto seja estavel resolvendo a

equacao:

(Y +1-k)?=4. (3.14)

Sendo as solugoes, k = v —1e k = v+ 3. A primeira solugdo nao é possivel, pois
se v = 0, k teria de ser negativo, e k é definido como sendo positivo. Analisando a segunda
solucao, podemos usar que v = 1, resultando no valor limite £ = 4, com isso encontramos o valor
apresentado anteriormente para o caso conservativo, ou seja, o ponto se bifurca para valores de
k > 4. Com ~ podendo variar entre 0 e 1, podemos ver que a inclusao de dissipagao faz com
que o valor de k necessario para que o ponto se bifurque diminua, dependendo diretamente de

v. Fazendo v = 0 e analisando a equacao acima, a bifurcacao ocorre para valores de k > 3.

3.2 Diagonalizacao

O mapa padrao dissipativo é dado por (3.8). Trabalharemos em torno do ponto de
equilibrio (0,0), portanto podemos expandir a fungao sin (6,,) em série de Taylor, fornecendo o

seguinte resultado:
(1) 9(2z+1) > (—1)! 9(21+1

=0, . 3.15
sin( ; 2+ 1)! +; (2i+ 1) (3.15)

Substituindo na equagao (3.8), obtemos:

P, P, + k0, +k =1y Q(ZHI) 3.16
n+1 = Vin + + ZTU’ (3.16)
( 1) 6(21+1)

00 ) 0(21+1)

Por simplicidade, chamaremos F =k Z , onde F'(6,) contém os termos

nao lineares. Entao o mapa toma a forma:

L I I EAORY (3.18)
0n+1 Y 1 + k 971 F(en)
Utilizamos a seguinte transformacgao para deixar o sistema em sua forma diagonal:

P\ (U,
BRI o1

em que M é uma matriz 2 X 2 dada pela combinagao dos autovetores. Substituindo na parte

linear da equacao acima:
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M| " =M L[ ) : (3.20)
Vn+l Vn F(Un? Vn)
onde a matriz jacobiana é:
k
Jz(7 ). (3.21)
v 14k

Multiplicando tudo por M ™!, obtemos o sistema na forma diagonal:
n n — F ny n
Unit ) Zapigng [ U ) g [ EO0Va) ) (3.22)
Vi1 Vi F(Un, Vy,)

A partir da matriz J podemos obter os autovalores e seus respectivos autovetores,

necessarios para a construgao da matriz M.

O determinante da matriz J pode ser facilmente obtido, sendo, nesse caso, igual a ~.
Portanto, como discutido anteriormente, se v = 1, estamos no regime conservativo, e no regime

dissipativo para valores menores. Os autovalores e seus respectivos autovetores sao dados por:

oyl k= (LR — 4y

At ; , (3.23)
+ltk+(v+1+k)*—4
ho =1 W; S =4 (3.24)
1+k—7+¢h+1+@2—m
vi=| ~ 2 , (3.25)
1
l+k—y—J(r+1+k)7 4
v2=| " 2 . (3.26)
1
Definiremos R = \/(’y +1+ k) — 4y, com isso:
I+ E—7+R
V1= 27 , (3.27)
1
1+k—9y-R
V2 = 2y : (3.28)
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Portanto a matriz M e sua inversa sdo:

1+k—9+R 1+k-v-R

M=| 2y 2y , (3.29)
1 1
ol 1+k—v—R

-1 _ R 2R
M = 5 R ) (3.30)

R 2R
As relagbes entre as coordenadas novas e antigas podem ser obtidas pela equagao (3.19),

Ay — Al —
sendo elas: 6, =U, +V,, e P, = —< 2 =) U, — (M1 =) V,,. Com isso, nosso sistema na forma
8

diagonal sera dado por:

; (Un + Vn>2i+1

( ‘[in:i ) - ( )(\)1 )?2 ) ( ‘[i” ) +Z) o (Un(iZ‘Z)lQ);rl : (3.31)
AQ;(—U T

S (U, + V¥
Fazend ) e ES
azendo f1(Un, Vi) R; 2+ 1) 7

GO R -
Vit 0 A Va Az fo(Un, Vi)

A transformagao foi utilizada para o ponto (0,0). Para o ponto (7,0), o pardmetro k se

e fo(Un, Vi) = — f1(U,, V,,), chegamos

a forma abaixo.

altera para —k na matriz jacobiana, devido ao valor da fungao cosseno no ponto 7, alterando
também os autovalores. E importante ressaltar que nao lidaremos com o caso em que os

autovalores nao sao reais.
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meeaeeeesssssssmmmn Capitulo 4 m———

Calculo de tangéncia entre as variedades e

calculo de pontos homoclinicos

Um ponto de intersecao entre a variedade instavel e a variedade estavel de um mesmo
ponto de equilibrio é chamado de ponto homoclinico, e ponto heteroclinico quando sao variedades
provenientes de pontos de equilibrio diferentes. Tais pontos foram introduzidos por Poincaré
como um indicador de movimento cadtico em sistemas dindmicos. As érbitas compostas por tais
pontos sdo chamadas de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas respectivamente. A vizinhanca
dessas orbitas podem ser altamente sensiveis as condicoes iniciais, o que significa que pequenas
variagoes nas condigoes iniciais podem levar a grandes diferencas no comportamento futuro do

sistema.

Quando as variedades se tocam sem se cruzar, temos uma tangéncia homoclinica. A
presenca de tangéncias homoclinicas pode ser usada para estabelecer limites das regioes cadticas
em um sistema dindmico, pois separam regioes caodticas, geradas pelos pontos homoclinicos, de

regioes onde a variedade estavel nao intersecta a variedade instavel.

Depois de obter as formas normais, podemos uséa-las para encontrar os valores de k e ~y
nos quais ocorrem as tangéncias entre as variedades. Veremos que, mesmo que as variedades
nao sejam uma boa aproximacao apés um certo ponto, o intervalo em que sao é suficiente para
encontrar as tangéncias entre elas. Obtendo um bom valor para a tangéncia, podemos utilizar
o ponto homoclinico calculado para obter outros pontos homoclinicos da mesma trajetéria,

utilizando o mapa padrao e o mapa padrao inverso.

A seguir, descrevo o método utilizado para o célculo das tangéncias. Apds o calculo das

formas normais e retornando ao sistema original, as variedades sao descritas pelas seguintes
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equagoes paramétricas:

_ | Psw)| _ | Px(0y)
o) = Qs(y) QN(07y)]’ 4
7)) — PU<£IZ'> __ PN(Z',O)
vt Qu() QN@:,OJ' 42

A letra S esta relacionada a variedade estavel, enquanto U estd relacionada a variedade
instavel. Ou seja, S(y) é a curva referente a variedade estavel e U(zx) é a curva referente a

variedade instével.

Como temos uma forma analitica das variedades, utilizando as equagoes acima, podemos

encontrar os pontos em que elas se cruzam num ponto homoclinico igualando as equacoes.

(4.3)

PN(:C,O)]
QN(JT, O) '

A equagao anteriormente apresentada fornece o ponto em que as curvas se interceptam,
porém isso nao nos diz se elas estao se tangenciando ou nao. Para que ocorra uma tangéncia
entre as curvas, além da condig¢ao anterior, é necessario impor que as derivadas das equacoes

sejam iguais nos pontos de intersecao. Isso pode ser feito da seguinte maneira:

ds(y) AU (z) M dPy(z,0)

Yy) x d T A

dy — dz dQNFO, y) | dQNéEx, 0) (4.4)
dy dx

Os pontos que satisfizerem (4.3) e (4.4) sdo pontos tangéncia homoclinica.

Se os valores de k e v decorrentes de uma tangéncia ou intersec¢gao homoclinica, forem
fornecidos, podemos facilmente encontrar os pontos utilizando (4.3), e verificar a tangéncia
ou nao através de (4.4). No entanto, encontrar valores de 7 em fungao de k, que satisfagam a
condigao (4.3) e (4.4), pode ser um processo trabalhoso, ainda mais quando se trabalha com

funcoes nao lineares compostas por muitos termos, que foi o caso deste estudo.

Para superar esse problema, utilizamos o seguinte método: Consideramos um valor fixo

de k e v onde as variedades estaveis e instaveis se cruzam, como ilustrado na figura 6:
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Figura 6 — Interseccao homoclinica.
Localmente, temos dois pontos homoclinicos, denominados por x5 e x1. Podemos fixar o

parametro k, e diminuir 7. A medida que diminuimos 7y, o ponto x5 se aproximara cada vez
mais de x1, até que eles se tornem o mesmo ponto. O que pode ser feito computacionalmente, é
estabelecer um erro permitido entre esses pontos, e calcular a tangéncia aproximada. Podemos
utilizar essa ideia para construir uma estrutura de repeticdo em um programa computacional.
Essa estrutura determinara a variagao em vy a ser utilizada e realizara os célculos de x5 e x;
até obtermos a precisao desejada. Quando x5 for igual a z7, teremos alcancado o ponto de

tangéncia. Esse método pode ser repetido para novos valores de k.
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4.1 Resultados

Inicialmente, realizamos a comparacao entre as variedades obtidas a partir da forma
normal e diretamente do mapa nas figuras 7 e 8. As curvas em verde e preto foram calculadas
diretamente do mapa, enquanto as curvas em vermelho e azul foram obtidas a partir da forma
normal. A ordem especificada nas figuras refere-se a ordem da aproximagao polinomial utilizada

para descrever o mapa original.

T

Q
(a) Variedades para k = 2, v = 0.871757, (b) Variedades para k = 2, v = 0.871757,
ordem 21, ponto (0,0). ordem 33, ponto (0,0).

Figura 7 — Comparacao entre as variedades obtidas diretamente do mapa em azul e preto, e através
da forma normal em vermelho e verde.

(a) Variedades para k = 3, v = 0.611950, ordem (b) Variedades para k = 3, v = 0.611950, ordem
21, 33,
ponto (0,0). ponto (0,0).

Figura 8 — Comparacao entre as variedades obtidas diretamente do mapa em azul e preto, e através
da forma normal em vermelho e verde.

E possivel observar que a variedade estavel obtida por meio da forma normal com ordem

superior apresenta uma aproximacao bastante proxima da variedade obtida diretamente do
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mapa. No entanto, isso nao se aplica a variedade instavel. Em testes realizados em diferentes
problemas, quando ha dissipagao, levando a variedade instavel em direcao ao ponto estavel,
a dindmica resultante nao é capturada pela variedade obtida pela forma normal, de forma

semelhante ao problema mencionado anteriormente.

Embora nao sejam idénticas, a regiao em que as duas se assemelham é suficiente para
obter bons valores de tangéncia. Apesar da diferenca que ocorre apés um determinado intervalo,
ainda é possivel encontrar as tangéncias e calcular ao menos dois pontos homoclinicos com boa

precisao.

A seguir, apresentamos as tabelas com os dados referentes as tangéncias:

1 2 3 1 5 6
0,08 1,20 1.40 1.60 1,80 2,00
0,090577 0,978109 0,960755 0,937268 0,907564 0,871757
2,01306  2,24133  2,43480  2,61726  2,78990  2,95343
4,60046  4,74931  4,87404 499117  5,10222  5,20809

O U= =

Tabela 1 — Tabela de dados referentes as tangéncias do ponto (0,0).

7 8 9 10 11 12

2,20 2,40 2,60 2,80 3,00 3,20
0,830009 0,782914 0,730574 0,673460 0,611950 0,546410
3,10842  3,25539  3,39484 352738  3,65351  3,77398
530938 540649 549978 558966  5,67599  5,75950

O U= =

Tabela 2 — Tabela de dados referentes as tangéncias do ponto (0,0).

13 14 15 16 17 18

3,40 3.60 3,80 4,00 4,20 4,40
0,477228 0,405605 0,328982 0,251500 0,170205 0,086770
3,88869  3,99775  4,10458 < 4,20542  4,30409  4,39946
5,84027 591781 599483  6,06825  6,14105  6,21223

O U= =

Tabela 3 — Tabela de dados referentes as tangéncias do ponto (0,0).

Os gréficos com valores de k e v para as tangéncias e sua localizagdo no espago de fases

sao mostrados em 9a e 9b:
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(a) k e ~y referente as tangéncias do ponto (0,0). (b) tangéncias homoclinicas do ponto (0, 0).

Figura 9 — Valores de k e v e tangéncias homoclinicas do ponto (0, 0).

Conforme mencionado, a forma normal parece funcionar bem pelo menos até o segundo
ponto homoclinico. No entanto, como esses pontos pertencem a uma mesma 6rbita homoclinica,
¢ mais vantajoso calcular apenas um com maior precisao e obter os outros utilizando o mapa
padrao e o mapa padrao inverso. Os graficos a seguir mostram as variedades, e os pontos pretos

representam os pontos de tangéncia homoclinica obtidos dessa forma.

(a) tangéncias homoclinicas para k = 0.98, (b) tangéncias homoclinicas para k = 2,
v = 0.990577. v =0,871757.

Figura 10 — Tangéncias homoclinicas o ponto (0, 0), utilizando o mapa padrao e seu inverso.

Nas figuras 10a, 10b e 11a ¢é possivel observar que os pontos homoclinicos obtidos a
partir do ponto obtido pela forma normal sao uma boa aproximacao. O célculo dos pontos
homoclinicos deve ser realizado com grande precisao, pois um pequeno erro pode ser suficiente
para que, ao iterd-lo no mapa, ele saia da orbita homoclinica. Isso pode ser visto na figura
11b. A dificuldade em obter alta precisdo usando as equagoes paramétricas calculadas aumenta
com o valor de k. Para corrigir esse problema, é necessario aumentar a precisao do calculo do

coeficiente v para a tangéncia, dado o coeficiente k.
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(a) tangéncias homoclinicas para k =3,  (b) tangéncias homoclinicas para k = 4,
v = 0,611950. v = 0.251500.

Figura 11 — Tangéncias homoclinicas para o ponto (0,0), utilizando o mapa padrao e seu inverso.

Apoés encontrar as tangéncias, foram criados graficos do espaco de fases do mapa padrao
para valores acima e abaixo da tangéncia das variedades, para diversos valores de k e . Os

graficos estao apresentados abaixo.

o ofF . . . ., 4
2+ . . * :. ) ‘ .A
4+ ¢ . . 4
_6 | . |. . , i . L1
0 1 2 3 4 5 6
Q
(a) Espago de fases k = 0.98, v = 0.999. (b) atratores para k = 0.98, v = 0.999.

Figura 12 — Espaco de fases do mapa padrao e seus atratores para k = 0.98 e v = 0.999.

A figura 12a mostra o espaco de fases para um valor de v maior do que o valor encontrado
na tangéncia, aproximadamente 1% maior e a direita os atratores. Nesse caso, as variedades
estao se cruzando. Para os dois graficos abaixo, foi utilizado um valor de 7 aproximadamente 1%
menor do que o valor de tangéncia, fazendo com que as variedades nao se cruzem. E importante

notar que, quanto menor o valor de «, maior é a dissipacdao. A figura 12b apresenta os atratores
do sistema.
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(a) Espago de fases k = 0.98, v = 0.98. (b) atratores para k = 0.98, v = 0.980.

Figura 13 — Espaco de fases do mapa padrao e seus atratores para k = 0.98 e v = 0.980

A seguir, o processo é repetido. A primeira figura mostra o espaco de fases para um
valor de v aproximadamente 1% maior do que o valor de tangéncia. Na segunda figura, sao
apresentados os atratores do sistema. Ja na terceira figura, foram utilizados os atratores obtidos
na figura anterior como condicao inicial, com um valor de v aproximadamente 1% menor do
que o valor de tangéncia e para o mesmo valor de k. O sistema evoluiu por um determinado

numero de pontos e foram mostrados apenas os atratores resultantes.

Figura 14 — Espaco de fases para k = 1.2; atratores ao meio para v=0.988 e atratores a direita para
v=0.968 para mesmo valor de k.
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Figura 15 — Espago de fases para k = 1.4; atratores ao meio para v= 0.970 e atratores a direita para
~v= 0.950 para mesmo valor de k.

Figura 16 — Espago de fases para k = 1.8; atratores ao meio para v= 0.917 e atratores a direita para
~v=0.897 para mesmo valor de k.

E interessante notar que, nos primeiros graficos apresentados, a transicao entre cruza-
mento ou nao entre as variedades, estd associada a destruicao de grande parte dos atratores
do sistema. Esse comportamento pode estar relacionado tanto com a dissipacao quanto com o
caos, ja que o cruzamento de variedades é frequentemente associado a uma dinamica cadtica.
No entanto, é curioso observar que a destruicao dos atratores ocorre em torno do valor de
tangéncia entre as variedades, o que sugere uma possivel relacao entre a geometria do sistema e

sua dinamica.

Para valores menores de 7, ou seja, maiores valores de dissipac¢ao, esse comportamento
diminui até nao ser mais observado, provavelmente devido a dissipacdo. Além disso, para valores
baixos de 7, surge um atrator estranho no sistema, que pode ser visto nos graficos para k = 4.2.
O atrator estranho ainda nao foi muito investigado, porém constatou-se que é necessario uma

menor dissipacao para que ele apareca quando k é maior.
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Figura 17 — Espago de fases para k = 2 e y= 0.881; atratores ao meio para v= 0.881 e atratores a
direita para y=0.861 para mesmo valor de k.

Figura 18 — Espaco de fases para k = 3.8 e y= 0.338; atratores ao meio para y= 0.338 e atratores a
direita para y=0.318 para mesmo valor de k.

Figura 19 — Espago de fases para k = 4.0 e y= 0.2615; atratores ao meio para y= 0.2615 e atratores
a direita para v=0.2415 para mesmo valor de k.

Como mencionado anteriormente, no mapa padrao conservativo, o ponto (m,0), sofre
bifurcacao para k > 4. No entanto, para o mapa padrao dissipativo, o valor de k é menor, e
depende da dissipacao. Utilizando o método das formas normais, calculamos os valores de k e
em que as variedades desse ponto se tangenciam, e os representamos na figura 21a, juntamente

com os valores da tangéncia homoclinica para as variedades emanentes do ponto (0, 0).
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Figura 20 — Espaco de fases para k = 4.2 e y= 0.1802; atratores ao meio para y= 0.1802 e atratores
a direita para v=0.1602 para mesmo valor de k
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(a) k e v referente as tangéncias dos pontos (0,0) (b) Tangéncias homoclinicas dos pontos (0, 0)
em vermelho e (7, 0) em preto. em vermelho e (7, 0) em preto.

Figura 21 — Tangéncias homoclinicas para os pontos (0,0) e (7,0) e suas localizagdes no espago de
fases

Primeiramente, podemos observar que a curva vermelha na figura das tangéncias tende
a um valor maximo de k., que ¢ de aproximadamente 4.58, quando v se aproxima de zero e
o sistema atinge 100% de dissipacao. Isso significa que, para valores de k maiores que k., as
variedades sempre se cruzardo, independentemente da dissipacdo do sistema. E interessante
notar que mesmo que as variedades do ponto (0,0) nao se cruzem, é possivel que as variedades
do ponto (m,0) se cruzem, como pode ser visto onde os pontos pretos estao abaixo dos pontos
vermelhos. Na figura 21b, podemos ver que o comportamento das tangéncias homoclinicas
parece ser linear. O calculo das tangéncias pode ser aproximado entao por regressao linear
a partir do cédlculo inicial de alguns pontos. Também é possivel observar para o ponto (0,0),
que valores de v abaixo da curva vermelha nao resultam em tangéncia, o que significa que
diminuir v sempre leva ao distanciamento das variedades. No entanto, no ponto (m,0), devido
ao formato da curva preta, ha um pequeno intervalo em que diminuir v pode resultar tanto no

distanciamento quanto na aproximacao e cruzamento das variedades.
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Figura 22 — k e «y referente as tangéncias do ponto (m,0).
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Por 1ultimo, mas nao menos importante, é interessante analisar a curva de tangéncia do

ponto (m,0). Observa-se que ela apresenta um formato bem diferente da curva vermelha, mas

ainda respeita o limite de k.. Devido a esse formato, é possivel calcular dois valores de v para

um mesmo valor de k, e em ambos os casos as variedades serao tangentes. A diferenca entre

esses valores pode ser vista na figura 23, onde a tnica diferenca é a densidade das variedades.

Figura 23 — Variedades para k=4.55, v=0.955935, v=0.827558 para o ponto (m,0).
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Conclusoes e problemas futuros

A Forma Normal de Birkhoff difere da Forma Normal de Poincaré devido aos termos
ressonantes que aparecem em termos cruzados. No entanto, tais termos nao sao necessarios

para o calculo de variedades, tornando seu uso desnecessario nesse caso.

Foram desenvolvidos programas para o calculo de formas normais de ordens superiores,
que também permitem a variacido de parametros. Isso abre novas dire¢oes para trabalhos futuros

na area.

O método de formas normais é mais eficiente quando se trata de mapas polinomiais,
devido ao fato de ser um método aproximativo que usa expansao polinomial. Quando temos
que aproximar uma funcao usando série de Taylor, estamos usando duas expansoes, o que gera
uma grande quantidade de termos, prejudicando a precisao. Mesmo assim mostramos que, no
caso exemplar do mapa padrao, descrito pela série do seno, a precisao da forma normal permite

avaliar intersecoes e tangéncias das variedades estavel e instavel dos dois pontos fixos.

Alterar os parametros do mapa padrao, de maneira que as tangéncias entre variedades
sejam ultrapassadas, faz com que ocorra uma destruicao em grande parte dos atratores do
sistema. Esse fendmeno ¢ melhor visto em valores menores de dissipacao. Note que foi necessario

uma pequena alteracao na dissipagao para gerar tal mudanca.

Verificamos que as formas normais sao suficientes para encontrar tangéncias e calcular
pontos homoclinicos, mesmo nao sendo uma boa aproximagao apés um certo valor. Existe
um valor critico k., acima do qual as variedades sempre se cruzarao, independentemente da

dissipacao aplicada ao sistema.

Esse valor critico também é respeitado pelo novo ponto de sela que surge em (7, 0) apds

uma bifurcagao.

Ao analisar a curva da tangéncia relativa ao ponto fixo (0,0), é possivel ver que o

aumento da dissipacao tende a fazer com que as variedades se distanciem e deixem de se cruzar,
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e a diminuicao, o oposto. Porém, o mesmo nao acontece na curva da tangéncia relativa ao ponto
fixo (m,0). Dependendo do pardmetro, aumentar a dissipagao pode fazer com que as variedades

se cruzem, e diminuir, que elas deixem de se cruzar, e também o contrario.

As curvas de tangéncia observadas respeitam um limite maximo k., em que a partir
de tal limite, as variedades sempre se cruzarao, deixando uma pergunta a responder, qual o
formato da curva de tangéncia entre as variedades provenientes das sucessivas bifurcagoes do
ponto (m,0)? Ird respeitar o limite k. ou nao? E possivel encontrar tangéncias para esses pontos

para valores maiores?
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aaeesssessssssmmm  Apéndice A

Célculo de a,, j, quando k = (m + 1) /2

maac 1 maz 1 k mazx—1 m—k
A ZDZOH—l XS+ 3T amn | M X+ A ZD204+1 XY | | XYt As Y Bojn XJY T | =
a=1 m=2 k=0 a=1 7j=1
=\ Z Z Ak X0Y, RN f1 (X, Yr) (A1)
m=2 k=0
Como feito anteriormente, o primeiro termo Do, sera igual a 0.
VVL(LL 1 k maz—1 m—k
St | MXn+ N ZD20¢+1 XY | XY+ Ae Y Bojn XJYH!
m=2 k=0 a=1 j=1
=0 ) S @ XY RN (X, V), (A.2)
m=2 k=0
e colocando alguns termos em evidéncia:
maz 1 k maz—1 m—k
ma. m —_— e
SN AN TEXEY R 1 +Z Doai1 X0V [ [ 14D By XY | =
m=2 k=0 a=1 7j=1
MO @ XEY, T+ N fi (X, V) (A.3)
m=2 k=0
Colocando o termo am,kXﬁYnm’k em evidéncia:
ma,z 1 k maz—1 m—k
max m 2 a2
SN amp XRY, IR 1+ Z Doait XpV2 | | 14+ Bojnn XJY | = M| =
m=2 k=0

j=1

= >\1f1 (Xn; Yn) ’ (A4)
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e usando a expansao em Taylor de f1(X,,,Y,):

max—1 k maz—1 m—k
SN A XEY T INAT TN T4 Dogn XoV2 | [ 14D Bojn X2V | — M| =
m=2 k=0 a=1 j=1
odm w lyw—l
X Y [ w—l
=\ @,,22 lz(j) e [a R (XY o o) (A.5)
Usando o Binémio de Newton nos termos entre parénteses:
mazxr—1 m—k k maT 1 w
. Vi _ — m—k—w iV (m _ k)'
1+ ;52J+1Xnyn = 2_:0 1 1623+1X Vil = (A.6)
j= w= i=
= ot T L ol m =k — W) '
max—1 k mazr—1 z
k 2 k!
14+ Doan X2V | =30 D Doant XY | 57— (A.8)
a=1 2=0 a=1 2 (k - Z)
Retornando a equacao:
max m . ol . k! maz L z
Z Zam XY TR IS 27 ZD2a+1X Y*| x
m=2 k=0 —2)
m—Fk max—1 w
m— k)!
_ XY -\ A9
xwzow'm ) <252]+1 ) 1], (A.9)
em que ((x,y) é igual a:
odm w Xl Yw l l »
=N3> e [a KA Y] Lo (A.10)

w=2 [=0

Quando z = 0 e w = 0, é possivel calcular facilmente o termo a,, . Para encontrar os
proximos termos, basta calcular e substituir os valores ja obtidos. Expandimos algumas ordens

para encontrar uma relacao de recorréncia que facilite o calculo de todos os termos:

_ 2 1L M g 42
asz1 = ()\1)\2 — )\1) <1‘ ol [8Xn8Ynf1 (Xn,Y )} (X, Vi) =(0, 0)) (All)
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(Xn,Yn)=(0,0)

2 = (A%)‘g —A ) < : [axnaynfl (X, Yo )]

2' 3' a371/\1/\§ (Dg + 253)) s (A12)

-1
s= (0= 0) 7 (5 (08 A 0V o — 052N (2D + 355) +

— az 1A\ (D5 +2D3f35 + B3 + 255) >= (A.13)

A
ana = (N3 = ) (75 (05,98, (X0, Vo) — arg A (3Ds + 484 +

415!
— a52M0\3 (D3 + 2D5 + 6D3f5 + 333 + 365 )— az1 M A3 (D7 + 2Dsfs + D3B3 + 2D + 28385 + 257)>.
(A.14)

(Xn 7Yn):(070)

Analisando os coeficientes calculados, é possivel notar o seguinte padrao:

_ (ykym—k _y \ ! A1 —k
Gm.b = (Al)‘? )‘1> (kl(m k)l [aX . h (X”’Y”)Lxmyn):(op)+
m;3 2
= D NN P(B D))7 (A.15)
=1 p=1

restando definir apenas P(/3, D). Note que hd uma relagao entre os coeficientes:

a94 — Q73 — A52 — (431
Ag9 —> Q78 — Q56 — A34 = Qg9
Qg1 —» Gro — Q51 = Qg1 — A7

ago — Q7 —1 —» A5 _2... = (g (A16)

Os coeficientes arg, asg6, a34, @51, G52 € a7 _1 S0 iguais a zero. Assim, os termos ag g
e ag nao dependem dos outros termos, apenas da derivada de f1(X,,Y,), a qual age apenas

para k = 0 e m = k, ou seja, para termos do tipo XY™ e Y,?X,’f.

Para o calculo de variedades, aplicamos ora a condi¢ao x = 0, ora y = 0. Como os termos
dependentes apenas de x ou y sao independentes dos termos cruzados, estes tltimos podem ser
descartados. Com isso, podemos simplificar muito as contas, calculando a forma normal apenas
para polindmios que nao tém termos cruzados. Note também que a tnica diferenca entre a
forma normal de Birkhoff e a forma normal de Poincaré é o tipo de ressonancia que surge nos
termos cruzados. No entanto, como vimos que os termos nao cruzados sao independentes, o
calculo das variedades é igual, seja através da forma normal de Birkhoff ou da forma normal de

Poincaré.
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Para resolver a equacao acima, podemos terminar de encontrar a féormula de recorréncia,

e calcular o termo P(3, D), o que nao foi utilizado neste trabalho, ou podemos utilizar séries de

Taylor para facilitar o processo. Retomando a equagcao:

77LLZL 1

SN ampXEY k[x@xn kz ( Z Dop1 X2 Y“)
m=2 k=0

m—k B mazr—1 w
% (m k) ZBZJJrlX]Yj) )\] —

= w! (m— k—w)! s

= )\lfl (Xn; Yn)

Expandindo para z = 0 e w = 0, e oganizando alguns termos:

m=2 k=0 m=2 k=0

max—1

k
k!
—_— Dyqi1 XY
X{{;z!(l{—z)! az::l 204180 Y |
A

mazxr—1
mk (k) 8 s
. X]Y]
8 (S s+

max—1

by Doain XoY2 | %
Zz!(k—z)! 042:21 2ot

ek _k) masfl . ‘
X Y Y] Z B2j 1 X, Y]
j=1

= w' (m —k —w)!

Podemos chamar todo o lado direito de f4(X,,,Y,):

f4(Xna Yn) = Z Z a'm,kXSYnm_kAllgA;n_kx
m=2 k=0

maxr—1
2
S| x|+
z= 12 Z a=1
A

max—1 w

m

5 (m — k)!

= wl(m —k —w)!

2
> Bo X3V | +
=1

k mazr—1
k!
—_— Do 1 XY X
*§z!<k—z>! 2 D e

x—1 w

=1

€

j=1

w

(A.17)

[

(A.18)

x T—w) > Prim XY ]}_)\lfl (X, Y2) (A.19)
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Podemos aplicar Taylor em f4(X,,Y,), e com isso encontrar os coeficientes restantes:

max m max m Xkym—k 1
. Xkymfk — n-n 8k amfk Xn Yn
mZ:MZ:oa Fon mzzzkzzo A — MNATE R (m — k)] 9%, 98 (X )an,m:mm
(A.20)
Assim encontramos uma férmula para o calculo de todos os coeficientes:
Uy = ! ! |0k, 0778 f1 (X, V2)| (A.21)
ET N = NIARTR L (m — k)L e T T )= 00) ’

O célculo dos termos b, ¢ andlogo ao cdlculo dos termos a,, . Foi desenvolvido um
programa computacional que utiliza o método acima, o qual se mostrou eficaz no calculo dos
coeficientes. No entanto, em comparacao com um programa que nao leva em conta termos
cruzados, esse método nao é tao eficiente em termos de tempo de computagao necessario para
calcular os coeficientes. Em vez de trabalhar com uma funcao geral, como feito neste trabalho,
trabalhar com problemas especificos pode tornar os calculos dos coeficientes mais rapidos, ja
que o processo nao envolveria derivadas. No entanto, o método teria que ser refeito sempre
que se tratasse de outro tipo de funcdo. E importante ressaltar que pode ser dificil obter uma
recorréncia entre os coeficientes a,, ; € by, ;. Essa dificuldade aumenta a medida que se trabalha
com mais termos nao lineares. Portanto, mesmo sendo um método mais lento, pode ser mais

vidvel utilizar o método descrito acima.
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