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Resumo

A representacao de Weyl-Wigner formula e mecanica quantica no espaco de fase, e permite
sua comparacao sistematica com a mecanica classica. A funcao de Wigner, elemento
central dessa representacao, funciona como uma distribuicao de probabilidades, nos dando
a possibilidade de calcular valores esperados como integrais sobre o espaco de fase. Nessa
dissertagao, tivemos como objetivo desenvolver aproximagoes para a funcao de Wigner
térmica, isto é, a funcao de Wigner associada ao ensemble canonico, que é adequada para
a descricao de sistemas em contato com um reservatério térmico. A aproximagcao se baseia
em avaliar o propagador, para os quais aproximacoes semicldssicas ja sao conhecidas, em
um tempo imaginario, o que gera um operador proporcional ao operador densidade térmico.
Testamos a qualidade da aproximacao nos sistemas de Kerr e Morse, obtendo excelentes

resultados.

Palavras-chave: aproximacoes semiclassicas. representacao de Weyl-Wigner. ensemble

canodnico



Abstract

The Weyl-Wigner representation formulates quantum mechanics in phase space, allowing
a systematic comparison with classical mechanics. The Wigner function, a central element
of this representation, works as a probability distribution, giving us the possibility of
calculating expectation values as integrals over phase space. In this dissertation, we aimed
to develop approximations for the thermal Wigner function, that is, the Wigner function
associated with the canonical ensemble, which is adequate for the description of a system
in contact with a thermal bath. The approximation is based on the evaluation of the
propagator, for which semi-classical approximations are already known, at an imaginary
time, which generates an operator proportional to the thermal density operator. We tested
the quality of the approximations against the Kerr and Morse systems, obtaining excellent

results.

Keywords: semi-classical approximations. Weyl-Wigner representation. canonical ensem-

ble
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1 Introducao

Ha 90 anos, Wigner introduziu sua fun¢ao epdénima, com o objetivo de calcular
corregoes quanticas para o equilibrio termodinamico [1]. Poderia ser dito que o presente
trabalho revisita tal questao, com a vantagem de um desenvolvimento teérico e capacidades

computacionais que nao estavam disponiveis em 1932.

O espaco de fase de um sistema é formado por suas coordenadas generalizadas
q = (q1,.-.,94) € 0s momentos canonicamente conjugados p = (p1,...,pas), denotados
coletivamente por X = (p1, ..., Pa, q1, - - -, 4a), sendo o palco sobre o qual a mecanica cléssica,
incluindo a mecanica estatistica, é construida. O surgimento da mecanica quantica, em
um primeiro momento, abalou essa estrutura, pois, as relagoes de comutacao candnicas
;. D) = ih(Sjkf impedem a determinacgao simultanea da posicao e do momento de um
sistema, o que poderia tornar o espago de fase uma ferramenta inadequada para a descrigao
de regimes nos quais efeitos quanticos sao importantes. Na formulagao dada por Schrodinger
a mecanica quantica, o objeto central que caracteriza um sistema é a fun¢ao de onda
¥(q), e toma como argumento apenas as posigoes, quebrando claramente a simetria entre
posi¢do e momento, que é uma propriedade recorrente na mecanica analitica formulada no

espaco de fase.

Em seu artigo, Wigner traz novamente o espaco de fase para os holofotes ao, a

partir da funcao de onda, construir a quantidade

W (x) = (27T1h)d/dq'¢ (q + ;q’) v (q - ;q’> exp (—;p : q’> , (1.1)
que funciona como uma distribuicdo de probabilidades que, segundo ele, daria os valores
esperados corretos de observéaveis separaveis na forma f(p) + ¢(q), quando escritos como
fungoes f(p) + g(q) no espago de fase. Embora tenha sido apresentada de forma um
tanto misteriosa, a fungdo de Wigner faz parte de um formalismo mais abrangente, cujo
desenvolvimento ja tinha sido iniciado por Weyl alguns anos antes [2], com contribuigdes
importantes dadas por Groenewold [3] e Moyal [4] poucas décadas depois. Um panorama
histérico desses desenvolvimentos pode ser encontrado em [5]. Weyl estava interessado
na quantizacao de sistemas classicos, isto é, em como associar fung¢oes no espaco de fase
a operadores no espaco de Hilbert. Embora essa questao possa parecer trivial para os
operadores separaveis discutidos anteriormente, nao é claro, por exemplo, como deve ser
feita essa associacdo para quantidades do tipo pg = Agp + (1 — A)pg, A € R, uma vez
que, devido a nao comutatividade de p e ¢, para cada valor de A obteriamos um operador
diferente. Weyl entao introduz entdao uma funcao especifica — a chamada correspondéncia
de Weyl [5] — que mapeia fungdes no espago de fase em operadores no espago de Hilbert. A

fungao introduzida por Wigner é, na verdade, a inversa dessa correspondéncia aplicada ao
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operador densidade. Como teremos a oportunidade de discutir ao longo desse trabalho, esse
formalismo, que chamaremos de representacdo de Weyl-Wigner, apresenta uma enorme
quantidade da propriedades interessantes, e formard a base para os resultados dessa

dissertacao.

A fungao de Wigner dialoga diretamente com a mecénica estatistica classica, onde
distribuigoes de probabilidade sobre o espago de fase ja eram amplamente utilizadas. O
ensemble canonico, por exemplo, associa a cada sistema termodinamico, caracterizado por
uma temperatura 7' e uma hamiltoniana clssica H.(x) , uma distribui¢io de probabilidades

— a distribuicao de Boltzmann — dada pela expressao

Pax) = 5 exp |- AH,(x) (1.2)
sendo
Ze = [ dxexp[~BH.(x)] (1.3)

a fungao de partigao classica e § = 1/kT, onde k é a constante de Boltzmann. Em seu

trabalho, Wigner constréi a fungdo de Wigner térmica
1
Ws(x) = 7 > e W, (x), (1.4)

onde E, é uma autoenergia do sistema, W, (x) é a fungao de Wigner do autoestado
correspondente, como dada em (1.1), e Z = 3, e #F» ¢ a funcdo de particio quantica. Em
seguida, ele expande essa expressao em uma série de poténcias em £, identifica o termo de
ordem 0 como precisamente a distribuigdo de Boltzmann (1.2), e considera os termos de

ordem superior como corre¢des quanticas.

A ideia por detrdas de tal expansao é uma observacao fundamental para este
trabalho — frequentemente nos interessamos em regimes no qual 2 pode ser considerado
uma quantidade pequena. Isso faz com que uma série de métodos aproximativos —
coletivamente denominados de métodos semiclassicos — possam ser utilizados para o calculo
de quantidades de interesse. O método WKB, por exemplo, realiza uma decomposicao
polar da fun¢ao de onda, e mostra que a fase, nesse regime semiclassico, satisfaz a equagao

de Hamilton-Jacobi.

Um outro tipo de aproximagao semiclassica, que exploraremos a fundo nesse
trabalho, consiste em notar que, no formalismo de integrais de caminho, que possui uma
versao na representacao de Weyl-Wigner, o propagador U, = exp (—itﬁ[ / h) é expresso por
uma integral sobre todas as trajetorias satisfazendo certas condig¢oes de contorno, sendo que
o integrando contém um termo cuja fase é a acdo (em unidades de /) correspondente a tal
trajetéria. Sabemos que a agdo é um minimo sobre a trajetéria classica, e, utilizando esse
fato em conjunto com a aproximacao de fase estacionaria, podemos obter uma aproximagcao
para o propagador em termos apenas da trajetoria classica. O sucesso de tal aproximacao

jé foi avaliado em [6].
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Nesse trabalho, exploraremos o curioso fato de que, ao avaliar o propagador em
um tempo imaginario —:6, sendo ¢ = Sh o tempo térmico, obtemos U_ip = exp (—B]:I),
operador este que, a menos de uma normalizacao dada pela funcao de particao, é exatamente
o operador densidade do ensemble canonico. Mais precisamente, faremos uma continuagao
analitica da aproximagao semiclassica para o propagador, o que, por sua vez, gerara uma
aproximacao semicléssica para a funcao de Wigner térmica, e, em seguida, utilizaremos
essas aproximagoes para calcular médias termodinamicas de dois sistemas teste. Alguns
ingredientes dessa abordagem ja foram estudados. Em [7, 8], por exemplo, essa discussao
¢ feita na representagao de posicao, embora esteja restrita a hamiltonianas que possam
ser escritas como a soma de um termo cinético com um termo potencial, além de sé ser
discutido o caso em que as trajetérias classicas relevantes possuem uma férmula explicita.
Ja em [9], a rotagdo de Wick é aplicada diretamente & representacao de Weyl-Wigner,
porém s6 sao consideradas hamiltonianas quadraticas. A vantagem de nossa abordagem é
que apresentamos o calculo de médias termodinamicas como um problema de valor inicial,
em uma forma adequada para solugoes numéricas, e que fica bem determinado a partir da
hamiltoniana do sistema, que, a principio, pode ser uma funcao arbitraria dos operadores

de posicao e momento.

Esta dissertacao se estrutura entao da seguinte forma — no capitulo 2 apresentamos
os elementos da mecanica classica que serao utilizados no decorrer do trabalho. No
capitulo 3 discutimos em certo detalhe a representacao de Weyl-Wigner. No capitulo 4
particularizamos a representacao de Weyl-Wigner para a descri¢do do ensemble canénico e
discutimos como as aproximagoes semiclassicas se adaptam a este contexto. No capitulo 5
discutimos a aproximacao semiclassica para formas normais e a aplicamos a um sistema
concreto — o sistema de Kerr. Por fim, no capitulo 6, discutimos as aproximagoes
semicldssicas para hamiltonianas na forma padrao H(p,q) = p*/2m + V(q), e as aplicamos

ao sistema de Morse.
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2 Elementos da mecanica classica

Nesse capitulo, introduzimos alguns elementos da mecanica classica que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Discutiremos primeiro alguns aspectos basicos de
sistemas hamiltonianos, presentes em livros padrdao de mecénica analitica [10, 11, 12].
Em seguida, descreveremos brevemente um tipo de funcao geratriz menos usual, as
funcoes geratrizes de centro, sendo uma discussao mais detalhada encontrada em [13].
Também falaremos das formas normais de Birkhoff, que é uma classe de sistemas a qual

frequentemente faremos referéncia ao longo deste trabalho.

2.1 Sistemas hamiltonianos e transformacées candnicas

Um sistema classico de d graus de liberdade pode ser descrito a partir de sua
hamiltoniana H = H(x) !, sendo x = (p1, ..., P4, @1, - - -, qa) € R?*? um ponto no espaco de
fase e p; e ¢ um momento e uma coordenada generalizada . As equagoes de movimento

sao dadas entao por

. OH
B,
L, j=1,....d (2.1)
_ oH
=

onde o ponto denota a derivada em relacao ao tempo t. Estas equagdes podem ser escritas

na forma compacta, 2

0] -I
(o) o

sendo I a matriz identidade d x d. Observamos que valem as relagoes

ao introduzir a matriz

J'=-J=J" (2.4)

Sera conveniente definir a forma bilinear A tal que, dados vetores € e 1, temos
&An = J€&-n, onde - denota o produto interno candnico de R??. Para d = 1, £ A ¢ a 4rea,
orientada do paralelogramo com lados £ e m, enquanto que, para d arbitrario, obtemos
a soma das areas dos paralelogramos obtidos ao projetar £ e n em cada um dos planos

(pj, q;), de forma que a geometria gerada por A se reduz a uma geometria plana.

1
2

Nenhuma hamiltoniana presente neste trabalho conterd uma dependéncia explicita no tempo.
Os vetores em negrito, bem como os gradientes, devem ser intepretados como vetores coluna.
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Figura 1 — Interpretacao geométrica de & A n

Uma matriz M que preserva A, isto é, que satisfaz
MEANMND =END (2.5)
para quaisquer & e 1), é dita simplética. Uma definicao equivalente é exigir que M satisfaca
MPIM = J, (2.6)

onde o sobrescrito T' denota a transposi¢ao. Tomando o determinante de (2.6), vemos que

|det M| = 1, de forma que matrizes simpléticas sdo invertiveis. Além disso, multiplicando
-1

(2.6) por M~! a direita e por (MT> a esquerda, obtemos

(M) IM =, (2.7)

isto ¢, M~! também é simplética. Isso, junto com o fato de que o produto de duas
matrizes simpléticas é simplética, o que pode ser deduzido de (2.6), mostra que as matrizes
simpléticas formam um grupo sob a operacao de multiplicagao. Notamos ainda que,

tomando a inversa de ambos os lados de (2.7), obtemos
MIM” = J, (2.8)
isto 6, M7 também ¢ simplética.
Considere a fungao ® : R? x R — R??; (x,t) — ®(x,t) = ®4(x) e que satisfaz

0 ®(x,t) = JaaH ;o ®(x,0) =x (2.9)

X [(@(x,t).t)
isto é, ®(x,t) é obtido ao propagar x, obedecendo as equagoes de Hamilton, por um tempo
t. Diremos que ® ¢ o fluxo hamiltoniano gerado pela hamiltoniana H.
Dada uma fungio F : R*® — R?? seja y(x,t) = F(®(x,t)) 3. Diremos que a
transformagao x +— y é canonica se mantém as formas da equagoes de Hamilton (2.2), isto

é, se existe uma funcao K(y,t) tal que

y=J"— (2.10)

3 Observamos que, se quiséssemos o maximo de generalidade, o que néo é o caso, deverfamos incluir

uma, dependéncia explicita de F' com o tempo.
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Lema 2.1. Se a matriz jacobiana Jy/0x é simplética, entao a transformagio x —'y é

canonica.

Demonstragio. Inserindo o jacobiano em (2.8), obtemos

dy ox\"
—J=J= 2.11
e entao,
Oy OH ox\"9H 9
= =J —=J|—| —=J—H t 2.12
y= 0 3 ( 5] SE s )., 212
de onde identificamos K(y,t) = H(x(y),t) como H expressa em termos de y. O

Proposicao 2.1. O fluxo hamiltoniano ® € uma transformacgdo canonica.

Demonstracao. Nesse caso, a funcao F' se reduz a identidade, de forma que, de acordo com
o lema 2.1, é suficiente checar que 0®/0x é simplética para todo t. Em ¢ = 0, o jacobiano

é a matriz identidade, devido a definicao de ®. Logo, se conseguirmos mostrar que
o | (0% oo
"1\ ox 0x

02\" ;0@ 02\" ;0@
0x 0x 0x 0x

para um t; arbitrario, o que completaria a demonstracao.

=0, (2.13)

segue que

t=t1

~J, (2.14)

t=0

Para demonstrar (2.13), vemos que, de acordo com (2.9), temos

0P 0 0*H 0P
x  ox 5e ax

O (2.15)

e, entao,

0@\ _od 0@\ _o® [(o®\" __ 0@

— 07@ ! 0’H TJTJaE+ 87(1) TJJ82HGE_0
-\ ox 0x2 0x ox ox2 Ox

(2.16)

sendo que, na ultima igualdade, utilizamos as relagdes (2.4) e o fato de que a matriz

hessiana 92 H/0x? é simétrica. O
Exemplo 2.1. Oscilador harmoénico

Com o objetivo de exemplificar a discussao anterior em um caso concreto, é
instrutivo analisar o oscilador harménico, com uma hamiltoniana H(x) = wx?/2. Nesse

caso, o fluxo é linear, e dado por ® (x,t) = M,,;x, sendo

M, = (cos wt —sin wt) (2.17)

sinwt coswt,
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uma matriz de rotagao. O jacobiano 0®/0x coincide entdo com M,,;, que, por um célculo
direto, prova-se constituir uma matriz simplética. Em particular, temos ® (x,7/w) = —x,

isto é, o fluxo se reduz a uma reflexdo com centro na origem.

Exemplo 2.2. Reflexoes e Translagoes

Definimos uma reflexdo Ry em torno de um centro x de forma que valha Ry (x_) —
x = — (x_ — x), ou, explicitamente, Ry (x_) = 2x — x_ como na figura 2a. Checa-se que
essa classe de transformagoes é canonica, uma vez que seu jacobiano é —I. Uma outra
classe de transformagoes canoénicas é dada pelas translacoes Tg (x_) = x_ + &£ por uma
corda &, que, desta vez, possuem jacobiano I. Junto com as reflexdes, essas transformagoes

formam um grupo sob a operagao de composi¢ao, uma vez que valem as relagoes

Te, o Te, = Te, ye, (2.18a)
Ry oTe = Ry_g) (2.18D)
Te 0 Ry = Ryye) (2.18¢)
Ry, 0 Ry = Toses—x) (2.18d)

Esse grupo e suas propriedades serao de fundamental importancia ao longo deste trabalho.

<

) Reflexao b) Translacao

2.2 Funcdes Geratrizes de Centros

Considere uma certa transformacao x_ — x,. Definimos a corda & e o centro x

desta transformacao por
X, +x. SXz=X=E =€ (2.19)

e, se fornecermos a corda &(x) correspondente a cada centro x, caracterizamos completa-

mente a transformacao. Em particular, dada uma funcao arbitraria S, podemos definir

§(x) por
aS

§x) = —J- (2.20)
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e a transformacao correspondente é canonica. De fato, temos

(9xi J 825
ox 1T 2ok (221)
e, entao
Ox,  Oxy Ox J %S Jos\ ™
ox. T Ox ox. (I‘ 2ax2> (” 20%2) (2.22)

Checa-se por um céalculo direto que o jacobiano dado por esta expressao satisfaz (2.6),
sendo necessario apenas utilizar o fato de que a hessiana 925/0x* é uma matriz simétrica.
Nesse contexto, nos referimos a .S como a funcao geratriz de centros. Vemos imediatamente
que, se duas funcoes geratrizes diferem por uma quantidade independente de x, entao

geram a mesma transformagao.
Quando a transformacao candnica em questao é o fluxo hamiltoniano, também nos

referiremos a S por acao. Tendo em vista que

. OH ): )
X =J = x() = x(0) =)+ o(#), (2.23)

vemos que a corda correspondente ao fluxo hamiltoniano pode ser escrita como

£ = t.]%[: +0(#), (2.24)

sendo a primeira correcao de ordem 3 no tempo pois t — —t = £ — —&. Assim sendo, a
acao deve satisfazer
S(x,t) = Sy(x) = —tH(x) + O(t*). (2.25)

Exemplo 2.3. Considere uma func¢ao geratriz da forma
S(x) =x-Bx (2.26)

onde B, sem perda de generalidade, pode ser tomado como uma matriz simétrica. Temos

entao 95
X —x_.=&= —Ja—X =—-2JBx = —-J (x4 +x_), (2.27)
e, portanto,
xy =(I+JB)" (I-JB)x_, (2.28)

isto é, obtemos uma transformacao linear.

Para hamiltonianas da forma
H(x) = =x - Hox (2.29)
o fluxo é dado simplesmente por

x(t) = Myx(0), M, = exp(tJHo) (2.30)
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e, comparando este resultado com (2.28), temos
(I+JB)'(I-JB)=M, (2.31)
e, entao
B=-JI+M,) '(I-M,)
t (2.32)
— J tanh (2J’H0>
Exemplo 2.4. Considere agora uma funcao geratriz da forma
S(x)=x-a+x-Bx (2.33)
sendo a um vetor e B uma matriz simétrica. Desta vez, temos
oS
X —x.=€=—-J—=-Ja—-J (x4 +x_), (2.34)
ox
e, portanto,
xy =—(I+JIB) " Ja+(1+JIB)'(I-JB)x_, (2.35)
isto é, obtemos uma transformacao afim.
Para hamiltonianas da forma
1
o fluxo é
x(t) = M, [x(0) + Hg 'ho| — Hg'ho (2.37)
de forma que identificamos ;
B = Jtanh (QJ’H,O> ; (2.38)
t
a = 2J tanh (2.]7-[0) Ho'ho (2.39)
sendo entao a acao dada por
t
S(x,t) = x - Jtanh (QJ’HO> (2%0*1h0 + X) (2.40)

Para um grau de liberdade, podemos simplificar ainda mais essa formula. Para isso,

lembramos que a adjunta classica adj A de uma matriz quadrada A é também uma matriz

quadrada [14], que satisfaz
A adj A = (detA) I

No caso em que

temos

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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Além disso, se A for simétrica, como ocorre para hessianas, mostra-se por um calculo
direto que, no caso 2 x 2, vale

adj A — —JAJ, (2.44)
relacdo esta que, combinada com (2.41), nos fornece (HoJ)* = (JHo)* = —Q21, Q2 =

det Ho. Substituindo esta expressao em (2.40), obtemos

2 Q 1
S(x,t) = ~q tan (;) (x -ho + 5X ’HOX>

2o (%) 0.

Observamos que, quando Qt = (2n + 1)m, para qualquer n € Z, esta expressao se torna

(2.45)

divergente. Esse fenomeno sera discutido em mais detalhes na sec¢ao 2.5.

2.3 Acao para sistemas arbitrarios

Como veremos ao longo desse trabalho, serd de extrema importancia a obtencao
da acao para um sistema arbitrario e, nesta secao, desenvolveremos as técnicas necessarias
para este calculo. Primeiramente, discutiremos uma aproximagao que gera uma expressao
analitica e, em seguida, deduziremos uma férmula exata, mas que, em geral, sé pode ser

calculada numericamente.

2.3.1 Expressao Aproximada

O desenvolvimento de aproximagdes para a a¢ao nos serd util pois permite a obten-
cao de expressoes analiticas cujo custo computacional é muito menor quando comparados
a formula exata. A que discutiremos aqui é obtida a partir da observagao de que, em
torno de cada ponto x no espaco de fase, podemos aproximar o fluxo gerado por uma
hamiltoniana arbitraria por aquele gerado pelo polinémio de Taylor de segunda ordem
desta hamiltoniana. Nossa ideia é entdo manipular (2.45), que é a expressao exata da agao
para esse tipo de sistema, e escrevé-la em termos da hamiltoniana (2.36), de seu gradiente

hy = hg + Hex e de sua hessiana H, = Ho. Comecamos reescrevendo (2.45) como

2 Qt

S(x,t) = —tH(x) + lt ~a tan <2>] H(x), (2.46)

de forma que o primeiro termo ja é correto em O(t) para hamiltonianas arbitrarias. Agora,

observamos que, quando Hy é invertivel, podemos escrever a equagao (2.36) como

1
H(x) = 5H," (hx —ho) - (hy + ho)
L L (2.47)
:iﬂx hx'hx_iq'tx hO'hO
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Expressando a hamiltoniana no segundo termo de (2.46) por esta férmula, omitindo o
termo proporcional a H.; "hg-hg, que é uma constante, e substituindo € por Q, = v/det Hy,

obtemos

S(x,t) = —tH(x) + lt — itan (thﬂ H 'h, - hy
27 QO 2
(2.48)

1|t 1 Oyt :
= —tH(x) + oz lz ~ o tan <2>] (adj Hx) hy - hy

Esta ultima expressao, obtida em [15], é exata para hamiltonianas quadréticas, uma vez
que foi deduzida de (2.45) através do uso de identidades, mas, quando avaliada para
hamiltonianas arbitrarias, pode ser interpretada como uma aproximacao cuja validade
sera avaliada ao longo deste trabalho. Observamos ainda que, ao expandir tan em uma
série de poténcias, é possivel checar que essa aproximacao possui um limite bem definido

mesmo quando €2, — 0, isto ¢, quando Hy deixa de ser invertivel.

2.3.2 Expressao Exata

Para a obtencao da expressao exata da acgao, o ponto de partida é a observacao
de que o fluxo ®; correspondente a um tempo t pode ser escrito como a composicao de
N fluxos de tempo t/N, isto é, @, = ®;/y 0--- 0 Py/n. A estratégia é entao utilizar a
expressao (2.25) para escrever a agdo correspondente aos tempos curtos ¢/N, compoé-las

de forma a construir a acdo para o tempo t, e, por fim, tomar N — oo.

A etapa mais complicada de nossa estratégia é a composicao das agoes, ou mais
geralmente, a composi¢cao de func¢oes geratrizes. Para elucidar essa questao, primeiramente
focamos no caso da composicao de duas funcoes geratrizes S7 e S, que geram respectiva-
mente as transformagoes T e Ts. Queremos obter entao a funcao geratriz S correspondente
a transformacao T° = T o T}. Para fazer isso, é conveniente analisar o tridangulo cujos
vértices sao os pontos x_, T (x_),7T (x_), para algum x_ arbitrario, como mostrado na
figura 3. Vemos entao que os lados sao dados pelas cordas &, &, &, correspondentes as

transformacoes T, T} e T5, além de estarem centrados nos pontos x, X1, Xs.

T] (X_)

Figura 3 — Geometria da composi¢do de duas transformacoes
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Da simples geometria do problema, podemos obter as relacoes

1
Xy — X] = 55 (2.49a)
1
Xy — X = 551 (2.49b)
1
X — X = 552 (2.49c¢)

e, utilizando-as, podemos escrever a drea &, A €,/2 do tridngulo como

2(x1 —x)A(x9—X
(51— %) A (52 — %) s
2(x Axy+ X1 AXg+ Xo AX)

A3(Xa X1, X2> -

Notamos ainda que

0A
a—xf’ = —2J (x5 — x) = —J¢, (2.51a)
0A
8723 = 2T (x1 — x) = —J&,, (2.51b)
equagoes estas que, utilizando o fato de que T; é gerada por S, isto é, &, = —JdS;/dx;,
podem ser reescritas como
0A3 dS,
— 2.52
8x1 dX1 ( g a)
0A3 dSs
—_— = 2.52b
8X2 ng ( )
ou, ainda,
oF
- 2.
Ox, 0 (2.53a)
oF
— =0 2.53b
%, (2.53b)
onde F' ¢ a funcao definida por
F(x,x1,%3) = 51 (x1) + S2 (x2) + Ag(x, X1, Xs). (2.54)

Denotando por x; (x) e X2 (X) as solugoes do sistema de equagoes (2.53), afirmamos que a

funcao geratriz de T' é dada entao por S(x) = F'[x,x; (X), X2 (x)]. De fato,

as_or
dx ox [x,x1(x),%x2(x)]
_ % (2.55)
OX I[x,x1 (%), x2(x)]

=2J[x2 (x) — x1 (x)] = J¢

Para generalizar esse resultado para a composicao de N transformagdes, precisamos

achar uma fun¢ado Ay (X,X1,...,Xy) que satisfaca
OAN11 . OAN 11
— = —-J&. =1,...,N;, —— =J&. 2.56
axj 6]7 j ) ) ) ax E ( )
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Desta forma, sendo

F(X7X17“'7XN) - Sl <X1)++SN (XN> +AN+1 (Xaxla"'7XN) (257)

ex(x),...,xy(x) a solugdo do sistema
oF
il —0, j=1,...,N (2.58)
an X,X1(X),...,x N (X)
temos S(x) = F [x,x; (X),...,Xy (X)], uma vez que
as _oF
dx ox X,X1(X),...,xX N (%) (259)
~ O0AN1 _J
- — J¢
Jx X,X1(X),....xN (X)

E mostrado no apéndice A que, quando N é par, Ay, continua sendo a area do
poligono cujos N + 1 lados estao centrados em X, Xy, ..., Xy, de modo que ja temos todos
os elementos para prosseguir na nossa estratégia para a obtencao da acgao. Escrevendo S;

em termos de Sy/y e utilizando (2.25), obtemos

N
Z XJat/N +AN+1 (X Xl>"'7Xn)

Jj=1

e (2.60)
ZH X] +AN+1 (X Xl,...,XN)+O(t3/N2>.
j:l

Quando aumentamos N, o termo O(t3/N?) se torna cada vez menor e o poligono com
lados centrados em x,X1,...,Xy se aproxima da regido entre a trajetoria e a corda, cuja
area denotamos por A. Esse processo é ilustrado na figura 4. No limite N — oo, obtemos,

finalmente,

S(x,t) = A — / H [x(t)] dt. (2.61)

Além disso, as equagoes (2.58), que sdo mantidas ao tomar o limite, nos permitem obter o
principio variacional de centros: de todas as curvas que compartilham o mesmo centro, a

evolucao temporal é um extremo da acao.
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X X X4+

Figura 4 — Sequéncia de aproximagoes da trajetoria (tracejada) por poligonos (azul).

A expressao (2.61) ainda nao é muito conveniente para calculos explicitos, uma
vez que a trajetoria relevante fica apenas implicitamente definida a partir do centro da
trajetoria x. Para remediar esse problema, é conveniente prosseguir da seguinte forma —
consideramos que, a partir de um ponto inicial X, evoluimos duas trajetérias, uma na

direcao usual do tempo e a outra para a tras, isto é, resolvemos as equagoes

. OH
X4 = :*:Jaix Xi, X4 (t = 0) = X. (262)

Definindo ; "
’W;’L(), (X, 1) = x4 () —x_(1) (2.63)

vemos que x (X, t/2) é o centro de uma trajetoria que parte de x_(t/2), e, depois de um

x(X,t) =

tempo t, chega a x,(t/2), enquanto & (X,t/2) é a corda correspondente, como na figura

(5). Diremos ainda que X é o ponto médio da trajetoria.

x- (3)

Figura 5 — Trajetoria especificada a partir de seu ponto médio X.
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Esta construcgao é 1til pois, como mostramos no apéndice B, uma vez obtidos x e

&, podemos calcular a area entre a corda e a trajetoria através da expressao
t/2
Afx (X),1] = / € (X, ) Ax (X, 1) dt. (2.64)
0

Além disso, como trataremos apenas com hamiltonianas independentes do tempo, a integral

em (2.61) é trivialmente feita, de forma que a agao é explicitamente dada por [15]
t/2
Sx (X),1] = / (X, ) A% (X, ) dl' — Et, (2.65)
0

sendo £ = H (X) a energia da trajetéria. O fato de que, nessa expressao, a acao é escrita
em termos do ponto médio X ao invés do centro x serd ainda uma outra vantagem, como

ficara mais claro nos capitulos posteriores.

2.4 Formas Normais

Nessa secao, discutiremos uma classe de sistemas para os quais podemos obter
expressoes analiticas tanto para a agao (2.65), bem como para as aproximagao (2.48).
Consideramos uma hamiltoniana na forma

2 2
H(x)=F(J,...,Ja), Jk:pk;rq’“,k;:L...,d (2.66)

sendo F' uma funcao qualquer. Decorre entdo, diretamente das equagoes de Hamilton, que
os Ji sao integrais de movimento. Consequentemente, a projecao da trajetéria sobre cada

plano py, g, corresponde a um circulo, o que nos permite obter

1 1 9 2\
o %Pkd% = %77 (pk + qk) = Ji, (2.67)

isto ¢, os J)’s correspondem precisamente as variaveis de acdo * para este sistema. A
frequéncia da orbita é dada simplesmente pela derivada temporal das variaveis angulo ¢

correspondentes:
oF

:ait]k

Vemos entao que o movimento em cada plano pg, ¢x é uma rotagdo com frequéncia angular

wk<J1, ey Jd) = ¢k . (268)

(J1yeeeydd)

constante wg(J1,. .., Jg), 0 que determina completamente a dindmica do sistema.

Apesar dessa classe de sistemas ser extremamente restrita — é necessario que o
sistema seja integravel — ¢ possivel, mais geralmente, encontrar transformacgoes canonicas
que, em torno de um ponto de equilibrio, que tomamos como a origem, ponham a
hamiltoniana na forma

H(X) :FN(Jl,...,Jd)+’f’(X), (269)

4 Para tentar evitar confusdes, sempre nos referiremos as quantidades aqui descritas como varidveis de

agdo, em oposicao a acdo S, que é a funcao geratriz da evolucao temporal.
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sendo Fy um polinémio de ordem N nos Ji’s. Se N é suficientemente grande, e nos man-
temos préximos ao ponto de equilibrio, o termo r influencia pouco a dindmica do sistema,
sendo possivel entao obter diversos resultados de interesse aproximando a hamiltoniana
por H —r. Em [16], por exemplo, essa técnica é utilizada para a construgao de integrais de
movimento aproximadas para o sistema de Henon-Heiles [17]. As hamiltonianas da forma

(2.66) em que F' é um polindmio sdo ditas estarem na forma normal de Birkhoff [18, 19].

Nesse trabalho, s6 lidaremos com formas normais com d = 1 e, nosso interesse
reside no fato de que, nesse caso, podemos obter expressoes analiticas para as aproximagoes
semiclassicas. De fato, os elementos necessarios para a construgao da aproximacao (2.48)

podem ser obtidos através de um calculo direto. Encontra-se

hy, = w(J)x; (2.70a)

Hy = (I + ' (J)xxT; (2.70b)

Q2 =det Hy = w(J) [w(J) +2Ju'(J)]; (2.70¢)

adj Hy = —IH,J = w(J)I — ' (J)Ixx"J; (2.70d)

(adj H) hy - By = w?(J) [w(J)x? — o' (J)x" Txx" Tx]| 2700
= wW(J) [20(])J = W' (J) (x Ax)] = 2J0%(J)

Ja drea A entre a corda e a trajetéria, necessaria para a construcao de (2.65), pode
ser obtida por um argumento geométrico — a decompomos como a diferenca da area de
um setor circular e de um triangulo, como mostrado na figura 6, de onde obtemos

X2

S[x(X,t),t] = [wt —sin (wt)] J —tF(J), J= 5 W= w(J) = F'(J). (2.71)

7
N 7
N yd
N
X| 7 X

Figura 6 — A para hamiltonianas na forma (2.66).
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Notamos que, nesse caso, o centro x fica determinado por
x (X, t) = cos (wt) X, (2.72)

expressao esta que, se invertida e substituida em (2.71), fornece S(x,t). Para referéncia
futura, observamos ainda que esta expressao permite o calculo do determinante jacobiano

da transformacao X — x, o que nos déa

ox

det
X

(X,t) = cos? (wt) [1 — 2Jw't tan (wt)] . (2.73)

2.5 Causticas e outras funcoes geratrizes

Da mesma forma que ocorre para as funcoes geratrizes usualmente estudadas,
que tomam como argumento alguma combinacao das coordenadas antigas (p, q) e das
coordenadas transformadas (P, @), existem certas classes de transformagoes candnicas
que nao sao bem descritas pelas fung¢oes geratrizes de centros introduzidas na secao 2.2.
De fato, a equagao (2.22) nao é definida quando %J 02S/0x? possui um autovalor —1.

Alternativamente, invertendo esta relacao, obtemos

J 823 8X+ 8X+ -1

el — T T == 2.74

2 0x2 < 8x_> ( * Ox_ ’ (2.74)
que nao ¢ definida quando 0x, /0x_ possui autovalor —1. Esses pontos problematicos, que

podem ser caracterizados pela equacao

8X+ .

sao denominados de causticas.

Em particular, vemos que as fungoes geratrizes de centro nao sdo capazes de
descrever reflexoes Ry. Uma forma de entender essa falha é observar que, nesse caso, todos
os pontos do espaco de fase compartilham o mesmo centro x, de forma que nao é possivel

determinar a corda em funcao do centro.

Para contornar esse problema, podemos definir uma nova classe de func¢oes gera-
trizes complementares S — as chamadas fung¢oes geratrizes de cordas — que, desta vez,
determinam a transformacao candnica ao fornecer o centro x como funcao da corda &

através da expressao 3
x(¢) =12 (2.76)
=I5 )
Nesse caso, temos B
8X:|: 825 I
—=J— *+= 2.77
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0 que nos permite obter

ox, Ox. 06 925 925\ "
e, entao,
%8 ) ox,\ !
2 = (I + ait) ( -t ) . (2.79)

Vemos que essa nova classe de fungoes geratrizes sao bem comportadas na regiao
em que as fungoes geratrizes de centro falham, mas, em compensagao, quando 0x, /0x_
tem autovalor 1, como no caso da identidade, nao estao bem definidas. Podemos ver, mais
geralmente, que as fungdes geratrizes de corda nao sao capazes de descrever translagoes,

pois desta vez, todos os pontos compartilham a mesma corda.

Observamos, por fim, que as expressoes (2.22) e (2.78) que aqui reescrevemos de
maneira genérica como

M= (I-JB)(I+JB)" (2.80a)
M=—-(1+JB)(I-JB)" (2.80b)

fornecem um mapa injetivo entre matrizes simétricas B — no nosso caso, representadas
pelas hessianas das fungoes geratrizes — e matrizes simpléticas M. Essa é a chamada

parametrizacao de Cayley [18] para matrizes simpléticas.
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3 A representacao de Weyl-Wigner

Neste capitulo, desenvolvemos a representagao de Weyl-Wigner, que é base sobre a
qual formularemos todos os resultados dessa dissertacao. Se trata de uma representacao
da mecanica quantica feita no espacgo de fase, tornando-a uma linguagem natural para se

discutir limites classicos e semiclassicos.

Comecaremos definindo operadores de translacao e reflexdo, que sao andlogos as
transformacoes classicas definidas na secao 2.1. Depois expandimos um operador qualquer
como uma combinacgao linear de um desses operadores, sendo os coeficientes dessa expansao
funcoes definidas sobre o espaco de fase, a partir das quais podemos calcular qualquer
quantidade de interesse. Por fim, utilizamos essa representacao para obter uma expressao
para o propagador em termos de uma integral de caminhos, e discutimos o seu limite

semicléssico.

3.1 Operadores de Translacao e Reflexdo

A representagao de Weyl-Wigner é baseada em operadores de translagao e reflexao,
que sdo a versao quantica das transformacoes ja introduzidas na secao 2.1. Comecaremos
definindo os operadores de translacao, que, em termos dos operadores de posicio § e
momento p, tém uma féormula relativamente simples, e, a partir deles, definiremos os

operadores de reflexao.

Para isso, consideramos primeiramente um espaco de Hilbert genérico sobre o qual
estd definido um operador hermitiano A cujos autoestados |A) sio tais que A|A) = A|A),
onde A € R. Sendo B um operador tal que [fl, é} =il , é possivel mostrar que, para
qualquer funcdo analitica F', vale Vl, F (E)} = iF (B’) [20]. Desta forma definindo o

operador

T, = exp (—iaé) : (3.1)
vemos que [A,Ta} = aTa, e, entao,
AT, |A) =T, (A+al) |A) = (A+ ) T, |A) = T, |A) = |A + a), (3.2)

isto é, T, é um operador de translagao. Fazendo uso da relacao de comutagao canonica
[4,p] = ihI concluimos que T » = exp (ipd/h) é o operador de translagio sobre os momentos
enquanto que Tq = exp (—igp/h) é o operador de translagdo sobre as posigoes. Estamos
interessados no operador que realiza a translagdo no espaco de fase, isto é, tanto nas

posicoes como nos momentos, o chamado operador de Heisenberg, que definimos como

T;:exp@gmz):exp[;<gp-q—fq-ﬁ>, £=(66)€RY x=(pq). (3.3)
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A generalizagao do operador de Heisenberg para um sistema com d graus de liberdade,
que utilizaremos a partir daqui, é imediata, bastando substituir, p por p = (p1, ..., Da), &

por §, € R?, e analogamente para § e &,.

No caso em que A e B comutam com o seu comutador, como acontece para p; e d;,
a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) nos diz que

exp (A) exp (B) = exp (4+ B+ 2[4, B)) (3.4)
0 que nos permite separar Tg como
Te= e (— 526, 6,) T Te, = o (526,76, Te T, (35)
Notamos ainda que o traco de TE é
o7 = [ da(alela)

- /dlep (‘%ﬁp ' 5q> (a|Te, Tt |a)

. : (3.6)
7 i
—oxp (6, €,) [daesp (1€,-a) (ala+¢,)
= (2mh)" 8(€),
e que TE nao é hermitiano, ja que, de (3.3), decorre que
I =T, (3.7)
Definiremos os operadores de reflexao por
~ 1 7 ~
Ry = /d ex (X/\ )T, 3.8

e a justificativa para essa defini¢do ficard mais clara a seguir, mas antes, notaremos alguma
de suas propriedades. Primeiramente, de (3.7) e (3.8), deduzimos que Ry é hermitiano.

Além disso, combinando (3.6) e (3.8), concluimos que o trago de Ry é dado por

L
Tr Rx = 5. (3.9)

Por fim, observamos que podemos inverter (3.8), obtendo
ng/ds’a g’-g)z}

(‘nXAﬁ)R

A justificativa para chamar Ry de um operador de reflexdo vem do fato de que esses

operadores, em conjunto com os Tg, reproduzem relagoes andlogas as relagoes classicas
(2.18):
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Lema 3.1. Os operadores de reflexao e translagdo satisfazem as relacoes

T, T, = exp <—2ih£1 A Ez) Te ve, (3.11a)
RXT5 = exp (—;X A E) Rx,é/g (3.11b)
TeRy = exp (—;x A §> Ex_;'_g/g (3.11c)

Ry, Ry, = exp (2hix1 A XQ) TQ(XQ_xl) (3.11d)

Demonstragio. A expressao (3.11a) decorre imediatamente de (3.3) e (3.4).

Para demonstrar (3.11b) utilizamos (3.8) e (3.11a):
R = @mlh) [ de’ exp (hx NE) TeTe

i (x=5¢) ¢

e[ a1 o 6) o e]

(—X/\£> X—£/2)
sendo demonstracao de (3.11c) analoga. Ja (3.11d) decorre de (3.8), (3.10) e de (3.11c):

7 PN
(hXQ A £> TERm

Tere

(3.12)

A A

X2+ VX1 T

47Th /d£ exp [ (X2 —x1) A 4 x1+€/2

(3.13)
/dE exp { (X2 —x1) A (M — Xl)] Ry
27 A
= exXp <hX1 A X2) T2(x2—x1)
L]

Supondo que os operadores de reflexdao formam uma base para o espaco dos

operadores, podemos decompor um operador arbitrario A como
~ 1 ~
= —; [ axA@) & (3.14)
(mh)

Os coeficientes A(x) desta expansdo, conhecidos como o simbolo de Wigner do operador

A, podem ser obtidos como

2T (AR,) ( )/dx’A (R )

= (2 A >ex§(?xAx’) T(Twn) (g5
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e sao fungoes definidas no espago de fase. Combinando a equagao (3.14) com o fato de que

}?L = Ry, concluimos que, quando A é hermitiano, entéo A(x) é real.

Tendo em vista que

Tela-) = exp [;5,, : (q_ + gq)] ’q_ + £q> , (3.16)
obtém-se
Relq-) = (477'1h)d /dﬁeXp{; [Ep- (q + 5; —q) +p~£q]} ]qf +€q>
_ 21d/d£q6 (q_ + €2‘l - q> exp (;p : §q> a-+¢,) (3.17)
= exp [27;13 JCE q)] 20 —q-),
e, entdo,

(a+|Rxla-) = exp [2;13 (q— q)} 6(29 —q4 —q-)

1 1 _ _a+ +taq-
—?jeXP[hP (Q+ Q—ﬂa(q 9 )

Este elemento de matriz nos permite calcular a simbolo de Wigner de um operador A em

(3.18)

termos de sua representacao de posigao:

A(x) =24 Tr (Aﬁ’x)

=2 [ da_da. (a;|Ala) (a|Rla) (3.19)
= /dq—dq+ (ar|Alq-) exp {—;p (ay — Q—)] 5 (q - %;q) :

Realizando a mudanca de coordenadas

£q =q+ — Q-
{~ _q4 +q- ) (320)
q= 9
cujo determinante jacobiano é 1, obtemos
1.4 1 7
Ax) = /dﬁq <q +35& Alq - 2€q> exp (—hp : £q) : (3.21)
e um procedimento analogo nos permite obter
1,14 1 i
Ax) = /dfp <P +36 A‘p - 2£p> exp (hq : £p> : (3.22)

Um resultado importante que pode ser obtido dessas férmulas é o fato de que o simbolo
de Wigner de f(q) ¢ f(q), enquanto que a simbolo de Wigner de f (p) é f(p), onde f é

uma funcgao arbitraria.
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A simbolo de Wigner do operador densidade p é de especial importancia, e sua

versio normalizada W (x) = p (x) /(2mh)? é a chamada fungao de Wigner. Como
p(x) =2"Tr (pRy) = 2 (Ry), (3.23)

vemos que W (x) é proporcional ao valor esperado <}A%x> no estado p. Além disso, no caso

de um estado puro descrito por um vetor [¢), temos

W00 = o [ dw (a+56,) v (a= 56 ) e (<2 o€,) . (320

de forma que a funcao de Wigner também pode ser interpretada como a transformada de

Fourier da correlagao espacial da funcao de onda.

A nivel de exemplo, observamos que a funcdo de Wigner correspondente aos
autoestados do oscilador harménico, definido por uma hamiltoniana H = w (p* + ¢) /2,

sao dadas por

W(x) = S e <22 ) | (3.25)

onde L,, é o n-ésimo polindémio de Laguerre [3].

Existe também a possibilidade de representar um operador A como uma superposi-

¢ao de translagoes:

~ 1 ~
A= o / deA(E)T (3.26)

e o coeficiente A(§), denominado simbolo de Weyl do operador A, pode ser obtido

explicitamente como

A

Tr (T,

(T-eTe) = A(8). (3.27)

Na verdade, existe uma conexao proxima entre A(x) e A (§). Para ver isso, notamos que,
de acordo com (3.8) e (3.10), temos

Re(€) = e (1xn€) (329)

1) —esp (~xne). )

o A= faeaion (—xne): a0
A<s>=(2w x)exp (XA €). (331)

isto é, os simbolos de Weyl-Wigner estdao conectados por uma transformada de Fourier
simplética, que difere da transformada de Fourier usual por um sinal na exponencial

correspondente a metade das coordenadas.
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3.2 Representacao de Weyl-Wigner da composicao de operadores

Para comecar a utilizar a representacao de Weyl-Wigner para calculos praticos,
serd fundamental discutir como se da a composicao de operadores. Comegamos notando

que, utilizando o lema 3.1 N vezes, obtemos

Ty o Te = exp [—;DNH (&, ... ,5N)} e, &= ji:jlgj (3.32)
sendo
Dyia(rr o ) = 5 61 Ao b (61 + E) A&y o (60 Eny) A&
_ ;gﬁg nEL (3.33)

que é precisamente a area do poligono de lados &,&;,...&xN, 0 que pode ser visto ao

decompo-lo em tridngulos, como na figura 7.

Figura 7 — Decomposi¢do de um poligono em triangulos

Com isso, temos

N
Ay - A (§) = (27?711)Nd /31;[1 dg;A; (Ej) Tr (TfsTéN - ‘Tél)

- 7T11)cl / 1:[ ag; 45 (&) exv {_;DN-H (P 7§N)} (3:34)

x6(&+ - +E&v—&)
Tomando a transformada de Fourier simplética, como em (3.30), e utilizando a &

para eliminar a integral em &, chegamos a

1

Ay <x>=m/ﬁd€ﬁj (&) e (518

i

X exp { hDN+1 (&1 agN)}

(3.35)
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Para avaliar esta expressao, é conveniente introduzir a funcao auxiliar

1

N
f(xq,...,xn) = (27T71i)Nd/]1;[1 d€; A, (E]> exp < 5% /\£j>

| (3.36)
)
X exp |:_hDN+1 (El? ce 7€N):| )
que satisfaz Ay -+ Ay (x) = f(x,...,x). Agora, observando que
9] o) > i
— AN — | exp {— (Xj NE;+ X A Ekﬂ
<‘9XJ'1 O f (3.37)
1
= —3&; N exp {_h (xj NE;+ x5 A gk)}
e utilizando (3.33), vemos que
: o) o\ & i
ZhDN+1 <a}(1, N a}(]\[) Hexp (—hxj N 6])
| N | (3.39)
) i
= _%DNJrl (617 s 7£N) H exp (_hXj A g]) )
j=1
0 que nos permite escrever
: 9] %) N i
exp [ZHDNH (8){1’ . m)] jl;[lexp (_hxj A £j)
| N | (3.39)
i )
= exp {_hDNH (&1 aEN)] H eXp <—hxj A §j> )
j=1
e, entao
1 0 0
X1,...,Xy) = ——— exp |[thD —_— ., ——
fl v) @rh)™ P [ A (axl axNﬂ
N i
j=1
= hD o 9 An (xn) -+ Ay (x1)
= €Xp | 1NN+ %, Oxy N (XN 1(X1)
férmula esta que expressa Ay -+ Ay (x) em termos de A; (x),..., Ay (x). Em particular,
vemos que
Ap AL (x) = A, (x) -+ Ay (x) + O(h). (3.41)

Além disso, se A,, - -+ A; é hermitiano, entdo, como ja discutido, seu simbolo de Wigner é
real. Desta forma, como h aparece sempre acompanhado de um fator 7 em (3.40), chegamos
a conclusao que, nesse caso, apenas os termos acompanhados de poténcias pares em 7 sao

nao nulos, e a correcio a (3.41) é entdo da ordem de A?.
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No caso de apenas dois operadores, obtemos

th 0 0
A2 ‘ Al ( ) oXp ( 2 aX1 8X2> A2 (Xl) Al (X2> X1=X, X2=X
th_ 0
= A, (X + 5 J@x) Ap (x) (3.42)
th_. 0
:A1< —2.]6)(>A2(X>7

que ¢ a chamada regra de Groenewold. Podemos ainda utilizar esta férmula para mostrar

que, para operadores hermitianos A,
2

A2 (x) = [Ax)]* + Z Tr [(JH,)’] + O(h'), (3.43)

sendo Hy a hessiana de A (x) calculada no ponto x.

Também nos serao tteis representagoes integrais do simbolo de Wigner da compo-

sicao de operadores. No caso de dois operadores, obtemos

A

o4 Lo
As - Ay (x) = (7% / dxad; Ay (x2) Ar (1) Tt (R, R,

:( Qd/dXdelAg (x2) Ay (x1) (2}1 1AX2) Tr (Ao )

— o /dedxlAg (x2) A1 (x1) {271 [x1 Axy — X A (X9 — X1)]} (3.44)
X Tr Ry (x2—x1)

_ (ml)?d [ o As (x2) Ay (1) exp [;A3 (%, %), Xﬁ}

Tendo em vista que

(3.45)
vemos que
Tr (12121211) = 2d(/dxgalxldxAz (x2) Aq (x1) exp |:hA3 (x,X1, Xg)
(3.46)
dx Ay (x) A
e, em particular, os valores esperados de observaveis podem ser calculados como
(A) =Tr (pA) / dxW (x (3.47)

Essa férmula mostra que, na representacao de Wigner, os valores esperados de operadores
sao calculados como se fossem médias de fungoes cldssicas A(x) com respeito a uma distri-

buigao de probabilidades dada pela fungao de Wigner W (x). Uma diferenca importante
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entre a mecanica quantica e a mecanica classica é manifesta pelo fato de que, em geral,
W assume valores negativos, como pode ser visto para os estados excitados do oscilador

harmoénico dado em (3.25), o que impede, a rigor, sua interpreta¢ao como uma distribui¢ao
de probabilidades.

Provaremos no apéndice C que, para a composicao de um ntimero par de operadores,

temos a generalizagao natural

1 2n i
Agp -+ Ay (x) = W / H dx;A; (x;) exp %Agnﬂ (x,X1,...,Xop) (3.48)
j=1

3.3 Operadores Metapléticos

Nessa secao, descreveremos brevemente os operadores metapléticos, pois sua dis-

cussao nos fornecera féormulas tteis para o que vird a seguir.

A adaptacao do conceito de transformagcoes canénicas para o contexto quantico é
um tema complicado. Entretanto, se nos restringirmos a transformacoes lineares, é possivel
dar uma definicao simples. Dada uma matriz M, diremos que uma transformagao entre
operadores X — X' = MX é canoOnica se preserva as relagoes de comutacao canonicas, isto
é, se

|, 1] = (25, 8] = ih (3.49)

sendo J;j, os elementos da matriz J definida em (2.3). Inserindo a definicdo de X', vemos

que obtemos uma relagao idéntica a (2.6), isto é M deve ser uma matriz simplética.

Estaremos particularmente interessados em operadores unitarios U tais que a
transformagao 2; — 1 = U ;U é canodnica. A rigor, tais operadores formam uma
representagao unitaria do grupo metaplético [21, 22|, grupo este que, por brevidade, nao

descreveremos aqui. Diremos entao que U é um operador metaplético.

A nivel de exemplo, mostramos a seguir que os propagadores

A

)t
0 = exp (—;hx - 7—Lx> . Hu=Hy R (3.50)

associados a hamiltonianas quadraticas

L1
H =% Hx (3.51)

A

sao operadores metapléticos. Nesse caso, os operadores transformados z;(t) = U T:%jU

obedecem a equacgao de Heisenberg:

(1) = g [R(0) - HR(), (1)) (3.52)
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Utilizando a relagao de comutagao canonica (3.49) é possivel avaliar o comutador

d_ ()
) =5 32,; Hne [25(0)2x (1), 21(1)]

= 2Zh Z Hn {25 () [21(1), 21(8)] + [25(8), 20(8)] 20 (£)}

(3.53)
1
= =5 2 e { T (6) + Judi(t)}
j.k
= (JHX(1)):
de onde concluimos que
X(t) = exp(tJH)X, (3.54)

isto é, os operadores metapléticos atuam em X gerando uma transformagao linear, definida

pela matriz simplética M = exp(tJH), de forma andloga ao caso classico (2.30).

E possivel calcular o simbolo de Wigner de (3.50), e obtém-se [23]
U(x) = 4" |det (I + IB)[/* exp(;x : Bx>, (3.55)
sendo B a matriz simétrica relacionada a M pela parametrizacao de Cayley (2.80a)
B=-JI-M)M+1I)"" =Jtanh (;J’H0> (3.56)

ev € {0,1,2,3} uma quantidade determinada por M [23], mas cujo valor exato nao sera
importante para nosso trabalho. O sinal + se deve ao fato de que,

_|det (I - JB)]
 |det (I+JB)|’
isto é, |det (I —JB)| = |det (I + JB)|. Para referéncia futura, observamos que (3.57)

também implica que

1= [det M| = |det [(T - JB) (I+JB)"| (3.57)

[det [T~ (IB)?]| = |det [(T = IB) (T + JB)]| = |det (I + IB)[*. (3.58)

Na fase da equacgao (3.55), é possivel reconhecer a funcao geratriz (2.26), o que nos
permite reescrevé-la como

1/2

U (x) = ¥ o) e {s <x)] . (3.59)

2
det (I + 185)

Uma terceira forma 1til de escrever (3.55) é expressar o pré fator em termos de M,

o que pode ser feito recorrendo a relagao
I+M=(1+JB)(I+JB)"'+(I-JB)(I+JB) ' '=2(I1+JB)", (3.60)

e, entao
22d
det(I+JB)| = — -+ .61
[det ( ) |det (T+ M)|’ (3.61)
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de forma que o propagador também é expresso por

2%3¥ i
Ux) = exp (x . BX) . 3.62
(x) |det (T + M)|"/? h (362)
Agora, dado uma sequéncia de operadores metapléticos Ul, LU ~, com simbolos
de Wigner .
U,(x) = i¥ |det (I + JB,)["/2 exp(;x . Bjx), (3.63)
e que geram as transformagoes simpléticas My, ..., My, podemos concluir que a composi¢ao

Uy--- U4 gera a transformacao simplética M = My --- M;j. Por um lado, sabemos que
o simbolo de Wigner de U vai ser como dado em (3.55), sendo B determinado a partir
de M pela equagao (3.56). Por outro lado, a formula (3.48) para o simbolo de Wigner da
composicao de operadores continua valida. Combinando essas duas expressoes, ¢ possivel

concluir que

1 2n . .
e [ TLasi et (14 9B,) 2 exp (535 Byx, ) ex0 [ Ao (6,31, x20)
(wh) j=1 L R
= i¥ |det (I £ JB)|"? exp <;ix . BX) :

(3.64)
Tal formula dé explicitamente o resultado da integral multidimensional, e sera utilizada

no futuro.

3.4 Integral de Caminhos e a aproximacao semiclassica
O operador de evolugao temporal U, é a solucao da equagao de Schrodinger

e, quando a hamiltoniana H nao depende de t, o que sempre serd pressuposto daqui
em diante, é dado por U, = exp (—itﬁ[ / h) E um objeto central na mecanica quantica
pois, uma vez conhecido, dita, na representacdo de Schrodinger, a evolugao dos estados:
lip(t)) = Uy, [4(0)), enquanto que, na representacao de Heisenberg, dita a evolucao dos
operadores: A(t) = U] A(0)U;. O objetivo desta secio é obter uma férmula para a simbolo

de Wigner deste operador.

Tendo em vista que ja sabemos o simbolo de Wigner da composicao de operadores,

podemos escrever

1 o i
Ut (X) = T ond / H deUt/Qn (Xj) exp *A2n+1 (X, X1y..- ,X2n> (366)
(Wh) j=1 h
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bastando agora somente escrever Uy, em uma forma aproximada, valida para tempos

pequenos, e, em seguida, fazer n — oo. Para isso, escrevemos

U, (x) = i ;' (—Z)k[{k (x)

k=1

g ;, <—Z,§>k [H (%)) + 70 (;) (3.67)

— exp (—ZH (x)> + h2(9<:;>,

onde, da primeira para segunda linha, utilizamos o fato de que H*(x) = [H (x)]* + O(h?),

o que decorre da equacao (3.41) e da discussao que a sucede. Utilizando esta férmula para

avaliar os propagadores de tempo ¢/2n em (3.66), obtemos a integral de caminhos

L dxq -+ - dxy )
Vel = i, (wh)wexp{h

Ayt (X,X1,...,XN) — ;[ZIH(X])} } . (3.68)

Reconhecemos na fase dessa expressao a fungao geratriz de centro, mas que, entretanto, é

avaliada sobre todas as trajetorias que compartilham o centro x.

Por envolver uma integral sobre uma quantidade infinita de variaveis, a avaliacao
desta expressao é complicada. Desta forma, é conveniente a obtencao de aproximacoes.
Para isso, notamos que, como a trajetoria classica é um extremo da agao, sdo os caminhos
préximos a ela que mais contribuem em (3.68), tendo em vista que os demais caminhos
interferem destrutivamente. De maneira mais rigorosa, a ideia é avaliar a integral em (3.68)

através da aproximacao de fase estacionaria.

Para obter essa aproximacao, precisaremos de uma formula mais refinada para o
propagador de tempos curtos. Utilizando a expressao (3.43) para H %(x), podemos incluir

um termo extra em (3.67), o que nos dé

ol ) o wo(2) ol
= exp (—ZH (x)) {1 - iTr [(JHX)2]} + 1O (;;) 2O (:;)

27 (1/4 . 9 3
i () o[ 5) evof )

1/2 it t £
exp (_hH (X)) + R0 <h2> + h2o<h3>’

onde utilizamos (3.58). A vantagem dessa aproximagcao reside no fato de que, quando

(3.69)

det (I 4 ;JS'-LX)

H (x) é quadrética, a aproximagao é unitdria, uma vez que se reduz ao simbolo de Wigner

de um operador metaplético, como em (3.55).
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Utilizando esta expressao para o propagador para tempos curtos, obtemos

1 N
U, (x) = lim W/dej det (I + IB;)[/>
N—o0 (71'71) j=1 (3 70)
X €xp iA (x,x XN) tiv:H(x) |
X FENA+1 y ALy -y AN ) T (Tg j )
h Nh i3 !
sendo .

B, =—%H,. 71

j 2]\7% ; (3.71)

A aproximacao de fase estaciondria consiste em aproximar a fase por sua série
de Taylor de segunda ordem em torno de seus pontos estacionarios, que sabemos, no
limite, consistirem nas trajetérias classicas. Para fazer essa expansao, denotamos por
x5, j=1,..., N centros de cordas cujas pontas jazem na trajetéria cldssica e definimos

0x

L — R (&
j = Xj — X}, como na figura 8.

X_ X X+

Figura 8 — Expansao da fase em torno de centros xj de uma corda cujas pontas jazem na
trajetéria classica (tracejada).

A érea ja ¢ uma fungdo quadratica, de forma que simplesmente a reescrevemos

cOomo

AN+1 (X7X17“'7XN> = ANJrl (X7X§+6X17"'7X?\7+5XN)

N
= Apns1 (X%,X7,...,x5) — Zij -0Xj + Ay (0,0%q, ..., 0xy)
j=1
(3.72)
sendo utilizada expressdo (A.28) deduzida no apéndice A. Mas, quando N é grande,

as cordas tornam-se aproximadamente tangentes a trajetéria, e sdo aproximadas por
§; = tJVH(x$)/N, de forma que

Anyr (XX, XN) & Ang (X, X5, .., XY)
t Y . (3.73)
+ N ZVH(X]) . (SX]' + AN—i—l (0,5)(1, ce ,5XN) .

J=1
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Além disso, inserindo a expansao de segunda ordem para a hamiltoniana
1
H(x;) ~ H (x5) + VH (x5) - 6x; + 50%; - s 0%, (3.74)

obtemos

. 1 N
U, (x) g = exp [;St (X):| lim ———= / I dx; |det (I+ JB]»)|1/2
j=1

N—o0 (ﬂ—h)
N (3.75)
¢ t
X exp ﬁAN“ (0,0%1,...,0xy) — m;ng 0|
sendo S; a agdo, como dada em (2.61). Se também aproximarmos
t
Bj~ — 5 Hxs, 3.76
I QNH : (3.76)

0 que ¢é consistente com a aproximacgao de fase estacionaria, e realizarmos a mudanca
de coordenadas x + 0x, cujo determinante jacobiano é 1, a integral se torna idéntica
Aquela da féormula (3.64) . Para avaliar esse termo, observamos que estamos compondo
operadores metapleticos cuja matriz matriz simplética correspondente é uma aproximacao
linear para o fluxo classico gerado por S;/y. No limite, obtemos entdo uma aproximacao
linear para o fluxo gerado por S;, cuja matriz simétrica correspondente é %025,5 /0x? o que,

recorrendo a (3.64) avaliada em x = 0, nos da

152 1/2 )
U, (X)SC = |det [I+ fa S; exp [ZSt (X)]
2 0x h
d . bl (377)
= 2 exp {ZS (X)]
det (I+M,)[2 a7 7]
onde denotamos 5 9%

sendo ®; o fluxo hamiltoniano, definido em (2.9). Vemos entao que o resultado para o
propagador semiclassico é a repeticao da férmula (3.59), mas avaliada para uma a¢ao nao

necessariamente associada a uma hamiltoniana quadratica.

A férmula (3.77), entretanto, sé é vilida para tempos suficientemente curtos, quando
podemos assegurar a inexisténcia de causticas, que, como é possivel ver, constituem singu-
laridades da aproximacgao. Em geral, apés o cruzamento de causticas, diversas trajetorias
classicas satisfazem o principio variacional, e também contribuem para a avaliagao do

propagador por fase estacionaria, nos dando uma férmula

1esN\ " i)
U (x)g0 = > |det [T+ 2 B exp {hStj (x) + i’y]}
J
o i | (3.79)
= Z 1/2 €xXp |:7,_L‘Stj (X) + Z/YJ:| 3

7 |det (T4 M)
Para tempos suficientemente curtos, que é o considerado aqui, podemos determinar que todos os v’s
sdo nulos, ao impor continuidade com o simbolo de Wigner da identidade I(x) = 1.

1
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sendo j um indice que percorre todas as trajetérias relevantes e ; uma fase relativa entre
cada ramo do propagador semiclassico — o indice de Maslov — que quando temos diversos
ramos, se torna relevante. A determinagao de v; para a representacao de Weyl-Wigner

pode ser encontrada em [24].
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4 O ensemble candnico quantico no espaco

de fase

A mecanica estatistica classica no ensemble canonico é caracterizada por uma

distribuicao de probabilidades — a distribui¢do de Boltzmann — definida por

1
P (x) = - ©XP [—BH,. (x)] (4.1)
onde = 1/kT, sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura, H.(x) é a

hamiltoniana deste sistema cléssico e

Z, = / dx exp [~ BH, (x)] (4.2)

é a fungao de partigao classica. As médias das varidveis dindmicas A.(x) sdo dadas entao

por
(Ao)y = / dx Ps (x) A (x). (4.3)

Ja a visao quantica deste problema é, em um primeiro momento, completamente
distinta. O sistema é agora caracterizado por um operador hamiltoniano H e pelo operador
densidade térmico

1 N
ﬁﬁ = Ze_ﬁHv (44)

onde a funcao de particdo quantica Z é dada por
Z=Tre (4.5)

enquanto os valores esperados de observaveis, que sdo caracterizados por operadores A,

sao calculados como

A a Tr Ae—PH

Apesar desta diferenga conceitual entre as visoes classica e quantica do ensemble
candnico, foi com o objetivo de aproximé-las que Wigner introduziu o seu formalismo [1].
De fato, utilizando (3.45), temos

1

Z = d
(2mh)

/ dxe=H (x) (4.7)

de forma que a funcao de Wigner correspondente ao operador densidade térmico é

e (x)

Wi (x) = [ dxe=PH (x)

(4.8)



Capitulo 4. O ensemble candnico quintico no espaco de fase 42

e as médias sao dadas por

J dxe=" (x) A(x)
[ dxe=PH (x)

(4), = / dxW(x)A(x) = (4.9)

Apesar das similaridades formais entre o ensemble candnico no formalismo de
Wigner e seu correspondente classico, observamos que diferencas importantes persistem —
em geral, A.(x) nao coincide com A(x), embora isso acontega em casos importantes, mas,
de forma mais significativa, e ¥ (x) é diferente de e #H#<¥) especialmente para baixas

temperaturas.

Se conhecemos os autoestados |n) da hamiltoniana, bem como os autovalores £,

correspondentes, temos as relacoes explicitas

. 1 _
by = S e B ) (nl (4.10)

Z =Y e Fbn (4.11)

" e PEn (n] Aln
<A>B _ Zn ] AJn) (4.12)

>, e 9En

Na maioria dos casos, tais valores nao sao conhecidos, ou sua obtencao é custosa,

sendo entao importante o desenvolvimento de métodos alternativos que permitam o calculo
das quantidades termodinamicas. Neste trabalho, investigamos alguns desses métodos. O

ponto de partida é observar que a expressao para o operador de evolucao temporal, dada

por
N )t A~
U, = exp <—ZhH> , (4.13)
¢é transformada, se tomarmos um tempo ¢t = —6, sendo 6 = hf o tempo térmico, em
U_ip = exp (—BH). (4.14)

A ideia é entao utilizar a extensao analitica da aproximacao semiclassica que desenvolvemos
para o operador de evolugao temporal para avaliar a simbolo de Wigner de (4.14), o que,

por sua vez, nos fornecerd aproximagoes para (4.7), (4.8), (4.9).

Utilizando a férmula (3.77), vemos que a aproximagao semicldssica para o simbolo
de Wigner de e=BH é, em sua forma mais simples, dada por
2d

e’ﬂﬁ X =
()sc |det [T+ M_]|

172 ¢XP [71155 (X)} : (4.15)

onde definimos a acao euclidiana SF = iS_j5 !, que toma valores reais, pois, como j

mencionado, S; ¢ uma funcao impar de t. Essa férmula poderia ser deduzida, em analogia

1 O nome vem do fato de que a métrica de Minkowski ds? = —dt? + dr? se transforma, ao introduzir

6 = —it, o que é chamado, nesse contexto, de rotacio de Wick, em ds? = df? + dr?, que é uma métrica
euclidiana [25, 26].
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com o que fizemos com o propagador, ao escrever

5 B 4 B 4
exp (—BH) = exp <_NH - exp _NH (4.16)
utilizar as regras de composicao que desenvolvemos na secao 3.2, e, desta vez, avaliar a
integral resultante pelo chamado método de steepest descent [27], que é uma aproximagao
analoga a aproximacao de fase estacionaria, embora, nesse caso, seja mais obscura a

interpretacao do que constituiriam os pontos estacionarios da integral correspondente.

Um resultado interessante que ja decorre imediatamente de (4.15) é que, para
tempos pequenos, que correspondem a altas temperaturas, temos S; ~ —tH (x) e M; =~ 1,

de forma que )
e (%) 9o = exp [-BH (x)] = exp [-BH, (x)], (4.17)

isto é, recuperamos a mecanica estatistica classica.

O principal desafio para a aplicagdo de nossa aproximacao semicléssica é o calculo
da acao euclidiana e da amplitude para um sistema arbitrario. Uma solugao simples para
essa questao consiste em utilizar a aproximacao que descrevemos na seg¢ao 2.3.1, como
discutiremos a seguir. Depois, desenvolveremos uma técnica mais avancada para realizar

estes calculos para sistemas arbitrarios.

4.1 Acao euclidiana aproximada

Na secao 2.3.1, descrevemos uma forma de obter aproximacoes para a acao que se
baseava na aproximacao do fluxo gerado por uma hamiltoniana arbitraria por aquele gerado
por uma expansao desta hamiltoniana em uma série de Taylor até segunda ordem. Isso
resultou na expressao (2.48), que admite uma extensao analitica imediata, nos permitindo

a obtenc¢ao de uma acao euclidiana

110 1 0,0
E ~ X .
Além disso, como ja vimos, hamiltonianas quadraticas geram fluxos lineares, de forma que
M, pode ser aproximado pela expressao (2.30), com a diferenga que substituimos #q por

H, 0 que nos permite calcular

sin (Qxt)

M, = exp (tJHx) = cos (Qxt) I + O

JH, (4.19)

de forma que a amplitude é

2 Okt
75 = SeC () : (4.20)
|det [T+ M|
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expressao esta que também admite uma extensao analitica imediata. Combinando esses
resultados obtemos entao

. 20
e P (x),; = sech ( ) )

X exp {—BH(X) + 52 [g — h&ll tanh (Q;ﬁ)] (adj Hy) hy - hx} ,

X

(4.21)

que chamaremos de metaplética amortecida (dampened metaplectic) ?. Esta expressao

pode ainda ser escrita de forma mais compacta ao introduzir

a= egx (4.22)
€
tanh(«) 1— f(a)
fla) = o 0 270 (423)  gla)=¢, @ «#0 (4.24)
1, a=0 3 o=
de forma que temos
e (x),,, = sech aexp {—5 lH(x) 9 (0392 (adj Hy) hy - hxl } . (4.25)

Notamos que, quando det H, < 0, a torna-se imaginario, embora f(«) e g(a) permanegam

reais. Os gréficos dessas fungoes podem ser vistos na figura (9).

4

|
|
|
3|
|
|

oL |

(a) Linha azul cheia: f(«). Linha vermelha pon-

(b) Linha azul cheia: f(i«). Linha vermelha
tilhada: g(«)

pontilhada: g(ic)

Figura 9 — Gréficos de f e g para argumentos reais e puramente imaginarios.

E interessante notar que, ao tomar h — 0, temos a — 0, e a aproximacao tende a

exp [0 H (x)], que, a menos da possivel diferenca entre H(x) e H.(x), é precisamente o

resultado classico, como em (4.17).
2

Este nome, cunhado em [15], se deve ao fato de que tal expressdo pode ser escrita como a continuagao

analitica da representacao de Wigner de um certo operador localmente metaplético, que ainda é
multiplicada por um fator de amortecimento.
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4.2 A aproximacao semiclassica completa

4.2.1 Uma mudanca de coordenadas

Antes de obter explicitamente as quantidades necessarias para a aproximacao
semiclassica das médias termodinamicas, sera conveniente apontar alguns problemas na

sua aplicacao imediata, e, em seguida, proporemos uma simples solucao.

Como ja vimos, as médias termodinamicas sao calculadas como a razao de dois
tragos, como dado em (4.6). Logo, na aproximagao semicléssica, seu célculo se reduz ao

calculo de integrais da forma

d .
TrU,A ~ (;ﬁ)d / - [12+d1)\(4t]\1 - exp [;St (x)} A(x). (4.26)
A aplicagao direta dessa expressao é um tanto inconveniente, pois as trajetérias classicas
relevantes sao definidas implicitamente pelo seu centro x e, além disso, o integrando
torna-se singular nas causticas. Esses problemas sao resolvidos de forma simples ao trocar
a variavel de integracao para o ponto médio da trajetoria, como descrito pelas equagoes
(2.62) e (2.63), sendo entdo a acao calculada através de (2.65).

O jacobiano desta transformacao é dado por

g;(x, t/2) = ; (M2 (X) +Moy2 (X)), (4.27)

e, além disso, valem M, p(x_) = {M_t/g (X)}_l, det Myjo(x—) = 1 e Mo (X) Myp (x-) =

M, (x_). Desta forma, temos

0x 1
e, entao,
TUfl—l/dthaXm [iS()]A() (4.29)
r Uy _(27rh‘,)d e@X exphtx X), .

sendo x e 0x/0X avaliados em (X, ¢/2). Vemos que esta expressao nao possui singularidades
(um efeito andlogo é observado nas representagoes de valor inicial e final descritas em [28]),
e as trajetorias necessarias para o calculo do integrando sao agora definidas a partir do

problema de valor inicial (2.63).

4.2.2 Espaco de fase duplo e sua complexificacdo

Nessa se¢ao, descreveremos um método que permite, numericamente, a obtencao de
todos os termos do integrando (4.29) para um sistema arbitrario e para um valor qualquer
de t € C, o que nos permitira aplicar as aproximacoes semiclassicas para o ensemble

candnico a uma enorme quantidade de casos.
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Para compreender o problema que nos é posto, é conveniente, por enquanto, focar
a nossa analise na realizacao da continuacao analitica da agao S. O termo probleméatico
em (2.61) é a area

A (X).1]= | "X 1) A% (X, ) dt, (4.30)

entre a corda e a trajetoria, ja que estaremos interessados apenas em hamiltonianas
independentes do tempo. Ao invés de obter essas quantidades indiretamente ao evoluir
uma trajetéria para frente e outra para tras, e em seguida realizar as combinac¢oes em
(2.63), podemos obté-las diretamente a partir de uma unica trajetéria de um sistema
hamiltoniano definido sobre um espacgo de fase duplicado. Nesse novo espaco, x faz o
papel de posi¢ao dupla, cujo momento duplo associado ¢ y = J&, enquanto as equagoes de

movimento dessas variaveis sao geradas pela hamiltoniana dupla
1 1
H(x,y) = H (x - 2Jy> v H <x 4 2Jy> — H(x,) + H(x_). (4.31)

De fato, temos

OH \
x VH(x;)+VH(x_)=-J (% —%_)=-JE=—-y (4.32a)
OH J 1 . . .
oy 2 [VH(x4) = VH(x-)] = 5 (& +%-) =%, (4.32b)
enquanto as condigoes iniciais correspondentes sao
x (X,0) =X, y(X,0)=0. (4.33)

Em termos de x e y e H, a acdo toma entao a forma padrao
t/2 ¢
S (t,x (X)) = / y (1) % (¢) dt' = SH(X,0). (4.34)
0

Vemos que, para calcular S em tempos complexos, temos que, de alguma forma, ser
capazes de obter x e y para argumentos complexos. Como essas quantidades sao definidas
pelas equagoes diferenciais (4.32) em conjunto com as condigoes iniciais (4.33), nossa
proposta para extendé-las a todo plano complexo é simplesmente promover as derivadas

temporais em (4.32) a derivadas em relagdo a uma variavel complexa z, de forma que

dy  O0H

dz 0x

dx _OH (4.35)
dz Oy

enquanto mantemos as condigoes iniciais. Se H for bem comportada, obtemos entao fungoes
que sao analiticas em todo C, e integrais de linha envolvendo x e y dependem apenas dos
pontos finais do caminho considerado. Assim sendo, para calcular essas quantidades em

um ponto z € C qualquer, propomos o seguinte procedimento — consideramos o caminho
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mais simples que liga a origem a z — o segmento de reta. Uma possivel parametrizacao

desse caminho ¢ feita ao introduzir o nimero w = z/|z| e a fungao
7:[0,]z]] = C
S > sw,
de forma que s é distancia entre a origem e o ponto y(s) — isto é, fazemos uma parametri-
zagao pelo comprimento de arco. Este caminho é ilustrado na figura 10. Agora, compomos
X e y com 7, isto é, definimos as fungoes X : [0, |z|]] = C, x(s) = xo07(s) = x(sw) e

y 0,2l = C, ¥(s) = y 07(s) = y(sw).

4 S(2)
z
7
- 7T~ v(s)
7 w
/ \
R(2)
—11 }1 >
\
\ /
\ /
~ | d
—1

Figura 10 — Segmento de reta unindo a origem a um ponto z.

Utilizando a regra da cadeia, concluimos que essas fungoes satisfazem a EDO

dy OH
—_— = = —
ds 0x
dx  OH (4.36)
i Yoy
e, ao definir a quantidade y,, = w*y, onde * denota o complexo conjugado, e a hamiltoniana
modificada
w w
H, (x,y) = H(x,wy) = H (x - 2Jy) +H (x + 2Jy) : (4.37)
recuperamos equacoes de Hamilton
dyw _ _ OH,
ds ~ 0x
d%x  OH, (4.38)
ds Oy

com uma hamiltoniana em geral complexa, mas que se reduz a uma funcgao real se
w e {1,—-1,i,—i}.
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Agora, para calcular A(z), também temos a liberdade de escolher qualquer caminho

que ligue 0 a z/2. Escolhendo novamente o segmento de reta, obtemos

A(z) = / y(2') - Cb{;?dz’

/zi/2 dx ) dx(s) |
= S

- /|Z/2d (s 4 (4:39)
- 0 5 Yuld ds

j21/2 H,,
= w/ ds ¥u(s) - 0 .

0 Ay Ix(s) 3u(s)

Exemplo 4.1. Para nos familiarizarmos com esse formalismo, é conveniente realizar este

calculo para a hamiltoniana
1
H(x) = 5x2 (4.40)

do oscilador harmonico. Nesse caso, a hamiltoniana modificada fica

H,(x,y) = ; [(x — z;}Jy>2 + (X + ;}Jy)w

2

L2 w9
_X—|—4y

(4.41)

e as equacoes de Hamilton sao
a5, ..

ds

dx  w?

ds 2

(4.42)

o que nos da uma solugao

y = zsin wSs
Fuls) = - sin (ws) X )

X(s) = cos (ws) X

de forma que obtemos a area

A(z) = w/OZV2 Vu(s) - di;is)ds

|z]/2
:2X2w/ | sin?(ws)ds
0

X2
= 5 [wlz] = sin(w]z])]
X2
- |

(4.44)

z —sin(2)],

que é exatamente o resultado que se obtém ao aplicar o argumento geométrico da secao
2.4.

O nosso interesse reside no caso em que z = —i6, e, portanto, w = —i, de forma
que, para abreviar a notagao, omitiremos os subscritos w, bem como o ~ sobre x e y, e

trocaremos o parametro s por 6.
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Estamos entao quase prontos para calcular as médias termodinamicas. Revisando

o que temos até agora, a dindmica de x e y é dada pelas equagoes de Hamilton

dy OH
B A — 4.4
dx OH
geradas por uma hamiltoniana modificada
H(x,y)=H (X + ;Jy) +H (x — ;Jy> . (4.46)

J& a area euclidiana AP (6) = iA(—if), satisfaz

dAE  OH

_— = [E— E =

expressao esta que decorre de (4.39) e constitui um problema de valor inicial que pode ser
resolvido concomitantemente com (4.45). Precisamos ainda do jacobiano 0x/90X, que pode

ser obtido ao tomar as derivadas de (4.45) em relagdo a X, o que nos fornece as equagoes

dody  OPH Oy PHox  dy| (4.480)
dgoX — OxdyoX ox20X’  9X|,_, '

d ox O0*H oy O0°H 0x ox

daox oMoy oM ox o ox| oy 4.48b
09X ~ 0y2oX oxdyoX' — 0X|,_, (4.48b)

que representam mais um problema de valor inicial acoplado a (4.45), envolvendo também

Jy/0X.

Logo, o valor esperado de um operador A no ensemble candnico, que é dado, na

aproximacao semiclassica, por

(4),~ 1/dX

B

1/2 B
exp [A — BH (X)] A(x), (4.49)

ox
det —
¢ n

0X

fica determinado a partir da solu¢do dos problemas de valor inicial especificados por (4.45),
(4.47) e (4.48), propagados até um tempo térmico 6 = Sh/2.
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5 Aproximacao semiclassica para as formas

normais

Como um primeiro teste para as nossas aproximagoes semiclassicas, seria interes-
sante aplica-las a um sistema para o qual seja possivel encontrar uma expressao exata para
a acao euclidiana, de forma que nao seja necessaria a obtengao numérica de trajetérias.

Uma boa familia de candidatos sera entao sistemas cujo operador hamiltoniano toma a

AP
HzG(p ;—q) (5.1)

sendo G' um polinémio. Os autoestados |n) desse sistema sdao os mesmos do oscilador

forma

harmonico, enquanto as autoenergias correspondentes sao F, = G [h(n + 1/2)], o que

também torna imediato o calculo de médias termodinamicas exatas a partir da expressao

(4.12), de forma que teremos um parametro com o qual comparar as aproximagoes

semiclassicas. Para seu calculo, é necessario encontrar a simbolo de Wigner de H, que,
como mostrado no apéndice D, pode ser escrito como
2 2

H(Z%Q):F(p ;rq )

onde F' é um outro polinémio, que, a menos no caso do oscilador harmonico, difere de G.

(5.2)
Em outras palavras, o simbolo de Wigner de H est4 na forma normal de Birkhoff.

5.1 Andlise das aproximacoes

5.1.1 Aproximacdao Metapletica Amortecida

Essa aproximagao pode ser calculada ao substituir as férmulas (2.70) nos resultados

discutidos na secao 4.1, de onde obtemos

e Bl (x) ppy = sech avexp {—5 [F(J) - g(a)@ilw’(gf)} } , (5.3)

sendo

o= ZW(J) W) + 20 (J)] (5.4)
e g definido em (4.24).

5.1.2 Aproximacdo Semiclassica Completa

Nesse caso, podemos recorrer as expressoes (2.71), (2.72) e (2.73), que admitem

uma extensao analitica imediata. Obtemos entdo uma agao euclidiana

S¥ [x (X)] = [wh — sinh (wh)] J — OF (J), (5.5)
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um centro p
x (X, —if/2) = cosh <°"2> X, (5.6)
e um determinante jacobiano
ox , B 5 (Wl , wb
det a—X(X, —i6/2) = cosh <2> [1 + Jw'f tanh <2>] ) (5.7)

que sao todos os elementos necessarios para calcular a aproximagao semiclassica (4.49). A

funcao de particao fica

Zg="Tr U,ig = 1/decosh wf@ 1+ Jw'f tanh wf@
27Th 2 2 (58)

X exp {?11 {[wf — sinh (wh)] J — OF (J)}}

enquanto os valores esperados de observaveis sao

(A), = 2 Tel1_ A=

1 1 wo wo
X cosh [ 22 |11 /9 tanh [ 22
Zs 27th/ o’ (2)\“ + Ju/Gtan (2)'

X exp {711 {[w8 — sinh (wh)] J — OF (J)}} (5.9)

oo (2)x

Notamos ainda que, para a funcao de parti¢ao, ou para observaveis tais que A(x) possa
ser escrito como uma funcao de x2, é conveniente realizar a mudanca de varidveis X =
(\/2J cos ¢, V/2J sin ¢), que satisfaz d*X = dJd¢, de forma que a integral sobre ¢ é

trivialmente feita, restando apenas uma integral simples sobre J.

E instrutivo analisar o comportamento de nossa aproximacao no limite de baixas

temperaturas. Tomando o quadrado de (5.6), temos

’;2 — J cosh? V‘" (‘])] . (5.10)

2
Interpretando essa expressao como definindo implicitamente J (x, ), vemos que, fixado x,
para que o lado direito da igualdade permaneca finito, devemos ter

elim J(x,0) =0ou lim w[J(x,0)] =0. (5.11)

f—o00
Logo, para sistemas que satisfazem w (J) # 0V J, vemos que, de acordo com (5.10), J

tem o comportamento assintético

X;sech2 [&U(O)] , Ow(0)>1 (5.12)

J =~
2

Substituindo esta expressao em (5.5) e tomando o limite # — oo, obtemos, a menos

de um termo constante em X,

SE (x) = —x? (5.13)
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e a aproximagao semiclassica recai no resultado exato, isto é, a funcao de Wigner térmica
tende a funcdo de Wigner para o estado fundamental do oscilador harmoénico, dada em
(3.25). Vemos entao que, pelo menos no caso das formas normais com w # 0, a aproximagao
semiclassica estda bem ancorada tanto em altas temperaturas, ja que se reduz ao caso
classico, como em baixas temperaturas, ja que prevé corretamente o estado fundamental,

restando entao analisar o seu comportamento em temperaturas intermediarias.

5.2 O sistema de Kerr

O caso mais simples, para além do oscilador harmoénico, de um sistema regido por

uma hamiltoniana da forma (5.1) é provavelmente o sistema de Kerr, cuja hamiltoniana é

29 | 22 A9 | 22\ 2
p*t+q p*t+q
( a )+x( a ” (514)

onde xy > 0 é um parametro adimensional e wy > 0 é uma frequéncia. Esta hamiltoniana

dada por
H = hwq

modela o chamado efeito Kerr, que ocorre quando a luz se propaga em um meio nao linear
com uma susceptibilidade cibica [29]. A evolugao de estados coerentes sob a agao dessa
hamiltoniana é conhecida [30, 31], e a fungdo de Wigner correspondente ja foi medida
experimentalmente [32]. Essa evolugdo também foi simulada com sucesso utilizando-se

métodos semicldssicos no caso em que y — oo [6].

Observamos que o simbolo de Wigner da hamiltoniana nao ¢ trivialmente obtido,

sendo necessario o uso de (D.4), e chegamos entdao em

2 2 2 2\ 2
p°+q p°+q X
( o7 ) —|—X< 5% ) 4] . (5.15)

Nesse caso, H(x) difere da hamiltoniana classica por um termo constante, e sua omissao

H(p7Q) = h(-"JO

geraria, por exemplo, um deslocamento rigido do gréafico do valor esperado da energia

como funcao de 6. Identificando

F(J) = hwg l;’i +y (;) - ﬂ . (5.16)
vemos que ;
W) = F'(J) = wy (1 + Xh) >y > 0 (5.17)

e, portanto, de acordo com a discussao ja feita, devemos esperar que a aproximacgao
semiclédssica seja correta para baixas temperaturas. Além disso, a quando y < 1, também
esperamos um bom resultado, ja que, ao tomar y — 0, recaimos no oscilador harmonico,

para o qual a aproximacao semiclassica é exata. Notamos também que, como

W'(J) = xwo/h > 0, (5.18)



Capitulo 5. Aproximagdo semicldssica para as formas normais 53

concluimos, a partir de (5.7), que det 0x/9X > 0, isto é, ndao ha cdusticas para tempo
imaginario.
Desejamos ainda comparar nossas aproximacoes com o limite classico, no qual

funcao de particao é dada por

_ dpdq —BHc(pq) _ o dJ J (‘]>2
Z‘/zm e B e b

(5.19)
| m exp 9w0/4x 1 6w
a Owox (2\/7>
onde
erfc(z \/_/ (5.20)

é a funcao erro complementar. Da expressao (5.19) podemos obter todas as médias

relevantes por meio de derivadas de In Z.

5.3 Resultados numéricos

Para testar a qualidade de nossas aproximacoes, pretendemos calcular o valor
esperado da energia U e o calor especifico ¢ = drU como fungoes do tempo térmico. E

importante lembrar que a férmula
U=-03InZ, (5.21)

valida no ensemble canonico, tanto classico como quantico, deixa de ser aplicavel nas
nossas aproximagoes semiclassicas, tendo em vista que, para além das exponenciais, as
integrais relevantes contém prefatores que dependem de 3. Para o calculo de U = <H >B’ 0

interpretaremos como um valor esperado, e para o calculo de ¢, utilizaremos a expressao

C o 2 ) AN\ 2
= <<H >5 - <H>B) , (5.22)
que interpreta o calor especifico como proporcional as flutuagoes de energia.

5.3.1 Valor esperado da energia

Escolhemos unidades nas quais A = wg = k;, = 1. Os resultados para diferentes

valores de y sd@o mostrados na figura 11.
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Figura 11 — Energia como fun¢ao do tempo térmico para diferentes valores de y. Linha
preta cheia: resultado exato; linha vermelha tracejada: aproximacgao semiclas-
sica, linha azul tracejada/pontilhada: aproximagao metaplética amortecida;
linha amarela pontilhada: resultado classico.

Para avaliar como a qualidade da aproximacao depende de y, calculamos também

o erro percentual relativo entre um resultado aproximado U,, e o resultado exato U, que

definimos como

Os resultados sao mostrados na figura 12.
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(b) Metaplética Amortecida
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Figura 12 — Erros percentuais relativos ao resultado exato como funcao de 6 e .

Na figura 13 repetimos a figura 12a, mas com 6 variando sobre um intervalo maior.
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Figura 13 — Erro percentual da aproximagado semicléssica relativo ao resultado exato

Este grafico confirma as nossas expectativas de que aproximacao semiclassica esta
bem ancorada em baixas e em altas temperaturas, e também para y < 1. Vemos também
que a qualidade de ambas aproximacoes semiclassicas piora quando x cresce, ou seja,
quando nos afastamos do regime do oscilador harmonico, e que a aproximagao semiclassica

completa, em termos de precisao, é claramente superior & metaplética amortecida.

5.3.2 Calor Especifico

Vemos que para o célculo do valor especifico através de (5.22), precisaremos do
simbolo de Wigner de A2, que é um polinémio em (p2 + ¢2) de quarta ordem. Os simbolos

de Wigner necessarios para esse calculo sao encontrados no apéndice D.

E possivel ver que as aproximacoes semicldssicas ndo respeitam a propriedade
fundamental de que ¢ > 0, que, do ponto de vista termodindmico, ¢ uma manifestacdo da
estabilidade do sistema frente as flutuagdes de energia [33]. Isso j& poderia ser antecipado ao
notar que o grafico de energia em fungao da € (figura 11) para a aproximagao semiclassica
completa troca de concavidade. Para x = 0.1, é possivel ver que a aproximacao semiclassica
erra por baixo, mas, em seguida, tende a 0, acompanhando o resultado exato. Nao é
possivel ver o mesmo comportamento para y = 0.5 e Y = 1, embora suspeitemos que
bastaria continuar a solu¢ao por um tempo térmico maior, o que nao foi possivel devido a
instabilidades numéricas. Esse erro significativo para ¢ > 1 pode ser decorrente de um
pequeno erro nas flutuagoes <I:I 2>ﬁ — <1fI >Z, mas que é amplificado enormemente ao ser

multiplicado por 32, como em (5.22).
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Figura 14 — Calor especifico como fun¢ao do tempo térmico para diferentes valores de y.
Linha preta cheia: resultado exato; linha vermelha tracejada: aproximagao
semicldssica, linha azul tracejada/pontilhada: aproximacao metaplética amor-
tecida; linha amarela pontilhada: resultado classico.
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Figura 15 — Erros percentuais relativos ao resultado exato como funcao de 6 e .

De modo qualitativo, o resultado é entao o mesmo que aquele observado para a

energia, com a exce¢ao de uma discrepancia bem maior na regiao de baixas temperaturas.



o7

6 Aproximacao semiclassica para hamiltonia-

nas padrao

Nesse capitulo, discutiremos em detalhe as aproximacgoes semiclassicas para hamil-

tonianas na forma padrao
~2
2 p X
H=—+V 6.1
V), (61)

que sao de extrema importancia. Em seguida, as aplicaremos para o chamado sistema de

Morse.

6.1 Energia de dissociacao

Para potenciais que satisfazem limy_,o V' (¢) = 00, o sistema, seja ele classico ou
quantico, apresenta apenas estados ligados. Entretanto, diversos sistemas de interesse,
como o elétron de um atomo de hidrogénio, por exemplo, tornam-se livres uma vez que lhe
é fornecida uma quantidade suficiente de energia. Para levar em consideracao esse efeito, é

necessario entao utilizar um potencial que é limitado no infinito.

No contexto classico, um estado corresponde a um ponto no espaco de fase, e
podemos definir um estado ligado como um ponto cuja érbita permanece no interior de
um conjunto compacto. Todos os estados de sistemas na forma normal de Birkhoff, por
exemplo, sao ligados, uma vez que, como ja discutido, as érbitas sao circulos. Por outro
lado, para uma particula livre, de acordo com essa definicao, os estados com p = 0 sdo

ligados, enquanto os demais sao livres. Para hamiltonianas

p

H(p,q) = om TV (), (6.2)

podemos definir uma energia de dissociagao D como

D = min {qlggo V(g), lim V(q)} (6.3)

q——00

Desta forma, estados com H(p,q) < D sao ligados, enquanto estados com H(p,q) > D
sao livres. Notamos que, tipicamente no caso de ser uma coordenada radial, ¢ nao pode
assumir valores em todo R, de forma que, em (6.3) deve-se considerar apenas o limite que

fizer sentido.

No contexto da mecanica estatistica, essa discussao é importante pois, frequente-
mente, estamos interessados apenas em regimes de temperatura nos quais k7T < D. Por
exemplo, podemos querer analisar um gés molecular a temperaturas baixas o suficientes

para que o efeito da dissociagdo das moléculas seja desprezivel. A prescri¢ao classica
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para o célculo de quantidades termodinamicas nesse contexto é a realizagao das integrais
relevantes apenas sobre a regido R correspondente aos estados ligados [34]. A funcao de
particao, por exemplo, seria dada entao por

dpdq _
Ty = BH(p,q) 4
: R 2mh ¢ (6-4)

Notamos que, para sistemas que nao satisfazem limjq o, V'(¢) = 0o, as integrais da forma
(6.4) ndo convergem quando integradas sobre todo o espago de fase, uma vez que o

integrando nao tende a 0 quando |gq| — oo.

Ja no contexto quantico, a situacao ¢ mais direta — no regime k7T < D, conside-
ramos apenas o conjunto discreto {|n), n=20,..., N}, N < oo, de estados ligados cuja
probabilidade de ocupacao é

6_’8Ej N BE;
p; = 7 Zg = Z e Pri, (6.5)
B n=0

de forma que o operador densidade é

L1 &
p= e o) () (6.6)
B n=0
e a funcao de Wigner é
N
Ws(x) =Y piW(x). (6.7)
n=0

O problema para a aplicacdo de nossas aproximacoes semicldssicas é que, agora, os estados

ligados nao formam mais uma base para o espaco de Hilbert. A relagdo de completeza

i= ZO In) (n| + /d/\D()\) IA) (A (6.8)

também inclui autoestados livres |\), correspondentes a autoenergias E), sendo A um
parametro continuo e D(A) uma densidade de estados. Desta forma, o propagador agora é

escrito como

A

IS N . .
U, = et/ = N 7B/ ) (n] + / dAAD(N)e M EAR | \) (A (6.9)
n=0
de forma que sua continuagao analitica
A ) N
0 ig = P = 3 P55 ) ful + [ dAD(N)e"5 ) (A (6.10)
n=0

também contém termos correspondentes aos autoestados livres.

Para remediar essa situagao, observamos que as fungdes de Wigner de autoestados
de um operador hamiltoniano apresentam ecos da estrutura das curvas de nivel da

hamiltoniana classica. Na figura 16, por exemplo, ilustramos as func¢oes de Wigner de
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alguns autoestados do oscilador harmonico superpostas a curva de nivel da autoenergia
correspondente. Podemos observar que a funcao de Wigner se concentra na regiao com
H(p,q) < E,. Tendo isso em vista, seria plausivel concluir que, se x ¢ R a maior parte da
contribuicio para U_j (x) vem dos termos correspondentes ao espectro continuo e, uma
maneira efetiva de filtrar essa contribuicao seria entao efetuar as integrais utilizadas na
aproximacao semicldssica apenas na regiao x € R, exatamente como a prescri¢ao classica
(6.4).

E,=05 E,=25
44 4
24 2
0.1
2, 04 2 07
_2— _2_
e -4
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
0.0
E,=45 E,=6.5
4,
2_
2 04
-0.1
-2
-4
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
q q

Figura 16 — Fung¢oes de Wigner para os quatro primeiros autoestados do oscilador harmo-
nico. O circulo preto corresponde aos pontos que satisfazem H(p, q) = E,,.

Entretanto, por si s, esse exemplo é enganoso, e devemos tomar um pouco de
cuidado. Para ver isso, considere um sistema formado por uma particula de massa m se

movendo sob a acdo de um potencial do tipo poco duplo, dado pela expressao

Vie) =V [(%)4—2@)2] (6.11)
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sendo [ um comprimento e V; a profundidade do poco, como na figura 17.

V(x)

=Vy/2 +

—v. L

-2 -1 0 1 2
x/l

Figura 17 — Potencial poco duplo.

Introduzindo a coordenada adimensional ¢ = x/[, a frequéncia w = /2V/mi? e a

constante vy = 2V, /hw, podemos escrever a hamiltoniana desse sistema como

hw [ 1 /p\?
H(P,Q):7 U0<h) + Vo (q4—2q2> ) (6-12)

sendo p o momento canonicamente conjugado a ¢q. Vemos que se E' < 0 entao a curva de
nivel é formada por duas partes desconexas e a discussao anterior nos levaria entao a supor
que a funcdo de Wigner se concentra apenas no interior dessas duas partes. Entretanto,

como pode ser visto na figura 18, isso nao é verdade.

De acordo com a determinacao semiclassica das fungdes de Wigner para autoestados
feita em [35], a fungdo de Wigner préxima a um ponto (p, q) serd significativamente nao
nula apenas se for possivel encontrar uma corda centrada em (p, q) cujas extremidades
estao na curva de nivel de energia. Vemos entao que, para curvas de niveis que delimitam
regioes convexas, como o caso do oscilador harmoénico, podemos afirmar de fato que a
funcao de Wigner se concentra no interior da curva de nivel. Por outro lado, no caso
extremo de uma curva de nivel disjunta, como no poco duplo, seriamos levados a erros
significativos ao nos restringir a tal regiao. Entretanto, essa discussao nos permite propor
uma simples correcao a prescricao classica, que seria realizar a integragao sobre a envoltoria

conveza ' C(R) da regiao classicamente permitida.

! Dado um subconjunto R de um espaco vetorial, a sua envoltéria convexa pode ser definida como

o conjunto C(R) = {>_, txvx | vy € R; >, tp = 1} formada por todas as combinagoes convexas dos
pontos de R [14]. Em particular, ele contem qualquer segmento de reta com extremidades em R.
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Figura 18 — Fungoes de Wigner para autoestados do pogo duplo. A curva preta corresponde
aos pontos que satisfazem H(p,q) = E,. Utilizamos unidades nas quais
h=w/2=1 e tomamos vy = 16.

Notamos, contudo, que as integrais que estamos utilizando para o calculo das
médias termodindmicas, como em (4.49), por exemplo, sdo expressas em termos do ponto
médio da trajetoria X, e nao do centro x, sendo este 1ltimo, nesse contexto, uma funcao de
X e 0: x = Fp(X). Se fossemos seguir esta prescrigdo com rigor, teriamos entao que realizar
as integrais sob a condicio X € F, '(C(R)), e entdo, para cada 6, seria necessario atualizar
a regiao de integracao, que, possivelmente, evoluiria de forma complicada. Felizmente, pelo
menos no caso que estudaremos, o sistema de Morse, as curvas de nivel dos estados menos
excitados sao aproximadamente convexas, isto é C(R) ~ R, e realizar a integracdo sob a

condi¢cdo mais simples X € R foi suficiente para obter excelentes resultados.

6.2 Aproximacoes semiclassicas para hamiltonianas na forma padrao

Nessa secao, discutimos algumas formulas genéricas para hamiltonianas na forma

padriao H = p?/2m + V(q) que facilitam a aplicagao das aproximagoes semiclassicas.
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6.2.1 Aproximacao Metaplética Amortecida

Para hamiltonianas na forma padrao, temos

. :(p/m), a” :(1/m 0 ) i :(mq) o), g _ V')
W) T Lo Vi) ) 0 1/m)  *  om

(6.13)
de forma que
g(a8)92 (adj H,) by -y — 9(577)192 [V;’éq) 2+V,(q>2]
P’ V' (@) .
=1 f)] & 4 ) DL
e, entao,
o BH (x) py; = sech avexp {_5 [f(;zfﬁ +Vi(g) — g(a)[mg;q)]] } . (6.15)

Ja a regiao de integracao pode ser escrita como

< g <
R= {q =4= 0 (6.16)

p| < \/2mV (q)

sendo V =D — V(q) e g+ as solucoes de V(gy) = D.

Logo, nessa aproximacao, a funcao de particao para os estados ligados é dada por

vV 2mV

1 q
Z=— +dq sech a e_"/ _dp =PI /2m (6.17)
2h Jq_ —2mV

onde, por brevidade, definimos

[W/(Q)f] | (6.18)

&m

o=p [V(Q) —9(a)
Notamos que a integral em p pode ser expressa em termos da funcao erro erf:

-/ 2mV
| 2mh?
A = 6.20
T mk‘bT ( )

o comprimento de onda térmico e passamos a abreviar f = f(«). Substituindo essa

sendo

expressao em (6.17), chegamos a

1 ra+  sechae™@ =
Z = )\T/t;{ dq Terf (\/ﬁfV) . (6.21)
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Para o célculo do valor esperado de observaveis, sera conveniente obter uma

expressao para

— - .22
" 2rh  J-\/2mVv (6.22)

2m
Realizando integragao por partes, deduz-se a relagdo de recorréncia

(n + ;) I, — V”We‘ﬁff/] , Ip=-erf (W) , (6.23)

de forma que, introduzindo o operador energia cinética K = p?/2m, temos

I — )\T\/T v 2mV <p2 ) efﬁfp2/2mdp.

1
In+l - Bif

g

A 1 q+ secha e~
K" = —/ dg ———1, 6.24
K%)=z, NGi (6:24)

Em particular, temos

(e

S 1 a+ secha e™
(k)= W/ g —%—

= (6.25)
1 — _
B [2 et (V377 -y B{TV”W]
e, entao,
A 1 a+  secha e™@
= L[ g e
H)=x7), 99—
- (6.26)
1 ~ 1|V 5
X ||z +V|erf (\/5 V>—4 —e PV
(%ff ) / f\7mB
Quando D — oo, temos V — oo, o que simplifica a relagio de recorréncia:
Ly = 1 ( + 1) I Ih=1 6.27
n+l — /Bf n 2 ) o— +&. ( . )
Obtemos entao ) N
9+ secha e™?
Z = —/ dq ———— 6.28
M do ST 025

(f) = Ale /q f+ dg SeCh\/O‘Te_U (2; 7 V) , (6.29)

6.2.2 Espaco de Fase Duplo

Se supormos uma hamiltoniana na forma padrao H(p,q) = p*/2m + V(q), entdo a

hamiltoniana modificada é
Hoey) = - (= %) £ vi(g.y) (6.30)
X,y)=— - = .
Y m p 4 q;Yp),
onde definimos o potencial modificado V por

i

V(g,yp) =V <q + Qyp) +V (q - ;yp) (6.31)
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e, nesse caso, as equagoes de movimento ficam

2

ng’ = _Ep (6.32) Cfiygq = —(sz (6.33)
dp OV dg _ yg

i = oy, (6.34) = o (6.35)

6.3 O sistema de Morse

Com o objetivo de aplicar o formalismo desenvolvido a um sistema concreto,
focaremos nossa atenc¢ao no potencial de Morse [36], ilustrado na Figura 19, cuja expressao
é

—a(r-re)]?
V(r)=D[1—e ], (6.36)
sendo 7 a coordenada radial, D a energia de dissociacao, r. uma distancia de equilibrio e a
uma constante com dimensoes de inverso de distancia. Este potencial modela a vibracao de

moléculas diatomicas, levando em consideracao a possibilidade de dissociacao da ligacao.

3D/2
D -
=
S
=N
D/2
ot

—1 0 1 2 3 4
a(r —r,)

Figura 19 — Potencial de Morse

Para diminuir a quantidade de parametros livres, é conveniente definir a coordenada
adimensional ¢ = a(r —r.) e a frequéncia
2Da?
W= . (6.37)

m

Desta forma, temos ¢ = ar e a lagrangiana fica

L= ”ZQ V() =D [(qf ~(1- e—qﬂ , (6.38)

w

a partir da qual obtemos um momento conjugado
0L 2Dq

— %= (6.39)

p
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e uma hamiltoniana -

], WP _ d)?
H=pj—L="7 +D(1-e)". (6.40)
Também é 1til definir o parametro adimensional
hw
= — 6.41
X= 15 (6.41)
0 que nos permite reescrever H como
B p\? 1 _a\2

A quantizacao desta hamiltoniana gera um operador com uma quantidade finita

de estados ligados, cujas energias sao dadas por

1 1\?2
En:ﬁw[<n+2)—x(n+2)], n=0,1,...,N (6.43)
sendo
1 1
N=|——= 44
Lx 2J’ (6:44)

onde |z| denota o maior inteiro menor que z. Para que tenhamos uma ideia da ordem de
grandeza em casos fisicamente relevantes, exibimos, na Tabela 1, os valores de y e N que
melhor se adéquam aos resultados experimentais para as moléculas de hidrogénio, oxigénio

e nitrogénio.

’ Molécula ‘ X ‘ N ‘
H, 2.76 x 1072 | 17
O, 7.58 x 1073 | 65
Ny 6.07 x 1073 | 81

Tabela 1 — Valores de x e N para algumas moléculas. Calculados a partir de [37].

Expressoes analiticas para as autofuncoes de onda na representacao de posicao e
momento, bem como para as fun¢oes de Wigner correspondentes, podem ser encontradas
em [38]. Na figura 20, mostramos algumas dessas fungoes de Wigner, sendo utilizado o
valor de x = 0.07, o que corresponde a N = 6. Todos os resultados numéricos daqui em
diante sao feitos em unidades tais que 7~ = w = 1. A linha preta corresponde aos pontos
do espago de fase que satisfazem H(p,q) = E,. E possivel observar que, o tltimo estado
ligado tem uma fun¢do de Wigner que se estende além da curva de nivel, o que, como ja

mencionado, pode ser entendido ao notar que esta regiao nao é convexa.

O sistema de Morse ¢ um bom benchmark para as nossas aproximagoes semicléssicas

pois, uma vez fixado o parametro y, a funcao de particao vibracional exata

Z:i%e_ﬁE” :éexp {Hw [x (n+;>2— <n+;>]} (6.45)
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é calculada como uma simples soma, e dela derivam-se todas as quantidades termodinami-

cas.
E,=1.34 E, =264
0.10
5 5
8 0 8 0
0.05
5 5
-10 . . . ‘ -10
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
9 9 -0.00
E,=3.38 E,=3.56
5 5
— L.0.05
8 0 8 0
——
_5- _5_
-0.10
-10 . : . : -10 : : : .
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
q q

Figura 20 — Funcoes de Wigner para autoestados do sistema de Morse.

6.3.1 Limite Classico

Compararemos as aproximacoes semiclassicas também com o limite classico, que

possui uma expressao analitica relativamente simples. A funcao de particao é

dpdg _
7. = | 2L —BH(pa) 4
< R 27mh ¢ (6.46)
onde
R= {(p, q) | H(p,q) < _4x} : (6.47)

Definindo P = 2yp/he Q = 1 — e 9, temos H = (P?+ Q?) /4x a regido de

integracao é expressa simplesmente por

R={(PQ | P+Q <1} (6.48)
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cl

1 dPdQ Ow
= Irx /R 0 exp l_4X<P2 + Qz)] (6.49)

Introduzindo ainda coordenadas polares () = rcos ¢ e P = rsin ¢, temos

w 4

1 1 2T r
Lo = —/ d / dp——— —— 6.50
: 4dmx Jo " 0 ¢1—TCOS¢6XP[ 4Xr] (6.50)

A integral sobre ¢ pode ser calculada utilizando a férmula 3.613, 1. de [39]:

/7r cosnr dr s vVi—az-1\" (6.51)
0 14+acosz /1— a2 a '
de onde obtemos ) i 5
™ ™
= 6.52
/0 1—rcos¢p /1—12 ( )
‘ 0
1t T w
Lo = —/ dr exp | ——7? 6.53
: 2x Jo /1 —1r? p[ 4y ] ( )
Introduzindo a varidvel p tal que p? = Ow(1 — r?) /4y, chegamos a
1 Ow/dx 1
A ——— —9w/4></ Pdp=——D <,/9 4 ) 6.54
1= e ; e dp = gD+ w/4x (6.54)
sendo
D, (u) = e_“g/ e’ dp (6.55)
0
a funcao de Dawson.
6.3.2 Potencial Duplo
No caso do sistema de Morse, o potencial modificado, definido em (6.31), é
1 ) ) ) )
V(g yp) = — (1 0 9 Wp/2 o720 | | _ 9 aTiUn/2 4 6—2q+zyp)
4x
1 (6.56)
= E (1 — 2e % cos % + e 2 cos yp>
de forma que as equacoes de movimento sao
dy,
—= =4 6.57
7 XD (6.57a)
d 1
% - N (—e‘q cos % + e X cos yp> (6.57b)
d 1
d—z = o <e_q sin % — e Msin yp> (6.57¢)
dg
i —— (6.57d)

o
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6.4 Causticas

Diferente do sistema de Kerr, que estudamos anteriormente, o sistema de Morse
apresenta causticas, que comecam a surgir proximas a § = 2, de forma aparentemente
independentemente de y. Na figura 21, mostramos, na coluna da direita, o determinante
jacobiano 0x/0X como fungao de X = (p, ¢) para dois valores de . Na coluna da esquerda,
exibimos o integrando de (4.49) com A(x) = 1, que é a expressao que utilizamos para
calcular a fungao de particdo. Podemos ver, nesse integrando, o surgimento de quase uma
descontinuidade (a mudanga abrupta do preto para o amarelo na esquerda do grafico)
na regiao que é atravessada pela caustica, e experimentos numéricos mostram que, logo
depois desse surgimento, os resultados obtidos da aproximacao semiclassica afastam-se

enormemente do resultado exato.

5.0 5.0 L5
1.0
2.5 2.5
L 0.5
S8 0.0 = 0.0 =0
——0.5
—2.5 —2.5
——1.0
—5.0 —5.0 [—1-5
' . : : : s : ‘ —2.0
—0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 —(0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
q q
2.0
5.0 15
1.0
2.5
0.5
2, 0.0 = =0
——0.5
—-2.5
—-—1.0
0 [_1.5
: : : : : : : : ~2.0
—0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
q q

Figura 21 — Integrando da funcao de partigao (esquerda) e determinante jacobiano (direita)
para dois valores de #. Tomamos y = 0.08.

Para entender melhor o que esta ocorrendo, fizemos um grafico da agao euclidiana

e do determinante jacobiano como func¢ao de 6 e para um X fixo, que pode ser visto na
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figura 22.
0 1.50x10°
1.00%10°
—1000 5
5.00x10
Lﬂc’;b 0 Cg ‘ ?-é
—2000 ©
5 O
—5.00x10
1.00x10°
—3000 X
~1.50x10°
2.000 2.025 2.050 2.075 2.100 2.125
0
Figura 22 — Agao euclidiana (linha azul cheia) e determinante jacobiano (linha vermelha
tracejada) préximos a # = 2. Foram utilizadas as condigoes iniciais p = —0.06,

q = —0.67. Tomamos y = 0.08.

Observa-se que, proximo a caustica, a agao euclidiana atinge um minimo em torno
de —4000 e, em seguida, cresce rapidamente até um valor de 200, o que explica a mudanga

abrupta observada na figura 21.

Como ja discutido, as cdusticas sao regioes sensiveis das aproximacoes semiclassicas,
e devem ser atravessadas com cuidado. Entretanto, embora essa teoria ja seja bem elucidada
para tempo real [24], desconhecemos como deve ser a sua adaptacdo no contexto de tempo
imaginario. Felizmente, encontramos um truque que permite eliminar a regiao amarela
e fornece resultados excelentes. O truque consiste simplesmente em desconsiderar uma
trajetoria a partir do momento que ela atravessa uma caustica, impondo que, depois dessa
travessia, sua contribuicao para a integral deve se anular. Isso nos leva a crer que, seja
qual for formulacao tedrica correta para a travessia das cdusticas com tempo imaginario,
o efeito concreto dessa formulagdao deve ser efetivamente o que aqui descrevemos como
um truque. Na figura 23 mostramos novamente o integrando da funcao de particao para
0 = 3, mas dessa vez com a aplicacio do truque. E possivel ver que a regido problematica

desaparece completamente.
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Figura 23 — Integrando da func¢ao de particdo corrigido pelo truque.

6.5 Resultados Numéricos

6.5.1 Valor esperado da energia

Repetimos aqui os mesmos graficos feitos para o sistema de Kerr. Na figura 24
mostramos o valor esperado da energia como fun¢do do tempo térmico para diferentes

valores de Y.

\ ¥ — 0.01

20 r 20

> 075 ¢

0.50 |

0.25

0.0 0.00

Figura 24 — Energia como funcao do tempo térmico para diferentes valores de . Linha
preta cheia: resultado exato; linha vermelha tracejada: aproximacgao semiclas-
sica, linha azul tracejada/pontilhada: aproximagao metaplética amortecida;
linha amarela pontilhada: resultado classico.
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Ja na figura 25, mostramos o erro percentual relativo ao resultado exato para as

0.12 3

0.10

0.08 5
> 0.06

0.04

0.02

0 1 2 3 4 5
0

(a) Semiclassica (b) Metaplética Amortecida (c) Cléassica

diferentes aproximacoes.

[ I

o = N ow A Ol 1

o = N W e o

Figura 25 — Erros percentuais relativos ao resultado exato como funcao de 6 e y.

E impressionante a qualidade da aproximacdo semicldssica, mesmo para os valores
de x mais altos. Observamos que, para xy = 0.12, temos N = 3. Notamos ainda que, nas
regioes que apresentam maior erro, isto é, aquelas com 6 pequeno e x grande, ja nem
devemos mais confiar no resultado que aqui chamamos de exato, uma vez que, nesse regime,
os estados livres deixam de ser despreziveis, e passariam entdo a influenciar as quantidades
termodindmicas fisicamente relevantes. Além disso, é exatamente nessa regiao na qual os
estados mais excitados, cuja ndo convexidade é significativa, tornam-se relevantes, sendo
entao uma possibilidade explorar se observariamos uma melhora da aproximagao ao utilizar

se utilizar a envoltoria convexa como regiao de integracao.

Observamos que as descontinuidades desse grafico ocorrem nos pontos onde a

quantidade de estados ligados quanticos muda, de acordo com (6.44).

6.5.2 Calor Especifico

Novamente, desejamos calcular o calor especifico. Agora, o quadrado da hamiltoni-

ana toma a forma

AN PP
H* =|— i ) —+—V(q .
(5) +r@rval + Lva (6.5%)
e o simbolo de Wigner correspondente pode ser obtido ao aplicar duas vezes a regra de
Groenewold:
. 2\ 2 2 K2 V//( ) KO 2
72(x) — [ P~ 2 o () L M g2 o (B .
0= (0] vl - SED e - () o

sendo €2 exatamente como definido em (6.13).

Na figura 26 mostramos o calor especifico ¢ como fun¢ao do tempo térmico 6 para

diferentes valores de x.
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Figura 26 — Calor especifico como fun¢ao do tempo térmico para diferentes valores de x.
Linha preta cheia: resultado exato; linha vermelha tracejada: aproximagao
semicldssica, linha azul tracejada/pontilhada: aproximacao metaplética amor-
tecida; linha amarela pontilhada: resultado classico.

J& na figura (27) mostramos o erro percentual relativo ao resultado exato para as

diferentes aproximacoes.
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Figura 27 — Erros percentuais relativos ao resultado exato como funcgao de 6 e .

Os resultados para o sistema de Morse sao, de modo qualitativo, idénticos aqueles
obtidos para o sistema de Kerr — em termos de precisao, a aproximacao semiclassica
completa é claramente superior a metaplética amortecida, e ambas pioram quando y cresce.
Também observamos uma piora na qualidade das aproximacoes para o calor especifico

quando comparadas com as aproximagoes para a energia.
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7 Conclusao

Nesse trabalho estudamos aproximagoes semiclassicas para a fungao de Wigner do
ensemble candnico e a utilizamos para calcular médias termodinamicas referentes a dois
sistemas de um grau de liberdades, os sistemas de Kerr e Morse. Ambos dependem de um
parametro continuo, que chamamos de x nos dois casos, de forma que, quando y — 0,
os sistemas tendem ao oscilador harmonico, para os quais sabemos que a aproximacao
semiclassica coincide com o resultado exato. Observamos que a qualidade das aproximagoes
piora quando Y cresce, sendo que a aproximacao semiclassica completa sempre permanece
mais proxima ao resultado exato, quando comparada a metaplética amortecida. Como
se trata de um trabalho tedrico, por um lado temos a vantagem de variar xy de maneira
praticamente arbitraria, embora, por outro lado, ndo temos a no¢ao da regiao na qual esse

parametro é fisicamente realizavel.

Para o sistema de Kerr, que é uma forma normal de Birkhoff, e que, portanto,
nos permite obter uma expressao exata para a agao, podemos checar que a aproximacao
semiclassica tende ao resultado exato tanto para baixas quanto para altas temperaturas, e

que a qualidade na regiao intermediaria depende do valor de y.

Além disso, discutimos em certo detalhe sistemas com uma hamiltoniana padrao,
incluindo o caso no qual o potencial é limitado, e portanto, admite também estados
livres. Para calcular as médias termodinamicas em um regime de temperatura abaixo do
limiar dos estados livres, apresentamos a prescricao classica, que consiste em realizar as
integragdes relevantes apenas na regiao classicamente permitida, e, analisando, a construgao
das fungdes de Wigner semicléssicas feitas em [35], propomos uma corre¢ao semiclssica
a essa prescricao, que consiste em realizar as integrais na envoltéria convexa da regiao
classicamente permitida, embora a avaliagdo numérica de tal proposta ainda nao tenha sido
feita. Para o sistema de Morse, em particular, é possivel ver que nos valores fisicamente

realizaveis do parametro y, a aproximagao semicléssica obteve resultados excelentes.

A aproximacao metaplética amortecida, como apresentada aqui, é restrita ao
caso de um grau de liberdade, mas a aproximacao semiclassica completa ¢, em tese,
diretamente generalizavel para mais graus de liberdade, bastando, do ponto de vista da
implementacdo computacional, encontrar uma forma adequada de realizar as integragoes, o
que provavelmente pode ser feito por algum método Monte Carlo. Restaria entao encontrar
algum sistema fisico concreto, para testar se seus parametros estdo dentro da regiao na
qual a aproximacao é boa. Seria para esses sistemas grandes, para os quais a obtencao de
niveis de energia ¢ uma tarefa extremamente custosa, que supomos que nossa aproximagcao

semiclassica tenha uma aplicacao real. 1 =1
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APENDICE A - Poligonos no espaco de fase

Nesse apéndice, discutiremos algumas propriedades geométricas relacionadas a poli-
gonos no espaco de fase, que sdo utilizadas em diversos momentos ao longo deste trabalho.
Estaremos interessados, mais especificamente, nas propriedades da drea Ay (X, X1, ..., XyN)

de um poligono cujos N + 1 lados estao centrados em x, X1, ..., Xy.

Primeiramente, observamos que, quando N é impar, é sempre possivel expressar
um dos centros em termos dos demais, isto é, eles nao sao independentes. Para ver isso,

podemos analisar, por exemplo, o quadrilatero da figura 28.

3

X2

X_

Figura 28 — Um quadrildtero no espaco de fase

Vemos que valem as relacoes

=%+ & (A1) X=X &+ gk, (4.2)
Xx=x_+ ;ﬁ (A.3) X3 =X_+&— ;53 (A4)

de onde obtemos
X — X1 + X9 —x3 =0. (A.5)

Essa expressao pode ser interpretada ao considerar que o quadrilatero é obtido através da
composicao de trés reflexdes, em torno dos centros xi, X3 e x3. Das relagoes (2.18), vemos
que o resultado dessa composicao é também uma reflexdo, cujo centro é precisamente
X = X; — X3 + X3. No caso da composi¢ao de um niimero par de reflexdes, o mesmo nao
ocorre, tendo em vista que o resultado ¢ uma translagao, que, portanto, deixa livre o

ultimo centro.

Sera tutil para nés a obtencao da area do quadrilatero, o que pode ser feito ao

decompo-lo em dois tridngulos, como na figura 29.
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X2

X3

X1

X

Figura 29 — Decomposicao de um quadrilatero como dois triangulos

Com isso, temos

A4 (XJ X1, X2, X3> - A3 (X/7X17 X2) + A3 (X7X,7 X3)
=x' AN (X —Xo+X3—X)+X] AXg+ X3 AX (A.6)

=X N\ X9 + X3 A X,

sendo que, na ultima igualdade, utilizamos (A.5) para concluir que os termos contendo
x’' se anulam. Além disso, como ja mencionado, os centros nao sao independentes, de
forma que, utilizando (A.5) novamente, podemos, por exemplo, expressar x; em termos
dos demais centros, de onde obtemos

Ay (X,X1,X9,X3) = (Xo — X3+ X) A Xo + X3 AX

(A7)

=X AXy+ X A X3+ x3AX = A3 (X,Xg,X3),

isto é, a area do quadrilatero ¢é idéntica a area de um triangulo que compartilha trés dos

seus centros.

Esse resultado pode ser utilizado para obter as derivadas de A em relacao aos

centros. Mais precisamente, mostraremos que, sendo Asg, 1 (X, X1, ...,X2,) a drea de um
poligono cujos lados estao centrados em x, Xy, ..., Xs,, vale
0oy 11 0Agn 41

=-J¢;, j=1,...,2n; = J¢, (A.8)

an aX

sendo &; o lado corresponde ao centro x; e £ = 3-; §;. Nossa estratégia é utilizar uma
prova por indugao sobre n, sendo que o caso n = 1 ja foi discutido na se¢ao 2.3. Faremos
entdo a suposicao de que (A.8) é valido para um certo n e utilizaremos esta hipdtese para

mostrar que o resultado continua valido para n + 1.

Consideraremos um poligono de lados centrados em X, Xy, ..., Xg,49, ilustrado na
figura 30, cuja a area é Ay, 43 (X,X1,...,Xo,12). Também marcamos na figura os centros

auxiliares x’ e x".
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gl X1

Figura 30 — Decomposicao da area de um poligono de 2n + 3 lados

Utilizando (A.7), temos

Aogpiz (X,Xa, ..+, Xopaa) = Aogpit (X, X9, o0y Xop) + Ay (X, X, Xon 11, Xon42) (4.9)
= Nogni1 (X', X0, ., Xon) + Az (X, Xon 11, Xont2) s
sendo
X' = X + Xopt1 — Xonio (A.10)

de acordo com (A.5).

Para prosseguir, precisaremos expressar as derivadas de Az de forma conveniente.

Para isso, notamos que, desta vez, valem as relagoes

1 1
X” — X, = 55 (Al].) Xon+2 — Xop+1 = 55” (A].?)
1 1
x'—x= 55’ (A.13) Xonto — X = §$2n+1 (A.14)
1 1
x—x = 55” (A.15) X" — Xopt1 = §£2n+2 (A.16)
Combinando (A.13) e (A.14) obtemos
aA?) /
Doy 23 (x = Xant2) = =3 (& + &n01) (A.17)
a partir de (A.13) e (A.16), chegamos a
0A; ,
D% = 2J (x2p42 —%x) =J (f - €2n+2) ’ (A.18)
e, por fim, utilizando (A.12),
0A
TXS =2J (X2n+2 - X2n+1) = J£N. (Alg)

Para concluir o argumento, utilizamos a hipétese de inducao, que nos diz que

8A2n+1

= —J¢&: =1,...,2n;
an Eja J ) y 4105

Il _ ¢, (A.20)
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e, entao, oA
2n+3

=-J¢., j=1,...,2n. A21
ox, &, j=1....2n (A.21)

A derivada em relacao aos demais centros fica

/
A _ Olgpy1 Ox i 0As = &y (A.22)

6X2n+1 ox’ Xon+1 8X2n+1

8A2n+3 _ aAZn—f—l ox + aA?) _ _J£2n+2 (A23)

aX2n+2 ox! Xon+2 3X2n+2

aAQn—H’) - aAQn—Q—laiX/ % _ / " __
ox  o0x x * ox = JE+E) = ¢, (A.24)

0 que completa o argumento.

Por fim, queremos discutir o efeito de variacdes nos centros sobre a area do

paralelogramo, isto é, queremos obter
Ay (X +0%,%x1 + 0X1,. .., Xy + 0Xp) . (A.25)

Como vimos neste apéndice, em geral, podemos escrever

N
Angr (%,X1,.xXn) = Y dieX;j A X (A.26)
5,k=0
ara certos coeficientes constantes d,;, e, para fim de indexacdo, convencionamos X, = X.
IR J )

Isso mostra que
Anyg (X +0%,x1 + 01, ..., Xy + 0Xy)

N N N N
= Z dijj N Xy + Z dijj A 0Xy + Z djk5Xj N X + Z deSXj A 0Xp,
7,k=0 7,k=0 7,k=0 7,k=0

N (A.27)
= A1 (X, X1, .., %Xy) + Y djpX; A Oxy
k=0

N
+ Z djk(SXj N Xy + AN+1 (5X, 5X1, ey 5XN) s
J,k=0
Os termos lineares nos 0x; podem ser ainda reescritos de forma conveniente ao observar
que devem coincidir com o termo de ordem 1 da série de Taylor de Ax,; em torno de
(x,%1,...,Xy). Como as derivadas de primeira ordem, pelo menos no caso em que N é

par, sdo dadas por (A.8), obtemos

Ay (x+ 0%, X1 + 0X1,...,Xy + 0Xp)

N (A.28)
=Ans (X, X1,...,xXy) +JE - 0x — ZJEJ - 0X; + Ay (0%, 0%, ..., 0Xy).

J=1
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APENDICE B - Caélculo do termo de area

Utilizando o teorema de Green, mostra-se que a area da regiao envolta por uma

curva fechada v : [a,b] — R? pode ser calculada por

A =5 [ lsrs) — plsals)ds, (B.1)

sendo y(s) = (7(s), 74(5))-

No caso particular da area entre a trajetoria e a corda, decompomos 7y como

Y =1 — Y2 — 73, como ilustrado na figura (31), sendo

Y1 [Ovt/Z] — R2

B.2a
t'—x(t) + ;g(t’) ( )
v2: [0,t/2] — R?
1 (B.2b)
' x(t) — 5g(lt’)
v3: [-1/2,1/2] — R? (B.20)

A x(/2) + ME(E/2)

x- (3)

Figura 31 — Curvas utilizadas para o calculo de A.
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Temos
[ () = (s)als)ds
t/2 1 R o1 1
= (rg8) (a+56) — (4 56) (0 58)
1 o 1. o 1. 1 )
~(p=5%) (1= 56) + (P - 58) (- 56) @ (B3)
12 . .
= [ bl — a6+ i — Pyt
t/2 .
:/ x A€+ ENxdt
0
enquanto
[ () =) ls)ds
/1/2 AG) € — (a-+ X6 &
=— (p+ q+
1/2 P o (B.4)
=£§AX
t/2 .
= EAX+ ENAXd
0
e, entao,
t/2
A= & N xdt’ (B.5)
0

como queriamos demonstrar. Para mais de um grau de liberdade, a formula permanece

idéntica, uma vez que a area simplética € a soma das projecoes sobre os planos coordenados.
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APENDICE C - Simbolo de Wigner da

composicao de operadores

Desejamos mostrar que

1 2n i
Agp - A (x) = W / H dx;A; (X2n) xp ﬁA2n+l (x,x1,. .. >Xj)} (C.1)
j=1

o que sera feito por indugao sobre n. Tendo em vista que o caso n = 1 ja foi feito no texto,

supomos entao o resultado valido para um n qualquer. Logo,

1 ! A ! /L /
Agpia - Ap (x) = 72[1 / dx"dx'Agp o - Aoy (X") Agy -+ Ay (X)) exp |:hA3 (x,x',x ’)}

(mh)
2n+2 ;
= [ dx"dx’ dx;A; (x;)exps — | Az (x,x',x") +
(Wh) (2n+2)d / ]1_[1 J ( ]) p{h[ 3( )
+ Ag (X", Xont1, Xont2) + Dopyr (X', X1, ..., Xoy) } }
(C.2)

Expandindo a soma da area dos triangulos, podemos realizar a integragao sobre

x”, obtemos

2n+4-2
A2n+2 A (x) W /dX H dX] (X]) ) (X — X + Xopt2 — X2n+1)
(mh) j=1 (C.3)

i
X exp {h [x AX+ Xopi1 AXongo + Aopir (X, %4, ,X2n)]}

Vemos entdao que a 0 impoe precisamente a relagao (A.10) e que, portanto, o termo

X AX'+Xo9,11 A Xopyo na fase é simplesmente Ay (X, X, X541, X2n12), em acordo com (A.6).

A integragao sobre x’ pode entao ser imediatamente feita e, utilizando a expressao (A.9),

obtemos
2n+2 -
Agpio- Ay (x) = w/ H dx;A; (x;)exp ! —Aopig (X, X1, .., Xopt2) |

(wh)' R

(C4)

o que completa a demonstracao.
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APENDICE D - Simbolo de Wigner para

formas normais

O problema de encontrar o simbolo de Wigner de um operador hamiltoniano da
forma (5.1) se reduz a encontrar o simbolo de Wigner de 6", sendo 6 = p? + ¢*. Nossa
estratégia ! serd entdo encontrar uma relaciao de recorréncia que permita determinar
0" (p, q) a partir de 0"(p, q). Tendo em vista que o'(p,q) = o(p, q¢) = p* + ¢*, o problema

ficaria entao resolvido.

Para isso, primeiramente observamos que, como 6" é hermitiano, 0" (p, ¢) deve ser
real. Utilizando esse fato, escrevendo 6" = 66", e aplicando a regra de Groenewold (3.42),

chegamos a relagao de recorréncia

2

K
0" (p,q) = <p2 +q¢° — 4V2> o"(p.q), o'(p.q)=o0p.q)=p"+¢ (D.1)

onde V? = 02 + 9. E conveniente agora introduzir novas coordenadas s, ¢, definidas por

p=+/scosd, ¢ =+/ssin¢g, em termo das quais o laplaciano toma a forma
1
VZ =4 (502 +0,) + e (D.2)
0 que nos permite reescrever as relagoes (D.1) como

0" (s, ¢) = [s —R? (s@f + 0 + ig@i)} o"(s,0), ofs,¢)=s. (D.3)

Tendo em vista que Jy0(s, ¢) = 0 e que, da relacdo de recorréncia, vemos que 9,0™(s, ) =
0 = 950" (s,¢) = 0, provamos por indugdo que dg0™(s,¢) = 0 V n, o que elimina a
derivada em relagao a ¢ de (D.3). Isso permite que obtenhamos facilmente os primeiros

termos da sequéncia, que, ja expressos em termos de p, ¢, sao dados por

2
’pq) = (P +¢) - W
. 3
’p.9) = (P + ) =51 (1 +¢°) (D.4)
4 2
o*(p,q) = (p2 - q2> — 14h% (p2 + q2) + 5h*
Vemos entdo que, em geral, 0"(p, ¢) ¢ um polindmio de ordem n em (p? + ¢?), cujo termo

dominante ¢ (p? +¢*)", enquanto os demais termos sao corregdes proporcionais a poténcias

de h.

L Agradeco ao Dr. Cosmas Zachos que gentilmente sugeriu esse método. Sua resposta pode ser encontrada

nesse link.


https://physics.stackexchange.com/questions/689588/what-is-the-wigner-representation-of-left-hatx2-hatp2-rightn
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APENDICE E - Detalhes computacionais

As contas numéricas desse trabalho foram feitas em um computador pessoal
(antigo) rodando Windows 10 com um processador Intel Core i5-4690K (4 threads) e
8GB de memoéria RAM DDR3, sendo os programas escritos em Julia [40], uma linguagem
de programacao cuja divulgacao publica se deu em 2012. No contexto da computacao
numeérica, existe o chamado problema das duas linguas, que ¢ a percepcao de que existem
apenas duas classes de linguagens de programacao — aquelas que sao simples, como
Python, R ou Matlab, e que, por isso, atraem uma imensa base de usudrios, embora sejam
lentas — e aquelas cuja aprendizagem ¢é dificil, mas, em compensacgao, sao rapidas, como
C e Fortran. Uma das propostas de Julia é mostrar que esse tradeoff nao é necessario,
e que desenvolvedores, que se preocupam em escrever programas rapidos e eficientes, e
usuarios, cujo foco é a resolugao de problemas, podem utilizar a mesma linguagem de

programacao e se beneficiar mutuamente.

Os gréficos foram feitos utilizando-se o pacote Plots.jl [41] e CairoMakie.jl [42].

E.1 Funcoes de Wigner

Para o calculo das fugoes de Wigner mostradas nas figuras 16, 18 e 20 diferentes

técnicas foram utilizadas.

Para o oscilador harmonico, a tarefa era simples, uma vez que temos as expressoes
analiticas (3.25).

Para o sistema de Morse, como foi mencionado, constam féormulas exatas para
fungao de Wigner em [38], embora sejam expressas por funcoes de Bessel modificadas
de terceira espécie com ordem complexa, para as quais nao conseguimos encontrar uma
implementacao em Julia. Portanto, utilizamos as fungoes de onda, também presentes nesta

referéncia, para calcular a fungdo de Wigner através de (3.24).

Para o poco duplo, os autoestados e autoenergias nao tem expressao analitica. Logo,
resolvemos a equagao de Schrodinger numericamente e novamente utilizamos (3.24). A
equacao de Schrodinger unidimensional na representacao de posicao com uma hamiltoniana

padrao é dada por
h2
Ey=——0?° Vv E.1
Y= O+ V@), (B.1)
e pode ser resolvida ao introduzir uma grade de pontos xp = x¢o + kAx,k=1,...,Neo

vetor /(") com componentes 1/1,(;}) = 9(z1). Fazendo a aproximacao de diferengas finitas

V(Tpy1) + V(Tp-1) — 29 (1)
Az?

0ptp(wx) = (E.2)
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identificamos a expressio acima como a componente &k do vetor D) /Az?, sendo D uma

matriz N x N dada por

Introduzindo ainda a matriz V™) uma matriz diagonal N x N cujos elementos sio os

V(zx), vemos que (E.1) é, dentro da aproximagao, equivalente a

Ewm:< i

" 2mAg?

D+VWQ¢W, (E.4)

e sua solugao consiste em encontrar os autovetores e autovalores de uma matriz, tarefa

que pode ser rapidamente realizada em qualquer linguagem de programacgao.

E.2 Integrais Simples

Um pacote que foi fundamental para a elaboracao desse trabalho foi o Differentia-
IEquations.jl [43], que fornece diversas funcionalidades relacionadas a solugdo numérica de
equagoes diferenciais. Uma caracteristica prevalente em todas as integrais para o calculo
de médias semiclassicas que constam nesse trabalho é o fato de que a escala da regiao
de integracdo na qual o integrando é significativamente nao nulo varia enormemente com
o tempo térmico # e com o parametro y. Para lidar com essas variagoes em integrais
simples, que foram utilizadas em ambas as aproximacoes semiclassicas do Kerr, bem como
na aproximagao metaplética amortecida para o Morse, reinterpretamos a integral como
um problema de valor inicial a ser resolvido pelo DifferentialEquations.jl, e deixamos
que o adaptative timestepping, que ja vem embutido automaticamente, se adequasse com
o integrando. Essa estratégia, além de uniformizar o cédigo, deixando-o mais simples,

também foi capaz de tornar negligenciavel o tempo de calculo para essas integrais.

E.3 Aproximacido Semiclassica Completa

Aqui, comentamos alguns detalhes computacionais do cédlculo da aproximacao
semiclassica completa, que foi aplicada ao sistema de Morse, bem como mencionamos
alguns pacotes que foram essenciais para sua execugao. A chave, é ser capaz de resolver o
sistema de equagoes diferenciais especificado por (4.45), (4.47) e (4.48) de maneira eficiente.
Primeiramente, observamos que esse problema envolve ntimeros (a area euclidiana AF),

vetores (x e y) e matrizes (os jacobianos). Para representar todas essas quantidades por
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um unico objeto facilmente manipulavel, utilizamos o pacote ComponentArrays.jl. Além
disso, para vetores pequenos, como o caso de X e y, a maioria das operacoes fica mais
rapida ao construi-los como uma StaticArray, o que pode ser feito através do uso do pacote

StaticArrays.jl.

As fungbes que definem a equagao diferencial (4.48) envolvem o produto dos
jacobianos de dy/df = —0H/0x e dx/df = OH /0y com as matrizes dy/0X e 0x/0X, e
sao mais rapidamente avaliados como produtos jacobiano-vetor, um para cada coluna. Isso
ocorre pois podemos utilizar o pacote SparseDiffTools.jl para avaliar esse produto através

de diferenciacao automatica, nao sendo necessario construir explicitamente os jacobianos.

O pacote DifferentialEquations.jl ainda oferece funcionalidades que permitem
implementar facilmente a interrupc¢ao da solucao apds o cruzamento de cdusticas, através
das Callback Functions, além da solucao, em paralelo, da mesma equagao diferencial,
alterando-se, apenas, as condigoes iniciais, através das Parallel Ensemble Simulations, o

que é necessario para a construcao dos valores esperados termodindmicos (4.49).

Para um sistema genérico, especialmente com mais de um grau de liberdade,
supomos que as integrais (4.29) podem ser calculadas por algum método Monte Carlo.
Entretanto, para o sistema de Morse, a melhor forma que encontramos foi, depois de uma
mudanca de variaveis, realizar uma quadratura gaussiana. Primeiramente, lembramos que

a regiao de integracao, em unidades com w = h = 1, é dada por

R= {<p,q> e R?

1 2 1
24— (1-e) < — E.
Xp +-4X( ™) I (E.5)

Logo, introduzindo as novas varidveis P = 2yp e Q = 1 — e~ ¢, obtemos
R={(P.Q) e | P+ ¢ <1)
:{Qi@)eR2 Qe(—LD;Pe<—¢1—Qa¢1—Qﬂ},

expressao esta que é ainda mais simplificada ao definir P = P /v/1 — @2, tornando-se

(E.6)

R={(P.Q)eR* | Qe (-1,1); Pe(-1,1)}. (E.7)

A transformacao inversa é entao
5 P
p=VI—@
X
¢=-In(1-0Q)

op.q) 1 [1+Q
det AP0 n\1-q’ (E.9)

sendo, a menos de uma constante, precisamente a funcao peso da quadratura de Gauss-

e seu determinante jacobiano é

Chebyshev de 3% espécie. Utilizamos entao essa quadratura para a integral em @), enquanto


https://github.com/jonniedie/ComponentArrays.jl
https://github.com/JuliaArrays/StaticArrays.jl
https://github.com/JuliaDiff/SparseDiffTools.jl
https://diffeq.sciml.ai/stable/features/callback_functions/
https://diffeq.sciml.ai/stable/features/ensemble/
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que, para a integracao em P, utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre, sendo os pesos e
nés correspondentes calculados através do pacote FastGaussQuadrature.jl. Uma vantagem
da integracao gaussiana é que os pontos de integragdo nao dependem de #, de forma que,
ao calcular as trajetorias relevantes até um tempo 6, obtemos toda a informacao necessaria
para a obtencao das médias termodinamicas para qualquer valor 6/ < #. Observamos
ainda que, devido as simetrias dos sistemas cuja hamiltoniana é da forma padrao (6.1), os
integrandos sao funcgdes pares em p, o que diminui a regiao no qual é necessario realizar a
integracdo. No nosso caso, truncamos os nos e os pesos da quadratura de Gauss-Legendre
de forma a s6 incluir nés positivos, o que diminui a quantidade de pontos utilizados pela

metade.

Para o sistema de Morse, utilizamos tolerdncias bastante altas (107! para a relativa
e 1072 para a absoluta), que foram suficientes para a obtengdao dos resultados para o
capitulo 6. Com essas tolerancias, o algoritmo de solu¢do mais rapido que encontramos
foi BS3() - método de Bogacki-Shampine 3/2 [44]. Este algoritmo j& vem predefinido no
DifferentialEquations.jl.

Com a nossa técnica de integracao, a quantidade de pontos necessaria para assegurar
convergéncia das integrais aumenta quando 6 cresce ou y diminui. Para gerar resultados
equivalentes aos graficos da figura 24, com 6 tomando 300 valores igualmente espacados
entre 1073 e 7e x = 5x 1073, um caso extremo, precisamos utilizar uma grade de integracao

com 200 x 400 = 8 x 10* pontos, e o calculo leva aproximadamente 13s.

De longe, o resultado mais custoso deste trabalho foi o calculo dos valores esperados
semiclassicos para a construcao dos heatmaps dos erros relativos, como na figura 25a. A
energia foi calculada em uma grade de parametros igualmente espagada com 300 x 300
pontos, com @ variando de 1072 a 5 e y variando de 5 x 1072 a 0.12. Para assegurar
convergéncia das integrais, foi necessario o uso de 75 x 150 = 11250 pontos, e o calculo

levou aproximadamente 8min30s.


https://github.com/JuliaApproximation/FastGaussQuadrature.jl
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