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Resumo

Nesse trabalho, consideramos um meio dielétrico não-linear circundando um objeto

compacto estático, carregado e esfericamente simétrico, cujo campo gravitacional seja

dado pela Relatividade Geral (RG). Através do método das descontinuidades de

Hadamard, resolvemos o sistema de equações associado, de forma a obter as geometrias

efetivas que descrevem a propagação da luz no meio. Consideramos um fundo

gravitacional fixo, tal que nos limitamos a analisar a situação a baixas energias. Como

consequência do efeito de birrefringência, obtemos duas geometrias efetivas associadas às

polarizações da luz. Com isso, as trajetórias posśıveis para os raios de luz foram descritas

através de geodésicas nessas geometrias efetivas. Analisamos algumas consequências

dessas geometrias na propagação da luz, com relação as previsões do campo gravitacional

de fundo, que incluem correções no desvio para o vermelho e na deflexão da luz gerada

pelo objeto compacto. Mostramos que o campo eletromagnético de fundo polariza o meio

material, tal que diferentes polarizações da luz são distinguidas por diferentes correções

nessas quantidades. Como consequência, temos duas trajetórias posśıveis para a luz nesta

configuração, que coincidem se o campo eletromagnético for nulo ou se a permissividade

for constante. Mostramos que a métrica efetiva associada à polarização negativa, para

uma dada dependência da permissividade do dielétrico, é conformalmente plana.

Palavras-Chave: gravitação, geometria efetiva, eletrodinâmica, meios dielétricos



Abstract

In this work, we have considered a nonlinear dielectric medium surrounding a static, charged, and

spherically symmetric compact body whose gravitational field is described by General Relativity

(GR). Considering the method of Hadamard discontinuities, we solved the associated system of

equations in order to obtain the effective geometries that describe the propagation of light

inside the medium. We considered a fixed background, so we limited ourselves to analyze this

situation at low energies. Due to the birefringence effect, we obtained two effective geometries

associated with each polarization of light. The possible paths for the light rays were described

by geodesics in these effective geometries. We analyzed some consequences of these geometries

in the propagation of light, which includes corrections on the gravitational redshift and on the

gravitational deflection of light. We have shown that the background electromagnetic field

polarizes the material medium, so that different polarizations of light are characterized by

different corrections on these quantities. Consequently, there are two possible paths for the

light ray in this configuration, which coincide if we turn off the electromagnetic field or if the

permittivity is constant. We have shown that the effective metric associated with the negative

polarization is conformally flat, for a given dependence of the dielectric permittivity.

Keywords: gravitation, effective geometry, electrodynamics, dielectric medium
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2.4 Gráfico do potencial efetivo seguido pela luz no fundo de Reissner-Nordstrom
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o gráfico para o potencial de Schwarzschild se assemelha a parte instável do

potencial de R-N, mostrada no campo superior direito da figura. Fonte: imagem
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Notação e Convenções

• A velocidade da luz no vácuo é assumida de forma a apresentar o valor c = 1, exceto nos

casos em que este śımbolo aparecer explicitamente indicado.

• A notação ”; ” indica uma derivada covariante no espaço Riemanniano, enquanto que a

derivada usual é representada por ”, ” .

• O tensor de projeção é definido pela relação hµν = gµν − vµvν e o delta de Kronecker é

representado por δµν .

• Definimos ηλγβσ = − 1√
−g

ϵλγβσ como sendo proporcional ao tensor de Levi-Civita e ao

determinante g da métrica. Consideramos que

ηατγληµρωβ = −det


δαµ δαρ δαω δαβ

δτµ δτρ δτω δτβ

δγµ δγρ δγω δγβ

δλµ δλρ δλω δλβ

 . (1)

• Chamamos de LF e LG as derivadas parciais da lagrangeana L(F,G) com relação aos

invariantes F e G, respectivamente.

• Consideramos a notação para as derivadas parciais Ā =
∂A

∂E
e A′ =

∂A

∂H
.

• A assinatura do espaço-tempo é dada por (+,−,−,−). Para um vetor tipo-espaço

arbitrário Xµ = (0, X⃗) definimos seu módulo pela relação X = (−XµXµ)
1/2, tal que

ele possui vetor unitário X̂ = X⃗/X.

• Para duas quantidades X e Y arbitrárias, denotamos seu produto escalar XµYµ seguindo

a notação (X.Y ).

• Para o espaço-tempo de fundo, escrevemos as componentes da métrica considerando

ı́ndices latinos (por exemplo, gtt, grr,...). Já para a métrica efetiva, consideramos ı́ndices

numéricos, i.e, ĝ00, ĝ11, etc.



Introdução

A Teoria de Relatividade Geral [28, 30, 34, 35, 98, 99] revolucionou a forma como lidamos com as

demais interações f́ısicas. Ela propôs a possibilidade de eliminarmos a aceleração gravitacional

a partir de uma modificação na estrutura geométrica do espaço-tempo, mostrando que todos

efeitos gravitacionais poderiam ser equivalentemente descritos em termos de uma modificação

na métrica de fundo. Dessa forma, na ausência de outras interações, um corpo acelerado

pela interação gravitacional poderia ser descrito por um corpo livre, seguindo uma geodésica

nessa nova geometria. Devido a natureza universal da gravitação, essa proposta acarretou na

existência de um único espaço-tempo no qual todos os corpos estão sujeitos a se propagar. Como

consequência, surgiu uma questão na f́ısica moderna: é posśıvel descrever as demais interações

por meio de uma modificação na estrutura métrica do espaço-tempo?

Sabemos que motivado em tentar unificar a interação gravitacional com a interação

eletromagnética, Herman Weyl [100] acabou desenvolvendo o que conhecemos hoje como Teorias

de Calibre [89]. Essas, foram responsáveis pelo desenvolvimento de uma das teorias f́ısicas mais

relevantes que conhecemos atualmente, o Modelo Padrão de Part́ıculas [44, 91]. No entanto,

esta tentativa de unificação com a interação gravitacional não foi bem sucedida e esse modelo

não inclúı a gravitação, sendo ela tratada por uma teoria a parte. Não obstante, os f́ısicos

permaneceram motivados em tentar associar o arcabouço matemático da Relatividade Geral

com as demais interações. Nesse contexto, desenvolveu-se um ramo da f́ısica chamado de Metric

Relativity [79]. Neste ramo, assume-se a possibilidade de diferentes fenômenos gerados por

uma dada interação estarem associados a diferentes geometrias efetivas. Em contraste com a

Relatividade Geral, essas geometrias não são universais nem estão unificadas, pois dependem da

caracteŕıstica da força e da cinemática do corpo. Seu único objetivo seria eliminar a ação

das diversas forças por meio do desenvolvimento de uma métrica efetiva, de forma similar

ao mecanismo apresentado pela Relatividade Geral. Nessa teoria, ao invés de termos forças

agindo sobre uma part́ıcula situada em uma geometria de fundo, temos part́ıculas livres seguindo

geodésicas em uma dada geometria efetiva [17, 23, 60, 66, 70]. Essa descrição não é indispensável.

No entanto, em dadas situações, permite abordarmos os problemas de uma forma simplificada.
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Em 1923, Gordon [41, 68] desenvolveu o primeiro modelo de geometria efetiva baseado

na propagação da luz dentro de um meio dielétrico em movimento, com permissividade elétrica

ϵ e permeabilidade magnética µ constantes. Ele mostrou que a relação de dispersão da luz pode

ser dada por ĝµνkµkν = kµkµ, onde k
µ = (ω, q⃗) representa o quadrivetor de onda, cujas projeções

espacial e temporal são, respectivamente, dadas pelo vetor de onda q⃗ e pela frequência angular

ω. A métrica efetiva obtida foi

ĝµν = γµν + vµ vν(µϵ − 1) , (2)

dado que a geometria de fundo gµν é descrita pela métrica de Minkowski γµν em coordenadas

arbitrárias e vµ representa a velocidade do observador com relação ao meio. Com isso, a relação

de dispersão prevê que a luz se propaga seguindo geodésicas tipo-nulas kµkµ = 0 na geometria

efetiva (2), não na geometria de fundo.

Desde então, diversos autores generalizaram a métrica de Gordon de forma a englobar

meios materiais mais gerais, ao considerar que a permissividade ou a permeabilidade possam

depender da intensidade dos campos elétrico e magnético [6, 17]. Existem casos em que foi

posśıvel obter uma geometria efetiva para situações onde estas possam depender não só da

intensidade, mas também da direção dos campos [20, 22, 23, 25]. Para ambos, as equações de

Maxwell precisam ser complementadas por relações constitutivas

Dα = ϵβα(E
µ, Hµ)Eβ (3)

Bα = µβ
α(E

µ, Hµ)Hβ , (4)

que relacionam as componentes dos campos eletromagnéticos externos Eµ, Bµ com as

componentes das suas induções Dµ, Hµ. Os meios que não dependem da direção dos campos

são chamados de meios isotrópicos

ϵβα(E
µ, Hµ) = ϵ(E,H)(δβα − vβvα) (5)

µβ
α(E

µ, Hµ) = µ(E,H)(δβα − vβvα) , (6)

enquanto os que dependem são chamados de anisotrópicos. Dado essas relações, o sistema de

equações torna-se não-linear. Em todos esses trabalhos foi considerado a aproximação da óptica

geométrica, tal que foi posśıvel negligenciar efeitos dispersivos no pacote de ondas. Além disso,

foi considerado uma onda monocromática, afim de evitar ambiguidades com respeito a definição

da velocidade de onda v2 = ω2/|q⃗|2.
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No contexto de teorias de eletrodinâmica não-linear (ENL), uma descrição de

geometria efetiva também aparece se considerarmos o limite da óptica geométrica em ondas

eletromagnéticas. De tal forma que esses resultados podem ser generalizados para uma

lagrangeana não-linear L(F,G) que dependa dos invariantes de calibre F,G do campo

eletromagnético. Foi obtido [26, 69, 71] que a geometria efetiva para uma dada teoria de

eletrodinâmica não-linear é descrita pela métrica efetiva

ĝµν± = gµν +∆±F
µ
αF

αν , (7)

onde definimos que

∆± =
−LF (LGG + LFF ) + 2F (LFFLGG − L2

FG)±
√
δ

2[G2(LFFLGG − L2
FG) + 2LF (LGGF − LFGG)− L2

F ]
,

δ = [2F (LFFLGG − L2
FG) + LF (LGG − LFF )]

2 + [2G(LFFLGG − L2
FG)− 2LFLFG]

2 .

Nesse caso, a geometria efetiva é constrúıda considerando a auto-interação dos campos,

representada por ∆±, que no caso de Maxwell (LF = const., LG = 0) se anula. No

exemplo anterior, foi a introdução de um meio material que gerou a geometria efetiva, mesmo

considerando a teoria de Maxwell. A relação de dispersão associada à equação (7) permite

a existência de dois modos de propagação, um para cada polarização da luz. Isso reflete o

fato de que, em geral, teorias não-lineares do eletromagnetismo produzem um fenômeno de

birrefringência. Esse fenômeno também surge se consideramos meios materiais não-lineares [18].

Propostas de extensão da eletrodinâmica de Maxwell estão associadas à introdução de

termos não-lineares na lagrangeana L(F,G), que buscam simular efeitos induzidos por diferentes

processos f́ısicos não explicados pela teoria de Maxwell. Por exemplo, podemos lidar com o

vácuo quântico como se fosse um meio clássico. Esse meio induz modificações nas equações de

movimento descritas em termos das não-linearidades do campo. Desta forma, podemos descrever

classicamente os efeitos de polarização do vácuo, previstos pela Eletrodinâmica Quântica. A

teoria de Euler-Heisenberg [50, 69] é uma proposta conhecida que descreve esse fenômeno a

baixas frequências, sendo representada pela lagrangeana

LEH = −F

4
+

µ

4

(
F 2 +

7

4
G2

)
, (8)

com

µ =
8

25
α2

(
ℏ

mec

)3 1

mec2
, (9)
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onde α representa a constante de estrutura fina. Sabe-se experimentalmente que efeitos de

polarização do vácuo aparecem quando é produzido um campo eletromagnético muito intenso em

uma dada região do espaço (cerca de E ≈ 1, 3×1018 V/m eB ≈ 4, 4×1013 Gauss). Esse fenômeno

está associado a criação e aniquilação de pares de elétrons e pósitrons, que momentaneamente se

atraem polarizando o vácuo. Por meio da geometria efetiva (7), o fenômeno de birrefringência é

descrito por duas métricas efetivas e é posśıvel calcular as velocidades de propagação associadas

aos estados de polarização do vácuo. Experimentalmente, foi desenvolvido um método em 1979

por Iacoppini e Zavattini [51] para se detectar a birrefringência induzida no vácuo e, em seguida,

o experimento PVLAS [2] obteve sucesso em detectar esse fenômeno.

Em contraste, podemos citar outra teoria de eletrodinâmica não-linear que ficou

amplamente conhecida na literatura, por ser a única teoria de ENL que não prevê fenômenos

de birrefringência. A teoria de Born-Infeld [8, 84], diferentemente do caso anterior, tem como

objetivo limitar o valor máximo do campo elétrico de uma carga pontual, de forma que a

densidade de energia associada a esta passa a ser finita, em contrapartida com as previsões da

teoria de Maxwell. A lagrangeana de Born-Infeld é descrita por

LBI = b2

(
1−

√
1 +

F

2b2
− G2

16b4

)
. (10)

Para esta lagrangeana, temos apenas uma métrica efetiva associada a um único modo de

propagação da luz [69].

Desde 1980, várias aplicações das teorias ENL foram propostas no contexto da

gravitação e no âmbito da cosmologia, motivando pesquisadores a questionar como a não-

linearidade das equações de campo afetam aspectos espećıficos da gravitação, como o estudo

de buracos negros e de objetos compactos. Por exemplo, dado o tensor de energia-momento de

uma teoria de ENL [69]

Tµν = −4LFF
α

µ Fαν − (L−GLG)gµν , (11)

podemos considerar as equações de Einstein com o objetivo de desenvolver modelos cosmológicos

ou estender soluções conhecidas da RG, como as soluções de Reissner-Nordstrom e Kerr-

Newman. Diversas pesquisas foram realizadas nesse sentido [1, 27, 32, 40, 65, 75, 76, 92,

101]. Outras, considerando essas generalizações, estudaram propriedades como estabilidade

e termodinâmica de buracos negros [10, 12, 14, 37, 46, 72]. No que tange o estudo do movimento

geodésico de part́ıculas tipo-luz e tipo-tempo, sabemos que part́ıculas massivas obedecem as

equações de Einstein e tem suas trajetórias ditadas pela geometria de fundo (associada ao

tensor de energia-momento da teoria de ENL). Em contrapartida, as trajetórias tipo-luz seguem

iv



geodésicas na geometria efetiva (7), que impõe correções à geometria de fundo e prevê fenômenos

de birrefringência em espaços-curvos [16]. No contexto da ENL, esse fenômeno acontece devido

a autointeração entre a radiação eletromagnética e o campo eletromagnético de fundo.

Atualmente, sabemos que basta que uma teoria de campos seja não-linear para

podermos abordar o problema a partir de uma geometria efetiva [79]. Essa abordagem também

é considerada, por exemplo, para tratar campos escalares e campos de spin, não sendo necessário

restringir seu uso ao eletromagnetismo [7, 67, 77]. Uma técnica comumente usada nesse processo

é o formalismo das descontinuidades de Hadamard [47, 80], o qual abordaremos no caṕıtulo 1

desta tese de mestrado. No contexto das teorias de geometria efetiva, surgiu uma proposta

conhecida como Dynamical Bridge, baseada na equivalência dinâmica entre diferentes teorias.

Quando satisfeita, duas teorias distintas são vistas como diferentes linguagens que representam

um mesmo fenômeno. Essa ponte dinâmica entre diferentes teorias que, sob algumas restrições,

são equivalentes, motivou a construção dos chamados Modelos Análogos Gravitacionais.

Na última década, muitos estudos envolvendo modelos análogos gravitacionais foram

publicados [4, 5, 19, 24, 36, 73, 74, 83]. Estes, se concentram nas áreas da eletrodinâmica

e meios materiais não-lineares; acústica; hidrodinâmica e sistemas de matéria condensada.

Até o momento, essa analogia se limita aos aspectos perturbativos, restringindo os modelos

à propagação das excitações dos campos (fótons/quasipart́ıculas) através de um meio material

e buscam descrever modelos cujas trajetórias na geometria efetiva sejam idênticas ou ao menos

similares a soluções espećıficas da Relatividade Geral. Essas propostas são interessantes para

o estudo de propriedades cinemáticas de situações astrof́ısicas em escalas muito menores, que

possam ser analisadas experimentalmente em laboratórios [31, 33, 53, 61, 95–97].

Os modelos análogos gravitacionais desenvolveram um forte arcabouço teórico e

se tornaram a aplicação do método da geometria efetiva mais conhecida na literatura.

Modelos eletrodinâmicos em meios materiais estudaram fenômenos de birrefringência e

permitiram abordar através da geometria efetiva diferentes fenômenos ópticos conhecidos

experimentalmente. Por exemplo, a birrefringência uniaxial, que é um fenômeno bastante

conhecido em cristais e materiais que apresentam um eixo óptico. Este fenômeno também

pode ocorrer artificialmente como um efeito induzido em meios materiais, quando um campo

externo é aplicado em um meio com propriedades eletromagnéticas não-triviais. Dentre os

tipos de birrefringência conhecidos na literatura, podemos citar: I- Efeito Pockels; II- Efeito

Kerr; III- Efeito Cotton-Mouton e IV- Efeito Jones. O primeiro e o segundo fenômenos são

gerados na presença de um campo elétrico externo quando a permissividade elétrica ϵ(E)

possúı, respectivamente, uma dependência linear ∝ E na intensidade do campo elétrico ou
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uma dependência quadrática ∝ E2. O terceiro fenômeno é considerado um análogo magnético

do segundo e está associado a uma permeabilidade magnética µ(B) com dependência quadrática

na intensidade do campo magnético ∝ B2. Já o quarto está associado a uma permissividade

(ou permeabilidade) que possa depender do produto entre as intensidades dos campos elétrico

e magnético ∝ E⃗.B⃗ . Esses fenômenos [3, 43, 54, 56, 58] foram amplamente verificados

experimentalmente [57, 81, 87, 88] e estudados por meio da técnica da geometria efetiva

[18, 21, 25]. O interesse em reescrevê-los usando essa técnica se concentrou no desenvolvimento de

modelos análogos gravitacionais, já que estes podem estar associados ao surgimento de horizontes

ópticos.

De forma complementar, o efeito de birrefringência é usado como uma técnica para

investigar propriedades de sistemas e pode ser controlado experimentalmente através da

intensidade do campo eletromagnético externo. Dados mostram, inclusive, que este pode ser

considerado uma ferramenta em estudos astrof́ısicos [38]. Nesse contexto, no que tange o estudo

de objetos astrof́ısicos, surgem diversas questões em aberto a respeito das aplicações do fenômeno

de birrefringência em espaços-curvos:

• Podeŕıamos distinguir posśıveis efeitos de birrefringência associados a teorias de ENL de

efeitos provenientes de meios materiais não-lineares em espaços-curvos?

• Seria posśıvel estudar propriedades de meios materiais a distâncias astrof́ısicas por meio

de fenômenos de birrefringência em espaços-curvos? O que seria posśıvel inferir a partir

deste fenômeno?

• Um observador na Terra poderia determinar a dependência ϵ(E) de um meio conhecendo

como a geometria efetiva altera a propagação da luz em um espaço-curvo?

• Quais são as limitações teóricas e fenomenológicas do estudo de meios materiais não-

lineares situados em um espaço-curvo?

Motivados por essas questões, desenvolvemos nesta tese de mestrado um modelo teórico que

busca exemplificar o problema. Ressaltamos que essa foi a primeira proposta, considerando a

técnica da geometria efetiva, que busca estudar a propagação da luz em meios materiais não-

lineares situados em um espaço-curvo. Para isso, utilizamos o arcabouço teórico desenvolvido

pelos chamados modelos análogos gravitacionais, propondo uma aplicação diferente da que é

usualmente feita na literatura. Além disso, o modelo proposto pode ser generalizado de forma

a descrever um meio material não-linear arbitrário em qualquer espaço-curvo de fundo, não se

restringindo a análise realizada nesta tese.
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Consideramos um meio com propriedades dielétricas não-triviais, que possua

permeabilidade magnética constante µ e permissividade elétrica ϵ(E). Nos restringimos a

analisar como a propagação da luz é alterada em um espaço-tempo de Reissner-Nordstrom

(R-N), tal que o campo elétrico externo seja dado por essa solução. Supomos que a massa do

meio material seja muito menor que a massa do objeto compacto, de tal forma que seja posśıvel

negligenciá-la e idealizar um fundo gravitacional fixo. Essa suposição restringe nossa análise a

baixas energias. Para altas energias, é necessário saber a forma do tensor de energia-momento

que descreve o meio não-linear, o que não é conhecido na literatura. Portanto, uma limitação

teórica dessa proposta consiste em analisar o problema a baixas energias1.

A tese é organizada como se segue. No caṕıtulo 1, revisamos a bibliografia e os

fundamentos matemáticos por trás do estudo de fenômenos de birrefringência em um meio

material não-linear situado sob um espaço-curvo. No segundo caṕıtulo, revisamos a solução de

R-N e calculamos como uma solução esfericamente simétrica arbitrária altera a propagação da

luz, dado suas componentes da métrica. No terceiro caṕıtulo, consideramos um meio dielétrico

não-linear no espaço-tempo de R-N e obtemos as correções associadas à propagação da luz.

Em seguida, analisando dois casos particulares da dependência ϵ(E) e resolvemos o problema

considerando o limite de campos fracos, afim de compararmos os nossos cálculos com resultados

conhecidos na literatura para teorias de ENL [16]. Por fim, conclúımos com os nossos resultados

e perspectivas futuras [45].

Esperamos que correções devido a presença de um meio material sejam mais relevantes

do que as correções previstas pela teoria de Euler-Heisenberg. Obtemos que este modelo é capaz

de determinar propriedades dielétricas do meio material, mesmo a distâncias astrof́ısicas, a partir

de correções lineares no desvio para o vermelho e no ângulo de deflexão da luz. Essas correções

são proporcionais a constante de Pockels, de forma que um observador assintótico poderia

inferir caracteŕısticas do meio material a partir de tabelas de dados experimentais conhecidas

na literatura. Em contrapartida, não acreditamos que seja posśıvel o observador determinar a

dependência ϵ(E) a partir de dados fenomenológicos, tendo em vista que dependências de ordens

superiores no campo elétrico se tornam irrelevantes no limite de campos fracos, o que acarretaria

em uma limitação fenomenológica para um observador distante do corpo massivo.

1Na maioria das situações astrof́ısicas, não é posśıvel determinar a forma do tensor de energia-
momento Tµν envolvido no processo. Este é um consenso na literatura, que é muitas vezes contornado se
considerarmos teoria de perturbação no tensor de energia-momento Tµν do fundo gravitacional, afim de
estipular correções devido a presença de outro corpo compacto ou de um meio material [11, 13, 90]. Para
a proposta desta tese, um fundo fixo é o suficiente para enumerarmos como um meio não-linear pode
alterar a propagação da luz em um espaço-curvo.
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Caṕıtulo 1

Eletrodinâmica em meios materiais

A eletrodinâmica de Maxwell é um caso particular de uma classe de teorias que descrevem a

dinâmica do campo eletromagnético [69]. Ela é representada matematicamente por meio de um

funcional chamado de Lagrangeana, que deve ser invariante de calibre sob ação do grupo de

simetria1 U(1) e tem como ingredientes fundamentais os invariantes

F = FµνFµν (1.1)

G = FµνF̃µν , (1.2)

associados às contrações do tensor de campo Fµν e do seu dual F̃µν . Estes dependem do

potencial de calibre Aµ = (ϕ, A⃗) de acordo com as definições

Fµν = Aµ,ν −Aν,µ (1.3)

F̃µν =
1

2
ηµναβFαβ . (1.4)

Essas definições são válidas tanto para o espaço plano quanto para um espaço-curvo, tendo em

vista que a conexão afim do espaço de Riemann é simétrica. O tensor de campo é o elemento

fundamental por trás das teorias que descrevem a eletrodinâmica e é constrúıdo de forma que

seja um invariante de calibre.

Podemos decompor o tensor de campo Fµν e seu dual F̃µν em termos de um campo

de observadores vµ normalizado vµvµ = 1. Sabemos que os campos elétrico e magnético são

medidos, respectivamente, a partir das relações Fµνv
ν = Eµ e F̃µνv

ν = Bµ, e que eles são tipo-

1Veja, por exemplo, [39].
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espaço Eµv
µ = Bµv

µ = 0, tal que seus módulos são descritos por E2 = −EµEµ e B2 = −BµBµ.

Dado essas definições, é posśıvel decompor os tensores como [69]

Fµν = Eµvν − Eνvµ + η ρσ
µν vρBσ (1.5)

F̃µν = Bµvν −Bνvµ − η ρσ
µν vρEσ , (1.6)

tal que Eµ e Bµ representam as componentes dos vetores campo elétrico e magnético,

E⃗ = −∇ϕ

B⃗ = ∇× A⃗ . (1.7)

Dessa forma, a representação matricial do tensor de campo e do seu dual é dada por

Fµν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 , F̃µν =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex

−Bz −Ey Ex 0

 (1.8)

e os invariantes de calibre são descritos pelas relações G = −4E⃗.B⃗ e F = 2(B2 − E2).

Em geral, descrevemos uma teoria do eletromagnetismo através de uma lagrangeana

L(F,G) arbitrária, cuja ação

S =

∫ √
−g L(F,G) d4x , (1.9)

tem associada as equações de campo

(LFF
µν + LG F̃µν);ν = 0 (1.10)

F̃µν
;ν = 0 . (1.11)

As equações (1.11) são conhecidas como identidades de Bianchi e independem da Lagrangeana

considerada, pois surgem unicamente devido a forma do tensor de campo (1.3) e refletem uma

condição de integrabilidade dada pelo lema de Poincaré2. No caso de uma teoria linear em que

a Lagrangeana só dependa do invariante F , obtemos as equações de Maxwell no vácuo. Estas

serão dadas por

Fµν
;ν = 0 , (1.12)

2i.e, dado que F = dA temos dF = 0.
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e pelas identidades de bianchi (1.11). Se incluirmos na Lagrangeana termos de matéria, obtemos

que a equação (1.12) é alterada para

Fµν
;ν = jµ , (1.13)

onde jµ = {ρ, j⃗} representa o quadrivetor corrente, tal que sua primeira componente é a

densidade de carga elétrica e a segunda é a densidade de corrente elétrica. Pela antissimetria

do tensor de campo, a corrente é conservada, isto é jµ;µ = 0. Sabemos que toda simetria

cont́ınua gera uma corrente conservada de Noether [59, 63, 89]. Portanto, essa relação é uma

consequência da invariância de calibre, e descreve a conservação da corrente de Noether associada

às transformações (locais) de calibre. As equações de Maxwell também são invariantes por

transformações globais de coordenadas, dadas pelo grupo de Poincaré, tal que também temos

uma corrente conservada de Noether associada à conservação do tensor de energia-momento,

definido como

Tµν =
2√
−g

δ(
√
−gL)

δgµν
. (1.14)

Para a eletrodinâmica de Maxwell, encontramos

Tµν = FµαF
α
ν +

1

4
gµνFαβF

αβ , (1.15)

tal que esse tensor pode ser decomposto considerando um campo de observadores vµ através da

relação

Tµν = ρ vµvν + p hµν + q(µvν) + πµν , (1.16)

onde definimos a densidade de energia do campo eletromagnético ρ, o fluxo de calor qµ e as

pressões isotrópica p e anisotrópica πµν pelas relações [69]

ρ = (E2 +B2)

p =
ρ

3

qλ = η µρσ
λ EµvρBσ

πµν = −EµEν −
1

3
E2hµν −BµBν −

1

3
B2hµν . (1.17)

Notamos que o fluxo de calor qµ e a pressão anisotrópica πµν são tipo-espaço, i.e, ortogonais ao

campo de observadores vµ, e a pressão anisotrópica possui traço nulo πµ
µ = 0.

As equações (1.11) e (1.13) descrevem as equações de Maxwell na presença de fontes.

Por representarem uma teoria linear, valerá o prinćıpio da superposição para as soluções destas

equações. No caso mais geral, descrito por um sistema de equações não-lineares, a soma de duas

3



soluções não será mais uma solução. Trabalharemos o resto desse caṕıtulo com as equações de

Maxwell em meios materiais, o que requer uma modificação nestas equações. A introdução de

um meio material acarreta em um sistema de equações que é, em geral, não-linear.

1.1 Campos em meios materiais

Meios materiais são constitúıdos por moléculas, que por sua vez são constitúıdas por átomos.

Podemos ter dois tipos de moléculas, as polares e as apolares, tal que no primeiro tipo há a

formação de um dipolo elétrico intŕınseco e no segundo pode haver a formação de um dipolo

elétrico induzido, caso haja um campo elétrico externo. O momento de dipolo elétrico p⃗ é

definido como

p⃗ = ql⃗ , (1.18)

onde l⃗ é a distância entre as duas cargas que constituem o dipolo. Para observações

macroscópicas, o que será fisicamente relevante é a média dos campos em um grande volume

comparado ao volume ocupado por átomos e moléculas. A polarização de um meio é obtida

através da orientação dos seus dipolos elétricos microscópicos p⃗i, tal que o vetor de polarização

é uma quantidade macroscópica representada por

P⃗ = lim
∆V→0

1

∆V

∑
i

p⃗i . (1.19)

Esta, mede o número de dipolos elétricos por unidade de volume V . Considerando a definição

acima, definimos o vetor deslocamento elétrico D⃗ através da fórmula

D⃗ = ϵ0E⃗ + P⃗ , (1.20)

onde ϵ0 representa a permissividade elétrica do vácuo. Podemos, em geral, representá-lo por

meio da relação tensorial

Dα = ϵβα(E
µ, Hµ)Eβ , (1.21)

onde ϵβα representa o tensor permissividade elétrica, que pode depender da direção dos campos

eletromagnéticos aplicados sob o meio material. Na forma matricial, essa relação é descrita por
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0

Dx

Dy

Dz

 =


0 0 0 0

0 ϵ22 ϵ23 ϵ24

0 ϵ32 ϵ33 ϵ34

0 ϵ42 ϵ43 ϵ44




0

Ex

Ey

Ez

 . (1.22)

Meios isotrópicos são um caso particular onde vale a definição (5), tal que a relação acima se

reduz a Dα = ϵ(E,H)Eα . Com isso, a matriz permissividade se torna diagonal, de forma

que sobrevivem apenas os elementos ϵ22, ϵ33, ϵ44 e eles são iguais ϵ22 = ϵ33 = ϵ44 = ϵ(E,H).

Portanto, a polarização não depende da direção dos campos eletromagnéticos, apenas dos seus

módulos. Em geral, assumimos a possibilidade de que a polarização dependa da direção dos

campos e que essa matriz não seja diagonal. Meios materiais onde a polarização depende da

direção dos campos são chamados de meios anisotrópicos.

Analogamente, meios magnéticos podem passar por um fenômeno semelhante. Tendo

em vista que os átomos possuem elétrons orbitando os seus núcleos, quando submetidos a

um campo magnético externo podem formar um dipolo magnético induzido. Além disso, os

próprios elétrons tem uma propriedade chamada de spin, que é considerado uma espécie de dipolo

magnético intŕınseco. No entanto, embora possamos construir essa ponte entre os casos elétrico

e magnético, não existe uma definição análoga para o vetor momento de dipolo magnético m⃗

em comparação com a definição do momento de dipolo elétrico p⃗. Ainda assim, em determinado

volume V , podemos descrever o estado de polarização magnética do meio por uma quantidade

macroscópica conhecida como polarização magnética M⃗ , dada por

M⃗ = lim
∆V→0

1

∆V

∑
i

m⃗i . (1.23)

Esta, desempenha no magnetismo um papel semelhante ao que a polarização elétrica desempenha

na eletricidade. Assim, podemos definir o vetor indução magnética H⃗ a partir da relação

H⃗ =
1

µ0
B⃗ − M⃗ , (1.24)

onde µ0 representa a permeabilidade magnética do vácuo. Em geral, podemos reescrever essa

relação na forma tensorial

Bα = µβ
α(E

µ, Hµ)Hβ , (1.25)
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onde µβ
α representa o tensor permeabilidade magnética, que pode depender da direção dos

campos eletromagnéticos aplicados sob o meio material. Assim como no caso elétrico, podemos

escrever a relação acima através de uma matriz


0

Bx

By

Bz

 =


0 0 0 0

0 µ22 µ23 µ24

0 µ32 µ33 µ34

0 µ42 µ43 µ44




0

Hx

Hy

Hz

 , (1.26)

tal que para meios isotrópicos (6) essa matriz é diagonal Bα = µ(E,H)Hα e possui elementos

não-nulos dados por µ22 = µ33 = µ44 = µ(E,H). Identificamos as definições (1.21) e (1.25) como

as relações constitutivas para um meio material. Nessas relações, os tensores permissividade e

permeabilidade definem quantidades que concentram toda a informação sobre as propriedades

eletromagnéticas do meio material.

É posśıvel classificar a resposta dos materiais a campos eletromagnéticos externos.

Por exemplo, sob ação de um campo elétrico externo, podemos ter materiais dielétricos, em

que os dipolos elétricos do material se alinham ao campo externo, produzindo um campo

elétrico no sentido oposto e diminuindo a intensidade do campo elétrico dentro do material.

A aplicação de um campo elétrico externo sempre produz um efeito dielétrico quando o material

é linear. Para materiais não-lineares, podemos ter um efeito ferroelétrico, em que seus dipolos

permanecem “congelados”’ mesmo após cessar o campo externo, de forma que o campo gerado

pela amostra não se anula ao desligar os aparelhos. Para o campo magnético, analogamente,

temos o diamagnetismo e ferromagnetismo, respectivamente. No entanto, devido a influência

do spin, há também o efeito de paramagnetismo, que não tem um equivalente elétrico. Nos

materiais paramagnéticos, a aplicação de um campo magnético externo produz na amostra um

campo interno maior que o externo, sendo um efeito oposto ao diamagnetismo. A área da f́ısica

que estuda as propriedades dos materiais é chamada de f́ısica da matéria condensada3.

1.1.1 Equações de campo

Tendo em vista posśıveis efeitos, precisamos reescrever as equações de Maxwell em termos dos

campos de indução Dµ e Hµ para estudar a influência dos meios materiais na eletrodinâmica.

Sabemos que as identidades de Bianchi não se alteram, pois dependem apenas da forma do

tensor de campo. Com isso, basta alterarmos as equações (1.13) trocando a dependência do

3Para consultar dados experimentais sobre as propriedades dielétricas e magnéticas dos diversos
materiais, veja as referências [48, 52].
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tensor de campo Fµν com os campos elétrico Eµ e magnético Bµ, como mostrado na relação

(1.5), para uma dependência nos campos de deslocamento elétrico Dµ e indução magnética Hµ.

Para isso, definimos uma nova quantidade chamada de tensor de polarização [69]

Pµν = Dµvν −Dνvµ + η ρσ
µν vρHσ , (1.27)

tal que as equações (1.13) se tornam

Pµν
;ν = jµ , (1.28)

enquanto as equações (1.11) permanecem inalteradas. Dado essa modificação, estamos prontos

para analisar consequências da eletrodinâmica em meios materiais. Uma aplicação de interesse

é o estudo da propagação da luz em meios dielétricos. No caso de dielétricos não-lineares, a área

da f́ısica que analisa o comportamento da luz em meios materiais é chamada de óptica não-linear

[9].

As equações de Maxwell em meios materiais podem ser reescritas como

(Dµvν);ν − (Dνvµ);ν + (ηµνρσvρHσ);ν = jµ , (1.29)

(Bµvν);ν − (Bνvµ);ν − (ηµνρσvρEσ);ν = 0 . (1.30)

Para tal, é necessário considerar a decomposição do campo de observadores em suas partes

irredut́ıveis [78]

vµ;ν =
θ

3
hµν + σµν + ωµν + v̇µvν . (1.31)

Lembramos que hµν = gµν − vµvν representa o tensor de projeção. Definimos as quantidades

v̇µ = vµ;νv
ν (1.32)

θ = vα;α (1.33)

σαβ =
1

2
h

µ
(α h

λ
β) vµ;λ − θ

3
hαβ (1.34)

ωαβ =
1

2
h

µ
[α h

λ
β] vµ;λ , (1.35)

que representam, respectivamente, a aceleração do observador v̇µ, o fator de expansão θ, o

tensor de cisalhamento σαβ, que é simétrico e sem traço, e o tensor de vorticidade ωαβ, que é

antissimétrico.
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Projetando a primeira equação no campo de observadores, obtemos

(Dµvν);νvµ − (Dνvµ);νvµ + (ηµνρσvρHσ);νvµ = jµvµ

(Dµ
;νv

νvµ +Dµvµv
ν
;ν)− (Dν

;νvµv
µ +Dνvµv

µ
;ν) + ηµνρσ(vρ;νvµHσ + vρHσ;νvµ) =

(vµD
µ
;νv

ν +Dµvµθ)− (Dν
;ν +Dνvµ;νvµ) + ηµνρσvρ;νvµHσ =

Ḋµvµ −Dν
;ν + ηµνρσvρ;νvµHσ =

−Dµv̇µ −Dν
;ν + ηµνρσ

(
θ

3
hρν + σρν + ωρν + v̇ρvν

)
vµHσ =

−Dµv̇µ −Dν
;ν + ηµνρσωρνvµHσ =

−Dµv̇µ −Dν
;ν − 2ωνH

ν = j0 ,

onde na quarta linha consideramos que para um dado tensor Aµ vale a relação Ȧµ = Aµ
;νv

ν e que

os campos eletromagnéticos são perpendiculares ao campo de observadores, tal que Dνvν = 0.

Enquanto que, na quinta linha usamos a relação (Dνvν);αv
α = 0 e na sexta linha consideramos

que os tensores hµν e σµν são simétricos. Por fim, na sétima linha, usamos a definição do tensor

de vorticidade ωµν e obtemos que ela irá permitir uma contração entre tensores de levi-civita ao

substitúı-la na equação ωσ = −1

2
ηµνρσωρνvµ, de forma a simplificar o resultado.

Vamos nos reter ao caso de um meio polarizado sem cargas livres, tal que j0 = 0.

Portanto, a primeira equação projetada no campo de observadores se reduz a condição

Dµv̇µ +Dν
;ν + 2ωνH

ν = 0 . (1.36)

De forma totalmente análoga, fazemos essa projeção na segunda equação substituindo Dµ −→

Bµ e Hσ −→ −Eσ no resultado obtido para a primeira equação (1.36), tendo em vista que elas

são semelhantes. Sendo assim, a segunda equação se torna

Bµv̇µ +Bν
;ν − 2ωνE

ν = 0 . (1.37)

Para a projeção no tensor hµλ, também mostraremos as duas equações de forma análoga.

Encontraremos a projeção para a primeira equação e o resultado para a segunda equação sairá

diretamente, por meio de uma substituição de variáveis. Portanto, obtemos para a primeira

equação
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(Dµvν);νhµλ − (Dνvµ);νhµλ + (ηµνρσvρHσ);νhµλ = jµhµλ

(Dµ
;νhµλv

ν +Dµvν;νhµλ)− (Dν
;νhµλv

µ +Dνvµ;νhµλ) +

ηµνρσ(vρ;νhµλHσ + vρHσ;νhµλ) =

(Ḋλ + θDλ)−Dν

(
θ

3
hµν + σµ

ν + ωµ
ν + v̇µvν

)
hµλ +

ηµνρσ
[(

θ

3
hρν + σρν + ωρν + v̇ρvν

)
hµλHσ + vρHσ;νhµλ

]
=

(Ḋλ + θDλ)−Dν

(
θ

3
hλν + σλν + ωλν

)
+

η νρσ
λ [(ωρν + v̇ρvν)Hσ + vρHσ;ν ] =

Ḋλ +Dν

(
2θ

3
hλν − σλν − ωλν

)
+ η νρσ

λ [(ωρν + v̇ρvν)Hσ + vρHσ;ν ] =

Ḋλ +Dν

(
2θ

3
hλν − σλν − ωλν

)
− 2ωαHαvµh

µλ + η νρσ
λ [v̇ρvνHσ + vρHσ;ν ] =

Ḋλ +Dν

(
2θ

3
hλν − σλν − ωλν

)
+ η νρσ

λ [v̇ρvνHσ + vρHσ;ν ] = jµhµλ ,

onde consideramos que vµh
µλ = 0, seguindo a definição do tensor de projeção. Dado que a

geometria de fundo é descrita pela métrica gµν na ausência de correntes jµhµλ = 0, obtemos

Ḋλ +Dν

(
2θ

3
hλν − σλν − ωλν

)
+ η νρσ

λ [v̇ρvνHσ + vρHσ;ν ] = 0 . (1.38)

Portanto, substituindo Dµ −→ Bµ e Hσ −→ −Eσ no resultado (1.38), encontramos a equação

que descreve a projeção espacial da segunda equação

Ḃλ +Bν

(
2θ

3
hλν − σλν − ωλν

)
− η νρσ

λ [v̇ρvνEσ + vρEσ;ν ] = 0 . (1.39)

O sistema de equações (1.36-1.39) representa as equações de Maxwell em meios materiais na

ausência de cargas livres, para um espaço-tempo de fundo arbitrário.
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1.2 Propagação de ondas

Nessa seção, analisaremos a propagação de ondas em um meio dielétrico e isotrópico que esteja

situado sob um espaço-curvo de fundo gµν arbitrário. Mostraremos que a resolução do sistema

de equações (1.36-1.39) independe do campo de observadores e provaremos que os resultados

conhecidos na literatura para um espaço-plano, representado pela métrica de Minkowski γµν ,

podem ser generalizados para um fundo arbitrário por meio do acoplamento mı́nimo γµν −→

gµν . Para isso, introduziremos o formalismo de ondas de choque, descrito pelo método de

Hadamard, que permite estudarmos a propagação de ondas através da evolução das superf́ıcies

de descontinuidade dos campos. Este método é amplamente conhecido e usado na literatura,

valendo tanto para o espaço plano quanto para espaços-curvos [47, 69, 80].

1.2.1 Ondas de choque

O formalismo de ondas de choque descreve mudanças abruptas nos campos. Essas, se propagam

através do espaço-tempo por meio de uma superf́ıcie de transição, que divide regiões do espaço

que representam o campo na sua forma passada e atual. Um exemplo comum na literatura [80]

que nos permite visualizar esse formalismo é dado por uma carga parada em um instante t = 0

que passa a se mover aceleradamente. O campo elétrico desta carga no instante inicial é estático

e possui suas linhas de campo divergindo de forma isotrópica para todas as regiões do espaço.

Quando começa a se mover, o campo elétrico da carga em movimento acelerado, além de variar

com o tempo, é representado por outras linhas de campo. Em um dado ponto r = R da posição

inicial da carga, o campo elétrico passa por uma transição abrupta conforme a carga se propaga

através do espaço. Essa transição é representada por uma superf́ıcie Σ que divide a configuração

passada do campo da sua configuração atual. O formalismo de ondas de choque é caracterizado

pela propagação dessas superf́ıcies de descontinuidade e matematicamente é descrito pelo método

de Hadamard.

O método de Hadamard nos dá um mecanismo para a análise de fenômenos de

propagação descritos por equações diferenciais parciais hiperbólicas. A equação de onda é um

exemplo dessa classe de equações diferenciais. Portanto, podemos utilizar esse método para

resolver a equação de onda em um meio material, seguindo a evolução das frentes de onda.

Definimos uma superf́ıcie de descontinuidade Σ(xµ) = const. que delimita localmente

duas regiões, 1 e 2, no espaço-tempo. De tal forma que dada uma função f , chamaremos de f (1)
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e f (2) os valores tomados pela função nos dois domı́nios. A descontinuidade de Hadamard da

função f , com relação à superf́ıcie Σ, é definida por

[f(x)] |Σ = lim
ϵ→0+

(
f (1)(x+ ϵ)− f (2)(x− ϵ)

)
, (1.40)

tal que o ponto x pertence a superf́ıcie. Supomos que a função f seja cont́ınua em Σ, mas que

as suas primeiras derivadas f,α não o sejam

[f ] |Σ = 0 , (1.41)

[f,α] |Σ ̸= 0 . (1.42)

Considerando os diferenciais da função em ambas regiões, sabemos que o vetor deslocamento

dxα pertence a superf́ıcie Σ, de forma que obtemos

df (i) = ∂αf
(i)dxα , (1.43)

com i = {1, 2} representando as regiões. Hadamard mostrou que esses diferenciais devem existir

e ser cont́ınuos na superf́ıcie de descontinuidade, i.e., [df ]|Σ = 0. Ou seja, a descontinuidade das

derivadas de f deve ser um objeto ortogonal a superf́ıcie, já que

[df ]|Σ = [∂αf ]|Σ dxα = 0. (1.44)

Portanto, deve existir um escalar σ(x) ̸= 0 tal que [f,α] |Σ = σ(x) Σ,α. Veremos a seguir como

esse método se aplica à eletrodinâmica de Maxwell. Vale a pena ressaltar que este método

pode ser usado em outras situações, tal como na propagação da radiação gravitacional [80] e na

propagação de ondas em outras teorias não-lineares arbitrárias [69, 79].

No caso eletromagnético, identificamos Σ,α com o vetor de onda kα. Fora do vácuo,

veremos que existirá uma métrica efetiva ĝµν , tida como uma modificação da métrica de

fundo devido ao meio material, que irá satisfazer uma relação de dispersão ĝµνkµkν = 0.

Nessa geometria efetiva, a luz irá se propagar seguindo uma geodésica em um espaço-curvo

Riemanniano. Essa analogia com a Relatividade Geral permite o desenvolvimento dos chamados

modelos análogos gravitacionais a partir da técnica da geometria efetiva [5].
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1.2.2 Propagação de ondas em meios dielétricos

Vamos aplicar o formalismo de ondas de choque ao sistema de equações (1.36-1.39), de forma

a encontrar como a luz se propaga em um meio material com propriedades dielétricas. As

descontinuidades de Hadamard são representadas em um meio material pelas relações

[Eµ]Σ = 0 , [Eµ;λ]Σ = eµkλ , (1.45)

[Hµ]Σ = 0 , [Hµ;λ]Σ = hµkλ . (1.46)

Tendo em vista que as equações constitutivas (1.21) e (1.25) implicam nas condições [Dµ]Σ = 0

e [Bµ]Σ = 0, ao aplicarmos as descontinuidades nas equações de campo, obtemos

[
Dν

;ν

]
Σ

= 0[
Bν

;ν

]
Σ

= 0[
Ḋλ
]
Σ
+ ηλνρσvρ [Hσ;ν ]Σ = 0[

Ḃλ
]
Σ
− ηλνρσvρ [Eσ;ν ]Σ = 0 . (1.47)

Se quisermos encontrar as soluções desse sistema de equações, precisaremos explicitar as relações

constitutivas que definem o meio material.

Nesta dissertação, estamos interessados em trabalhar com meios isotrópicos, afim de

simplificar o sistema de equações (1.47). Meios isotrópicos nos permitem escrever as relações

Dα
;ν = ϵ;νE

α + ϵEα
;ν (1.48)

Bα
;ν = µ;νH

α + µHα
;ν . (1.49)

Para o caso em que a permissividade ϵ(E,H) e a permeabilidade µ(E,H) possam depender da

intensidade dos campos, obtemos as equações

ϵ;ν = ϵ̄ E;ν + ϵ′ H;ν , (1.50)

µ;ν = µ̄ E;ν + µ′ H;ν , (1.51)

tal que, para denotar as derivadas parciais das funções com relação as intensidades dos

campos elétrico E e indução magnética H, consideramos a barra sobre a letra e o apóstrofo,

respectivamente. Dado as normalizações E2 = −EµEµ e B2 = −BµBµ, conclúımos que

12



E;α =
( √

−EµEµ

)
;α

= − 1

E
EµE

µ
;α , (1.52)

H;α =
( √

−HµHµ

)
;α

= − 1

H
HµH

µ
;α . (1.53)

Portanto, as relações (1.48-1.49) se tornam

Dα
;ν = −

(
ϵ̄

E
EµE

µ
;ν +

ϵ′

H
HµH

µ
;ν

)
Eα + ϵEα

;ν (1.54)

Bα
;ν = −

(
µ̄

E
EµE

µ
;ν +

µ′

H
HµH

µ
;ν

)
Hα + µHα

;ν . (1.55)

Aplicando as descontinuidades (1.45-1.46) nas relações acima e substituindo o resultado

no sistema de equações (1.47), encontramos

ϵ eαkα − Eα

(
ϵ̄

E
Eλeλkα +

ϵ′

H
Hλhλkα

)
= 0 (1.56)

µ hαkα −Hα

(
µ̄

E
Eλeλkα +

µ′

H
Hλhλkα

)
= 0 (1.57)

ϵ eλkαv
α − Eλ

(
ϵ̄

E
Eβeβkαv

α +
ϵ′

H
Hβhβkαv

α

)
+ ηλνρσvρhσkν = 0 (1.58)

µ hλkαv
α −Hλ

(
µ̄

E
Eβeβkαv

α +
µ′

H
Hβhβkαv

α

)
− ηλνρσvρeσkν = 0 , (1.59)

tal que consideramos que a relação Ȧµ = Aµ
;νv

ν pode ser reescrita em termos das descontinuidades

como [Ȧµ]Σ = aµkνv
ν . Para resolver o sistema de equações acima, obtendo a geometria efetiva

associada ao meio material, analisaremos o caso espećıfico de um meio dielétrico que possua

permeabilidade magnética constante µ = const. e permissividade elétrica ϵ = ϵ(E,H). Como

consequência, esse sistema de equações se reduz a

ϵ eαkα − Eα

(
ϵ̄

E
Eλeλkα +

ϵ′

H
Hλhλkα

)
= 0 (1.60)

µ hαkα = 0 (1.61)

ϵ eλkαv
α − Eλ

(
ϵ̄

E
Eβeβkαv

α +
ϵ′

H
Hβhβkαv

α

)
+ ηλνρσvρhσkν = 0 (1.62)

µ hλkαv
α − ηλνρσvρeσkν = 0 . (1.63)

Notamos que, se contrairmos as duas últimas equações por kλ, obtemos as duas primeiras

equações. Por esse motivo, é suficiente trabalharmos somente com as duas últimas equações

(1.62-1.63).
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Da última equação, podemos isolar a relação

hσ =
1

µkαvα
ησνρµv

ρeµkν , (1.64)

de forma que é posśıvel substituir esse resultado na penúltima equação (1.62). Para isso,

consideramos que

ηλγβσησνρµv
ρeµkνkγvβ =

δλγβνρµ v
ρeµkνkγvβ =

(
δλν δ

γ
ρδ

β
µ + δβν δ

λ
ρ δ

γ
µ + δγν δ

β
ρ δ

λ
µ

)
vρeµkνkγvβ +

−
(
δγν δ

λ
ρ δ

β
µ + δλν δ

β
ρ δ

γ
µ + δβν δ

γ
ρδ

λ
µ

)
vρeµkνkγvβ

=
(
vρeµkλkρvµ + vλeµkνkµvν + vβeλkνkνvβ

)
+

−
(
vλeµkνkνvµ + vβeµkλkµvβ + vρeλkνkρvν

)

=
(
vρeµkλkρvµ + vλeµkνkµvν + eλkνkν

)
+

−
(
vλeµkνkνvµ + eµkλkµ + vρeλkνkρvν

)

= kλ (vρkρe
µvµ − eµkµ) + vλ (eµkµk

νvν − eµvµk
νkν) +

+ eλ (kνkν − vρkρk
νvν) . (1.65)

Portanto, a penúltima equação se torna

0 = ϵ eλkαv
α − ϵ̄

E
Eβeβkαv

αEλ − ϵ′

µH
ηβνρµH

βkνvρeµEλ +
1

µkαvα

[
kλ (vρkρe

µvµ − eµkµ)
]
+

+
1

µkαvα

[
vλ (eµkµk

νvν − eµvµk
νkν) + eλ (kνkν − vρkρk

νvν)
]
. (1.66)

Observamos que a seguinte relação deve ser válida

0 = (Eµvµ);λ

= Eµ
;λvµ + Eµv

µ
;λ , (1.67)

tal que se tirarmos a sua descontinuidade obtemos

0 =
[
Eµ

;λ

]
Σ
vµ + [Eµ]Σ vµ;λ

= eµvµkλ . (1.68)
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Logo, encontramos que a condição eµvµ = 0 é válida. Com isso, podemos simplificar a relação

(1.66), que se reduz a

0 = ϵ eλkαv
α − ϵ̄

E
Eβeβkαv

αEλ − ϵ′

µH
ηβνρµH

βkνvρeµEλ − kλeµkµ
µkαvα

+

+
1

µkαvα

[
vλeµkµk

νvν + eλ (kνkν − vρkρk
νvν)

]
. (1.69)

Notamos que é posśıvel isolar um tensor Zµλ, chamado de tensor de Fresnel [18, 23, 49],

tal que a relação acima pode ser reescrita na forma

Zµλeλ = 0 . (1.70)

Verificamos que o tensor de Fresnel pode ser encontrado e definido como

Zµλ = (k.v)vµkλ − (k.v)2
µϵ̄

E
EµEλ − (k.v)

ϵ′

H
EµηβνρλHβvρkν − kµkλ +

+ gµλ
[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
. (1.71)

Em geral, existem duas formas equivalentes de resolver esse sistema de equações (1.70). A

primeira [42, 82], considera que soluções não-triviais desse sistema podem ser encontradas para

os casos em que det[Zµλ] = 0. Essa condição é conhecida na literatura como equação generalizada

de Fresnel e é resolvida por meio do método de Cayley-Hamilton [18, 69]. Já a segunda [42, 82],

utiliza o fato de que podemos expandir o vetor de polarização elétrica eλ como uma combinação

linear de quatro vetores linearmente independentes, que podem ser escolhidos como os campos4

Eλ, Hλ, kλ, vλ. O segundo método é, em geral, menos trabalhoso. Portanto, consideraremos

ele na resolução do sistema de equações.

Dado o ansatz para a expansão do vetor de polarização eλ = α0Eλ+β0Hλ+γ0kλ+δ0vλ,

o sistema de equações (1.70) pode ser projetado na sua base vetorial. Logo, para cada termo de

Zµλeλ obtemos, respectivamente, as projeções

(k.v)vµkλeλ = (k.v)vµkλ(α0Eλ + β0Hλ + γ0kλ + δ0vλ) , (1.72)

4Ressaltamos que é conhecido na literatura uma escolha alternativa para a base, onde considera-se o
vetor de base ηµνσρEνvρkσ no lugar do campo de indução Hµ. No problema analisado, sabemos que essa
escolha não alteram o resultado obtido. Além disso, os autores [18] mostraram que na situação limite em
que os vetores de base são paralelos, podemos considerar a aproximação de que o ângulo entre os vetores
seja muito pequeno, de forma que a expansão do vetor de polarização nessa base permanece válida.
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(k.v)2
µϵ̄

E
EµEλeλ = (k.v)2

µϵ̄

E
EµEλ(α0Eλ + β0Hλ + γ0kλ) , (1.73)

(k.v)
ϵ′

H
EµHβη

βνρλvρkνeλ = α0(k.v)
ϵ′

H
EµHβη

βνρλvρkνEλ , (1.74)

kµkλeλ = kµkλ(α0Eλ + β0Hλ + γ0kλ + δ0vλ) , (1.75)

[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
gµλeλ =

[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
eµ

=
[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
(α0E

µ + β0H
µ + γ0k

µ + δ0v
µ) ,

(1.76)

de forma que podemos reescrever (1.70) como um sistema de quatro equações A,B,C,D, obtido

a partir da relação

AEµ +BHµ + CKµ +Dvµ = 0 , (1.77)

que implica em

A = B = C = D = 0 . (1.78)

Temos que suas equações são,

A = α0

[
kνkν
(k.v)2

− 1 + µ
∂(ϵE)

∂E
− ϵ′

(k.v)H
ηβνρλHβkνvρEλ

]
+

− β0

[µϵ̄
E

EαHα

]
− γ0

[µϵ̄
E

Eαkα

]
(1.79)

B = β0
[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
(1.80)

C = −kλ(α0Eλ + β0Hλ + δ0vλ)− γ0(1− µϵ)(k.v)2 (1.81)

D = (k.v)kλ(α0Eλ + β0Hλ + γ0kλ) + δ0
[
µϵ(k.v)2 + kνkν

]
. (1.82)

Resolveremos esse sistema de equações (1.78) de forma a determinar as constantes α0, β0, δ0

e γ0. A obtenção dessas constantes nos permitirá encontrar uma relação de dispersão para a

luz ĝµνkµkν = 0 e obter uma geometria efetiva ĝµν que descreva a propagação da luz no meio

dielétrico.

16



Pela segunda equação B = 0, é direto notar que temos duas possibilidades. A primeira

solução é representada pelo vetor de polarização

e−λ = ρ− Hλ , (1.83)

onde ρ− é uma constante e α0 = γ0 = δ0 = 0. Sua métrica efetiva é definida por

ĝµν− = gµν + vµ vν(µϵ − 1) , (1.84)

com µ = const. e ϵ = ϵ(E,H). Já a segunda solução possui a restrição β0 = 0, tal que precisamos

resolver as outras equações para obter seu vetor de polarização e+λ e sua geometria efetiva ĝµν+

associada. Esse fenômeno é uma consequência do efeito de birrefringência produzido no meio

dielétrico e representa o fato de que temos duas polarizações associadas a propagação da luz e±λ ,

tal que cada uma delas segue uma geometria efetiva ĝµν± .

Para obter a segunda solução, substituiremos a restrição β0 = 0 nas outras equações.

Verificamos que a partir da equação C = 0 é posśıvel isolar a relação

(k.v)α0k
λEλ = −δ0(k.v)

2 − γ0(1− µϵ)(k.v)3 (1.85)

e substitúı-la na equação D = 0, de forma a obter a restrição

δ0
[
(µϵ− 1)(k.v)2 + kνkν

]
− γ0(k.v)

[
(1− µϵ)(k.v)2 + kλkλ

]
= 0 . (1.86)

É direto verificar que essa restrição implica em

δ0 = −γ0(k.v) . (1.87)

Portanto, podemos substituir β0 = 0 juntamente com esse resultado (1.87) na equação C = 0,

de forma a obter

α0 =
µϵ(k.v)2

Eλkλ
γ0 . (1.88)

As relações acima (1.87-1.88) juntamente com β0 = 0 implicam no vetor de polarização

e+λ = ρ+{µϵ(k.v)2Eλ + Eαkα[kλ − (k.v)vλ]} , (1.89)
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onde ρ+ representa uma constante. Aplicando essas restrições na equação A = 0, obtemos

A = α0

[
kνkν
(k.v)2

− 1 + µ
∂(ϵE)

∂E
− ϵ′

(k.v)H
ηβνρλHβkνvρEλ

]
− α0

Eλkλ
µϵ(k.v)2

[µϵ̄
E

Eαkα

]
,(1.90)

o que implica em

0 = kνkν − (k.v)2 + (k.v)2µ
∂(ϵE)

∂E
− (k.v)

H
ϵ′ηβνρλHβkνvρEλ − ϵ̄

ϵE
EλkλE

αkα

=

{
gµν −

[
1− µ

∂(ϵE)

∂E

]
vµvν − ϵ′

2H
ηβρλ(µvν)HβvρEλ − ϵ̄

ϵE
EµEν

}
kµkν ,

onde ϵ̄ e ϵ′ são, respectivamente, as derivadas parciais com relação aos módulos dos campos

elétrico e indução magnética. Ressaltamos que consideramos a propriedade

ϵ′

2H
ηβρλ(µvν)HβvρEλkµkν =

ϵ′

2H
HβvρEλ

[
ηβρλµvνkµkν + ηβρλνvµkµkν

]
=

ϵ′

2H
HβvρEλ

[
ηβρλµvνkµkν + ηβρλνvµkνkµ

]
=

ϵ′

2H
HβvρEλ

[
ηβρλµvνkµkν + ηβρλµvνkµkν

]
=

ϵ′

H
ηβρλµvνHβvρEλkµkν , (1.91)

com o objetivo de simplificar a métrica efetiva.

Conclúımos que a geometria efetiva para a polarização positiva em meios dielétricos

com µ = const. e ϵ = ϵ(E,H) é descrita pela métrica efetiva

ĝµν+ = gµν −
[
1− µ

∂(ϵE)

∂E

]
vµvν − ϵ̄

ϵE
EµEν − ϵ′

2H
ηβρλ(µvν)HβvρEλ . (1.92)

Notamos que quando ϵ = const. ambas as métricas ĝµν± = ĝµν se reduzem a métrica de Gordon

(2), definida em um espaço-tempo de fundo arbitrário.

1.3 Discussão e aplicações

Uma solução geral para meios isotrópicos com permissividade ϵ(E,B) e permeabilidade µ(E,B)

foi obtida na literatura [18]. Os autores resolveram o sistema de equações para um espaço-

tempo de fundo representado pela métrica de Minkowski e consideraram que a propagação das

descontinuidades é obtida com relação ao campo magnético Bµ. Sabemos que é arbitrário

a escolha de tomar as descontinuidades com relação ao campo magnético ou com relação

ao campo de indução, tal que nesta tese escolhemos trabalhar com as descontinuidades do
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campo de indução magnética. Como mostramos nesse caṕıtulo, é suficiente trocar a métrica de

Minkowski γµν por uma métrica arbitrária gµν na solução obtida. Isso ocorre pois os termos

que dependem da derivada do campo de observadores vµ;ν são proporcionais aos campos elétrico

Eµ e indução magnética Hµ, de forma que ao tomar as descontinuidades desses termos eles se

anulam. Portanto, verificamos que a solução independe do campo de observadores, logo, vale

o prinćıpio da equivalência e o resultado permanece válido para um espaço-tempo de fundo

arbitrário. Os autores [18] notaram que, em geral, não é posśıvel isolar uma geometria efetiva.

No entanto, existem certas condições conhecidas na literatura que permitirão obtermos uma

geometria efetiva para o problema. Na subseção 1.2.2, exploramos uma dessas condições. A

seguir, comentaremos outras condições conhecidas na literatura. Nestas, a polarização negativa

permanece sendo descrita pela geometria efetiva (1.84), mas a polarização positiva tem sua

geometria efetiva modificada. Por exemplo, temos que

• A geometria efetiva de um material diamagnético que satisfaça ϵ = const., µ = µ(E,H) é

descrita por

ĝµν+ = gµν −
[
1− ϵ

∂(µH)

∂H

]
vµvν − µ′

µH
HµHν+

µ̄

2E
ηβρλ(µvν)EβvρHλ . (1.93)

Note que no caso µ = const. essa métrica se reduz a métrica definida por Gordon em um

fundo arbitrário.

• A métrica efetiva que define um material com permissividade ϵ(E) e permeabilidade µ(E)

é dada por

ĝµν+ = gµν −
[
1− µ

∂(ϵE)

∂E

]
vµvν − ϵ̄

Eϵ
EµEν +

µ̄

2E
ηλρσ(µ vν)EλvρHσ . (1.94)

Note que ela é muito semelhante com o caso ϵ(E,H), µ = cte descrito por (1.92). Elas

são equivalentes se fizermos µ̄ −→ E

H
ϵ′ e uma permutação simples nos ı́ndices do tensor

de levi-civita.

• A métrica efetiva que representa um material com permissividade ϵ(H) e permeabilidade

µ(H) é dada por

ĝµν+ = gµν −
[
1− ϵ

∂(µH)

∂H

]
vµvν − µ′

Hµ
HµHν − ϵ′

2H
ηλρσ(µvν)HλvρEσ . (1.95)

Note que ela é muito semelhante com o caso µ(E,H), ϵ = cte definido por (1.93). Elas

são equivalentes se fizermos ϵ′ −→ H

E
µ̄ e uma permutação simples nos ı́ndices do tensor

de levi-civita.
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• Para o caso de uma dependência geral na permissividade ϵ(E,H) e na permeabilidade

µ(E,H), se impormos a restrição (E.k) = (H.k) = 0, temos

ĝµν+ = gµν +

[
µ
∂(ϵE)

∂E
+H µ′∂(ϵE)

∂E
− Eϵ′Hµ̄− 1

]
vµvν +

µ̄

2E
ηαρσ(µvν)vρHσEα +

− ϵ′

2H
ηβρα(µvν)HβvρEα , (1.96)

caso contrário não será posśıvel isolar uma métrica efetiva.

Nesta tese, trabalharemos com meios materiais que possuam permissividade ϵ(E) e

permeabilidade constante. Vamos nos restringir a esses meios, pois temos interesse, no caṕıtulo

3, em considerar um fundo gerado por um objeto compacto estático e carregado, de forma que o

campo magnético seja nulo e o campo elétrico seja gerado por essa solução. As métricas efetivas

que descrevem essa situação são dadas por (1.84) e (1.92) quando ϵ′ = 0.

Para o fundo de Minkowski, é sabido na literatura que a bimetricidade gµν± acarreta em

duas relações de dispersão, cada uma associada a uma velocidade de propagação da luz. Dado

as definições para a frequência angular ω = kαvα e para o vetor de onda qµ = hµνk
ν = kµ−ωvµ,

podemos decompor o quadrivetor de onda como kµ = (ω, q⃗), tal que k2 = ω2 − q2 nos permite

isolar a velocidade da luz em um meio material v2± = ω2/q2, associada a cada polarização.

Considerando as relações de dispersão k2± no espaço de Minkowski, temos para a polarização

positiva

ω2 − |q⃗|2 = [1− ϵ µ− ϵ̄ µE]ω2 +
ϵ̄

ϵE
(E.q)2 , (1.97)

tendo em vista que o campo elétrico satisfaz Eµvµ = 0 e essa condição implica em Eµkµ = Eµqµ.

A relação acima (1.97) pode ser simplificada para

[ϵ µ+ ϵ̄ µE]ω2 = |q⃗|2
[
1 +

Eϵ̄

ϵ
(q̂.Ê)2

]
, (1.98)

se considerarmos q⃗ = |q⃗| q̂ e E⃗ = EÊ. Já para a polarização negativa, é direto notar que

ϵ µ ω2 = |q⃗|2 . (1.99)

Com isso, encontramos para µ = const. e ϵ(E) as velocidades de propagação

v2+ =
1

µ∂(ϵE)/∂E

[
1 +

E

ϵ

∂ϵ

∂E
(q̂.Ê)2

]
v2− =

1

µϵ(E)
. (1.100)
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Notamos que temos duas trajetórias posśıveis para o raio de luz, a depender da sua polarização.

Esses raios se propagam com velocidades distintas, dadas pela relação acima. No caso particular

em que a luz incide na direção do campo elétrico q̂.Ê = 1, ambas velocidades são iguais e a

luz segue somente uma trajetória. Isso indica que temos um eixo óptico induzido na direção do

campo elétrico, de forma que essa velocidade é chamada de velocidade do raio ordinário. Em

geral, teremos duas trajetórias, tal que podemos definir o valor máximo de v2+ quando a luz incide

perpendicularmente ao campo q̂.Ê = 0. Chamamos a trajetória associada a polarização positiva

de trajetória do raio extraordinário, tal que nessa situação temos uma diferença máxima entre

as velocidades dos raios ordinário e extraordinário. Considerando c = 1, o ı́ndice de refração é

definido como v−1
± , tal que a diferença entre os valores máximos e mı́nimos do ı́ndice é dada por

n⊥ − n∥ =
√

µ∂(ϵE)/∂E −
√
µϵ(E) . (1.101)

Na literatura [3, 81, 88], foi verificado experimentalmente que a permissividade ϵ(E) = ϵr+αE2

acarreta na diferença

n⊥ − n∥ ≈
√
µϵr α

ϵr
E2 . (1.102)

Essa situação descreve um fenômeno de birrefringência conhecido como efeito Kerr. Outro

fenômeno de birrefringência bastante conhecido surge quando consideramos a permissividade

ϵ(E) = ε+ βE, que gera a diferença

n⊥ − n∥ ≈
√
µε β

2ε
E , (1.103)

e está associado ao efeito Pockels[93]. Estamos interessados em analisar as consequências do

efeito de birrefringência na propagação da luz em um espaço-curvo, afim de avaliar que tipo de

mudanças um meio pode causar nas previsões da Relatividade Geral (RG). Queremos saber se

um observador longe do meio é capaz de inferir se este meio possui propriedades eletromagnéticas

não-lineares apenas medindo o desvio para o vermelho e o ângulo de deflexão da luz. Esperamos

responder se uma correção nestas quantidades poderia levar um observador a determinar a

dependência ϵ(E) a distâncias astrof́ısicas, i.e, a partir de um laboratório na Terra.
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Caṕıtulo 2

Buracos negros

Em 1915, Albert Einstein publicou a teoria da Relatividade Geral. Não demorou muito tempo

antes de que a primeira solução exata e não-trivial das equações de Einstein fosse encontrada por

Karl Schwarzschild, em 1916, correspondendo a um campo gravitacional gerado por um objeto

esfericamente simétrico. No mesmo ano, Hans Reissner generalizou a solução de Schwarzschild

de forma a considerar um objeto carregado eletricamente. De maneira independente, Gunnar

Nordström chegou à mesma solução em 1918, que passou a ser conhecida como solução de

Reissner-Nordström. A métrica de Reissner-Nordström é uma solução famosa das equações de

Einstein e descreve a geometria do espaço-tempo gerada por um objeto esfericamente simétrico,

sem rotação e carregado eletricamente. Trabalhos recentes [1, 16, 27, 101] buscaram estender

a métrica de Reissner-Nordstrom levando em conta uma teoria de eletrodinâmica não-linear

descrita por uma lagrangeana L(F,G), ao invés de considerar a eletrodinâmica de Maxwell.

Soluções esfericamente simétricas das equações de campo de Einstein podem descrever

tanto a geometria do espaço-tempo ao redor de uma estrela, quanto sua geometria ao redor de um

buraco negro. Estrelas, como o sol, queimam combust́ıvel nuclear produzindo uma pressão que

age contra a pressão associada à força gravitacional. Quando seu combust́ıvel termina, a pressão

gravitacional excede a pressão produzida pela estrela, ocorrendo um colapso gravitacional. Em

1934, Subrahmanyan Chandrasekhar apontou que a vida de estrelas supermassivas termina após

um colapso gravitacional produzir o que chamamos de buraco negro. Enquanto estrelas menos

massivas conseguem se estabilizar produzindo objetos menores chamados de anãs, que possuem

alguns milhares de quilômetros de diâmetro. O motivo é que a pressão de degenerescência resiste

apenas ao colapso de estrelas com massas menores do que cinco a oito massas solares [13].

Em 2019 astrônomos obtiveram a primeira imagem de um buraco negro, situado no

centro da galáxia M87, através do “Event Horizon Telescope”[15]. A matéria atráıda por ele

forma um disco, chamado de disco de acreção, que orbita o buraco negro e emite radiação. Essa



radiação é detectada pelos pesquisadores e analisada, de forma a localizar e reconstruir o objeto.

A foto foi capaz de mostrar um anel brilhante, formado pela matéria, ao redor de uma região

escura e circular. Nessa região, há um intenso campo gravitacional associado a um objeto que

é 6.5 bilhões de vezes mais massivo que o Sol. A observação é consistente com as expectativas

de um buraco negro em rotação, descrito pela métrica de Kerr [55]. Acredita-se que assimetria

no brilho do anel seja explicada em termos da irradiação relativ́ıstica de um plasma, que gira

próximo à velocidade da luz, em torno de um buraco negro.

Apesar de dados fenomenológicos evidenciarem a existência de objetos em rotação, a

solução estática é fundamental para a análise teórica do fenômeno. Um objeto esfericamente

simétrico e estático é então descrito pela métrica de Schwarzschild [94]. Sua generalização para

incluir objetos carregados eletricamente é dada pela métrica de Reissner-Nordström [64, 85].

Evidentemente, a segunda solução se reduz à primeira quando a cargaQ se anula. Neste caṕıtulo,

vamos revisar os fundamentos matemáticos que descrevem objetos estáticos e esfericamente

simétricos, com o objetivo que aplicá-los no caṕıtulo 3 desta dissertação.

2.1 Elementos Matemáticos

Após um breve resumo sobre os principais aspectos da Relatividade Geral, mostraremos como

uma solução esfericamente simétrica descreve a trajetória de part́ıculas. Focaremos em uma

métrica arbitrária com simetria esférica, pois as fórmulas descritas aqui serão válidas não

apenas para a solução de Reissner-Nordström, mas para uma solução qualquer com essa

simetria. Veremos no caṕıtulo 3 que essa arbitrariedade nas fórmulas será necessária para o

desenvolvimento desta dissertação.

2.1.1 Relatividade Geral

Em 1915, Albert Einstein publicou a teoria que conhecemos hoje como Relatividade Geral.

Ele se imaginou, por meio e um experimento mental, em queda livre junto a um elevador e

observou que neste caso qualquer ação da força gravitacional seria localmente anulada. Esse

ponto de partida, que separa a Relatividade Restrita da Relatividade Geral, é conhecido como

o Prinćıpio da Equivalência. Essa seção visa fazer uma breve revisão das ideias introduzias pela

Relatividade Geral, que formam o que chamamos de formulação de segunda ordem da gravidade,

onde as equações de campo possuem derivadas de segunda ordem na métrica.

Definição 2.1 (O prinćıpio da equivalência forte). Os prinćıpios da Relatividade Restrita são

localmente válidos, em uma pequena região do espaço-tempo.
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A afirmação acima diz que um espaço-tempo curvo é localmente plano e representado

pelo espaço-tempo de Minkowski. Foi a partir dessa ideia que Einstein descreveu a interação

gravitacional, por meio de uma formulação dinâmica do espaço-tempo, isto é, a matéria diz

ao espaço-tempo como se deformar e o espaço-tempo diz à matéria como se mover. Por essa

caracteŕıstica, também chamamos esse tipo de teoria de geometrodinâmica. A Relatividade

Geral é descrita pelas equações de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.1)

No lado esquerdo dessas equações, temos (em componentes) o tensor de Einstein Gµν . Este,

depende da curvatura, representada pelo tensor de Ricci Rµν e pelo escalar de Ricci R, e da

métrica gµν . A métrica contém todas as informações sobre a geometria do espaço-tempo ao

redor de um objeto, enquanto a curvatura é apenas uma forma de caracterizar essa geometria.

Consideramos as definições para essas quantidades

Rβν = Rα
βαν , (2.2)

Rα
βµν = R α

µν β = −Rβ
αµν = −Rα

βνµ , (2.3)

Rα
βµν = ∂µΓ

α
νβ − ∂νΓ

α
µβ + Γα

µλΓ
λ
νβ − Γα

νλΓ
λ
µβ , (2.4)

Γκ
µν = {κµν} =

1

2
gκλ(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) , (2.5)

gµν = êµêν , (2.6)

gµν = gνµ , (2.7)

UµUµ = UµUνgµν , (2.8)

Γα
µν = Γα

νµ , (2.9)

gµλg
λν = δνµ , (2.10)

R = gβνRβν . (2.11)

A equação que define a métrica depende da simetria do objeto que curva o espaço-

tempo. Porém, para qualquer ponto do espaço-tempo e independente da forma matemática

de gµν , podemos aproximá-la localmente pela métrica de Minkowski. A métrica de Minkowski

define a Relatividade Restrita, descrevendo o fundamento matemático por trás do Prinćıpio da

Equivalência. Ou seja, localmente o espaço-tempo é aproximadamente plano e definido por

ds2 = gµνdx
µdxν ≈ ηµνdx

µdxν = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (2.12)
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Voltando ao lado direito da equação (2.1), temos o tensor de energia-momento, tal que

G é a constante gravitacional de Newton. Esse tensor representa todas as propriedades f́ısicas

que podem gerar a curvatura do espaço-tempo, tal como a densidade de energia, o fluxo de

energia, a densidade de momento e o fluxo de momento. Caso o leitor se lembre da equação

para força gravitacional, que cai com o quadrado da distância, ele perceberá que para Newton a

fonte da força gravitacional é somente a massa. Elas são as “cargas” da teoria. Já para Einstein,

o que era força gravitacional se torna uma consequência da dinâmica dos objetos na curvatura

do espaço-tempo, e passa a ser provocada não apenas pela massa, mas por tudo o que pode

gerar essa curvatura. Enfatizamos que o ente fundamental da formulação de Einstein é o tensor

métrico e, por esse motivo, a formulação de segunda ordem também é chamada de formalismo

da métrica.

Os objetos se movem através de curvas geodésicas, cujo formato depende da geometria

gerada pela deformação do espaço-tempo. Isto é, sua trajetória é o caminho mais curto que

conecta dois pontos. Por exemplo, para uma geometria esférica sua geodésica é um arco de

ćırculo, cujo raio é igual ao raio da esfera. Já para uma geometria plana, sua geodésica é uma

reta. Nesse sentido, uma geodésica pode ser definida como a curva que transporta paralelamente

o seu próprio vetor tangente Uν . Com isso, uma fórmula geral para a geodésica, considerando

essa definição, é

Uν∇νU
α = 0 , (2.13)

tal que a derivada covariante e o vetor tangente à curva são definidos, respectivamente, por

∇βT
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl
= ∂βT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

+ Γµ1

βλT
λµ2...µk

ν1ν2...νl

+ Γµ2

βλT
µ1λ...µk

ν1ν2...νl
− Γλ

βν1T
µ1µ2...µk

λν2...νl

− Γλ
βν2T

µ1µ2...µk
ν1λ...νl

, (2.14)

Uν =
dxν(ξ)

dξ
, (2.15)

com ξ sendo o parâmetro afim que usamos para definir a curva.

Vale a pena ressaltar o papel da conexão (2.5) na equação (2.14). Para isso, imagine

dois observadores A e B, representando duas bases distintas, em pontos diferentes de uma esfera.

Se considerarmos um vetor como uma quantidade observável, o referencial A poderia medir

suas componentes com relação à sua base. Então, imagine que o vetor agora seja transportado

paralelamente ao longo de uma curva na esfera até o observador B, que critério ele usaria para

comparar as suas componentes com as medidas pelo referencial A? Não bastaria ele comparar as
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suas medidas. É necessário relacionar essas componentes às suas respectivas bases, diferentes,

e encontrar uma forma de relacionar essas duas bases, para então descobrir a variação do

observável. A ferramenta matemática que descreve todo esse processo é a derivada covariante

(2.14), de forma que a relação entre as bases é dada pela conexão Γβ
αµ (que pode ser vista como as

componentes de uma matriz jacobiana, cujo papel é relacionar os dois sistemas de coordenadas).

Para um espaço-tempo plano, podeŕıamos alinhar os eixos de ambos referenciais e medir apenas

a variação direta das componentes. Porém, no espaço-tempo curvo não conseguimos alinhar os

eixos, de forma que obrigatoriamente temos que considerar a variação da base.

Para concluir, precisamos enfatizar as seguintes imposições da teoria de Einstein:

1. Não-metricidade nula: a derivada covariante do tensor métrico é nula, isto é, ∇β gµν =

0. Isso garante a preservação do comprimento dos vetores diante de qualquer transporte

paralelo. Essa condição também é chamada de condição de compatibilidade da métrica.

2. Torção nula: Γα
µν = Γα

νµ, implica que a conexão afim é simétrica. Tal conexão é

conhecida como conexão de Levi-Civita.

No formalismo de segunda ordem, a conexão afim é unicamente determinada em função

de gµν . Entretanto, isso normalmente não é necessário e há formulações geométricas onde a

conexão afim não depende apenas da métrica. Para uma demonstração da forma geral da

conexão afim, veja por exemplo [62].

2.2 Soluções esfericamente simétricas

Uma métrica esfericamente simétrica pode ser descrita arbitrariamente por um elemento de linha

ds2 = gtt dt
2 + gtr dtdr + grr dr

2 + gθθ dΩ
2 , (2.16)

onde dΩ2 = dθ2+sen2θ dϕ2. Essa métrica é invariante sob rotações do grupo de simetria SO(3)

e sua invariância é representada por meio dos vetores de Killing

Kr = −senϕ ∂θ + cotgθ cosϕ ∂ϕ (2.17)

Kθ = cosϕ ∂θ − cotgθ senϕ ∂ϕ (2.18)

Kϕ = ∂ϕ , (2.19)
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de forma que a derivada de Lie da métrica com relação a esses vetores é nula, i.e.,

LK gµν = 0 . (2.20)

Os elementos da métrica (2.16) podem ser funções de r, t. Para que a métrica seja estacionária,

admitimos a existência de um vetor de Killing extra, dado por Kt = ∂t. Esse vetor indica que

um espaço-tempo com simetria esférica pode ser folheado por esferas do tipo S2. Se além de

estacionário o espaço-tempo possuir vetor de Killing Kt ortogonal às seções espaciais Kt.χ =

gtkχ
k = 0, onde χ é um vetor puramente espacial, temos que o espaço-tempo é estático.

Sendo assim, em geral representamos uma métrica estática e esfericamente simétrica

pelo elemento de linha [30, 99]

ds2 = A(r) dt2 −B(r) dr2 − r2 dΩ2 , (2.21)

de forma que para pontos infinitamente distantes do objeto compacto o espaço-tempo seja dado

pela métrica de Minkowski em coordenadas esféricas. Resolvendo as equações de Einstein (2.1)

para um objeto carregado, podemos considerar o tensor de energia-momento (11) associado a

uma carga estática Frt = −Ftr = E(r) em uma teoria de eletrodinâmica não-linear [69]

T00 = −L A− 4E2LF B−1 (2.22)

T11 = L B + 4E2LF A−1 (2.23)

T22 = L r2 (2.24)

T33 = L r2 sen2θ . (2.25)

Como mostrado no apêndice A, dado a simetria esférica, representada pelo elemento de linha

(2.21), podemos obter as componentes do tensor de Einstein, de forma a encontrar o sistema de

equações

A

r2
d

dr

[
r

(
1− 1

B

)]
= κ T00 (2.26)

(1−B)

r2
+

A′

Ar
= κ T11 (2.27)

r2

2

[
1√
AB

(
A′

√
AB

)′
+

1

Ar

(
A

B

)′]
= κ T22 (2.28)

r2

2

[
1√
AB

(
A′

√
AB

)′
+

1

Ar

(
A

B

)′]
sen2θ = κ T33 . (2.29)
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Ressaltamos que definimos o apóstrofo como sendo tomado a derivada com relação a variável r

e κ representa uma constante. Esse sistema pode ser resolvido, juntamente com as identidades

de Bianchi (1.11) e com a relação (1.10),

∂ν(
√
−gLFF

µν) = 0 , (2.30)

tal que é posśıvel obter [16] a solução B(r) = A(r)−1, dado a componente

A(r) = 1− 2M

r
+

S(r)

r
(2.31)

e a definição da função

S(r) = 2

∫
r2(−LFE

2 + L)dr . (2.32)

Caso seja considerado a eletrodinâmica de Maxwell, o elemento de linha resultante é representado

pela métrica de Reissner-Nordstrom

SR−N (r) =
r2Q
r

, (2.33)

que se reduz a solução de Schwarzschild quando a carga rQ se anula, i.e, quando consideramos

um objeto compacto neutro. Nesse caso, o tensor de energia-momento Tµν e o escalar de Ricci

R são nulos, tal que Rµν = 0. Segundo o teorema de Birkhoff [98], é posśıvel mostrar que, se

temos simetria esférica, a única solução posśıvel para o vácuo é estática e dada pela métrica de

Schwarzschild.

2.2.1 Horizontes e singularidade

Segundo a Relatividade Geral, uma vez que uma esfera constitúıda por um fluido perfeito e

homogêneo de massa M inicia um colapso gravitacional, ele não pode ser interrompido e o

objeto permanece encolhendo para diâmetros cada vez menores. Se esse objeto representar

uma estrela estática temos que, durante esse processo, enquanto sua superf́ıcie estiver fora do

raio rh, qualquer raio de luz emitido da superf́ıcie da estrela pode escapar para um observador

distante desse evento. No entanto, a partir do momento em que a superf́ıcie atingir esse raio,

isso não será mais posśıvel e ela continuará colapsando irreversivelmente para o que chamamos

de buraco negro. Então, ocorre o colapso de toda a matéria em um ponto com densidade e

curvatura infinitas, conhecido como singularidade. Por esse motivo, esse raio é chamado de

horizonte de eventos, pois nem mesmo a luz consegue escapar da pressão gravitacional e chegar

a um observador distante.
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No que tange o estudo da singularidade, sabemos, pela conjectura da censura cósmica

[98], que toda singularidade que existe no universo deve estar cercada por um horizonte de

eventos. De acordo com a Relatividade Geral, podemos definir três tipos de horizontes

• Horizonte de Killing: Este horizonte define uma superf́ıcie tipo-luz onde a norma de

ao menos um vetor de killing associado à métrica se anula. É comum afirmar que define

o raio rs em que a seguinte condição é válida

dr

dt
= ±

√∣∣∣ gtt
grr

∣∣∣ = 0 . (2.34)

Isto é, representa o raio no qual gtt(rs) = 0. Essa condição define uma superf́ıcie onde a

norma do vetor de Killing tipo-tempo se anula e o redshift diverge.

• Horizonte aparente: A definição deste horizonte depende do campo de observadores

e da métrica de fundo, representando o raio rθ no qual o fator de expansão θ muda

de sinal. A alteração do seu sinal está associada à ideia de região de confinamento.

Uma superf́ıcie de confinamento é uma superf́ıcie compacta bidimensional onde o fator

de expansão é negativo θ < 0 para todas geodésicas nulas futuras (entrando e saindo)

ortogonais à superf́ıcie. O interior dessa superf́ıcie é chamado de região de confinamento,

tal que identificamos o horizonte aparente como a borda da união de todas as regiões de

confinamento.

• Horizonte de eventos: Essa definição está associada aos diagramas do espaço-tempo

e define um raio rh onde nem sequer a luz pode escapar. Pode ser definido a partir

desses diagramas como sendo a superf́ıcie que delimita o buraco negro. Mostraremos um

exemplo, para a solução de Schwarzschild, na figura 2.1.

Em geral, esses horizontes descrevem superf́ıcies distintas. No entanto, eles coincidem para

algumas soluções. Por exemplo, para a solução de Schwarzschild, que é estática e esfericamente

simétrica, os três horizontes descrevem uma mesma superf́ıcie. Já para soluções estacionárias e

axialmente simétricas, como a solução de Kerr, o que chamamos de horizonte de Killing coincide

com o horizonte de eventos, mas não com o horizonte aparente.

Solução de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild descreve um objeto compacto estático, com simetria esférica e sem

carga. Essa solução é representada pelo elemento de linha

ds2 = ∆(r) dt2 −∆(r)−1 dr2 − r2 dΩ2 , (2.35)
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onde definimos a função

∆(r) = 1− 2M

r
. (2.36)

Essa função se anula no raio de Schwarzschild rs = 2M , tal que a componente radial da métrica

diverge nesse raio ∆(rs)
−1 −→ ∞. Essa divergência não representa uma singularidade real,

tendo em vista que ela pode ser eliminada por meio de uma transformação de coordenadas.

Podemos verificar, considerando os escalares de curvatura, que são quantidades que

independem do sistema de coordenadas, que o raio de Schwarzschild não representa uma

singularidade real. Por exemplo, o escalar de Kretschmann desta solução vale

RαβµνR
αβµν =

48M2

r6
, (2.37)

revelando que o raio rs não é singular nessa quantidade. Em contrapartida, é posśıvel notar que

a origem r = 0 representa uma singularidade real. Por esse motivo, com o objetivo de estudar

as propriedades do espaço-tempo, é conveniente realizar uma transformação de coordenadas

de forma que o raio de Schwarzschild não seja singular. Ressaltamos que esse raio representa

um horizonte de Killing da métrica, sendo portanto uma superf́ıcie relevante a ser analisada.

Uma transformação conveniente de coordenadas nos permitirá construir um diagrama do espaço-

tempo, de forma a estudar essa superf́ıcie com mais detalhes.

Para essa análise, adotaremos as coordenadas de Kruskal-Szekres (KS). Definimos as

novas coordenadas como (R, T, θ, ϕ), tal que

T =

(
r

rs
− 1

)1/2

er/2rssinh

(
t

2rs

)
, (2.38)

R =

(
r

rs
− 1

)1/2

er/2rscosh

(
t

2rs

)
. (2.39)

Enfatizamos que valem as seguintes relações

T 2 −R2 =

(
1− r

rs

)
er/rs , (2.40)

T

R
= tanh

(
t

2rs

)
. (2.41)

Nessas coordenadas, o elemento de linha de Schwarzschild é escrito como

ds2 =
4r3s
r

e−r/rs(−dT 2 + dR2) + r2dΩ2 . (2.42)
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R
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r=0

r=0

r=const.

t=const.

IV

II

III

I

r=2m

Figura 2.1: Diagrama do espaço-tempo de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal-
Szekres. Podemos notar que qualquer fonte de luz emitida na região II encontra-se presa
nesta região, tendo em vista que a luz viaja somente a 45º no sentido positivo do eixo
temporal. Fonte: imagem de autoria própria.

Notamos que as componentes da métrica (2.42) se mantém bem comportadas no raio de

Schwarzschild rs. Portanto, esse sistema de coordenadas pode ser usado para cobrir uma região

maior do que o sistema de coordenadas considerado inicialmente.

Verificamos que a singularidade real, dada por r = 0, continua surgindo por meio da

relação T 2 −R2 = 1. Essa relação representa duas hipérboles em um diagrama de coordenadas

T × R, tal que quando R = 0 essas hipérboles possuem vértices em T = ±1. Nessas novas

coordenadas, ao invés de termos duas regiões separadas pelo raio de Schwarzschild (0 < r < rs e

rs < r), temos quatro regiões. Encontramos essas regiões por meio do elemento de linha (2.42),

ao considerar intervalos tipo-luz com θ e ϕ constantes. Assim, obtemos a relação

T = ±R , (2.43)

que descreve retas concorrentes em R = 0. Essas retas representam o horizonte de Schwarzschild

nesse sistema de coordenadas, como pode ser verificado a partir da relação (2.40). A luz,

neste espaço-tempo, passa a ser representada por retas com um ângulo de 45º no diagrama de

coordenadas.

Portanto, no diagrama do espaço-tempo de Schwarzschild em coordenadas de Kruskal-

Szekres, teremos quatro regiões. A região I corresponde ao exterior do buraco negro r > rs, a
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região II ao interior do buraco negro 0 < r < rs, a região III é uma região paralela a região

I e a região IV é paralela a região II. F́ısicos especulam que a região III pode representar um

outro universo, enquanto a região IV deve representar um buraco branco. Essas regiões paralelas

surgem por conta do sinal ± nas relações. Uma representação pictórica está exposta na figura

2.1 .

Por último, citamos que é posśıvel considerar outros sistemas de coordenadas, de forma

a obter outros diagramas que representem o mesmo fenômeno. Como, por exemplo, os diagramas

de Eddington-Finkelstein e de Penrose [30].

Solução de Reissner-Nordstrom

Considerando a métrica de Reissner-Nordstrom, representada pelo elemento de linha

ds2 = ∆(r) dt2 −∆(r)−1 dr2 − r2 dΩ2 , (2.44)

onde definimos a função

∆(r) = 1− 2M

r
+

r2Q
r2

, (2.45)

verificamos que a condição ∆(r±) = 0 é satisfeita para os raios

r± = M ±
√
M2 − r2Q . (2.46)

Sabemos que os coeficientes da métrica são quantidades que dependem do sistema de

coordenadas e, como tais, podem apresentar irregularidades. Mostraremos que esses raios r±

representam singularidades de coordenadas B(r±) −→ ∞. Para isso, vamos considerar o cálculo

do escalar de Kretschmann da métrica de Reissner-Nordstrom

RαβµνR
αβµν =

8

r8
(6M2r2 − 12Mr r2Q + 7r4Q) . (2.47)

Por meio desse escalar, verificamos que a origem r = 0 é de fato uma singularidade essencial. Em

contrapartida, as soluções da equação (2.46) não definem uma singularidade, mas os horizontes

de Killing da métrica. Sabemos que esses horizontes estão associados aos horizontes de eventos

que encontraremos em um buraco negro de Reissner-Nordström.
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r- r+
r

Δ(r)

Figura 2.2: Caso M2 > r2Q. A função ∆(r) possui duas ráızes (2.46), marcadas nos pontos
vermelhos. Fonte: imagem de autoria própria.

r- = r+
r

Δ(r)

r

Δ(r)

Figura 2.3: Do lado esquerdo, temos o caso M2 = r2Q. Nele, a função ∆(r) possui uma

raiz r− = r+, marcada no ponto vermelho. Do lado direito, temos o caso M2 < r2Q. A
função ∆(r) não possui ráızes. Fonte: imagem de autoria própria.
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Podemos, assim como na solução de Schwarzschild, realizar transformações de

coordenadas de forma que a métrica seja não-singular nos horizontes de Killing. Sabemos que,

ao realizar essas transformações, podemos descrever o espaço-tempo através de diagramas e

verificar que esses horizontes coincidem com os horizontes de eventos de Reissner-Nordstrom.

De acordo com as referências [13, 29, 30], temos que

1. Para M2 < r2Q, teremos uma singularidade nua e r± será um número complexo, como

mostramos na figura 2.3. Não existirá horizonte de eventos, de forma que nada esconderá

a singularidade localizada em r = 0 de um observador. Existe um teorema, chamado de

conjectura da censura cósmica, que impede esse tipo de solução. Ele nos diz que todas

as singularidades formadas a partir de um colapso gravitacional estão necessariamente

escondidas por horizontes de eventos. Ou seja, são buracos negros. Portanto, essa não é

uma solução f́ısica.

2. Para M2 = r2Q temos uma solução extrema de Reissner-Nordström. Buracos negros

extremos possuem a solução r± em um único raio, r = M , que representa um único

horizonte de eventos. O gráfico esquerdo da figura 2.3 representa essa situação.

3. Para M2 > r2Q, a função ∆(r) é negativa para r− < r < r+ e positiva para os outros

valores de r, como mostrado na figura 2.2. As superf́ıcies definidas por r = r± são tipo-luz

e, portanto, são ambas horizontes de eventos.

Os diagramas de Penrose para a solução de Reissner-Nordstrom podem ser encontrados nas

referências [13, 30]. De forma complementar, o leitor interessado pode visualizar como seria a

aparência desses horizontes de eventos em uma simulação feita na referência [86].

2.2.2 Desvio para o vermelho gravitacional

O desvio para o vermelho gravitacional [30, 98] é um fenômeno que permite que ondas

eletromagnéticas percam energia ao viajar sob um campo gravitacional. Como consequência,

a frequência dessas ondas pode diminuir e seu comprimento de onda aumentar. Sabemos que

um fóton possui energia E = hω e um observador vµ mede sua frequência de onda através da

relação ω = kαv
α, onde kµ representa o quadrivetor de onda. De forma geral, o desvio para o

vermelho de um raio de luz emitido radialmente em r1 e detectado em r2, com r1 < r2, é dado

pela fórmula

1 + z =
gµν(r1)v

µ
1 k

ν
1

gµν(r2)v
µ
2 k

ν
2

. (2.48)
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Essa definição inclui o desvio para o vermelho produzido tanto pela gravidade quanto por

fontes em movimento. Considerando um fundo estático e esfericamente simétrico, sabemos que

podemos encontrar o desvio para o vermelho gravitacional ao considerar observadores estáticos

[98]. Em geral, podemos escrever observadores estáticos por meio da relação

vα =
ξα√
ξµξµ

, (2.49)

onde representamos as componentes do vetor de Killing tipo-tempo como ξµ = δµ0 , tal que

seu módulo é dado por ξµξµ = gtt(r). Sabemos que os vetores de Killing estão associados a

quantidades conservadas e que o vetor de Killing tipo tempo satisfaz a relação ξµkµ = const.,

portanto, a equação (2.48) se reduz a

1 + z =
gµν(r1)k

ν
1

gαβ(r2)k
β
2

ξµ1
√
gtt(r2)

ξα2
√

gtt(r1)
. (2.50)

Logo, teremos

1 + z =
dτ2
dτ1

=

√
gtt(r2)

gtt(r1)
, (2.51)

onde dτi define a separação temporal entre duas cristas de onda sucessivas, medida pelos relógios.

Podemos rescrever essa fórmula de modo a explicitar a dependência com o comprimento de onda

λ ou com a frequência angular ω, obtendo

dτ2
dτ1

=
λ2

λ1
=

ω1

ω2
. (2.52)

O desvio para o vermelho ocorre quando λ2 > λ1 (z > 0), enquanto o desvio para o azul ocorre

se λ2 < λ1 (z < 0). No fundo de Reissner-Nordstrom, a fórmula que descreve o desvio para o

vermelho se torna

1 + z =

(
1− 2M

r2
+

r2Q
r22

)1/2(
1− 2M

r1
+

r2Q
r21

)−1/2

. (2.53)

Notamos que nos horizontes de Killing (2.46) o desvio para o vermelho diverge, como

esperado. No caṕıtulo 3, iremos generalizar essa fórmula de modo a incluir posśıveis efeitos

de birrefringência em espaços-curvos, devido a presença meios eletromagnéticos não-lineares.
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2.2.3 Trajetória de part́ıculas

A equação da geodésica, que descreve a trajetória de uma part́ıcula situada sob um espaço-

tempo, é dada por
d2xµ

dλ2
+ Γµ

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0 , (2.54)

tal que as componentes da conexão afim Γα
µν = Γα

νµ para um espaço-tempo estático e com

simetria esférica (2.21) são listadas a seguir

Γ0
01 =

1

2gtt(r)

dgtt(r)

dr
Γ1
00 =

1

2grr(r)

dgtt(r)

dr
Γ1
11 =

1

2grr(r)

dgrr(r)

dr

Γ1
22 = − r

grr(r)
Γ1
33 = sen2θ Γ1

22 Γ2
33 = −senθ cosθ

Γ2
12 =

1

r
Γ3
13 =

1

r
Γ3
23 = cotgθ .

(2.55)

Ressaltamos que a afim de simplificar a notação, denotamos o módulo das componentes da

métrica por |grr| = grr e |gtt| = gtt. Se aplicarmos as componentes da conexão afim na equação

da geodésica, obtemos o sistema de equações

0 =
d2r

dλ2
+

1

2grr

dgrr
dr

(
dr

dλ

)2

− r

grr

(
dθ

dλ

)2

− rsen2θ

grr

(
dϕ

dλ

)2

+
1

2grr

dgtt
dr

(
dt

dλ

)2

,

0 =
d2θ

dλ2
+

2

r

dθ

dλ

dr

dλ
− senθcosθ

(
dϕ

dλ

)2

,

0 =
d2ϕ

dλ2
+

2

r

dϕ

dλ

dr

dλ
+ 2cotgθ

dϕ

dλ

dθ

dλ
,

0 =
d2t

dλ2
+

1

gtt

dgtt
dr

dt

dλ

dr

dλ
. (2.56)

Como estamos lidando com um problema com simetria esférica, sempre podemos escolher um

sistema de coordenadas onde as condições iniciais são θ0 =
π

2
e θ̇0 = 0. Nesse caso, a segunda

equação se reduz a θ̈ = 0, o que implica em θ̇ = const. = 0 sempre. Portanto, um movimento

que começa no plano θ =
π

2
, se mantém no plano.

Assim, podemos simplificar as duas últimas equações, obtendo

0 =
d

dλ

[
ln

dϕ

dλ
+ ln r2

]
, (2.57)

0 =
d

dλ

[
ln

dt

dλ
+ ln gtt

]
. (2.58)
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É direto verificar que essas equações implicam nas leis de conservação

dt

dλ
=

κ

gtt
, (2.59)

r2
dϕ

dλ
= h , (2.60)

onde h representa o módulo do momento angular por unidade de massa h⃗ =
L⃗

m
e κ é uma

constante com dimensão de energia por unidade de massa. Podemos aplicar as equações acima

na primeira equação de (2.56) e multiplicar a equação resultante por 2grr
dr

dλ
, de forma a obter

0 =
dr

dλ

[
2grr

d2r

dλ2
+

dgrr
dr

(
dr

dλ

)2

− 2h2

r3
+

dgtt
dr

(
κ

gtt

)2
]

. (2.61)

Notamos que essa equação pode ser simplificada para

0 =
d

dλ

[
grr

(
dr

dλ

)2

+
h2

r2
− κ2

gtt

]
, (2.62)

portanto, encontramos que vale a relação

−σ = grr

(
dr

dλ

)2

+
h2

r2
− κ2

gtt
, (2.63)

onde σ é uma constante que representa uma quantidade conservada com dimensão de energia

por unidade de massa. Ela relaciona o parâmetro afim λ com tempo próprio τ , por meio da

relação dτ2 = σdλ2, de forma que essa constante é nula para os fótons e positiva para part́ıculas

massivas. Sendo assim, podemos definir os potenciais efetivos para part́ıculas massivas σ = 1 e

para o fóton σ = 0 a partir de

ṙ2 = κ2 − V (r) , (2.64)

tal que seus potenciais efetivos são

V (r) = κ2 − κ2

grrgtt
+

(
σ +

h2

r2

)
1

grr
. (2.65)

Ressaltamos que nessa notação estamos trabalhando com o módulo das componentes da métrica.

Se não estivéssemos trabalhando com os seus módulos, os três últimos termos trocariam de sinal.
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Figura 2.4: Gráfico do potencial efetivo seguido pela luz no fundo de Reissner-Nordstrom
(M2 > r2Q). O eixo horizontal está em unidades de massa M. Notamos que para o
potencial de R-N podemos ter órbitas circulares estáveis e instáveis, enquanto que para
Schwarzschild encontramos apenas órbitas circulares instáveis. De fato, o gráfico para o
potencial de Schwarzschild se assemelha a parte instável do potencial de R-N, mostrada
no campo superior direito da figura. Fonte: imagem de autoria própria.

Nesse trabalho, estamos interessados em estudar as trajetórias da luz. Especificamente,

temos que a trajetória de um raio de luz no fundo de Reissner-Nordstrom é descrita pelo potencial

efetivo

VR−N (r) =
h2

r2

(
1− 2M

r2
+

r2Q
r22

)
. (2.66)

Na figura 2.4, plotamos o gráfico deste potencial no caso em que M2 > r2Q e comparamos as

suas trajetórias nos fundos de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom (R-N). No caṕıtulo 3 dessa

tese, encontraremos correções neste potencial, associadas ao efeito de birrefringência produzido

por um meio eletromagnético não-linear situado sob o fundo de R-N.

2.2.4 Deflexão gravitacional da luz

É posśıvel reescrever a relação (2.63), juntamente com a equação (2.60), com o objetivo de obter

o ângulo de deflexão que as part́ıculas sofrem ao redor de um objeto compacto com simetria

esférica. Na figura 2.5 mostramos os ângulos de incidência ϕ∞ e deflexão ∆ϕ envolvidos no

processo. Notamos que a relação (2.63) pode ser escrita como

grr

(
dr

dϕ

)2 h2

r4
= −σ − h2

r2
+

κ2

gtt
, (2.67)
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Figura 2.5: Trajetória seguida por um raio de luz se aproximando da fonte a partir de uma
região assintótica. Notamos que o raio é desviado nas proximidades do objeto compacto.
Essa figura foi retirada da referência [99].

ou ainda

ϕ = ±
∫

g
1/2
rr (r)dr

r2
(

κ2

h2gtt(r)
− σ

h2 − 1
r2

)1/2 . (2.68)

Independente do tipo de part́ıcula, o movimento sofre uma alteração devido a geometria do

espaço-tempo, representada pelos coeficientes da métrica. Quando σ = 0 obtemos o desvio

sofrido pela luz devido a presença do campo gravitacional. Observamos que na ausência de um

campo gravitacional, o fóton segue uma trajetória em linha reta, associada a solução

b = r sen(ϕ− ϕ∞) . (2.69)

A uma distância de máxima aproximação r = r0, temos que vale a relação

dr

dϕ

∣∣∣
r0

= 0 . (2.70)

Assim, para o fóton, vemos que nessa distância a relação (2.67) se torna

h2

κ2
=

r20
gtt(r0)

. (2.71)

Portanto, podemos reescrever (2.68) de forma a representar o ângulo de desvio sofrido pela luz

ϕ(r)− ϕ∞ =

∫ ∞

r

√
grr(r)

[(
r2

r20

)
gtt(r0)

gtt(r)
− 1

]−1/2
dr

r
. (2.72)

A variação total sofrida por um raio de luz vindo do infinito, passando pela região de máxima

aproximação e retomando para o infinito é dada por 2|ϕ(r0)−ϕ∞|. Na ausência de fonte sabemos
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que a deflexão total seria de π e corresponderia a uma linha reta. Portanto a deflexão total com

relação a trajetória em linha reta é dada por [99]

∆ϕ = 2|ϕ(r0)− ϕ∞| − π . (2.73)

No caṕıtulo 3 dessa tese, obteremos correções no ângulo de deflexão total da luz, associadas a

presença de um meio eletromagnético não-linear no fundo de Reissner-Nordstrom.
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Caṕıtulo 3

Meios não-lineares em

espaços-curvos

Se considerarmos um meio dielétrico com permeabilidade magnética constante µ e permitir que

sua permissividade elétrica dependa da intensidade do campo elétrico ϵ(E), a propagação da luz

será descrita por geodésicas nas métricas efetivas

ĝµν+ = gµν + vµ vν(ϵ µ+ ϵ̄ µE − 1)− ϵ̄

ϵE
EµEν

ĝµν− = gµν + vµ vν(ϵ µ− 1) , (3.1)

onde gµν representa a métrica do campo gravitacional de fundo. Nesse trabalho, focaremos em

soluções estáticas e esfericamente simétricas da RG. Lembramos que o elemento de linha para

um corpo massivo carregado é representado por

ds2 = ∆(r) dt2 −∆−1(r) dr2 − r2dΩ2 , (3.2)

onde

∆ = 1 +
r2Q
r2

− rh
r

, (3.3)

com constantes

r2Q =
πG

c4
Q2

4π2ϵ0
, rh =

2MG

c2
. (3.4)

Nessa tese, iremos considerar as unidades c = G = 1 e que o campo eletromagnético, que surge

na equação (3.1), seja o campo eletromagnético produzido pelo objeto compacto carregado.



A baixas energias, podemos considerar um fundo gravitacional fixo. Part́ıculas tipo-

tempo seguem trajetórias nesse espaço-tempo de fundo, enquanto a luz se propaga através

de geodésicas na geometria efetiva1. Esse limite é suficiente para enumerarmos consequências

f́ısicas deste modelo, como mudanças no desvio para o vermelho e na deflexão gravitacional da

luz. Considerando os horizontes de Killing como as superf́ıcies tipo-nulas onde o desvio para o

vermelho diverge e

dr

dt
=

√
ĝ00(r)

ĝ11(r)
= 0 (3.5)

é satisfeito, somos capazes de quantificar posśıveis mudanças na localização dessas superf́ıcies.

Uma vez que o horizonte de Killing depende apenas da geometria efetiva, nos referimos a ele

como um horizonte óptico.

Notamos que as equações de Einstein estão relacionadas a métrica de fundo, não a

métrica efetiva. Portanto, toda discussão conhecida na literatura a respeito da localização da

singularidade r = 0 permanece válida. A geometria efetiva não altera essas definições, podendo

alterar somente definições que dependam diretamente da propagação da luz, como mencionado

anteriormente.

Sabemos que a métrica inversa ĝαν = Agαν+Bvαvν+CEαEν satisfaz a relação ĝ
µαĝαν =

δµν . Logo, para a polarização positiva temos que

δµν =
{
gµα − [1− µ(ϵE)′]vµvα − ϵ′

ϵE
EµEα

}
(Agαν +Bvαvν + CEαEν) ,

de modo que essa igualdade só é válida se

A = 1 ,

B = A
1− µ(ϵE)′

µ(ϵE)′
=

1− µ(ϵE)′

µ(ϵE)′
,

C =
A

E2

ϵ′E
ϵ

1 + ϵ′E
ϵ

=
1

E2

ϵ′E
ϵ

1 + ϵ′E
ϵ

. (3.6)

Assim, conclúımos que as métricas efetivas (3.1) possuem inversa

ĝ+µν = gµν − (1− f+) vµvν +
ξ

1 + ξ
lµlν

ĝ−µν = gµν − (1− f−) vµvν , (3.7)

1É direto verificar que a relação de dispersão implica que, em um referencial onde a conexão se anule,

vale kµ,λk
µ = 0. Notamos que kµ =

∂Σ

∂xµ
é um gradiente, portanto temos que kµ,λ = kλ,µ. Como

kλ,µk
µ = 0 é uma relação tensorial, ela é nula para qualquer referencial. Portanto, obtemos a equação

da geodésica kµ ▽µ kλ = 0.
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tal que definimos

f− =
1

µϵ(E)
, f+ =

1

µϵ(1 + ξ)
, ξ =

ϵ̄E

ϵ
, ϵ̄ =

dϵ

dE
, lµ =

Eµ

E
. (3.8)

Se considerarmos um observador no referencial comóvel do dielétrico vµ =
gµ0√
g00

=

√
g00δ

0
µ e admitirmos que o campo elétrico E(r) seja radial e estático lµ =

√
−g11δ

1
µ, podemos

simplificar as componentes das métricas efetivas

ĝ+00 = ∆f+

ĝ+11 = − ∆−1

1 + ξ
,

(3.9)

ĝ−00 = ∆f−

ĝ−11 = −∆−1 ,

de forma que verificamos que as componentes restantes são as mesmas da métrica de fundo.

Está claro que essas métricas são equivalentes quando ξ = 0, i.e., ϵ = const. . Nesse caso,

elas se reduzem a métrica de Gordon e ambas polarizações seguem uma mesma geodésica.

Apenas no vácuo as métricas efetivas se reduzem a métrica de fundo. Em geral, elas diferem, e

os horizontes ópticos das métricas efetivas não necessariamente coincidem com os horizontes de

Killing da métrica de fundo. Notamos que as métricas efetivas (3.9) são estáticas e esfericamente

simétricas. Portanto, as fórmulas obtidas no caṕıtulo anterior para o potencial efetivo e para a

deflexão gravitacional da luz são válidas, se substituirmos gµν −→ ĝµν . Veremos que a fórmula

que descreve o desvio para o vermelho precisa ser recalculada, de forma a considerar os vetores

de Killing da métrica efetiva. Nesse caso, a substituição não será direta.

3.1 Potencial Efetivo

Mostraremos que a fórmula que descreve o potencial efetivo (2.65) permanece válida nesta

situação σ = 0, por meio de uma substituição direta da métrica de fundo pela métrica efetiva.

Para isso, note que o elemento de linha que descreve a propagação da luz é dado pela métrica

efetiva, tal que podemos obter as trajetórias da luz através do prinćıpio da mı́nima ação. Seja
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λ um parâmetro afim, temos que a derivada com relação a ele é representada por Ẋ =
dX

dλ
, de

forma que podemos encontrar as trajetórias da luz variando a ação

δ

∫
ds = 0 , (3.10)

que é equivalente a considerar

δ

∫ (
ĝ00 ṫ

2 + ĝ11 ṙ
2 + ĝ22 θ̇

2 + ĝ33 ϕ̇
2
)
dλ = 0 . (3.11)

Sabemos que a variação dessa ação com relação a variável θ é automaticamente satisfeita se

considerarmos θ̇ = 0 e θ = π/2. Ao variar a ação com relação às coordenadas t, ϕ, obtemos a

conservação da energia total κ e a conservação do momento angular h,

ĝ00 ṫ = κ ,

r2ϕ̇ = h , (3.12)

tendo que vista que as componentes da métrica efetiva não dependem das variáveis t, ϕ. Para a

variável r, vamos considerar ds2 = 0, de forma a obter a relação

ṙ2 = κ2 − V (r) , (3.13)

com potencial efetivo V (r) sendo definido como

V (r) = κ2 − κ2

|ĝ11| |ĝ00|
+

h2

r2 |ĝ11|
. (3.14)

Podemos substituir as componentes das métricas efetivas (3.9) na relação acima. Obtemos os

potenciais efetivos

V+(r) =
h2∆

r2
(1 + ξ) +

[
1− (1 + ξ)

f+

]
κ2

V−(r) =
h2∆

r2
+

[
1− 1

f−

]
κ2 , (3.15)

que são válidos para uma permissividade ϵ(E) arbitrária. Notamos que, como esperado, no

vácuo f±(r) = 1, ξ = 0 esses potenciais são iguais e definem o potencial de Reissner-Nordstrom

(2.66), que se reduz ao potencial de Schwarzschild quando rQ = 0. Casos particulares serão

analisados na próxima seção. Ressaltamos que para obter a fórmula que descreve a deflexão da

luz, é direto notar que vale o procedimento apresentado na subseção 2.2.4, quando σ = 0. Nesse
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caso, podeŕıamos simplesmente dividir o ṙ definido na equação (3.13) por ϕ̇, dado pela relação

(3.12), de forma a encontrar a mesma integral obtida anteriormente.

3.2 Deflexão da luz

A fórmula que descreve a deflexão de um raio de luz viajando do infinito até uma distância r da

origem de um objeto compacto estático e esfericamente simétrico é conhecida na literatura [99].

Podemos calcular como ela é alterada na presença de um meio dielétrico não-linear. De forma

geral, dado essa simetria, a deflexão da luz devido a um objeto compacto cercado por um meio

dielétrico é representada pela integral

ϕ(r)− ϕ∞ =

∫ ∞

r

√
|ĝ11(r)|

[(
r

r0

)2 ĝ00(r0)

ĝ00(r)
− 1

]−1/2
dr

r
, (3.16)

onde ϕ∞ = ϕ(∞) define o ângulo de incidência e r0 é a distância de máxima aproximação,

descrita como o raio onde a seguinte relação é válida

dr

dϕ

∣∣∣
r0

= 0 .

O ângulo de deflexão em uma região distante da fonte é dado por [99]

∆ϕ = 2|ϕ(r0)− ϕ∞| − π . (3.17)

Esse ângulo prevê uma correção na trajetória da luz medida por um observador longe da fonte.

Então, definido ∆0 = ∆(r0), a deflexão da luz devido a um meio dielétrico no fundo de Reissner-

Nordstrom é descrita pelas integrais

ϕ+(r)− ϕ+
∞ =

∫ ∞

r

√
∆−1

1 + ξ
.

[(
r

r0

)2 ∆0f+(r0)

∆f+
− 1

]−1/2
dr

r
, (3.18)

ϕ−(r)− ϕ−
∞ =

∫ ∞

r

√
∆−1 .

[(
r

r0

)2 ∆0f−(r0)

∆f−
− 1

]−1/2
dr

r
, (3.19)

referentes a cada uma das polarizações. Lembramos que as relações (3.8) permanecem válidas,

portanto, f± = f±(r), ξ = ξ(r) são funções do raio, tendo em vista que o módulo do

campo elétrico depende deste E = E(r). Para calcular essas integrais, é necessário definir a

permissividade elétrica ϵ(E) do meio material e explicitar o campo elétrico externo E(r). No
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caso trivial onde o campo elétrico é constante, temos que as funções f, ξ, ϵ serão constantes

com relação a variável de integração r.

3.3 Desvio para o vermelho

Como mostrado na subseção 2.2.2, o desvio para o vermelho gravitacional [30, 98] é um

fenômeno que permite que ondas eletromagnéticas percam energia ao viajar sob um campo

gravitacional. Como consequência, a frequência dessas ondas pode diminuir e seu comprimento

de onda aumentar. Sabemos que a definição (2.48) inclui o desvio para o vermelho produzido

tanto pela gravidade quanto por fontes em movimento. Considerando um fundo estático e

esfericamente simétrico, podemos descrever observadores estáticos por meio da relação (2.49),

onde representamos as componentes do vetor de Killing tipo-tempo da métrica de fundo como

ξµ = δµ0 , tal que seu módulo é definido por ξµξµ = g00(r).

Deduzimos as geometrias efetivas, que descrevem a propagação da luz no meio,

considerando um campo de observadores comóvel ao dielétrico. Esses observadores são estáticos.

Portanto, vale a definição (2.49). No entanto, temos agora que o campo de observadores

segue trajetórias na geometria de fundo, enquanto a luz segue trajetórias na geometria efetiva.

Sabemos que o quadrivetor de onda kµ é tangente a geodésicas na geometria efetiva, portanto,

sua contração com o vetor de killing tipo-tempo da geometria efetiva ξ̂µkµ = const. representa

uma quantidade conservada. O módulo desse vetor de Killing é dado pela relação ξ̂µξ̂µ = ĝ00(r).

Tendo em vista que temos duas geometrias efetivas ĝ±00 = f±g00, obtemos que ξµ = δ0µg00

se relaciona com os vetores de killing tipo-tempo das geometrias efetivas através da relação

ξ̂±µ = δ0µĝ
±
00 = f±ξµ. Portanto, a equação (2.48) se torna

(1 + z)± =
ξνk

ν(r1)

ξβkβ(r2)

√
g00(r2)√
g00(r1)

=
ξ̂±ν k

ν(r1)

ξ̂±β k
β(r2)

√
g00(r2)√
g00(r1)

f±(r2)

f±(r1)
. (3.20)

Logo, teremos

(1 + z)± =
dτ2
dτ1

=

√
g00(r2)

g00(r1)

f±(r2)

f±(r1)
, (3.21)

onde dτi define a separação temporal entre duas cristas de onda sucessivas, medida pelos relógios.

Se r1 = r e r2 −→ ∞ com f±
∞ = f±(∞), vale a relação

(1 + z)± =

√
1

∆

f±
∞
f±

. (3.22)
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Notamos que para os casos f± = const. o desvio para o vermelho permanece inalterado com

relação as previsões do fundo gravitacional

(1 + z)B =

√
1

∆
. (3.23)

Esses casos estão relacionados uma classe de meios materiais, que inclúı o vácuo, e será analisada

na próxima seção. Para f± ̸= const., estamos considerando um meio eletromagnético não-linear

arbitrário, definido pelas relações (3.8), situado sob o espaço-curvo. É apropriado reescrever esse

caso geral como
(1 + z)±
(1 + z)B

=
f±
∞
f±

. (3.24)

Notamos que podemos expandir a permissividade elétrica dos meios materiais em função do

módulo do campo elétrico

ϵ(E) = ε+
∑
n

cnE
n , (3.25)

onde ε define uma constante. Se E(r) = Q/rα com α, ε, cn > 0, teremos f±
∞ = const. e

f±
∞
f±

> 1 , (3.26)

o que implica que a intensidade do desvio para o vermelho será maior do que a prevista pelo

fundo gravitacional, para ambas polarizações. Se cn < 0 está claro que o oposto irá ocorrer (terá

sua intensidade atenuada). Temos que a constante ε deve satisfazer ε ̸= 0, caso contrário, um

campo elétrico nulo implicaria em ϵ = 0, o que não consideramos uma situação f́ısica. Notamos

que, nesse caso, a fração divergiria em todos os raios, para ambas as polarizações. Se permitirmos

que ε < 0, a análise acima para materiais que satisfazem (3.25), com cn > 0, implica em

f±
∞
f±

< 1 , (3.27)

tal que o desvio para o vermelho possui sua intensidade reduzida com relação as previsões do

fundo gravitacional. Não podemos definir um campo elétrico com dependência E(r) ∝ rα, caso

contrário, o desvio para o vermelho divergiria em todos os pontos, se considerarmos materiais

com permissividade (3.25). Os únicos tipos de materiais que permitem essa configuração devem

possuir permissividade

ϵ(E) = ε+
∑
n

cnE
−n . (3.28)
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Entretanto, eles não são de interesse f́ısico, pois queremos que o campo eletromagnético se anule

no infinito. Focaremos nossa análise em materiais com permissividade (3.25) e na classe especial

de materiais que satisfazem f± = const.

3.4 Horizontes ópticos

Não esperamos que as métricas efetivas (3.9) produzam alterações nos horizontes de Killing,

tendo em vista que essas métricas definem ĝ±00 = g00f±. Considerando ĝ±00(rh) = 0 obtemos

imediatamente g00(rh) = 0, tal que encontramos as mesmas superf́ıcies previstas pela métrica

de fundo. Podeŕıamos argumentar que é posśıvel existir horizontes ópticos dados pela relação

f±(rh) = 0, entretanto, segundo as definições (3.8), verificamos que essa condição só é válida para

ϵ(E) −→ ∞. Dado (3.25), a única solução posśıvel é rh = 0 (sabemos que esse raio representa

uma singularidade no espaço-tempo e que a métrica efetiva não é capaz de alterá-la, então

essa solução não representa um horizonte óptico). De forma complementar, no caso particular

f+ = const. podeŕıamos obter rh = ∞, o que parece inesperado, mas sua única consequência é

que a luz está presa em uma região por conta do meio dielétrico, entretanto, essa região inclui

todo o universo. Portanto, conclúımos que os horizontes ópticos coincidem com os horizontes

de Killing da métrica de fundo, por conta da simetria do problema.

3.5 Casos particulares

3.5.1 A classe de meios materiais com f = const.

Um caso particular de interesse ocorre quando f±(r) = const., já que nos dá uma situação limite

onde o desvio para o vermelho não é alterado com relação as previsões do fundo gravitacional.

Notamos que é posśıvel separar esses meios em duas classes: I- f− = f+ = const., que representa

o caso de Gordon, ou II- f− ̸= const., f+ = const. . Mostramos abaixo suas consequências.

O caso de Gordon

Nessa subseção, analisaremos a primeira classe. Considerando a relação

1

µϵ(E)
= const. , (3.29)

encontramos que

ϵ(E) = ε . (3.30)
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Temos que para essa permissividade o desvio para o vermelho e a deflexão gravitacional da luz

de ambas polarizações coincidem com as previsões do fundo gravitacional. Em contrapartida,

os potenciais efetivos preveem correções, dadas pelas equações (3.15). Verificamos que o efeito

de polarização desaparece e ambas polarizações passam a ter suas trajetórias definidas por um

único potencial, tal que a luz segue somente uma trajetória. Como a permissividade é constante,

temos que ξ = 0 e f± = f =
1

µϵ
, com ϵ = const. e µ = const. . As componentes das métricas

efetivas se tornam

ĝ±00 = ∆f ,

ĝ±11 = −∆−1 , (3.31)

onde ∆ é definido pelo fundo de Reissner-Nordstrom. Notamos que o caso de Gordon é uma

situação particular onde f = const., o que implica que a resolução de ĝ±00(rh) = 0 só pode

acarretar em g00(rh) = 0. O vácuo é uma situação particular desse exemplo, representado por

ϵ = ϵ0 e µ = µ0.

Se a métrica efetiva for definida pelo caso de Gordon, podemos calcular seu potencial

efetivo V±(r) = V (r), representado por

V (r) =
h2

r2
∆ +

[
1− n2

]
κ2 , (3.32)

onde n2 = µϵ define o quadrado do ı́ndice de refração do meio. Particularmente, se considerarmos

que o meio é o vácuo, temos n = 1 e VGordon = VR−N .

O caso f+ = const.

Impondo a restrição f+(r) = const., podemos obter a permissividade mais geral ϵ(E) que satisfaz

1

µϵ(1 + ξ)
= const. . (3.33)

É direto integrar essa relação, de forma a encontrar o resultado

ϵ(E) = ε+
a

E
. (3.34)

Essa permissividade se reduz ao caso anterior somente se a = 0. Em geral, podemos

ter f+ = const. com f− ̸= const. . Dado a permissividade (3.34), temos que apenas o

desvio para o vermelho associado à polarização positiva coincide com a previsão do fundo
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gravitacional. Esperamos correções no desvio gravitacional da luz e no potencial efetivo, para

ambas polarizações. De fato, considerando essa permissividade, temos

f− =
1

µ(ε+ a/E)
, f+ =

1

µε
, (1 + ξ) =

ε

ϵ
, (3.35)

tal que é direto substituir essas relações nas equações (3.15) e (3.18-3.19), dado um campo elétrico

E = E(r). Notamos que neste caso peculiar temos
f∞
−
f−

= 0, o que implica que o desvio para

o vermelho associado à polarização negativa deve ser nulo. Interpretamos que um observador

assintótico seria capaz de medir somente um desvio para o vermelho, associado à polarização

positiva, e obteria as mesmas previsões do fundo gravitacional. Apesar disso, verificamos que o

observador poderia notar a existência de duas trajetórias para o raio de luz.

3.5.2 Um caso particular para a permissividade

Dados experimentais mostram que a função permissividade ϵ(E) = ε+ c1E + c2E
2 é suficiente

para descrever aproximadamente um meio dielétrico arbitrário. De fato, eles indicam que para

a maioria dos materiais c2 é menor que c1 por muitas ordens de magnitude [93]. Por essa razão,

ao lidarmos com campos fracos, parece razoável esperar que o efeito Pockels seja mais relevante

que o efeito Kerr [3, 81, 88]. Portanto, vamos restringir nossa análise a uma permissividade

definida por

ϵ(E) = ε+ c1E , (3.36)

com E(r) = r2Q/r
2 representando o campo elétrico de fundo2. Gostaŕıamos de descobrir como o

efeito de birrefringência, ocasionado por essa dependência no campo elétrico, altera a propagação

da luz em um espaço-curvo esfericamente simétrico.

Por cálculo direto, obtemos

1 + ξ =
ε+ 2c1E

ϵ
, f+ =

1

µ(ε+ 2c1E)
, f− =

1

µ(ε+ c1E)
. (3.37)

2Note que o campo elétrico de fundo possúı dependência expĺıcita E(r) =
r2Q
r2

c4

QG
. Com exceção

da variável r, os outros termos são constantes. Portanto, como hav́ıamos definido c = G = 1 definimos
tambémQ = 1, afim de evitar sobrecarregar a notação. Perceba que essas constantes podem ser facilmente
reintroduzidas por meio de uma análise dimensional. De fato, ao obtermos os resultados, faremos isso
com o objetivo de explicitar sua dependência.
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Os potenciais efetivos associados às trajetórias da luz no meio dielétrico são definidos por

V+(r) =
h2∆

r2

[
1 +

c1E

ε+ c1E

]
+

[
1− µ

(ε+ 2c1E)2

ε+ c1E

]
κ2

V−(r) =
h2∆

r2
+ [1− µ(ε+ c1E)]κ2 , (3.38)

para cada polarização. Mostramos nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3 como a presença do meio material

altera as previsões para o potencial efetivo do fundo gravitacional.

Notamos que não é posśıvel calcular as integrais que descrevem o desvio da luz (3.18-

3.19) analiticamente, mas podemos considerar uma aproximação de campos fracos, tal que

podemos expandir as funções integradas Φ±(r), de forma a solucionar suas integrais em uma

dada ordem. Mostraremos que essas integrais podem ser resolvidas desta forma, de modo que

podemos encontrar correções de primeira ordem às previsões da RG. Para isso, consideraremos
2m

r
∼

r2q
r2

≪ 1 e
2m

r0
∼

r2q
r20

≪ 1 junto com a condição
c1
ε

≪ 1, que é esperada para a maioria

dos meios materiais. Além disso, consideraremos que as correções associadas ao efeito Pockels

sejam muito pequenas
c1E

ε
≪ 1, de forma que podemos expandir as funções (3.37).

Assim, dado essas condições, notamos que a fração

∆(r0)

∆(r)
=

[
1− 2m

r0
+

r2q
r20

][
1− 2m

r
+

r2q
r2

]−1

(3.39)

pode ser expandida como

∆(r0)

∆(r)
≈

[
1− 2m

r0
+

r2q
r20

][
1 +

2m

r
−

r2q
r2

]
, (3.40)

tal que podemos simplificá-la para

∆(r0)

∆(r)
≈ 1 + 2m

(
1

r
− 1

r0

)
− r2q

(
1

r2
− 1

r20

)
. (3.41)

De maneira semelhante, podemos aproximar

f±(r0)

f±(r)
=

ε+ c±1 r
2
q/r

2

ε+ c±1 r
2
q/r

2
0

, (3.42)

com c+1 = 2c−1 e c−1 = c1, de forma a encontrar

f±(r0)

f±(r)
≈ 1 +

c±1 r
2
q

ε

(
1

r2
− 1

r20

)
. (3.43)
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Figura 3.1: A figura mostra as alterações na região instável do potencial de R-N. Em
azul, temos a previsão do fundo gravitacional. Em laranja, representamos as alterações
sentidas pela polarização negativa e, em vermelho, as alterações sentidas pela polarização
positiva. Para visualização, consideramos M2 > r2Q no espaço-tempo de fundo. Fonte:
imagem de autoria própria.
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Figura 3.2: A figura à esquerda mostra como as trajetórias circulares instáveis são afetadas
pelo meio material, enquanto que a figura à direita mostra a alteração nas trajetórias
circulares estáveis. Consideramos um fundo de R-N com M2 > r2Q. Fonte: imagem de
autoria própria.
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Figura 3.3: Os potenciais efetivos do exemplo (3.36), definidos pelas equações (3.38), são
representados por linhas tracejadas nesta figura. A linha tracejada em laranja representa
V−(r), enquanto a linha tracejada em vermelho representa V+(r). Em azul, temos o que
seria esperado se considerássemos somente as previsões do fundo gravitacional. Vemos
que na presença de um campo eletromagnético o potencial representado pela linha azul se
separa em dois potenciais, dados pelas linhas tracejadas. Para visualização, consideramos
M2 > r2Q no espaço-tempo de fundo. Fonte: imagem de autoria própria.

Com isso, obtemos a aproximação

(
r

r0

)2 ĝ±00(r0)

ĝ±00(r)
− 1 ≈

(
r

r0

)2 [
1 + 2m

(
1

r
− 1

r0

)
− r2q

(
1

r2
− 1

r20

)][
1 +

c±1 r
2
q

ε

(
1

r2
− 1

r20

)]
− 1 .

Se definirmos a± = 1−
c±1 r

2
q

εr20
, podemos simplificar

(
r

r0

)2
[
1 +

c±1 r
2
q

ε

(
1

r2
− 1

r20

)]
− 1 =

[(
r

r0

)2

− 1

]
a± (3.44)

tal que a relação acima se torna

(
r

r0

)2 ĝ±00(r0)

ĝ±00(r)
− 1 ≈

{
1 +

g(r)[(
r
r0

)2
− 1

]
a±

}[(
r

r0

)2

− 1

]
a± ,
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definido a função

g(r) =

(
r

r0

)2 [
2m

(
1

r
− 1

r0

)
− r2q

(
1

r2
− 1

r20

)][
a± +

c±1 r
2
q

εr2

]
.

Então, é posśıvel reescrever a expressão

g(r)[(
r
r0

)2
− 1

]
a±

=

(
r

r0

)2
[
1 +

c±1 r
2
q

a±εr2

] [
2m
(
1
r −

1
r0

)
− r2q

(
1
r2

− 1
r20

)]
(

r
r0

− 1
)(

r
r0

+ 1
)

=

[
1 +

c±1 r
2
q

a±εr2

] [ r2qr
r0

(
1
r0

+ 1
r

)
− 2mr

r0

]
(r + r0)

, (3.45)

e verificar que

(1 + ξ)−1/2 ≈

(
1 +

c1r
2
q

εr2

)−1/2

≈ 1−
c1r

2
q

2εr2
= 1−

c+1 r
2
q

4εr2
. (3.46)

Como consequência, temos

Φ+(r) =

√
∆−1

1 + ξ
.

[(
r

r0

)2 ∆0f+(r0)

∆f+
− 1

]−1/2

≈ ∆−1/2

{
1 +

g(r)[(
r
r0

)2
− 1

]
a+

}−1/2 [(
r

r0

)2

− 1

]−1/2

a
−1/2
+ (1 + ξ)−1/2

≈ a
−1/2
+

{
1 + m

r − r2q
2r2

}
√(

r
r0

)2
− 1

{
1+

[
1 +

c+1 r
2
q

a+εr2

] [mr
r0

− r2qr

2r0

(
1
r0

+ 1
r

)]
(r + r0)

}(
1−

c+1 r
2
q

4εr2

)
,

Φ−(r) =
√
∆−1 .

[(
r

r0

)2 ∆0f−(r0)

∆f−
− 1

]−1/2

≈ ∆−1/2

{
1 +

g(r)[(
r
r0

)2
− 1

]
a−

}−1/2 [(
r

r0

)2

− 1

]−1/2

a
−1/2
−

≈ a
−1/2
−

{
1 + m

r − r2q
2r2

}
√(

r
r0

)2
− 1

{
1+

[
1 +

c−1 r
2
q

a−εr2

] [mr
r0

− r2qr

2r0

(
1
r0

+ 1
r

)]
(r + r0)

}
.
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A partir da substituição de variáveis u = r0/r, podemos calcular aproximadamente a integral

dessas funções analiticamente. Obtemos,

ϕ+(u)− ϕ+
0 =

∫ u

0
Φ+(u) du

ϕ−(u)− ϕ−
0 =

∫ u

0
Φ−(u) du ,

onde as funções integradas são

Φ+(u) ≈ a
−1/2
+

{
1 + mu

r0
− r2qu

2

2r20

}
√
1− u2

{
1+

[
1 +

c+1 r
2
qu

2

a+εr20

] [m
r0

− r2q
2r20

]
− r2qu

2r20

1 + u

}(
1−

c+1 r
2
qu

2

4εr20

)

Φ−(u) ≈ a
−1/2
−

{
1 + mu

r0
− r2qu

2

2r20

}
√
1− u2

{
1+

[
1 +

c−1 r
2
qu

2

a−εr20

] [m
r0

− r2q
2r20

]
− r2qu

2r20

1 + u

}
.

Se considerarmos o produto dos termos
2m

r
,

r2q
r2

,
2m

r0
,

r2q
r20

como aproximadamente nulo,

podemos ignorar termos provenientes desses produtos. Finalmente, temos a aproximação

Φ+(u) ≈ a
−1/2
+

1− c+1 r2qu
2

4εr20
+ mu

r0
− r2qu

2

2r20√
1− u2

+

m
r0

− r2q
2r20

− r2qu

2r20

(1 + u)
√
1− u2


Φ−(u) ≈ a

−1/2
−

1 + mu
r0

− r2qu
2

2r20√
1− u2

+

m
r0

− r2q
2r20

− r2qu

2r20

(1 + u)
√
1− u2

 ,

onde a
−1/2
± ≈ 1 +

c±1 r
2
q

2εr20
, o que implica em

Φ+(u) ≈
1 +

c+1 r2q
2εr20

− c+1 r2qu
2

4εr20
+ mu

r0
− r2qu

2

2r20√
1− u2

+

m
r0

− r2q
2r20

− r2qu

2r20

(1 + u)
√
1− u2

Φ−(u) ≈
1 +

c−1 r2q
2εr20

+ mu
r0

− r2qu
2

2r20√
1− u2

+

m
r0

− r2q
2r20

− r2qu

2r20

(1 + u)
√
1− u2

.

Chamaremos de h(u) a função

h(u) =
1 + mu

r0
− r2qu

2

2r20√
1− u2

+

m
r0

− r2q
2r20

− r2qu

2r20

(1 + u)
√
1− u2

, (3.47)
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tal que podemos escrever suas correções lineares como

Φ+(u) ≈ h(u) +

c+1 r2q
2εr20

− c+1 r2qu
2

4εr20√
1− u2

(3.48)

Φ−(u) ≈ h(u) +

c−1 r2q
2εr20√
1− u2

, (3.49)

de forma que a integral da função h(u) representa o desvio da luz gerado pelo fundo gravitacional

e as correções estão associadas à presença do meio material. Conhecemos a solução das seguintes

integrais,

∫
du√
1− u2

= arcsin
(r0
r

)
,∫

u du√
1− u2

= −
√

1−
(r0
r

)2
,∫

u2 du√
1− u2

= − r0
2r

√
1−

(r0
r

)2
+

1

2
arcsin

(r0
r

)
,

∫
u4 du√
1− u2

= −
√
1−

(r0
r

)2 [3r0
8r

+
r30
4r3

]
+

3

8
arcsin

(r0
r

)
,∫

du√
1− u2(1 + u)

= −

√
1− r0

r

1 + r0
r

,

∫
u du√

1− u2(1 + u)
=

√
1− r0

r

1 + r0
r

+ arcsin
(r0
r

)
.

Como consequência, temos para a primeira integral

∫ u

0
h(u)du ≈ −arcsin

(r0
r

) ∣∣∣∣∣
∞

r

−

[
m

r0

(
−
√

1−
(r0
r

)2
−

√
1− r0

r

1 + r0
r

)]∞
r

−

[
r2q
2r20

(
r0
2r

√
1−

(r0
r

)2
− 3

2
arcsin

(r0
r

))]∞
r

,

de forma que o desvio gerado pelo campo gravitacional é

ϕ(r)− ϕ∞ ≈ arcsin
(r0
r

)
+

m

r0
h1(r)−

r2q
2r20

h2(r) , (3.50)
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definido as funções

h1(r) = 2−
√
1−

(r0
r

)2
−

√
1− r0

r

1 + r0
r

h2(r) =
3

2
arcsin

(r0
r

)
− r0

2r

√
1−

(r0
r

)2
.

As correções (3.48-3.49) representam termos extras à previsão do fundo gravitacional (3.50),

associados a cada polarização. A desvio total vale

(ϕ(r)− ϕ∞)± ≈ arcsin
(r0
r

)
+

m

r0
h1(r)−

r2q
2r20

h±2 (r) , (3.51)

considerando as correções h±2 (r) definidas como

h+2 (r) =

[
3

2
+

c+1
2ε

]
arcsin

(r0
r

)
−
[
1 +

c+1
2ε

]
r0
2r

√
1−

(r0
r

)2
(3.52)

h−2 (r) =

[
3

2
+

c−1
ε

]
arcsin

(r0
r

)
− r0

2r

√
1−

(r0
r

)2
. (3.53)

Sabemos que a deflexão da luz medida em uma região distante da fonte é definida pela equação

(3.17). Tendo em vista que temos h1(r0) = 2 e h±2 (r0) =

[
3

2
+

c±1
2ε

]
π

2
, os raios de luz polarizados

são defletidos pelos ângulos

∆ϕ+ ≈ 4m

r0
−

r2q
r20

[
3

2
+

c+1
2ε

]
π

2
, (3.54)

∆ϕ− ≈ 4m

r0
−

r2q
r20

[
3

2
+

c−1
ε

]
π

2
, (3.55)

tal que, pelas definições dessas constantes, em primeira ordem os ângulos de deflexão são

∆ϕ± ≈ 4m

r0
−

r2q
r20

[
3

2
+

c1
ε

]
π

2
. (3.56)

Portanto, em primeira ordem, ambas polarizações são defletidas por um mesmo ângulo, então

nesta aproximação elas são indistingúıveis. Ambas preveem a mesma correção na previsão

do fundo gravitacional. Esperamos que termos de ordens superiores sejam negligenciáveis

se considerarmos essa aproximação, mas é posśıvel que eles sejam capazes de distinguir as

polarizações. Entretanto, devido a sua pequena ordem de magnitude, provavelmente não seria

posśıvel medir essas correções fenomenologicamente. Logo, para campos fracos, esperamos que

um observador distante da fonte não seja capaz de distinguir as polarizações da luz medindo

apenas sua deflexão no campo gravitacional. Porém, teoricamente, o observador poderia
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determinar o valor da constante de Pockels c1, o que é bastante relevante para prevermos

propriedades do meio dielétrico. Diferentes materiais possuem diferentes valores para essa

constante [93], então se um observador pudesse medi-la a distância, seria posśıvel compará-la

com dados experimentais conhecidos na literatura e estimar caracteŕısticas do meio material.

Com relação ao desvio para o vermelho, temos f±(∞) = 1/µε e

f+(∞)

f+
= 1 + 2

c1
ε
E ,

f−(∞)

f−
= 1 +

c1
ε
E .

É posśıvel notar que, para c1 > 0 o desvio para o vermelho tem sua intensidade intensificada e

para c1 < 0 possui sua intensidade atenuada, com relação as previsões do fundo gravitacional. A

polarização postiva é mais afetada que a negativa. Apenas no infinito as previsões são iguais as

do fundo gravitacional (E(r) −→ 0). É posśıvel realizar a mesma aproximação no desvio para o

vermelho, considerando campos fracos, de forma a encontrar

(1 + z)± ≈ 1 +
m

r
+

3m2

2r2
−

r2q
2r2

(
1− 2c±1

ε

)
. (3.57)

Notamos que considerando esse limite, é posśıvel distinguir ambas polarizações. Portanto, as

relações (3.56-3.57) poderiam ser usadas em conjunto de modo a obter uma medida mais eficiente

da constante de pockels c1, para um meio material em um espaço-curvo. Reintroduzindo as

constantes c,G,Q temos, por análise dimensional, que as fórmulas (3.56-3.57) são descritas,

respectivamente, por

∆ϕ± ≈ 4mG

c2r0
−

r2q
r20

[
3

2
+

c1c
4

QGε

]
π

2
, (3.58)

(1 + z)± ≈ 1 +
mG

c2r
+

3m2G2

2c4r2
−

r2q
2r2

(
1− 2c±1 c

4

QGε

)
. (3.59)

Assim, podemos estimar a ordem de grandeza das suas correções. Para isso, vamos tratar de

um exemplo concreto.

Consideraremos um objeto compacto com as mesmas caracteŕısticas f́ısicas do nosso

sol. Supomos que o corpo tenha massa m ≈ 1030kg, com um raio da ordem de R0 ≈ 108m.

Com isso, seu raio de Schwarzschild deve ser 2M =
2mG

c2
≈ 3× 103m. De acordo com a solução

extrema de Reisser-Nordstrom r2Q = M2, esse objeto está limitado a possuir carga elétrica

extrema QE =
√

4πϵ0Gm ≈ 1019C com c4/GQE ≈ 1024N/C. Além disso, vamos considerar

que a constante de Pockels esteja limitada a 10−10m/V < c1/ε < 10−12m/V , tendo em vista

que o seu valor depende do meio material e esperamos que para um meio arbitrário o seu valor

esteja entre esses limites [93]. Como consideramos campos fracos, não podemos usar a solução
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extrema de Reissner-Nordstrom, que prevê campos eletromagnéticos muito intensos. Estamos

lidando com soluções do tipo r2Q ≪ M2, caso contrário não podeŕıamos considerar a aproximação

realizada. Assim, a carga elétrica do objeto compacto deve estar limitada a ser muito menor que

sua carga extrema Q ≪ QE . Felizmente, essa é uma situação realista e temos interesse f́ısico em

considerá-la. A critério de exemplo, vamos supor uma carga da ordem de Q ≈ 1010C, para um

objeto com as mesmas dimensões do sol.

Lembramos que na fórmula que descreve o desvio para o vermelho, consideramos a

condição r2 −→ ∞ e r1 = r, tal que a luz parte de um raio r em direção ao infinito, que

representa um observador muito distante da fonte. Podemos considerar que esse raio r represente

a superf́ıcie do sol, de forma que ele seja igual ao raio solar r = R0. Algo análogo pode ser feito

na fórmula que descreve a deflexão da luz, se considerarmos que o raio de máxima aproximação

r0 pode ser aproximado pelo raio do objeto compacto r0 ∼= R0. Esse é o valor mı́nimo que o

raio de máxima aproximação pode atingir, tendo em vista que, em geral, R0 < r0. Portanto,

para ambas quantidades, teremos uma mesma ordem de grandeza nas correções, que pode ser

estimada pelo termo

10−5 ≤
r2q c1c

4

QGεR2
0

≤ 10−7 . (3.60)

Notamos que essa quantidade é adimensional. A desigualdade se refere aos diferentes meios

materiais conhecidos na literatura. Estimamos que a menor correção posśıvel seja da ordem

de 10−7 enquanto que a maior seja da ordem de 10−5, a depender das propriedades do meio

considerado. Ressaltamos que não conhecemos o meio material, e o interessante é justamente

tentar inferir suas propriedades a distância, comparando com tabelas de dados experimentais

dispońıveis na literatura. Com relação a fórmula que descreve o desvio para o vermelho, sabemos

que as correções para as duas polarizações são distintas, mas esperamos que possuam uma mesma

ordem de grandeza, tendo em vista que c+1 = 2c1 e c−1 = c1.

Por fim, comparamos nossos resultados com o que seria esperado de uma teoria de

eletrodinâmica não-linear, descrita pela lagrangeana de Euler-Heisenberg. Os autores [16]

estimaram uma correção nessas quantidades, adimensional, de cerca de 10−15, para ambas as

polarizações. Sabemos que a teoria considerada por eles está associada ao efeito de polarização

do vácuo, que surge para campos eletromagnéticos muito intensos (cerca de E ≈ 1, 3×1018 V/m e

B ≈ 4, 4×1013 Gauss). Nesse sentido, os autores [16] usaram que a carga de um objeto compacto,

com as mesmas caracteŕısticas do nosso sol, seja dada pela solução extrema QE ≈ 1019C.

Portanto, consideraram um campo eletromagnético muito mais intenso do que o que foi

considerado neste trabalho. Conclúımos que o nosso trabalho obteve ordens de grandezas mais

relevantes, mesmo considerando energias mais baixas. Pelas nossas aproximações, não podemos
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considerar um campo com esta intensidade, já que restringimos nossa análise a campos fracos,

com fundo gravitacional fixo. Ainda assim, mesmo considerando uma solução mais realista

r2Q ≪ M2, com um campo elétrico menos intenso, fomos capazes de obter correções mais

relevantes. Esperamos que a altas energias essas correções tenham ordens de grandeza ainda

maiores, tendo em vista que um campo elétrico mais intenso costuma, em laboratório, intensificar

os efeitos de birrefringência no meio. Com isso, acreditamos ser posśıvel distinguir ambas

birrefringências pela ordem de grandeza das suas correções. Ressaltamos que se diminuirmos o

valor da carga elétrica Q, mantendo o mesmo raio para o objeto compacto, obtemos correções

cada vez menores.

3.5.3 Solução conformalmente plana

Para certas geometrias, como por exemplo, o espaço-tempo de Reissner-Nordstrom, podemos

escrever a métrica efetiva ĝµν− , definida na equação (3.1), de forma que ela seja conformalmente

plana. Para provar essa afirmação, vamos considerar o elemento de linha isotrópico

ds2 = A(r)dt2 −B(r)(dr2 + r2dΩ2), (3.61)

que descreve uma solução esfericamente simétrica e estática, e se reduz à solução de Schwarzschild

no caso particular em que A = (1−x)2/(1+x)2 e B = (1+x)4 com x = m/2r. Ressaltamos que

nesse sistema de coordenadas o horizonte de Schwarzschild está localizado em m/2. Além disso,

a transformação de coordenadas que conecta as coordenadas padrão de Schwarzschild (t, R, θ, ϕ)

com as coordenadas isotrópicas (t, r, θ, ϕ) é dada por r = 1/2(R − m +
√

R2 − 2mR). Para

uma dependência arbitrária A(r) e B(r), chamamos a métrica efetiva associada à polarização

negativa (3.1) de Qµν . Encontramos que ela possui componentes

Q00 =
1

A
+ (µϵ− 1)a2 , Q11 = − 1

B
,

Q22 = − 1

Br2
, Q33 =

Q22

sen2θ
, (3.62)

considerando que vµ = aδµ0 está normalizado com a = A−1/2. Então, para observadores comóveis

ao meio, a métrica efetiva será conformalmente plana Qµν = ξγµν se

ξ =
1

B

ϵµ =
A

B
. (3.63)
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Note que no caso particular representado pelo fundo de Schwarzschild, na região externa ao

horizonte de eventos, a função ϵµ presente na equação (3.63) está limitada a assumir os valores

0 < ϵµ < 1. Como consequência, existe uma transformação conforme que pode eliminar os efeitos

gravitacionais na propagação da luz. Em outras palavras, é posśıvel que a luz ao invés de se

mover ao longo de geodésicas na geometria gerada pelo campo gravitacional, se mova através de

geodésicas na geometria de Minkowski. Para verificar isso, o leitor pode notar que as trajetórias

da luz são descritas por ds2 = 0, tal que no caso em que a métrica efetiva é conformalmente

plana obtemos o elemento de linha de Minkowski. Essa transformação conforme só poderia

eliminar o efeito gravitacional sentido pelo raio de luz com polarização negativa.
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Conclusão

Nesse trabalho, estudamos um meio com propriedades dielétricas não-triviais situado

sob um espaço-curvo. Permitimos que esse meio tenha permeabilidade magnética constante

µ e que sua permissividade elétrica possa depender da intensidade do campo elétrico ϵ(E).

Através do método das descontinuidades de Hadamard, resolvemos o sistema de equações

associado, de forma a obter as geometrias efetivas que descrevem a propagação da luz no meio.

Como consequência do efeito de birrefringência, obtemos duas geometrias efetivas associadas às

polarizações da luz. Com isso, as trajetórias posśıveis para os raios de luz foram descritas por

geodésicas nessas geometrias efetivas. Nos restringimos a analisar como a propagação da luz é

alterada em um fundo de Reissner-Nordstrom, de forma que o campo elétrico externo seja dado

por esta solução. Além disso, supomos que a massa do meio material seja muito menor do que

a massa do objeto compacto, de tal forma que foi posśıvel negligenciá-la e idealizar um fundo

gravitacional fixo.

Assim, fomos capazes de obter correções nas fórmulas que descrevem o desvio para o

vermelho, o potencial efetivo e a deflexão da luz, tal que diferentes estados de polarização são

associados a diferentes correções nestas quantidades. Com isso, temos duas trajetórias posśıveis

para o raio de luz no fundo de Reissner-Nordstrom. Caso o campo elétrico se anule, ambas

trajetórias coincidem. A partir dessas correções, encontramos dois casos que não produzem

alterações no desvio para o vermelho. O primeiro é dado por uma permissividade constante,

tal que ambas polarizações se tornam indistingúıveis e o desvio para o vermelho permanece

inalterado. O segundo é dado por uma permissividade não-trivial ϵ(E) capaz de anular as

correções no desvio para o vermelho associadas à polarização positiva. Nesse caso particular,

a polarização negativa tem seu desvio para o vermelho atenuado de tal forma que podemos

considerá-lo nulo. De forma complementar, mostramos que a métrica efetiva associada à

polarização negativa é conformalmente plana, dada uma dependência espećıfica nas funções

do dielétrico.

No limite assintótico, estudamos que tipos de correções um observador distante da fonte

esperaria obter. Para isso, consideramos que estamos lidando com campos fracos. Dado essa
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suposição, esperamos que possamos aproximar a dependência da permissividade elétrica como

ϵ(E) ≈ ε + c1E, tal que o efeito Pockels seja mais relevante que o efeito Kerr. Logo, fomos

capazes de estimar aproximadamente as correções no desvio para o vermelho e no ângulo de

deflexão da luz. Em primeira ordem, obtemos que ambas as polarizações preveem uma mesma

correção no ângulo de deflexão da luz. Em contrapartida com o desvio para o vermelho, que

em primeira ordem já podemos distingui-las. Assumimos a possibilidade de que, ao considerar

uma ordem superior, os ângulos de deflexão da luz associados a cada polarização possam ser

distinguidos. No entanto, como supomos o limite de campos fracos, esperamos que correções

de ordens superiores sejam irrelevantes, tendo em vista que é provável que um observador a

distâncias astrof́ısicas não consiga estimá-las fenomenologicamente.

Portanto, acreditamos que um observador assintótico não poderia determinar a

dependência ϵ(E) do meio, tendo em vista que estaria lidando com campos fracos. Para obter

correções superiores, associadas a uma ordem de grandeza menor, estaria sujeito a uma limitação

fenomenológica nas suas observações. Ainda assim, correções de primeira ordem permitem

ao observador estimar a constante de Pockels c1/ε a distâncias astrof́ısicas, de tal forma que

imaginamos ser posśıvel determinar propriedades do meio material mesmo a distância. Sabemos

que diferentes constantes estão associadas a diferentes meios materiais e diferentes estados da

matéria, além disso, dados experimentais mostram que elas devem ter uma ordem de grandeza

entre 10−10 − 10−12 m/V . Com isso, fomos capazes de comparar as correções obtidas para

o fenômeno de birrefringência devido à presença de um meio não-linear com as correções

conhecidas na literatura, propostas pela ENL [16]. Estimamos que a birrefringência devido

a um meio material produza correções mais relevantes do que as propostas pela teoria de Euler-

Heisenberg. Portanto, podeŕıamos distinguir ambas birrefringências pela ordem de grandeza

das suas correções. Esperamos que correções pasśıveis de serem obtidas fenomenologicamente

tenham origem associada a não-linearidade de meios materiais, não ao fenômeno de polarização

do vácuo.

Por fim, verificamos que os horizontes ópticos associados às métricas efetivas coincidem

com os horizontes de Killing previstos pelo fundo gravitacional. Isso só ocorre devido a forma

da métrica efetiva neste fundo. Outros fundos gravitacionais podem prever, mesmo a baixas

energias, correções nos horizontes de Killing. Além disso, assumimos a possibilidade de que a
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altas energias também tenhamos correções, pois a métrica do fundo seria alterada de forma a

levar em conta o tensor de energia-momento do meio material.

Um modelo mais realista poderia ser constrúıdo considerando um fundo de Kerr-

Newman permeado por um meio material que possua µ = const. e ϵ(E,H) ou ϵ = const. e

µ(E,H), tendo em vista que sabemos que esses casos mais gerais também podem ser descritos

através de geometrias efetivas. Podeŕıamos escolher um observador qualquer vµ, pois o sistema

de equações permite essa arbitrariedade. Além disso, existem alguns meios anisotrópicos que

permitem que a propagação da luz no meio seja descrita através de métricas efetivas. Isso sugere

que é posśıvel trabalhar com meios anisotrópicos em espaços-curvos e essa abordagem poderia

vir a ser interessante, tendo em vista que esses meios favorecem alguma direção para o efeito de

polarização. Se esse meio material representar um disco de acreção, parece razoável considerar

que ele permeie uniformemente o objeto compacto. Entretanto, talvez diferentes direções sejam

favorecidas, ou o material não esteja uniformemente distribúıdo. Como uma perspectiva futura,

o modelo apresentado aqui poderia ser generalizado de forma a englobar uma descrição mais

geral.

Conclúımos ressaltando outras questões que podem vir a ser interessantes em uma

análise futura. Dentre elas, citamos o estudo do efeito Cherenkov em espaços-curvos e o estudo

de meios materiais com ı́ndice de refração negativo, chamados de metamateriais. Uma outra

proposta ainda mais imediata seria aplicar os nossos resultados para cristais em laboratórios

terrestres. Por exemplo, podeŕıamos tentar examinar como os nossos resultados poderiam

produzir observáveis associados à presença da gravitação, tal como determinar se seria posśıvel

ter um medidor de curvatura somente examinando a luz em um cristal e se esses efeitos

gravitacionais seriam superiores aos efeitos de flutuações quânticas do vácuo no interior desses

meios. Além disso, devemos observar que ambientes dinâmicos, como os encontrados em

atmosferas estelares, por exemplo, podem produzir efeitos de dispersão espacial e temporal

significativos. Nestas situações especiais, o regime de validade dos resultados obtidos nesta

dissertação, deve ser avaliado com cautela, particularmente no que se refere à aproximação

implementada para meios materiais instantâneos. No que se refere ao estudo de cristais em

laboratórios terrestres, a aproximação de materiais instantâneos é, em geral, suficiente.
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Apêndice A

Cálculo do tensor de Einstein para

soluções esfericamente simétricas

Neste trabalho, consideramos soluções estáticas e esfericamente simétricas da Relatividade Geral,

representadas pelo elemento de linha (2.21). Dado essa simetria, obtemos para as componentes

da conexão afim Γα
µν = Γα

νµ os resultados

Γ0
01 =

A′

2A
Γ1
00 =

A′

2B
Γ1
11 =

B′

2B

Γ1
22 = − r

B
Γ1
33 = sen2θ Γ1

22 Γ2
33 = −senθ cosθ

Γ2
12 =

1

r
Γ3
13 =

1

r
Γ3
23 = cotgθ .

(A.1)

Enquanto que para o tensor de Ricci, encontramos

R00 =
A′′

2B
− A′

4B

(
A′

A
+

B′

B

)
+

A′

Br
R11 = −A′′

2A
+

A′

4A

(
A′

A
+

B′

B

)
+

B′

Br

R22 = 1 +
r

2B

(
B′

B
− A′

A

)
− 1

B
R33 = R22 sen

2θ ,

(A.2)

e para o escalar de Ricci, obtemos

R =
1

2A′

(
A′2

AB

)′
+

2

Ar2

[(
rA

B

)′
−A

]
. (A.3)
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Podemos escrever o tensor de Einstein a partir do tensor de Ricci e do seu escalar (2.1), tal que

suas componentes são

G00 =
A

r2
d

dr

[
r

(
1− 1

B

)]
G11 =

(1−B)

r2
+

A′

Ar

G22 =
r2

2

[
1√
AB

(
A′

√
AB

)′
+

1

Ar

(
A

B

)′]
G33 = G22 sen

2θ .

(A.4)

Ressaltamos que nesta notação o apóstrofo ′ representa uma derivada com relação a variável r.

A.1 Solução de Reissner-Nordstrom

Considerando a definição Σ(r) ≡ r2 − 2Mr + r2Q, as componentes dos tensores para a métrica

de Reissner-Nordström estão tabeladas a seguir. Para a conexão afim, obtemos

Γ0
01 =

Mr − r2Q
rΣ

Γ1
00 =

(Mr − r2Q)Σ

r5
Γ1
11 = −

(Mr − r2Q)

rΣ

Γ1
22 = −Σ

r
Γ1
33 = −sen2θ

Σ

r
Γ2
33 = −senθ cosθ

Γ2
12 =

1

r
Γ3
13 =

1

r
Γ2
23 = cotgθ .

(A.5)

Para o tensor de Riemann, encontramos

R0
101 =

2Mr − 3r2Q
r2Σ

R0
202 = −

(Mr − r2Q)

r2
R0

303 = −
(Mr − r2Q)

r2
sen2θ

R1
010 = −

(2Mr − 3r2Q)Σ

r6
R1

212 = −
(Mr − r2Q)

r2
R1

313 = −
(Mr − r2Q)

r2
sen2θ

R2
020 =

(Mr − r2Q)Σ

r6
R2

121 = −
(Mr − r2Q)

r2Σ
R2

323 = sen2θ

(
1− Σ

r2

)

R3
030 =

(Mr − r2Q)Σ

r6
R3

131 = −
(Mr − r2Q)

r2Σ
R3

232 = 1− Σ

r2

(A.6)
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e para o tensor de Ricci, temos

R00 =
∆ r2Q
r4

R11 = −
r2Q
∆ r4

R22 =
r2Q
r2

R33 = R22 sen
2θ .

(A.7)

Note que o escalar de Ricci é nulo R = 0. Para rQ = 0, temos Rµν = 0, de forma que esses

resultados se reduzem a solução de Schwarzschild.
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[47] HADAMARD, J., 1903, Leçons sur la propagation des ondes et les équations de
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