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Resumo

Nesse trabalho, consideramos um meio dielétrico nao-linear circundando um objeto
compacto estatico, carregado e esfericamente simétrico, cujo campo gravitacional seja
dado pela Relatividade Geral (RG). Através do método das descontinuidades de
Hadamard, resolvemos o sistema de equacoes associado, de forma a obter as geometrias
efetivas que descrevem a propagagao da luz no meio. Consideramos um fundo
gravitacional fixo, tal que nos limitamos a analisar a situagao a baixas energias. Como
consequéncia do efeito de birrefringéncia, obtemos duas geometrias efetivas associadas as
polarizacoes da luz. Com isso, as trajetorias possiveis para os raios de luz foram descritas
através de geodésicas nessas geometrias efetivas. Analisamos algumas consequéncias
dessas geometrias na propagacao da luz, com relacao as previsoes do campo gravitacional
de fundo, que incluem corregoes no desvio para o vermelho e na deflexao da luz gerada
pelo objeto compacto. Mostramos que o campo eletromagnético de fundo polariza o meio
material, tal que diferentes polarizacoes da luz sao distinguidas por diferentes corregoes
nessas quantidades. Como consequéncia, temos duas trajetdérias possiveis para a luz nesta
configuragao, que coincidem se o campo eletromagnético for nulo ou se a permissividade
for constante. Mostramos que a métrica efetiva associada a polarizacao negativa, para
uma dada dependéncia da permissividade do dielétrico, é conformalmente plana.

Palavras-Chave: gravitagao, geometria efetiva, eletrodinamica, meios dielétricos



Abstract

In this work, we have considered a nonlinear dielectric medium surrounding a static, charged, and
spherically symmetric compact body whose gravitational field is described by General Relativity
(GR). Considering the method of Hadamard discontinuities, we solved the associated system of
equations in order to obtain the effective geometries that describe the propagation of light
inside the medium. We considered a fixed background, so we limited ourselves to analyze this
situation at low energies. Due to the birefringence effect, we obtained two effective geometries
associated with each polarization of light. The possible paths for the light rays were described
by geodesics in these effective geometries. We analyzed some consequences of these geometries
in the propagation of light, which includes corrections on the gravitational redshift and on the
gravitational deflection of light. We have shown that the background electromagnetic field
polarizes the material medium, so that different polarizations of light are characterized by
different corrections on these quantities. Consequently, there are two possible paths for the
light ray in this configuration, which coincide if we turn off the electromagnetic field or if the
permittivity is constant. We have shown that the effective metric associated with the negative
polarization is conformally flat, for a given dependence of the dielectric permittivity.

Keywords: gravitation, effective geometry, electrodynamics, dielectric medium
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Diagrama do espago-tempo de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal-Szekres.
Podemos notar que qualquer fonte de luz emitida na regiao II encontra-se presa
nesta regiao, tendo em vista que a luz viaja somente a 45° no sentido positivo do
eixo temporal. Fonte: imagem de autoria propria. . . . . . . . ... ... ...
Caso M? > ré. A funcao A(r) possui duas raizes (2.46), marcadas nos pontos
vermelhos. Fonte: imagem de autoria propria. . . . . . . . . . ...
Do lado esquerdo, temos o caso M? = ré. Nele, a fungao A(r) possui uma raiz
r_ = r4, marcada no ponto vermelho. Do lado direito, temos o caso M 2 < r%.
A funcao A(r) nao possui raizes. Fonte: imagem de autoria prépria. . . . . . . .
Grafico do potencial efetivo seguido pela luz no fundo de Reissner-Nordstrom
(M? > ré) O eixo horizontal estd em unidades de massa M. Notamos que para
o potencial de R-N podemos ter orbitas circulares estéaveis e instaveis, enquanto
que para Schwarzschild encontramos apenas orbitas circulares instéveis. De fato,
o grafico para o potencial de Schwarzschild se assemelha a parte instavel do
potencial de R-N, mostrada no campo superior direito da figura. Fonte: imagem
de autoria propria. . . . . ... e e e e e e e e e
Trajetéria seguida por um raio de luz se aproximando da fonte a partir de uma
regiao assintética. Notamos que o raio é desviado nas proximidades do objeto

compacto. Essa figura foi retirada da referéncia [99]. . . . . . ... ... ... ..

A figura mostra as alteracoes na regiao instavel do potencial de R-N. Em azul,
temos a previsao do fundo gravitacional. Em laranja, representamos as alteracoes
sentidas pela polarizagao negativa e, em vermelho, as alteragoes sentidas pela
polarizacio positiva. Para visualizacdo, consideramos M? > ré no espaco-tempo

de fundo. Fonte: imagem de autoria propria. . . . . . . . . ..o

38



3.2

3.3

A figura a esquerda mostra como as trajetérias circulares instaveis sao afetadas
pelo meio material, enquanto que a figura a direita mostra a alteracao nas
trajetérias circulares estdveis. Consideramos um fundo de R-N com M? > 7"22.
Fonte: imagem de autoria propria. . . . . . . . .. .o e
Os potenciais efetivos do exemplo (3.36), definidos pelas equagoes (3.38), sa@o
representados por linhas tracejadas nesta figura. A linha tracejada em laranja
representa V_(r), enquanto a linha tracejada em vermelho representa V, (). Em
azul, temos o que seria esperado se considerassemos somente as previsoes do fundo
gravitacional. Vemos que na presenca de um campo eletromagnético o potencial
representado pela linha azul se separa em dois potenciais, dados pelas linhas
tracejadas. Para visualizacio, consideramos M? > ré no espago-tempo de fundo.

Fonte: imagem de autoria propria. . . . . . . . . ..o



Notacao e Convencoes

A velocidade da luz no vacuo é assumida de forma a apresentar o valor ¢ = 1, exceto nos

casos em que este simbolo aparecer explicitamente indicado.

9,9

A notacao ”;” indica uma derivada covariante no espaco Riemanniano, enquanto que a

derivada usual é representada por ”,” .

O tensor de projecao é definido pela relacao h*” = g"” — v*v” e o delta de Kronecker é
representado por 0.

1
Definimos n*%7 = ———
v—9g
determinante g da métrica. Consideramos que

"B como sendo proporcional ao tensor de Levi-Civita e ao

A
6 & oL 6

aTyA M
n 7"7 wﬁ:_det (1)
Y 5 8 8 8
A A A A
58 8 8

Chamamos de Lp e Lg as derivadas parciais da lagrangeana L(F,G) com relagdo aos

invariantes F' e G, respectivamente.

- 0A 0A

Consid taca derivad jais A= ——e A = .

onsideramos a notagao para as derivadas parciais 9E e BYi
A assinatura do espago-tempo é dada por (+,—,—,—). Para um vetor tipo-espago

arbitrdrio X* = (O,X' ) definimos seu médulo pela relagao X = (—X“Xu)l/ 2 tal que

cle possui vetor unitério X = X /X.

Para duas quantidades X e Y arbitrarias, denotamos seu produto escalar X*Y,, seguindo

a notagao (X.Y).

Para o espaco-tempo de fundo, escrevemos as componentes da métrica considerando
indices latinos (por exemplo, gi, grr,...). J& para a métrica efetiva, consideramos indices

numéricos, i.e, goo, 911, €tc.



Introducao

A Teoria de Relatividade Geral [28, 30, 34, 35, 98, 99] revolucionou a forma como lidamos com as
demais interacoes fisicas. Ela propos a possibilidade de eliminarmos a aceleragao gravitacional
a partir de uma modificacdo na estrutura geométrica do espago-tempo, mostrando que todos
efeitos gravitacionais poderiam ser equivalentemente descritos em termos de uma modificagao
na métrica de fundo. Dessa forma, na auséncia de outras interacbes, um corpo acelerado
pela interagao gravitacional poderia ser descrito por um corpo livre, seguindo uma geodésica
nessa nova geometria. Devido a natureza universal da gravitagao, essa proposta acarretou na
existéncia de um tnico espago-tempo no qual todos os corpos estao sujeitos a se propagar. Como
consequéncia, surgiu uma questao na fisica moderna: é possivel descrever as demais interagoes
por meio de uma modificagdo na estrutura métrica do espago-tempo?

Sabemos que motivado em tentar unificar a interacao gravitacional com a interagao
eletromagnética, Herman Weyl [100] acabou desenvolvendo o que conhecemos hoje como Teorias
de Calibre [89]. Essas, foram responsaveis pelo desenvolvimento de uma das teorias fisicas mais
relevantes que conhecemos atualmente, o Modelo Padrao de Particulas [44, 91]. No entanto,
esta tentativa de unificacao com a interacao gravitacional nao foi bem sucedida e esse modelo
nao inclui a gravitagdo, sendo ela tratada por uma teoria a parte. Nao obstante, os fisicos
permaneceram motivados em tentar associar o arcabouco matematico da Relatividade Geral
com as demais interagoes. Nesse contexto, desenvolveu-se um ramo da fisica chamado de Metric
Relativity [79]. Neste ramo, assume-se a possibilidade de diferentes fenémenos gerados por
uma dada interagdo estarem associados a diferentes geometrias efetivas. Em contraste com a
Relatividade Geral, essas geometrias nao sao universais nem estao unificadas, pois dependem da
caracteristica da forca e da cinemadtica do corpo. Seu tunico objetivo seria eliminar a acao
das diversas forcas por meio do desenvolvimento de uma métrica efetiva, de forma similar
ao mecanismo apresentado pela Relatividade Geral. Nessa teoria, ao invés de termos forgas
agindo sobre uma particula situada em uma geometria de fundo, temos particulas livres seguindo
geodésicas em uma dada geometria efetiva [17, 23, 60, 66, 70]. Essa descricao nao é indispensavel.

No entanto, em dadas situagoes, permite abordarmos os problemas de uma forma simplificada.



Em 1923, Gordon [41, 68] desenvolveu o primeiro modelo de geometria efetiva baseado
na propagacao da luz dentro de um meio dielétrico em movimento, com permissividade elétrica
€ e permeabilidade magnética u constantes. Ele mostrou que a relagao de dispersao da luz pode
ser dada por "k, k, = k"k,, onde k" = (w, ¢) representa o quadrivetor de onda, cujas proje¢oes
espacial e temporal sdo, respectivamente, dadas pelo vetor de onda ¢ e pela frequéncia angular

w. A métrica efetiva obtida foi
g = + ot o (pe — 1), (2)

dado que a geometria de fundo ¢g"” é descrita pela métrica de Minkowski v*¥ em coordenadas
arbitrarias e v representa a velocidade do observador com relagao ao meio. Com isso, a relagao
de dispersao prevé que a luz se propaga seguindo geodésicas tipo-nulas £k, = 0 na geometria
efetiva (2), ndo na geometria de fundo.

Desde entao, diversos autores generalizaram a métrica de Gordon de forma a englobar
meios materiais mais gerais, ao considerar que a permissividade ou a permeabilidade possam
depender da intensidade dos campos elétrico e magnético [6, 17]. Existem casos em que foi
possivel obter uma geometria efetiva para situacoes onde estas possam depender nao sé da
intensidade, mas também da diregdo dos campos [20, 22, 23, 25]. Para ambos, as equagoes de

Maxwell precisam ser complementadas por relagoes constitutivas

D, = €i(E* H")Eg (3)

B, = ME(EM7HM)H/37 (4>

que relacionam as componentes dos campos eletromagnéticos externos E¥, B* com as
componentes das suas inducoes D¥, H". Os meios que ndo dependem da direcdo dos campos

sao chamados de meios isotropicos

E(EH HY) = e(E,H)(6° —vPv,) (5)

'ug(EM’HM) = M(Ea H)(ég - Uﬁva) ) (6)

enquanto os que dependem sao chamados de anisotrépicos. Dado essas relagoes, o sistema de
equacoes torna-se nao-linear. Em todos esses trabalhos foi considerado a aproximagcao da dptica
geométrica, tal que foi possivel negligenciar efeitos dispersivos no pacote de ondas. Além disso,
foi considerado uma onda monocromatica, afim de evitar ambiguidades com respeito a definigao

da velocidade de onda v? = w? /|12

11



No contexto de teorias de eletrodindmica nao-linear (ENL), uma descrigao de
geometria efetiva também aparece se considerarmos o limite da dptica geométrica em ondas
eletromagnéticas. De tal forma que esses resultados podem ser generalizados para uma
lagrangeana nao-linear L(F,G) que dependa dos invariantes de calibre F,G do campo
eletromagnético. Foi obtido [26, 69, 71] que a geometria efetiva para uma dada teoria de

eletrodinamica nao-linear é descrita pela métrica efetiva
gy =g" + ALFFFY (7)

onde definimos que

~Lp(Lee + Lrp) + 2F(LppLag — Lyg) £V6
Q[GQ(LFFLGG - L%‘G) + QLF(ngF — Lng) — L%] ’

§ = [2F(LprLec — Lpg) + Le(Laa — Ler))* + 2G(LrrLae — Lbg) — 2LrLrg)” -

Ay =

Nesse caso, a geometria efetiva é construida considerando a auto-interagdo dos campos,
representada por Ai, que no caso de Maxwell (Lp = const., Lg = 0) se anula. No
exemplo anterior, foi a introducao de um meio material que gerou a geometria efetiva, mesmo
considerando a teoria de Maxwell. A relagao de dispersao associada a equacao (7) permite
a existéncia de dois modos de propagacao, um para cada polarizacao da luz. Isso reflete o
fato de que, em geral, teorias nao-lineares do eletromagnetismo produzem um fenémeno de
birrefringéncia. Esse fenomeno também surge se consideramos meios materiais nao-lineares [18].

Propostas de extensao da eletrodinamica de Maxwell estao associadas a introdugao de
termos nao-lineares na lagrangeana L(F, G), que buscam simular efeitos induzidos por diferentes
processos fisicos nao explicados pela teoria de Maxwell. Por exemplo, podemos lidar com o
vacuo quantico como se fosse um meio classico. Esse meio induz modificacbes nas equagoes de
movimento descritas em termos das nao-linearidades do campo. Desta forma, podemos descrever
classicamente os efeitos de polarizagao do véacuo, previstos pela Eletrodinamica Quéantica. A
teoria de Euler-Heisenberg [50, 69] é uma proposta conhecida que descreve esse fendémeno a
baixas frequéncias, sendo representada pela lagrangeana

Foop 2 12
L = - —F —
EH 4+4< +4G>, (8)

com
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onde « representa a constante de estrutura fina. Sabe-se experimentalmente que efeitos de
polarizac¢ao do vacuo aparecem quando é produzido um campo eletromagnético muito intenso em
uma dada regiao do espago (cercade E ~ 1, 3% 10%® V/meB =~ 4,4x 10" Gauss). Esse fenémeno
esta associado a criagdo e aniquilacao de pares de elétrons e pdsitrons, que momentaneamente se
atraem polarizando o vacuo. Por meio da geometria efetiva (7), o fenomeno de birrefringéncia é
descrito por duas métricas efetivas e é possivel calcular as velocidades de propagacao associadas
aos estados de polarizacao do vacuo. Experimentalmente, foi desenvolvido um método em 1979
por lacoppini e Zavattini [51] para se detectar a birrefringéncia induzida no véicuo e, em seguida,
o experimento PVLAS [2] obteve sucesso em detectar esse fenomeno.

Em contraste, podemos citar outra teoria de eletrodinamica nao-linear que ficou
amplamente conhecida na literatura, por ser a unica teoria de ENL que nao prevé fenomenos
de birrefringéncia. A teoria de Born-Infeld [8, 84], diferentemente do caso anterior, tem como
objetivo limitar o valor maximo do campo elétrico de uma carga pontual, de forma que a
densidade de energia associada a esta passa a ser finita, em contrapartida com as previsoes da

teoria de Maxwell. A lagrangeana de Born-Infeld é descrita por

F G2
Lg; = b 1—\/1 — | . 1
BI ( t o 16b4> (10)

Para esta lagrangeana, temos apenas uma métrica efetiva associada a um tinico modo de

propagacao da luz [69].

Desde 1980, varias aplicagoes das teorias ENL foram propostas no contexto da
gravitacao e no ambito da cosmologia, motivando pesquisadores a questionar como a nao-
linearidade das equactes de campo afetam aspectos especificos da gravitacao, como o estudo
de buracos negros e de objetos compactos. Por exemplo, dado o tensor de energia-momento de
uma teoria de ENL [69]

Ty = —4LpF,“Foy — (L — GLG) G (11)

podemos considerar as equacoes de Einstein com o objetivo de desenvolver modelos cosmolégicos
ou estender solugoes conhecidas da RG, como as solugbes de Reissner-Nordstrom e Kerr-
Newman. Diversas pesquisas foram realizadas nesse sentido [1, 27, 32, 40, 65, 75, 76, 92,
101]. Outras, considerando essas generalizacoes, estudaram propriedades como estabilidade
e termodinamica de buracos negros [10, 12, 14, 37, 46, 72]. No que tange o estudo do movimento
geodésico de particulas tipo-luz e tipo-tempo, sabemos que particulas massivas obedecem as
equagoes de Einstein e tem suas trajetdrias ditadas pela geometria de fundo (associada ao

tensor de energia-momento da teoria de ENL). Em contrapartida, as trajetorias tipo-luz seguem

v



geodésicas na geometria efetiva (7), que impoe corregoes a geometria de fundo e prevé fendmenos
de birrefringéncia em espagos-curvos [16]. No contexto da ENL, esse fenomeno acontece devido
a autointeracao entre a radiagao eletromagnética e o campo eletromagnético de fundo.

Atualmente, sabemos que basta que uma teoria de campos seja nao-linear para
podermos abordar o problema a partir de uma geometria efetiva [79]. Essa abordagem também
é considerada, por exemplo, para tratar campos escalares e campos de spin, nao sendo necessario
restringir seu uso ao eletromagnetismo [7, 67, 77]. Uma técnica comumente usada nesse processo
¢ o formalismo das descontinuidades de Hadamard [47, 80], o qual abordaremos no capitulo 1
desta tese de mestrado. No contexto das teorias de geometria efetiva, surgiu uma proposta
conhecida como Dynamical Bridge, baseada na equivaléncia dinamica entre diferentes teorias.
Quando satisfeita, duas teorias distintas sao vistas como diferentes linguagens que representam
um mesmo fenémeno. Essa ponte dinamica entre diferentes teorias que, sob algumas restricoes,
sao equivalentes, motivou a construcao dos chamados Modelos Andlogos Gravitacionais.

Na ultima década, muitos estudos envolvendo modelos andlogos gravitacionais foram
publicados [4, 5, 19, 24, 36, 73, 74, 83]. Estes, se concentram nas dreas da eletrodinamica
e meios materiais nao-lineares; acustica; hidrodinamica e sistemas de matéria condensada.
Até o momento, essa analogia se limita aos aspectos perturbativos, restringindo os modelos
a propagacao das excitacoes dos campos (fétons/quasiparticulas) através de um meio material
e buscam descrever modelos cujas trajetorias na geometria efetiva sejam idénticas ou ao menos
similares a solugoes especificas da Relatividade Geral. Essas propostas sao interessantes para
o estudo de propriedades cinemadticas de situagoes astrofisicas em escalas muito menores, que
possam ser analisadas experimentalmente em laboratérios [31, 33, 53, 61, 95-97].

Os modelos andlogos gravitacionais desenvolveram um forte arcabougo tedrico e
se tornaram a aplicagdo do método da geometria efetiva mais conhecida na literatura.
Modelos eletrodinamicos em meios materiais estudaram fendmenos de birrefringéncia e
permitiram abordar através da geometria efetiva diferentes fendmenos &pticos conhecidos
experimentalmente. Por exemplo, a birrefringéncia uniaxial, que é um fenomeno bastante
conhecido em cristais e materiais que apresentam um eixo Optico. Este fendomeno também
pode ocorrer artificialmente como um efeito induzido em meios materiais, quando um campo
externo é aplicado em um meio com propriedades eletromagnéticas nao-triviais. Dentre os
tipos de birrefringéncia conhecidos na literatura, podemos citar: I- Efeito Pockels; II- Efeito
Kerr; III- Efeito Cotton-Mouton e IV- Efeito Jones. O primeiro e o segundo fendmenos sao
gerados na presenca de um campo elétrico externo quando a permissividade elétrica €(FE)

possui, respectivamente, uma dependéncia linear « FE na intensidade do campo elétrico ou



uma dependéncia quadratica o< E2. O terceiro fenémeno é considerado um andlogo magnético
do segundo e estd associado a uma permeabilidade magnética p(B) com dependéncia quadratica
na intensidade do campo magnético x B?. J4 o quarto estd associado a uma permissividade
(ou permeabilidade) que possa depender do produto entre as intensidades dos campos elétrico
e magnético o E.B . Esses fenomenos [3, 43, 54, 56, 58] foram amplamente verificados
experimentalmente [57, 81, 87, 88] e estudados por meio da técnica da geometria efetiva
[18, 21, 25]. O interesse em reescrevé-los usando essa técnica se concentrou no desenvolvimento de
modelos andlogos gravitacionais, ja que estes podem estar associados ao surgimento de horizontes
Opticos.

De forma complementar, o efeito de birrefringéncia é usado como uma técnica para
investigar propriedades de sistemas e pode ser controlado experimentalmente através da
intensidade do campo eletromagnético externo. Dados mostram, inclusive, que este pode ser
considerado uma ferramenta em estudos astrofisicos [38]. Nesse contexto, no que tange o estudo
de objetos astrofisicos, surgem diversas questoes em aberto a respeito das aplicacées do fené6meno

de birrefringéncia em espagos-curvos:

e Poderiamos distinguir possiveis efeitos de birrefringéncia associados a teorias de ENL de

efeitos provenientes de meios materiais nao-lineares em espagos-curvos?

e Seria possivel estudar propriedades de meios materiais a distancias astrofisicas por meio
de fenomenos de birrefringéncia em espagos-curvos? O que seria possivel inferir a partir

deste fenomeno?

e Um observador na Terra poderia determinar a dependéncia ¢(F) de um meio conhecendo

como a geometria efetiva altera a propagagao da luz em um espago-curvo?

e Quais sdo as limitacOes tedricas e fenomenoldgicas do estudo de meios materiais nao-

lineares situados em um espago-curvo?

Motivados por essas questoes, desenvolvemos nesta tese de mestrado um modelo tedrico que
busca exemplificar o problema. Ressaltamos que essa foi a primeira proposta, considerando a
técnica da geometria efetiva, que busca estudar a propagacao da luz em meios materiais nao-
lineares situados em um espaco-curvo. Para isso, utilizamos o arcaboucgo tedérico desenvolvido
pelos chamados modelos analogos gravitacionais, propondo uma aplicagao diferente da que é
usualmente feita na literatura. Além disso, o modelo proposto pode ser generalizado de forma
a descrever um meio material ndo-linear arbitrario em qualquer espago-curvo de fundo, nao se

restringindo a andlise realizada nesta tese.

vi



Consideramos um meio com propriedades dielétricas nao-triviais, que possua
permeabilidade magnética constante p e permissividade elétrica ¢(E). Nos restringimos a
analisar como a propagacao da luz é alterada em um espago-tempo de Reissner-Nordstrom
(R-N), tal que o campo elétrico externo seja dado por essa solugdo. Supomos que a massa do
meio material seja muito menor que a massa do objeto compacto, de tal forma que seja possivel
negligencia-la e idealizar um fundo gravitacional fixo. Essa suposicao restringe nossa andlise a
baixas energias. Para altas energias, é necessario saber a forma do tensor de energia-momento
que descreve o meio nao-linear, o que nao é conhecido na literatura. Portanto, uma limitacao
tedrica dessa proposta consiste em analisar o problema a baixas energias’.

A tese é organizada como se segue. No capitulo 1, revisamos a bibliografia e os
fundamentos matematicos por tras do estudo de fenomenos de birrefringéncia em um meio
material nao-linear situado sob um espago-curvo. No segundo capitulo, revisamos a solugao de
R-N e calculamos como uma solugao esfericamente simétrica arbitraria altera a propagacao da
luz, dado suas componentes da métrica. No terceiro capitulo, consideramos um meio dielétrico
nao-linear no espaco-tempo de R-N e obtemos as correcoes associadas a propagacao da luz.
Em seguida, analisando dois casos particulares da dependéncia €(FE) e resolvemos o problema
considerando o limite de campos fracos, afim de compararmos os nossos calculos com resultados
conhecidos na literatura para teorias de ENL [16]. Por fim, concluimos com os nossos resultados
e perspectivas futuras [45].

Esperamos que correcoes devido a presenca de um meio material sejam mais relevantes
do que as corregoes previstas pela teoria de Euler-Heisenberg. Obtemos que este modelo é capaz
de determinar propriedades dielétricas do meio material, mesmo a distancias astrofisicas, a partir
de correcoes lineares no desvio para o vermelho e no angulo de deflexao da luz. Essas correcoes
sao proporcionais a constante de Pockels, de forma que um observador assintético poderia
inferir caracteristicas do meio material a partir de tabelas de dados experimentais conhecidas
na literatura. Em contrapartida, nao acreditamos que seja possivel o observador determinar a
dependéncia ¢(E) a partir de dados fenomenolégicos, tendo em vista que dependéncias de ordens
superiores no campo elétrico se tornam irrelevantes no limite de campos fracos, o que acarretaria

em uma limitagao fenomenoldgica para um observador distante do corpo massivo.

Na maioria das situacbes astrofisicas, ndo é possivel determinar a forma do tensor de energia-
momento 7}, envolvido no processo. Este é um consenso na literatura, que ¢ muitas vezes contornado se
considerarmos teoria de perturbacao no tensor de energia-momento 7}, do fundo gravitacional, afim de
estipular corregoes devido a presenca de outro corpo compacto ou de um meio material [11, 13, 90]. Para
a proposta desta tese, um fundo fixo é o suficiente para enumerarmos como um meio nao-linear pode
alterar a propagacao da luz em um espaco-curvo.
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Capitulo 1

Eletrodinamica em meios materiais

A eletrodinamica de Maxwell é um caso particular de uma classe de teorias que descrevem a
dindmica do campo eletromagnético [69]. Ela é representada matematicamente por meio de um
funcional chamado de Lagrangeana, que deve ser invariante de calibre sob acdo do grupo de

simetrial U(1) e tem como ingredientes fundamentais os invariantes

= FWE,, (1.1)
= FWE,,, (1.2)

associados as contracdes do tensor de campo F*” e do seu dual F**. Estes dependem do

—,

potencial de calibre A" = (¢, A) de acordo com as defini¢oes

L Apw = Avp (1.3)
. 1
Fo= g P E,g . (1.4)

Essas definicoes sao validas tanto para o espaco plano quanto para um espago-curvo, tendo em
vista que a conexao afim do espago de Riemann é simétrica. O tensor de campo é o elemento
fundamental por tras das teorias que descrevem a eletrodinamica e é construido de forma que
seja um invariante de calibre.

Podemos decompor o tensor de campo F* e seu dual F* em termos de um campo
de observadores v" normalizado v*v, = 1. Sabemos que os campos elétrico e magnético sao

medidos, respectivamente, a partir das relacoes Fj,,v" = E, e F,,,v” = By, e que eles sao tipo-

Weja, por exemplo, [39].



espaco I, v" = B, v" = 0, tal que seus médulos sao descritos por E? = —E'E, e B? = -B"B,,.

Dado essas definigoes, é possivel decompor os tensores como [69]

Fu. = Eu,—E,u,+ nwpgvag (1.5)

Fu, = Buv, — Byv, —n,, vpEs (1.6)
tal que E* e B* representam as componentes dos vetores campo elétrico e magnético,

E = —Vé¢

o]
Il

VxA. (1.7)

Dessa forma, a representacao matricial do tensor de campo e do seu dual é dada por

0 E, E, L, 0 B, B, B,
v _ -E, 0 B, —-B, o -B, 0 —E. E, (18)
-FE, -B, 0 B, -B, E. 0 —E,
—E: By —By 0 | |—-B: —E, E; 0 |
e os invariantes de calibre sio descritos pelas relagoes G = —4E.B e F = 2(B% - E?%).

Em geral, descrevemos uma teoria do eletromagnetismo através de uma lagrangeana
L(F, Q) arbitraria, cuja agao

S = /\/?g L(F,G) d*z , (1.9)

tem associada as equagoes de campo

(LFF"™ + Lg F*™), = 0 (1.10)

Fv = 0. (1.11)

N4

As equagoes (1.11) sao conhecidas como identidades de Bianchi e independem da Lagrangeana
considerada, pois surgem unicamente devido a forma do tensor de campo (1.3) e refletem uma
condicéio de integrabilidade dada pelo lema de Poincaré®. No caso de uma teoria linear em que
a Lagrangeana s6 dependa do invariante F', obtemos as equacoes de Maxwell no vacuo. Estas

serao dadas por

P& o= 0, (1.12)

%i.e, dado que F = dA temos dF = 0.



e pelas identidades de bianchi (1.11). Se incluirmos na Lagrangeana termos de matéria, obtemos

que a equacao (1.12) é alterada para

B =t (1.13)

onde j* = {p, ;} representa o quadrivetor corrente, tal que sua primeira componente é a
densidade de carga elétrica e a segunda é a densidade de corrente elétrica. Pela antissimetria
do tensor de campo, a corrente ¢ conservada, isto ¢ j!, = 0. Sabemos que toda simetria
continua gera uma corrente conservada de Noether [59, 63, 89]. Portanto, essa relacdo é uma
consequéncia da invariancia de calibre, e descreve a conservagao da corrente de Noether associada
as transformagoes (locais) de calibre. As equagdes de Maxwell também s@o invariantes por
transformacoes globais de coordenadas, dadas pelo grupo de Poincaré, tal que também temos
uma corrente conservada de Noether associada a conservagao do tensor de energia-momento,

definido como
T = —2_3W/=9D) (1.14)
/_g 59#”

Para a eletrodinamica de Maxwell, encontramos

1
T = FuaF, + igu,,FaﬁFaB , (1.15)

tal que esse tensor pode ser decomposto considerando um campo de observadores v* através da
relacao

Ty = p vy + D hyw + quvy) + T (1.16)

onde definimos a densidade de energia do campo eletromagnético p, o fluxo de calor g, e as

pressoes isotropica p e anisotrépica m,, pelas relacoes [69]

p = %
3
o = " Eu,B;
1 o L
s = —EuBy = 5Bl — BuBy — 5By (1.17)

Notamos que o fluxo de calor g, e a pressao anisotrépica m,, sao tipo-espago, i.e, ortogonais ao
campo de observadores v*, e a pressdo anisotrépica possui trago nulo 7['5 = 0.

As equacoes (1.11) e (1.13) descrevem as equagoes de Maxwell na presenca de fontes.
Por representarem uma teoria linear, valera o principio da superposicao para as solugoes destas

equacoes. No caso mais geral, descrito por um sistema de equagoes nao-lineares, a soma de duas



solucoes nao serd mais uma solucao. Trabalharemos o resto desse capitulo com as equagoes de
Maxwell em meios materiais, o que requer uma modificagdo nestas equagoes. A introducao de

um meio material acarreta em um sistema de equacoes que é, em geral, nao-linear.

1.1 Campos em meios materiais

Meios materiais sao constituidos por moléculas, que por sua vez sao constituidas por atomos.
Podemos ter dois tipos de moléculas, as polares e as apolares, tal que no primeiro tipo héa a
formacao de um dipolo elétrico intrinseco e no segundo pode haver a formagao de um dipolo
elétrico induzido, caso haja um campo elétrico externo. O momento de dipolo elétrico p’ é
definido como

p=dl, (1.18)

onde [ é a distancia entre as duas cargas que constituem o dipolo. Para observagoes
macroscopicas, o que sera fisicamente relevante é a média dos campos em um grande volume
comparado ao volume ocupado por dtomos e moléculas. A polarizacao de um meio é obtida
através da orientacao dos seus dipolos elétricos microscopicos p;, tal que o vetor de polarizacao

é uma quantidade macroscopica representada por
P lim — > D (1.19)
= lim — ;. .
AV=0 AV £ bi

Esta, mede o nimero de dipolos elétricos por unidade de volume V. Considerando a defini¢ao

acima, definimos o vetor deslocamento elétrico D através da férmula
D=eFE+P, (1.20)

onde ¢y representa a permissividade elétrica do vidcuo. Podemos, em geral, representé-lo por
meio da relacao tensorial

Do = é2(E*, H))Eg , (1.21)

onde eg representa o tensor permissividade elétrica, que pode depender da direcao dos campos

eletromagnéticos aplicados sob o meio material. Na forma matricial, essa relagao é descrita por



0_

[ 00 0 0
D, _ 0 €2 €3 €u| |Es (1.22)
Dy 0 €392 €33 €34 Ey

| D.| |0 e €3 eaa| | E:]

Meios isotrépicos sao um caso particular onde vale a defini¢ao (5), tal que a relacado acima se
reduz a D, = e(E,H)E, . Com isso, a matriz permissividade se torna diagonal, de forma
que sobrevivem apenas os elementos €g2, €33, €44 € eles sa0 iguais e = €33 = €44 = €(E, H).
Portanto, a polarizacao nao depende da direcao dos campos eletromagnéticos, apenas dos seus
médulos. Em geral, assumimos a possibilidade de que a polarizagao dependa da diregao dos
campos e que essa matriz nao seja diagonal. Meios materiais onde a polarizagao depende da
direcao dos campos sao chamados de meios anisotrépicos.

Analogamente, meios magnéticos podem passar por um fendémeno semelhante. Tendo
em vista que os atomos possuem elétrons orbitando os seus ntucleos, quando submetidos a
um campo magnético externo podem formar um dipolo magnético induzido. Além disso, os
proprios elétrons tem uma propriedade chamada de spin, que é considerado uma espécie de dipolo
magnético intrinseco. No entanto, embora possamos construir essa ponte entre os casos elétrico
e magnético, nao existe uma definicao analoga para o vetor momento de dipolo magnético m
em comparac¢ao com a definicado do momento de dipolo elétrico p. Ainda assim, em determinado
volume V', podemos descrever o estado de polarizagao magnética do meio por uma quantidade

macroscopica conhecida como polarizagao magnética M , dada por
M= li IE:* (1.23)
= lim — m; . .
AV=0 AV £ !

Esta, desempenha no magnetismo um papel semelhante ao que a polarizacao elétrica desempenha

na eletricidade. Assim, podemos definir o vetor indugao magnética H a partir da relacao

1
Ho

H=—B-M, (1.24)
onde ug representa a permeabilidade magnética do vacuo. Em geral, podemos reescrever essa
relagao na forma tensorial

Bo = :U’g(EuvHu)Hﬂ > (125)



onde ,ug representa o tensor permeabilidade magnética, que pode depender da direcao dos
campos eletromagnéticos aplicados sob o meio material. Assim como no caso elétrico, podemos

escrever a relacao acima através de uma matriz

(o] o o o ofo]
B, _ 0 poo p23 poa| |Hz 7 (1.26)
By 0 p32 p33 psa| |Hy
| B| |0 paz puz pas] [H:

tal que para meios isotrépicos (6) essa matriz é diagonal B, = u(E, H)H, e possui elementos
nao-nulos dados por pge = pss = pua = p(E, H). Identificamos as defini¢oes (1.21) e (1.25) como
as relagoes constitutivas para um meio material. Nessas relagoes, os tensores permissividade e
permeabilidade definem quantidades que concentram toda a informacao sobre as propriedades
eletromagnéticas do meio material.

E possivel classificar a resposta dos materiais a campos eletromagnéticos externos.
Por exemplo, sob acdo de um campo elétrico externo, podemos ter materiais dielétricos, em
que os dipolos elétricos do material se alinham ao campo externo, produzindo um campo
elétrico no sentido oposto e diminuindo a intensidade do campo elétrico dentro do material.
A aplicacao de um campo elétrico externo sempre produz um efeito dielétrico quando o material
¢é linear. Para materiais nao-lineares, podemos ter um efeito ferroelétrico, em que seus dipolos
permanecem “congelados” mesmo apds cessar o campo externo, de forma que o campo gerado
pela amostra nao se anula ao desligar os aparelhos. Para o campo magnético, analogamente,
temos o diamagnetismo e ferromagnetismo, respectivamente. No entanto, devido a influéncia
do spin, ha também o efeito de paramagnetismo, que nao tem um equivalente elétrico. Nos
materiais paramagnéticos, a aplicacao de um campo magnético externo produz na amostra um
campo interno maior que o externo, sendo um efeito oposto ao diamagnetismo. A drea da fisica

que estuda as propriedades dos materiais é chamada de fisica da matéria condensada?®.

1.1.1 Equacoes de campo

Tendo em vista possiveis efeitos, precisamos reescrever as equagoes de Maxwell em termos dos
campos de indugdao D" e H* para estudar a influéncia dos meios materiais na eletrodinamica.
Sabemos que as identidades de Bianchi ndo se alteram, pois dependem apenas da forma do

tensor de campo. Com isso, basta alterarmos as equagoes (1.13) trocando a dependéncia do

3Para consultar dados experimentais sobre as propriedades dielétricas e magnéticas dos diversos
materiais, veja as referéncias [48, 52].



tensor de campo F* com os campos elétrico E* e magnético B*, como mostrado na relagao
(1.5), para uma dependéncia nos campos de deslocamento elétrico D* e indugao magnética H*.

Para isso, definimos uma nova quantidade chamada de tensor de polarizacao [69]
Puw = Dyvy, — Dyvy +1,," v,Ho (1.27)

tal que as equagoes (1.13) se tornam

P = g, (1.28)

enquanto as equagoes (1.11) permanecem inalteradas. Dado essa modificagao, estamos prontos
para analisar consequéncias da eletrodindmica em meios materiais. Uma aplicagao de interesse
¢é o estudo da propagacao da luz em meios dielétricos. No caso de dielétricos nao-lineares, a area

da fisica que analisa o comportamento da luz em meios materiais é chamada de éptica nao-linear

[9].
As equacgoes de Maxwell em meios materiais podem ser reescritas como

(DFv"),, — (DY), + (nMVpUUpHG);V = j", (1.29)

(B*v") — (B"v") — ("7 vpEs)y = 0. (1.30)

Para tal, é necessario considerar a decomposicao do campo de observadores em suas partes
irredutiveis [78]

0 .
Uy = ghw + opy + W + VuUy . (1.31)

Lembramos que hy, = g,, — v,v, representa o tensor de projecao. Definimos as quantidades

Oy = Upv” (1.32)
0 = v, (1.33)
1 A 0
OaB = ih(auhﬁ) Vs — ghalg (134)
1 A
Wag = §h[a“hﬁ] Vs (1.35)

que representam, respectivamente, a aceleracao do observador v,, o fator de expansao 0, o
tensor de cisalhamento 0,5, que é simétrico e sem traco, e o tensor de vorticidade wqg, que é

antissimétrico.



Projetando a primeira equacao no campo de observadores, obtemos

(DP) 0 — (DY)t + (P70, Hy )ty = 0
(DE,0" vy + DHoyot) — (D oot + DYopol)) + 077 (vpwvpHe + vpHowvy) =
(v, DEYY + DFv,0) — (D, + DY vhvy) + 0t vpv,Hy =
D“vu - DY, + 0" Hy =
— Dy, — DY, +nHP? (ghpy + 0py + wor + Dpvy> v, Hy =
—D'vy, — Dy, + P wp v, Hy =

—D"j, — DY, — 2w, H" = j°,

onde na quarta linha consideramos que para um dado tensor A" vale a relacao A" = AL v” e que
b
os campos eletromagnéticos sao perpendiculares ao campo de observadores, tal que D"v, = 0.
Enquanto que, na quinta linha usamos a relagao (D"v,),qv" = 0 e na sexta linha consideramos
que os tensores h,, e 0y, sao simétricos. Por fim, na sétima linha, usamos a definicao do tensor
de vorticidade w,,, e obtemos que ela ird permitir uma contracao entre tensores de levi-civita ao
o - 5 L po L

substitui-la na equagao w’ = —57 wWp Uy, de forma a simplificar o resultado.

Vamos nos reter ao caso de um meio polarizado sem cargas livres, tal que j° = 0.

Portanto, a primeira equagao projetada no campo de observadores se reduz a condigao
D'y, + Dy, + 2w, H = 0. (1.36)

De forma totalmente andloga, fazemos essa projecao na segunda equacao substituindo D¥ —
B" e H, — —E, no resultado obtido para a primeira equacao (1.36), tendo em vista que elas

sao semelhantes. Sendo assim, a segunda equacao se torna
B'v, + B, = 2w, EY = 0. (1.37)

Para a projecao no tensor h,,, também mostraremos as duas equagoes de forma anéloga.
Encontraremos a projecao para a primeira equacao e o resultado para a segunda equacao saira
diretamente, por meio de uma substituicao de varidveis. Portanto, obtemos para a primeira

equagcao



(Duvy);vhw\ - (DVUM);Vh/M + (U“Vpovatf);thz\ = j“hm

(DL R + DFvl hyy) — (Do hyuav! + DYl hyy) -+

T],uz/pa (Up;uh,u)\Ha + UpHa;uhp)\) =

. 0
(Dx 4 6Dy) — D" (3%& + o, +wh, + 1')“1),,) huy +

0
n“l/po- |:<3hpy + Upy + Wov + prV) h#)\HU + ’UpHo-;yhu)\:| -

. 0
(D) +6Dy) — D" (3h>\u +on + WAV> +

nAVPO' [(Wpu + bpv,,) H, + U,OHU;V] —

. 20 . _
Dy + D" <3h>\u — O\ — WAV) + "7)\Vp [(wpu + Upvz/) H, + 'UpHcr;zz] =

. 20 Voo T
D, + D" (3h>\,, — O\ — w,\,,) — 2w°‘Hav“h“)‘ + 0,7 [opvy Hy + v, Hyy] =

. 20 o . .
Dy + D" <3h)\1/ — O\ — w)u/) + "7)\Vp [UPUZ/HO’ + UpHa;u] = ]Mhu)\ )

onde consideramos que vuh”)‘ = 0, seguindo a definicao do tensor de projecao. Dado que a

geometria de fundo ¢ descrita pela métrica g"” na auséncia de correntes j"h,) = 0, obtemos

. 20
D, + D" <3h)\l, — Oy — OJ)\,,> + T]Aypa [Z)pUVHJ + UpHJ;,/] =0. (1.38)

Portanto, substituindo D* — B* e H, — —E, no resultado (1.38), encontramos a equagao

que descreve a projecao espacial da segunda equagao
. L (20 vpo (-
B,+B ?h)\u —on —wn | =0 [0 Es +v,E5] =0 (1.39)

O sistema de equagoes (1.36-1.39) representa as equagoes de Maxwell em meios materiais na

auséncia de cargas livres, para um espaco-tempo de fundo arbitrario.



1.2 Propagacao de ondas

Nessa sec¢ao, analisaremos a propagacao de ondas em um meio dielétrico e isotrépico que esteja
situado sob um espago-curvo de fundo g"¥ arbitrdrio. Mostraremos que a resolugao do sistema
de equagoes (1.36-1.39) independe do campo de observadores e provaremos que os resultados
conhecidos na literatura para um espaco-plano, representado pela métrica de Minkowski v*",
podem ser generalizados para um fundo arbitrdrio por meio do acoplamento minimo v** —
g"”. Para isso, introduziremos o formalismo de ondas de choque, descrito pelo método de
Hadamard, que permite estudarmos a propagacao de ondas através da evolucao das superficies
de descontinuidade dos campos. Este método é amplamente conhecido e usado na literatura,

valendo tanto para o espago plano quanto para espagos-curvos [47, 69, 80].

1.2.1 Ondas de choque

O formalismo de ondas de choque descreve mudancgas abruptas nos campos. Essas, se propagam
através do espago-tempo por meio de uma superficie de transicao, que divide regioes do espaco
que representam o campo na sua forma passada e atual. Um exemplo comum na literatura [80]
que nos permite visualizar esse formalismo é dado por uma carga parada em um instante t = 0
que passa a se mover aceleradamente. O campo elétrico desta carga no instante inicial é estatico
e possui suas linhas de campo divergindo de forma isotrépica para todas as regides do espaco.
Quando comeca a se mover, o campo elétrico da carga em movimento acelerado, além de variar
com o tempo, é representado por outras linhas de campo. Em um dado ponto r = R da posicao
inicial da carga, o campo elétrico passa por uma transi¢do abrupta conforme a carga se propaga
através do espaco. Essa transicao é representada por uma superficie X que divide a configuracao
passada do campo da sua configuracao atual. O formalismo de ondas de choque é caracterizado
pela propagacao dessas superficies de descontinuidade e matematicamente é descrito pelo método
de Hadamard.

O método de Hadamard nos dd um mecanismo para a analise de fenomenos de
propagacao descritos por equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas. A equacao de onda é um
exemplo dessa classe de equacoes diferenciais. Portanto, podemos utilizar esse método para
resolver a equacao de onda em um meio material, seguindo a evolucao das frentes de onda.

Definimos uma superficie de descontinuidade 3 (z#) = const. que delimita localmente

duas regides, 1 e 2, no espaco-tempo. De tal forma que dada uma fungao f, chamaremos de f M
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e f(Q) os valores tomados pela fungéo nos dois dominios. A descontinuidade de Hadamard da

funcao f, com relacao a superficie X, é definida por

[f(z)] |z = elil(% (f(l)(x +e)— fA(x - e)) , (1.40)

tal que o ponto x pertence a superficie. Supomos que a funcdo f seja continua em X, mas que

as suas primeiras derivadas f, nao o sejam

flls = 0, (1.41)

[fal ls # 0. (1.42)

Considerando os diferenciais da funcao em ambas regioes, sabemos que o vetor deslocamento

dz® pertence a superficie X, de forma que obtemos
df D = 0, fDdz® (1.43)

com i = {1, 2} representando as regices. Hadamard mostrou que esses diferenciais devem existir
e ser continuos na superficie de descontinuidade, i.e., [df]|s, = 0. Ou seja, a descontinuidade das

derivadas de f deve ser um objeto ortogonal a superficie, ja que
[df]]s: = [Oaf]ls dz® = 0. (1.44)

Portanto, deve existir um escalar o(z) # 0 tal que [fo] |[x = o(z) £ . Veremos a seguir como
esse método se aplica a eletrodinamica de Maxwell. Vale a pena ressaltar que este método
pode ser usado em outras situagoes, tal como na propagagao da radiagao gravitacional [80] e na
propagagao de ondas em outras teorias nao-lineares arbitréarias [69, 79].

No caso eletromagnético, identificamos ¥ , com o vetor de onda k,. Fora do vécuo,
veremos que existird uma métrica efetiva §"”, tida como uma modificacio da métrica de
fundo devido ao meio material, que ird satisfazer uma relagao de dispersao "'k, k, = 0.
Nessa geometria efetiva, a luz ird se propagar seguindo uma geodésica em um espago-curvo
Riemanniano. Essa analogia com a Relatividade Geral permite o desenvolvimento dos chamados

modelos andlogos gravitacionais a partir da técnica da geometria efetiva [5].
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1.2.2 Propagacao de ondas em meios dielétricos

Vamos aplicar o formalismo de ondas de choque ao sistema de equacoes (1.36-1.39), de forma
a encontrar como a luz se propaga em um meio material com propriedades dielétricas. As

descontinuidades de Hadamard sao representadas em um meio material pelas relacoes

[EM]E =0, [E,u;/\]g = eukx, (1.45)

Hy =0, [Huly = huky. (1.46)

Tendo em vista que as equagoes constitutivas (1.21) e (1.25) implicam nas condigées [D,]s. = 0

e [Bu]y, = 0, ao aplicarmos as descontinuidades nas equagdes de campo, obtemos

[D;]z = 0
[B;Vu]z =0
(2], + 0, )y = 0
[BA}E—UW%,J[EU;V]E ~- 0. (1.47)

Se quisermos encontrar as solugoes desse sistema de equagoes, precisaremos explicitar as relagoes
constitutivas que definem o meio material.
Nesta dissertacao, estamos interessados em trabalhar com meios isotrépicos, afim de

simplificar o sistema de equagoes (1.47). Meios isotrépicos nos permitem escrever as relagoes

DS = e E®+eES (1.48)

BY = p,H®+puHS . (1.49)

Para o caso em que a permissividade e(E, H) e a permeabilidade u(F, H) possam depender da

intensidade dos campos, obtemos as equacoes

€, = €B,+¢€ H, , (1.50)

py = pE,+u Hy, (1.51)

tal que, para denotar as derivadas parciais das fungoes com relagao as intensidades dos
campos elétrico £ e indugao magnética H, consideramos a barra sobre a letra e o apdstrofo,

respectivamente. Dado as normalizacoes E? = —EFE, e B? = —B"B,,, concluimos que
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1
Bo = ( _EuEu) = BBl (1.52)
e
1
Ho = ( _HuHM) =~ HHY, (1.53)

%

Portanto, as relagoes (1.48-1.49) se tornam

= /

D = - (;EuE;ﬁ; + ;HuH;’f,> E® + €ES, (1.54)
— /

B, = - <§EuEf; + Z%Hﬁé) HE 4 (1.55)

Aplicando as descontinuidades (1.45-1.46) nas relagdes acima e substituindo o resultado

no sistema de equagoes (1.47), encontramos

€ €
€ %k — E* (EE*eAk‘a + HH’\hAka> =0 (1.56)
fi '
phkq — HY (| =E*erko + —H Mzky | = 0 (1.57)
E H
= /
€ kg — B} <;Eﬁegkavo‘ + ;Hﬂh/gkava> Py bk, = 0 (1.58)
= /
1 W kg™ — H @Eﬁeﬁkava + Z_Hﬁh[gkavo‘> — M eok, = 0, (1.59)

tal que consideramos que a relagao A* = AlLv” pode ser reescrita em termos das descontinuidades
como [AH]y; = a*k,v”. Para resolver o sistema de equacdes acima, obtendo a geometria efetiva
associada ao meio material, analisaremos o caso especifico de um meio dielétrico que possua
permeabilidade magnética constante u = const. e permissividade elétrica € = e(E, H). Como

consequéncia, esse sistema de equagoes se reduz a

o _ pa E A i/ A —
ee“ky, — F (EE exko + HH hkka) =0 (1.60)
phok, = 0 (1.61)
(0% E (% 6/ (0% vpo
€ e kv — EA (EEﬁegk‘av —{—EHﬂhﬁkav )—I—n)‘ P7vohok, = 0 (1.62)
1t W eav® — N P%0,ek, = 0. (1.63)

Notamos que, se contrairmos as duas ultimas equacOes por k), obtemos as duas primeiras
equacoes. Por esse motivo, é suficiente trabalharmos somente com as duas udltimas equagoes

(1.62-1.63).
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Da ultima equacao, podemos isolar a relagao

1 v
ha— - mngypuvpeuk 5 (164)

de forma que é possivel substituir esse resultado na pentltima equacao (1.62). Para isso,

consideramos que

nA’Yﬁanoyp#Upeukuk’yUﬁ -
i e Kk = (806307 + SLONG) + 8300 ) vPeM Y v +

— (00paf + 620700+ 0L030) ) vPerk kv
= (vpe“k’\k:pvu + v’\e“k‘”kuv,j + vﬁe’\k”kl,vg) +

— (UAG“]{ZV]C,/U# + U*Be“k’\k#vﬁ + vpe’\k:”k‘pv,,)

= (v”e“k’Akpvu + U/\e“k”kuvl, + e’\k"ku) +

— (U’\e“k”kl,vu + e“k’\k:“ + v”e)‘k:”kpvl,)

= k(v kyetvy, — elky) + 0t (eF kK v, — etuk k) +

+ e (K"K, — vk, k" v,) (1.65)

Portanto, a penultima equacao se torna

= /
0 = etk — %Eﬁegkavo‘EA — ;—HnﬁypuHﬁk”vpe“E’\ 4+ —

e [k)‘ (VP kypetv, — e“k‘u)} +

1
kv,

v (el kv, — et vk k) + e (K ky, — vpk:pk:”v,,)] . (1.66)
Observamos que a seguinte relagao deve ser valida

0 = (E'vu)a

= Elu,+ Euly, (1.67)
tal que se tirarmos a sua descontinuidade obtemos

0 = |BY] vu+ [Bugoly

= elu,ky . (1.68)
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Logo, encontramos que a condicao e/v, = 0 é valida. Com isso, podemos simplificar a relacao
(1.66), que se reduz a

kAe“ku

- /
A € A € A
0 = eetky v — EEBe[gk:avaE - H—HnﬁypuHﬁk”vpe“E — .

A A
. (e Rk, + e (KR, = vk )| (1.69)
Notamos que é possivel isolar um tensor Z**, chamado de tensor de Fresnel [18, 23, 49],

tal que a relacdo acima pode ser reescrita na forma
ZMey =0. (1.70)
Verificamos que o tensor de Fresnel pode ser encontrado e definido como

= /
ZM = (ko)ork — (kv)? %E“E/\ — (k) %E“nﬁl"’)‘Hﬁka‘y — kRN

+ g [(pe — 1) (k.v)? + K k] (1.71)

Em geral, existem duas formas equivalentes de resolver esse sistema de equagbes (1.70). A
primeira [42, 82|, considera que solugoes nao-triviais desse sistema podem ser encontradas para
os casos em que det[Z ”)‘] = 0. Essa condicao é conhecida na literatura como equacao generalizada
de Fresnel e é resolvida por meio do método de Cayley-Hamilton [18, 69]. J4 a segunda [42, 82],

A

utiliza o fato de que podemos expandir o vetor de polarizacao elétrica e* como uma combinagao

linear de quatro vetores linearmente independentes, que podem ser escolhidos como os campos?
EM, HY, kM, v*. O segundo método é, em geral, menos trabalhoso. Portanto, consideraremos
ele na resolucao do sistema de equacgoes.

Dado o ansatz para a expansao do vetor de polarizacdo ey = agE)+ BoHx+Yokx+dgvy,

o sistema de equagdes (1.70) pode ser projetado na sua base vetorial. Logo, para cada termo de

ZMe » obtemos, respectivamente, as projecoes

(k.v)v”k’\e,\ = (k.v)v“kA(aoEA + BoHy + Yok + (50’1))\) , (1.72)

1Ressaltamos que é conhecido na literatura uma escolha alternativa para a base, onde considera-se o
vetor de base n""?* E,v,k, no lugar do campo de indugao H". No problema analisado, sabemos que essa
escolha nao alteram o resultado obtido. Além disso, os autores [18] mostraram que na situacdo limite em
que os vetores de base sao paralelos, podemos considerar a aproximacao de que o angulo entre os vetores
seja muito pequeno, de forma que a expansao do vetor de polarizacao nessa base permanece valida.
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(k.v)Q%E“E/\e)\ - (k.v)Q%E“E)‘(aOEA + BoH + oky) (1.73)

/ /
(k.v) %Eﬂﬂﬁnﬂ”%pkm = ag(kw) %E“Hﬁnﬂup)‘vkaE)\ : (1.74)
k“k/\e)\ = k:“k‘)‘(ozoE,\ + BoHx + Yok + dovy) (1.75)
[(pe — 1) (k)% + Kk, | gey = [(pe — 1) (kw)? + K k| et

= [(ne—1)(kv)* + k" k] (a0 E* + BoH" + ~yok* + dov*)

(1.76)

de forma que podemos reescrever (1.70) como um sistema de quatro equagoes A, B, C, D, obtido

a partir da relagao
AE" + BH* + CK* + Dv* = 0, (1.77)
que implica em
A=B=C=D = 0. (1.78)

Temos que suas equagcoes sao,

k k, J(eF) ¢

_ _ _ BrpA

4 = [(k.v)Q Y8~ i " Hghkyvp x| +
— o |5 BoHa| =70 | Bk (1.79)
= Bo[(ne—1)(kv)* + K"k, ] (1.80)
= —kMaoEy + BoHx + dovn) — Y0(1 — pe)(k.v)? (1.81)
= (kv)kMaoEx + BoHx + voky) + o [pe(kv)? + Kk, (1.82)

Resolveremos esse sistema de equagoes (1.78) de forma a determinar as constantes ag, By, do
e 70. A obtencdo dessas constantes nos permitird encontrar uma relacdo de dispersdo para a
luz §"k,k, = 0 e obter uma geometria efetiva §"” que descreva a propagacao da luz no meio

dielétrico.
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Pela segunda equacao B = 0, é direto notar que temos duas possibilidades. A primeira

solucao é representada pelo vetor de polarizagao
ey, =p Hy, (1.83)
onde p~ é uma constante e ag = g = dg = 0. Sua métrica efetiva é definida por
g = g" + o' vV (ue — 1), (1.84)

com p = const. e € = ¢(E, H). Ja a segunda solugao possui a restrigao 5y = 0, tal que precisamos
resolver as outras equagoes para obter seu vetor de polarizagao e;r e sua geometria efetiva gi”
associada. Esse fendmeno é uma consequéncia do efeito de birrefringéncia produzido no meio
dielétrico e representa o fato de que temos duas polarizacGes associadas a propagacao da luz ef,
tal que cada uma delas segue uma geometria efetiva ¢

Para obter a segunda solugao, substituiremos a restricao Sy = 0 nas outras equacoes.

Verificamos que a partir da equacao C' = 0 é possivel isolar a relacao
(kv)aok Ey = —0(k.v)? — y0(1 — pe) (k.v)3 (1.85)
e substitui-la na equagdo D = 0, de forma a obter a restricao
do [(ne — 1) (k.v)® + K"k, ] — v0(k.v) [(1 — pe) (k.v)? + /{:)‘k‘,\] = 0. (1.86)
E direto verificar que essa restricao implica em
9o = —yo(k.v) . (1.87)

Portanto, podemos substituir Sy = 0 juntamente com esse resultado (1.87) na equagao C' = 0,

de forma a obter

pe(k.v)?
=——". 1.88
Qg E)\k)\ Y0 ( )
As relagoes acima (1.87-1.88) juntamente com Sy = 0 implicam no vetor de polarizagao
el = pH{pe(kv)?Ey + E%q[ky — (kv)vy]}, (1.89)
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onde ,0+ representa uma constante. Aplicando essas restricoes na equacao A = 0, obtemos

kY E 0(eE) ¢
A = Yo _ 1 _ BvPAH sk, v, By | —
O\ G YT TeE T hom! | HekvueEa| —a

EAk)\ HE o
O pe(k.v)? [E E ka] (1.90)

0 que implica em

E k. €
8(6 ) _ ( v)elnﬁup)\HBkV,UpE)\ o % E)\k)\Eaka

0 = k%, — (kv)? + (ko) o5 7

0(eE ! €
= {g‘“’ - [1 — i gE )} v’ — ;—Hnﬂpk(“U”)HﬂvaA — eiE E“E”}kukl, ,

_ / ~ . . . . ~ ,
onde € e € sao, respectivamente, as derivadas parciais com relagao aos médulos dos campos

elétrico e indugao magnética. Ressaltamos que consideramos a propriedade

;IMMW)HB%EA@% - 2‘;;,1{5@,,)5A D Rk PP |
= ZiIHvaE/\ :nﬁpA“v”k:Mk:,, + nﬂpk”v“kuku:
- ;JILII{BU,)JEA :nﬁ"’/\“v”kuky + nﬂpwv”km:
= znﬁp)‘“v”HgvaAk#kry , (1.91)

com o objetivo de simplificar a métrica efetiva.
Concluimos que a geometria efetiva para a polarizacao positiva em meios dielétricos

com u = const. e € = e(E, H) é descrita pela métrica efetiva

J0(eE)
Kok

b= /
} v — é EMEY — ;—Hnﬁp’\(“v”)Hﬁva,\ . (1.92)

.

Notamos que quando € = const. ambas as métricas ¢} = G" se reduzem a métrica de Gordon

(2), definida em um espago-tempo de fundo arbitrério.

1.3 Discussao e aplicacoes

Uma solugao geral para meios isotrépicos com permissividade e(E, B) e permeabilidade u(E, B)
foi obtida na literatura [18]. Os autores resolveram o sistema de equagoes para um espaco-
tempo de fundo representado pela métrica de Minkowski e consideraram que a propagacao das
descontinuidades é obtida com relagdo ao campo magnético B¥. Sabemos que é arbitrario
a escolha de tomar as descontinuidades com relacao ao campo magnético ou com relacao

ao campo de inducao, tal que nesta tese escolhemos trabalhar com as descontinuidades do
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campo de indugao magnética. Como mostramos nesse capitulo, é suficiente trocar a métrica de
Minkowski v* por uma métrica arbitrdria g"” na solucao obtida. Isso ocorre pois os termos
que dependem da derivada do campo de observadores va sa0 proporcionais aos campos elétrico
E* e indugao magnética H*, de forma que ao tomar as descontinuidades desses termos eles se
anulam. Portanto, verificamos que a solucao independe do campo de observadores, logo, vale
o principio da equivaléncia e o resultado permanece valido para um espago-tempo de fundo
arbitrario. Os autores [18] notaram que, em geral, nao é possivel isolar uma geometria efetiva.
No entanto, existem certas condigoes conhecidas na literatura que permitirdao obtermos uma
geometria efetiva para o problema. Na subsecdo 1.2.2, exploramos uma dessas condigoes. A
seguir, comentaremos outras condigoes conhecidas na literatura. Nestas, a polarizagao negativa
permanece sendo descrita pela geometria efetiva (1.84), mas a polarizacao positiva tem sua

geometria efetiva modificada. Por exemplo, temos que

e A geometria efetiva de um material diamagnético que satisfaca e = const., u = u(E, H) é

descrita por

~ v 8(MH) v :u/ v /]’ A v
gil/ = gM — |:1 — EaT 'UM'U — M7H H“H +ﬁnﬁp (M’U )EB’UPH)\ . (193)
Note que no caso u = const. essa métrica se reduz a métrica definida por Gordon em um

fundo arbitrario.
e A métrica efetiva que define um material com permissividade €(E) e permeabilidade pu(E)
é dada por

O(cE e T
§ =g — [1 - “(aeE)] v — i EMEY + %WUW W) Eyv,H, . (1.94)

Note que ela é muito semelhante com o caso €(E, H), u = cte descrito por (1.92). Elas
~ . E < o
sao equivalentes se fizermos i — Ee' e uma permutacao simples nos indices do tensor

de levi-civita.

e A métrica efetiva que representa um material com permissividade ¢(H) e permeabilidade

w(H) é dada por

6 H / !
G = g [1 _ <;H>] o = L = e B, (199

Note que ela é muito semelhante com o caso u(E, H), € = cte definido por (1.93). Elas
H

sao equivalentes se fizermos ¢ — z [ e uma permutacao simples nos indices do tensor

de levi-civita.
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e Para o caso de uma dependéncia geral na permissividade €(F, H) e na permeabilidade

w(E, H), se impormos a restrigdo (E.k) = (H.k) = 0, temos

. 0(eE) 0(eE) _ L
g = g+ SE +H “/aT —EJHR — 1| v"” + ﬁna’”(“v”)vaaEa +
/
_ 2}nﬁpa(“v”)HﬁUpEa , (1.96)

caso contrario nao serd possivel isolar uma meétrica efetiva.

Nesta tese, trabalharemos com meios materiais que possuam permissividade e(E) e
permeabilidade constante. Vamos nos restringir a esses meios, pois temos interesse, no capitulo
3, em considerar um fundo gerado por um objeto compacto estatico e carregado, de forma que o
campo magnético seja nulo e o campo elétrico seja gerado por essa solugdo. As métricas efetivas
que descrevem essa situagio sio dadas por (1.84) e (1.92) quando € = 0.

Para o fundo de Minkowski, é sabido na literatura que a bimetricidade ¢g4” acarreta em
duas relagoes de dispersao, cada uma associada a uma velocidade de propagacao da luz. Dado
as defini¢oes para a frequéncia angular w = k%v,, e para o vetor de onda ¢" = h* k" = k¥ — wovt,
podemos decompor o quadrivetor de onda como k" = (w, ), tal que k?* = w? — ¢? nos permite
isolar a velocidade da luz em um meio material v3 = w?/¢?, associada a cada polarizacio.
Considerando as relagoes de dispersao k:ft no espaco de Minkowski, temos para a polarizagao

positiva
W= 1% = [l —ep—éeuFlw? + é(E.q)2 , (1.97)

tendo em vista que o campo elétrico satisfaz E*v,, = 0 e essa condigao implica em E*'k, = E"q,,.

A relac@o acima (1.97) pode ser simplificada para
_ 2 2 Be . o
[e p+ € pEJw* =|q° |1+ ?(qE) , (1.98)
se considerarmos ¢ = |q] ¢ e E =FEFE. Ja para a polarizacao negativa, é direto notar que
epw’=|q>. (1.99)

Com isso, encontramos para u = const. e €(F) as velocidades de propagacao

1 E Oe . -
U = L0(cB)/OE [” ew(q'w]
9 1
2= (1.100)

20



Notamos que temos duas trajetérias possiveis para o raio de luz, a depender da sua polarizacao.
Esses raios se propagam com velocidades distintas, dadas pela relagao acima. No caso particular
em que a luz incide na direcdo do campo elétrico Q.E = 1, ambas velocidades sao iguais e a
luz segue somente uma trajetoria. Isso indica que temos um eixo éptico induzido na diregao do
campo elétrico, de forma que essa velocidade é chamada de velocidade do raio ordinario. Em
geral, teremos duas trajetorias, tal que podemos definir o valor maximo de vi quando a luz incide
perpendicularmente ao campo §.E = 0. Chamamos a trajetoria associada a polarizagao positiva
de trajetéria do raio extraordinario, tal que nessa situacao temos uma diferenca maxima entre
as velocidades dos raios ordinério e extraordinédrio. Considerando ¢ = 1, o indice de refracao é

definido como ’Uf, tal que a diferenca entre os valores maximos e minimos do indice é dada por

ng—n|= V1O(eE)JOE — \/pe(E) . (1.101)

Na literatura [3, 81, 88], foi verificado experimentalmente que a permissividade e(E) = €, + aE>
acarreta na diferenga
e,

ny—ny~ E71372 : (1.102)
A

Essa situagao descreve um fenémeno de birrefringéncia conhecido como efeito Kerr. Outro
fenomeno de birrefringéncia bastante conhecido surge quando consideramos a permissividade

e(E) = e+ BE, que gera a diferenga

1.1
“lr, (1.103)

ny —nH ~

e estd associado ao efeito Pockels[93]. Estamos interessados em analisar as consequéncias do
efeito de birrefringéncia na propagacao da luz em um espago-curvo, afim de avaliar que tipo de
mudancas um meio pode causar nas previsoes da Relatividade Geral (RG). Queremos saber se
um observador longe do meio é capaz de inferir se este meio possui propriedades eletromagnéticas
nao-lineares apenas medindo o desvio para o vermelho e o angulo de deflexdo da luz. Esperamos
responder se uma correcao nestas quantidades poderia levar um observador a determinar a

dependéncia €(F) a distancias astrofisicas, i.e, a partir de um laboratério na Terra.
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Capitulo 2

Buracos negros

Em 1915, Albert Einstein publicou a teoria da Relatividade Geral. Nao demorou muito tempo
antes de que a primeira solucao exata e nao-trivial das equacoes de Einstein fosse encontrada por
Karl Schwarzschild, em 1916, correspondendo a um campo gravitacional gerado por um objeto
esfericamente simétrico. No mesmo ano, Hans Reissner generalizou a solucao de Schwarzschild
de forma a considerar um objeto carregado eletricamente. De maneira independente, Gunnar
Nordstrom chegou a mesma solucao em 1918, que passou a ser conhecida como solucao de
Reissner-Nordstrom. A métrica de Reissner-Nordstrom é uma solucao famosa das equacoes de
Einstein e descreve a geometria do espaco-tempo gerada por um objeto esfericamente simétrico,
sem rotacgao e carregado eletricamente. Trabalhos recentes [1, 16, 27, 101] buscaram estender
a métrica de Reissner-Nordstrom levando em conta uma teoria de eletrodindmica nao-linear
descrita por uma lagrangeana L(F,G), ao invés de considerar a eletrodinamica de Maxwell.

Solugoes esfericamente simétricas das equacoes de campo de Einstein podem descrever
tanto a geometria do espaco-tempo ao redor de uma estrela, quanto sua geometria ao redor de um
buraco negro. Estrelas, como o sol, queimam combustivel nuclear produzindo uma pressao que
age contra a pressao associada a forga gravitacional. Quando seu combustivel termina, a pressao
gravitacional excede a pressao produzida pela estrela, ocorrendo um colapso gravitacional. Em
1934, Subrahmanyan Chandrasekhar apontou que a vida de estrelas supermassivas termina apods
um colapso gravitacional produzir o que chamamos de buraco negro. Enquanto estrelas menos
massivas conseguem se estabilizar produzindo objetos menores chamados de anas, que possuem
alguns milhares de quilometros de didmetro. O motivo é que a pressao de degenerescéncia resiste
apenas ao colapso de estrelas com massas menores do que cinco a oito massas solares [13].

Em 2019 astronomos obtiveram a primeira imagem de um buraco negro, situado no
centro da galaxia MS87, através do “Event Horizon Telescope”[15]. A matéria atraida por ele

forma um disco, chamado de disco de acrecao, que orbita o buraco negro e emite radiacao. Essa



radiacao é detectada pelos pesquisadores e analisada, de forma a localizar e reconstruir o objeto.
A foto foi capaz de mostrar um anel brilhante, formado pela matéria, ao redor de uma regiao
escura e circular. Nessa regiao, hd um intenso campo gravitacional associado a um objeto que
¢é 6.5 bilhoes de vezes mais massivo que o Sol. A observacao é consistente com as expectativas
de um buraco negro em rotagao, descrito pela métrica de Kerr [55]. Acredita-se que assimetria
no brilho do anel seja explicada em termos da irradiacao relativistica de um plasma, que gira
préximo a velocidade da luz, em torno de um buraco negro.

Apesar de dados fenomenoldgicos evidenciarem a existéncia de objetos em rotacdo, a
solugéo estatica é fundamental para a andlise tedrica do fenomeno. Um objeto esfericamente
simétrico e estético é entao descrito pela métrica de Schwarzschild [94]. Sua generalizacao para
incluir objetos carregados eletricamente é dada pela métrica de Reissner-Nordstrom [64, 85].
Evidentemente, a segunda solugao se reduz a primeira quando a carga @ se anula. Neste capitulo,
vamos revisar os fundamentos matemaéticos que descrevem objetos estéaticos e esfericamente

simétricos, com o objetivo que aplicé-los no capitulo 3 desta dissertagao.

2.1 Elementos Matematicos

Apds um breve resumo sobre os principais aspectos da Relatividade Geral, mostraremos como
uma solucao esfericamente simétrica descreve a trajetéria de particulas. Focaremos em uma
métrica arbitraria com simetria esférica, pois as formulas descritas aqui serdo validas nao
apenas para a solucao de Reissner-Nordstrom, mas para uma solucao qualquer com essa
simetria. Veremos no capitulo 3 que essa arbitrariedade nas férmulas serd necessaria para o

desenvolvimento desta dissertacao.

2.1.1 Relatividade Geral

Em 1915, Albert Einstein publicou a teoria que conhecemos hoje como Relatividade Geral.
Ele se imaginou, por meio e um experimento mental, em queda livre junto a um elevador e
observou que neste caso qualquer acdo da forca gravitacional seria localmente anulada. Esse
ponto de partida, que separa a Relatividade Restrita da Relatividade Geral, é conhecido como
o Principio da Fquivaléncia. Essa secao visa fazer uma breve revisao das ideias introduzias pela
Relatividade Geral, que formam o que chamamos de formulagdo de segunda ordem da gravidade,

onde as equagoes de campo possuem derivadas de segunda ordem na métrica.

Definicao 2.1 (O principio da equivaléncia forte). Os principios da Relatividade Restrita sao

localmente validos, em uma pequena regiao do espago-tempo.
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A afirmacdo acima diz que um espacgo-tempo curvo é localmente plano e representado
pelo espaco-tempo de Minkowski. Foi a partir dessa ideia que Einstein descreveu a interagao
gravitacional, por meio de uma formulacao dindmica do espago-tempo, isto é, a matéria diz
ao espago-tempo como se deformar e o espago-tempo diz a matéria como se mover. Por essa
caracteristica, também chamamos esse tipo de teoria de geometrodinamica. A Relatividade

Geral é descrita pelas equagoes de Einstein,

1 87G
Gw/ = R;u/ - 7g;u/R = CT

No lado esquerdo dessas equagodes, temos (em componentes) o tensor de Einstein G,. Este,
depende da curvatura, representada pelo tensor de Ricci R, e pelo escalar de Ricci R, e da
métrica g,,,. A métrica contém todas as informacoes sobre a geometria do espaco-tempo ao
redor de um objeto, enquanto a curvatura é apenas uma forma de caracterizar essa geometria.

Consideramos as defini¢oes para essas quantidades

Rg, = R%,,, (2.2)
R%,, = R," = -R’,, = —R%,,, (2.3)
R%,, = O.I%;—0,I%;+T%,I%,;—T%,T 5, (2.4)

M = (b= 50 @ugir + Dt — Orgue) (25)

G = €uby, (2.6)

G = Gup s (2.7)
Uru, = U"U%u, (2.8)

re, = re,.. (2.9)
gng” = o, (2.10)

R = ¢"Rg,. (2.11)

A equacado que define a métrica depende da simetria do objeto que curva o espago-
tempo. Porém, para qualquer ponto do espago-tempo e independente da forma matematica
de g, podemos aproxima-la localmente pela métrica de Minkowski. A métrica de Minkowski
define a Relatividade Restrita, descrevendo o fundamento matemaético por trdas do Principio da

Equivaléncia. Ou seja, localmente o espago-tempo é aproximadamente plano e definido por

ds? = gudrtds” ~ ndatds”’ = dt* — da® — dy?* — d2? . (2.12)
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Voltando ao lado direito da equacao (2.1), temos o tensor de energia-momento, tal que
G ¢é a constante gravitacional de Newton. Esse tensor representa todas as propriedades fisicas
que podem gerar a curvatura do espago-tempo, tal como a densidade de energia, o fluxo de
energia, a densidade de momento e o fluxo de momento. Caso o leitor se lembre da equagao
para forca gravitacional, que cai com o quadrado da distancia, ele percebera que para Newton a
fonte da forga gravitacional é somente a massa. Elas sdo as “cargas” da teoria. Ja para Einstein,
o que era forga gravitacional se torna uma consequéncia da dindmica dos objetos na curvatura
do espaco-tempo, e passa a ser provocada nao apenas pela massa, mas por tudo o que pode
gerar essa curvatura. Enfatizamos que o ente fundamental da formulacao de Einstein é o tensor
métrico e, por esse motivo, a formulacao de segunda ordem também é chamada de formalismo
da métrica.

Os objetos se movem através de curvas geodésicas, cujo formato depende da geometria
gerada pela deformagao do espago-tempo. Isto é, sua trajetéria é o caminho mais curto que
conecta dois pontos. Por exemplo, para uma geometria esférica sua geodésica é um arco de
circulo, cujo raio é igual ao raio da esfera. J4 para uma geometria plana, sua geodésica é uma
reta. Nesse sentido, uma geodésica pode ser definida como a curva que transporta paralelamente
o seu proprio vetor tangente U”. Com isso, uma férmula geral para a geodésica, considerando
essa definicao, é

U'v,U® = 0, (2.13)

tal que a derivada covariante e o vetor tangente & curva sao definidos, respectivamente, por

VBTMM Hkl/ll’2-~~l’l — aﬂTﬂl,uQ “kulug...ul""ru}p\T u2 ”kwl/zmw
A A
+ F/%)\Tm ukml/z...w -T ﬁulTMWQ #kkuz..-w
A
- T 6V2Tulu2 uklll)\...ljl ) (214)
dz" (€)
Ur = - 2.15
N (2.15)

com & sendo o parametro afim que usamos para definir a curva.

Vale a pena ressaltar o papel da conexao (2.5) na equacao (2.14). Para isso, imagine
dois observadores A e B, representando duas bases distintas, em pontos diferentes de uma esfera.
Se considerarmos um vetor como uma quantidade observavel, o referencial A poderia medir
suas componentes com relagao a sua base. Entao, imagine que o vetor agora seja transportado
paralelamente ao longo de uma curva na esfera até o observador B, que critério ele usaria para

comparar as suas componentes com as medidas pelo referencial A? Nao bastaria ele comparar as
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suas medidas. E necessério relacionar essas componentes as suas respectivas bases, diferentes,
e encontrar uma forma de relacionar essas duas bases, para entao descobrir a variacao do
observavel. A ferramenta matemadtica que descreve todo esse processo é a derivada covariante
(2.14), de forma que a relagao entre as bases é dada pela conexao Fg " (que pode ser vista como as
componentes de uma matriz jacobiana, cujo papel é relacionar os dois sistemas de coordenadas).
Para um espaco-tempo plano, poderiamos alinhar os eixos de ambos referenciais e medir apenas
a variagao direta das componentes. Porém, no espago-tempo curvo nao conseguimos alinhar os
eixos, de forma que obrigatoriamente temos que considerar a variagao da base.

Para concluir, precisamos enfatizar as seguintes imposicoes da teoria de Einstein:

1. Nao-metricidade nula: a derivada covariante do tensor métrico é nula, isto é, Vg g, =
0. Isso garante a preservagao do comprimento dos vetores diante de qualquer transporte

paralelo. Essa condicao também é chamada de condi¢ao de compatibilidade da métrica.

2. Torgao nula: I'*,, = I, implica que a conexao afim ¢ simétrica. Tal conexao ¢

conhecida como conexao de Levi-Civita.

No formalismo de segunda ordem, a conexao afim é unicamente determinada em funcao
de g,,. Entretanto, isso normalmente nao é necessdrio e ha formulagoes geométricas onde a
conexao afim nao depende apenas da métrica. Para uma demonstracao da forma geral da

conexao afim, veja por exemplo [62].

2.2 Solucoes esfericamente simétricas

Uma métrica esfericamente simétrica pode ser descrita arbitrariamente por um elemento de linha
ds? = gy dt* + gy dtdr + grp dr* + gep dQ? (2.16)

onde dQ? = d#? + sen®0 dp*. Essa métrica é invariante sob rotacdes do grupo de simetria SO(3)

e sua invariancia é representada por meio dos vetores de Killing

K, = —seng g+ cotgh cosp Oy (2.17)
Ky = cosp 0p — cotgl send Oy (2.18)
K, = 0,, (2.19)
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de forma que a derivada de Lie da métrica com relagao a esses vetores é nula, i.e.,
Lk guw =0. (2.20)

Os elementos da métrica (2.16) podem ser fungdes de r, t. Para que a métrica seja estaciondria,
admitimos a existéncia de um vetor de Killing extra, dado por K; = 0;. Esse vetor indica que
um espaco-tempo com simetria esférica pode ser folheado por esferas do tipo S2. Se além de
estaciondrio o espaco-tempo possuir vetor de Killing K, ortogonal as secoes espaciais K;.x =
gthk = 0, onde x é um vetor puramente espacial, temos que o espaco-tempo é estatico.

Sendo assim, em geral representamos uma métrica estatica e esfericamente simétrica

pelo elemento de linha [30, 99]
ds* = A(r) dt* — B(r) dr* — r? dQ* , (2.21)

de forma que para pontos infinitamente distantes do objeto compacto o espaco-tempo seja dado
pela métrica de Minkowski em coordenadas esféricas. Resolvendo as equacoes de Einstein (2.1)

para um objeto carregado, podemos considerar o tensor de energia-momento (11) associado a

uma carga estatica F,; = —F}, = E(r) em uma teoria de eletrodinamica nao-linear [69]
Too = —L A—4FE’Lp B™! (2.22)
Tw = LB+4E*Lp A7} (2.23)
Tyy = L2 (2.24)
Tss = Lr?sen’d. (2.25)

Como mostrado no apéndice A, dado a simetria esférica, representada pelo elemento de linha

(2.21), podemos obter as componentes do tensor de Einstein, de forma a encontrar o sistema de

equacoes
Ad 1
1-B A
( 2 ) T Kk T11 (2.27)
r2[ 1 AN 1Ay
77w (7m) 5 (5)] -+ 2

+
r2 [ 1 "\ 1 A\,



Ressaltamos que definimos o apéstrofo como sendo tomado a derivada com relacao a variavel r
e Kk representa uma constante. Esse sistema pode ser resolvido, juntamente com as identidades

de Bianchi (1.11) e com a relagao (1.10),

O (vV—gLpF"™) =0, (2.30)

tal que é possivel obter [16] a solucio B(r) = A(r)~!, dado a componente

2M  S(r)
Alr)=1—- — 2.31
(=1-=2+2 (231)
e a definicao da funcao
S(r) = 2/r2(—LFE2 + L)dr . (2.32)

Caso seja considerado a eletrodinamica de Maxwell, o elemento de linha resultante é representado

pela métrica de Reissner-Nordstrom
"Q
Sr-n(r) = , (2.33)

que se reduz a solucao de Schwarzschild quando a carga rg se anula, i.e, quando consideramos
um objeto compacto neutro. Nesse caso, o tensor de energia-momento T}, e o escalar de Ricci
R sdo nulos, tal que Ry, = 0. Segundo o teorema de Birkhoff [98], é possivel mostrar que, se
temos simetria esférica, a inica solucao possivel para o vacuo é estatica e dada pela métrica de

Schwarzschild.

2.2.1 Horizontes e singularidade

Segundo a Relatividade Geral, uma vez que uma esfera constituida por um fluido perfeito e
homogéneo de massa M inicia um colapso gravitacional, ele nao pode ser interrompido e o
objeto permanece encolhendo para didmetros cada vez menores. Se esse objeto representar
uma estrela estdtica temos que, durante esse processo, enquanto sua superficie estiver fora do
raio 1y, qualquer raio de luz emitido da superficie da estrela pode escapar para um observador
distante desse evento. No entanto, a partir do momento em que a superficie atingir esse raio,
isso nao sera mais possivel e ela continuara colapsando irreversivelmente para o que chamamos
de buraco negro. Entao, ocorre o colapso de toda a matéria em um ponto com densidade e
curvatura infinitas, conhecido como singularidade. Por esse motivo, esse raio é chamado de
horizonte de eventos, pois nem mesmo a luz consegue escapar da pressao gravitacional e chegar

a um observador distante.
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No que tange o estudo da singularidade, sabemos, pela conjectura da censura césmica
[98], que toda singularidade que existe no universo deve estar cercada por um horizonte de

eventos. De acordo com a Relatividade Geral, podemos definir trés tipos de horizontes
e Horizonte de Killing: Este horizonte define uma superficie tipo-luz onde a norma de
ao menos um vetor de killing associado a métrica se anula. . comum afirmar que define
o raio 75 em que a seguinte condicao é vélida

4
dt

=0. 2.34
Grr ( )

dr ’ Gtt

Isto é, representa o raio no qual g4 (rs) = 0. Essa condicao define uma superficie onde a

norma do vetor de Killing tipo-tempo se anula e o redshift diverge.

e Horizonte aparente: A definicao deste horizonte depende do campo de observadores
e da métrica de fundo, representando o raio 79 no qual o fator de expansao # muda
de sinal. A alteracdo do seu sinal estd associada a ideia de regido de confinamento.
Uma superficie de confinamento é uma superficie compacta bidimensional onde o fator
de expansao é negativo § < 0 para todas geodésicas nulas futuras (entrando e saindo)
ortogonais a superficie. O interior dessa superficie é chamado de regiao de confinamento,
tal que identificamos o horizonte aparente como a borda da unido de todas as regioes de

confinamento.

e Horizonte de eventos: Essa definicdo estd associada aos diagramas do espago-tempo
e define um raio 7, onde nem sequer a luz pode escapar. Pode ser definido a partir
desses diagramas como sendo a superficie que delimita o buraco negro. Mostraremos um

exemplo, para a solucao de Schwarzschild, na figura 2.1.

Em geral, esses horizontes descrevem superficies distintas. No entanto, eles coincidem para
algumas solugoes. Por exemplo, para a solugao de Schwarzschild, que é estatica e esfericamente
simétrica, os trés horizontes descrevem uma mesma superficie. J4 para solucoes estacionarias e
axialmente simétricas, como a solucao de Kerr, o que chamamos de horizonte de Killing coincide

com o horizonte de eventos, mas nao com o horizonte aparente.

Solugao de Schwarzschild
A métrica de Schwarzschild descreve um objeto compacto estatico, com simetria esférica e sem
carga. Essa solucao é representada pelo elemento de linha

ds®* = A(r) dt* — A(r)~' dr? —r? dQ? | (2.35)
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onde definimos a funcao

A(r)=1-— 2M ' (2.36)

r

Essa fungao se anula no raio de Schwarzschild r; = 2M, tal que a componente radial da métrica
diverge nesse raio A('r’s)*1 — o0. Essa divergéncia nao representa uma singularidade real,
tendo em vista que ela pode ser eliminada por meio de uma transformacao de coordenadas.
Podemos verificar, considerando os escalares de curvatura, que sao quantidades que
independem do sistema de coordenadas, que o raio de Schwarzschild nao representa uma

singularidade real. Por exemplo, o escalar de Kretschmann desta solucao vale

48 M2
= , (2.37)

afuv
R =

Raﬁw

revelando que o raio rs nao é singular nessa quantidade. Em contrapartida, é possivel notar que
a origem r = 0 representa uma singularidade real. Por esse motivo, com o objetivo de estudar
as propriedades do espago-tempo, é conveniente realizar uma transformacao de coordenadas
de forma que o raio de Schwarzschild nao seja singular. Ressaltamos que esse raio representa
um horizonte de Killing da métrica, sendo portanto uma superficie relevante a ser analisada.
Uma transformacao conveniente de coordenadas nos permitira construir um diagrama do espago-
tempo, de forma a estudar essa superficie com mais detalhes.

Para essa andlise, adotaremos as coordenadas de Kruskal-Szekres (KS). Definimos as

novas coordenadas como (R, T, 6, ¢), tal que

T 1/2 /2 t
T = ——1 T/<Ts sinh | — 2.
(7"5 > e’ sin <2Ts> ) (2.38)
1/2
T t
R = [—-1 /2 cosh [ — | . 2.39
( " > e cos < o ) ( )

Enfatizamos que valem as seguintes relagoes

T2 - R? = Q—:)JW, (2.40)
T t
- =) 2.41
7 tanh <27“s> (2.41)

Nessas coordenadas, o elemento de linha de Schwarzschild é escrito como

4 3
ds? = 22/ (—dT? + dR?) + r2dQ? | (2.42)
T
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Figura 2.1: Diagrama do espago-tempo de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal-
Szekres. Podemos notar que qualquer fonte de luz emitida na regiao II encontra-se presa
nesta regiao, tendo em vista que a luz viaja somente a 45° no sentido positivo do eixo
temporal. Fonte: imagem de autoria propria.

Notamos que as componentes da métrica (2.42) se mantém bem comportadas no raio de
Schwarzschild rs. Portanto, esse sistema de coordenadas pode ser usado para cobrir uma regiao
maior do que o sistema de coordenadas considerado inicialmente.

Verificamos que a singularidade real, dada por r = 0, continua surgindo por meio da
relacio T2 — R? = 1. Essa relacdo representa duas hipérboles em um diagrama de coordenadas
T x R, tal que quando R = 0 essas hipérboles possuem vértices em T = +1. Nessas novas
coordenadas, ao invés de termos duas regioes separadas pelo raio de Schwarzschild (0 < r < rg e
rs < 1), temos quatro regides. Encontramos essas regides por meio do elemento de linha (2.42),

ao considerar intervalos tipo-luz com 6 e ¢ constantes. Assim, obtemos a relacao
T=+4R, (2.43)

que descreve retas concorrentes em R = 0. Essas retas representam o horizonte de Schwarzschild
nesse sistema de coordenadas, como pode ser verificado a partir da relacdo (2.40). A luz,
neste espaco-tempo, passa a ser representada por retas com um angulo de 45° no diagrama de
coordenadas.

Portanto, no diagrama do espaco-tempo de Schwarzschild em coordenadas de Kruskal-

Szekres, teremos quatro regioes. A regido I corresponde ao exterior do buraco negro r > rg, a
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regiao II ao interior do buraco negro 0 < r < rg, a regiao III é uma regiao paralela a regiao
I e a regiao IV é paralela a regiao II. Fisicos especulam que a regiao III pode representar um
outro universo, enquanto a regiao I'V deve representar um buraco branco. Essas regioes paralelas
surgem por conta do sinal + nas relagoes. Uma representagdo pictérica estd exposta na figura
2.1.

Por tdltimo, citamos que é possivel considerar outros sistemas de coordenadas, de forma
a obter outros diagramas que representem o mesmo fenémeno. Como, por exemplo, os diagramas

de Eddington-Finkelstein e de Penrose [30].

Solugao de Reissner-Nordstrom

Considerando a métrica de Reissner-Nordstrom, representada pelo elemento de linha

ds® = A(r) dt? — A(r) "t dr? — r? dQ? | (2.44)
onde definimos a funcao )
2M g
Ary=1— — + —= 2.4
(r) s (2.45)

verificamos que a condigao A(ry) = 0 é satisfeita para os raios

re = M £,/M?—r3. (2.46)

Sabemos que os coeficientes da métrica sao quantidades que dependem do sistema de
coordenadas e, como tais, podem apresentar irregularidades. Mostraremos que esses raios 7
representam singularidades de coordenadas B(ry) — oo. Para isso, vamos considerar o calculo
do escalar de Kretschmann da métrica de Reissner-Nordstrom

(8} 4 8
Repu RO = T—8(6M27’2 —12Mr 1)+ Trf) . (2.47)

Por meio desse escalar, verificamos que a origem r = 0 é de fato uma singularidade essencial. Em
contrapartida, as solugoes da equagao (2.46) nao definem uma singularidade, mas os horizontes
de Killing da métrica. Sabemos que esses horizontes estao associados aos horizontes de eventos

que encontraremos em um buraco negro de Reissner-Nordstrom.
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A(r)

Figura 2.2: Caso M* > rj. A funcdo A(r) possui duas rafzes (2.46), marcadas nos pontos

vermelhos. Fonte: imagem de autoria propria.
NG A(n)

r—=r+

Figura 2.3: Do lado esquerdo, temos o caso M?* = ré. Nele, a fungao A(r) possui uma
raiz r_ = r,, marcada no ponto vermelho. Do lado direito, temos o caso M? < ré. A
fungao A(r) ndo possui raizes. Fonte: imagem de autoria prépria.
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Podemos, assim como na solugdo de Schwarzschild, realizar transformacoes de
coordenadas de forma que a métrica seja nao-singular nos horizontes de Killing. Sabemos que,
ao realizar essas transformacoes, podemos descrever o espago-tempo através de diagramas e
verificar que esses horizontes coincidem com os horizontes de eventos de Reissner-Nordstrom.

De acordo com as referéncias [13, 29, 30], temos que

1. Para M? < ré, teremos uma singularidade nua e r4 serd um nimero complexo, como
mostramos na figura 2.3. Nao existird horizonte de eventos, de forma que nada escondera
a singularidade localizada em r = 0 de um observador. Existe um teorema, chamado de
conjectura da censura césmica, que impede esse tipo de solucdao. Ele nos diz que todas
as singularidades formadas a partir de um colapso gravitacional estao necessariamente
escondidas por horizontes de eventos. Ou seja, sao buracos negros. Portanto, essa nao é

uma solugao fisica.

2. Para M? = ré temos uma solucao extrema de Reissner-Nordstrom. Buracos negros
extremos possuem a solucao r+ em um Unico raio, r = M, que representa um tnico

horizonte de eventos. O grafico esquerdo da figura 2.3 representa essa situacao.

3. Para M? > ré, a fungdo A(r) é negativa para r— < r < ry e positiva para os outros
valores de r, como mostrado na figura 2.2. As superficies definidas por » = r4 sdo tipo-luz

e, portanto, sao ambas horizontes de eventos.

Os diagramas de Penrose para a solugao de Reissner-Nordstrom podem ser encontrados nas
referéncias [13, 30]. De forma complementar, o leitor interessado pode visualizar como seria a

aparéncia desses horizontes de eventos em uma simulagao feita na referéncia [86].

2.2.2 Desvio para o vermelho gravitacional

O desvio para o vermelho gravitacional [30, 98] é um fendémeno que permite que ondas
eletromagnéticas percam energia ao viajar sob um campo gravitacional. Como consequéncia,
a frequéncia dessas ondas pode diminuir e seu comprimento de onda aumentar. Sabemos que
um féton possui energia £ = hw e um observador v* mede sua frequéncia de onda através da
relacdo w = k,v®, onde k* representa o quadrivetor de onda. De forma geral, o desvio para o
vermelho de um raio de luz emitido radialmente em r; e detectado em 73, com ry < ry, é dado

pela férmula
Gy (T1) V1KY

14+2z= .
guu(r2)vgk5

(2.48)
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Essa definicao inclui o desvio para o vermelho produzido tanto pela gravidade quanto por
fontes em movimento. Considerando um fundo estatico e esfericamente simétrico, sabemos que
podemos encontrar o desvio para o vermelho gravitacional ao considerar observadores estaticos

[98]. Em geral, podemos escrever observadores estéticos por meio da relacao

o_ £
v T g,

onde representamos as componentes do vetor de Killing tipo-tempo como &* = §f), tal que

(2.49)

seu médulo é dado por €€, = gu(r). Sabemos que os vetores de Killing estao associados a
quantidades conservadas e que o vetor de Killing tipo tempo satisfaz a relacao "k, = const.,

portanto, a equacao (2.48) se reduz a

y kY H

Gap(r2)ks €5/ 9u(r1)

Logo, teremos

_dr _ [gu(ra)
dry gue(r1)

142z (2.51)

onde d7; define a separagao temporal entre duas cristas de onda sucessivas, medida pelos relogios.
Podemos rescrever essa formula de modo a explicitar a dependéncia com o comprimento de onda

A ou com a frequéncia angular w, obtendo

dr P) )\2 ﬂ

=== . 2.52
dTl )\1 w2 ( 5)

O desvio para o vermelho ocorre quando Ao > A1 (z > 0), enquanto o desvio para o azul ocorre

se A2 < A1 (2 < 0). No fundo de Reissner-Nordstrom, a férmula que descreve o desvio para o

9\ 1/2 9\ —1/2
2M Lifa) 2M te)
1+2z= 1—74‘72 1—74‘72 . (253)
9 ry 1 1

Notamos que nos horizontes de Killing (2.46) o desvio para o vermelho diverge, como

vermelho se torna

esperado. No capitulo 3, iremos generalizar essa férmula de modo a incluir possiveis efeitos

de birrefringéncia em espagos-curvos, devido a presenga meios eletromagnéticos nao-lineares.
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2.2.3 Trajetoria de particulas

A equacao da geodésica, que descreve a trajetéria de uma particula situada sob um espago-
tempo, é dada por
d?zt u dz® dzP

— =0 2.54
d\? T has d\ dA ’ (2:54)

u & = ra u - Ati
tal que as componentes da conexao afim Fij Fﬁ‘u ara um espaco-tempo estatico e com

simetria esférica (2.21) sao listadas a seguir

o — 1 dgtt(v") rlo_ 1 dgtt(r) rlo_ 1 dgrr(r)
o1 2gu(r) dr 00 2g,r(r) dr 1 2 (1) dr
T3y = g T(T) I3y = sen?d Ty I'2, = —send cosf) (2.55)
rr
1 1
F%Q = ; F?g = ; F§3 = cotgb

Ressaltamos que a afim de simplificar a notacdo, denotamos o médulo das componentes da
métrica por |grr| = grr € |g1t| = gue. Se aplicarmos as componentes da conexao afim na equagao

da geodésica, obtemos o sistema de equacoes

o - @r 1 dey (dr\T_ 1 (d6)' rsen®d (do\* 1 dgu (dt)’
dX?2 T 2g., dr \d\ grr \dA Grr d\ 2G dr \d\)

2 2
0 = d9—|—2d€dr—sen90059<d¢> ,

<

X2 AN dA X
26 2dé dr do df
- 49, 208 hd
0 D2 oy TR0y
2t 1 dgy dt d
0 — 4G9 At ar (2.56)

dN? gy dr dNd)\

Como estamos lidando com um problema com simetria esférica, sempre podemos escolher um
sistema de coordenadas onde as condicoes iniciais sao 6y = g e By = 0. Nesse caso, a segunda
equacao se reduz a 6 = 0, o que implica em 6 = const. = 0 sempre. Portanto, um movimento
que comeca no plano 6 = g, se mantém no plano.

Assim, podemos simplificar as duas ultimas equacoes, obtendo

_d d¢ 9
d dt
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E direto verificar que essas equagoes implicam nas leis de conservagao

dt K

— = —, 2.59
TN (259)
do
2
— = h 2.60
P = (2.60)
, . -~ L
onde h representa o moédulo do momento angular por unidade de massa h = — e Kk é uma
m

constante com dimensao de energia por unidade de massa. Podemos aplicar as equacdes acima

dr
na primeira equacao de (2.56) e multiplicar a equagao resultante por 29’"’"5’ de forma a obter

dr 2r  dge (dr\?® 2h%  dgy [ K \*
0=—|29rr——> — ] -+ — . 2.61
) [ Irze T ar <d/\> A (gtt> (2.61)
Notamos que essa equagao pode ser simplificada para
d dr\® h? K2
= I\ rr \ v 5 — — | » 2.62
"= [g <d>\) = gtt] (2:62)
portanto, encontramos que vale a relacao
dr\? h? K2
=g [ — ) +———, 2.63
g (d)\) 7“2 git ( )

onde o é uma constante que representa uma quantidade conservada com dimensao de energia
por unidade de massa. Ela relaciona o parametro afim A com tempo préprio 7, por meio da
relagao dr? = o0d)?, de forma que essa constante é nula para os fétons e positiva para particulas
massivas. Sendo assim, podemos definir os potenciais efetivos para particulas massivas o =1 e

para o féton o = 0 a partir de

i =k —V(r), (2.64)
tal que seus potenciais efetivos sao
2 2
K h 1
V(r)=r%- +<a—|—>. 2.65
( ) Grrgtt 2 Grr ( )

Ressaltamos que nessa notacao estamos trabalhando com o médulo das componentes da métrica.

Se nao estivéssemos trabalhando com os seus mdédulos, os trés ultimos termos trocariam de sinal.
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Figura 2.4: Gréfico do potencial efetivo seguido pela luz no fundo de Reissner-Nordstrom
(M? > ré) O eixo horizontal estd em unidades de massa M. Notamos que para o
potencial de R-N podemos ter érbitas circulares estaveis e instaveis, enquanto que para
Schwarzschild encontramos apenas orbitas circulares instaveis. De fato, o grafico para o
potencial de Schwarzschild se assemelha a parte instavel do potencial de R-N, mostrada
no campo superior direito da figura. Fonte: imagem de autoria propria.

Nesse trabalho, estamos interessados em estudar as trajetorias da luz. Especificamente,

temos que a trajetéria de um raio de luz no fundo de Reissner-Nordstrom é descrita pelo potencial

efetivo )
h? 2M T

Vir_ == |1—-——4+ =] . 2.66

= N(T) r2 ( T2 * T%) ( )

Na figura 2.4, plotamos o grafico deste potencial no caso em que M? > ré e comparamos as
suas trajetorias nos fundos de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom (R-N). No capitulo 3 dessa
tese, encontraremos correcoes neste potencial, associadas ao efeito de birrefringéncia produzido

por um meio eletromagnético nao-linear situado sob o fundo de R-N.

2.2.4 Deflexao gravitacional da luz

E possivel reescrever a relacao (2.63), juntamente com a equacao (2.60), com o objetivo de obter
o angulo de deflexao que as particulas sofrem ao redor de um objeto compacto com simetria
esférica. Na figura 2.5 mostramos os angulos de incidéncia ¢, e deflexdo A¢ envolvidos no

processo. Notamos que a relacao (2.63) pode ser escrita como

dr\? h? ht K2
Grr <d¢) . + T (2.67)
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Figura 2.5: Trajetoria seguida por um raio de luz se aproximando da fonte a partir de uma
regiao assintotica. Notamos que o raio é desviado nas proximidades do objeto compacto.
Essa figura foi retirada da referéncia [99)].

ou ainda
1/2

¢:i/ 2( HQQTT (r Zdr 1>1/2 : (2.68)

R2gu(r) — B2 T 72
Independente do tipo de particula, o movimento sofre uma alteracao devido a geometria do
espaco-tempo, representada pelos coeficientes da métrica. Quando ¢ = 0 obtemos o desvio
sofrido pela luz devido a presenca do campo gravitacional. Observamos que na auséncia de um

campo gravitacional, o foton segue uma trajetéria em linha reta, associada a solugao
b=r sen(¢ — ¢o) - (2.69)

A uma distancia de maxima aproximacao r = rg, temos que vale a relacao

dr

o, =0 (2.70)

Assim, para o féton, vemos que nessa distancia a relacao (2.67) se torna

2 2
h rH

=i gu(ro) - 27

K

Portanto, podemos reescrever (2.68) de forma a representar o angulo de desvio sofrido pela luz

¢>oo—/ JTK 2) gur(r )—1}_1/2‘”. (2.72)

7o 91t (7) r

A variacdo total sofrida por um raio de luz vindo do infinito, passando pela regiao de maxima

aproximagao e retomando para o infinito é dada por 2|¢(r9) — ¢oo|. Na auséncia de fonte sabemos
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que a deflexao total seria de 7 e corresponderia a uma linha reta. Portanto a deflexao total com

relacdo a trajetéria em linha reta é dada por [99]

A¢ = 2|¢(r0) = poo| — T . (2.73)

No capitulo 3 dessa tese, obteremos correcoes no angulo de deflexao total da luz, associadas a

presenca de um meio eletromagnético nao-linear no fundo de Reissner-Nordstrom.
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Capitulo 3

Meilos nao-lineares em

espacos-curvos

Se considerarmos um meio dielétrico com permeabilidade magnética constante p e permitir que
sua permissividade elétrica dependa da intensidade do campo elétrico ¢(E), a propagacao da luz

serd descrita por geodésicas nas métricas efetivas

g = g+t (ept+epE —1) - iEEMEV
€
@o= g e 1), (3.1)

onde ¢g"” representa a métrica do campo gravitacional de fundo. Nesse trabalho, focaremos em
solucdes estaticas e esfericamente simétricas da RG. Lembramos que o elemento de linha para

um corpo massivo carregado é representado por

ds® = A(r) dt? — A=Y (r) dr® — r2dQ? | (3.2)
onde
A = 1+%—Q’1, (3.3)
r r
com constantes
r% = 7;?47?2260 , TR = 2]::42G . (3.4)

Nessa tese, iremos considerar as unidades ¢ = G = 1 e que o campo eletromagnético, que surge

na equagao (3.1), seja o campo eletromagnético produzido pelo objeto compacto carregado.



A baixas energias, podemos considerar um fundo gravitacional fixo. Particulas tipo-
tempo seguem trajetérias nesse espaco-tempo de fundo, enquanto a luz se propaga através
de geodésicas na geometria efetival. Esse limite é suficiente para enumerarmos consequéncias
fisicas deste modelo, como mudancgas no desvio para o vermelho e na deflexao gravitacional da
luz. Considerando os horizontes de Killing como as superficies tipo-nulas onde o desvio para o

vermelho diverge e

dr [ goo(r)
dt QH(T)

=0 (3.5)

¢é satisfeito, somos capazes de quantificar possiveis mudancas na localizacao dessas superficies.
Uma vez que o horizonte de Killing depende apenas da geometria efetiva, nos referimos a ele
como um horizonte éptico.

Notamos que as equacoes de Einstein estao relacionadas a métrica de fundo, nao a
métrica efetiva. Portanto, toda discussao conhecida na literatura a respeito da localizacao da
singularidade » = 0 permanece valida. A geometria efetiva nao altera essas definigoes, podendo
alterar somente defini¢oes que dependam diretamente da propagacao da luz, como mencionado
anteriormente.

Sabemos que a métrica inversa o, = Aga,+Bvav,+CELFE, satisfaz a relagao §"* ga, =

oF. Logo, para a polarizacao positiva temos que
6/
o= {g’w‘ —[1 = p(eB) ko™ — —EE“EO‘} (Agav + Bugv, + CELE,)
€

de modo que essa igualdade sé é valida se

A =1,
_ / _ /
B = A Ll-aEeB) 11— p(eB) 7
p(eE) p(eE)
A €E 1 €E
C = e _ = <. (3.6)

2 e€E 2 e€E
Bl s BRl4 <2
Assim, concluimos que as métricas efetivas (3.1) possuem inversa

&
1+¢

g;y = Guv — (1 - f—) Uy (37)

g:l/ = 9w — (1—-fy) Vpy + l,ulv

'E direto verificar que a relacao de dispersao implica que, em um referencial onde a conexao se anule,

vale k, 2k" = 0. Notamos que k, = e ¢ um gradiente, portanto temos que k, » = ky,. Como
x

kx k" = 0 é uma relacdo tensorial, ela é nula para qualquer referencial. Portanto, obtemos a equacao
da geodésica k" 7, kx = 0.
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tal que definimos

1 1 er de E

f-= f+:ma §=—, €=

- I —ad
pe(E)’ e’ dE "’ =" - (38)

) . , s s 9uo
Se considerarmos um observador no referencial comével do dielétrico v, = e

1/ 900

,/90052 e admitirmos que o campo elétrico F(r) seja radial e estatico [, = \/—91152“ podemos

simplificar as componentes das métricas efetivas

Jo = Afy
A_l
o
911 1+¢ )
(3.9)
gao = Af_
.@1_1 = _A_l )

de forma que verificamos que as componentes restantes sdo as mesmas da métrica de fundo.
Esta claro que essas métricas sao equivalentes quando £ = 0, i.e., ¢ = const. . Nesse caso,
elas se reduzem a métrica de Gordon e ambas polarizagdes seguem uma mesma geodésica.
Apenas no vacuo as métricas efetivas se reduzem a métrica de fundo. Em geral, elas diferem, e
os horizontes 6pticos das métricas efetivas nao necessariamente coincidem com os horizontes de
Killing da métrica de fundo. Notamos que as métricas efetivas (3.9) sdo estaticas e esfericamente
simétricas. Portanto, as férmulas obtidas no capitulo anterior para o potencial efetivo e para a
deflexao gravitacional da luz sao vélidas, se substituirmos g,, — g,,,. Veremos que a férmula
que descreve o desvio para o vermelho precisa ser recalculada, de forma a considerar os vetores

de Killing da métrica efetiva. Nesse caso, a substituicdo nao serd direta.

3.1 Potencial Efetivo

Mostraremos que a férmula que descreve o potencial efetivo (2.65) permanece vélida nesta
situacao o = 0, por meio de uma substituicao direta da métrica de fundo pela métrica efetiva.
Para isso, note que o elemento de linha que descreve a propagacao da luz é dado pela métrica

efetiva, tal que podemos obter as trajetérias da luz através do principio da minima acao. Seja

43



X
—, de

A um parametro afim, temos que a derivada com relagao a ele é representada por X = o\

forma que podemos encontrar as trajetérias da luz variando a agao

(5/ds:0, (3.10)

que é equivalente a considerar
6/ (Qoo {2 + g11 72 + §oo 92 + 33 ¢2> d\=20. (3.11)

Sabemos que a variagdo dessa acao com relagao a varidvel 6 é automaticamente satisfeita se
considerarmos # = 0 e # = 7/2. Ao variar a acdo com relagdo as coordenadas t, ¢, obtemos a

conservagao da energia total x e a conservacao do momento angular h,

oot = k,

r*p = h, (3.12)

tendo que vista que as componentes da métrica efetiva nao dependem das variaveis ¢, ¢. Para a

varigvel 7, vamos considerar ds® = 0, de forma a obter a relacio
2 = K2=V(r), (3.13)

com potencial efetivo V(r) sendo definido como

K2 h?

V(r)=r?— ——— + — -
911 [gool 72 [g11]

(3.14)

Podemos substituir as componentes das métricas efetivas (3.9) na relagdo acima. Obtemos os

potenciais efetivos

2
Vi) = “Rate [1—(1;5)}52
2
Vo(r) = hT,ZA + [1—}}_] K2 (3.15)

que sdo validos para uma permissividade e¢(E) arbitraria. Notamos que, como esperado, no
vacuo fi(r) =1, & = 0 esses potenciais sdo iguais e definem o potencial de Reissner-Nordstrom
(2.66), que se reduz ao potencial de Schwarzschild quando rg = 0. Casos particulares serao
analisados na préxima secao. Ressaltamos que para obter a férmula que descreve a deflexao da

luz, é direto notar que vale o procedimento apresentado na subsecao 2.2.4, quando o = 0. Nesse
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caso, poderiamos simplesmente dividir o 7 definido na equagao (3.13) por c;.S, dado pela relagao

(3.12), de forma a encontrar a mesma integral obtida anteriormente.

3.2 Deflexao da luz

A férmula que descreve a deflexao de um raio de luz viajando do infinito até uma distancia r da
origem de um objeto compacto estatico e esfericamente simétrico é conhecida na literatura [99].
Podemos calcular como ela é alterada na presenca de um meio dielétrico nao-linear. De forma
geral, dado essa simetria, a deflexdo da luz devido a um objeto compacto cercado por um meio

dielétrico é representada pela integral

0 2 A _1/2
3(r) — oo —/ [G11(r)] [<T> ooro) —1] ?, (3.16)

ro/)  goo(r)

onde oo = ¢(c0) define o angulo de incidéncia e 19 é a distancia de maxima aproximagao,

descrita como o raio onde a seguinte relagao é valida

dr
—| =0.
do Irg

O angulo de deflexdo em uma regiao distante da fonte é dado por [99]

A¢ =2|¢(ro) = foo| — T . (3.17)

Esse angulo prevé uma correcao na trajetoria da luz medida por um observador longe da fonte.
Entao, definido Ay = A(rg), a deflexdao da luz devido a um meio dielétrico no fundo de Reissner-

Nordstrom é descrita pelas integrais
00 A-1
+ +
r) — = .
sn-dt = [\

o) -0 = [ VAT

2 Nofilro) ]
T 0 +T0 T
<m Af: _4 v (34%)

2 Mofor) (] d
r oJ—-\To T
<m> Af- _4 r (319

referentes a cada uma das polarizagoes. Lembramos que as relagoes (3.8) permanecem validas,
portanto, fir = fi(r), & = &(r) sao fungdes do raio, tendo em vista que o médulo do
campo elétrico depende deste E = E(r). Para calcular essas integrais, é necesséario definir a

permissividade elétrica ¢(E) do meio material e explicitar o campo elétrico externo E(r). No
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caso trivial onde o campo elétrico é constante, temos que as fungoes f, £, € serdo constantes

com relacao a variavel de integragao r.

3.3 Desvio para o vermelho

Como mostrado na subsegdo 2.2.2, o desvio para o vermelho gravitacional [30, 98] é um
fendmeno que permite que ondas eletromagnéticas percam energia ao viajar sob um campo
gravitacional. Como consequéncia, a frequéncia dessas ondas pode diminuir e seu comprimento
de onda aumentar. Sabemos que a definigao (2.48) inclui o desvio para o vermelho produzido
tanto pela gravidade quanto por fontes em movimento. Considerando um fundo estatico e
esfericamente simétrico, podemos descrever observadores estdticos por meio da relagao (2.49),
onde representamos as componentes do vetor de Killing tipo-tempo da métrica de fundo como
# =5, tal que seu médulo é definido por £*&, = goo(r).

Deduzimos as geometrias efetivas, que descrevem a propagacao da luz no meio,
considerando um campo de observadores comodvel ao dielétrico. Esses observadores sao estaticos.
Portanto, vale a definicao (2.49). No entanto, temos agora que o campo de observadores
segue trajetérias na geometria de fundo, enquanto a luz segue trajetérias na geometria efetiva.
Sabemos que o quadrivetor de onda k¥ é tangente a geodésicas na geometria efetiva, portanto,
sua contragao com o vetor de killing tipo-tempo da geometria efetiva é“k:u = const. representa
uma quantidade conservada. O moédulo desse vetor de Killing é dado pela relacao é"é = Goo(r).
Tendo em vista que temos duas geometrias efetivas ﬁ(% = f+g00, obtemos que §, = (52900
se relaciona com os vetores de killing tipo-tempo das geometrias efetivas através da relagao

éff = (52@35 = f1+¢,. Portanto, a equacao (2.48) se torna

_ &k(r1) Vgoo(r2)
1+2)+ = kP (r2) \/g00(r1)
_ GR(r) Vogoo(ra) fa(ra)
T ERR(ra) Vaoolrn) J< (1) (3.20)

Logo, teremos

_dr2 [ goo(r2) fe(re)
I+ 2)s = dry — \ goo(r1) fe(r1)’ (3:21)

onde d7; define a separagao temporal entre duas cristas de onda sucessivas, medida pelos relogios.

Se 71 =71 e ry — 0o com fL = fi(00), vale a relagio

1
(1+2)L = N (3.22)
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Notamos que para os casos f+ = const. o desvio para o vermelho permanece inalterado com

relacao as previsoes do fundo gravitacional

(+2s=y/ - (3.23)

Esses casos estao relacionados uma classe de meios materiais, que inclui o vacuo, e serd analisada
na préxima segdo. Para fi # const., estamos considerando um meio eletromagnético nao-linear
arbitrério, definido pelas relagoes (3.8), situado sob o espago-curvo. E apropriado reescrever esse

caso geral como
(1+2)4 _ &

= . 3.24
(1+2)p f+ ( )
Notamos que podemos expandir a permissividade elétrica dos meios materiais em funcao do

médulo do campo elétrico

e(B)=e+) cnE", (3.25)
n
onde ¢ define uma constante. Se E(r) = Q/r® com a,¢,c, > 0, teremos fL = const. e

I

. >1, (3.26)

o que implica que a intensidade do desvio para o vermelho serd maior do que a prevista pelo
fundo gravitacional, para ambas polarizagoes. Se ¢, < 0 esta claro que o oposto ird ocorrer (terd
sua intensidade atenuada). Temos que a constante £ deve satisfazer € # 0, caso contrario, um
campo elétrico nulo implicaria em ¢ = 0, 0 que nao consideramos uma situacao fisica. Notamos
que, nesse caso, a fracao divergiria em todos os raios, para ambas as polarizagoes. Se permitirmos
que € < 0, a andlise acima para materiais que satisfazem (3.25), com ¢, > 0, implica em

fa

<L (3.27)

tal que o desvio para o vermelho possui sua intensidade reduzida com relacao as previsoes do
fundo gravitacional. Nao podemos definir um campo elétrico com dependéncia E(r) o< %, caso
contrario, o desvio para o vermelho divergiria em todos os pontos, se considerarmos materiais
com permissividade (3.25). Os tnicos tipos de materiais que permitem essa configuragao devem
possuir permissividade

e(E)=¢e¢+ Z BTN (3.28)
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Entretanto, eles nao sao de interesse fisico, pois queremos que o campo eletromagnético se anule
no infinito. Focaremos nossa andlise em materiais com permissividade (3.25) e na classe especial

de materiais que satisfazem fi = const.

3.4 Horizontes 6pticos

Nao esperamos que as métricas efetivas (3.9) produzam alteragoes nos horizontes de Killing,
tendo em vista que essas métricas definem g(jfo = goof+. Considerando ga%(rh) = 0 obtemos
imediatamente goo(r,) = 0, tal que encontramos as mesmas superficies previstas pela métrica
de fundo. Poderiamos argumentar que é possivel existir horizontes épticos dados pela relacao
f+(rp) = 0, entretanto, segundo as defini¢oes (3.8), verificamos que essa condigao sé é vélida para
€(E) — oo. Dado (3.25), a tnica solugao possivel é r;, = 0 (sabemos que esse raio representa
uma singularidade no espago-tempo e que a métrica efetiva nao é capaz de alterad-la, entao
essa solucao nao representa um horizonte 6ptico). De forma complementar, no caso particular
f+ = const. poderiamos obter r, = 0o, 0 que parece inesperado, mas sua Unica consequéncia é
que a luz estd presa em uma regiao por conta do meio dielétrico, entretanto, essa regiao inclui
todo o universo. Portanto, concluimos que os horizontes 6pticos coincidem com os horizontes

de Killing da métrica de fundo, por conta da simetria do problema.

3.5 Casos particulares

3.5.1 A classe de meios materiais com f = const.

Um caso particular de interesse ocorre quando f4(r) = const., ja que nos d4 uma situacao limite
onde o desvio para o vermelho nao é alterado com relacao as previsoes do fundo gravitacional.
Notamos que é possivel separar esses meios em duas classes: I- f_ = f. = const., que representa

o caso de Gordon, ou II- f_ ## const., fi = const. . Mostramos abaixo suas consequéncias.

O caso de Gordon

Nessa subsecao, analisaremos a primeira classe. Considerando a relagao

! ¢ (3.29)
= const. , .
pe(E)
encontramos que
(B)=¢. (3.30)
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Temos que para essa permissividade o desvio para o vermelho e a deflexao gravitacional da luz
de ambas polarizagoes coincidem com as previsoes do fundo gravitacional. Em contrapartida,
os potenciais efetivos preveem corregoes, dadas pelas equagoes (3.15). Verificamos que o efeito
de polarizacao desaparece e ambas polarizacoes passam a ter suas trajetérias definidas por um
Unico potencial, tal que a luz segue somente uma trajetéria. Como a permissividade é constante,
temos que { =0e fo = f = ule , com € = const. e u = const. . As componentes das métricas

efetivas se tornam

o = Af,

g o= —AaT, (3.31)

onde A é definido pelo fundo de Reissner-Nordstrom. Notamos que o caso de Gordon é uma
situacao particular onde f = const., o que implica que a resolugao de g(j)%(rh) = 0 sé pode
acarretar em goo(r,) = 0. O vacuo é uma situagao particular desse exemplo, representado por
€=¢€g € [t = li.

Se a métrica efetiva for definida pelo caso de Gordon, podemos calcular seu potencial

efetivo Vi (r) = V (r), representado por

h2
V(r) = T—QA + [1—n? K2, (3.32)

onde n? = pe define o quadrado do indice de refracio do meio. Particularmente, se considerarmos
que o meio é o vacuo, temos n =1 € Vaordon = VR_N-
O caso f; = const.

Impondo a restri¢ao f1(r) = const., podemos obter a permissividade mais geral e(E) que satisfaz

1

iG] = const. . (3.33)

E direto integrar essa relagao, de forma a encontrar o resultado

a
eF)=¢c+—=. 3.34
(B)=c+ % (3:34)
Essa permissividade se reduz ao caso anterior somente se ¢« = 0. KEm geral, podemos
ter fi = const. com f_ # const. . Dado a permissividade (3.34), temos que apenas o

desvio para o vermelho associado a polarizacao positiva coincide com a previsao do fundo
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gravitacional. Esperamos correcoes no desvio gravitacional da luz e no potencial efetivo, para

ambas polarizagoes. De fato, considerando essa permissividade, temos

1 1 €
ff:m, f+:Ea (1+§):E’ (3.35)

tal que é direto substituir essas relagoes nas equagoes (3.15) e (3.18-3.19), dado um campo elétrico
[e.¢]

E = E(r). Notamos que neste caso peculiar temos —— = 0, o que implica que o desvio para
o vermelho associado a polarizagao negativa deve ser nulo. Interpretamos que um observador
assintético seria capaz de medir somente um desvio para o vermelho, associado a polarizacao

positiva, e obteria as mesmas previsoes do fundo gravitacional. Apesar disso, verificamos que o

observador poderia notar a existéncia de duas trajetorias para o raio de luz.

3.5.2 Um caso particular para a permissividade

Dados experimentais mostram que a fungao permissividade €(E) = ¢ + ¢1 E + coE? é suficiente
para descrever aproximadamente um meio dielétrico arbitrario. De fato, eles indicam que para
a maioria dos materiais ca é menor que ¢; por muitas ordens de magnitude [93]. Por essa razao,
ao lidarmos com campos fracos, parece razoavel esperar que o efeito Pockels seja mais relevante
que o efeito Kerr [3, 81, 88]. Portanto, vamos restringir nossa andlise a uma permissividade
definida por

e(E)=¢+al, (3.36)

com E(r) = 7%2 /72 representando o campo elétrico de fundo®. Gostarfamos de descobrir como o
efeito de birrefringéncia, ocasionado por essa dependéncia no campo elétrico, altera a propagagao
da luz em um espaco-curvo esfericamente simétrico.

Por céalculo direto, obtemos

e+ 2 F 1 1
1+¢6 = ———— | = — = —, 3.37
¢ € I ple +2a1E) f ple +a k) (3:37)
’I"2 34
*Note que o campo elétrico de fundo possui dependéncia explicita E(r) = T—gQ—G Com excecao

da varidvel r, os outros termos sao constantes. Portanto, como haviamos definido ¢ = G = 1 definimos
também @ = 1, afim de evitar sobrecarregar a notagao. Perceba que essas constantes podem ser facilmente
reintroduzidas por meio de uma anélise dimensional. De fato, ao obtermos os resultados, faremos isso
com o objetivo de explicitar sua dependéncia.
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Os potenciais efetivos associados as trajetérias da luz no meio dielétrico sao definidos por

2 2
Vi(r) = hA[lJr b ]+[1— e+ 2aB)7) o

7r2 e+ FE e+ F
h2A
Vo(r) = — +[1 = ple +aB)K*, (3.38)

para cada polarizacdo. Mostramos nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3 como a presenca do meio material
altera as previsoes para o potencial efetivo do fundo gravitacional.

Notamos que nao é possivel calcular as integrais que descrevem o desvio da luz (3.18-
3.19) analiticamente, mas podemos considerar uma aproximagao de campos fracos, tal que
podemos expandir as fungoes integradas ®4(r), de forma a solucionar suas integrais em uma
dada ordem. Mostraremos que essas integrais podem ser resolvidas desta forma, de modo que

podemos encontrar corregoes de primeira ordem as previsoes da RG. Para isso, consideraremos

2 2
2m Ty

m r . .. ) L.
— ~ 5<Lle— ~ —g < 1 junto com a condicao - < 1, que é esperada para a maioria
r T 0 T

dos meios materiais. Além disso, consideraremos que as correcoes associadas ao efeito Pockels

ak
sejam muito pequenas =« 1, de forma que podemos expandir as fungoes (3.37).
€

Assim, dado essas condicbes, notamos que a fragao

-1

A(rg) 2m 7’3 2m 7”2
=|1-—+=3||1-—+ = 3.39
A(r) ro * r r + r2 (3:39)

pode ser expandida como
A(rg) om  rl om T2

O ) B 3.40
A(r) o Tl VT TR (3.40)

tal que podemos simplifica-la para

AT 1y om <1 _ 1) 2 <12 _ 12> , (3.41)

A(r) r T r g

De maneira semelhante, podemos aproximar

felro) _e+cirg/r

fe(r) e+ cr2/r (342)
com cf = 2c| e c; = cy, de forma a encontrar
+,.2
f(ro) arg (1 1
~1 —- = = | - 3.43
[ BN 4
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Figura 3.1: A figura mostra as alteragoes na regiao instavel do potencial de R-N. Em
azul, temos a previsao do fundo gravitacional. Em laranja, representamos as alteragoes
sentidas pela polarizacao negativa e, em vermelho, as alteragoes sentidas pela polarizacao

positiva. Para visualizacdo, consideramos M? > ré no espacgo-tempo de fundo. Fonte:

imagem de autoria propria.

-04f

-0.6

0.0 0.2

Figura 3.2: A figura a esquerda mostra como as trajetdrias circulares instaveis sao afetadas
pelo meio material, enquanto que a figura a direita mostra a alteracao nas trajetorias
2

circulares estdveis. Consideramos um fundo de R-N com M? > r

autoria propria.
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0.2+

Figura 3.3: Os potenciais efetivos do exemplo (3.36), definidos pelas equagoes (3.38), sao
representados por linhas tracejadas nesta figura. A linha tracejada em laranja representa
V_(r), enquanto a linha tracejada em vermelho representa V, (r). Em azul, temos o que
seria esperado se considerdssemos somente as previsoes do fundo gravitacional. Vemos
que na presenca de um campo eletromagnético o potencial representado pela linha azul se
separa em dois potenciais, dados pelas linhas tracejadas. Para visualizacao, consideramos
M? > 7“22 no espaco-tempo de fundo. Fonte: imagem de autoria propria.

Com isso, obtemos a aproximagao

2 .4 2 + 92
7\ 9oo(ro) - r 1 1 o (1 1 crg (1 1
9o0(T) 0 A r i € T i
iTQ

Se definirmos a+ =1 — La 2q, podemos simplificar
T
0

<:0>2 [1 . cirﬁ (7}2 B %)] - [(;)2 _ 1] s (3.44)

tal que a relagdo acima se torna

Y~ b (G
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definido a fungao

e verificar que

Como consequéncia, temos
L 2 Aofy(ro)
o

o (r) Af,

) 1] —-1/2

(3.45)

(3.46)

(&} q O

Q

2
mr _ Tq"

2ro

1,1

0 r

(

a_cr?

(

_72][

o4

T+ ro)



A partir da substitui¢ao de varidveis u = r/r, podemos calcular aproximadamente a integral

dessas funcgoes analiticamente. Obtemos,

¢*(u) — g
¢~ (u) — ¢g

onde as fungoes integradas sao

1+ mu @ r2 r2u
T0 27“(2) i + 92 927 |Mm _ _a | _ 9 + 92 9
+ _1/2 Cl Tqu 70 27"(2) 27'8 Cl Tq’LL
T (u) ~ a 1+ |1+ 5 1-— 5
V1 —u? I aterg | 14+u derg
2,2
mu _ g 2 2
{1 + 2r2 } I cr2u2 ] [m — L‘g} — log
_ —1/2 70 2r 2r,
@(u)%af/ 1+ 1—|—1q2 0 &5
V1—u? I a—ery | 1+u
. 2m TZ 2m 7“2 .
Se considerarmos o produto dos termos — , — , — , —; como aproximadamente nulo,
T T To L)

podemos ignorar termos provenientes desses produtos. Finalmente, temos a aproximacao

r +

1 Cl Tqu + mu 7"3'[1/2 m T’g Tgu
(I)+ (u) -~ CL71/2 457’(2) 0 2r(2) T0 27"(2) 27"(2)
* V1—u? (14 u)vV1—u?
‘1 + mu Tqu m rg rgu
(I)f(u) - a71/2 ) 2r2 " ro 2r2 2r2
~ _ 9
V1—u? (14+u)vV1—u?
-1/2 cir? . .
onde al "~ 1+ 92,2 o que implica em
er
0
1 Ci’»'r'g CTTSUQ mu TZUQ m ’f‘g T’gu
(I)+( ) + 2erd o der? + o 2r2 ro 2r2 o 2r2
u) =
V1—u? (14 u)V1—u?
e r2 rZu? r2 r2u
1+ 5oy Ao
@*(u) ~ 0 0 0 0

2,2 2 2
14 mu T m _ Tq  Tq¥
70 27"(2) 70 2r(2) 27’8

(3.47)
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tal que podemos escrever suas correcoes lineares como

CfT;_CTT‘SuQ
2er der?
Ot (u) ~ hu)+ —2——20_ 3.48
(W) ~ b+ =t (3.48)
clrg
O (1) ~ hiu) 4+ —2 (3.49)

V1i—uZ’

de forma que a integral da fungao h(u) representa o desvio da luz gerado pelo fundo gravitacional
e as corregoes estao associadas a presenca do meio material. Conhecemos a solucao das seguintes
integrais,
du 0
— = arcsm —
V1—u? r
u du 0
ica \/ (%)
u? du 0
\/ 7"

V1—u?

ut du _ 70 37“0 n 3 (To)
7\/@ = —4/1 r 4r3 8arcsm ~)

T‘

70
+ arcszn > ,
r

/\/1—u2(1+u) 1+

u du 70
= + arcsin ( ) .
T

V1—u?(1+u) 1+T°

=3

~3
O

Como consequéncia, temos para a primeira integral

u & 2 1 -
/ h(u)du = —arcsin <r—0) — [m (— 1-— (T—()) — = )
0 r o r I+2

2 o0
re [ T0 ro\2 3 . (7o
= |s3 a1l -—(—) —arcsin|— ,
2rg \ 2r r 2 T

de forma que o desvio gerado pelo campo gravitacional é

d(1r) — doo Narcsm( )+ —hi(r) — T—qhg(r), (3.50)
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definido as funcoes

70\ 2 1-oo
ne = 2-yf1- (2) -\ 18

To\ To 702
2(r) arcsin  — oy .

As correcoes (3.48-3.49) representam termos extras a previsao do fundo gravitacional (3.50),

associados a cada polarizagdo. A desvio total vale

2
. (T0 m "¢ 4
— Poo)t R — )+ —h — —5h , .51

(60r) = 9oz = arcsin (32) + o (r) = b3 (1) (3.51)

considerando as corregdes hi (r) definidas como

3 ¢ . /To o 70\ 2
hy(r) = [2 + 215] arcsin (7> - [1 + 18] o 1-— (7> (3.52)
hy (r) = 3 + a arcsin (r—()) by (LO)Q (3.53)
2 |2 € r 2r r/) ’
Sabemos que a deflexdo da luz medida em uma regiao distante da fonte é definida pela equacao
+

(3.17). Tendo em vista que temos hi(ro) = 2 e hi (rg) = [; + ;2] g, os raios de luz polarizados

sao defletidos pelos angulos

dm  r2[3
A ~ _ 412,11 = .54
A ro 12 {2’+ 25} 2 (3:54)
dm  r2[3 7w
Ad ~ —_ 494|212 .
¢ o r8[2+5}2’ (3:55)

tal que, pelas definicoes dessas constantes, em primeira ordem os angulos de deflexao sao

Apem—— 5|0+ (3.56)

4m 7’3 3 a7
To L) 2

Portanto, em primeira ordem, ambas polarizagoes sao defletidas por um mesmo angulo, entao
nesta aproximacao elas sao indistinguiveis. Ambas preveem a mesma correcdo na previsao
do fundo gravitacional. Esperamos que termos de ordens superiores sejam negligencidveis
se considerarmos essa aproximacao, mas € possivel que eles sejam capazes de distinguir as
polarizagoes. Entretanto, devido a sua pequena ordem de magnitude, provavelmente nao seria
possivel medir essas corre¢oes fenomenologicamente. Logo, para campos fracos, esperamos que
um observador distante da fonte nao seja capaz de distinguir as polarizagées da luz medindo

apenas sua deflexdo no campo gravitacional. Porém, teoricamente, o observador poderia
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determinar o valor da constante de Pockels ¢;, o que é bastante relevante para prevermos
propriedades do meio dielétrico. Diferentes materiais possuem diferentes valores para essa
constante [93], entao se um observador pudesse medi-la a distancia, seria possivel comparé-la
com dados experimentais conhecidos na literatura e estimar caracteristicas do meio material.

Com relagao ao desvio para o vermelho, temos fi(0co) = 1/uc e

f+(00)
I+

C1

—142%g, 2 _q 4
g

E possivel notar que, para ¢; > 0 o desvio para o vermelho tem sua intensidade intensificada e
para c; < 0 possui sua intensidade atenuada, com relacao as previsoes do fundo gravitacional. A
polarizagao postiva é mais afetada que a negativa. Apenas no infinito as previsoes sao iguais as
do fundo gravitacional (E(r) — 0). E possivel realizar a mesma aproximacao no desvio para o

vermelho, considerando campos fracos, de forma a encontrar
3m? 1} 2t
(1+z)iz1+m+m—q<1—cl). (3.57)
r

Notamos que considerando esse limite, é possivel distinguir ambas polarizacées. Portanto, as
relagoes (3.56-3.57) poderiam ser usadas em conjunto de modo a obter uma medida mais eficiente
da constante de pockels ¢, para um meio material em um espago-curvo. Reintroduzindo as
constantes ¢, G, @ temos, por analise dimensional, que as férmulas (3.56-3.57) sdo descritas,

respectivamente, por

4mG T2 [3 actln
A -2 - 3.58
o= Arg ol [2 + QG@] 2’ ( )
mG  3m2G? 72 2ctct
1 ~ 14— - L (1= . 3.59
(1+2)+ T T adae T g ( QG€> (3:59)

Assim, podemos estimar a ordem de grandeza das suas correcoes. Para isso, vamos tratar de
um exemplo concreto.
Consideraremos um objeto compacto com as mesmas caracteristicas fisicas do nosso

sol. Supomos que o corpo tenha massa m = 1030kg, com um raio da ordem de Ry ~ 10%m.

. . . 2mG ~
Com isso, seu raio de Schwarzschild deve ser 2M = —— ~ 3 X 10*m. De acordo com a solucdo
c
extrema de Reisser-Nordstrom ré = M?, esse objeto estd limitado a possuir carga elétrica

extrema Qp = \/4weeGm ~ 10*°C com c4/GQE = 1024]\7/0. Além disso, vamos considerar
que a constante de Pockels esteja limitada a 10719 /V < ¢;/e < 10712m/V, tendo em vista
que o seu valor depende do meio material e esperamos que para um meio arbitrdrio o seu valor

esteja entre esses limites [93]. Como consideramos campos fracos, ndo podemos usar a solugao
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extrema de Reissner-Nordstrom, que prevé campos eletromagnéticos muito intensos. Estamos
lidando com solucoes do tipo Té < M?, caso contréario nao poderiamos considerar a aproximacio
realizada. Assim, a carga elétrica do objeto compacto deve estar limitada a ser muito menor que
sua carga extrema ) < Qg. Felizmente, essa é uma situagao realista e temos interesse fisico em
consider-la. A critério de exemplo, vamos supor uma carga da ordem de Q ~ 10'°C, para um
objeto com as mesmas dimensoes do sol.

Lembramos que na férmula que descreve o desvio para o vermelho, consideramos a
condicdo 1o — oo e r; = r, tal que a luz parte de um raio r em direcdo ao infinito, que
representa um observador muito distante da fonte. Podemos considerar que esse raio r represente
a superficie do sol, de forma que ele seja igual ao raio solar r = Ry. Algo andlogo pode ser feito
na férmula que descreve a deflexao da luz, se considerarmos que o raio de maxima aproximacao
ro pode ser aproximado pelo raio do objeto compacto ro = Ry. Esse é o valor minimo que o
raio de méxima aproximacao pode atingir, tendo em vista que, em geral, Ry < rg. Portanto,
para ambas quantidades, teremos uma mesma ordem de grandeza nas corregoes, que pode ser
estimada pelo termo

5 _ g ac -7
107 < ——— <107". (3.60)

QGeRj

Notamos que essa quantidade é adimensional. A desigualdade se refere aos diferentes meios
materiais conhecidos na literatura. Estimamos que a menor correcao possivel seja da ordem
de 10~7 enquanto que a maior seja da ordem de 1075, a depender das propriedades do meio
considerado. Ressaltamos que nao conhecemos o meio material, e o interessante é justamente
tentar inferir suas propriedades a distancia, comparando com tabelas de dados experimentais
disponiveis na literatura. Com relagao a férmula que descreve o desvio para o vermelho, sabemos
que as correcoes para as duas polarizagoes sao distintas, mas esperamos que possuam uma mesma
ordem de grandeza, tendo em vista que c{r =2c1 ec| =cr1.

Por fim, comparamos nossos resultados com o que seria esperado de uma teoria de
eletrodinamica nao-linear, descrita pela lagrangeana de Euler-Heisenberg. Os autores [16]
estimaram uma correciao nessas quantidades, adimensional, de cerca de 107'°, para ambas as
polarizagoes. Sabemos que a teoria considerada por eles estd associada ao efeito de polarizagao
do vacuo, que surge para campos eletromagnéticos muito intensos (cerca de E ~ 1,3 X 108 V/me
B~ 4,4x10" Gauss). Nesse sentido, os autores [16] usaram que a carga de um objeto compacto,
com as mesmas caracteristicas do nosso sol, seja dada pela solucio extrema Qp ~ 10'C.
Portanto, consideraram um campo eletromagnético muito mais intenso do que o que foi
considerado neste trabalho. Concluimos que o nosso trabalho obteve ordens de grandezas mais

relevantes, mesmo considerando energias mais baixas. Pelas nossas aproximagoes, nao podemos
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considerar um campo com esta intensidade, ja que restringimos nossa analise a campos fracos,
com fundo gravitacional fixo. Ainda assim, mesmo considerando uma solucdo mais realista
7’22 < M?, com um campo elétrico menos intenso, fomos capazes de obter corre¢oes mais
relevantes. Esperamos que a altas energias essas corregoes tenham ordens de grandeza ainda
maiores, tendo em vista que um campo elétrico mais intenso costuma, em laboratorio, intensificar
os efeitos de birrefringéncia no meio. Com isso, acreditamos ser possivel distinguir ambas
birrefringéncias pela ordem de grandeza das suas corregoes. Ressaltamos que se diminuirmos o
valor da carga elétrica (), mantendo o mesmo raio para o objeto compacto, obtemos corregoes

cada vez menores.

3.5.3 Solucao conformalmente plana

Para certas geometrias, como por exemplo, o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, podemos
escrever a métrica efetiva ¢, definida na equagao (3.1), de forma que ela seja conformalmente

plana. Para provar essa afirmagao, vamos considerar o elemento de linha isotrépico
ds* = A(r)dt* — B(r)(dr?® + r2dQ?), (3.61)

que descreve uma solucao esfericamente simétrica e estatica, e se reduz a solucao de Schwarzschild
no caso particular em que A = (1—2z)%/(1+x)? e B = (1+2)* com & = m/2r. Ressaltamos que
nesse sistema de coordenadas o horizonte de Schwarzschild esta localizado em m /2. Além disso,
a transformagao de coordenadas que conecta as coordenadas padrao de Schwarzschild (¢, R, 6, ¢)
com as coordenadas isotrépicas (t,r,0,¢) é dada por r = 1/2(R — m + v/ R? —2mR). Para
uma dependéncia arbitrdaria A(r) e B(r), chamamos a métrica efetiva associada & polarizagao

negativa (3.1) de Q" . Encontramos que ela possui componentes

1 1
oo _ 1 a2 no_ _ 4+
Q= Lige-na, Qu =L
1 Q*
22 33 _
Q - Bz’ @ = sen?0’ (3.62)

considerando que v* = adf) estd normalizado com a = A2, Entao, para observadores coméveis

ao meio, a métrica efetiva serd conformalmente plana Q" = &v* se

SIS

(3.63)
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Note que no caso particular representado pelo fundo de Schwarzschild, na regido externa ao
horizonte de eventos, a fungao ey presente na equacao (3.63) estd limitada a assumir os valores
0 < eu < 1. Como consequéncia, existe uma transformagao conforme que pode eliminar os efeitos
gravitacionais na propagacao da luz. Em outras palavras, é possivel que a luz ao invés de se
mover ao longo de geodésicas na geometria gerada pelo campo gravitacional, se mova através de
geodésicas na geometria de Minkowski. Para verificar isso, o leitor pode notar que as trajetorias
da luz sdo descritas por ds®> = 0, tal que no caso em que a métrica efetiva é conformalmente
plana obtemos o elemento de linha de Minkowski. Essa transformacao conforme sé poderia

eliminar o efeito gravitacional sentido pelo raio de luz com polarizacao negativa.
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Conclusao

Nesse trabalho, estudamos um meio com propriedades dielétricas nao-triviais situado
sob um espago-curvo. Permitimos que esse meio tenha permeabilidade magnética constante
i e que sua permissividade elétrica possa depender da intensidade do campo elétrico €(E).
Através do método das descontinuidades de Hadamard, resolvemos o sistema de equacgoes
associado, de forma a obter as geometrias efetivas que descrevem a propagacao da luz no meio.
Como consequéncia do efeito de birrefringéncia, obtemos duas geometrias efetivas associadas as
polarizagoes da luz. Com isso, as trajetorias possiveis para os raios de luz foram descritas por
geodésicas nessas geometrias efetivas. Nos restringimos a analisar como a propagacgao da luz é
alterada em um fundo de Reissner-Nordstrom, de forma que o campo elétrico externo seja dado
por esta solugao. Além disso, supomos que a massa do meio material seja muito menor do que
a massa do objeto compacto, de tal forma que foi possivel negligencia-la e idealizar um fundo
gravitacional fixo.

Assim, fomos capazes de obter correcoes nas féormulas que descrevem o desvio para o
vermelho, o potencial efetivo e a deflexao da luz, tal que diferentes estados de polarizacao sao
associados a diferentes correcoes nestas quantidades. Com isso, temos duas trajetérias possiveis
para o raio de luz no fundo de Reissner-Nordstrom. Caso o campo elétrico se anule, ambas
trajetorias coincidem. A partir dessas corregoes, encontramos dois casos que nao produzem
alteracoes no desvio para o vermelho. O primeiro é dado por uma permissividade constante,
tal que ambas polarizacoes se tornam indistinguiveis e o desvio para o vermelho permanece
inalterado. O segundo é dado por uma permissividade nao-trivial €¢(FE) capaz de anular as
correcoes no desvio para o vermelho associadas a polarizagao positiva. Nesse caso particular,
a polarizacao negativa tem seu desvio para o vermelho atenuado de tal forma que podemos
considerd-lo nulo. De forma complementar, mostramos que a métrica efetiva associada a
polarizagao negativa é conformalmente plana, dada uma dependéncia especifica nas fungoes
do dielétrico.

No limite assintético, estudamos que tipos de corregoes um observador distante da fonte

esperaria obter. Para isso, consideramos que estamos lidando com campos fracos. Dado essa
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suposicao, esperamos que possamos aproximar a dependéncia da permissividade elétrica como
e(E) = € + c1 E, tal que o efeito Pockels seja mais relevante que o efeito Kerr. Logo, fomos
capazes de estimar aproximadamente as correcoes no desvio para o vermelho e no angulo de
deflexao da luz. Em primeira ordem, obtemos que ambas as polarizacées preveem uma mesma
correcao no angulo de deflexao da luz. Em contrapartida com o desvio para o vermelho, que
em primeira ordem ja podemos distingui-las. Assumimos a possibilidade de que, ao considerar
uma ordem superior, os angulos de deflexao da luz associados a cada polarizacao possam ser
distinguidos. No entanto, como supomos o limite de campos fracos, esperamos que corregoes
de ordens superiores sejam irrelevantes, tendo em vista que é provavel que um observador a
distancias astrofisicas nao consiga estima-las fenomenologicamente.

Portanto, acreditamos que um observador assintético nao poderia determinar a
dependéncia ¢(E) do meio, tendo em vista que estaria lidando com campos fracos. Para obter
corregoes superiores, associadas a uma ordem de grandeza menor, estaria sujeito a uma limitacao
fenomenoldgica nas suas observagoes. Ainda assim, correcbes de primeira ordem permitem
ao observador estimar a constante de Pockels c¢;/e a distancias astrofisicas, de tal forma que
imaginamos ser possivel determinar propriedades do meio material mesmo a distancia. Sabemos
que diferentes constantes estao associadas a diferentes meios materiais e diferentes estados da
matéria, além disso, dados experimentais mostram que elas devem ter uma ordem de grandeza
entre 10710 — 10712 m/V. Com isso, fomos capazes de comparar as corregoes obtidas para
o fenémeno de birrefringéncia devido a presenca de um meio nao-linear com as corregoes
conhecidas na literatura, propostas pela ENL [16]. Estimamos que a birrefringéncia devido
a um meio material produza corregoes mais relevantes do que as propostas pela teoria de Euler-
Heisenberg. Portanto, poderiamos distinguir ambas birrefringéncias pela ordem de grandeza
das suas correcoes. Esperamos que correcoes passiveis de serem obtidas fenomenologicamente
tenham origem associada a nao-linearidade de meios materiais, nao ao fenomeno de polarizagao
do vacuo.

Por fim, verificamos que os horizontes 6pticos associados as métricas efetivas coincidem
com os horizontes de Killing previstos pelo fundo gravitacional. Isso s6 ocorre devido a forma
da métrica efetiva neste fundo. Outros fundos gravitacionais podem prever, mesmo a baixas

energias, correcoes nos horizontes de Killing. Além disso, assumimos a possibilidade de que a
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altas energias também tenhamos corregoes, pois a métrica do fundo seria alterada de forma a
levar em conta o tensor de energia-momento do meio material.

Um modelo mais realista poderia ser construido considerando um fundo de Kerr-
Newman permeado por um meio material que possua p = const. e €(E,H) ou € = const. e
w(E, H), tendo em vista que sabemos que esses casos mais gerais também podem ser descritos
através de geometrias efetivas. Poderfamos escolher um observador qualquer v*, pois o sistema
de equacOes permite essa arbitrariedade. Além disso, existem alguns meios anisotrépicos que
permitem que a propagacao da luz no meio seja descrita através de métricas efetivas. Isso sugere
que é possivel trabalhar com meios anisotrépicos em espacos-curvos e essa abordagem poderia
vir a ser interessante, tendo em vista que esses meios favorecem alguma diregao para o efeito de
polarizagao. Se esse meio material representar um disco de acrecao, parece razodvel considerar
que ele permeie uniformemente o objeto compacto. Entretanto, talvez diferentes direcoes sejam
favorecidas, ou o material nao esteja uniformemente distribuido. Como uma perspectiva futura,
o modelo apresentado aqui poderia ser generalizado de forma a englobar uma descricao mais
geral.

Concluimos ressaltando outras questoes que podem vir a ser interessantes em uma
analise futura. Dentre elas, citamos o estudo do efeito Cherenkov em espagos-curvos e o estudo
de meios materiais com indice de refracao negativo, chamados de metamateriais. Uma outra
proposta ainda mais imediata seria aplicar os nossos resultados para cristais em laboratdérios
terrestres. Por exemplo, poderiamos tentar examinar como os nossos resultados poderiam
produzir observéaveis associados a presenca da gravitagao, tal como determinar se seria possivel
ter um medidor de curvatura somente examinando a luz em um cristal e se esses efeitos
gravitacionais seriam superiores aos efeitos de flutuacdes quanticas do vdcuo no interior desses
meios. Além disso, devemos observar que ambientes dindmicos, como os encontrados em
atmosferas estelares, por exemplo, podem produzir efeitos de dispersao espacial e temporal
significativos. Nestas situacoes especiais, o regime de validade dos resultados obtidos nesta
dissertacao, deve ser avaliado com cautela, particularmente no que se refere a aproximacao
implementada para meios materiais instantaneos. No que se refere ao estudo de cristais em

laboratoérios terrestres, a aproximagao de materiais instantaneos é, em geral, suficiente.
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Apeéendice A

Calculo do tensor de Einstein para

solucoes esfericamente simétricas

Neste trabalho, consideramos solugoes estaticas e esfericamente simétricas da Relatividade Geral,
representadas pelo elemento de linha (2.21). Dado essa simetria, obtemos para as componentes

da conexao afim I';;, =I'), os resultados

A’ A B’
Y, =—— = i, =
01~ 571 0~ 575 11~ 55
I, = —% I, = sen?9 '), I'2; = —senf cosf (A1)
1 1
%, = - I3 ==~ I3, = cotg .
127 137 23 = colg

Enquanto que para o tensor de Ricci, encontramos

A// Al A/ B/ A/ A/l A/ A/ B/ B/
ROO_QB_ALB<A+B>+Br RH__2A+4A<A+B>+Br
(A.2)
r (B A 1 9
R22_1+ZB<B_A)_B R33—R2286n07

e para o escalar de Ricci, obtemos
1 (AN 2 [(rAY
R=— — =) —A] . A3
2/ (AB) Tz KB) ] (A.3)
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Podemos escrever o tensor de Einstein a partir do tensor de Ricci e do seu escalar (2.1), tal que

suas componentes sao

A d
Goo—ﬁ% |:T

Gog =

i
2 |VAB

(-3)

1-B) A

G = 72 Ar

(A.4)

AN 1 Ay
(Fis) +2(3)] m=amiv

Ressaltamos que nesta notacao o apéstrofo ' representa uma derivada com relacao a varidvel r.

A.1 Solucao de Reissner-Nordstrom

Considerando a defini¢ao 3(r) = r? —2Mr + ré, as componentes dos tensores para a métrica

de Reissner-Nordstrom estao tabeladas a seguir. Para a conexao afim, obtemos

2
- Mrer
Y

2
R 2Mr — 37°Q
101 2y
1 (2Mr — 37‘22)2
010 = 6
B2 (Mr — 7“(29)2
020 6
2
R (Mr—rg)%
030 G

Mr —r2)%
Ftl)o — %
r
i, = —sen?6=
33 sen .
1{1)’3 =
o _ (Mr — ré)
202 2
L (Mr — ré)
212 2
R (Mr — T‘é)
121 7’22
R (Mr — ré)
131 2%
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oo (Mr — ré)
= Y
'3, = —send cost (A.5)
'3, = cotg .
RO . — —MsenQQ
303 2
Rl =— (Mr - 7’(29) sen’6
313 2
(A.6)
b
R§23 = sen’0 (1 — 7’2>
D)
R§32 =1- 2



e para o tensor de Ricci, temos

A r2 r2
(A7)
2
Roo = 7%2 Rs3 = Rog sen’®d .

Note que o escalar de Ricci é nulo R = 0. Para rg = 0, temos R, = 0, de forma que esses
resultados se reduzem a solugao de Schwarzschild.
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