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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo verificar a existéncia de férmions de Majorana nas cadeias
SP e SSH através de suas propriedades elétricas e termoelétricas quando ligadas a um ponto quéntico
(PQ). Para melhor entendimento dos resultados serd introduzida a cadeia de Kitaev, suas fases topolégicas
e as equacoes que descrevem as propriedades elétricas e termoelétricas. Definidas e devidamente explicadas
as cadeias SP e SSH calculamos as fungoes de Green de superficie. Através desta torna-se possivel a
obtencao da densidade de estados de superficie que tem relacdo com a presenca de férmions de Majorana.
Por fim, com a densidade de estados sao calculadas as propriedades elétricas e termoelétricas.

A cadeia SP devido & hibridizagdo anti-simétrica entre os orbitais s e p inter-sitio com diferentes
paridades apresenta propriedades topoldgicas nao triviais. Esta cadeia possui uma fase isolante topoldgica
onde estados de borda estao presentes. Estes estados podem conduzir corrente elétrica e calor quando na
transigao topoldgica.

A cadeia SSH possui hibridizagoes intra-célula e inter-célula entre orbitais s e p (dentro da célula
unitdria e entre células unitdrias). Apresenta duas fases topoldgicas que dependem da razdo entre os
hoppings associados as hibridizagoes, do potencial quimico e da temperatura do sistema. Na fase nao
trivial encontramos estados de borda que podem conduzir corrente elétrica e calor.

Palavras chave: Férmions de Majorana, Propriedades termoelétricas, Coeficientes de trans-

porte, Fungoes de Green, Cadeia Sp, Estados de Shockley.
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ABSTRACT

The present work aims to verify the existence of Majorana fermions in SP and SSH chains
through their electrical and thermoelectric properties when bound to a quantum dot (QD). For a better
understanding of the results, the Kitaev chain, its topological phases and the equations that describe the
electrical and thermoelectric properties will be introduced. Once the SP and SSH chains were defined
and properly explained, we calculated the Green functions of the surface. Through this, it is possible to
obtain the density of surface states that are related to the presence of Majorana fermions. Finally, with
the density of states, the electrical and thermoelectric properties are calculated.

The SP chain, due to anti-symmetric hybridization between the inter-site s and p orbitals with
different parities, presents non-trivial topological properties. This chain has a topological insulating phase
where edge states are present. These states can conduct electrical current and heat when in topological
transition.

The SSH chain has intra-cell and inter-cell hybridizations between s and p orbitals (within the
unit cell and between unit cells). It has two topological phases, which depend on the ratio between the
hoppings associated with the hybridizations, the chemical potential and the temperature of the system.

In the non-trivial phase we find edge states that can conduct electric current and heat.
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I. A CADEIA DE KITAEV

I.1. Introducgao

Em 1937 Ettore Majorana previu a existéncia de particulas cujas suas antiparticulas sao elas
mesmas ao impor que a equacao de Dirac apresentasse solugoes reais [1]. Ele obteve este resultado ao
utilizar da fisica de altas energias no estudo dos neutrinos. Originalmente sua proposta era considerar que
os neutrinos fossem descritos como Férmions de Majorana. Um dos principais interesses na realizagdo dos
Férmions de Majorana esta na utilizacao destes para a construcao de quantum bits, uma vez que, como
os estados sao topologicamente isolados, isto é, espacialmente separados e isentos de quaisquer alteragoes
oriundas do "bulk” da cadeia, possibilitam assim o armazenamento de informagoes imunes a efeitos de
decoeréncia quantica. Em 2001 Alexei Kitaev propos um toy-model que tornava possivel a realizacio dos
Majoranas [5]. No entanto, era necesséria a realizagado experimental. Em 2010 Oreg definiu quais seriam
os "ingredientes” necessérios para a realizacao experimental do toy-model proposto por Kitaev [6] que
sao: um nanofio com forte interagao spin-érbita para quebrar a degenerescéncia dos niveis de energia,
um campo magnético paralelo ao fio para quebrar a degenerescéncia restante e polarizar as bandas de
energia e por ultimo colocar o nanofio sob efeito de proximidade de um supercondutor do tipo s-wave
de modo que os pares de cooper do tipo singleto ao fluirem para o nanofio sofram uma reflexdo de
Andreev formando assim pares de cooper do tipo tripleto. Com isso posteriormente foram feitos dois
experimentos. O primeiro foi realizado pelo grupo do L.P.Kouwenhouven em 2012 [7], eles utilizaram um
nanofio composto por antimoneto de Indio (Isb) que possui uma forte interacdo spin-érbita em contato
com um supercondutor do tipo s-wave de nitreto de Niobio de Titanio com um campo magnético externo
paralelo ao nanofio surgindo assim a cadeia de Kitaev na interface entre o nanofio e o supercondutor

como podemos verificar na figura 1. O segundo experimento foi realizado pelo grupo do Ali Yazdani

Figura 1. Na figura A podemos verificar que o nanofio com forte interagdo spin-6rbita promove um campo
magnético transversal Bso que desloca lateralmente as bandas de energia (curvas azul e vermelha) quebrando
assim a degenerescéncia, de maneira que ainda resta uma degenerescéncia que é quebrada quando atravessamos
um campo magnético que além disto alinha as bandas de energia (curvas pretas). A figura B é uma imagem do
experimento realizado pelo grupo de Kouwenhouven, onde S é o supercondutor, a linha branca é o nanofio, N é

um material condutor(Ouro) usado como um reservatério e B é o campo magnético

em 2014 [8], eles fabricaram uma cadeia ferromagnética com os spins dos dtomos da cadeia todos para



cima sobre uma superficie supercondutora de Chumbo e mediram a condutancia da cadeia usando uma
ponta de STM como podemos verificar na figura 2. No entanto, em ambos os experimentos existem

problemas que tornam os resultados inconclusivos. No primeiro o problema é que supercondutores do

Figura 2.

tipo p-wave ndo sao comuns na natureza e sdo extremamente sensiveis, desta forma os resultados obtidos
podem ser oriundos de desordem ou de impurezas, enquanto que no segundo, o problema é o efeito
Kondo que poderia gerar o mesmo resultado. Outra proposta com o intuito de comprovar a existéncia
ou nao dos Majoranas de interesse é a de Liu-Baranger de 2011 que elaborou uma maneira de detectar
experimentalmente os Majoranas utilizando um PQ [9] e em 2018 Ricco propos um modelo equivalente ao
definido por Liu-Baranger[10], facilitando assim o calculo das propriedades termoelétricas e a obtengao
da assinatura dos Majoranas. Neste capitulo o objetivo é introduzirmos ferramentas que serao utilizadas

para verificar a existéncia dos Majoranas nas cadeias SP e SSH.

I.2. O Hamiltoniano da cadeia de Kitaev

Para compreendemos as cadeias SP e SSH, é necessario introduzir alguns aspectos dos Majoranas
a partir de um modelo mais simples. Com este intuito comecaremos apresentando a cadeia de Kitaev, que

é um “toy model” proposto por Kitaev. Trata-se de uma cadeia unidimensional descrita pelo Hamiltoniano

N N-1
1 4 .
H=—p E chey — 3 E (tel o1 + AePepcpyr + tci,ﬂcm + Ae Z¢CL+1CL), (1)
rx=1 r=1

em termos dos operadores de criacao e aniquilacio ¢! e ¢, sendo p o potencial quimico, t a integral de
transferéncia de elétrons entre sitios vizinhos da cadeia (“hopping”), A o “gap” supercondutor com simetria
“p” e ¢ a fase do parametro de ordem supercondutor A, com férmions sem spin, ou seja, aqui devemos
ter um emparelhamento tipo onda “p”. Para compreender o comportamento da cadeia primeiramente
devemos definir os dois operadores que descrevem os férmions de Majorana, estes sao rotulados com os
subindices A e B: v4 ; e vB,;, onde os dois operadores pertencem ao mesmo sitio que é representado pelo
subindice j. Definimos os operadores v4; € vp,; através de suas relacées com os operadores fermionicos

usuais:

f = %(’YA + i73)7

f1=3(va—ivp).



Relacionamos agora os operadores definidos pelas equagoes acima com os operadores de criagao e aniqui-
lacao de férmions que definem o Hamiltoniano de Kitaev, c; e c . Férmions de Majorana sao “particulas”
neutras de spin 1/2, que tem como suas anti-particulas elas mesmas. Substituindo essas equagOes nas

relagbes de comutacao para férmions:

[f?fT]Jr:
[faf]+:

teremos

[va,i,v s =200 0005

Sendo oo = A, B , podemos entao relaciona-los com os operadores de criagao e aniquilagdo que descrevem

o comportamento dos elétrons no sistema:

= (Yaj +ivB.5),

¢ =3 (’YA,j _Z'YBJ')-

Utilizamos o Hamiltoniano da Eq. 1, e fazendo algumas manipulagoes algébricas, obtemos entao

o Hamiltoniano de Kitaev em funcao dos operadores dos férmions de Majorana:

N—-1

N
I )
= ) E (1+ivg J’YAJ T (t+A)(vs J’YAJ—H) (t*A)(’YAJ'YB7J+1)}
j=1 j:1

Podemos agora analisar alguns casos limites. O Hamiltoniano de Kitaev possui trés parametros
reais: o potencial quimico u, o hopping entre sitios e o pareamento supercondutor A. O regime com
estados de borda é obtido quando A =t e u = 0, enquanto o regime totalmente trivial composto apenas
de fermions comuns é obtido quando A =t =0e p # 0.

Caso trivial:

Nesse caso temos que p#0et=A=0.

N
L )
H= D) E 1(1 +19vB,;74,5), (2)
]:

devemos observar que o emparelhamento entre os férmions de Majorana A e B ocorre sempre no mesmo
sitio da cadeia. O espectro de energia sempre tem um “gap”, pois teremos um custo de uma energia finita
i para adicionar um elétron sem spin a cadeia. A Fig. 3 ilustra como seriam estas interacoes.

Caso topolégico: Neste caso temos que p=0et = A # 0:

. N—-1

> (B va ). (3)

j=1

I.\D\ﬂ
<.
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Figura 3. Fase topologicamente trivial; os férmions de Majorana ocupam o mesmo sitio de maneira a reproduzir

os resultados para a cadeia eletrénica “tight-binding”[1].
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Figura 4. Fase topoldgica, férmions de Majorana do sitio j se emparelham com os do sitio j+1 possibilitando o

surgimento de férmions de Majorana nas bordas da cadeia[l].

No caso anterior vimos que o Hamiltoniano de Kitaev contemplava apenas o emparelhamento
entre os férmions no mesmo sitio. Para este caso podemos ver que é o contrario, o Hamiltoniano define
a interacao entre férmions de sitios vizinhos como podemos ver na figura 4.

Vale ressaltar que nesta cadeia temos apenas elétrons da camada “s” portanto os Majoranas,
que na fase topoldgica aparecem nas pontas, sdo oriundos de elétrons s. Esta propriedade terd extrema
importancia quando introduzirmos a cadeia SP em funcao dos elétrons hibridizados.

Vamos agora nos preocupar em encontrar uma maneira de deduzir a existéncia de modos de
Majorana a partir do espectro de energias associado aos sitios internos da cadeia (bulk). Primeiramente,
vamos eliminar as bordas do sistema considerando uma cadeia infinita e impor condigoes de contorno
periddicas (todas as bandas de energia na primeira zona de Brillouin), com isto, o sistema possui simetria
translacional |n) — |n + 1), uma vez que os pardmetros ¢, u ¢ A nao dependem dos sitios. Prosseguiremos
com o estudo e aplicaremos uma transformada de Fourier para que possamos obter as bandas no espaco

do vetor de onda E;

1 .
kx;
ci = — E e iy,
J
V2T = ’

1 —ikx; T
Cc, = —— e Jc
- e

onde ; = ja e a = 1 é o pardmetro de rede, podemos agora expressar o Hamiltoniano dado pela Eq. 1

como;

1 1
H = 3 g(%c;% — ekc,ch_k + Agc_pey + AZCLCT—k) + ) % €k>



onde
€ = —p — teos(k), (4)

é a energia cinética e A, = —iAe'®sink é o potencial de pareamento transformado. Usando entdo uma

notacao matricial podemos expressar a equagao 1

H:Zk<cl kar) “ A o

AL —€g cy

Ou em termos dos operadores das quasiparticulas
ar = ugck + vpc .,
como
H= ZEbulk(k)azakv
k

com

Eyuir = :I:\/ez =+ ‘Ak|2 (5)

Nas figuras 5 e 6, as curvas cheias (azuis) representam a cadeia linear “tight-binding” que é uma
aproximagao para uma cadeia unidimensional com N sitios onde assumimos H = K + Ziil V; onde K é a
energia cinética e V; sdo as energias locais que por simplicidade consideramos zero. A relacdo de dispersao
da cadeia “tight-binding” é dada pela Eq. 4 e as curvas tracejadas(vermelhas) representam a cadeia de
Kitaev fora da fase topoldgica: (A = 0.4t # u), cuja relagao de dispersao é dada pela Eq. 5. Nos gréficos
acima mostramos a evolugao do sistema considerando que inicialmente este nao tem nenhuma particula
p < —t (gréfico (a)) e o preenchimento tem inicio quando p = —t (gréfico (b)) e atinge seu valor méaximo
quando p =t (gréafico (f)). Em (b) quando u = —t, o gap se fecha em k = 0 e em (f) quando =t o
gap se fecha para k = +7, sendo Ay uma funcao impar de k, ndo ha emparelhamento Cooper em k = 0
e k = +m, a fisica do sistema é diferente nos dois casos. Em (c),(d) e (e), a medida em que aumentamos
o potencial quimico de forma que |u| < t, o potencial de emparelhamento Ay abre um gap para qualquer
valor de k nesse intervalo. Em (g) e (h) o sistema estd sempre com um gap independente do valor de Ay

assemelhando-se ao caso visto em (a).

1.3. Estados de Shockley

Nesta segao discutiremos o nicleo do trabalho, uma vez que temos o interesse de detectar os
Férmions de Majorana pelos defeitos de Shockley. Estes surgem da auséncia de &tomos na rede cristalina,
ou seja, descontinuidades na rede, aparecendo desta forma estados de borda conhecidos como estados de

Shockley[11].



Figura 5. Curvas cheias (azuis) representam a cadeia linear “tight-binding” na auséncia de supercondutividade,
cuja relacdo de dispersao é dada pela Eq. 4. Curvas tracejadas (vermelhas) representam a cadeia de Kitaev fora
da fase topoldgica: (A = 0.4¢ # u), podemos notar a transicao da fase trivial para a fase topolégica em p = —1,0,

Vale notar que utilizamos A = 0.4¢ pois do contrario, se A = 0 entdo perderiamos o efeito.

Tamm foi o primeiro a estudar cadeias com defeitos. Ele considerou as fungoes de onda para o
modelo de Kronig e Penny [12] semi-infinito [13] e encontrou que estados de superficie podem aparecer
quando existir uma superficie de potencial de perturbagao e esta for suficientemente forte. J4 Shockley
considerou um cristal geral unidimensional contendo um ntumero finito de 4tomos com simetria de pogos
de potencial, e observou que quando o volume(bulk) das bandas estao cruzados um novo tipo de estados
de superficie aparece no meio do gap da banda mesmo se néo existir superficie de potencial de pertubacao
[11]. Ambos usaram o método de combinar a funcdo de onda e sua derivada na superficie do cristal, esta

foi tomada como uma descontinuidade no potencial, em outras palavras, a auséncia de um atomo na rede.

Em resumo, os estados de superficie que surgem como solugoes para a equacdo de Schrodinger na
estrutura da aproximacao do elétron quase livre para superficies limpas e ideais sao chamados de estados
de Shockley. Os estados de Shockley sao, portanto, estados que surgem devido a mudanga no potencial
do elétron associado apenas a terminagao do cristal. Esta abordagem é adequada para descrever metais
normais e alguns semicondutores de gap estreito. Os estados de superficie que sao calculados na estrutura
de um modelo de tight-binding costumam ser chamados de estados de Tamm. Na abordagem de tight-
binding, as fungoes de onda eletronica sao geralmente expressas como combinagoes lineares de orbitais

atomicos. Em contraste com o modelo de elétron quase livre usado para descrever os estados de Shockley,



Figura 6. Curvas cheias(azuis) representam a cadeia linear “tight-binding” na auséncia de supercondutividade,
cuja relacdo de dispersao é dada pela Eq. 4. Curvas tracejadas (vermelhas) representam a cadeia de Kitaev fora
da fase topoldgica: (A = 0.4t # p), aqui de maneira anédloga Fig. 5, podemos observar que hd uma mudanga
de fase no sistema, no entanto com a diferenga que a transi¢gdo topolégica ocorre em pu = t 0 que mostra que
a fisica das duas transi¢oes sdo distintas. Na Fig. 5 a banda estd completamente vazia e o potencial quimico
se encontra no fundo da banda enquanto que no presente grafico a banda esta completamente cheia estando o

potencial quimico no topo da banda.

os estados de Tamm sao adequados para descrever também metais de transi¢ao e semicondutores de gap

largo.

Uma das mais sofisticadas teorias gerais de estados de superficie nesta linha foi introduzida por
Kalstein e Soven (KS) [14]. O formalismo da fungao de Green deles foi capaz de investigar a densidade
de estados e a dispersao dos estados de volume(bulk) e superficie em cristais semi-infinitos. A vantagem
dessa teoria é que o formalismo é mais simples e seus resultados sdo exatos. A teoria da funcdo de
Green é mais indicada no tratamento de cristais que consistem de dtomos com orbitais localizados. Esta
teoria séra utilizada futuramente quando comegarmos a estudar a cadeia SP. Um exemplo de experimento
que utiliza dos defeitos de Shockley é o trabalho de Dong-Ling [15] que se trata de uma superficie com

descontinuidades em cadeia tal como pode ser observado na figura 8.

Estes estados sao desprotegidos e podem ser retirados do gap da banda por pertubagoes locais,
entretanto, em um supercondutor, a simetria particula-buraco requer que o espectro de energia seja

simétrico, dessa forma um estado ligado isolado é obrigado a estar em E=0 e nao pode ser removido por
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Figura 7. (a) Superficie composta por dtomos fermiénicos frios. onde J e A denotam o hopping entre os primeiros
vizinhos e a forga de emparelhamento (emparelhamento supercondutor). uma linha de defeitos com potencial qui-
mico local diferente liga os dois Majoranas de energia zero 1 e ~y2(circulos vermelhos) nas pontas. (b) Espectro
de energia do Hamiltoniano H em uma superficie quadrada com tamanho 18ax10a com limites abertos. O com-
primento da linha do defeito é 14a. Os Majoranas de energia zero tem energia de espalhamento pequena devido
ao tamanho pequeno da linha de defeitos, que é numericamente encontrado sendo <107 !°.J para os parametros
assumidos. (c) A amplitude dos modos 71 e 2. a linha preta indica a linha de defeitos com potencial quimico

1a. Os parametros escolhidos foram A = J, puo = 10J e pg = 0.1J.

qualquer pertubacao local. Como podemos verificar no gréafico 8
Com isso os defeitos de Shockley se tornam bons candidatos para a realizagdo dos Majoranas,

uma vez que estes sao estados de energia zero e que surgem nas pontas da cadeia.

I.4. Coeficientes termoelétricos

Neste capitulo introduziremos as propriedades termoelétricas que sao importantes para verifi-
carmos se hd existéncia de Majoranas nas cadeias. Os coeficientes de transporte consistentes sao dados

por



energy levels

Uy + U

Figura 8. Surgimento de um par de estados de Majorana de energia zero como potencial de defeito, onde Uy é o

potencial eletroestdtico uniforme da superficie (sem defeitos) e U o potencial do defeitos [2].

ey =2 [ (-2 i Ta, (6)

onde h é a constante de Planck, I' = 2rV2 3", 6(c — &) o parametro de Anderson e np a distribuigao

de Fermi-Dirac, lembrando que np = e a quantidade 7 é a transmitancia através do ponto

1
eBle—n) 41
quantico definida como:

T = —TTm(Go).

Utilizando da equacao 6 temos que [10]:

Jo = € Lo(~AV) + %Ll(fAT), (7)

Jo = eLy(—=AV) + %Lz(—AT), (8)

onde e denota a magnitude da carga elétrica e L,(T), L1(T) e Lo(T) sao os coeficientes de transporte.

A condutancia elétrica G é medida em condigGes isotérmicas AT = 0. A partir da Eq. 7 teremos
Jo = e2Lo(—AV), (9)
e da defini¢do de conduténcia elétrica [16]

G(T) = - Jlim Je/AV |ar=o= €*L,(T). (10)
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A contribuigao eletronica para a condutéancia térmica (k) é geralmente medida colocando a amos-

tra em um circuito elétrico aberto, de tal forma que J. = 0. Da Eq. 7

1 Iy
—AV) = —=—=(AT). 11
(-av) = 24 (AT) ()
Substituindo a Eq. 11 na Eq. 8 obtemos
J 1 Ly — i (—AT) (12)
Q= T 2 Lo )
e da defini¢do de condutéancia térmica [16]
: 1 Li(T)
K(T) = — Aljl“rgo JQ/AT |Je:0— T (LQ(T) - LO(T)> . (13)

Simplificaremos nao considerando a contribui¢ao dos féonons para a condutancia térmica. Geral-
mente, hé efeitos de interagdo entre correntes elétricas e térmicas. A termo poténcia (efeito Seebeck) é

definida pela relacéo [16]

) -1\ Li(T)
S= lim AV/AT |; o= (eT) Nt (14)

Podemos também investigar a violagao da lei de Wiedemann-Franz, onde esta define que a razao
entre as condutancias térmica e elétrica é uma constante para metais, sendo esta constante chamada de

constante de Lorentz, dada por:

1K

(15)

em unidades do nimero de Lorentz Ly = (72/3)(kg/e)?. E o correspondente comportamento da figura

termoelétrica de mérito adimensional [17]

2
T
ZT:S}((; . (16)

Para calcular os coeficientes de transporte L,, L e Lo, seguimos o artigo de Dong e X. L. Lei
[18], que derivou a corrente de particulas e férmulas de fluxo térmico, através de um P(Q com interagoes
eletronicas conectado a dois reservatorios de calor, um quente e outro frio, através da formulacao das
fungdes de Green de nao-equilibrio de Keldysh. Os coeficientes de transporte elétrico e termoelétrico
foram obtidos na presenca do potencial quimico e os gradientes de temperatura com a relagao Onsager
no regime linear automaticamente satisfeita. E importante observar também que no regime de baixas

temperaturas obtemos a expressao analitica para os coeficientes termoelétricos:

G K

— = ~ 1

Go GoLoT Tle=o- (17)
S ~eLyT id—T (18)

T de|._,’
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II. CADEIA SSH

II.1. Introdugao

Nesta secao introduziremos a cadeia estudada por Su-Schrieffer-Heeger ou mais conhecida como
cadeia SSH. Trata-se de uma cadeia linear composta por polienos que possuem ligacoes simples e duplas

alternadamente[19] como podemos ver na figura 9.

FoFeF e e

Figura 9. Cadeia SSH composta por polienos, onde cada elipse vermelha representa uma célula unitaria

A Hamiltoniana deste modelo é dada por:

Hssy = —=Vi» _(In,2) (n, 1] + [n,1) (n,2])

n

(19)
~Vay (In+1,1) (n,2] +[n,2) (n + 1,1]),

n
onde V7 e V5 sdo termos de hopping alternados como na figura 9. Este modelo é equivalente a uma cadeia
SP com interagao intra-sitios [20] onde V; e V5 sdo neste caso termos de hibridizagdo intra e inter-células

respectivamente. Com o Hamiltoniano da cadeia SSH tomamos a transformada de Fourier:

Hssu = =Vi Y (k. 2) (k, 1] + [k, 1) (k, 2))
K

Vo) (e * [k, 1) (k2] + ™ [k, 2) (k, 1)),
k

matricialmente

onde h(k) =V} + Vaeik,
Estudamos as fases topoldgicas da cadeia SSH por intermédio do winding number que foi obtido

no apéndice V.8 que é definida pela equagao
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—ik

4 e
W=1/2 dk————
/W/,,T e~k — 8§’

onde § = *V‘gl. Quando |S| > 1 = W = 0 o sistema esta na fase trivial, se |S| <1 = W =1 o sistema

esta na fase topoldgica e se |S| =1, W néo é definido pois este da um salto na transi¢do de fase.

I1.2. Funcao de Green e densidade de estados na superficie

Com o Hamiltoniano 19 definido podemos prosseguir e calcular a funcao de Green na superficie

usando do método desenvolvido por Foo e Thorpe[20] e apresentado no apéndice V.6

E Vi 0
g=\|Vi E V,
0 Vo gt

Podemos agora calcular a matriz inversa e consideraremos apenas o primeiro atomo da cadeia:

. Elg—VE —ViJg ViVa

= E2/g—V22E—V12/g _Vl/g E/g —EV, )
ViV, —EV, E*-VP?

g

00
_ E/g—V§
97 B2 g —VEE - Vi]g’
g E—Vig
EZ—VZEg— V2’
B2+ V2 - V2
(Vzg)QEfg—( = 1)+1:0,
(Vag9)2E — 2aVag 41 =0,
d _ (E2+V22*V12) 1 1 : . .
onae o = W OgO concluimeos que:
1
9= guapB + V5 = VE £ [(B? + V5 = V) — 4BV 2), (20)
2
1 _ _
g=—((B? =82 +1)+ ((E? — 62 + 1) — 4E?)7), (21)

2F



13
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Figura 10. Densidade de estados na superficie da cadeia SSH semi-infinita para diversos valores de J, note que
quando § < 1.0 hé o surgimento de um pico na densidade de estados que é associado aos estados de superficie de
Shockley, para § = 1.0 o sistema tem uma transi¢do de fase dando origem a uma banda tnica e quando § > 1.0 o
sistema ndo apresenta mais estados de superficie de modo que estes estados se recombinam dando origem a duas

bandas de energia que se afastam a medida em que aumentamos o valor de §.

talqueE:V%eéz%

Com a funcao de Green calculamos entdo a densidade de estados de superficie da cadeia SSH
descrita pela equacao 20. No grafico 10 temos a densidade de estados de superficie do cristal para valores
distintos de §. Note que os estados de Shockley (densidade de estados com pico de energia zero) ocorrem
para valores de § < 1, isso acontece pois hd uma superposi¢ao das bandas de energia. Vale ressaltar que
este pico de densidade é associado também aos férmions de Majorana.

Podemos calcular também o ntimero de ocupacao da cadeia SSH semi-infinita utilizando da

equagao 22

n= /  AEF(E)ImG(0,0) = 1, (22)

— 00
vale ressaltar que esse resultado é importante pois como veremos no proéximo capitulo, a cadeia
SP semi-infinita tem o comportamento andlogo ao da cadeia SSH no entanto as cadeias sao distintas por

conta do nimero de ocupagao.

ITI. A CADEIA SP
IT1.1. Introducgao

Nesta se¢ao introduziremos a cadeia estudada por Foo e Wong conhecida como cadeia SP. Trata-se

de uma cadeia linear de 4tomos com dois orbitais[3] como podemos ver na figura 11.
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Figura 11. Cadeia SP com dois orbitais por sitio, note que a interagdo é inter-sitio onde as curvas azuis sao
referentes aos hoppings entre niveis diferentes enquanto as curvas vermelhas sdo referentes aos hoppings entre

niveis iguais.

O Hamiltoniano que descreve a cadeia SP [21] é dado por:

H = e, Z clej + & Zp}pj - Zts(6§0j+1 +eliie) + Z tp(pipjc1 + 0 1ps) (23)
J J J J
+Vip Y (ehpjin — el iipy) = Vis D (0lesin —pliiey),
i j

onde os primeiro e segundo termos sao associados aos niveis de energia dos elétrons das camadas
s e p, os terceiro e quarto termos representam o hopping entre elétrons do mesmo orbital inter-sitios e
os quinto e sexto termos descrevem a hibridizagao entre elétrons de orbitais diferentes de sitios vizinhos.
t

C.

i(cj) e p;- (p;) séo os operadores de criacao (aniquilagao) dos elétrons dos orbitais s e p respectivamente.

Devido a diferenga de paridade dos orbitais a hibridizacao inter-sitio tem paridade impar, isto é, Vy,(—z) =
—Vip(z). Outro ponto interessante é que podemos comparar a cadeia SP com a cadeia de Kitaev de
forma que com algumas consideragdes sobre a SP obtemos a de Kitaev, basta escolhermos t; = t, =1t ,
el = —Eg = p e Vyp = —V,s = A para que isto acontega [21].

Podemos entao definir os operadores fermionicos da cadeia SP em func¢ao dos férmions de Majo-

rana. Vale lembrar que teremos Majoranas oriundos do nivel s: ay;, e Majoranas do nivel p: [; onde
k=A,B:

ap; + toy;

V2

C; =
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e
_ Beit+iBai
pi= s
Como em cada sitio da cadeia temos dois niveis, consequentemente teremos dois majoranas em
cada extremidade. Considerando entdo o caso simétrico (t; = t, =t , € = 752 = ¢) e aplicando as

equagoes 24 e 24 na equagao 37 temos:

N N-1
H=ie» (apioai — BpiBai) —it Y (pitaiy1 — 0aipit1)

i %
N-1

+it Z (BiBair1 — BaiBBit1)

N-1
+iV Z (aBiBaiv1 — BBidait1 — @AiBBit1 + Baiapit1)-

2

Note que o sistema esta na fase ndo trivial quando e/2¢ = 1.

2
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Figura 12. Cadeia SP em termos dos Majoranas s e p sem interacdo entre os niveis.

Na figura 12 temos as duas fases pictoricamente representadas, a principio ndo estamos levando
em consideracdo a interagdo entre os Majoranas s e p. A fase trivial é representada pela figura 12a) que
descreve como pode ser visto na figura a interacdo entre Majoranas do mesmo sitio. A fase topoldgica é
descrita pela figura 12b) que é referente a interagao entre Majoranas de sitios vizinhos.

Definimos agora dois novos operadores essenciais para a compreensao do comportamento dos
férmions de Majorana na cadeia SP. Como dito anteriormente temos dois Majoranas para cada orbital,
totalizando em quatro Majoranas nas pontas sendo dois em cada uma. Dessa forma se torna interessante

a definigdo de operadores que tratam do fluxo de elétrons para a esquerda (1) e para a direita (r) da cadeia
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api + Bpi) | . (@ai+ Bai .
Ti:Ci+pi:( 1\@ z)—|-Z( 1\/5 ‘)=7§i+wi§i,

ap; — BBi N(aai — Bai L
li:Ci_pi:< 7 )—i—z( 7 )szi—&—wAi.

. — — + JF ~ . . 7. ~
Note que surgem outros quatro operadores : Yz, Ya;s VB> Va;- Lstes estao associados a hibridizacao entre
os Majoranas das pontas da cadeia que dao origem a elétrons hibridizados. Podemos entao expressar a

equagao 40 em fungdo dos v’s.

N N-1
.E _ _ . _ _
H = ) Z(’YJBFZ’YA@' - 'Y,quﬂm) +2i(V —t) Z (“YBNLH - “YAHE'H)

7 [
N-1

=2i(V +1) Z (Y&iYair1 — YaVBir1)-

i

No primeiro termo a interacao acontece entre os elétrons hibridizados no mesmo sitio. Os segundo e
terceiro termos estao associados a elétrons hibridizados em sitios vizinhos. Vale ressaltar que os modos
YEN 'yjN, Va1 © 7;51 que nao aparecem dos ultimos dois termos do Hamiltoniano nao contribuem para a
energia do sistema, isto é, sao modos de energia zero. Estes modos estao associados aos estados de borda
que surgem nas pontas da cadeia SP.

onde

Vi = 0ai £ Ba

vE: = api £ Bai.

Conectamos a cadeia a um reservatorio cujo o operador associado é b e obtemos o Hamiltoniano

para o sistema

Hep = v (1T0 + 0T1) + vr(rfb + bir).

Perceba que ao assumirmos o caso simétrico (v;, = vg = v) ficamos com o Hamiltoniano:

Hep = 20(cTb + bc).

Isto significa que dois elétrons s saltam para o reservatorio sobrando dois Majoranas do tipo p
e para o caso antissimétrico acontece o contrario, tunelam dois elétrons p tunelam para o reservatorio e

sobram dois Majoranas do tipo s.
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IT1.2. Calculo da fungao de Green de superficie da cadeia SP com hibridizagao inter-sitio

O Hamiltoniano definido para a cadeia SP na equagao 24 pode ser descrito também na base dos

autovetores dos elétrons s e p de maneira que:

Hes =4 ) _|n,8)(n, 5] = Bas D _(In+1,8)(n, s+ |n,5)(n + 1, 3]),

n n

que em fungao dos operadores de criagao e aniquilagao é descrito por:

Hes = € Z c;rlcn — Bss Z(ciH_lcn + chn_H), (24)

a equacao 24 esta associada aos processos que envolvem apenas elétrons s.

Hpp = EPZ I, p){n, p| + Bpp Z(ln + 1,p)(n,p| + [n,p){n+1,p|),

n

que também pode ser definido por operadores de criagao e aniquilacao

Hpp =€ ijzpn + ﬁpp Z(pIL+1pn + p;rz,panrl)v (25)

n

a equagao 25 € relativa aos processos que envolvem apenas elétrons p.

Hop = Bop D _(In8)(n+ 1,p = |n + 1, 5)(n,p|),

Hps = _IBPS Z(|7’L,p><n+ 1’S| - |n+ 1’p><n’8|)7

n

que também podem ser escritas como

Hsp = ﬁsp Z(Cjzanrl - Cjz+1pn)v (26)

n

Hps = _ﬁps Z(pilcn-i-l - pL-&-lcn)? (27)

n

as equagoes 26 e 27 sao associadas aos processos que envolvem ambos os elétrons s e p com
a peculiaridade de que na eq 26 os elétrons p sao destruidos e os s sao criados enquanto que na eq
27 acontece o contrdrio. Esta redefinicio do Hamiltoniano da cadeia SP tem o intuito de simplificar o
calculo da funcao de Green de superficie de um cristal uma vez que utilizaremos esta para obtermos o

Hamiltoniano na notagao matricial.
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Considere agora um cristal unidimensional qualquer, contendo um ntmero infinito de atomos
com pogos de potencial simétricos. Quando o bulk das bandas estao cruzados um novo tipo de estado de
superficie aparece no meio do gap mesmo se nao houver perturbacao do potencial de superficie [22].

A diferenca entre um cristal perfeito e um cristal clivado é o potencial espalhador, de forma que ,
a fungao de Green do cristal clivado pode ser descrita em termos da fungao de Green do cristal perfeito e
do potencial espalhador introduzindo assim o plano clivado. Aplicaremos a fungdo de Green para o caso
de uma superficie unidimensional constituida por dtomos com dois orbitais atémicos. Por simplicidade
usaremos a aproximagcao de tight-binding assim como foi feito no trabalho do Foo [3] e assumiremos que
os orbitais estao localizados em cada sitio da superficie e s2o0 mutuamente ortogonais.

O Hamiltoniano do cristal perfeito é definido por:

7-[SS 7-[5
Ho = Pl (28)
Hps pr

Como estamos trabalhando agora com uma cadeia infinita podemos fazer uma transformada de

Fourier nos termos da matriz 28, de forma que a transformada de Fourier é definida por.

n, 0y = |k, e+,
k

onde | = s,p e a é o parametro de rede. Basta agora calcularmos cada um dos termos da matriz:

Para o termo H,s temos:

Hys = €5 Z Z efiknaeikna|k/,7 S><k, 5|_Bss Z Z(efiknaeik(n+1)a|k’ S><l€, S|+67ik(n+1)aeikna|k’ S> </€, S|)7

n k n k

Hes = €5 Z |k, s)(k, s| — Bss Z(e“mvc, s)(k,s| + e~ |k, s)(k, 5|),

k k

Moo =5 3 _ |k, 5)(k, 5| = Bos D _(2c08(ka) |k, 5)(k, s]).
k

k

Para H,,:

/pr —¢, Z Z €7ikna€ikna|k,p><k,p|+6pp Z Z(efiknaeik(n+1)a|k7p> <k,p|+67ik(n+1)a€ikna|k,p> <k,p|),
n k n k

HI)P = 61) Z |kap><k7p| + ﬁl)l) Z(eika|kap><k7p‘ + eiika|kap><k7p‘)7
k k

HPP =é&p Z |k7p> <k‘,p| + 6}71? 2(2 cos(lm)|k,p>(k,p|).
k k



Para Hyp:

Hsp — /Bsp Z Z(efiknaeik(n+l)a|k’ S> <I€,p| _ efik(n+1)aeikna|k’ S> </<J,p|),
n k

Hep = Bap »_(€*[k, 8)(k, p| — e[k, 5)(k, p]),
k

Hep = Bsp Z(QZ sin(ka)|k, s)(k, p|),

k

Para H,,:

Hps = —Bps 3 > (e *rte® ek p) (ks s — e *mFDeeihne | p) (&, o),
n k

Hps = —Bps Z(eika“‘:ap) (k, s| — eiika‘kapxk’sD?
k

HPS = _ﬁps 2(22 bln(k‘a)‘k,p><k‘, 3|)7
k

Definimos entao os elementos da matriz como:

Hia (k) = (k,1|Holk, ).

Dessa forma podemos calcular os termos:

Hss(k) = (k, s|Holk, s) = es — 28,5 cos(ka),

Hap(k) = (k, s|Holk,p) = 28, sin(ka),

Hps (k) = (k,p[Holk, s) = —2iBps sin(ka),

Hpp (k) = (k, p|Holk, p) = €, + 28, cos(ka),

Assim o Hamiltoniano no espaco dos k’s é :

19
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€s — 2Bsscos(ka)  2ifspsin(ka)
Ho(k) = _ . .
—2iB,ssin(ka) e, + 2Bpp cos(ka)

Com este podemos agora calcular a funcao de Green utilizando a defini¢ao:

Go(k) = [E — Ho(k)] ",

E 0 €s — 2085 cos(ka)  2ifp,sin(ka) -
Go(k) = - L )
0 F —2iBpssin(ka) ep + 20pp cos(ka)
B—c,+28,coska)  2ifysin(ka) | ]
—&s ss COs(Ka 10gp SIN(KQ
—2i8,s sin(ka) E — ¢, — 20, cos(ka)

Definimos entao

Gl (k) = E — g4 4 28,5 cos(ka) 2i8,p sin(ka)
o —2iB,s sin(ka) E — ¢, — 25, cos(ka) .

Mas a inversa de uma matriz é dada por:

1

A = —_AdjA. 2
detA 4 (29)
onde
AdjA = A, (30)
e
Ajj = (1) 4. (31)

Desta forma, usando as propriedades dadas nas eq 29-31 temos

E — g4 4 28,5 cos(ka) 2i8sp sin(ka)

—2if3ps sin(ka) E — ¢, — 25, cos(ka)

detGy(k) = (E — g5 + 2845 cos(ka))(E — &, — 2By cos(ka)) — 43, Bps sin’(ka) = A
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_ E — ¢, — 20,y cos(ka) —2iBp sin(ka)
2i8ps sin(ka) E — g5 + 2845 cos(ka) .

AdjGy (k) = Gy (k)

AdiGl (k) = (E —&p — 20pp cos(ka) 2i8ps sin(ka) ) |

—2iBsp sin(ka) E — g5 + 2855 cos(ka)

1

Golk) =[Gy ™" = Gy

AdjG (k).

1 (E —&p — 2Bpp cos(ka) 2i8ps sin(ka) )
A :

Go(k) = —
’ —2iBsp sin(ka) E — g5+ 2855 cos(ka)

Onde A = (E — &4 + 2fBss cos(ka))(E — &, — 2Bpp cos(ka)) — 4iBspBps sin®(ka) , considerando
2 _

sp — Mps = ﬁssﬁpp temos que:

A= ((E — &) + 2845 cos(ka)) ((E — ) — 2Bpp cos(ka)) — 484 Bpp sin® (ka)
A= (E—e,)(E—ep)+2(E —¢,)Bss cos(ka) — 2(E — &) Byp cos(ka) — 4Bss Bpp cos® (ka) — 4855 Bpp sin® (ka)

A= (E—¢es)(E—¢p) +2[(E —¢ep)Bss — (B —e5)Bpp cos(ka) — 4B Bpp,

reorganizando obten-se

A =[(FE—¢es)(E —¢ep) — 4BssBpp] + 2A cos(ka),

onde \ = (E —¢,)Bss — (B — &5) Bpp,

A =2\« + cos(ka)]

eq = [(E_as)(E_;‘)\P)_ALBssﬁpp] .

Para prosseguirmos com o cdlculo da densidade de estados é necessario tomarmos a inversa da

transformada de Fourier da fungao de Green, que é descrita por:
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Go(n) = Go(k)e *ne.

k

Calculando os elementos da matriz temos :

Para G, (n):

—ikna

Ggs (n) = Z(E — &p — 2Bpp cos(ka)) A
k

e*ikna . . efikna

0 n) — i . - ezka efzka - -
Gas(n) 2 (B=e) ; (o + cos(ka)) Ov ;( * ) (v + cos(ka)) %

—ikna —ik(n—1)a e—ik(n—i—l)a

1 e ¢
) = 53 =) 3 i)~ 2 o costhal) 2 o o))

Gou(n) = %((E —&p)g(n) = Bpp(g(n — 1) +g(n +1))). (32)
Para GY (n) :
—ikna
Gp,(n) = Z(E — &5 + 2[5 cos(ka)) X
k
0 71kna " ik efikna
Gy,(n) = zk: (@ 1 cos(ka)) + Bss Zk:(e +e )m)a

—ikna e—ik(n—l)a e—ik(n+1)a

0 (m)— A (F— e e et et
Gpp () 2>\((E ) Zk: (a + cos(ka)) + Bas Zk: (a + cos(ka)) +Bppzk(a+cos(ka))>’ (33)

1

Gy, (n) = oy (B =£5)9(n) + Bos(g(n — 1) + g(n +1))). (34)
Para G, (n):
efikna
G8,(n) = 3 (2iBpasin(ka) “—.
k
GO _ 1 ika —ika 67ikna
sp(”) = ﬁ(ﬁps Z(e —€ )m)’

k

e—ik(n—l)a e—ik(TL+1)a

0 ()= - e e
Gap(n) 2\ (Bps ; (o + cos(ka)) Ps ; (o + cos(ka)))’
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@ (n) = ‘;P; (g(n—1) — g(n + 1)) (35)
Para G (n):
—ikna

Ggs (TL) = Z(_2i65p sin(/m)) A ’

k
. 1 b Cita efikna
Gps(n) = a(fﬂsp Zk:(e —e )m),

efik(nfl)a E*ik("+1)a

1
0 n)=—(_(—0, 7~ Pps (o (N
Gps(n) 2)\( Bsp Ek : (o + cos(ka)) Bp Zk: (a+cos(ka)))

@) = 2 (gn — 1) ~ g(n +1)). (36)
Onde:
_ e—tkna _ (7Oé+’)/)‘n|
9(n) = Xk: (o + cos(ka))) N v ’ (37)

+(a? - 1DY2, sea>1,a< -1

"Y =
i(1—a?)l/2, se |a| <1

Note que estamos considerando uma cadeia infinita, desta forma calculamos a densidade de

estados por intermédio da seguinte féormula:

p(w) =~ Im(Go(n))

onde Gy = GY, + GY,. Resultando assim no gréfico 13 que descreve a densidade de estados com as

contribuigdes dos elétrons s (curva vermelha) e elétrons p(curva azul) [23].

IT11.3. Caé&lculo do invariante topolégico

Com o Hamiltoniano da cadeia SP calculado no inicio deste capitulo definido por:

£s — 205 cos(ka)  —2iBspsin(ka)

H(k) =
2iBpssin(ka)  —ep — 20Bpp cos(ka)
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2 T | T | T ‘ T T | T
| sp infinite chain — stp )
— s
g £=3.0 =
' B=1.0
L 6=0.2 _
o
o 1 —
Q
05 —
0 J | L | |
6 -4 2 0 2 4 6

Figura 13. Densidade de estados da cadeia SP infinita com hibridizacdo inter-sitio, onde ¢ = 22%* B, = 5(1—9)

2
e Bpp = 5(1 + 5)~

estudamos as fases topoldgicas da cadeia SP por intermédio do winding number que é obtido
pelo método introduzido no apéndice V.8. Por simplicidade consideremos o caso em que o sistema esta
hibridizado (8ss = Bsp = Bps = Bpp = h) € que a simetria particula buraco seja satisfeita (e, = —e, = —¢),

o Hamiltoniano do sistema entao seria definido por:

—e —2hcos(k) —2ihsin(k)
2ihsin(k) € — 2hcos(k)

H(k) =

_E(k) —iV (k)

H(k) =
WV(k) B(k)

onde E(k) = & — 2hcos(k) e V(k) = 2hsin(k). Note que podemos expressar o Hamiltoniano em

termos das matrizes de Pauli o, e o

Hk) = ~E(k) —iV (k) RS U B L
iV(k) E(k) 0 -1 i 0

dessa forma a matriz K que anti-comuta com H(k) é a matriz de Pauli o,

K =
10

Calculando os auto-vetores associados a matriz K temos que a matriz U é definida por:
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S L1
2\1 -1
Calculamos entéo a matriz H(A(k))
vy - - 1 1\ (-Ek) —iv(kK)) (1 1
2\1 -1/ \iv(k) E(k) 1 -1
U (T = 1 0 —2(E(k) — iV (k))
2\ —2(B(k) +iV(k)) 0
UTH (U = — 0 (E(k) — iV (k)) _ 0 A(k)
(E(k) +1iV(k)) 0 A*(k) 0

Com isso podemos calcular o winding number

-1

—T

-1 [ 2ihe~tk

2ir J_,. &+ 2he ik

-1 [T e~k
W= 7/_ﬂdk78+26*“‘?

onde § = 5. Quando |S| > 2 = W = 0 o sistema esta na fase trivial, se |S| <2 =W =10

sistema esta na fase topoldgica e se |S| = 2 W néo é definido pois este da um salto na transicao de fase.

IIT1.4. Calculo da fungao de Green de superficie da cadeia SP semi-infinita pelo método do

espalhamento (Slater-Koster)

Para obtermos a densidade de estados da cadeia SP na superficie utilizaremos do método de

Slater-Koster [3] considerando como Gy a funcdo de Green obtida para a cadeia infinita. A ideia é

interromper a cadeia e tratar a superficie como um defeito e a partir dai usar a teoria de espalhamento.

Usando o apéndice V.1 temos que a funcao de Green de superficie é dada por:

Gs = Go+ GoVGy

(m|Gslm) = (m|Go|m) + (m|GoV Gs|m),
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mas (n|G|m) = G(n —m) logo :

Gs(m,m) = Go(0) + (m|Gol0)(O[V] = 1)(=1|Gs[m),

precisamos agora calcular (—1|G4|m):

(=1|Gs|m) = (=1]|Go|m) + (=1|GoV Gs|m),

analogamente temos

Gs(=1,m) = Go(=m — 1) + (=1|Go|0)(0]V'] = 1)(=1|G|m),

Gs(flvm) = GO(fm - 1) + GO(*L O)V(Ov 71)Gs(*1’ m)a

Gs(_Lm)(l - V(O7 _I)GO(_LO)) = GO(_m - 1)7

Gy(—=1,m) = D™'Go(—m — 1),

onde D = (1 —V(0,—1)Go(—1,0)) portanto temos que a funcao de Green de superficie pode ser

calculada também pela equacgao:

Gy(m,m) = Go(0) + Go(m)D ™V (0, =1)Go(=m — 1),
G(m,m) = G(0) + G(m + 1)V (~1,0)G(m)D~".

Considere entao as equagoes 32,34,35 e 36 e definindo s = Bpp = Bsp = Pps = h e g5 = —¢,

€p = € temos:

_ -1 (=B+)"
@) = —h (B o) -

B (B
v v v

_(=B+y" (e—E)  h
_ [n|
%) = 2D g, gy,

2e7y
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(=B+"

GR.(n) = - (o + (B~ 5) =2

_ _ In _ [n—1] — [n+1]
GO (n):ﬁ((EJ’_a)( B‘;V) —l—h(( 6“!‘,}7’) _|_( B"’f;}/) )

(=B+" . (e+E) h

Ggp(n) = %y (- on ﬁ(2(_5 +7)).
- Inl
Cp(m) = (i;”wa +B 7).
- Inl
Gpp(n) = 2*15(—5% + (8- Ea)(ﬂ:“f).

Obtemos assim as fungoes de Green abaixo, que apesar de diferentes também descrevem a cadeia

SP [3]

=B+

Gss (TL) = 2i€(§n0 + (Eb - B) )7 (38)

Gpaln) = ~Gap(n) = -sgn(m)(1 — o) (5 + )", (39)
_ 1 (=B+7)"

Gin(m) = 52 (=0 + (3 = B) 1), (10)

sendo E,p, = E;‘L—hE B = ﬁ(s2 —4h%? — E?) |y =4(B? - 1)% e

usaremos o método de Slater-Koster para funcao de Green de superficie

G(m,m) = G(0) + G(m + 1)V (~1,0)G(m)D ™!, (41)

onde

D=1-G1)V(-1,0),.

Precisamos calcular a fungao de Green de superficie, logo

G(0,0) = G(0) + G(1)V(~1,0)G(0)D*,
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Calculemos as matrizes G(0),G(1) e D71

G(0):

logo

V(=B +7)+

2e
G0 (n 0)
0 T's
(&= ) - k(- p)-p 4 - EEED,

GSS(l) = (*5 JF'Y)Fl -5 = Fll - I,

Go1) = ~G1) = 2D =y
Gonlh) = 526~ £ D) = L1+ (- )
(=B8+7)

2¢e )

Gpp(1) = (=B + )2 + T3 =T% + I3,

onde I'y = (=B +)['1,T = (=f+)[2e '3 = %
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logo

definimos entédo

logo

G(1) = G'(0) — V'(-1,0),

G(1)V(=1,0) = G'(0)V(=1,0) — V'(=1,0)V(—1,0):

, T 0\ (h —h
coveto=( "
; _

/ AT, —hT,
G'(0)V(-1,0) =
hTl, —hT),

V/(~1,0)V(~1,0) = (F3 _FB) (h _h>
Ty Ty \h —h

V/(~1,0)V(~1,0) = (O 0)

00

Al —hIY
GV(-1,00= [ ! !
hTYy —hT%
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D1

1—hl', AL
—hIY) 1+ A

precisamos entao calcular a matriz inversa que aqui faremos por intermédio da seguinte férmula

A = (1 — hI)(1 + hT%) + BT Th;

A =1— hT'} + T — h2T|T% + h?T|T'%; (42)

A=1-n(T] —T%);

1 [1+hT, —hT

Dl =L
A\ Ay, 1-hTY

ALY —hT)\ [T1 0O

G(1)V(~1,0)G(0) =
nry, —hr, ) \ o 1y

hIYTy —hDiT,

GV (-1,0)G(0) =
AT4Ty —hT,T,

1 (AT —hIYTy\ (1+ ATy —hL)

G(1)V(-1,0)G(0)D~! =
AT, —hI%Ty hIY 1 —hIY

B

GV (-1 0)GO)D-! = - hDTy(1 + hTl) — h2T4T Ty —h20,T Ty — hTYTy(1 — hI})
’ A\ (1+ hDy)RTHTy — h2THT4Ty —h2D,TTy — ATy (1 — hLY)

Ty + L (AT Ty (1 + hT%) — h2THTiTy) & (—h2TY DTy — AT, To(1 — ATY,))

G(0,0) =
(L +hLH)AYTy — h2TYTHTs) o+ % (—h2T4THTy — ATYT5(1 — hI'Y))

1
TrG(0,0) =Ty + Z((hr’lrl(l + hT%) — R*TLTTy) + Ty + (—=h*T 5T — hT5To(1 — hTY)))

1
TrG(0,0) =Ty + Ty + Z(hr’lr1 + ALY T — h2TLT Ty — BT TT — hTGTy + h2TT5T)
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1

1

TrG(0,0) = < (A(Ty +T2) + h(=f +7)(I ~T3)

TrG(0,0) = %(AtrG(O) +h(=B+7)(TF -T3))

1

TrG(0,0) = 1 (MrG(0) + h(~5 +)(T1 + T2)(Ty ~T))
1r¢0,0) = "% (& (g4 )0y - 1))
7:6(0.0) = TS0 (1~ h(-5 4 9)(T) - L)+ h(-5 + )01 - L)
TrG(0,0) = ”i(o)
1 1 1
I'h—Ty = Z(l‘f'(Eb—B);"‘l_(ﬁ—Ea);)
E, + E,
r-r, - g s B2
mas Ej + E, = ; logo
1 € 20
RS TR
9
I =Ty = ;(W‘Fﬁ—ﬁ)



S () + )

A=1— %(%(—ﬁ +7)2 +e(—=B+7));

=L (ohey— 2Bt — he(B 4 )
A_2h€7(2hm 205 (=B +7)" —he(=B+7)));

A= %(th — hey = (2h*(=B +7)* + heB));

1
A= S (he(y + B) = 2h* (=B +7)*);

mas

(v+B)(v—B8) = (*-B%:;

mas 72 = 32 — 1 logo

dessa forma temos

1 he 2/ 2y.
:%(_W_%( B+7)%);

_(y—=5) he 2 .
= oy C—gp )

(B4h? =) k(B2 412 )~ 16E2h) )
A = 4hE

_ —2h* (=B +7));
2hery ( (v —8)? ( )
1
A ((E2+4h2_EQ)i((EQLthQ—s2)2—16E2h2)2) (ﬁ he
2hey

32
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A= —2h*(=B+7)));

1 ((B®+4h® — %) £ ((E* +4h% — e%)? — 16E%h)%) h,  he
2hery 4h? e (v—pP)?

1 1 1 1 1
T’/‘G(O) =01 +Ty = 7(1 + Ep— — ﬁ* —1 +ﬁ* — Ea,)
2e Yo gl ¥
(Ey — Ea) (E)
TrG(0)=T1+T9 = = —
rG(0) rh e 2ey 2hey
como queremos os polos de Shockley precisamos calcular:
TrG(0,0) =0
logo
1 ((E2+4h2—52)i((E2+4h2—52)2—16E2h2)%)(h( he 2h2(— 3
o b (-5 — 228 +7)))
_ 2hey 4h2 E\T (v=B)?
TrG(0,0) = @)
2he~y
((B? +4h2? — £2) & ((E? + 4h2? — £2)2 — 16E%h2)2)  h he )
TrG(0,0) = —(———= — 2h°(—
rG(0,0) e e PR R ))
como TrG(0,0) = 0 temos
E? + 4h? — %) £ ((E? + 4h% — £2)2 — 16E%h?)3) 2h 2he
(( ) (( ) ) ) (7 *2}7«2(*54’7))):0

SEh? E (-5

((E? + 4h% — £2) & ((E? + 4h2? — £2)% — 16E%h2)2)

G(0,0) = TrG(0,0) " (13
Usando as relagoes dadas pelas equagoes 38,39,40 na equacao 41 obtemos
5 82 8 E & € hz s 82 §E 1,8 5 82 8 E ¥
149-_— 2 ()2 Sl T T T (22 1—9- 42 4~ 2 (ZN2(52_1\1/2 =
Jrs g2 5€+(5)]ﬂ+6[ e? ¢ 2€2+85 2(5)}5+[ 5+52+55 (5)](6 ) 0

a continuidade de modos de volume(bulk) é confinada na regido de —1 < 8 < 1. entdo os estados
de superficie existem somente para 8 > 1 ou < —1. os limites do volume (bulk) continuo que sao
definidos por 8 = £1 sdo quatro linhas retas E = +(2h +¢). Na figura 14, a area sombreada indica a
regiao de volume continuo. O volume das bandas sao cruzadas em h = %z—:.

Com a fungao de Green de superficie podemos calcular a densidade de estados

L (B2 =2 4 1) £ (B2 — 22 + 1) — 4E)3), (44)

G(0,0) = 5
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Figura 14. Energia vs h, curvas para os casos §/¢ = 0 e §' /e = 0,0.5,1.0 e 1.5. Os valores de §’/e sao indicados

ao longo de cada curva [3].

G(0,0) = - (F(E),

talque E = £ = £ e F(E) = (B2 —22+1)+ ((E*—22+1)2—4E?)7). A transicio topoldgica

ocorre para 5 = 1. A fase nao trivial ocorre para 5 < 1.

o(B) =~ 1mG(0,0) = 5 7,
1 [dEF(E)
n= _;/T (45)

Considere novamente a equagao 43 e facamos algumas manipulagoes algébricas para tornar mais simples

a obtencao explicita da densidade de estados

((E? + D) + ((E%+ D)2 — 16E2h2)2)
8Eh? '

G(0,0) = (46)

1 D E2? 4+ D)2 — 16E2h2)3

). (47)
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calculemos agora o imaginario da equagao 47:

ImG(0,0) = 8%(—7@6(}3) _mEED) E*IGE Py (48)

ImG(0,0) = 8—;2(—7rD6(E)—Im((Re((E2+D)2—16E2h2)%—|—z'Im((E2+D)2—16E2h2)%)(%+i7r6(E)))).
(49)

ImG(0,0) = 8%(—7@5(13) — Re((E? + D) — 16E2h2)4x6(E) + %Im((EQ + D)2 — 16E2h%)}). (50)

ImG(0,0) = 8%(—@5(57) — 7| D|6(E) — %Im((EQ + D)% — 16E2h?)3), (51)

onde D = 4h? — €2, usando que p(E) = =2 ImG(0,0)

™

1
E =
p(E) Y

onde D = 4h? — £2, veja que quando D < 0 o sistema se encontra na fase trivial.

(—7DS(E) — x| D|5(E) — %m((}@2 + D)2 — 16E2R2)}), (52)

041 .
03r — 6=10 )

5=05

5=13
P 0.2r < 4
0.1F 1
0.0 .
Il Il Il Il Il 4

-4 -2 0 2 4

Figura 15. Densidade de estado de superficie da cadeia SP semi-infinita nas fases trivial (6 > 1.0), n&o trivial(é <

1.0) e na transigao(d = 1.0).

II1.5. Propriedades elétricas e termoelétricas de um Ponto Quéantico imerso em cadeias SP e

SSH semi-infinitas

Pudemos notar que as equagoes 21 e 44 sao iguais a menos de um fator 2 na equagao 21. Com

isto as propriedades termoelétricas sao idénticas e com isto basta calcularmos as propriedades elétricas
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e termoelétricas de uma delas. Consideremos entao a funcao de Green de superficie da cadeia SSH com

um PQ imerso descrita pela figura 16, podemos entao calcular a fungao de Green do sistema

00O

00O

Figura 16. Cadeia SSH ligada a um PQ, onde 6V é uma pequena diferenca de potencial para que haja fluxo

de elétrons, V; é o potencial no PQ (nivel de energia € do PQ) e V é o potencial entre o PQ e as cadeias SP

semi-infinitas, a realizagdo do PQ é andloga a feita por Goldhaber-Gordon[4].

Gd _ 9d
(w) 1 —2V2g4Goo

onde
ga = (w— Ep)~!

e o Greeniano dos elétrons na cadeia isolada é dado por:
Goo = g(w)
sendo g(w) definida pela equagao 20. Das equagoes 53 e 54 temos:

Gd(w) = 1

(U} — Eo — 2V2R6G00 — 2iV2lmG00) '

(53)

(55)

Com isto podemos calcular propriedades termoelétricas do sistema, vale ressaltar que aqui estamos con-

siderando V=0.1.

No grafico 17 temos a conduténcia elétrica do sistema nas fases topoldgicas trivial(V; > Vs ou

D<0 onde D = 1 — §2) e nao trivial(V; < Vo ou D>0). Na fase topolégica os Majoranas estdo isolados

nas pontas e estes atuam como centros espalhadores na cadeia, fazendo com que a conduténcia elétrica

diminua, o mesmo ocorre para a condutancia térmica 19.
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0.0010
0.0008 |

0.0006 |

G/Gy

0.0004 |

0.0002

0.0000 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T/V,

Figura 17. Condutancia elétrica nas fases trivial (curva vermelha) e nédo trivial (curva azul tracejada), note que

os modos de Majorana atuam como centros espalhadores diminuindo assim a condutéancia.

08}

06}

G/Gy

04l

02}

0.0k ]
1070 1074 0.001 0.010 0.100 1

T/V,

Figura 18. Condutancia elétrica na transicdo de fase, veja que o sistema ndo apresenta assinatura de Majorana

(G/Go=0.5).

No gréafico 18 temos a condutancia elétrica do sistema na transicao de fase. Note que a con-
dutéancia elétrica sinaliza o fluxo de elétrons no sistema, contrariando a expectativa de obtermos o sinal
referente ao fluxo dos Majoranas (G/Go = 0.5). Isto ocorre pois na transigdo ambos os Majoranas Vazam
simultaneamente resultando na condutancia G/G¢ = 1.0.

O gréfico 21 é referente a lei de Wiedemann-Franz do sistema nas fases topolégicas trivial(V; > V4
ou D<0) e néo trivial(V; < Vo ou D>0). Note que obtivemos que a lei de Wiedemann-Franz é violada.

E por conta da simetria de L; nao ha termopoténcia nem figura termoelétrica de mérito.
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0.0008

0.0006

K/T 0.0004

0.0002

0.0000

T/V,

Figura 19. Condutancia térmica nas fases trivial(curva vermelha) e nfo trivial(curva azul tracejada ). Analoga-
mente ao que obtemos para a condutancia elétrica concluimos que os modos de Majorana atuam como centros

espalhadores diminuindo assim a condutéancia.

0.012
0.010}

0.008

K/T 0.0065—

0.004

0.002

0.000

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

T/IV,

Figura 20. Condutancia térmica na transigdo de fase.

O grafico 22 é referente a lei de Wiedemann-Franz do sistema na transicao de fase. Note que a lei
de Wiedemann-Franz nao é violada para temperaturas proximas de zero e que a medida que aumentamos
esta, a lei de Wiedemann-Franz é violada e novamente por conta da simetria de L; nao hé termopoténcia

nem figura termoelétrica de mérito.
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Figura 21. Lei de Wiedemann-Franz para as fases trivial(curva vermelha) e néo trivial(curva azul tracejada), note

que ha uma violagdo da lei, no entanto, ndo ha termopoténcia.
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Figura 22. Lei de Wiedemann-Franz para a transi¢do de fase.

IV. CONCLUSAO

Nos capitulos iniciais definimos quais as propriedades que evidenciam a presenga de fermions de
Majorana em uma cadeia. Na cadeia SP vimos através da densidade de estados e do winding number que
h& existéncia de modos de Majorana mas nao ha sinal destes nas propriedades elétricas e termoelétricas da

cadeia ligada a um PQ. Isto se deve ao fato de que cada nivel do sistema possui um Majorana dando origem
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a um elétron hibrido. A cadeia SSH também evidenciou a existéncia desses modos de Majorana quando
estudadas as densidade de estados e o winding number no entanto nao foram detectadas as assinaturas nas
propriedades elétricas e termoelétricas devido ao fato curioso de que a medida que aumentamos a interagao
entre os Majoranas faz com que ambos vazem simultaneamente, consequentemente o sistema apresenta
condutancia referente a elétrons. Observamos que em ambas as cadeias a condutancia a temperatura nula
s6 é diferente de zero exatamente na transicao topolégica . Neste caso ela tem o valor de um quantum
de condutancia correspondente a passagem de um elétron pelo PQ. como a condutancia em T=0 é nula
na fase topolodgica, isto significa que os Majoranas nestes sistemas nao contribuem para a condutancia
a nao ser quando eles se recombinam em um elétron o que ocorre exatamente na transigao topoldgica.
Verificamos também que apesar das cadeias serem muito parecidas, sdo completamente distintas. Pois
uma tem o dobro do nimero de ocupagao da outra, em outras palavras, na cadeia SP temos dois niveis
por sitio e na cadeia SSH temos um elétron por sitio. Vale ressaltar que as propriedades termoelétricas
que nao foram graficadas nao foram pois os resultados sao triviais.

Para que existam assinaturas de Majoranas nas cadeias, devemos utilizar as mesmas com algumas
alteracoes. Na cadeia SSH, é necessario considerar a cadeia de Rice-Mele. Esta é uma cadeia SSH
generalizada, onde temos dois atomos diferentes por célula unitaria, dando origem assim a estados bonding
e anti-bonding. Dependendo da distancia entre esses niveis e da fase topolégica da cadeia o sistema
apresenta sinal de Majorana. Na cadeia SP a ideia é considerarmos que um nivel de energia do sistema é
muito mais alto do que o outro (ou esta ocupado), de maneira que haja apenas fluxo de elétrons oriundos de
um dos niveis. Vale ressaltar que o nosso interesse neste modelo esta em facilitar a detecgao dos Majoranas
experimentalmente, pois os métodos atuais utilizam de supercondutores do tipo S depositando sobre este
um nanofio com forte interagdo spin-orbita, e é na interface do fio com o supercondutor que surge a
cadeia sem spin, no entanto, esta interface é sensivel a variagoes e com isso surgem diversos efeitos que
possuem comportamento semelhante ao que classificamos por Majoranas, um exemplo, o efeito Kondo.
A realizag@o experimental por esse método é relativamente mais simples por nao haver necessidade de
criarmos uma cadeia sem spin pelo método de proximidade, fazendo com que os resultados tenham menos
possiveis efeitos geradores. Recentemente obtivemos resultados interessantes para o caso da cadeia de
Rice-Mele que serao apresentados em um proximo trabalho, Bastando agora calcular o diagrama de fase

da mesma para concluir o estudo.

V. APENDICE

V.1. Slater-Koster

Seja a fungao de Green do sistema perturbado:



se multiplicarmos e dividirmos por (z — Hy) e somarmos e subtrairmos por V temos ;

1 Z*H07V+V_
 z—Hy—-V z — Hy ’

G =go+9VG;

go = ﬁ esta é a equagao de Dyson

Gus(2) = (il =710

9i(2) = <i|m|j>

Gij(2) = gij(2) + (ilgoV G|35)

usando completeza (), [[){l| = oo)

Gij(2) = 9i5(2) + Y_(ilgol) 1|V [m) (m|G|5)

l,m

G g” + Zgzl Wm mj )

H()|k> = €k|k>

k) = > e R

l

) 1 .
9i(2) = Z(ﬂm%)(lﬂﬁ

k

41



42

)) (k1)
9i; (2 Z 72 e

usando que

temos

gi(e) =3
k

como um caso particular , vamos calcular o propagador local R; = ai — R; = ai pois i = j

1
9ij(2) = Z m

k

usando o teorema do do imaginério, relembrando que z = € +4d tomamos a densidade de estados

do metal puro com a expressao a seguir:

= (I[VIm) =Y _(UVI)(I|m) = SimdiVo
l
= gij(z +Zgzl (2)61m 10 Vo Goj (2),
Gij = 9ij(2) + 9i0(2)VoGo;(2),

Goj(2) = 9oj(2) + goo(2)VoGoj(2),

[1 — g00(2)Vo]Go;(2) = goj(2),
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Goj(2) = ——— 0,2,

(1 = goo(2)Vo

o resultado final é

Ve
Goj(2) = goj(2) + goo(z)mgw(z)v

vamos introduzir a matriz T definida pela férmula

Vo

Tiz) = (1 = goo(2)Vo)’

consequentemente

Go;j(2) = 90j(2) + 900(2)T(2)90;(2),

para o caso da perturbacao com dois potenciais vamos supor que a perturbagao V pode ser escrita
como um somatoério de dois termos V = V; + V5
um interessante caminho para resolver o problema é o seguinte: introduzir uma resolugao ¢’ que

inclui somente o efeito da perturbagdo Vi:

g =g+9Vig

g é entdo a solugdo completa para o espalhamento por um potencial V; a resolu¢do completa

deve entdo satisfazer

G =g +gVaG

para provar esse resultado da primeira equagao temos:

(1-gV1)d =g

multiplicando o lado esquerdo da equagao V.1 por (1 — ¢gV1). temos :

(1-gV1)G=(1-gV1)g + g VoG(1 - gV1)

usando a equagao V.1 temos

(1—=gW)G = g+ gVoG

G=g+9(Vi+ V)G, (56)
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V.2. Teorema do salto

Vamos comegar da cldssica formula de cauchy:

1
1. - P - .;(5 -
530 (e — e +19) (e —eg) imd(e — ex),

onde P é a parte principal. definimos a resolu¢ao G(z) para um dado nidmero complexo z por:

onde H é o Hamiltoniano, tomemos |k) sendo um autoestado de H definido por

HIk) = ex|k),

os estados |k)s sdo dados, por exemplo, pela aproximagio de tight-binding, logo, a matriz dos

elementos de G(z) é dada por:

(HOEEIK = ==

considere z =€ +1id e 6 — 04 isto é

lim 1 (e +19)
504 (e — e +10) (e + 19)

—%Im[TTG(z)] = *% me[<k|G(Z)‘k>]

k

1 1 1
f;Im[T'rG(z)] = ;Imm

entao

—%Im[TrG(z)] = 25(8 —ex) = N(e).
k

O teorema de agora em diante serd chamado de teorema do imaginédrio e é vélido para uma
resolugdo arbitraria de G(z) com z = ¢ + ¢ , conectando a parte imaginaria do traco de G(z) com a
densidade de estados N (¢).

Vamos mostrar que a equacao 56 depende somente do potencial V;

G =g+ gViG + gVLG
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(1-9gV1)G =g+ gWG

definindo:

g =01-g")"'g
ou

(1-9gV)g' =g
alternativamente

g —ggVi=yg

Jd=99gVi+y

G=(1-gV) g+ (1—gW) gWG

G =g + ¢ VaG.

Uma aplicacao deste teorema é supor que V5 é uma pequena perturbacao e também que podemos

resolver exatamente a equacao.

g =g+9Vy

a equagao completa para G pode ser resolvida formalmente com a aproximacao de Born

G=g 4+ g VoG =g + g'Vag

note que a série de Born pode ser escrita como

G=g +9Vag +g'Vag'Vag'...

A aproximacao acima corresponde a parada da série de Born no primeiro termo, que ¢ justificada

em certos casos. Uma aplicacao muito concreta e usual do teorema ¢é o espalhamento por um potencial
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central com os sitios vizinhos préximos como em um sistema moderadamente concentrado e na visao de
aplicagdes para interagoes hiperfinas [24].

Discutiremos agora a respeito da importancia de um elétron no problema de impureza. Nomeado
como a lei de Fridel. vamos comecar calculando a mudanca total na densidade de estados eletronica como
uma funcdo da energia .

Iniciando com uma solucao geral do problema de S-K para um potencial localizado na origem.

onde a energia w contém uma pequena parte positiva imagindria, (w = € 4 i9)

Vo

Gis(w) = gig (W) + golw) gy

gOi(w)

em particular

Vo
zl: Gii(w) Z gii(w) + gio( )mgm(w)

a variagao na densidade de estados introduzida pela impureza como uma funcao da energia w

pode ser calculada de :

Z[G“(w) — gii(w)] = (1 — Vogoo Z gio(w)goi(w

i

usando o resultado geral para a resolugao g;;(w) tem-se:

gio(w) =

isto segue que

ZgOz gzO Z ( —c

1 !/
ZQOZ g’LO Z (w —Ek)(w _6k/)5(K_ K)

ZgOz gzO Z ﬁ

relembrando que:
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goo(w)

1
zk: (w*Ek)

entao:

8900 Z

k —en)?
por este caminho
9goo(w)
Z goi(w)gio(w) = T ow
w
entao
VA aQoo(w)

Z[G“(w) — gi(w)] = (1 — Vogoo Z gio(w)goi(w

i

S [Gin(w) ~ gia(w)] = o lin(1 ~ Vagoo(w)]

i

e como usado no teorema do salto.
lim goo = Foo(e) — imp(e)
6—04

onde

FOO P/dE

é a parte principal da equacao de cauchy e p(w) é a densidade de estados do metal puro.

Z=1—Vogoo = 2% +iz!,

onde Zf = 1 — VyFyo(e) e ZI = wVe vamos chamar Z; = logZ e introduzir Z; = Zf +
iZ! isto implica que Z = %1 = ZIHZ = ¢Z (cos(Z)) + isin(Z])) por outro lado Z = ZB + iz!

consequentemente obtemos.

A Z{{cos(le)
7zl = Zlem(Z{)
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2T V(o)
tan(Z]) = 7R~ (I*V(())—Fm)(é‘))

por outro lado conhecemos do teorema do salto

Bple) = 2Im Y [Gatw) ~ gs(w)] = ~ - 1P E=Jo000)) Ly, OniZ)

w ow

no lims_,o, tem-se

Aple) = e TR e

entao

1 oz
ImZeL
T mn Oe

nesta conclusao , a mudanca na densidade de estados é dada por :

19 mVop(e)
Ap(e) = - (arctan—(l Vo Foo (2))

neste ponto introduzimos o importante conceito de mudanca de fase definido por:

1 mVop(e)
6(8) = —;m‘ctanm

como uma escolha conveniente da definicado de contagem do arco tangente nos podemos escrever

= lCL’/’C an—ﬂ'Vop(é‘)
|6(€)| - ™ t (1 - V()F()o(E)) ’

desta mudanca de fase finalmente temos o famoso teorema de Fridel

mais explicitamente indicando a dependencia sobre a forga do potencial Vj:

85(53 VO)

Ap(f,Vo) = Je

V.3. Existéncia de estados ligados no problema de S-K

Vamos comecar da solucao geral do problema de um potencial localizado na origem. novamente

w inclui uma pequena parte imaginaria. a resolucao é dada por:
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= g;i(w 0 goi(w
Gij(w) = gw( ) + gio 1- ngoo(w))gm( )s

no caso do mesmo sitio

e Vo
Gii(w)—gu( )+gzO(1_‘/OgOO(w))gOz( )

Para valores de w fora da banda néo perturbada, a parte imagindria de g;;(w) desaparece. nés

entao discutiremos, para estas energias, o propagador a seguir:

N (R
Gii(w) = gio i VOQOO('LU))goz( )

vamos comegar de g;;(w) no limite § — 04

gii(w) = P/dfl é(il/)) —imp(e) = Foo(e) —imp(e).

Para considerar energias desde a densidade de estados desaparecida, tem-se: goo(w) = Fyo(e).

V.4. Método da equagao de movimento (EOM) para o célculo das fung¢oes de Green

Os operadores fl(t) satisfazem a equagao de movimento na representacao de Heisenberg:

1% = A(H — HA(t),

temos por definicao que a funcao de Green retardada é dada por

((A); B, = ~6(t — )([Alt), B())r,

7

Gr(t,t)

onde na representacao de Heisenberg os operadores sao definidos por:

A(t) _ ethAefi’Ht,
e T ¢é o operador de ordenamento temporal . As médias térmicas < --- >, sdo calculadas no ensemble

grand-canonico:
Trefﬁ(fhf*ldv) WV,

(1] —

()r =

sendo = a grande fungao de particao. De forma que o Hamiltoniano vem subtraido do operador ntimero

de particulas Ne 1 € o potencial quimico:

H=H—uN.

Devemos observar que na representacao de Heisenberg a dependéncia temporal esta nos opera-

dores, contrariamente a representagao de Schrodinger onde o a representagao temporal estd nos estados
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quéanticos (fungdes de onda em primeira quantiza¢do). Além disso, as relagoes de comutagao podem ser

escritas como:

[A,B] = AB — nBA,com n =

Derivando em relagao ao tempo a Eq. 57 teremos que:

P0G (0, ) = ot — A, By + O — ) Ale); B )yr

dt ;
i%qz‘i(t),é(t')]% =6(t —t")[A@t), B{E)))r + <[%fl(t);l§(t’)}>ip
ii<[21(t), B =8t — ) {[At), B@W))r + ([At)H — HA®); BX')])r

V.5. Modelo de Fridel-Anderson-Moriya

Para dar a primeira aproximagao para as impurezas magnéticas no metal, vamos comecar com o
modelo cldssico de Fridel-Anderson-Moriya (FAM) a vantagem deste cendrio é que dois tipos de estado
sao presentes: estados localizados no espago e energia, os estados de condugao e a mistura entre eles.
isto contrasta com a ultima discussdo sobre o modelo de Slater-Koster (SK) onde somente os estados
itinerantes estavam presentes e o magnetismo é associado ao spin, depensendo, do espalhamento na
impureza do sitio.

Para obtermos o modelo temos que:

I) O gés de elétrons livres, usualmente estados s ou sp descrevem um metal simples como Al ou

Cu. Estes subsistemas sdo descritos pelo Hamiltoniano:

_ PR
H= E :TlJCiaCJU
4,J,0
onde c;-ra (¢jo) sao operadores de criagdo (aniquilac@o) para elétrons nos sitios i e j respectivamente
e T;; é o hopping entre estes sitios, correspondendo com uma banda de energia €. para tal sistema a

resolugao de g;; ¢ dada por

iR (7 —77)

gij(w) =
k

(w — 5k)
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esta resolucao e supostamente conhecida a principio.

II) A impureza introduz um nivel localizado que chamaremos daqui em diante de um estado d,

e este é descrito pelo Hamiltoniano:

Himp = Z Eddgngo + Uddnnggi
g

neste Hamiltoniano dzr)o e dos sdo respectivamente os operadores de cria¢do/aniquilagdo de um
elétron localizado no estado d na origem. A posicao na energia do nivel localizado é dada por g4, Ugq
corresponde a interacao colombiana entre eletrons do mesmo sitio. Este Hamiltoniano localizado, envol-
vendo uma interagao elétron-elétron pode ser resolvido exatamente somente no limite onde a hibridizagao
com estados condutores esta completamente desconsiderada. A simplificacdo da aproximacao pode ser

feita usando a aproximacgao de Hartree-Fock

Himp = Zaddgadog + Udd(ngﬁn& + Uddngﬁngw = Z Eddg)gdog + Udd<ng_n>ngn
o o

vamos introduzir a energia renormalizada de hartree-fock do nivel d.

€do = €d + Udd<ng—o>

entao aproximadamente:

Himp = ngad(ggd00~
o

V.6. Meétodo do potencial efetivo para superficies

Considere uma cadeia monoatomica semi-infinita com interacao V entre os primeiros vizinhos

descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

H = —ZV|Z’>(@'+ 1+ V)i + 1)(i],

que é representada na forma matricial como:

0V 00
VoVvao
0OV oVv.
00V D0

Com o Hamiltoniano definido é possivel calcular a funcao de Green atravez da equacao
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G = (E - H)_lv (58)
obtemos assim a matriz associada a fungao de Green que é dada por:

EV 00
VEV O
0V EV.
00V E.

Usando a definigao dada pela equacao 58, e indexando de 0 a oo sendo 0 o atomo da superficie,

a funcao de Green na superficie é definida por :

1
(E—h)’

9= (0lG|0)s = (60)

onde h(F) é uma auto-energia representando um lado da cadeia. Logo a fun¢ao de Green do

“bulk” de um atomo inserido em uma cadeia infinita é descrita por:

1

9/ = (0|G|0),, = ma

(61)

o fator 2 surge pois existem duas auto-energia, uma associada ao lado esquerdo da cadeia e outra

ao lado direito da mesma. Utilizando das equacoes 60 e 61 temos uma relagao entre g e g’:

g(E—h) =1,
29(E—h) =2,

2
E+ (E—2h) ==,
g

1 2

g g

O potencial efetivo h pode ser calculado atravéz das equagoes 59 e 60:

-1
1 E VvV

g: =
(E—h) V E—h

00

mas (E — h) = g~ logo:
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E VvV
g= - ) (62)
g 00
Calculando a inversa temos:
1 g ! -V
g =
(E/lg=V?) |-v E
00
Tomemos o termos da matriz associado ao sitio zero:
g = L
(E/g—V?)’
g(E — V) = 1.
(Vg)? —2aVg+1=0,
onde o = %, basta agora calcularmos as raizes da equagao de segundo grau para obtermos a

funcao de Green:

g= %(ai va?-—1).

A funcao de Green para todos os outros atomos pode ser facilmente obtida usando a notacao

definida na equagao 62, podemos extender o método para qualquer nivel tal que :

EV 0 0
EV 0
VEV 0
g=V E V »=
0OV E V
0V g!
0 0V gt

V.7. Calculo do winding number

Neste capitulo serd introduzido o winding number [25] que corresponde ao nimero de estados de
borda na cadeia do isolante topoldgico. Através desse invariante topolégico podemos verificar em qual
fase topoldgica o sistema se encontra. Aqui serd explicado em detalhes como calcular o winding number:

1 - Expressar o Hamiltoniano do sistema em termos dos ks:

Consideremos o Hamiltoniano da cadeia SSH definido pela equagao 19
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HS'S'H(n) =-WN Z('na 2> <n7 1| + ‘nv 1> <n’2‘)

o0

V2 Y (In+1,1) (n,2] +|n,2) (n + 1,1)

o0

Usando a transformada de fourier na equagao 63 temos

o0

Hssr(k) = =Viy (k,2) (k, 1] + [k, 1) (k,2|)
Vs i(e*ik |k, 1) (k, 2| + e |k, 2) (K, 1))

em notacao matricial a equacao 64 e dada por

0 —Vi — Vet
Hssu(k) = e
-V - Vgeilk 0
0 h(k)
Hgssnu(k) =
he(k) 0

onde h(k)=-V; — Vae'¥.

2 - Encontrar a matriz K que anti-comute com H(k) (H(k)K + KH(k) = 0):

Seja

a b
K:
c d
o wk)\ fa b ab 0 h(k 00
[H (k). K] = (&) n "))~
k) o0 ) \ed cd) \wk) o 00

usando também que a matriz K tem que ser unitaria concluimos que

1 0
0 -1

3 - Calcular os autovetores da matriz k:

Neste exemplo os autovetores estao calculados

54



4 - Definir a matriz U com os autovetores de K:

Usando 65 definimos entao a matriz U

10
0 -1

U =

5 - Calcular o Hamiltoniano H(A(k)):
Utilizando a matriz U obtemos a matriz H(A(k)) usando que UTH (k)U = H(A(k))

UTH(RU = 10 0 hk)\ [1 0
0 -1/ \r*(k) © 0 -1
UTH(k)U = 0 ~hik)
—h*(k) O
onde
0 A(k)
A =
) = | 0

com A(k) = —h(k).
6 - Calcular o winding number:

Com o A(k) definido podemos agora calcular o winding number usando a férmula
w= —1/22'77/ dkOkin(DetA(k))

T etk
=1/2 dk—
v /W/, etk — 8

T

—__n
onde § = v

V.8. Cailculo dos coeficientes termoelétricos

95

Neste capitulo calcularemos detalhadamente o coeficiente L para entendermos como foram feitos

os demais calculos. Comecaremos definindo a distribui¢do de Fermi-Dirac
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Consideremos agora a funcao de Green da cadeia SSH

1

Go(B) = g (B + V5 = V) £ ((B® + V5 = V) —4E°V3)2)),
2

considerando w = £ e V = ¥ temos
Va Va

Golw) = i““ﬁ +1-V2) (0 +1-V?)? = 4uw?)?)),

considerando d = 1 — V2 temos

Golw) = o((w? +d) + (((w? +d)? — dw?)})),

2w

tomando w = w’ + ie

Gow) = (' +ie 0y ¢ (2D Z WD),

Gofu) = L((ur + e+ 2 =19y (02— 4w

w )
. dw’ de (@ +d)° — 4w?)?)
Go(w)—g((w’ w2 g2 ( 7w’2+g2)i ” 7
mas (w) = £ 5

Go(w) = %((wl+w371jj€2+i(5—d7r5(w))i ((w* + d)* — 4w?)2)

w )
tomando o imagindrio Go(w) ee — 0

ImGo(w) = %(—de(w) + Im(((w2 t+d)” — 4w?)?)

ImGo(w) = %(—dﬂ'é(w) + Im(ReGq(w) + iImGd(w))Im(wl _1'_ P

))
onde Ga(w) = ((w? +d)? — 4u?)’}

1 ;o
ImGo(w) = 3 (~dmd(w) + Im(ReGa(w) + urmc;d(w))lrm(;“)’j27+f2

),



1 ) w’ ie
ImGy(w) = 5(—d7r(5(w) + Im(ReGq(w) + zImGd(w))Im(w/2 PR 62),
1 , ! )
ImGo(w) = i(fdwé(w) + Im(ReGq(w) + ZImGd(w))Im(m —imd(w)),
tomando mais uma vez € — 0:
1 , 1 .
ImGp(w) = 5(—d7r5(w) + Im(ReGq(w) + zlmGd(w))Im(J —imd(w)),
ImGo(w) = %(—dmﬂw) + Im(%d(w) —imReGg(w)d(w) + i%‘i(u}) + 1 (w)ImGga(w)),
Gi = ImGo(w) = %(—dwé(w) — wReGa(w)d(w) + %ﬁl(“’)),
G; = ImGy(0) = %ﬁ(dé(()) + ReG4(0)6(0) + %ﬂl(o)),
mas ReG4(0) = (((0)2 4 d)? — 4(0)2)z = |d| logo
_ _ T Imld|
G = ImGo(0) = —=(d + |d] + —-=),
Gi = ImGo(0) = %ﬂ(d+ Id]).
Calculemos agora a parte real da funcao de Green
1 d ((w? +d)* — 4w?)?)
ReGo(w) = 2(Re(w + w) + Re ” ),
1 d . 1
ReGy(w) = i(Re(w + E) + Re(ReGy(w) + zImGd(w))Re(a)),
tomando w = w’ + i
— L (Re(w' +1 - 1
ReGo(w) = 5 (Re(w' + ie + o ia) + Re(ReGq4(w) + zImGd(w))Re(w/ n is))’
1 , . dw —de) ) w' —ie
ReGo(w) = §(Re(w +ic + m) + Re(ReGg(w) + ZImGd(w))Re(m)),



o8

dw’ 'ReG "iImG —iReG ImG
w )iRe(w e d(w)+wz mGq(w)  —iRe d(w)s+ m d(w)e)’

U)/2 —+ 52 U)/2 + 52 w/2 + 52 w/2 + 52

1 dw’ w ReGq(w) = w'ilmGgy(w)
ReGo(w) = 5(w’—|—710/2_’_52):|:Re( Vg2 w2 1 2

+ iReGq(w)md(w) + ImGq(w)md(w)),

tomando € — 0

d ReG(i(w) I iImGa(w) +iReGy(w)md(w) + ImGa(w)md(w)),

1
ReGo(w) = §(w’ + J) + Re(

w/

Usando

onde
G = (w—e,)"

e o Greeniano dos elétrons na cadeia isolada é dado por:

G7 =Gy

sendo g(w) definida pela equagdo Gy. Das equagoes V.8 e V.8 temos:

G(0)=GY = (w—¢e—V3Gy) ™.

mas Go = G, +1iG;
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(w — & — VQGT + iVQGi)
(E —c— V2G, —iV2G;)(E —c — V2G, + iV2G;)’

G(0) =

(w — & — V2G7~ + iV2Gi)

CO = e s G

V3G,)
(w—e—=V2G,)?+ (V2G;)?*’

com a fungao de Green G(0) calculada podemos obter o parametro de Anderson que é definido

ImG(0) =
por

I =27V? Z(S(E —&r),
k

mas a densidade de estados pode ser definida por

(e — 1) = - Im{GO)],
k

logo

2mV2 V4G,
= I =
- m[G(O)] (w —e— V2Gr)2 + (V2Gi)2’

podemos agora calcular o coeficiente de transporte que é definido por

r

L, (T) = %/7_agﬁT)>w"T(w)dw,

onde

1 eT 2V4G2
E T = - w : d )
o(T) h / T(eT +1)2 (w—e—-V2G,)? + (V2G;)? v

g

2V4G?

Eo(T) = h / T(e% + 1)2 (w _ VQGT)Q + (VQGZ)Qd’LU
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