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Resumo

Nesta dissertacao, analisamos o sistema do oscilador anarmonico com desordem no espago
Euclidiano, usando o método da funcgao zeta distribucional. Esse método promove a
solucao da média energia livre através de uma série com as réplicas da fungao de particao
do modelo. Ao usar a equacao do ponto de sela e o ansatz de simetria de réplicas, em
cada réplica da func¢ao de particdo, mostramos a presenca de um mecanismo de quebra

espontanea de simetria no modelo desordenado.

Palavras-Chave: Teoria estatistica de campos, métodos funcionais em teoria quantica

de campos Euclidiana, método da funcao zeta distribucional, ruido quenched.



Abstract

In this master thesis, we analized the anharmonic oscillator system with disorder in
Euclidian space using the distributional zeta-function method. This method provides the
solution of the average free energy of this system which is written as a series of the replica
partition functions of the model. By using the saddle-point equations and imposing the
replica symmetric ansatz, in each replica partition function, we show the presence of a

spontaneous symmetry breaking mechanism in the disordered model.

Keywords: Statistical field theory, functional methods in Euclidean quantum field theory,

zeta distributional method, quenched noise.
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1 Introducao

Em diversas areas da fisica, o comportamento dos sistemas desordenados tem sido
amplamente investigado. Esses sistemas com desordem se aproximam dos processos reais,
no sentido de que ocorrem na natureza, assim se afastam das idealizacoes dos sistemas
puros. Por exemplo, ao analisar qualquer material, natural ou feito em laboratorio,
verifica-se que dificilmente ele é completamente homogéneo. Pode-se observar diversas
impurezas que estao presentes e distribuidas aleatoriamente em amostras desse material.
Consequentemente, o interesse em entender a fisica dos sistemas desordenados foi colocado
na ordem do dia da grande parte da comunidade cientifica. Algumas areas da fisica se
destacam no estudo de desordem, a saber: a mecanica estatistica e fisica da matéria
condensada.

A presenca dessas impurezas afetam o sistema ao submeté-lo em determinadas condigoes,
como uma variagao de temperatura, variacao de pressao, acdo de uma forca externa, entre
outros. O efeito mais comum observado no estudo desses sistemas com desordem é que
eles tém o comportamento critico modificado. Em outras palavras, é importante entender
como as transicoes de fase de sistemas puros se modificam em relacdo as transi¢oes de fase
com desordem. Isso pode ser feito de forma artificial, isto é, adicionado em modelos puros
e controlando a intensidade da desordem em laboratério. [1].

Os sistemas com desordem se dividem em dois grupos: desordem annealed e quenched.
A primeira delas, a desordem annealed, é caracterizada pelo equilibrio térmico entre a
amostra e as impurezas. Assim, o tratamento estatistico é feito através do calculo da
funcao de particao do sistema completo, o qual se leva em consideracao os componentes
originais e as impurezas. Ja na desordem quenched, o equilibrio térmico nao é atingido
durante o tempo do experimento. As impurezas, localizadas em posigoes fixas aleatoérias,
possuem um tempo de relaxac¢ao bastante longo, por isso esse tipo de desordem também
conhecido como frozen-in desordem.

A desordem quenched é mais interessante de ser estudada, uma vez que novos métodos
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precisam ser desenvolvidos para conseguir descrever esses sistemas. A presenca dessa
desordem pode ser na forma de interagoes aleatérias, como o spin-glass, ou campos desorde-
nados acoplados a um parametro de ordem. Nao é dificil perceber que a desordem quebra
a homogeneidade espacial e torna as amostras heterogéneas. A invariancia translacional é
recuperada ao realizar uma média de todas as realizagoes possiveis da desordem. [2].

Como enfatizamos, um exemplo de um sistema com esse tipo de desordem é o spin-
glass. Na natureza, eles se realizam da seguinte forma: sao ligas magnéticas nas quais
as impurezas magnéticas sao substituidas em um hospedeiro magneticamente inerte. As
impurezas ocupam posicoes aleatérias e nao mudam de posicao, ou seja, elas ficam estaticas
dentro da amostra durante o experimento. As interacoes entre as impurezas dependem da
distancia entre elas, como sao aleatoérias, as préprias interagoes assumem valores aleatorios
que mudam de sinal dependendo dos pares de spin em questao. Existe uma temperatura
de transicao T, quando os procedimentos usuais de taxa de resfriamento sao utilizados,
os quais fazem os spin-glass ficarem fora do equilibrio. Essa transicao é alvo de estudos
atualmente e acredita-se que exista uma transicao de fase entre a fase paramagnética e
a fase de spin-glass. Edwards e Anderson [3] propuseram um modelo simplificado para
spin-glass em que se representam as impurezas magnéticas com spins de Ising colocados
nos vértices de uma rede cibica tridimensional. A natureza aleatéria das interacoes é
imitada com as primeiras interagoes aleatorias dos vizinhos entre os spins retirados de
uma distribui¢do de probabilidade gaussiana ou bimodal. [2].

Outro exemplo, bastante instrutivo de sistemas desordenados, é a propagacao de ondas
em meios aleatérios. O objeto de estudo agora é as interferéncias dessas ondas em meios que
possuem impurezas. Por exemplo, nos metais, os elétrons, ao invés de estarem livres, estao
sujeitos a um potencial aleatorio devido a rede periddica. A hamiltoniana desse sistema
pode ser expressa através de autoestados de base dos orbitais atomicos e a desordem
aparece como uma energia aleatoria para cada sitio. A presenca da desordem pode gerar
um efeito chamado de Localizagio de Anderson [4] que consiste na existéncia de um valor
critico da desordem para uma determinada dimensao na qual o sistema muda sua natureza

qualitativamente de difusivo, em que as fun¢oes de onda sdo espacialmente espalhadas,
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para localizadas, cujas fungdes de onda sdo espacialmente localizadas. [5].

Um ponto crucial para o estudo da termodinamica de sistemas desordenados é que a
média sobre a desordem deve ser feita sobre a energia livre.Lembremos que, para o caso
annealed, integramos sobre o grau de liberdade do sistema; em seguida, é feita média sobre
a desordem e s6 apds esse dois procedimentos o logaritmo ¢ aplicado e a energia livre é

definida como

Féfﬁ”e“le‘i = ' InE, Zga(2). (1.1)

Sendo Z(z) a funcao de parti¢do, x representa a desordem, [E, representa a média sobre a
desordem, (5 e A sao fatores que a funcao de particao pode depender. No caso quenched, a

média da desordem é feita sobre o logaritmo da funcao de particao
Fiyentd = BB, In Zg A (2). (1.2)

Diferentes técnicas foram desenvolvidas para calcular a média quenched. O método da
fungao zeta distribucional desenvolvido por Svaiter e Svaiter [6] é um deles. Esse método
traz uma abordagem probabilistica, visto que a zeta é definida utilizando uma distribuicao
de probabilidade. Esses autores mostraram que a derivada dessa fungdo na origem produz
uma expressao para a energia livre média quenched de um sistema desordenado. Portanto,
essa ¢ a abordagem que usaremos para estudar um modelo do oscilador anarmonico com
desordem a fim de discutir as consequéncias fisicas desse sistema. Além disso, verificaremos
a funcionalidade desse método.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira: ap6s a introdugao, o capitulo
2 apresenta a construcao do formalismo das integrais de trajetéria, no qual os métodos
funcionais sao introduzidos. Toda essa construgao é feita através da amplitude de probabi-
lidade, também conhecida como propagador, usando as propriedades do operador evolugao
temporal. Através desse formalismo, é possivel fazer uma conexao entre a mecanica
quantica e a teoria quantica de campos. Visto que, ao adicionar uma fonte ficticia no
propagador, transforma-o em um gerador funcional. Assim, realizando derivadas funcionais
nesse objeto, é possivel construir valor esperado no vacuo do produto dos operadores

posicao ordenados temporalmente.
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No capitulo 3, a funcao de particao é escrita pelo formalismo das integrais de trajetoria
ao fazer uma extensao analitica do tempo real para o tempo imaginario. Além disso, a
sua conexao entre a mecanica estatistica e a teoria quantica de campos a temperatura
finita é exibida ao comparar as func¢oes de correlacao de n-pontos com o funcional gerador
das funcgoes de Green de uma teoria quantica de campo. Esse capitulo também se
propoe calcular a funcao de particdo do oscilador harmoénico puro, em que o método da
zeta espectral é utilizado para sua solucao. Apds isso, a funcdo de particdo do sistema
desordenado é apresentado, no qual um ruido multiplicativo é acoplado ao termo quadratico
do campo.

No capitulo 4, o método da fungao zeta distribucional é apresentado para solucionar a
funcao de particao do sistema desordenado. Além disso, uma andlise da energia livre média
quenched é feita e a estrutura dos campos ¢é estudada. Por fim, o capitulo 5 apresenta as

conclusoes, consideracoes finais e perspectivas do desenvolvimento desta pesquisa.



2 Meétodos funcionais e integrais de trajetéria

Neste capitulo, serda apresentado o formalismo das integrais de trajetéria, também
conhecida como integrais de caminho. O formalismo das integrais de trajetéria e dos
métodos funcionais sdo técnicas essenciais no estudo da mecénica quantica e na teoria
quantica de campos. Visto que a formulacao da mecanica quantica baseada em integrais de
caminho é bem adaptada a sistemas com muitos graus de liberdade, em que um formalismo
do tipo Schrédinger é pouco usual. Portanto, permite uma transicdo da mecanica quantica
para a teoria quantica de campos ou para a fisica estatistica. Essa relagdo com a teoria

quantica de campos é feita através do gerador funcional que neste capitulo sera abordado.

2.1 O propagador

O propagador desempenha um papel fundamental na formulagao de integrais de caminho
de Feynman. Na mecanica quantica, o propagador esta relacionado com a amplitude de
probabilidade, que é o objeto que possui toda a informagcao sobre a evolu¢ao temporal
do sistema. Além da mecanica quantica, o propagador tem importancia em outras areas
na fisica, como na teoria quantica de campos e na mecanica estatistica, sobre a qual
mais adiante vamos explicitar essa conexao. Antes de definir o propagador e explicar
como ele esta inserido na mecanica quantica, vamos nos lembrar algumas propriedades do
operador evolucao temporal e como ele age tanto na perspectiva de Schrodinger quanto na

perspectiva de Heisenberg.

2.1.1 Operador de evolucdo temporal

Seja um vetor de estado, que pertence ao espaco de Hilbert H, na representacao de
Schrodinger |1(to)) no instante inicial ¢y e em um tempo posterior ¢, encontra-se no estado

|1(t)), a relagdo entre esses dois estados é dado por

[(t)) = U(t, o) [¥(to)) , (2.1)
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onde U(t, ) é o operador de evolucao temporal, responsavel em transformar um estado

em um tempo ty para um tempo futuro ¢. Ele possui as seguintes propriedades:

1. Unitariedade,
UT(t,to) Ut L) = 1, (2.2)

em que UT(t,t5) é o complexo conjugado do operador U(t,ty). Essa propriedade é

fundamental, pois esta implicita a conservacao da probabilidade.

2. Composi¢ao

U(tg,to) = U(t27t1)U(t1, to), (tQ >t > to) (23)

Essa propriedade nos diz que a evolugao temporal de ty a t; promove o mesmo
resultado se a evolucao temporal do estado for de ¢y a t; primeiro e, posteriormente,

o mesmo estado faca uma evolugao temporal de t; a t5.

Devido as suas propriedades, o operador evolucao temporal U(t, ty) satisfaz a equagao de
Schrodinger

z'ﬁth/{(t, to) = HU(L, 1), (2.4)

sendo H o operador Hamiltoniano do sistema. Para um vetor de estado |a(ty)), que ndo

depende do tempo ¢, aplicado em (2.4) e usando a lei de formagao (2.1) obtemos
L0 -
Zﬁau(t, to) lau(to)) = HU(t, to) la(to))
0

i la(t) = Hla(®))

(2.5)

Se o operador hamiltoniano é independente do tempo, ao resolver a equacao (2.4) para

t > ty, o seguinte resultado é obtido
U(t 1) = e nlE—0H (2.6)
Também pode ser escrita desta forma
Ut to) = O(t — to)e 7t H (2.7)

ao explicitar a ordem cronolédgica através da funcao de Heaviside.
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Fazendo tg = 0, por simplicidade, o operador de evolugao temporal se torna
U(t,0) = e i1, (2.8)

Caso o operador Hamiltoniano do sistema seja dependente do tempo, entao o operador

de evolucao temporal possui a forma
U(t,0) = T{e t Jo O}, (2.9)

Onde T representa o ordenamento temporal, o qual ordena, sequencialmente, os operadores
de acordo com o tempo, com o ultimo a esquerda e o primeiro a direita, ao expandir a
exponencial em (2.9).

Além disso, podemos observar que o operador de evolucao temporal é uma funcao de

Green da equacao de Schrodinger dependente do tempo

<z’h§t - H) U(t,ty) = ihd(t — to). (2.10)

Sempre que a hamiltoniana de um sistema nao depende do tempo, podemos representar
o operador evolucao temporal em termos de um conjunto ortonormal completo de estados

estaciondrios, ou seja, os autoestados de energia cujos autovalores satisfazem a equagao

H $n) = En |thn). (2.11)
Expandindo o operador evolugao temporal (2.8) em termo dos autoestados de H
U(0) = X [¥m) (ml e F i) (Gl
= 2 e ) W) (Wl (mln) = S (212)
= 20T ) (Wl

A equagao (2.12) é representagao espectral de U, supondo que o espectro seja discreto.
Até o momento, estamos mostrando o operador de evolugdo temporal na represen-

tagao de Schrodinger, porém também podemos apresenta-lo através da representacao

de Heisenberg. Na representacao de Schrodinger, os estados carregam a dependéncia

temporal e os operadores correspondem a observaveis que sao fixos no tempo. J4 na
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representagao de Heisenberg, os estados sao independentes do tempo e os operadores que
evoluem temporalmente [7]. Portanto, a diferenca entre as representacoes é dada em qual
objeto o operador ou vetor de estado porta a dependéncia temporal.

A relacgao entre as duas representacoes pode ser obtida usando o operador evolugao
temporal (2.8), em que ¢ty = 0, e considerando um observavel A

A

Ap(t) =UT(t)AsU(t). (2.13)

Os indices subscritos indicam a abordagem, H para Heisenberg e S para Schrodinger.

Quando t = 0, o observavel nas duas representacoes coincidem
Ap(0) = Ag. (2.14)
O mesmo ocorre para os vetores de estado em ¢t =0

W,t = 0>H = |¢>s (2‘15)

Ja os vetores de estado na perspectiva de Heisenberg, é equivalente a representacao de

Schrodinger da seguinte forma

0, 1)y = ex T |) g = UH(t) 1) - (2.16)

Independentemente da abordagem, o valor esperado de um observavel é o mesmo

(A) = (0, t] Ay [,1) y =5 (W UAGUT [9) g =5 P UUTASUUT 1) g = s (] As|0)
(2.17)

Por escolha estética, os indices subscritos referentes as representagoes serdao omitidos
daqui em diante. Dessa forma, na perspectiva de Schrodinger, o vetor de estado serd
representado por [¢) e o operador por A. Na perspectiva de Heisenberg, o operador seréa
A(t) e o vetor de estado serd representado como [¢),t).

A amplitude de transi¢do que um sistema que tem o estado |1, t,) no tempo t, de ser

encontrado, tendo o valor |¢,t,) no tempo ¢, é dado por
<wb; tbw}a; ta> = <¢b|€7%th€%t“HWa>
= (yle 7@y, (2.18)

= (Wo|td (ty, o) [¥a) -
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Isso mostra que os elementos de matriz do operador evolugao temporal é a amplitude de
transigdo entre os vetores de base na representacao de Heisenberg [8].

Neste momento, vamos considerar um sistema descrito pela coordenada generalizada
Q e o momento generalizado P, que correspondem ao operadores Q e P. O estado lg,t) é

A

um autoestado do operador Q(t) de forma que

Q) |a,t) = qla.t). (2.19)

J& o estado |p, t), é um autoestado do operador ]5(15) de forma que gera o seguinte autovalor

P(t)|p,t) =plp.t). (2.20)

Considere que ambos observaveis Q e P possuem autovalores continuos, uma vez que seus
autovalores q e p podem assumir quaisquer valores entre —oo e +00. Como foi explicitado
em (2.13) e (2.16) como passar da representagdo de Heisenberg para de Schrodinger, as
equagoes possuem a mesma forma na perspectiva de Schrodinger. Em ambas representacoes,

os estados |¢,t) sdo completos, ou seja,

[ dala.t) (0.t = [ daei jaal e H = [ dg la)al = 1. (2:21)

Obtemos a func¢do de onda no espago de configuragoes ao combinar (2.1) e (2.21)

(alv(6) = [ alU(t,to) lao) (a0 (ko)) da

(2.22)
Y(q,t) = /K(QO,to;%tW(tho) dqo,

onde K (qo,to;q,t) é a amplitude de transigdo, como em (2.18), de uma particula inicial-
mente em ¢y no instante de tempo t, seja encontrada em ¢ no instante t. Ou seja, esse
objeto contém toda informacao sobre o desenvolvimento do sistema no tempo. Por esse
motivo, ele também é conhecido como o propagador [9].

Por exemplo, no sistema de um ponto de massa livre em uma dimensao cuja a

hamiltoniana é H = p?/2m, a amplitude de transicio desse sistema pode ser escrita como

K(va b3 Qas ta) = <Qb|6_%ﬁ(tb_ta) |qa> . (223)
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Usando a completeza dos autoestados |p) em (2.23)

K (g, th; Gas ta) = / dp (gs| e~ #7=1) |p) (plqq)

- (2.24)
- / dp e~ zm 1) (g1 p) (plqq) -

Podemos usar a funcao transformacao da representacao ¢ para p ja normalizada na ultima

linha
7P e 7 Pda

<Qb|p> = \/ﬁ e <p|qa> = ﬁ

Assim, substituindo a relagao anterior (2.25) em (2.24), temos a seguinte amplitude de

(2.25)

transicao

. 2 .
K(Qb,tb§Qa,ta) — /dp e—ggfm(tb—ta)—&-z%(%—%) (2.26)

Note que (2.26) tem a forma de uma integral gaussiana e, ao completar o quadrado do

expoente, sua solugao é trivial

2 2
dp _ i (tp—ta) (p* (Qb—Qa)m> 44 (2p—gqa)"m
. _ R 2m (tp—ta) 720t —ta)
K(Qbatba(Jaata) — ok b b

1 2mhr  i(—ga)?m m i (ap—aa)%m
= - el 2t = [——— ek 2E—ta) |
2mh Z(tb — ta) QWZh(tb — ta)

Portanto, (2.27) é o propagador do sistema de uma particula livre. Se temos a informacao da

(2.27)

funcao de onda inicial, a fun¢ao de onda do sistema em um tempo posterior é completamente
determinada.

Na proxima se¢do, veremos como o propagador pode ser expresso com formulacao
de integral de caminho de Feynman, usando as propriedades do operador de evolucao

temporal.

2.1.2 Integrais de trajetoria

O conceito de integral de trajetéria foi introduzido por Richard Feynman, em que ele
obteve uma nova formulacdo da mecanica quantica, equivalente a de Schrodinger e de
Heisenberg [10]. Para a construgao desse formalismo, os seguintes passos tém que ser
seguidos. Primeiro, uma hamiltoniana que seja independente do tempo H = H (piq;) €
selecionada, por exemplo, uma hamiltoniana do tipo H = P%/2m + V(Q). O segundo

passo ¢é considerar o intervalo de tempo t — ¢y, que serd dividido em N segmentos com
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igual duracao de comprimento € = % Ou seja, o intervalo de tempo é discretizado,
t, = to+ne, no qual o limite € tende a zero e N ao infinito. Assim, aplicando N — 1 passos
na amplitude de transi¢ao (2.18) de um estado inicialmente em ¢, no instante ¢, para o

estado ¢, no instante posterior ¢,

(@b tb]qa; ta) = lim /dQ1 coodgn1 (g, tlan -1, tn—1) (av-1, tn—a] - - g, t) (@t gos to) -
N—o00
(2.28)
Dessa forma, (2.28) se transforma em N elementos de transi¢oes. Podemos analisar cada

uma dessas transi¢oes separadamente, sendo € a diferenca temporal entre os dois estados

(@js1, i1l ) = (1] e 5 |g;) . (2.29)

Para que essa evolucao seja feita, é necessario escolher a ordem dos operadores, uma vez
que, quando os observaveis sao promovidos para operadores na Mecanica Quantica, eles
podem ou nao comutar. Assim, é necessario escolher a ordem do produto entre operadores.
Existem dois tipos de ordem que sao, frequentemente, usados: a normal ordering e a Weyl
ordering. Na normal ordering, dado um produto de operadores posicao e momento, o
operador momento sempre vem a esquerda do operador posicao. Ja na Weyl ordering,
uma simetrizacao é feita entre os operadores, de forma que os operadores possuem igual
valor. Porém, independente da ordem, o formalismo da integral de caminho é derivado.
No nosso caso, vamos utilizar a normal ordering.

Ao evoluir a exponencial (2.29), dependendo da forma da hamiltoniana, o teorema de
Baker-Campbell-Hausdorff ¢ utilizado, sendo que ordens superiores O(€?) do limite ¢ — 0
sao irrelevantes. Essas condi¢oes podem ser resumidas utilizando a formula do produto de

Trotter, sendo A e B dois operadores
tA+B) — iy [e(%A)e(%B)}n. (2.30)
Para e préximo de zero e uma determinada hamiltoniana, temos
(gj] e M |g5) = /dpj (g11p;) (3] €7 |gs)
= /dpje_%EH(pj’q” (gj+11ps) (pila;) (2:31)

- /dpje_%EH(p‘“q” (gj+1lps) (Pslas)
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em que podemos identificar o termo

|
(@j+1lp5) (pslas) = zﬂﬁeﬁp”(q”l %), (2.32)

Assim, colocando € em evidéncia em (2.31) e substituindo a relagdo anterior da fungao

transformacao representacao q e p

d _; S (qy+l 4;)

lg;) = el

Como g¢; é a coordenada associada ao tempo t;, ao realizar o limite do € tendendo a

zero no expoente de (2.33), identificamos que essa expressdo como a derivada de ¢;

. (Qj+1 —Qj) _ dg; .

Dessa forma,

i dp; . d
(il 77 gy} = [ So MO i) — [ B ehettera, (2.35)

onde L(p;, q;) = p;d; — H(pj,q;) é a densidade de lagrangiana na formulagao classica.
Substituindo esse resultado em (2.35) e considerando ¢y = ¢q, € ¢, = qn, a amplitude é

escrita como

d, dpn_ _iyN-t Vs
(b, t]qas ta) = lim B0 LEPNL gy dgyye R 2imo ST 0) i)
e—0 27h 27h
N b dp (2.36)
— |i SR EENAL e d 2, eLpias)
1\7%%00 27h 2mh e 0qN—1etem

Note que o argumento da exponencial tem a forma de uma soma de Rienman. Isto é,

N-1

lim " eL(p;,q;) / dtL(p(t), q(t)) = S(p, q). (2.37)

e—0
N—oo =0

Na expressao acima, S(p,q) é a acdo classica. Podemos escrever as medidas de

integracao como sendo

lim @ ) de‘l
N=>oo 2h 2mh

dqy -+ -dgn-1 = DqDp. (2.38)
Por fim, a amplitude de transicdo pode ser expressa como uma integral de caminho

@ i
<Qb7 tb’Qaa ta> = Dqu en (p,q)’ (239)
qa
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em que os limites de integracao estao presentes para lembrar das condigoes de contorno
adotadas onde gy = ¢, e ¢, = qn. A amplitude de transicdo expressa pela equacao acima
(2.39) pode ser interpretada como uma superposi¢do de amplitudes de probabilidade
correspondentes a todas as trajetorias possiveis de ir de g, até q,. A fase associada a cada
trajetéria, que determina os efeitos de interferéncia, ¢ dada pela integral da agdo calculada
ao longo da trajetoria [10].

Em algumas aplicagoes, a medida de integracao Dp nao aparece, pois, em uma grande
classe de lagrangiana, a integracdo em relagao ao momento p é facilmente obtida. Por
exemplo, vamos calcular a integral de caminho usando (2.36) de uma particula livre cuja a

hamiltoniana é H = P%/2m

d dpn— CiNNL s 0 ) —pd
(Gb, to|qas ta) = lim o by “dqy ... dgn_ye w20 <(H (Pi:05)=p;d))

0 J 27rh" " 27h
. _ .2 .
1‘ dpo de—l d d _}Ziz;‘v—olf(gin_quj)
1m — ... S _1€ .
]\;:go 2rh orh q1 gN-1

Ao completar o quadrado do expoente, é possivel realizar as integrais em relacao ao

momento primeiro. Assim, temos N integrais gaussianas

dpj _ e ( 2 \2 e, 52 m V2 5 o
[ h2m pj mqj) +2ﬁmq' e ( ) Qﬁmq. 241
/27rﬁ6 ’ 2mhie ° ’ ( )

Substituindo na amplitude de transicao e usando os mesmos argumentos para encontrar a

expressao da integral de trajetéria (2.39), temos

N/2 N-1 je .o
m > ezjzo %mqj

ety = lim [ day .. dgx_ < |
<Qb blq ) 61_13% a1 qN-1 o Tic

N—oo

) / (dg) ex J 4 54 (2.42)

= A/ [dq] erSlal,

Sendo a medida de integracao, pode ser denotada e identificada como

dg] = lim ( m )m 10 da. (2.43)

20 2mhie il
e a agao classica de uma particula livre S[g]. O propagador escrito como integral de

trajetéria é uma ferramenta muito importante do ponto de vista matematico, pois vem

a ser um funcional. Visto que a agao S[g| do caminho ¢(t) é a integral no tempo da
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lagrangiana L[q, ¢] . Assim, ela é uma fungao do caminho ¢(t), que por si s6 é uma funcao.
Ou seja, revela-se um funcional. Por isso, a integral do caminho é, muitas vezes, chamada
de integral funcional [11].

A interpretacao da integral de trajetoria é vista como sendo a soma de todos os pedagos
continuos de caminhos de ¢, até ¢, no intervalo de tempo t, — t,, com cada caminho
recebendo um fator de ponderacao dado pela exponencial da acao classica ao longo desse
caminho [9].

A proxima se¢ao vai mostrar a conexao entre a integral de caminho e a teoria quantica
de campos. Essa conexao é feita ao adicionar uma fonte ficticia ao propagador, tornado-o
em um gerador funcional e, ao realizar derivadas funcionais nesse novo objeto, é possivel

obter o produto ordenado dos operadores posicao.

2.2 Propagadores na teoria quantica de campos

Uma importante estrutura na teoria quantica de campos é o valor esperado no vacuo
dos produtos operadores ordenados temporalmente. O estado de vacuo é o estado de menor
energia do sistema, também é comum ser chamado de estado fundamental, no qual admite
que seja nao degenerado e pode ser denotado como |0) [12]. Para encontramos tal relacao,
suponha que o sistema até entdo apresentado seja perturbado por uma forga externa
ou uma fonte externa dependente do tempo, o qual existe somente em um determinado
intervalo de tempo. Dessa forma, o termo J(t)q é adicionado na hamiltoniana e a amplitude

de transicao se torna

q it i
(@b, toldar ta)” = / " DgDpeH ha WP HEAHD) (2.44)

qa

Note que H(p,q) é a hamiltoniana para a fonte J = 0. A amplitude de transi¢ao na
presenca de uma fonte no estado fundamental tem uma fun¢ao central na teoria quantica
de campos. Para demonstrar isso, vamos comegar fazendo J(t) igual a zero para os tempos
menor que t_ e maior que t,. Usando a relagdo da completeza para os autovetores desses

tempos correspondentes, em que t, > t, >1_ > t,, temos

<Qb7tb|Qaata>J = /dQ+ /dQ— <qbatb|Q+7t+> <q+7t+|q—7t—>J <q—7t—|qa7ta> . (245)
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Considerando que |¢,,) seja os autoestados de energia, como em (2.11). Podemos construir

as fungoes de onda ao combinar esses autoestados de energia com (g, tp|q., 1) desta forma

(@ tolqes t) =D (@ tolton) (Wnlas te) =D Un (o to)thn" (g4, 1) (2.46)

<Q—7 t_ |QCL7 ta> = Z <Q—u i |¢n> <¢H|Qa7 ta) = Z I/JH(Q—a t—)¢n* (Qa7 ta)' (247)

n

A conexao com a amplitude de transicao no estado fundamental é obtida fazendo o limite
dos tempos t, e t, no eixo imaginario, ou seja, t, — 100 e t, — +i00. Esses limites
selecionam o estado fundamental, desde que a condi¢cdo imposta seja que as trajetorias
Ja € Q» Nao vao para o infinito. Assim, pode-se impor que as trajetorias tentem a uma
constante nesse limite, o que garante que a funcao de onda tende a limites finitos. Com

essas consideragoes, temos

S (o tolar, th) = lm dolgn, to)vo" (a4, t) (2.48)
(§]
i (g t_|qa,ta) = Jm Yo(q—,t-)¥0" (qa, ta), (2.49)

onde as expressoes, como essa ¥g(q_,t_) = (q_,t_|0), sdo as fungdes de onda no estado

fundamental. Substituindo essas consideragoes acima em (2.45), o gerador funcional W (.J)

¢é definido
W)= [day [davilarto) g tila st ) volat)

= lim <qb>tb|q(l7 a>J
tb—ﬂoo ¢O(Qb,tb)¢o(Qaa a)

ta——

(2.50)

Podemos interpretar o gerador funcional como a amplitude de probabilidade de encon-
trar o sistema no estado fundamental em ¢, dado que ele estava no estado fundamental
no tempo t_. Ou seja, o gerador funcional é uma amplitude de transicao vacuo-vacuo.

Nosso objeto de interesse é o valor esperado do produto dos operadores posicao
ordenados temporalmente. Podemos ver que agora podem ser obtidos através de derivadas
funcionais em relagao a fonte J. Para visualizar isso, vamos considerar o caso em que 0s

produtos s6 envolvem dois operadores. Isto é, vamos analisar o seguinte elemento

(@b, 1| Q(t2) Q(t1) |as o) (2.51)



Capitulo 2. Métodos funcionais e integrais de trajetoria 16

com t, > t1. Podemos dividir o tempo entre t, e t;, em pequenos passos comecando em
ta,t1,...,tn, como foi discutido na se¢ao anterior com o propagador. Usando a completeza

dos estados em (2.51), obtém-se

N
(@, 1| Q(t2)Q(t1)|qas ta) = H /d%’ (@, tolan . tn) (ans tnlgv—1,tn—1) - ..
i=1

... {gs, t3|©(t2)|Q2, ta) <€I2,t2\@(t1)|Q1, t1) {q1,t1]qa, ta)

N
= H /dCJjQQ(h (@v, tolan . tn) (an,tnlan—1) - - (@1, t1]qa, ta) -
j=1
(2.52)

Usando os mesmos argumentos para o desenvolvimento da integral de trajetoria, obtemos

(a0 11Q12)Q(11) a0, ta) = [ Da [ Dpalta)a(ts) et o=, (2.53)

para ty > t;. Entretanto, se tivéssemos assumido que t; > t5, obteriamos o mesmo
resultado (2.53), uma vez que os operadores posi¢ao comutam. Dessa forma, para que essa
informacao da cronologia dos operadores posi¢ao esteja sempre a disposicao, utiliza-se o

produto de ordenamento temporal T', que é definido por

Q(Q)Q(tl), lo >t

A A

Q(t1)Q(t2), t1 >ty '

Note que T' coloca os operadores em ordem cronoldgica, de forma que os operadores

T{Q(t2)Q(t)} = { (2.54)

com tempo maior sempre estao a esquerda dos operadores com menor tempo. Pode-se

generalizar para o produto de n operadores utilizando o produto do ordenamento temporal

(a0t T{Q(t) .- Q(t2)Q(t)Hawsta) = [ Da [ Dpalta) .. alt)a(ty) ef J #i-t1ra),
(2.55)
Para fazer a conexao com os valores esperados do vacuo, aplica-se os limites e obtemos
os valores esperados. Os valores esperados do vacuo do produto dos operadores sao

identificados com a derivada funcional com respeito a fonte .J

(=9)"  0"W(J)

(OIT{Q(t) ... Q(t2)Q(t1)} 0) = W(0) 8. (t) ... 0J(t1)| .

(2.56)

Note que, uma vez que a amplitude do vacuo-vacuo é conhecida, todos os valores esperados

do produto ordenado dos operadores posi¢ao podem ser gerados. Por essa razao, W(J) é
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conhecido como gerador funcional. Essa amplitude, na teoria quantica de campos, é usada
para gerar as fungoes de Green da teoria. Além disso, esse mesmo formalismo na mecénica

estatistica estd relacionado as funcoes de correlacio, que serd visto no proximo capitulo.
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3 Sistemas oscilantes a temperatura finita

Neste capitulo, vamos calcular a fungao de particao do oscilador harmonico puro e do
oscilador anarmonico na presenca de desordem, utilizando os métodos funcionais, que foi
discutido no capitulo anterior. O oscilador harmdnico é um sistema cléssico da fisica que
possui inimeras aplicacoes, por exemplo, ele é um caso natural de uma teoria quantica de
campos em zero dimensoes espaciais. Como estamos interessados em estudar esse sistema
em temperatura finita, uma extensao analitica do tempo real para o imaginario tem que
ser feita, isto é, t — i¢7 onde 7 € R . Para uma teoria de campos, esse procedimento

significa passar do espaco-tempo de Minkowski para o espaco Euclidiano, ou seja,
-2 —(r2+ 7). (3.1)

Ao trabalhar no espaco Euclidiano, o formalismo das integrais de trajetoria enfatiza
a conexao entre a teoria quantica de campos e a fisica estatistica de sistemas criticos e
transicoes de fase. Por isso, vamos recordar algumas propriedades da mecanica estatistica

e explicitar essas conexoes.

3.1 Mecanica estatistica e integrais de trajetoria

Existe uma relagao entre a amplitude de probabilidade, escrita como integral de
caminho, e a fun¢do de particdo da mecanica estatistica. Desta forma, o comportamento
térmico de um sistema pode ser derivado da amplitude de transigao [9]. Lembrando que a
funcao de particao de um sistema em equilibrio térmico e considerando que a hamiltoniana

nao depende do tempo, é definida por
Zg = Tr{e "}, (3.2)

sendo 8 = (Tkg)™!, em que kp ¢é a constante de Boltzmann e T' a temperatura. Daqui em
diante, o sistema de unidades naturais, em que a constante de Boltzmann e a constante

de Planck sao kg = A = 1, sera utilizado. Dessa forma, a temperatura é equivalente a
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T = 7!, Uma vez que a hamiltoniana é independente do tempo, pode-se escrever ela com
autoestados completos

Zs =3 (ale M i,y = 3 e PEn, (3.3)

n
A funcao de particao pode ser usada para definir os valores esperados de variaveis termo-

dindmicas, como a energia do sistema

0 =-252. (3.4
A energia livre de Helmholtz é definida
Fe—-lmz, (3.5)
B
A partir da energia livre e considerando V' o volume do sistema, podemos definir a entropia
€ a pressao
S = 52(3; e P= —gi (3.6)

Portanto, a partir da energia livre do sistema, as quantidades termodinamicas, como a
entropia e pressao, podem ser derivadas. Visto que a energia livre depende do logaritmo da
funcao de partigao (3.5), ao conhecer a funcao de partigao, é possivel ter um entendimento
amplo do comportamento térmico do sistema. Por vantagem matematica, é possivel
escrever a funcao de particao utilizando o formalismo das integrais de trajetéria. Sendo
a defini¢do do propagador dada por (2.23), no entanto em unidades naturais, possui a

seguinte expressao

Ky, 53 Gar ta) = (gole ™71 |q,) (3.7)
A relagdo entre a integral de trajetoria e a mecanica estatistica é feita através da extensao
analitica do tempo real para o tempo imaginario t, —t, = —iff. Em outras palavras,

efetua-se uma rotacdo de Wick. Além disso, aplica-se g, = ¢, na amplitude de transicao

em unidades naturais (3.7)
K (¢a) = {dale™™"|qa) - (3.8)

Assumindo que |g,) é autoestado completo, ao integrar (3.8), obtemos a (3.2)

[ K(a)da, = [ dau (aule™|q.) = Te{e 7} = 2, (39)



Capitulo 3. Sistemas oscilantes a temperatura finita 20

Assim, e pode ser interpretado como um operador evolucdo com o tempo imaginario.
Desse modo, a funcao de particao pode ser expressa como a integral de trajetéria com o

tempo Euclidiano. Isto é, 7 = it, = [ é posto e o tempo é escolhido de forma t, =0
8 o
Zg = /dqa/Dqu e~ Jo drlH (pa)=ipd] (3.10)

Sendo ¢ a derivada de ¢ em respeito ao tempo euclidiano 7. A energia livre também pode

ser expressa como uma integral funcional devido a sua definigao (3.5)
1 a(B) 8 .
Fs = _B ln/dqa DqDpe~ Jo drlH (a.p)~ipd], (3.11)
q(0)

No caso da particula livre com um potencial qualquer, a fun¢ao de particao pode ser

escrita como

Zg = /dqa/Dq e_foﬁ dr(im@®+Vv(e) _ /dqa/Dq e F = /[dq] e 8, (3.12)

Podemos identificar o termo Sg como a agao euclidiana, a qual é equivalente a hamiltoniana
do sistema. A medida de integracao esta escrita de forma mais compacta e os limites
de integracao obedecem as condigoes de contorno ¢(/5) = ¢(0). A funcdo de partigao
escrita dessa forma indica que somente as trajetorias periddicas aparecem, pois ela comeca
e termina em ¢, e o periodo dessas trajetérias é . Isso leva a condicao Kubo-Martin-
Schwinger (KMS), no qual diz que todos os valores esperados de observaveis da rotagao de
Wick sdo periédicos com periodo 5 [9]. A definicao da média térmica de um operador de

Heisenberg corrobora com esta condigao
(O =3 (WalO)e ™ [450) (3.13)

n

onde podemos usar (2.13)
Ot — i) = e "PH) O (t) €0, (3.14)
Dessa forma, a média térmica

O)) 5 =" (Wale PO B e PH |y =3 (4, | Ot — iB)e  |gh) = (O(t — if)) .
(3.15)
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Sobre uma rotacao de Wick puramente imaginaria essa periodicidade também ocorre

(O(7)) = (O(7 + ). (3.16)
Lembrando que a média térmica do operador A no tempo euclidiano 7 é dado por
~ 1 N ;
- —BH
(A)g = 7 Tr{Ae } (3.17)

Assim, a média térmica dos produtos ordenados dos operadores posi¢ao, também conhecida

como funcao de correlagao de dois pontos, ¢ definida por

A

(T[Q(1)Q(m)]) = Zlﬁ Tr{T[Q(Tl)Q(TQ)]e—ﬂﬁ}

= - Jdaatmyatr)e"

Esses produtos obedecem a condic¢ao de periodicidade (3.16). A média térmica também

(3.18)

pode ser expressa pela derivada funcional da funcao de particao na presenca de uma fonte
Z(B,J). Para definir o funcional gerador para os valores esperados do vacuo do produto
ordenado, é preciso fazer a projegao sobre o estado fundamental. Os limites 7, — o0 e

T, — 00 sao tomados na fungao de partigao de (3.11)
Z(3) = N [ldg) e GriteVioitono)ie (3.19)

Com as condigoes de contorno em que ¢(7,) e ¢(7) sdo constantes nesses limites. Para
projetar no estado fundamental do sistema, é preciso respeitar o limite em baixas tempera-
turas, ou seja,  — 0o. Fazendo uma derivada funcional com respeito a fonte 7, obtém-se

a extensao analitica do valor esperado do vacuo do produto ordenado (2.56)

()" W(J) _ 1 0" Z())
W(0)6J(tn) - 0J(t) |,y Zs 04(tn).--05(t1) |,y

(3.20)

Portanto, a equagao (3.20) nos diz que as fungdes de correlacdo da mecénica estatistica
podem ser extraidas diferenciando a funcéo de partigdo Zg(j) em relagio a fonte j. Além
disso, ela é equivalente as fun¢oes de Green da teoria quantica de campo, que podem ser
extraidas do gerador funcional W (.J).

Na proximas segoes, o comportamento térmico do oscilador harmonico e do oscilador
anarmonico com desordem sera analisado, utilizando os métodos funcionais apresentados
até agora. E serd mostrado que para entender o oscilador anarmoénico com desordem,

outros métodos tém que ser aplicados para entender seu comportamento.
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3.2 Funcao de particao do oscilador harmonico simples

O sistema escolhido para ser analisado, utilizando métodos funcionais, é o oscilador
harménico simples em contato com reservatério térmico. Seja (3.12) a fungao de partigdo

em unidades naturais com o tempo euclidiano, 7 = it = (3, temos
B mi2(r)
— dr | ——=+V (x(7
25 = [lx(r)] e (5 vem) (3.21)

Substituindo o potencial V' (z(7)) da equagao anterior pelo potencial do oscilador harménico

V(x(7)) = wix?(7)/2, considerando m = 1, temos
2y = / (da(7) e_%foﬁ dr (42 (r)+wia?(r))) (3.22)

Analisando o expoente, note que pode-se fazer uma integracao por partes no primeiro termo
e utilizando condig¢oes de contorno em que x(0) = x(f3), que pode ser igual a qualquer

numero arbitrario, obtemos a seguinte expressao

/OﬁdT(jf( ) + wia?(r / dr x(T <—d+w> z(T). (3.23)

. . . 2 , o
Vamos discutir, rapidamente, o operador 2 = (—% + wz). Ele é um operador eliptico e
possui um conjunto ortonormal de autofungoes z,(7) associado a autovalores A, de forma
que

(=i %) 1) = M), (3.24)

com as condi¢oes de contorno e

B
| dr on(r) 2a(r) = S (3.25)
0
as solugoes possiveis das fungoes de x,(7) sdo do tipo

Asin (a1
2a(7) = or) (3.26)

Acos (ar)

Ao impor as condiges de contorno x(0) = z(f) em (3.26), a é obtido igual
Asin (0) = Asin (af) =0

Acos(0) = Acos (aff) =1
(3.27)
aff =2nw

2nm
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Para determinar a constante A, usa-se a condi¢cao de ortogonalidade das autofuncgoes

(3.25), onde m = n, e propriedades das fungoes trigonométricas

B
A2/ sin? (ar)dr =1
0

Ag/ﬂl—cos@oﬁ)dT_ A%t 6_ sin (2aer) 6_1
0 2 -2 0 4 0 -
A" [sin(4 i
TT — (sm (4n7r) - sm4(0)> = 1, onde sin(0) = sin(4nm) =0 (3.28)
0
AZ
A6
2
2
A=,/|-.
B

i) o

Substituindo (3.29) em (3.24), temos

2mn\’ 9
M= tw (3.30)
B
Neste instante, aproximando z(7) em um numero finito de fungoes de base
N G
= a,x,(T) e an :/ AT, (T)T,(T). (3.31)
n=1 0

Ao fazer uma substitui¢do x(7) — Z(7) no expoente de (3.22) e utilizar as relagoes (3.31),

juntamente, com a equagao de autovalor Qx,(7) = A\,z,(7) dada por (3.24), temos que a

/deL‘ )Qz(T

Sla(r)) = 5 / deanamxm< ) Qa(7)

acao resulta em

& |

(3.32)
Z A Gy, / AT T (T) Ay T (T)

& |

Slz(7)] Z)\ pCyp, Oy, = = Z/\ an?,

onde

/dal . ../daN S = /dal ) ../daN e—%zle,\nan{ (3.33)
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Observa-se que temos o produto N integrais gaussianas, cuja solucao de cada uma dessas
integrais é

1 >
/ dagede* = [5T. (3.34)

Portanto,

N o1\ ?
[dar... | daNeS[x(T)]:(%r)Nﬂ(H A) | (3.35)
n=1 """

1/2

Ao fazer uma mudanca de variavel da,, — da,(27)'/* e o limite de N tendendo ao

infinito, obtemos a funcao de particao

1
Jdet{Q}

Note que a propriedade det{Q2} = IT,, A\, foi usada devido a analogia entre matrizes e

7 / [dz(7)] e~ SED = (3.36)

fungoes. Existem diversas maneiras de calcular esse determinante, por exemplo, usando o
método da transformada Fourier que pode ser encontrado em [8]. Contudo, para calcular
esse determinante, usaremos o método da fungao zeta espectral como na referéncia [13].
Seja A um operador positivo real com autovalores \, e autofuncoes f, que satisfazem
A fo(z) = A fn(z). Vamos definir a fungao zeta espectral do operador A para real de

s>0

¢(s) = L (3.37)

A
Essa soma deve ser feita sobre todos os autovalores e s € C.

Manipulando as expressoes, podemos escrever
Ay 0=t = eIt (3.38)
Assim, a funcao zeta (3.37) é equivalente a
oo
((s) =D et (3.39)
n=0
Ao derivar a equagao anterior(3.39) em relagdo a s no ponto em que s = 0, temos

U)o = 3 e (“In A,)
n=0 s=0 (3.40)

¢'(0) = — i In \,.
n=0
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Visto que

(3.41)

~ !
det{A} =90,
Com essas manipulacoes, podemos escrever o determinante de um operador como sendo a

exponencial da derivada da fungao zeta de Riemann em relagdo s no ponto s = 0 ou
mdet{A} = —¢'(0). (3.42)

Conforme (3.36), temos a funcdo de particio Z = (det{Q2})~/? e, ao aplicar o logaritmo
em ambos os lados e identificando A = Q, podemos escrever

nZ— —; In(det{Q})

InZ = —; In H An
(3.43)

InZ = —;Zln)\n

1
In Z = 5¢h(0).

onde (o(s) = X,ez A,° é a fungdo zeta associada ao operador €2 que obedece a equagao

de autovalor (3.24), cujos autovalores associados sdo A, = [(2’/;")2 + wQ} Dessa maneira,
podemos escrever (o(s) da seguinte forma
2 -s 2s 27 —S 2s
_ o\ |[2mm of _ (P o~ |2, (WO (B
wo= 3 |(5) | = () Z ()] - ()
(3.44)
wp . - :
onde v = <2> e ((s,v) é a generalizagao da zeta de Riemann
T
((s,v)= > [n2 + Vﬂ - (3.45)

Para real de s suficientemente grande, essa série é convergente. Usando o principio da
extensao analitica podemos estendé-la em todo plano complexo. Dessa forma, a zeta

define-se em uma funcdo meromoérfica, bem definida em s = 0, onde

¢(0,v) =0, (3.46)
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o que resulta em (o(0) = 0. Para determinar (3.43), vamos usar a seguinte propriedade da

zeta generalizada

Gols) = T(uh) ™ = 1 0 M = u5C(s) = e~ (). (3.47)
Assim, a derivada em relacdo a s
d
Cuals) = 2 (e""ln“g(s)) = —Inpe sHC(s) + e s (s). (3.48)

Ao fazer s = 0, temos que ambas derivadas das zetas possuem o mesmo valor

Cua(0) = ¢'(0). (3.49)

Usando essas propriedades citadas acima, temos que (3.44)

o) =4 ((fw) c<s,v>)

s=0

d ((B\" B\* d

= ((%) ) SOC(O, v) + (27r> %C(s, V) B (3.50)
d

- % <S7 V) 5=0

= {'(0,v).

Desta forma, basta encontrarmos a derivada de ((s, ) no ponto s = 0 para determinar
a funcao de particao. Usando as propriedades da zeta de Hurwitz [13], sua derivada é

equivalente a
d

I (s,v)] = —2In2sinh7v. (3.51)
o 5=0

Portanto, usando as propriedades (3.51) e (3.49) em (3.43), temos
1
InZ = 5{5(0) = —In2sinh v = In (2sinh 7o) 7" (3.52)

Ao exponenciar a equagao (3.52) e lembrando que v = %, a funcao de particdo do oscilador

harmonico é

LwB)
7 = <2 sinh 2) : (3.53)

Como vimos na secao anterior, dada a fungao de particdo, é possivel calcular as variaveis
termodinamicas, como a energia livre, e ter compreensao do comportamento térmico do

sistema.
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3.3 Funcao de particao do oscilador anarmonico com desordem

Nesta sec¢ao, vamos fazer um tratamento estatistico do sistema oscilante com desordem.

A fungao de particao do nosso sistema possui a seguinte forma

Zg = / [da(7)] =5, (3.54)

onde a agdo euclidiana é igual a S(z) = Sp(x) + S;(z). Ela possui um parte referente
ao sistema puro Sy e a outra parte com uma autointeracdo do tipo A\z* 4+ pz%, similar
ao modelo na teoria de campos da lagrangiana de Landau-Ginzburg. Os termos com
anarmonicidade aparecem para manter a estabilidade do sistema, que mais a frente serd

visto. A parte Sy, como vimos em (3.23), corresponde ao oscilador harmonico sem fonte

2/ dr (#2(7) + w?a?( /dm (—d+w> (7). (3.55)

Ja a parte interagente Sy, é representada por

Sy = / dTix‘*(T) + ng(T). (3.56)

Para evitar divergéncias e garantir que teremos um estado limitado por baixo, os termos
de autointeragao foram introduzidos.

Ao adicionar uma fonte ficticia, (3.54) se torna o seguinte gerador funcional

Z3(j) = [ [da(r)] &S] arat=o, (3.57)

Podemos escrever a fungao de correlagao de n-pontos como derivadas funcionais desse

gerador funcional (3.57) em relagdo a fonte j(7)

1 6Z5(4)

<I(Tl) (Tk)> Zﬁ (5](7’1)5‘](’7]{)

(3.58)

=0
onde Zz representa a fungao de particdo sem a fonte Zz = Zg(j = 0). Essa expressao

também é equivalente a

(w(r) .. a(m)) = zlﬁ Jldato) T a(r) e, (3.59)

Na teoria de campos, as funcoes de correlagdes correspondem a soma de todos os diagramas

k-linhas externas, incluindo os pontos desconexos, com exce¢ao dos diagramas de vacuo.
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O gerador funcional de n-pontos também pode ser obtido, definindo W (j) = In Z3(j).

A ordem de pardmetro do modelo sem desordem é

_5(1HZ,6(J'))’ _
7o e Al e

Considerando o seguinte modelo de desordem do tipo w? = wy?+dw?, também conhecido

1 8Zs(5)

(z(1)) = 7:0) 35 |, (3.60)

como ruido multiplicativo. A funcao de particdo na presenca dessa desordem, escreve-se

Z(602,§) = / [da(7)] e S@de?) (3.61)

onde S(z,0w?) é a acdo, no qual w? = wy? + dw? é adicionada em (3.55), possui a seguinte

expressao
S(z,dw?) / dr x(T <—+wo +(5w>x(7)+5‘1

— d2 2 2,2
= 5/0 dr x(T) <_d7-2 + wo )13(7)+5w z° (1) + S;

_ L P 2,2
—50—1-51—1-5/0 dr dw* z(T)

1 r8
x—l—f/ dr dw? 2% (1
2 Jo

A fim de gerar as fungoes de correla¢ao desse modelo, uma fonte em (3.61) é adicionada,

(3.62)

tornando-a um gerador funcional na presenca da desordem
Z(60?, ) = / [da(7)] e S+ driya(r) (3.63)

Dessa forma, as fungoes de correlacdo desse sistema sao obtidas através das derivadas

funcionais em relacao a fonte

1 n
(@(7) . 2(70)) g2 = Z(607) /[dl’(T)] i:Hlx(Ti) e S, (3.64)
Assim como na presenca de uma fonte, podemos escrever um outro gerador funcional com

termo de desordem
Wi (6w?, §) = In Z(6w?, j). (3.65)
A média da funcao de correlacao de n-pontos do modelo desordenado pode ser expresso

por

El(x(r;) ... 2(Th))s,2) = /[d5w2]P(5w2) (@(1;) ... 2(Tn)) 50,2 (3.66)
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onde [E é a medida sobre os ensembles de todas as realizagoes da desordem, também
conhecida como momentos de uma distribuicao segundo a teoria da probabilidade, que
pode ser revisto no anexo (A); [déw?] é a medida de integracio e a distribuicao de
probabilidade ¢ escrito como [ddw?|P(dw?). A probabilidade é, geralmente, escrita como

uma funcao gaussiana em relagao a desordem

P(5w?) = po eXp{;; / dT(5w2(7))2}, (3.67)

onde py é uma constante de normalizacao e ¢ é um parametro positivo associado com a
desordem.

H& duas formas diferentes de realizar médias desordenadas. A primeira é a média
annealed, em que definimos a média da funcao de particao primeiro e, em seguida, aplica-se

o logaritmo. Assim, a energia livre média annealed é definida como sendo

Fo— —; InE[Z(52, §)]. (3.68)

A segunda maneira de realizar médias de desordem sao as médias quenched, em que se
define para uma realizacdo de desordem W;(dw?,j) = In Z(dw?, j) e, depois disso, calcula-
se a média de todas as realizacdes de desordem. Dessa forma, a energia livre média é
descrita por

Fi— —; Efln Z(542, j)]. (3.69)

Como estamos interessados em calcular a média quenched da energia livre, vamos definir
um gerador funcional das médias das fungdes de correlaciao conexas Wy(j) = E[W;(dw?, 7)].

Assim, ele pode ser escrito como
Wa(j) = Elln Z(0w?, j)] = /[déwQ]P(5w2) In Z(6w?, ). (3.70)

Para solucionar a equagao (3.70), o método das réplicas poderia ser usado. O método
das réplicas é uma técnica matematica na qual consiste em construir a k-ésima poténcia
da fungdo de particio Z*(dw?). Isso pode ser interpretado como a funcio de particao de
um novo sistema formado por k copias estatisticamente independentes do sistema original.

Em seguida, a média sobre a desordem desse novo objeto é calculada E[Z*(§w?)]. Dessa
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forma, a média da energia livre é obtida através da seguinte férmula

E {ln Zk(éwQ)} = ]lgim e [Zk(&uz)} - 1. (3.71)

—0 k

Em que Z*(dw?) para 0 < k < 1 ¢ a derivada de seus valores para k inteiros. Observe que,
em ZF(dw?), a integracio sobre a desordem produz um sistema definido por k réplicas que
nao sao mais estatisticamente independentes. O valor médio da energia livre, na presenca
da desordem quenched, é entao obtido no limite de uma teoria de campo de componente
zero, tomando o limite k& — 0.

Esse método é bem 1til, pois é mais facil evoluir E {Z’“(&ﬁ)} do que E [ln Zk(éwQ)}.
Porém ha um problema nos cdlculos das réplicas, porque ao evoluir Z*(dw?) com k positivo
em mente extrapola o resultado para o limite £ — 0. Portanto, devemos ter o cuidado de
discutir a importancia dos resultados dos célculos gerados pelo método das réplicas [14].

Contudo, outra forma de calcular essa média (3.70) é através do método da funcao

zeta distribucional que serd apresentado no proximo capitulo.
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4 Método da funcao zeta distribucional

Nesta se¢ao, apresentaremos o método da funcao zeta distribucional para a solucao
do sistema apresentado na se¢ao anterior, que foi desenvolvido por Svaiter e Svaiter [6] e,
posteriormente, utilizado em [15, 16, 17, 18, 19]. Como no truque da réplica, o objetivo
do método é obter a média da energia quenched. O método consiste no uso de uma
generalizacao da funcao zeta de Riemann que se chama func¢ao zeta distribucional, que serd
definida a seguir. Primeiro, utilizaremos uma generalizacao da funcao zeta de Riemann,

chamada funcao zeta generalizada, [20] a partir de uma integral de Lebesgue como

Gt (8) / f(@) " dp(x (4.1)

considerando (X, A4, 1) um espago de medida e f :— (0, 00) uma fungao mensuravel, s € C

e f7% € L'(u), essa definigao geral incorpora a fungao zeta de Riemann se X = N e p for
uma medida de contagem [21]. Tendo em vista o interesse no calculo da média quenched
da energia livre, Svaiter e Svaiter definiram a funcao zeta distribucional como

s

B(s; j) = / (dse | P(86?) [Z(60%,5)] (4.2)

para s € C, e essa fun¢do sendo definida sobre toda regiao onde a integral converge. Para
esse caso, [ = Z[0w?] e du = [dow?|P(0w?). Note que ®(s;j) é um funcional de s e
também da fonte externa j(z), inserida por conveniéncia. Utilizaremos agora a identidade

77% = e~*198Z para provar a seguinte igualdade

iR —slogZ __ o —slogZ -
o Sli)r(r)l+ e 811%1 [—log Z]e log Z. (4.3)

Dessa forma, a média do funcional gerador das fungdes conexas W (j) pode entao ser
escrita como

W(j) = —(d/ds)®(s; j)|s=o+,  Re(s) 20, (4.4)

onde ®(s;j) é bem definido. Para prosseguir, utilizaremos a representagao integral de

Euler para a funcao gamma, dada por

= /OOO dte ' 571, (4.5)
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Ao fazer a seguinte mudanca de variavel t — Z(dw?, )t e aplicando em (4.5), temos

I(s) = /0 T 2(062, §) dt e P (2(002g)t)

x (4.6)
I(s) :/ Z<5W2,j)sdtefz(5w2,j)t =1
0
como Z(dw?,j) ndo depende de ¢
: _— T gt ple 2t R 0 e
TER Ty " T h TN Relo) >0 (w7

Apesar da integral acima convergir apenas para Re(s) > 0, pois Z(dw?, j) > 0, mostraremos
como obter uma forma para o funcional gerador para Re(s) > 0. Substituindo a equagao

(4.7) na equagdo (4.2), temos

B(s: j) = F(ls) [Py [~ dreme oo, (4.8)

Jé sabemos que a funcao zeta distribucional ®(s; ) é definida para Re(s) > 0. Utiliza-
remos a expressao acima para calcular sua derivada em s = 0" a partir de ferramentas
analiticas. Caso necessario, assumimos a comutacao dos operadores média na desordem,
derivagao e integracao.

Para prosseguir, assuma a > 0 e que a fun¢ao zeta distribucional possa ser escrita como

a seguinte soma ¢ = ¢, 4+ $y, onde

) 1 a 1 7602
®1(5:4) = 55 / [d60% P(60?) /O dt 5~ e~ 20 )t (4.9)
(&
1 0 2
®a(514) = 55 / [d60%) P(60?) / it ¢ =2 )t (4.10)

onde a ¢ um parametro adimensional e sua interpretacao sera discutida posteriormente.

Segundo a equagao (4.4), o funcional gerador médio pode ser entdo escrito como

W) = - Lo (s )

- (4.11)

d .
- £CI)2<S,'])

s=0t s=0

Analisando a equagao (4.9), perceba que o ultimo termo pode ser escrito como a série da

Maclaurin da funcao e™*

S (=) (4.12)

|
i K
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Sendo x substituido por Z(dw?, j)t. Desta forma, equagao (4.9) fica igual a

5w ) )

D(s;7) = F(ls)/déw (6w?) / dtt™ 12

1 (4.13)
:F(S)/ddw P(6? / dt t* 1+kz k‘ 5w?, j)E.

Uma vez que a série converge, pode-se trocar a ordem do somatoério pela integral. Entao,

Dy (s;7) = F(ls) /[déw i:: Z(0w?, 7)) / dt =1+, (4.14)

Resolvendo a integral em relagdo a ¢ da equagao anterior (4.14)

Lk _ s+ +k |@ s+k
5 R . 4.1
/ dtt paray Mty (4.15)
Entao,
by(s) = [l (o) 3 D 0 gy (4.16
’ ['(s) = K!(s+ k) ’ ' '
Nesse instante, abre-se o primeiro termo da soma. Assim,
() = [lanPoet) [0 LS UV e ]
N T(s)s  D(s) &= k(s +k) S '

Perceba que temos uma singularidade em s = 0, porém podemos contornar essa questao
usando a propriedade da fungao gamma: I'(s)s = I'(s + 1). Dessa forma,

aS

(5—|—1 = s—l—k)

l)k s+k

M8

O, (s ) = / [d6w?| P(60?) [r (Z(6w?, j))’“] . (4.18)

Resolvendo essa primeira integral da equagao anterior (4.18) e trocando novamente a
ordem do somatério com a integral, temos
a’s )k s+k

B(si) = T T o ey JIPEA G @)

k=1

Vamos definir o momento inteiro do funcional gerador como E [(Z (0w?, j ))k} =E [Z k],

onde
E [(Z(6w*, )] = / [d6w?| P(6w?)(Z(5w2, §))*. (4.20)

A contribuigao de ®4(s; j) resulta em
aS

00 )k; k+s .
I'(s+1) kz::l E'(k + s) E1Z7, (421)

Dy(s;5) =
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que é uma expressao valida para Re(s) > 0. A funcao I'(s) tem um polo em s = 0 com

residuo 1. Portanto, a sua derivada em relacao a s é equivalente a

L (s;7) = f: ﬂIE: [Z*] + f(a) (4.22)
ds V| LT AT ’ '
onde
d a’
flo)= 4t ()| = (losa1) (4.23
Sendo o fator v = 0,577 --- é conhecido como a constante de Euler.

A integral ®5(s, j) define uma fungao analitica definida em todo plano complexo. Logo,

a derivada de ®5 na equacao (4.10) é dada por

d .
—®y(s;7)

oo dt 2 .
_ 2 2 —Z(8w,5)t
s /[déw |P(dw )/ ;e

s=0 a

— —R(a, j). (4.24)

Consequentemente, usando ferramentas analiticas e integrando sobre a desordem,
obtemos uma nova representagao para funcional do gerador da média da desordem W (j),
dada por

( o 1)k+1 ak:

W(j) = i_oj i B 2] —loga — v+ R(a, j). (4.25)

Note que R(a,j) tende a zero a medida que a — oo. A seguir, discutiremos o
comportamento assintético de R(a), que esta relacionada com a fun¢do gamma incompleta,
[22] definida como

P(a,z) = [ T et g, (4.26)

T

A representagao assintética de |z| — oo e —37/2 < arg x < 37/2 fica

a—1

Ma,z) ~ 2 te™™ {1 + +0 ($’2) +-- } (4.27)

Por simplicidade, podemos assumir que o parametro a é grande. Portanto, essa contribuigao
pode ser absorvida na medida funcional de cada momento inteiro do funcional gerador de
todas as fungoes correlacao. A seguir, vamos utilizar esse método para calcular a média

da energia livre do nosso sistema desordenado.
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4.1 Energia média livre do oscilador anarménico com desordem

Nesta se¢ao, vamos utilizar o método da funcao zeta distribucional para calcular a
média da energia livre do nosso sistema. Como vimos, a energia livre média quenched
(3.69) é dada pela férmula

F1= —; E[ln Z(6w?, 5)], (4.28)

onde a média do logaritmo da fungao de particio Wy(j) = E[ln Z(dw?, )], dado pela
equacao (3.70), precisa ser calculada. O método da fungao zeta distribucional promove a
solugdo desse problema através de série (4.25)

1)k+1 ak;

i Kk E[Z2"] ~loga+ 7 — R(a.j). (4.29)

Ao multiplicar (4.25) por —3~!, temos a expressdo da média da energia livre quenched

Fi= ;{]i (_kl!)kaE [Zk} —l—loga—i—v—i—R(a,j)}. (4.30)

Portanto, para determinar a média da energia livre, primeiramente, temos que calcular
o k—momento da distribui¢ao E[Z*], que sdo as funcdes de correlagdes conexas. Sendo

7k =7 x 7 x ...Z, as copias da funcio de particdo desordenada igual a

[ THisges{— [ ar Y- [Laiir) (—5 + i+ 52 ) () + 2at(r) + Lato)
= il €X - T —T;\T w .
i=1 P o iIl2 Cdr2 0 4" 6 "

(4.31)
Usando a distribui¢io de probabilidade (3.67) para a desordem e calculando a média E[Z*].

Observe que podemos separar essa integral em duas partes, uma que nao depende da

desordem e outra em que depende

Zk /H [d;] _S(x)/déw e 50w, (4.32)

Sendo a solucao dessa integral que depende da desordem é tipo uma gaussiana, temos

/ [d8w?| P(w?)eS0%) — Nexp{ / dTfo(T)xﬁ(T)}. (4.33)

i,7=1

Com isso, temos o seguinte resultado

E[Z¢] = / H [da;] e 5er (@) (4.34)
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onde a acgao efetiva é escrita como
pe p &
Ser(;) /dr[ sz ( —l—wO) )+ = Zgz] )—1—62@6(7) ,
o Z (4.35)
onde g;; sao as constantes de acoplamento dadas por g; ; = (Ad;; — o). As configuragoes do
estado fundamental de z;(7) sdo definidas pelas equacoes de ponto de sela. As equagoes

de ponto de sela sao derivadas em rela¢ao a x;(7) na agao de cada fungao de particao e é

dada por
d2 k 2
( dQ—i—wO)xl()—l—)\x()—(m‘Z Z_: A7) + pa3. (4.36)
De acordo com o método da funcao zeta distribucional, a média da energia livre é escrita
como uma série dos momentos inteiros da funcao de particdo desordenada. Portanto,
usa-se o ansatz ;(7) = z;(7), em que é imposto que os campos z(7) nao possuem distingao.

Aplicando o ansatz na equacao acima, temos

( dd 5+ W@) (7)) + (A= ko)x;* (1) + poxi° (1) = 0. (4.37)

Analisando o termo (A — ko) e considerando A > 0 e ¢ > 0, vamos definir um k.. critico,
no qual k. = |A/co |, onde |y| significa a parte inteira de y. Para (A — ko) > 0, é satisfeito
que k < k.. Neste caso, a configuracao de cada réplica flutua em torno do valor zero,
produzindo um estado de equilibrio estavel. Essa situacao é bastante diferente quando a
contribui¢ao para a energia livre média vem das fungoes de particao de réplica onde k£ > k..
Nesse cendrio, nao temos mais um estado de equilibrio estavel na origem. Na estrutura
dos operadores de campo, isso significa que o valor esperado do vacuo de tais campos
nio desaparece. B exatamente nessa circunstancia que surge uma quebra espontanea de
simetria.

Observe que, com essa abordagem, deve-se levar em conta todas as copias das funcgoes
de particdo. Desta forma, todas as copias contribuem para a energia livre. Isto é, todos os
k valores devem ser considerados. No método da réplica, o limite £ — 0 é aplicado na
funcao de particao. Depois, o ansatz de simetria de réplicas é empregado, assim obtendo

as equagoes do ponto de sela de sistemas sem desordem.
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No formalismo da fung¢ao zeta distribucional para cada réplica, a equagao do ponto de
sela é empregada e depois o ansatz de simetria de réplicas é imposto e obtemos o ponto
critico k.. Desta maneira, impondo o ansatz de simetria de réplicas nas cépias da func¢ao
de parti¢ao, temos

1 k
B2 = 5 [ ldet] 50D, (4.38)
: i=1

onde a agao efetiva S.s é escrita como

Sutal) = [ ar 3 |3ab(r) (— 45 + &) )+ 10— ko) (250) ' + £ (st0))|
. (4.39)

Note que cada fator 1/k! foi absorvido por E[Z*], que pode ser interpretado para
representar um ensemble de campos de réplica idénticos. O indice sobrescrito k nos campos
indica que o ansatz foi imposto até k-ésima funcao de particao. Além disso, ao evoluir a
série (4.25), o termo (A — ko) se torna cada vez mais distinto. Com isso, cada réplica da
funcao de particao se torna diferente.

O ponto que desejamos enfatizar é que, nas equagoes das copias da funcoes de particao,
tais que k > k., acontecem um mecanismo de quebra espontanea de simetria. Para
continuar, vamos investigar algumas opg¢oes no espago da réplica. Considere um termo
genérico da série dada pela equagao (4.25) com a funcao de parti¢do de réplica dada por
E[Z!Y]. Uma escolha, na estrutura dos campos em cada funcio de particio de réplica, é

dada por

(4.40)
.’Eil(T) = O, [ > k.

Portanto, a série (4.25) é truncada. Porém essa escolha, como vimos anteriormente,
nao é consistente com método da funcao zeta distribucional, uma vez que s6 leva em
consideracgao as fungoes de particao que possuem um tnico minimo em torno da origem.

Nesse caso, a energia livre média é escrita da seguinte forma

(~1)at

ke
==Y T;E 2]+ ... (4.41)
k=1 :

A fim de conceber mais termos nessa série, consideramos um N > k., onde (A—ko) < 0

possui valores negativos para N > k > k.. Para prosseguir, devemos estudar em cada
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réplica da funcao de particao a estrutura de vacuo que surge em nosso cenario. Nesta

situagao, devemos considerar a seguinte estrutura do espago de réplica

vl(r)=X(r), l=ke+1,...N e i=1,...0 " (4.42)

Portanto, a média da energia livre nesse cenédrio pode ser escrita como
N k,k
Fq:;’;(_kl!)kaE 2] + ... (4.43)
Note que em (4.30) a energia livre é independente de a. Contudo, toda a abordagem
depende do fato que a pode ser escolhido grande o suficiente para que R(a) possa ser
desprezado na pratica.
Para determinar as configuragoes X (7), a presenga de muitos minimos locais diferentes,
na ordem do modelo original, surgem. Para encontrar essas configuragoes que geram esses
minimos, usa-se os argumentos da quebra de simetria padrao [23]. Por isso, vamos analisar

o potencial da acdo efetiva (4.39) que se escreve como

Vi) =3 SR ()" + 50— ko) (w1(r) "+ & (ad(r)

’ (4.44)

Repare que esse potencial é similar, na teoria do campo médio, ao da lagrangiana de Landau-
Ginzburg com o termo 2%, selecionando uma das configuracoes genérica do potencial. Ao

minimiza-lo, temos

wiz (1) + (A — ko)z*(1) + pz®(1) = 0
(4.45)
x(7) (w% + (X — ko)2?(1) + ,ox4(7')) = 0.

Com isso, a origem sempre ¢ um dos minimos x = 0 e assim, resolvendo essa equacao

biquadrada, os outros minimos do potencial sao

~(A = ko) +/(\ — ko)? — dwdp

CL’+ =
2 (4.46)
o ko) VO = Eo)? — dwlp

Portanto, ambas as solugoes z sio validas ao considerar (A — ko)? — dw2p > 0. Ou seja,

(A — ko)? > 4wip . Lembrando que estamos considerando que todas as constantes \, o,



Capitulo 4. Método da funcgdo zeta distribucional 39

w% e p sdo positivas. Observe que o termo p sendo positivo garante que o potencial seja
limitado por baixo. Desta forma, a configuracao dos campos em N > k > k. é dado
por X (7) = z(7) + x4. Ao fazer esse deslocamento no potencial (4.44), os termos como
23(7) e 2°(7) aparecem. Assim, ocorre a quebra espontanea de simetria para um N finito.

Expressando esse potencial graficamente, temos:

Figura 1 — grafico do potencial pela posicao.

O gréfico em azul representa o potencial no cenario em que fator k estd abaixo do
valor critico, ou seja k < k.. Podemos observar que o valor minimo é somente o ponto
zero, como previsto com os valores dos minimos dado pela equagao 4.46. Ja o grafico em
vermelho, representa o potencial em que o fator k > k.. Desta forma, apresentando esses
valores de multiplos minimos locais.

Portanto, nesse cenario (4.42), a fungao de partigao pode ser dividia da seguinte forma

[ 3 (D" ot 4.47
B 1+k_%:+1k!k [ }+“'7 (47

onde F é o somatério da equagao (4.41), representa o caso k < k., e é a contribui¢do para
a energia livre média para campos de réplica que oscilam em torno do vacuo verdadeiro.
A segunda parte do somatério possui a presenca de muitos minimos locais diferentes, ou

seja, a parte que ocorre o mecanismo de quebra espontanea de simetria.
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A quebra espontanea de simetria estd, intimamente, relacionada com o fenémeno
de transi¢oes de fase. No nosso cotidiano, podemos vivenciar esse fendémeno quando
observamos um fluido, como a agua, passar do estado liquido para estado gasoso ao variar
a temperatura. Temos que o sistema apresenta duas fases com propriedades de simetria
completamente distintas. O diagrama de fase da temperatura e a densidade desse sistema
possuem um ponto critico, considerando a pressao fixa, temos uma temperatura critica
T.. Em que abaixo desse ponto, conforme a densidade aumenta a temperatura fixa, nao é
possivel passar de uma fase gasosa para uma fase liquida sem passar por um regime em
que o recipiente do fluido contém uma mistura de géas e liquido. Acima do ponto critico,
é possivel passar, continuamente, de um gas para um liquido a medida que a densidade
aumenta a temperatura constante. Nesse caso, nao ha densidade na qual haja uma mistura
coexistente de liquido e gds no recipiente [24].

A transigao de fase pode ser classificada em dois tipos: de primeira ordem ou continua.
A transicao de fase de primeira ordem ocorre quando ha uma descontinuidade na primeira
derivada da funcao de particdo em relacao aos seus parametros. Ja a transicao de fase
continua, também chamada de transicao de fase de segunda ordem, ocorre quando a
descontinuidade é dada pela segunda derivada da funcao de particao em relagao aos seus
parametros. Esse tipo de transi¢do gera fendmenos interessantes, como a superfluidez. Em
que O hélio liquido (He?) sofre uma transigdo de fase para um superfluido na temperatura
de 2K, para uma pressao no intervalo de 0 — 25 atm. Essa transicdo também ¢é conhecida
como transicao Lambda, devido a curva no grafico do calor especifico. Nesse estado
superfluido, o hélio liquido exibe propriedades bem incomuns, como o fluxo sem dissipagao

através de tubos capilares finos [24].
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5 Conclusao

Nesta dissertagao, estudamos o método da fungao zeta distribucional para solucionar
o problema do oscilador anarmoénico na presenca de uma desordem. Considerando esse
sistema no espaco Euclidiano, ele representa uma teoria de campo classico em zero
dimensoes espaciais. Com isso, as trajetérias z(7) podem ser consideradas campos que
atuam na dimensao temporal. O método da funcao zeta distribucional promove a solugao
para a média da energia livre quenched através da série (4.30) que possui as réplicas das
fungoes de particdo do modelo original.

Ao investigar o sistema do oscilador anarmonico desordenado, utilizando a equacao do
ponto de sela e o ansatz de simetria réplica, encontra-se um ponto critico k. nas equagoes
de campo nas réplicas da funcao de particao. Percebe-se que o comportamento da energia
livre acima desse ponto é completamente diferente, pois as copias das fungoes de particao
apresentam a presenca de muitos minimos locais. Assim, a energia livre do sistema
representa um sistema com diferentes ordens de pardmetros. A partir desse momento,
uma analise sobre a estrutura desse espaco de réplicas foi desenvolvida devido a presenca
desses minimos, no qual gera essa quebra de simetria das réplicas da fungao de partigao.
Observa-se, no intervalo em que o fator k esta entre N > k > k. mais negativo torna-se o

4 na acao efetiva. Essa parte na série da energia livre apresenta uma

termo do campo x
estrutura com multiplos estados fundamentais. Portanto, podemos afirmar que a presenca
da desordem, nesse sistema, modifica os parametros do sistema original, gerando uma
descontinuidade na funcao de particdo. Podendo separar a série em uma parte que ha uma
simetria e na outra parte essa simetria é quebrada. Esse resultado surge naturalmente ao
utilizar o método da funcao zeta distribucional.

Como citado anteriormente, um exemplo de uma desordem quenched é o spin-glass.
Podemos perceber que esse modelo possui algumas caracteristicas com nosso problema.

Uma delas é que pelo modelo Edwards-Anderson para spin-glass a distribuicao de proba-

bilidade também pode ser escrita como uma gaussiana. Além disso, na fase de spin-glass,
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multiplos estados de vacuo também aparecem no modelo Sherrington-Kirkpatrick (SK).
No entanto, um outro modelo mais simples para explicar sistemas desordenados, como
o spin-glass, ¢ o Random-Energy model (REM) [25]. Esse modelo descreve um sistema,
no qual os niveis de energia sao independentes das variaveis aleatérias. Além disso, o
modelo pode ser definido sem uma hamiltoniana especifica. Ou seja, esse modelo é similar
aos nossos resultados encontrados. No artigo [26], ele se propoem revolver um sistema,
desordenado e utilizando o método das réplicas. Porém o método das réplicas ndo promove
um resultado satisfatério justamente pelo limite em que as réplicas tendem a zero. Como
sabemos, a funcao zeta distribucional é um método alternativo para solucionar esses
sistemas desordenados, e seus resultados auténticos sao consistentes com a literatura usual,
em que os sistemas com desordem possui a presenca de diversos minimos em sua energia
livre [14]. Nossas perspectivas sdo de analisar esse e outros sistemas usando o método da

funcao zeta distribucional.
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A Elementos da Teoria de Probabilidade

Este apéndice apresenta as nogoes fundamentais para descrever variaveis aleatérias por
uma distribuicao de probabilidade. Além disso, mostra a fungao geradora de momento
e funcao geradora cumulante e suas relagoes. Através dessa abordagem probabilistica, é

possivel construir uma teoria de campos em zero dimensoes espago-temporais [27].

A.1 Definicoes basicas de Teoria das Probabilidades

A.1.1 Espaco de Probabilidade

Dado um experimento, ao descrevermos um modelo probabilistico, €2 é o conjunto dos
resultados possiveis deste experimento. 2 é chamado de espaco amostral do experimento.
Por exemplo, em um dado nao viciado, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}.

Na definicdo de um espaco amostral, temos que 2 deve conter todos os resultados

possiveis [28]. Supondo que:
i) todo resultado possivel, corresponde a um, e somente um, ponto w € § e,
ii) resultados distintos correspondem a pontos distintos de €.

Note que, no espago amostral do exemplo citado acima, nao contém a informagao se
o resultado é impar ou par, pois nao é um resultado elementar. Para informar isso, o
conceito de evento ¢ introduzido. Por exemplo, em um jogo de dados, pode ter os seguintes
eventos: A = "observar um numero par', B = "observar o ntimero 2", C' = "observar um
nimero maior que 4". Desta forma, um evento é um subconjunto do espago amostral 2.
No exemplo anterior, os eventos explicitamente sdo A = {2,4,6}, B = {2} e C = {5,6}.
Podem ocorrer eventos impossiveis, como o escolha de um ponto ao acaso de disco unitario
de raio 1 centrado na origem tal que a distancia deste ponto a origem seja maior ou igual
a 15 [28]. Todo evento associado a este experimento pode ser considerado um subconjunto

do espago amostral 2.
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Definindo o espago amostral mais formalmente [29],

1.1) seja o espago amostral do experimento: todo subconjunto A C €2, serda chamado
de evento. €2 é o evento certo, e o ), o evento impossivel. Se w € 2, o evento {w} é

dito elementar ou simples.

Identificando o evento como {w}, que significa que o resultado do experimento é w e o
ponto como w.

A probabilidade atribuida ao um dado evento ¢ definida como sendo a razao entre o
numero de resultados favoraveis ao dado evento sobre o niimero de resultados possiveis, ou

seja, dado um evento A a sua probabilidade sera
P(A) = —. (A.1)

Utilizando o exemplo dos dados, o espaco amostral 2 = 6 e o evento observar um nimero

par é o conjunto A = {2,4,6}. A probabilidade associada a esse evento é igual a
PA)=—-=—-. (A.2)

Temos que a equagdo (A.1) é a definigao classica da probabilidade, quando €2 é finito.
Quando € é infinito, podemos ter eventos aos quais nao se pode definir a probabilidade
deste evento P(A). No exemplo do disco, temos que o espago amostra é infinto e se pode
ter eventos em que a area nao é bem definida.

A segunda defini¢ao relevante, na teoria das probabilidades, é a respeito de eventos

aleatoério, diz que
1.2) um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd chamado de aleatério.

Os eventos aleatorios devem satisfazer algumas propriedades que sao bastantes intuitivas.

Seja A a classe de eventos aleatorios, ele deve satisfazer:
1. Q€ A, entdo P(Q) =1

2. Se A € A, consequentemente, A° € A. Neste caso, a probabilidade do complementar

¢ P(A%) = P(Q— A) = 1 — P(A)
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3.S5¢e A,B € A, entao AU B € A. Atribuindo probabilidade a A e a B, entao

atribuiremos probabilidade a A ou a B.
Com essas propriedades, podemos ir a terceira definicao, que diz:

1.3) seja Q # () uma classe de subconjunto de w, satisfazendo as propriedades citadas

acima sobre eventos aleatorios, é chamada de dlgebra de subconjunto de 2.

Preposigao (1.1): seja A uma algebra de subconjuntos de €2 valem as seguintes proprie-

dades
4. e A
5.V, , temos U A, e Aen? A, €A

A preposi¢ao (1.1) diz que uma algebra é fechada para um ntmero finito de operagoes

U,N e €. Além disso, essa classe de eventos aleatérios satisfazem:
3*) se A, € A, onde n =1,2,3---. Entao, U2, A, € A
Quarta definicao:

1.4) uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao vazio €, satisfazendo as proprie-

dades 1,2, 3*, é chamada de o—4&lgebra de subconjuntos de €.

Preposigao (1.2): seja A um o—algebra de subconjuntos de 2 se Ay, Ay, A3, - € A —

>, A, € A. Cuja a demonstracao

A, = (,Q A,f)c (A.3)

PO

Uma o—algebra é fechada para um nimero enumeravel de aplicagoes U,N e °.

Existe uma outra forma de definir a probabilidade que é através da frequéncia relativa.
Por isso, é denominada a definicao frequentista ou estatistica de probabilidade. Assim,

P(A) é definida como o limite da frequéncia relativa da ocorréncia, ou seja,

P(A) = Tim (A4)

n—oo n,
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cujo o significado é o nimero de ocorréncias de A em "n ensaios" independentes do
experimento. Nao é preciso definir a probabilidade para cada experimento, pois se admite
que exitem probabilidades para uma certa o-algebra A de eventos chamados de aleatérios.

Vamos supor VA € A, 3P(A) € R, onde P(A) é denominado probabilidade de A, que

deve satisfizer os seguintes axiomas:

3. Se Ai,..., A, sdo disjuntos, isto é, A; N A; = 0 (i # j), entdo P (Up_, Ax) =
2 k=1 P(Ak>-

Se uma funcao P satisfaz os axiomas 1,2 e 3, é dito que P é uma probabilidade

finitamente aditiva. Considere o axioma 3 modificado

3. se Ay, ..., A, sdo disjuntos, isto é, 4, N A; = 0 (i # j), entdo P (Up2, Ax) =
>rzr P(Ag).

Se olharmos para o axioma 3’ e ele é satisfeito, dizemos que P é uma probabilidade o-
aditiva.

A préxima definicao diz que

1.5) uma fungao P definida em uma o-dlgebra A e, satisfazendo os axiomas 1,2 e 3’ é

chamada de medida de probabilidade em A, ou, simplesmente, probabilidade em A.

Esse método axiomatico foi proposto por A.N.Kolmogorov [30] e colocou a teoria da
probabilidade numa base matematica bem estabelecida.

Vamos citar agora algumas propriedades da probabilidade
Pl. P(A°)=1—P(A),se P(0) =0e P(Q) = 1.
P2. 0 < P(A) < 1, usando o axioma 1 e P1.
P3. Se Ay C Ay, entdo P(A;) < P(As), pela aditividade finita.

P4. P (UL, 4;) < 30 P(A).
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P5. P(UZ Ai) < 3% P(A).
Um modelo matematico para um experimento ou modelo probabilistico consta de
a) Q#( , de resultados possiveis, o espago amostral;

b) uma o—algebra A de eventos aleatorios;

¢) uma probabilidade P definida em \A.

Citando a tultima definicao:
1.6) um espaco de probabilidade é o trio (92,4, P).

O modelo probabilistico é um espago de probabilidade. Reciprocamente, (92,4, P)
pode ser considerado um modelo para um experimento em que relacionamos um ponto de

() com probabilidade P.

A.1.2 Variaveis Aleatdrias

Informalmente, uma variavel aleatoria é uma caracteristica numérica do resultado de
um experimento. Por exemplo, lancar uma moeda n vezes e observar a quantidade de
caras (c) e coroas (¢) [28]. O espago amostral é dado por Q = {(wy,...,w,)} , onde w; = ¢
ou ¢ . Definimos um X, que é igual ao niimero de caras observadas. Sendo X (w) o niimero
de caras em w = (wy,...,w,) ={i:w; =¢,1<i < n}

Definicao:

2.1) uma varidvel aleatéria X, em um espago de probabilidade (2,4, P), é uma fungao

real definida no espago €2 tal que [X < z] é o evento aleatério Vo € R.

Ou seja, X : © — R é uma variavel aleatoria se [X < z] € AVz € R. Em teoria da medida,

diz-se que X é uma funcdo mensuravel em A.

X<z ={we: X(w) <z} (A.5)
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Para entender melhor essa nocdo, introduziremos a imagem inversa X ~!, neste caso
(X <2]=X"'((~00,2]) € A, Vz €R, (A.6)

onde X pode ser pensado como um aparato de medida, pois nem sempre €2 é acessivel a
uma observacao direta, mas através de X : 2 — R. A funcdo de X fica entao evidente a
probabilidade da o-algebra de Borel de alguma varidvel aleatéria X (£2) pode ser expressa

em termos da probabilidade dos eventos da o-algebra A assim
X = (A P) = (R B), (A7)

onde B é uma o-algebra de Borel. Uma variavel aleatoria X transporta a medida de
probabilidade de €2 no espaco dos estado R. Se B é um evento observavel no espaco dos

estados (B € B) sua probabilidade é definida como

P.(B) = P(X~1(B)) = P({w|X(w) € B). (A.8)

A.1.3 Funcao de distribuicao e densidade de probabilidade

A medida de probabilidade P, em B é introduzida pela variavel aleatoria e é chamada

de distribuicdo da variavel aleatoria. Ela é definida da seguinte forma:

3.1 a funcao distribuicao da variavel aleatoria X, representada por F), é definida por

F, = P({w|X(w) <2}) = P(X <z), z€R. (A.9)

A funcao de distribuicao possui as seguintes propriedades:
1. Fy(—o0) =0;
2. Fy(o0) =1;
3. F, é uma funcao crescente continua a direita.

A préxima definicao:
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a. uma variavel aleatéria X é discreta e se torna um nimero finito ou enumeravel de
valores matematicamente se existe {x1, z2, ...} C Rtal que X (w) € {1, 29,...}Vw €
Q. A funcao

p(z;) = P(X = ;) (1=1,2,...) (A.10)

é chamada de funcao probabilidade ou frequéncia de X;

b. a varidvel aleatéria X é absolutamente continua se existe uma fungao p(z) > 0 tal

que

Fu(z) = / p(t) dt. (A.11)

Dizemos que p ¢ a funcao densidade de probabilidade de X ou simplesmente densidade de

x. Bem como se pode dizer que

p(x) = F(x). (A.12)

Neste caso, p(z) dz é interpretada como a probabilidade de que X (w) torne um valor numa

vizinhanga infinitesimal de x.

p(z)dxr = P ({w|Xw) € (z,x +dzx)}) = P(X € (Z,x + dzx)) = P(dw). (A.13)

A.2 Momentos da distribuicao

A.2.1 Integral de Stieltjes

Para definir o momento da distribuicao, é preciso definir o integral de Stieltjes.Seja ¢
uma funcdo continua definida num intervalo [a, b], F' é uma fungao distribuigao [28]. O

integral de Riemann Stieltjes de ¢ ponderada por F' através da soma

n

> 00 (i) — Flai)], (A.14)

i=1
onde a < x; < z3... <z, =be j é um ponto aleatorio de [x;, z;41]. Assim, a integral é
dada pelo limite da soma de n indo a infinito
n

[ R (@) = Jim 3 6GIIF(wisr) — F(z)] (A15)

i=1
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onde ¢(x) é o integrando e dF'(z) o integrador. Segue agora algumas observagoes impor-

tantes:
1.
/ab SdF = /ab¢(a:)dF(as); (A.16)
2.
/ " 6dF = F(b) — Fla): (A.17)

3. o integral de Steltjes é linear tanto no integrando quanto no integrador. Ou seja, se

¢(z) = af(zx) + Bg(z), entdo
/ab¢dF:a/abf(x)dF(:E)+Bng(x)dF(x), (A.18)

E se FF=~vG6H, entao

Lb¢dF:7Lb¢dG+5Lb¢dH. (A.19)

A.2.2 Momentos da distribuicao

Nesta sec¢ao, serao definidos os conceitos de esperanca, valor esperado e a média de X
[29].
B{X} = / X dP = / X(w) dP(w) = / X (w) P(dw). (A.20)
Q Q Q
Para fungoes aleatérias reais, a média é calculada através da funcao distribuicao
E{z} =m = / v dF,(x). (A.21)
R

Se a funcao densidade de probabilidade existe, a média pode ser escrita da seguinte forma

E{z} :/Rxp(x) d. (A.22)

Momentos de ordem superior podem ser definidos analogamente, com isso o r- ésimo

momento é dado por

E{X"} = /Q XdP = /Q X7(w) dP(w) = /R 2" dF(z) = /R 2" p(z) da. (A.23)
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Note que 0-ésimo momento sempre existe, pois

E{l}=1=P(Q) = /Q dP(w) = /R dF (z) = /R pl) da. (A.24)

Mas nem sempre outros momentos existem.
Agora definindo o desvio quadratico médio, também conhecido como variancia, como

sendo

o? = E{(62)?} = E{(X —m)?} = /R (& — m)? dF (z). (A.25)

Analogamente, definimos os r-ésimos momentos centrais por
E{(0X)"} = E{(X —m)"}. (A.26)

A variancia o2 pode ser interpretada como a quantidade que fornece a dispersao dos valores
em torno do valor médio. O terceiro momento central fornece o quao simétrica, em torno
da média, é uma funcao densidade de probabilidade.

Uma variavel aleatoria é dita Gaussiana se sua densidade de probabilidade é

(z —m)’

1 o\
p(x) = o 20% (A.27)

Pode-se definir o valor médio de uma funcao de varidveis aleatérias. Seja Y = h(z), onde

h(z) é nao aleatério, pois nao depende de w. Desta forma,

E{Y} = /Q h(X(w)) dP(w) = /R h(z) dF(z) = / h(z) p(z) dz. (A.28)

R

Uma outra maneira de denotar (A.28) é

B{Y} = () = [ dep(a) h(a), (A.29)

onde (h(())¢ ¢ definida como a média sobre as realizagdes da quantidade aleatoria.

E interessante definir a funcao caracteristica

O(v) = () = / O:o dz p(z) €. (A.30)

A funcao caracteristica ®(v) e a fun¢ao densidade de probabilidade p(z) sdo conectados

por uma transformada de Fourier

p(z) = 217r /_O:O dv ®(v) e ™", (A.31)
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Podemos definir o n-ésimo momento como

My = (") = [ dep(z)en = (1;2)” 0 (A.32)

v=0
A.2.3 Cumulantes

Os cumulantes sdo definidos através da funcao geradora ©(v) = log ®(v). Assim, os

n-ésimo cumulantes sdo definidos como

i dv

K, = (1 d )n@(v). (A.33)

A.3 Uma aplicacio: teoria de camposem d =0

Uma teoria de campos em d = 0 é uma teoria de campos definida em uma tnica
varidvel aleatoria ¢ [27]. Seja p(¢) a densidade de probabilidade e supondo que ela nao

seja normalizada, ou seja

| ploydo #1. (A.34)

—0o0

Introduziremos uma fungao geradora Z ()

2) = | _dop(o)e”. (A.35)
Os momentos (¢") dessa distribui¢do de probabilidade podem ser obtidos como

n _ Jdo 9" p(9)
(¢") = Tdopo) (A.36)

Por outro lado, usando a ideia da fungao geradora (A.35), temos

10 20)
(¢") = — ‘ : (A.37)
Z(0) o™ |,
Olhando para (A.35), podemos expandir Z(j) em série de poténcias
2) = | _dop(o)e”
= | _dép(9) ,;) o (A.38)
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Substituindo a rela¢ao (A.36) na equagao anterior
2() =3 L") 200 (4.39)
n=0 """
Assim,
20) ="
70 T;m(gb ) (A.40)
Supondo que a densidade de probabilidade seja Gaussiana
p(g) = e 2047, (A1)
Substituindo em
205) = [dpeton s
_ /d¢ o~ 5PAT 6450
_ /d¢ e~ 3ATI8% 49
= [dpemitt (Frmonsrat )
(A.42)
= e_%jAj/dﬁb eiéA_l(‘ﬁQ”A)Z
= [ape A =gy A
— ¢ 304\ A = e‘éjAjZ(()).
Dessa forma,
Z(j oy
thj); = e 204, (A.43)
Temos diretamente
2n+1y _ 2n &*rem 2N A 44
@y =0 e = (4.44)
o 11
(67) = 5 | e G|
> TAT = (20 - )A™.
"n!
Se p(¢) nao for gaussiano, como
p(j) = e 3PATI6H (@), (A.46)
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o procedimento tem que ser feito da seguinte forma e a funcao geradora pode ser escrita

como
_ / d¢p e~ 30AT10HF(@)+i0. (A.47)
Usando que
f <8> eI? = f(p)e?. (A.48)
9j
Podemos escrever que a fungao geradora como
(%) / dp e~ 3OAT 16416
- Z<O>€f(8’>€2”] (A.19)

2G) _ ()i — 5ot (52) i
Z(O)_e( )e _nZZOTe
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