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“Un des titres de gloire des génies qui ont illustré le XVIe et le XVIIe siècles

a été de reconnâıtre cette vérité : La Physique ne deviendra point une science

claire, précise, exempte des perpétuelles et stériles disputes dont elle avait été l’objet

jusqu’alors, capable d’imposer ses doctrines au consentement universel des esprits,

tant qu’elle ne parlera pas le langage des géomètres. Ils ont créé la véritable Physique

théorique en comprenant qu’elle devait être une Physique mathématique.

Créée au XVIIe siècle, la Physique mathématique a prouvé qu’elle était la saine

méthode physique par les progrès prodigieux et incessants qu’elle a faits dans l’étude

de la nature. Aujourd’hui, il serait impossible, sans heurter le bon sens le plus vul-

gaire, de nier que les théories physiques se doivent exprimer en langage mathématique.”

- Pierre Duhem
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Resumo

Esta é uma tese de mestrado em F́ısica-Matemática e consiste em encontrar geradores de
simetria da equação de Schrödinger 1 + 1-dimensional através do método algébrico de prolon-
gamento de campos vetoriais no fibrado de jatos. Noções básicas do método de prolongamentos
são apresentadas e um dicionário pedagógico é oferecido para traduzir o método de operadores
diferenciais matriciais, bem como é traçado um paralelo entre ambos os métodos, mostrando
a vantagem de se trabalhar com prolongamentos. Os potenciais considerados para uma única
equação são aqueles da part́ıcula livre, do potencial linear, do oscilador harmônico e o poten-
cial do tipo Calogero. Para um sistema com duas equações consideramos o potencial do tipo
Calogero puro e com deformação de oscilador. São encontradas transformações de similaridade
que atestam a equivalência da equação para diferentes potenciais e permitem transformar os
geradores obtidos de um modelo para o outro. Definimos um produto associativo de campos ve-
toriais para construir geradores de simetrias generalizadas que nos permitiram deduzir a álgebra
envelopante universal da álgebra de Heisenberg, além de fixar as constantes de estrutura de
sua álgebra de spin superior; um exemplo mostra, a partir de considerações simples de simetria,
como estender esta álgebra para qualquer dimensão espacial. Para duas equações de Schrödinger
com potenciais do tipo Calogero puro e deformado, encontramos duas famı́lias equivalentes de
infinitas (super)álgebras de spin superior, as quais denominamos q(k, gk), dependendo de um
parâmetro cont́ınuo gk, que decorre do potencial, e de um parâmetro discreto k, que é dado pela
menor ordem dos geradores no setor ı́mpar do espaço infinito Z2-graduado. São trabalhados
em detalhes os casos para k = 0, 1, 2, 3 do potencial deformado, que possui espectro de energia
discreto. Damos a forma expĺıcita de todas as funções de onda para qualquer k e a condição que
a normalização das mesmas impõe sobre os parâmetros; além disso, nós também revelamos as
contrações exatas sobre os parâmetros cont́ınuos para unir duas álgebras diferentes em um único
espaço de Hilbert e desenhamos os diagramas de estado. São computadas todas as comutações
de geradores que não podem ser escritos como um produto, bem como fixadas as constantes
de estrutura na comutação com as funções de onda, que revelam que os espaços de Hilbert são
diferentes para cada k. Comparando as constantes de estrutura das álgebras, conclúımos que,
q(k, gk) ⊂ q(k′, gk′) apenas se gk = gk′ = ±kk′, k e k′ têm a mesma paridade e k > k′; todas
as demais possibilidades culminam em constantes de estrutura diferentes. A superálgebra de
spin superior q(1, g1) foi utilizada por Vasiliev na construção de um modelo de supergravidade
de Chern-Simons e contém os geradores da álgebra envelopante universal da superálgebra finita
osp(2|2). Na forma covariante, a superálgebra osp(2|2) nos permite interpretar o setor ı́mpar
de q(k, gk) como espinores de Majorana com duas componentes em 2 + 1 dimensões e damos
uma indicação de como alternar as representações de spin dentro das álgebras. Por fim, encon-
tramos os geradores ı́mpares de raiz negativa simples do potencial puro para qualquer k, o que
permite encontrar todos os demais geradores ı́mpares através da comutação com o gerador de
raiz positiva do sl(2,R), e então mapeá-los nos geradores do potencial deformado através da
transformação de similaridade obtida.

Palavras-chave: equação de Schrödinger, prolongamento de campos vetoriais, simetrias
generalizadas, álgebras de spin superior.



Abstract

This is a master’s degree thesis in Mathematical Physics and intends to find symmetry gene-
rators of 1 + 1-dimensional Schrödinger equation through the algebraic method of prolongation
of vector fields in jet bundles. Basic notions of the prolongation method are presented and its
offered a pedagogical dictionary to translate the matrix differential operator method, as well as a
parallel between both methods is drawn, showing the advantage of working with prolongations.
The potentials considered for a single equation are those of the free particle, linear potential,
harmonic oscillator and the Calogero type potential. For a system with two equations we con-
sider the potentials of the Calogero type both pure and with oscillator deformation. We found
similarity transformations that attest the equivalence of the equation of different potentials and
allow transforming the generators obtained from one model to another. We have defined an
associative product of vector fields to build generalized symmetry generators that allowed us to
deduce Heisenberg’s universal enveloping algebra, as well as fixing the structure constants of its
higher spin algebra; out of simple symmetry considerations, how to extend this algebra to any
spatial dimension. For two Schrödinger equations with pure and deformed Calogero type poten-
tials, we find two equivalent families, each with an infinite number of higher spin (super)algebras,
which we called q(k, gk), that depend on a continuous parameter gk, which stems from the po-
tential, and a discrete parameter k, which is given by the lowest order of generators in the odd
sector of the Z2-graded infinite space. The cases for k = 0, 1, 2, 3 of the deformed potential,
which has a discrete energy spectrum, are worked out in detail. We give the explicit form of all
wave functions for any k and the condition imposed by their normalization on the parameters.
In addition, we also reveal the exact contractions of the continuous parameters to combine two
different algebras into a single Hilbert space and draw the state diagrams. All commutations of
generators that cannot be written as a product are computed, as well as the structure constants
in the commutations with wave functions, which reveal that the Hilbert spaces are different for
each k. Comparing the algebras’ structure constants, we conclude that q(k, gk) ⊂ q(k′, gk′) only
if gk = gk′ = ±kk′, k and k′ have same parity and k > k′; all other possibilities culminate in
different structure constants. The higher-spin superalgebra q(1, g1) was used by Vasiliev in the
construction of a Chern-Simons supergravity model and contains the generators of the univer-
sal enveloping algebra of the finite superalgebra osp(2|2). In covariant form, the superalgebra
osp(2|2) allows us to interpret the odd sector of q(k, gk) as two-component Majorana spinors in
2 + 1-dimensions and we give an indication of how to alternate the spin representations inside
the algebras. Finally, we find the odd generators with simple negative root of the pure potential
for any k, allowing us to find all the other odd generators by commutation with the generator
of positive root in sl(2,R), and then map them in generators of the deformed potential through
the similarity transformation obtained.

Key-words: Schrödinger equation, prolongation of vector fields, generalized symmetries,
higher spin algebras.
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Introdução

Sendo esta uma tese de mestrado, é natural que o autor não se sinta compelido à publicação
apressada de artigos, mas sim ao estudo cuidadoso da matéria fundamental que dará origem
aos artigos que serão publicados durante o doutorado e depois. Meu interesse principal está na
teoria de jatos [1], tanto de uma perspectiva de posśıveis aplicações na f́ısica teórica (e em outros
ramos da ciência) quanto no contexto da matemática pura. No prefácio de [2], encontramos o
esṕırito do qual o presente autor é entusiasta:

“Even though Ehresmann in his original papers from 1951 underlined the con-
ceptual meaning of the notion of an r-jet for differential geometry, jets have been
mostly used as a purely technical tool in certain problems in the theory of systems
of partial differential equations, in singularity theory, in variational calculus and in
higher order mechanics. But the theory of natural bundles and natural operators
clarifies once again that jets are one of the fundamental concepts in differential ge-
ometry, so that a thorough treatment of their basic properties plays an important
role in this book. We also demonstrate that the central concepts from the theory
of connections can very conveniently be formulated in terms of jets, and that this
formulation gives a very clear and geometric picture of their properties.”

Apesar de esta tese usar a teoria de jatos como uma “ferramenta puramente técnica” no
estudo de simetrias da equação de Schrödinger, é (esperamos que seja) evidente a vantagem que
ela proporciona quando comparada ao método usual de operadores diferenciais matriciais. Os
autores de [3] partilham da mesma opinião citada, porém, fazem questão de ressaltar a utilidade
da teoria para operadores não-lineares, enquanto em [4] os autores trabalham com o formalismo
usual para sistemas lineares e com o formalismo de jatos para sistemas não-lineares. Veremos
que a teoria de jatos abarca os resultados e facilita o entendimento também para sistemas line-
ares.

Um objeto matemático de grande importância para cientistas (incluindo f́ısicos) é a equação
de movimento do sistema estudado. Ela permite prever como o sistema vai se comportar, o que
nos leva a fazer hipóteses, experimentos, e ter algum controle sobre o sistema. Na geometria di-
ferencial usual, equações são interpretadas como variedades, e a teoria de grupos de Lie descreve
propriedades de simetria desses espaços; mais especificamente, pergunta-se quais são as posśıveis
transformações de pontos desse espaço que não abandonam o subespaço das soluções. O método
algébrico limita-se a procurar tais transformações na vizinhança da identidade (o que simplifica
consideravelmente o esforço) e as mesmas são operadas por campos vetoriais, chamados gera-
dores do grupo de transformações de simetria. Através do mapa exponencial podemos sair da
vizinhança da identidade para outras vizinhanças, levando membros da álgebra de geradores
nos elementos do grupo, mas isso não assegura que possamos recuperar todos os elementos do
grupo. A equação de Schrödinger é a equação de movimento de sistemas da mecânica quântica,
e descreve a evolução temporal das funções de onda, que por sua vez nos dão a densidade de
probabilidade de encontrar um sistema de part́ıculas em algum estado espećıfico [5]. Ela é o
principal objeto de estudo desta tese.

Na formulação da teoria de jatos, “prolongamos” as variáveis de um sistema de equações
diferenciais, de modo que funções e suas derivadas de cada ordem e em cada componente são
uma nova variável prolongada, e o espaço em questão se torna um fibrado de jatos, um espaço
mais geral que contém a variedade original como subespaço. Esse procedimento visa transfor-
mar equações diferenciais em equações algébricas ao custo de aumentar o número de variáveis,
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mas que torna mais simples a sua solução e o estudo de suas transformações de simetria. O
método algébrico de prolongamento de campos vetoriais procura transformações de simetria na
vizinhança de um ponto desse fibrado; no caso da equação de Schrödinger, esses pontos são as
funções de onda e os campos vetoriais são os operadores de criação e aniquilação de estados que
transformam esses pontos uns nos outros. Assim, procederemos encontrando os campos vetoriais
a partir da equação do prolongamento para, em seguida, encontrarmos o vácuo da teoria (que é
o ponto levado pelos campos de raiz negativa no estado nulo); encontrando o vácuo, constrúımos
o espectro com os campos de raiz positiva. Alertamos que vamos transitar indiscriminadamente
entre as terminologias, acreditando que o contexto é suficiente para esclarecer do que se trata.
A origem histórica da geometria diferencial e da teoria de grupos pode ser encontrada em [6,7];
também recomendamos [8] para uma apresentação detalhada da origem da mecânica quântica
com vasta bibliografia e [9] como uma estimulante leitura sobre o papel de simetrias na f́ısica.

Na seção 1 apresentamos o fluxo de campos tangentes a curvas integrais como motivação
para encontrar invariantes de equações algébricas e, em seguida, introduzir o teorema central
do prolongamento [10], no qual sustentamos nossos resultados. A forma evolucionária de um
campo leva a campos mais gerais no fibrado de jatos, permitindo obter os geradores de simetria de
qualquer ordem1, e o ińıcio da conexão com o formalismo de operadores matriciais é apresentado.
Fazemos um pequeno comentário sobre o uso deste método para lagrangianas, com vista àqueles
que trabalham com teorias de campo.

Iniciamos o estudo da equação de Schrödinger unidimensional de uma part́ıcula, para ge-
radores de simetrias geométricas, na seção 2 acompanhando o trabalho realizado em [13], e os
cálculos são bem detalhados. Os potenciais considerados são o potencial nulo (part́ıcula livre),
linear, quadrático (oscilador harmônico) e inverso do quadrado (do tipo Calogero [14]). Nos três
primeiros casos encontramos a álgebra de Schrödinger em uma dimensão (a soma semi-direta
das álgebras de Heisenberg e do sl(2,R)) mais a subálgebra infinita abeliana das funções de
onda; não encontramos a forma expĺıcita das mesmas, mas é posśıvel construir o espectro de
soluções utilizando o método algébrico no apêndice C. Mostraremos que existem transformações
de similaridade que levam geradores lineares de uma equação a geradores lineares da outra. No
caso do potencial de Calogero encontramos quatro geradores lineares: a identidade mais os três
membros do sl(2,R), e a mesma transformação de similaridade que relaciona a part́ıcula livre
ao oscilador harmônico conecta o potencial de Calogero ao potencial V (x) = c1x

2 + c2/x
2, com

c1 e c2 constantes, conhecido como modelo de de Alfaro-Fubini-Furlan (DFF)2 [15]. Esses são
os potenciais que vamos estudar na seção 5 para um sistema com duas equações de Schrödinger,
seguindo [16]. Damos um exemplo simples de como encontrar soluções particulares a partir do
requisito de invariância por certa transformação; o exemplo leva em conta soluções de onda plana
a partir da equação caracteŕıstica da combinação linear dos geradores de translações. Por fim,
mostramos as transformações de grupo que surgem da exponenciação de cada um dos geradores
para a part́ıcula livre.

Oferecemos um dicionário para traduzir o método de operadores matriciais para o método
de prolongamento de campos na seção 3. Deste modo, será mais fácil para aqueles familia-
rizados com sistemas de equaçõs diferenciais parciais matriciais (MPDEs) acompanharem os
desenvolvimentos dos caṕıtulos subsequentes, já que esta tradução é válida para qualquer sis-
tema de equações lineares. Porém, frisamos que o nosso método permite extrapolar o matricial

1 Comumente chamados de simetrias generalizadas, ou dinâmicas. Um exemplo de tal simetria é o so(4) no
átomo de hidrogênio [11,12].

2 Neste trabalho nós chamaremos a estes dois potenciais de potencial de Calogero puro e com deformação de
oscilador, respectivamente.
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tanto pelo poder computacional (simetrias generalizadas de equações não-lineares, por exem-
plo), quanto pela facilitação do entendimento (através da substituição de operadores por meras
variáveis algébricas). Também definimos um produto associativo de campos vetoriais, o que
não é definido na geometria diferencial usual, que nos permitirá construir álgebras envelopantes
universais [17] a partir de geradores que denominaremos fortemente independentes, em oposição
à independência linear; esses são geradores que não podem ser escritos como o produto de dois
outros. Chamaremos fracamente independentes aos geradores linearmente independentes que
podem ser escritos como um produto.

A forma evolucionária dos geradores tem sua primeira aplicação na seção 4. Esta serve
para apresentar como trabalhar com o formalismo a partir dos exemplos na seção 2 e para
corroborar o método. Em seguida, damos a definição de superálgebra para motivarmos álgebras
de envelopamento universal utilizando o produto associativo definido na seção 3. Uma vez
que tenhamos essa álgebra associativa, basta um pequeno passo para se obter uma álgebra
infinita chamada álgebra de spin superior, introduzidas no estudo de campos de calibre por
Fronsdal [18], Fradkin e Vasiliev [19–21]. Seu nome decorre do fato de, originalmente, estes
geradores estarem em representações superiores de spin do grupo de Lorentz, e são ditas on/off-
shell se as consideramos dentro/fora do espaço das soluções da equação de movimento. Estas
são álgebras constrúıdas com os membros de uma álgebra envelopante universal, porém com
o comutador de Lie como produto, em vez do associativo; superálgebras de spin superior são
constrúıdas analogamente, porém com o comutador Z2-graduado. O envelopamento da álgebra
de Heisenberg é feito com ordenamentos normal e de Weyl (totalmente simétrico), mas de modo
um tanto arbitrário já que a álgebra fecha em primeira e segunda ordem e a superálgebra fecha
em segunda. A importância de nos valermos desse exemplo se deve ao fato de que as álgebras
encontradas na seção seguinte são todas álgebras de spin superior, e este exemplo convém para
ganharmos experiência. Em seguida, obtemos a álgebra de spin superior do sl(2,R) excluindo
os geradores de ordem ı́mpar na álgebra de spin superior da álgebra de Heisenberg para mostrar
que sempre podemos construir subálgebras infinitas a partir de álgebras de spin superior; isso
vai nos ajudar a decidir se as famı́lias de álgebras que encontramos na seção 5 são diferentes ou
subálgebras umas das outras. Fazendo uma consideração sobre a equação da part́ıcula livre em d
dimensões com invariância por rotações, constrúımos a soma semi-direta da álgebra das rotações
so(d) com a soma direta de d álgebras de spin superior da álgebra de Heisenberg para ilustrar
como pode ser fácil generalizar uma álgebra para dimensões quaisquer a partir de prinćıpios de
simetria, e que recompensa abordar primeiro o caso mais simples para depois generalizá-lo.

A contribuição mais original desta tese se encontra nas próximas seções. Procurando por
geradores de simetria de até terceira ordem para duas equações de Schrödinger com potenciais do
tipo Calogero puro e deformado, encontramos duas famı́lias, equivalentes pela transformação de
similaridade 5.4.1, de infinitas (super)álgebras de spin superior dependendo em dois parâmetros:
um cont́ınuo, relacionado ao potencial de Calogero, e outro discreto que depende da ordem
dos geradores ı́mpares fortemente independentes. Acreditamos que todas essas álgebras sejam
diferentes, e não subálgebras umas das outras, exceto por v́ınculos muito espećıficos sobre os
parâmetros, e mostramos que os espaços de Hilbert para cada uma são manifestamente diferentes
através da fixação das constantes de estrutura dos geradores lineares com as funções de onda.

Na seção 5 procuramos geradores de simetria de até terceira ordem para os potenciais de Ca-
logero puro e deformado num sistema com duas equações1. Para que haja geradores ı́mpares pre-
cisamos que os parâmetros cont́ınuos adimensionais das duas equações satisfaçam certo v́ınculo

1 Este é um sistema de equações diferenciais parciais matriciais, MPDEs, e não um sistema de dois corpos, já
que as part́ıculas para ambas as equações estão localizadas no “mesmo ponto” e, portanto, não coexistem. Isso
distingue nosso modelo daquele em [14].

5



entre si que depende da ordem dos geradores ı́mpares; o padrão nos v́ınculos nos permite intuir
que podemos estendê-los a geradores de qualquer ordem k, o que será confirmado na seção 8, e
apontamos as contrações que permitem unir duas álgebras para diferentes valores de k. Vamos
trabalhar com quatro álgebras que chamaremos q(k, gk), sendo k = 0, 1, 2, 3 o parâmetro da
ordem e gk o parâmetro cont́ınuo do potencial para o caso k. Manipular geradores de qua-
tro linhas de até terceira ordem é uma tarefa hercúlea e, por conveniência, disponibilizamos
uma pasta com a implementação no software Mathematica 12.1 que pode ser acessada clicando
aqui ou copiando a url em E.0.1. Lá podem ser encontrados três arquivos, um no formato .nb
(notebook) do software, outro com o formato .pdf do mesmo arquivo e esta tese. Vamos nos
referir a este arquivo como sendo o apêndice E, que neste texto traz algum esclarecimento sobre
a implementação adotada; no texto usaremos In[N] quando quisermos nos referir à célula de
entrada/sáıda N da implementação, que pode ser vista no arquivo .pdf. Frisamos que esses ar-
quivos não são indispensáveis para ler a tese, mas são de grande ajuda para as considerações que
faremos. O resto da seção 5 contém a lista dos geradores de ambos os potenciais, que também
podem ser vistos em E.3 e E.5, bem como a transformação de similaridade que os relaciona.

Nosso foco na seção 6 está em construir os espaços de Hilbert para o modelo com deformação
de oscilador, pois o mesmo tem espectro de energia discreto, enquanto o potencial puro tem
espectro cont́ınuo. A forma expĺıcita das funções de onda é dada, e a verificação de que elas
satisfazem a equação de Schrödinger para qualquer valor dos parâmetros k e gk, não apenas
os quatro casos considerados, pode ser vista em E.6. A normalização das mesmas, no entanto,
impõe v́ınculos sobre os parâmetros e gráficos das densidades de probabilidade mostram sob
qual contração de gk recuperamos o oscilador sem deformação. São listadas todas as relações
de comutação entre geradores fortemente independentes, o que possibilita o envelopamento das
álgebras. No método adotado, funções de onda também são interpretadas como geradores, e as
constantes de estrutura das mesmas com os geradores lineares também é dada; estas constantes
de estrutura distinguem os espaços de Hilbert e uma ilustração desse resultado pode ser vista nos
diagramas de estado. Também consideramos sob que circunstâncias a contração dos parâmetros
cont́ınuos une duas álgebras com parâmetros discretos diferentes respeitando a normalização das
funções de onda.

Precisamos saber se as álgebras são diferentes ou subálgebras independentemente das soluções
e essa consideração é levada em conta na seção 7. Veremos que as álgebras para k = 0, 1, 2, 3
possuem constantes de estrutura diferentes para comutações entre geradores ı́mpares de mesma
ordem, exceto pelas contrações em 5 e certas condições nos parâmetros discretos. Essa discussão
aponta um forte ind́ıcio de que, exceto pelos v́ınculos citados, q(k, gk) ⊈ q(k′, gk′) para k ̸= k′.
A (super)álgebra q(1, g1) tem geradores na álgebra envelopante universal de osp(2|2); ela foi pri-
meiramente introduzida em [22] no contexto da quantização de observáveis em um hiperbolóide
e usada para a construção de um modelo de supergravidade de Chern-Simons de spin superior,
que foi postetriormente generalizado para campos de spin fracionário em [23, 24]. Ao escrever
osp(2|2) na forma covariante, identificamos que os geradores do setor ı́mpar de q(k, gk) podem
ser interpretados como espinores de Majorana e damos uma indicação de como encontrar os
multipletos das diferentes representações de spin dentro das álgebras.

Com a experiência acumulada nas seções anteriores, na seção 8 escrevemos a forma geral
para o gerador ı́mpar fortemente independente de raiz simples negativa e ordem k do potencial
puro, a partir do qual podemos construir todos os geradores do caso k e usar a transformação
de similaridade para obter todos os geradores do mesmo caso para o potencial deformado. A
caracteŕıstica (função diferencial dos geradores) obtida não é muito simples mas nos permitiu
atestar que, de fato, existe uma famı́lia de infinitas álgebras para cada potencial. Nas conclusões
apresentamos nossas considerações sobre os resultados.
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Os apêndices A, B e C, constituem uma introdução à teoria de grupos e álgebras de Lie.
A ideia é apresentar as definições e trabalhar com exemplos. Eles são parte do trabalho que
realizei na tese de graduação e acreditamos que eles tornam a presente tese mais auto-contida.
No apêndice D encontramos os geradores para os casos k = 0, 1, 2 usando o método matricial
e mostramos sua conexão com o método de prolongamentos. No apêndice E estão alguns co-
mentários para ligar o arquivo do software ao texto. Não garantimos que a pasta com o arquivo
permanecerá dispońıvel após a defesa da tese. Solicitações, dúvidas e sugestões devem ser envi-
adas para alexanderkopernik@gmail.com.
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1 Prolongamentos de campos vetoriais e equações diferenciais

Nesta seção introduziremos a definição de prolongamento de variáveis e campos vetoriais
no fibrado de jatos, bem como detalhar a abordagem desse formalismo para quaisquer sistemas
de equações; estes resultados serão utilizados ao longo de toda a tese. Não apresentaremos
detalhes sobre o maquinário da geometria diferencial. Para uma introdução sobre variedades,
campos vetoriais, fibrados tangentes, etc., recomendamos [25] (páginas 859 − 909); para uma
apresentação mais rigorosa, vide [26] (páginas 111− 143).

1.1 Curvas integrais no espaço das soluções

Da teoria de variedades suaves [27], sabemos que um campo vetorial v = ξi∂i ∈ TM é
tangente a uma curva integral γ : R → M , em uma variedade p-dimensional M , se (assumindo
a convenção de Einstein para soma sobre ı́ndices repetidos):

γ̇ = γ̇i(s)∂i =
dγi(s)

ds
∂i = ξi (γ(s)) ∂i ≡ v (γ(s)) ; i = 1, . . . , p (1.1.1)

Já que γi(s) são simplesmente componentes em M , nós podemos reescrever a curva integral
γ em uma coordenatização cartesiana ϕ :M → Rp.

ϕ(γ(s)) = x(s) =
(
x1(s), x2(s), . . . , xp(s)

)
(1.1.2)

Assim,

ϕ(γ̇) =
dxi(s)

ds
∂i = ξi

(
x1(s), x2(s), . . . , xp(s)

)
∂i (1.1.3)

Isto nos dá a condição para que a curva integral esteja contida no fluxo do campo. Se v ∈ g, g
a álgebra de Lie associada ao grupo de Lie G, γ é um invariante sob a ação de g = exp(sv) ∈ G1.
Em nossa abordagem, as soluções de equações serão interpretadas como pontos de uma curva
integral no espaço das soluções, e tanto os elementos do grupo de simetria quanto os geradores
desse grupo transformam soluções em outras soluções.

1.2 Equações algébricas G-invariantes

Seja Fν(x) = Fν(x
1, x2, . . . , xp) = 0, ν = 1, . . . , r ≤ p, no domı́nio

SF ⊂M |Fν(x) = 0 ∀ x ∈ SF , ν ∈ [1, r] (1.2.1)

um sistema de equações algébricas com posto (rank) r (isto é, o posto é máximo). Como o posto
é máximo, qualquer função f :M → R que seja nula no domı́nio SF pode ser particionada numa
base em termos de produtos hν(x)Fν(x), onde h

ν(x) são funções suaves [10].

f (x|x ∈ SF ) = 0 ⇐⇒ f(x) =
r∑

µ=1

hµ(x)Fµ(x) (1.2.2)

Seja G um grupo de Lie, e g sua álgebra de Lie associada. Se o sistema Fν(x) = 0 é G-
invariante, isto é, se ele é invariante sob a ação de qualquer g ∈ G tal que Fν(g · x) = Fν(x),
então [25]:

v(Fν) = 0, ∀ v ∈ g (1.2.3)

1 Vale mencionar que o mapa exponencial não assegura a cobertura de G. Veja o exemplo em B.6.
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Usando o resultado 1.2.3, encontramos:

v(Fν) = (ξi∂i)Fν = ξj(∂iFν)δ
i
j = ξj(∂iFν)

〈
dxi, ∂j

〉
=
〈
dxi∂iFν , ξ

j∂j
〉
= ⟨∇Fν ,v⟩ = 0 (1.2.4)

Em 1.2.4 fizemos uso do fato de que {∂i} ∈ V é uma base cartesiana e
{
dxi
}
∈ V∗ é a base

do seu espaço dual. Logo, o gradiente ∇Fν é perpendicular a v. Já que o gradiente de uma
função pode ser visto como um vetor normal à superf́ıcie de Fν(x) constante em uma variedade
p-dimensional M e existem p − 1 vetores linearmente independentes de v, haverá p − 1 de tais
superf́ıcies. Ou seja, existem p− 1 soluções F j

ν (x) = cj , j = 1, . . . , p− 1, para cada ν = 1, . . . , r.
Tomando a variação ∆F j

ν :

∆F j
ν ≈

p∑
i=1

∂F j
ν

∂xi
∆xi = 0 (1.2.5)

Observando a expressão no pareamento dual 1.2.4, ela nos sugere que:

∆xi = αξi(x) ⇒ ∆xi

ξi
= α; i = 1, . . . , p (1.2.6)

com α uma constante. Tomando o limite ∆xi → dxi encontramos a equação caracteŕıstica de
v (Fν):

dx1

ξ1
=
dx2

ξ2
= . . . =

dxp

ξp
(1.2.7)

Resolver cada uma das equações em 1.2.7 nos dá p − 1 invariantes F j(x) para cada ν do
sistema.

1.3 Prolongamento de campos vetoriais

1.3.1 Prolongamento de variáveis no espaço de funções

Seja x =
(
x1, . . . , xp

)
∈ X variáveis do espaço base X e u =

(
u1 . . . uq

)
∈ U variáveis no

espaço U das funções de x. Definimos o operador derivada total por

Di :=
∂

∂xi
+

q∑
α=1

∞∑
J=0

uαiJ
∂

∂uαJ
; (1.3.1)

Na definição 1.3.1 o śımbolo J denota um multi-́ındice não ordenado dos ı́ndices das variáveis
x. Por exemplo, para p = 3 temos os ı́ndices i = 1, 2, 3; quando J = 2, temos o seguinte conjunto
de ı́ndices: {11, 12, 13, 22, 23, 33}, ou, denotando as variáveis, {x1x1, x1x2, x1x3, x2x2, x2x3, x3x3}.
Essa definição nos permite interpretar derivadas de funções como um operador que substitui uma
variável por outra. Deste modo, uαi = Diu

α é uma variável algébrica tanto quanto xi e uα; isto
é o que significa prolongar as variáveis. O espaço Jn (X × U) ao qual todas essas variáveis
pertencem é chamado o n-ésimo fibrado de jatos de X × U , e o ı́ndice n indica a ordem das
derivadas totais de u. Assim como derivadas parciais, o operador derivada total satisfaz a regra
de derivação de Leibniz e comuta com qualquer outro operador derivada total. Equações dife-
renciais passam a ser interpretadas como funções diferenciais: ∆(x, f(x)) 7→ ∆(x, u(n)), onde n
é a ordem da equação e u(n) ≡ pr(n)(u) é o n-ésimo prolongamento das variáveis u, isto é, todas
as variáveis prolongadas até a n-ésima ordem.

u(n) ≡ pr(n)(u) := (u, ui1 , ui1i2 , . . . , ui1i2...in) ; ij = 1, . . . , p (1.3.2)
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1.3.2 Abordagem para equações diferenciais

Seja ∆ν ≡ ∆ν(x, u
(n)) = 0 um sistema de equações diferenciais de posto máximo em M (n) ⊂

Jn (X × U), e (x, u) ∈ M ⊂ X × U , com x = (x1, . . . , xp) as p variáveis no subconjunto de
X, u = (u1, . . . , uq) as variáveis no espaço das soluções contido em U1. Se v ∈ g é um campo
vetorial associado ao grupo de simetria G de transformações em M que preservam ∆ν = 0,
podemos escrevê-lo como:

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
(1.3.3)

O prolongamento (infinito)2 de v é definido por [10]:

prv := v +

q∑
α=1

∞∑
J=1

Φα
J

(
x, u(m)

) ∂

∂uαJ
(1.3.4)

com a função diferencial Φα
J dada por3

Φα
J

(
x, u(m)

)
≡ DJ

(
ϕα(x, u)−

p∑
i=1

ξi(x, u)uαi

)
+

p∑
i=1

ξiuαiJ (1.3.5)

e m dependendo de J . Se v ∈ g, então:

prv(∆ν) = 0 (1.3.6)

A equação 1.3.6 constitui a conclusão do teorema central do prolongamento de campos
vetoriais para sistemas de equações diferenciais, e este é o teorema que sustenta os resultados
aqui obtidos. Sua prova é complicada o suficiente para não dedicarmos espaço a ela aqui, mas
pode ser encontrada em [10].

Uma vez que ∆ν = 0 tem posto máximo ordem n e o prolongamento de v atuando sobre
∆ν é uma função diferencial de ordem m ≥ n que é nula no espaço das soluções M (n) ⊂ M (m),
podemos particioná-la em termos de operadores diferenciais, analogamente ao que fizemos em
1.2.2.

prv(∆ν) =
r∑

µ=1

∞∑
J=0

PµJ
ν

(
x, u(m)

)
DJ∆µ (1.3.7)

1.3.3 Comentário sobre a abordagem para lagrangianas

Outra aplicação interessante para o prolongamento de campos vetoriais é o estudo de sime-
trias variacionais para uma ação S[u] =

∫
Ω L

(
x, u(n)

)
dpx. Seja g ∈ G um elemento do grupo

de Lie G que atua nas variáveis x e u. O prolongamento de g atua também sobre as variáveis
prolongadas [25].

pr g · (x, u(n)) =
(
x̃, ũ(n)

)
(1.3.8)

1 Tal que uma solução f(x) de ∆ é um valor fixo de u
2 As equações diferenciais consideradas, sobre as quais o prolongamento dos campos atua, são de ordem finita.

Por conseguinte, não haverá derivadas de ordem infinita, nem um número infinito de coeficientes.
3 Estamos assumindo que apenas sub́ındices de u representam derivadas totais; para qualquer função diferencial

f adotamos fy = ∂yf , a menos que digamos expressamente do que trata o ı́ndice, como em 1.3.5.
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Se G é um grupo de simetria variacional de S, então teremos:

S[u] =

∫
Ω
L
(
x, u(n)

)
dpx =

∫
Ω̃
L
(
x̃, ũ(n)

)
dpx̃ (1.3.9)

Sendo v ∈ g um gerador do grupo de simetria G, então a fórmula abaixo é verificada [25].

prv(L) + L

p∑
i=1

Diξ
i = 0 (1.3.10)

Para a abordagem de jatos do chamado problema inverso, aquele de encontrar a lagrangiana
dadas as equações de movimento, veja [1] e [10].

1.4 Forma evolucionária de campos vetoriais e simetrias generalizadas

Vamos renomear a expressão que aparece entre parênteses em 1.3.5, sobre a qual o operador
derivada total atua, por Qα.

Qα
(
x, u(1)

)
≡ ϕα(x, u)−

p∑
i=1

ξi(x, u)uαi (1.4.1)

A função diferencial Qα é definida como a função caracteŕıstica do gerador v, e tem ao todo
p+q+pq variáveis. As expressões em 1.3.3 e 1.3.4 para o campo e seu prolongamento se tornam,
respectivamente:

v =

q∑
α=1

Qα(x, u(1))
∂

∂uα
+

p∑
i=1

ξi(x, u)

(
∂

∂xi
+ uαi

∂

∂uα

)
(1.4.2)

prv =

q∑
α=1

Qα(x, u(1))
∂

∂uα
+

q∑
α=1

∞∑
J=1

DJ

(
Qα(x, u(1))

) ∂

∂uαJ

+

p∑
i=1

ξi(x, u)

(
∂

∂xi
+

q∑
α=1

(
uαi

∂

∂uα
+

∞∑
J=1

uαJ,i
∂

∂uαJ

))
(1.4.3)

O operador com coeficiente ξi em 1.4.3 é apenas a derivada total 1.3.1. Denotando

vQ ≡
q∑

α=1

Qα
(
x, u(1)

) ∂

∂uα
(1.4.4)

definimos a forma evolucionária de v como:

v = vQ +

p∑
i=1

ξi(x, u)

(
∂

∂xi
+ uαi

∂

∂uα

)
(1.4.5)

Seu prolongamento assume a forma:

prv = prvQ +

p∑
i=1

ξi(x, u)Di ; prvQ =

q∑
α=1

∞∑
J=0

DJ

(
Qα(x, u(1))

) ∂

∂uαJ
(1.4.6)
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Já que Di(∆ν) = 0 é trivial no espaço das soluções, se v ∈ g, então:

0 = prv(∆ν) = prvQ(∆ν) +

p∑
i=1

ξi(x, u)Di(∆ν) = prvQ(∆ν) (1.4.7)

Conclui-se que a única parte relevante do campo prolongado que atua em ∆ν é a sua parte
evolucionária vQ.

A forma evolucionária de um campo cuja caracteŕıstica depende em (x, u(1)) é relacionada
a simetrias geométricas (de primeira ordem) do sistema ∆ν . Podemos estender a dependência
das caracteŕısticas para derivadas totais de u com qualquer ordem.

Qα
(
x, u(n)

)
= Qα (x, u, ui1 , ui1i2 , . . . , ui1i2...in) (1.4.8)

Todos os sub́ındices ij em 1.4.8 varrem o intervalo [1, p] e temos q geradores com carac-
teŕısticas de ordem até n. Chamamos de simetrias dinâmicas1, ou generalizadas, àquelas que
surgem de geradores para os quais n > 1. Definindo a notação para o fatorial ascendente
(também conhecido como śımbolo de Pochhammer) e o fatorial descendente (também chamado
potência fatorial), respectivamente, por:

b(n) :=
Γ (b+ n)

Γ (b)
; b[n] :=

Γ (b+ 1)

Γ (b+ 1− n)
(1.4.9)

o número total de variáveis da caracteŕıstica em 1.4.8 é:

p+ q
n∑

j=0

p(j)

j!
(1.4.10)

Desta forma, escrevemos as expressões para geradores de n-ésima ordem e seu prolonga-
mento2, respectivamente.

vQ =

q∑
α=1

Qα
(
x, u(n)

) ∂

∂uα
(1.4.11)

prvQ =

q∑
α=1

∞∑
J=0

DJ

(
Qα(x, u(n))

) ∂

∂uαJ
(1.4.12)

1.5 Operadores recursivos para equações diferenciais lineares

Para sistemas lineares, podemos representar ∆3 pela ação de um operador Ω, independente
de u e suas derivadas totais, atuando sobre a q-upla u.

∆
(
x, u(n)

)
= Ω(u) =

q∑
α=1

Ωαu
α =

q∑
α=1

n∑
J=0

fJα (x)DJu
α (1.5.1)

1 Em oposição a simetrias geométricas.
2 Veja [10] para uma discussão sobre as dificuldades que surgem para a exponenciação de tais geradores.
3 Vamos suprimir o ı́ndice ν para não sobrecarregar a notação. Deve-se levar em conta que teremos um

operador Ων para cada equação ∆ν , totalizando r (o posto do sistema) operadores.
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Seja vQ a forma evolucionária de um gerador de simetria do sistema linear ∆. Seu prolon-
gamento sobre ∆ é dado por

prvQ (∆) =

q∑
α=1

∞∑
J=0

(
DJQ

α(x, u(n))
) ∂

∂uαJ

 q∑
β=1

n∑
K=0

fKβ (x)DKu
β


=

q∑
α=1

∞∑
J=0

fJα (x)
(
DJQ

α(x, u(n))
)
= Ω(Q) = 0 (1.5.2)

Seja Q′ (x, u(m)
)
= R(u) a caracteŕıstica de um gerador linear de ∆, dada pela ação sobre

u de um operador diferencial R que não depende em u nem em suas derivadas totais. Então,
para qualquer caracteŕıstica Q

(
x, u(l)

)
, temos que R(Q) também é caracteŕıstica de um gerador

de ∆. Sendo assim, R é dito um operador recursivo. Para provar o que acabamos de dizer,
consideremos o prolongamento de vQ′ sobre ∆, tendo em vista a relação 1.5.2.

prvQ′(∆) = Ω(Q′) = ΩR(u) (1.5.3)

Enquanto isso, de 1.3.7 nós temos que

prvQ′(∆) = R̃(∆) = R̃Ω(u) (1.5.4)

onde R̃ é algum operador diferencial que não depende em u, nem em suas derivadas totais. As
equações 1.5.3 e 1.5.4 nos dizem que

ΩR = R̃Ω (1.5.5)

identicamente no espaço das soluções. Agora nós podemos provar que se Q é a caracteŕıstica de
um gerador de ∆, então R(Q) também é.

prvR(Q)(∆) = ΩR(Q) = R̃Ω(Q) = R̃prvQ(∆) (1.5.6)

É fácil perceber que a atuação de qualquer produto (composição) de operadores recursivos
também é um operador recursivo. Para ver isso, seja Q uma caracteŕıstica do sistema ∆ e R′ e
R′′ operadores recursivos que satisfazem a relação 1.5.5.

ΩR′ = R̃′Ω; ΩR′′ = R̃′′Ω (1.5.7)

Logo,

prvR′′R′(Q) (∆) = ΩR′′R′(Q) = R̃′′ΩR′(Q) = R̃′′R̃′Ω(Q) = R̃′′R̃′prvQ (∆) (1.5.8)

Em geral, se R é um operador recursivo, também o são todas as suas potências, o que nos dá
uma famı́lia de infinitos geradores. Veremos em 3.2 que podemos definir um produto associativo
de campos vetoriais através de prolongamentos. A álgebra U(g) constrúıda a partir de todos os
produtos dos geradores recursivos em g é chamada de álgebra envelopante universal de g [17].
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2 Simetrias geométricas da equação de Schrödinger unidimen-
sional

O método de prolongamento de campos vetoriais é útil para encontrar soluções de sistemas
de equações diferenciais e suas transformações de simetria. Se o sistema não possui simetrias, o
método perde seu valor. Felizmente, muitos dos sistemas da f́ısica possuem simetrias devido à
conservação de certas quantidades na natureza; a equação de Schrödinger, por exemplo, cons-
titui um sistema mecânico autônomo (o potencial é independente do tempo), o que assegura a
conservação da energia [28]. Os geradores de simetrias geométricas são encontrados para todos
os potenciais de potência na equação de Schrödinger. Transformações de similaridade relaci-
onam diferentes potenciais e nos permitem mapear os geradores de simetria de um potencial
para o outro. Para o caso mais simples da part́ıcula livre damos um exemplo de como obter
soluções particulares através de invariantes e encontramos os elementos de grupo que surgem da
exponenciação dos geradores.

2.1 Vı́nculos sobre os geradores para um potencial arbitrário

A equação de Schrödinger unidimensional com potencial real V (x) pode ser escrita como [29]:

∆ (x, t, ψ (x, t)) =
∂ψ (x, t)

∂t
+ a

∂ψ (x, t)

∂2x
− aV (x)ψ (x, t) = 0 (2.1.1)

com a ≡ ℏ/2im1.
Fazendo u a variável no espaço das soluções, de tal modo que em um ponto P0 deste espaço

u|P=P0 = ψ (x, t), a equação 2.1.1 se torna

∆ ≡ ∆
(
x, t, u(2)

)
= ut + auxx − aV (x)u = 0 (2.1.2)

e o campo vetorial mais geral v é dado por

v = χ (x, t, u) ∂x + τ (x, t, u) ∂t + ϕ (x, t, u) ∂u (2.1.3)

Para o prolongamento de v, de 1.3.4, nós temos

prv = v +
∑
J

ΦJ [u]
∂

∂uJ
; J ̸= 0 (2.1.4)

onde ΦJ [u] é dado por

ΦJ [u] = DJ (ϕ− χux − τut) + χuxJ + τutJ (2.1.5)

com DJ o operador de derivada total definido em 1.3.1.
A aplicação de 2.1.4 sobre ∆ nos dá um novo sistema de equações diferenciais parciais.

prv (∆) = Φt + aΦxx − aVxuχ− aV ϕ = 0 (2.1.6)

A equação 2.1.2 é uma equação algébrica e, portanto implica que uma das variáveis pode ser
escrita em termos das outras, tornando-a uma variável dependente no subespaço das soluções.

1 No que vem a seguir, vamos eliminar i dos cálculos para simplificação. Quando se queira, basta substituir
a ≡ ℏ/2im para, por exemplo, verificar a hermiticidade de algum gerador.
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Podemos substituir uxx = V u − ut/a ou ut = a(V u − uxx)
1; a substituição de u em termos ut

e uxx pode implicar em divergências devido ao potencial. Adotaremos a convenção de sempre
substituir a variável ut, de modo a termos derivadas totais apenas em x. Depois de substituir o
v́ınculo ut = a (V u− uxx) de 2.1.2, nós derivamos a seguinte expressão para Φt e Φxx:

Φt =
(
ϕt + aV uϕu − a2V 2u2τu − aV uτt

)
− (χt + aV uχu)ux

+
(
aτt − aϕu + 2a2V uτu

)
uxx + aχuuxuxx − a2τuu

2
xx

Φxx =(ϕxx − aV uτxx − 2aVxuτx) + (2ϕxu − χxx − 2aV uτxu − 2aV τx − 2aVxuτu)ux

+ (ϕuu − 2χxu − aV uτuu − 2aV τu)u
2
x − χuuu

3
x + (ϕu − 2χx + aτxx − aV uτu)uxx

+ (2aτxu − 3χu)uxuxx + aτuuu
2
xuxx + aτuu

2
xx + 2aτxuxxx + 2aτuuxuxxx (2.1.7)

De 2.1.7, encontramos a forma expĺıcita de 2.1.6:

prv (∆) =
(
ϕt + aV uϕu − a2V 2u2τu − aV uτt + aϕxx − a2V uτxx − 2a2Vxuτx − aVxuχ− aV ϕ

)
+
(
2aϕxu − aχxx − 2a2V uτxu − 2a2V τx − 2a2Vxuτu − χt − a2V uχu

)
ux

+
(
aϕuu − 2aχxu − a2V uτuu − 2a2V τu

)
u2x

−aχuuu
3
x

+
(
aϕu − 2aχx + a2τxx + aτt − aϕu + a2V uτu

)
uxx

+
(
2a2τxu − 2aχu

)
uxuxx

+a2τuuu
2
xuxx

+2a2τxuxxx

+2a2τuuxuxxx = 0 (2.1.8)

Levando em conta que as derivadas totais de u são variáveis independentes e que V, χ, τ
e ϕ dependem apenas em x, t e u, os coeficientes dos monômios das variáveis prolongadas em
2.1.8 precisam ser anulados de acordo com o resultado 1.3.6 do teorema central.

τx = 0; τu = 0 ⇒ τ = τ(t)

χu = 0 ⇒ χ = χ (x, t)

τt = 2χx ⇒ χx = χx (t) ⇒ χ = γ (t)x+ δ (t) ; τt = 2γ

ϕuu = 0 ⇒ ϕ = α (x, t)u+ β (x, t)

2aϕxu = χt ⇒ ϕxu = αx =
1

2a
(γtx+ δt) ⇒ α =

1

4a

(
γtx

2 + 2δtx+ ρ (t)
)

(2.1.9)

Conseguimos explicitar a dependência em x (exceto por β(x, t)), e a única dependência em
u é linear para ϕ. Logo, restam apenas os coeficientes de u e de 1.

ϕt + aV uϕu − aV uτt + aϕxx − aVxuχ− aV ϕ = 0 (2.1.10)

1 Algo parecido com a escolha em transformadas de Legendre entre lagrangianas e hamiltonianos, onde podemos
escolher entre aumentar a ordem do sistema ou o número de variáveis [28].
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Usando as expressões encontradas em τ, χ e ϕ em 2.1.9, a equação 2.1.10 se torna

αtu+ βt + aV uα− 2aV uγ +
1

2
γtu+ aβxx − aVxuγx− aVxuδ − aV αu− aV β = 0

⇒
(
αt − 2aV γ +

1

2
γt − aVxγx− aVxδ

)
u+ (βt + aβxx − aV β) = 0 ∀ u (2.1.11)

Para o coeficiente de 1, encontramos que β é qualquer função que satisfaça a equação de
Schrödinger.

βt + aβxx − aV β = ∆(x, t, β) = 0 (2.1.12)

Os geradores vβ = β∂u constituem uma subálgebra abeliana de dimensão infinita. Para o
coeficiente de u em 2.1.11, depois de escrever α explicitamente, encontramos:

1

4a

(
γttx

2 + 2δttx+ ρt
)
− 2aV γ +

1

2
γt − aVxγx− aVxδ = 0

⇒ γttx
2 + 2δttx+ ρt − 8a2V γ + 2aγt − 4a2Vxγx− 4a2Vxδ = 0 (2.1.13)

A equação 2.1.13 não tem qualquer dependência arbitrária em x e nenhuma dependência
em u. Além disso, ela é de primeira ordem em ρ e de segunda ordem em γ e δ, totalizando 5
constantes arbitrárias. Reparando que τt = 2γ, teremos ao máximo seis geradores linearmente
independentes em 2.1.3.

2.2 Geradores para potenciais de potências

Em [30] foi mostrado que a equação linear de Schrödinger em 1 dimensão com potencial
V (x, t) = γ1(t)x

2 + γ2(t)x+ γ3(t) + iγ4(t), para certas funções reais γ1, γ2, γ3 e γ4 de t, é equi-
valente a equação para a part́ıcula livre1. Em 2.3, apresentaremos transformações relacionando
potenciais V (x) = a1x

2 + a2x+ a3, para quaisquer constantes a1, a2 e a3, bem como potenciais
V (x) = b1x

2 + b2/x
2 + b3, para quaisquer constantes b1, b2 e b3. Nos exemplos que se seguem

vamos considerar apenas os potenciais de potências e substitúımos V (x) = νλx
λ (λ e νλ são

constantes) explicitamente em 2.1.13.

γttx
2 + 2δttx− 4a2νλγ(2 + λ)xλ − 4a2λνλδx

λ−1 + (ρt + 2aγt) = 0 (2.2.1)

Nos casos em que λ é diferente de −2, 0, 1 e 2, a única maneira de satisfazer a equação 2.2.1
é deixando γ = δ = ρt = 0. Assim, τ = c1 e ρ = c2. Os geradores são

v1 = ∂t

v2 = u∂u

Ψ = ψ(x, t)∂u (2.2.2)

onde ψ(x, t) é qualquer solução de 2.1.12. Para λ = 0, 1, 2, nós temos seis geradores linearmente
independentes, enquanto para λ = −2, nós salvamos duas constantes de γ mas nenhuma de δ,
restando quatro geradores linearmente independentes, dos quais dois deles são ∂t e u∂u.

1 Para mais sobre cryptohermiticidade e equivalência entre equações de Schrödinger com potencial real e
complexo, vide [31].

2 É fácil provar que os geradores u∂u e ψ∂u estão sempre presentes para qualquer equação linear, enquanto ∂t
está sempre presente para qualquer sistema mecânico autônomo.
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2.2.1 Caso constante: V (x) = 0

Antecipamos que é sempre posśıvel obter uma equação de Schrödinger equivalente adicio-
nando uma constante ao potencial (veja 2.3). Substituindo ν0 = 0 em 2.2.1, a equação passa a
ser

γttx
2 + 2δttx+ ρt + 2aγt = 0 (2.2.3)

A solução desta equação é

γtt = 0 ⇒ γ = c1t+ c2

δtt = 0 ⇒ δ = c3t+ c4

ρt = −2aγt = −2ac1 ⇒ ρ = −2ac1t+ c′5 (2.2.4)

Reescalonando c′5 7→ c5/4a e substituindo os resultados em τ , χ e ϕ, encontramos os geradores
linearmente independentes.

τt = 2γ ⇒ τ = c1t
2 + 2c2t+ c6

χ = γx+ δ ⇒ χ = c1tx+ c2x+ c3t+ c4;

ϕ = αu+ β =
1

4a

(
γtx

2 + 2δtx+ ρ
)
u+ β =

(
1

4a
c1x

2 +
1

2a
c3x− 1

2
c1t+ c5

)
u+ β (2.2.5)

Lembrando da expressão para v em 2.1.3, escrevemos os seis geradores (mais os geradores
{Ψ} da subálgebra abeliana) numa certa base.

z+ = t2∂t + tx∂x +

(
1

4a
x2 − 1

2
t

)
u∂u

z0 = 2t∂t + x∂x −
1

2
u∂u

z− = ∂t

w+ = t∂x +
1

2a
xu∂u

w0 =
1

2a
u∂u

w− = −∂x
Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (2.2.6)

2.2.2 Caso linear: V (x) = ωx

Para o potencial linear V (x) = ωx, 2.2.1 nos dá:

γttx
2 + 2

(
δtt − 6a2ωγ

)
x+

(
ρt + 2aγt − 4a2ωδ

)
= 0 (2.2.7)

Resolvendo para γ, δ e ρ:

γtt = 0 ⇒ γ = c1t+ c2

δtt − 6c1a
2ωt− 6c2a

2ω = 0 ⇒ δ = c1a
2ωt3 + 3c2a

2ωt2 +
(
3a2ωc6 + c′3

)
t+ c4

⇒δ = c1a
2ωt3 + 3c2a

2ωt2 +
(
2a2ωc6 + c3

)
t+ c4

ρt = 4a2ωδ − 2aγt = 4c1a
4ω2t3 + 12c2a

4ω2t2 + 8c6a
4ω2t+ 4c3a

2ωt+ 4c4a
2ω − 2c1a

⇒ρ = c1a
4ω2t4 + 4c2a

4ω2t3 + 4c6a
4ω2t2 + 2c3a

2ωt2 + 4c4a
2ωt− 2c1at+ c′5 (2.2.8)
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Substituindo o resultado em τ , χ e ϕ:

τ =c1t
2 + 2c2t+ c6

χ =γx+ δ ⇒ χ = c1
(
tx+ a2ωt3

)
+ c2

(
x+ 3a2ωt2

)
+ 2c6a

2ωt+ c3t+ c4

ϕ =αu+ β =
1

4a

(
γtx

2 + 2δtx+ ρ
)
u+ β

⇒ ϕ =

(
c1
x2

4a
+ c1

3aωt2x

2
+ 3c2aωtx+ c6aωx+ c3

x

2a
+ c1

a3ω2t4

4
+ c2a

3ω2t3

+c6a
3ω2t2 + c3

aωt2

2
+ c4aωt− c1

t

2
+ c5

)
u+ β (2.2.9)

encontramos os geradores:

z+ = t2∂t +
(
tx+ a2ωt3

)
∂x +

(
1

4a
x2 +

3

2
awt2x+

1

4
a3ω2t4 − 1

2
t

)
u∂u

z0 = 2t∂t +
(
x+ 3a2ωt2

)
∂x +

(
3aωtx+ a3ω2t3 − 1

2

)
u∂u

z− = ∂t + 2a2ωt∂x + (3aωtx+ aωx)

w+ = t∂x +

(
1

2a
x+

1

2
aωt2

)
u∂u

w0 =
1

2a
u∂u

w− = −∂x − aωtu∂u

Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (2.2.10)

2.2.3 Caso quadrático: V (x) = ν2x2

Vamos trabalhar agora o caso quadrático V (x) = ν2x2.

γttx
2 + 2δttx+ ρt − 8a2ν2γx2 + 2aγt − 8a2ν2γx2 − 8a2ν2δx = 0

⇒
(
γtt − 16a2ν2γ

)
x2 + 2

(
δtt − 4a2ν2δ

)
x+ ρt + 2aγt = 0 (2.2.11)

Resolvendo para γ, δ e ρ:

γtt − 16a2ν2γ = 0 ⇒ γ = c1e
4aνt + c2e

−4aνt

δtt − 4a2ν2δ = 0 ⇒ δ = c3e
2aνt + c4e

−2aνt

ρt = −2aγt ⇒ ρ = −2aγ + c5 = −2ac1e
4aνt − 2ac2e

−4aνt + c′5 (2.2.12)
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Depois de substituir τ , χ e ϕ, encontramos:

τt =2γ ⇒ τ =
1

2aν

(
c1e

4aνt − c2e
−4aνt

)
+ c6

χ =γx+ δ ⇒ χ = c1e
4aνtx+ c2e

−4aνtx+ c3e
2aνt + c4e

−2aνt

ϕ =αu+ β =
1

4a

(
γtx

2 + 2δtx+ ρ
)
u+ β

ϕ =

(
νc1e

4aνtx2 − νc2e
−4aνtx2 + νc3e

2aνtx− νc4e
−2aνtx− 1

2
c1e

4aνt

−1

2
c2e

−4aνt + c5

)
u+ β (2.2.13)

Os geradores são

z± =
1

4aν
e±4aνt

(
∂t ± 2aνx∂x + 2aν2x2u∂u ∓ aνu∂u

)
z0 =

1

2aν
∂t

w± = e±2aνt (±∂x + νxu∂u)

w0 = 2νu∂u

Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (2.2.14)

2.2.4 Potencial do tipo Calogero: V (x) = r/x2

No potencial do tipo Calogero V (x) = r/x2, r é um parâmetro adimensional e não pode
ser reescalonado mudando convenções de unidades de medida; veremos mais sobre isso em 5.
Substituindo o potencial em 2.2.1:

γttx
2 + 2δttx+ ρt −

8a2rγ

x2
+ 2aγt +

8a2rγ

x2
+

8a2r

x3
δ = 0 (2.2.15)

Resolvendo para γ, δ e ρ:

γtt = 0 ⇒ γ = c1t+ c2

δ = 0

ρt = −2aγt = −2ac1 ⇒ ρ = −2ac1t+ c3 (2.2.16)

Substituindo em τ , χ e ϕ:

τt = 2γ ⇒ τ = c1t
2 + 2c2t+ c4

χ = γx+ δ ⇒ χ = c1tx+ c2x

ϕ = αu+ β =
1

4a

(
γtx

2 + 2δtx+ ρ
)
u+ β =

(
c1
x2

4a
− c1

t

2
+ c3

1

4a

)
u+ β (2.2.17)
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Os geradores estão listados abaixo.

z+ = t2∂t + tx∂x +

(
1

4a
x2 − 1

2
t

)
u∂u

z0 = 2t∂t + x∂x −
1

2
u∂u

z− = ∂t

w0 =
1

2a
u∂u

Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (2.2.18)

Estes são os mesmos geradores que aparecem em 2.2.6, exclúıdos w±. Note que r não aparece
em qualquer dos geradores, já que −8a2V γ e −4a2Vxγx cancelam, e δ = 0 implica −4a2Vxδ = 0,
sendo estes os três únicos termos em 2.2.1 onde o potencial aparece.

2.3 Álgebra de Schrödinger e isomorfismo

Para os geradores em 2.2.6, 2.2.10 e 2.2.14, temos a mesma relação de comutação (os ge-
radores em 2.2.18 satisfazem essas relações se excluirmos w±). Abaixo se encontram todas as
comutações não nulas.

[z0, z±] = ±2z±

[z0, w±] = ±w±

[z+, z−] = −z0
[w+, w−] = w0

[z±, w∓] = ±w±

[v,Ψ] = Ψv = ψv(t, x)∂u | ∆(ψv) = 0 (2.3.1)

Os geradores w± e w0 fecham a álgebra de Heisenberg [29], heis, enquanto os geradores z±
e z0 fecham o sl(2,R) (B.6.5). A álgebra em 2.3.1 é a soma semi-direta dessas duas álgebras
e se chama álgebra de Schrödinger [32–34] sch ∼= heis ⋉ sl(2,R). Nesta escolha particular para
a base da álgebra, descobrimos que o peso de um gerador é dado pela constante de estrutura
da comutação de z0

1, à esquerda, com o gerador em questão à direita. Denotando os geradores
de cada caso como v̄ para o caso constante, v̌ para o caso linear e ṽ para o caso quadrático,
existem transformações de similaridade S′ e S relacionando o potencial constante ao linear e ao
quadrático, respectivamente. Para V (x) = 0 → V (x) = ωx, a transformação de similaridade é

S′ = e−a2ωt2∂xe−aωtxu∂ue−
1
3
a3ω2t3u∂u (2.3.2)

Através de 2.3.2, encontramos exatamente os mesmos geradores que em 2.2.10.

S′v̄S′−1 = v̌ (2.3.3)

Para ligar os potenciais V (x) = 0 e V (x) = ν2x2, a transformação de similaridade é

S = e−Mx∂xe−Ru∂ueh(t)∂t (2.3.4)

1 O único membro da subálgebra de Cartan.
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com as funções M , R e h dadas por

M =ln(cosh(2aνt))

R =
1

4
νx2sinh(4aνt) +

1

2
ln(sech(2aνt))

h =h(t)|eh∂tte−h∂t =
1

2aν
tanh(2aνt) (2.3.5)

Não encontramos a forma exata de h(t), mas podemos fixar seus coeficientes na expansão
de Maclaurin para satisfazer a condição em 2.3.5. Os 50 primeiros coeficientes estão listados em
E.5. A transformação muda a base em 2.2.14 da seguinte maneira.

z̊+ = Sz̄+S
−1 =

1

4aν
(z̃+ + z̃− − z̃0)

z̊0 = Sz̄0S
−1 = z̃+ − z̃−

z̊− = Sz̄−S
−1 = aν(z̃+ + z̃− + z̃0)

ẘ+ = Sw̄+S
−1 =

1

4aν
(w̃+ + w̃−)

ẘ0 = Sw̄0S
−1 =

1

4aν
w̃0

ẘ− = Sw̄−S
−1 =

1

2
(w̃− − w̃+) (2.3.6)

Os geradores v̊ satisfazem as mesmas relações de comutação que aquelas em 2.3.1. Se
quisermos passar do caso linear para o quadrático, devemos usar a transformação SS′−1. Como
transformações de similaridade são bijeções (todos os mapas podem ser invertidos), os três
casos estão completamente relacionados. Além disso, podemos sempre adicionar uma constante
b ao potencial através da transformação de similaridade S′′ = e−abtu∂u e obter uma álgebra
equivalente, recuperando a álgebra original com a contração b → 0. No caso do potencial
quadrático, basta uma translação x 7→ x′ + c para obter um termo linear extra no potencial.
Com tudo isso, temos que todos os potenciais do tipo V (x) = a1x

2 + a2x+ a3 são equivalentes.
Como todos os geradores 2.2.18 estão presentes em 2.2.6, eles são mapeados por 2.3.4 nos
geradores 2.2.14 exclúıdos w±. Veremos na seção 5 que o potencial equivalente ao de Calogero
por 2.3.4 possui um termo quadrático extra. Isso completa a equivalência entre potenciais do
tipo V (x) = b1x

2 + b2/x
2 + b3.

2.4 Soluções particulares através de invariantes

Uma forma de encontrar soluções particulares de ∆ é através de invariantes espećıficos.
Vejamos um exemplo simples.

2.4.1 Solução de onda plana para a part́ıcula livre

Soluções de onda plana são funções do tipo ψ (x− ct) que resolvem ∆(x− ct, ψ (x− ct)) = 0.
Para V (x) = 0 em ∆, podemos obter esse invariante com a combinação linear v = ∂t + c∂x.
Escrevendo a equação caracteŕıstica para v, encontramos

v = −cω− + z− = c∂x + ∂t ⇒
dx

c
=
dt

1
⇒ x− ct = ϵ (2.4.1)
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onde c e ϵ são constantes. Isto confirma que existem soluções de onda para ∆. Mudando as
variáveis através de x− ct = y, examinemos como mudam as derivadas.

∂ψ (x− ct)

∂t
=
∂y

∂t

dψ (y)

dy
= −cdψ (y)

dy
;

∂ψ (x− ct)

∂x
=
∂y

∂x

dψ (y)

dy
=
dψ (y)

dy
(2.4.2)

Reescrevemos a equação em termos da nova variável como ∆ (y, ψ(y)).

∆ = −cdψ
dy

+ a
d2ψ

d2y
= 0 ⇒ dψ

dy
= c1e

c
a
y ⇒ ψ = c2e

c
a
y + c3

Para a part́ıcula livre, é bem conhecida a solução fundamental (em unidades de medida do
sistema internacional) [29]:

ψ0 (x, t) = Ae
i
(√

2mE
ℏ x−E

ℏ t
)

(2.4.3)

Escolhendo c =
√

E
2m , c2 = A e c3 = 0 encontramos ψ (x, t) = ψ0 (x, t).

2.5 Transformações de grupo das soluções de ∆

Para encontrar as transformações de grupo de um parâmetro associadas a um gerador, uti-
lizamos o mapa exponencial. Mostraremos as transformações do tripleto (x, t, u) ∈M ⊂ X ×U
que surgem da exponenciação dos membros da álgebra de Schrödinger para a part́ıcula livre.

2.5.1 Ação de G sobre ∆ para V (x) = 0

Vamos trabalhar em detalhes a transformação de exp (sz+); para os demais geradores o
cálculo é mais simples e apenas listamos as transformações de grupo. A coordenatização em
questão para a curva integral é ϕ (γ (s)) = (x (s) , t (s) , u (s)). Desta maneira, as derivadas das
variáveis x, t, e u no parâmetro s nos dá os coeficientes ξi (x (s) , t (s) , u (s)) do gerador z+.

dt

ds
= t2;

dx

ds
= tx;

du

ds
=

(
x2

4a
− t

2

)
u (2.5.1)

A derivada mais à esquerda nos diz quem é t depois de um fluxo [27] Fs (t0) ≡ γt0 (s)
(ignorando x e u, já que dt/ds depende apenas em t). Substitúımos, então, este resultado na
equação seguinte, e assim por diante.

t =
2t0

2− st0
; x =

x0(
1− st0

2

)2 ; u = u0

(
1− st0

2

)
exp

[
x20

6at0
(
1− st0

2

)3
]

(2.5.2)

Assim, encontramos o fluxo (transformação de grupo de um parâmetro) do ponto inicial
P0 ≡ (x0, t0, u0). Para qualquer ponto P = (x, t, u) ∈M , teremos

exp(sz+) · (x, t, u) ≡ g1 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
1

=

(
4x

(2− st)2
,

2t

2− st
, u

2− st

2
exp

[
4x2

3at(2− st)3

] )
(2.5.3)

Isto nos diz que se o ponto P = (x, t, u) está na curva integral, então o ponto P1 =
(
x̃, t̃, ũ

)
1

também está. Traduzindo para a linguagem de equações diferenciais, se (x, t, u) é uma solução
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de ∆, então também o é
(
x̃, t̃, ũ

)
1
. Em analogia com simetrias de equações algébricas, esta

transformação deixa ∆ invariante:

∆
(
x̃, t̃, ũ

)
1
= ∆(x, t, u) = 0 (2.5.4)

Isto é equivalente a

pr z+ (∆ (x, t, u)) = 0 (2.5.5)

Para ver como g1 transforma as funções ψ (x, t), devemos inverter as variáveis na trans-
formação.

t =
2t̃

2 + st̃
; x =

(2− st)2x̃

4
(2.5.6)

e substitúı-las em ψ̃
(
x̃, t̃
)
.

ũ = ψ̃
(
x̃, t̃
)
= ψ (x, t)

2− st

2
exp

[
4x2

3at(2− st)3

]
= ψ

(
4x̃(

2 + st̃
)2 , 2t̃

2 + st̃

)
2

2 + st̃
exp

(
x̃2

6at̃

)
(2.5.7)

Finalmente, já que temos apenas variáveis transformadas
(
x̃, t̃
)
em ambos os lados da equação

2.5.7 e ela é válida para qualquer par
(
x̃, t̃
)
, trivialmente substitúımos as mesmas pelas variáveis

originais.

ψ̃1 (x, t) = g1 · ψ (x, t) = ψ

(
4x

(2 + st)2
,

2t

2 + st

)
2

2 + st
exp

(
x2

6at

)
(2.5.8)

Deste modo, encontramos a transformação de grupo do tripleto (x, t, u) para os gerado-
res remanescentes. Consideramos certa mudança de base para deixar as transformações mais
uniformes.

exp (s(z0 + aw0)) · (x, t, u) ≡ g2 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
2
=
(
xes, te2s, u

)

exp(sw+) · (x, t, u) ≡ g3 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
3
=

(
x+ st, t, u exp

[
2sx+ s2t

4a

] )

exp (s(−w−)) · (x, t, u) ≡ g4 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
4
= (x+ s, t, u)

exp(s(2aw0)) · (x, t, u) ≡ g5 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
5
= (x, t, ues)

exp(sz−) · (x, t, u) ≡ g6 · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
6
= (x, t+ s, u)

exp(sΨ) · (x, t, u) ≡ gΨ · (x, t, u) =
(
x̃, t̃, ũ

)
Ψ
= (x, t, u+ sψ) (2.5.9)
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Transformações Inversão Dilatação Transl. temporal Boost de Galileu Transl. espacial

Geradores z+ z0 + aw0 z− w+ w−

Tabela 2.1: Transformação de M através da exponenciação dos membros de sch.

As transformações g5 e gΨ decorrem do fato de combinações lineares de soluções de equações
lineares também serem soluções da mesma equação; as demais transformações estão sumarizadas
na tabela 2.1. A transformação que denominamos inversão é mais conhecida como transformação
conforme especial. O fator 2 em g2 · t = te2s é chamado expoente dinâmico cŕıtico [35] e tem
grande relevância na f́ısica da matéria condensada [36]; álgebras schz, com z o expoente dinâmico,
são discutidas em [37]. Da tabela 2.1, notamos que todas as transformações são conformes o
que aponta para a incorporação da álgebra de Schrödinger na álgebra conforme [38].

2.5.2 Da solução constante à solução de onda plana para a part́ıcula livre

A ação de g3, depois da dilatação s 7→ 2s, nos dá:

(
x̃, t̃, ũ

)
3
=

(
x+ 2st, t, u exp

[
sx+ s2t

a

] )
(2.5.10)

Invertendo as variáveis por t = t̃ e x = x̃−2st̃ e substituindo-as na expressão 2.5.10, teremos
apenas as variáveis transformadas (x̃, t̃) em ambos os lados da equação.

ũ = ψ̃
(
x̃, t̃
)
= ψ

(
x̃− st̃, t̃

)
exp

(
sx̃− s2t̃

a

)
(2.5.11)

Renomeando
(
x̃, t̃
)
para (x, t), encontramos a transformação de ψ (x, t) sob a ação de g3.

ψ3 (x, t) ≡ g3 · ψ (x, t) = ψ (x− st, t) exp

(
sx− s2t

a

)
(2.5.12)

Consideremos ψ (x, t) = c, a solução constante. Transformando c com a ação de g3, encon-
tramos:

ψ3 (x, t) = g3 · c = exp

(
sx− s2t

a

)
c (2.5.13)

Transformando ψ3 por g2 com o parâmetro s′ = ln

(
s−1
√

E
2m

)
, em seguida por g5 com o

parâmetro s′′ = ln A
c e lembrando que a = ℏ

2im , encontramos g5 (s
′′) ·g2 (s′) ·g3 (2s) ·c = ψ0 (x, t),

que é a solução de onda plana 2.4.3.

24



3 Tradução de prolongamentos para matrizes

Para fazer contato com o formalismo de operadores matriciais definiremos um produto asso-
ciativo ⋆ usando o prolongamento de campos. A transposição de campos vetoriais, no entanto,
não é irrelevante e pode implicar na substituição incorreta de v́ınculos da equação, o que nos leva
a definir um produto sutilmente diferente que será utilizado nas próximas seções. Conclúımos
que não apenas sistemas de equações não-lineares, mas também sistemas de equações diferenciais
parciais matriciais têm um melhor tratamento com a abordagem de jatos.

3.1 Breve revisão de matrizes

Vamos limitar nossa revisão a matrizes quadradas. Uma matriz X é um vetor que pode ser
decomposto em uma base cartesiana {eij} = {ei ⊗ ej} no Rn2

com o produto matricial definido
por:

eij · ekl := eilδ
k
j (3.1.1)

O ı́ndice superior indica a linha de entrada da componente, enquanto o ı́ndice inferior, a
coluna. As componentes podem pertencer a um espaço qualquer, o espaço L (H) : H → H das
transformações lineares atuando sobre o espaço de Hilbert, por exemplo. Uma matriz genérica
X pode ser decomposta como:

X =
∑
i,j

Xi
je

i
j (3.1.2)

A operação de transposição matricial é dada pela troca dos ı́ndices da base, mantendo fixos
os ı́ndices das componentes (ou o contrário, trocar os ı́ndices das componentes, mantendo fixos
os ı́ndices da base).

XT :=
∑
i,j

Xi
je

j
i ≡

∑
i,j

Xj
i e

i
j (3.1.3)

Desta maneira, é comum escrevermos (Xi
j)

T = (XT )ij = Xj
i . Tomando o produto matricial

de X com outra matriz Y , encontramos a seguinte identidade para as componentes do produto:

X · Y =
∑
i,l

∑
k

Xi
kY

k
l e

i
l =

∑
i,l

(X · Y )il e
i
l ⇒ (X · Y )il =

∑
k

Xi
kY

k
l (3.1.4)

A composição Xi
jY

k
l das componentes de uma matriz é dada pela natureza do espaço ao

qual as mesmas pertencem e, geralmente, não é comutativa. Por exemplo, o produto de duas
matrizes transpostas, geralmente, não pode ser escrito apenas em termos das matrizes originais.

XT · Y T =
∑
j,k

∑
l

X l
jY

k
l e

j
k =

∑
j,k

∑
l

Y k
l X

l
je

j
k +

∑
j,k

∑
l

[
X l

j , Y
k
l

]
ejk =

=(Y ·X)T + Z; Zj
k =

∑
l

[
X l

j , Y
k
l

]T
(3.1.5)

onde [·, ·] é o comutador de Lie.
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3.2 Isomorfismo entre operadores matriciais e prolongamentos

Uma representação da base cartesiana {eij} que satisfaz o produto matricial é a representação

diferencial. O isomorfismo entre as bases é dado por eij 7→ ui∂uj , enquanto o produto é realizado
pela derivação.

ui∂uj · uk∂ul := ui∂uj

(
uk
)
∂ul = ui∂ulδkj (3.2.1)

Assim, a relação entre as representações matricial e diferencial do so(3) é:

Lxk =
∑
ij

ϵijke
i
j 7→

∑
i,j

ϵijkx
i∂xj (3.2.2)

Dadas as considerações sobre matrizes, passemos ao prolongamento de campos. Seja vP =∑
α Pα

(
x, u(n)

)
∂uα um campo vetorial no jato Jn (X × U), com (x, u) ∈M ⊂ X ×U e Pα uma

função diferencial. Se o campo é linear, a decomposição se dá como segue.

vP =
∑
α

Pα

(
x, u(n)

)
∂uα =

∑
α,β

P β
α

(
x, uβ(n)

)
∂uα =

∑
α,β

Pβ
α

(
uβ
)
∂uα

≡
∑
α,β

∑
J

fβJα (x)DJ

(
uβ
)
∂uα =

∑
α,β

∑
J

fβJα (x)uβJ∂uα

(3.2.3)

A soma no multi-́ındice J é feita de zero a n, a ordem do operador. Na penúltima identidade,
nós explicitamos a forma dos operadores matriciais P em termos de derivadas totais em u com
coeficientes f(x). O contato com o método matricial aparece com o isomorfismo uβ∂uα 7→ eβα,

onde eβα é a unidade com entrada na linha β e coluna α de uma matriz. Definimos a transposição
vT
P de um campo linear, similarmente à transposição de matrizes, através da troca dos ı́ndices
α e β da base, enquanto mantemos fixos os ı́ndices das componentes (ou vice-versa).

vT
P =

∑
α,β

Pβ
α

(
uβ
)
∂uα

T

:=
∑
α,β

Pβ
α (uα) ∂uβ ≡

∑
α,β

Pα
β

(
uβ
)
∂uα (3.2.4)

Seja vQ =
∑

γ,λQλ
γu

λ∂uγ =
∑

γ,λ

∑
K gλKγ (x)uλK∂uγ outro campo linear, com a soma em K

de zero a m. Queremos um produto isomórfico ao produto matricial; isto implica que o produto
deve satisfazer a relação

vP ⋆ vQ =
∑
α,β

Pβ
αu

β∂uα ⋆
∑
γ,λ

Qλ
γu

λ∂uγ =
∑
β,γ

∑
λ

Pβ
λQ

λ
γu

β∂uγ =
∑
β,γ

(PQ)βγ u
β∂uγ (3.2.5)

O prolongamento de um campo vetorial sobre outro não apenas inverte a ordem dos opera-
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dores, ele também transpõe a ambos, bem como o resultado do produto.

prvP (vQ) =
∑
L

DL

∑
α,β

∑
J

fβJα (x)uβJ

 ∂uα
L

∑
γ,λ

∑
K

gλKγ (x)uλK

 ∂uγ

=
∑
L

∑
γ,λ

∑
K

gλKγ (x)DL

∑
α,β

∑
J

fβJα (x)uβJ

 δλαδ
L
K∂uγ

=
∑
γ,β

∑
α

∑
K

gαKγ (x)DK

(∑
J

fβJα (x)uβJ

)
∂uγ =

∑
γ,β

∑
α

Qα
γPβ

αu
β∂uγ

=
∑
γ,β

∑
α

(
QT
)γ
α

(
PT
)α
β
uβ∂uγ =

∑
γ,β

(
QTPT

)β
γ
uβ∂uγ

T

(3.2.6)

Se nós meramente invertermos a ordem dos campos no prolongamento, ainda teremos trans-
posições indesejadas. Logo, nosso produto ⋆ será a transposição do prolongamento da trans-
posição do segundo campo sobre a transposição do primeiro; dito mais claramente:

vP ⋆ vQ :=
(
prvT

Q

(
vT
P

))T
(3.2.7)

Vamos verificar que, de fato, obtemos um isomorfismo com o produto matricial.

vP ⋆ vQ =
∑
α,β

Pβ
αu

β∂uα ⋆
∑
λ,γ

Qλ
γu

λ∂uγ

=

∑
L

DL

∑
λ,γ

∑
K

gλKγ (x)uγK

 ∂uλ
L

∑
α,β

∑
J

fβJα (x)uαJ

 ∂uβ

T

=

∑
α,β

∑
J

∑
L

fβJα (x)DL

∑
λ,γ

∑
K

gλKγ (x)uγK

 δαλδ
L
J ∂uβ

T

=

∑
β,γ

∑
α

∑
J

fβJα (x)DJ

(∑
K

gαKγ (x)uγK

)
∂uβ

T

=

∑
β,γ

∑
α

Pβ
αQα

γu
γ∂uβ

T

=

∑
β,γ

(PQ)βγ u
γ∂uβ

T

=
∑
β,γ

(PQ)βγ u
β∂uγ (3.2.8)

Desta forma, podemos alternar entre os métodos de prolongamento de campos e operadores
matriciais através do mapa σ definido abaixo.

σ : (DJ , u
α∂uβ , ⋆) 7→

(
∂J , e

α
β , ·

)
σ−1 :

(
∂J , e

α
β , ·

)
7→ (DJ , u

α∂uβ , ⋆) (3.2.9)

Podemos também usar o mapa σ′.

σ′ : (uαJ∂uβ , ⋆) 7→
(
eαβ∂J , ·

)
σ′−1 :

(
eαβ∂J , ·

)
7→ (uαJ∂uβ , ⋆) (3.2.10)
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Vejamos o exemplo de uma campo u = (u1, u2) e variedade base de Minkowski.

vP =b(x− t2)u1ttt∂u1 + 2b4u2xyyyf(x, t)∂u1 + zu1zz(x
2 + y2)∂u2 + abxu2∂u2

⇒ vP 7→
(

b(x− t2)∂3t z(x2 + y2)∂2z
2b4yf(x, t)∂x∂

2
y abx

)

vQ =f(t, x, y, z)∂u1 + g(t, x, y, z)∂u2

⇒ vQ 7→
(
f(t, x, y, z)
g(t, x, y, z)

)
(3.2.11)

Não precisamos nos preocupar com a posição das variáveis uαJ , contanto que elas estejam à
esquerda de ∂uβ . Com o mapa σ, todas as propriedades de operadores diferenciais matriciais
são trazidas para os campos vetoriais (na forma evolucionária): traço, determinante, conjugação
hermitiana, associatividade do produto, transformações de similaridade, expansão em série,
(anti)comutação, etc. Porém, transposição não é uma operação tão natural para o prolonga-
mento de campos. Na verdade, vemos que as transposições que aparecem no prolongamento são
necessárias para se substituir variáveis dependentes adequadamente; um exemplo que esclarece
o que estamos dizendo se encontra na seção D. Agora que a ponte para transitar entre os dois
métodos está estabelecida, vamos finalmente definir o produto que vamos usar nas próximas
seções:

vP � vQ := pr vQ (vP ) (3.2.12)

O motivo para esta escolha é que queremos tornar a discussão mais tratável para aqueles
com familiaridade com matrizes e que não utilizam prolongamentos, sem, no entanto, prejudicar
o método que elegemos. Desta forma, deve-se ter em mente que será necessário transpor os
geradores antes e depois do produto para estabelecer o isomorfismo.

Antes de prosseguirmos, vamos mostrar que esse produto é associativo. Primeiro, simplifi-
quemos a notação denotando um campo pelo seu operador matricial de derivadas totais e sua
base simbolicamente como vA = Ae. Através de 3.2.8, podemos escrever

Ae ⋆ Be = (AB)e (3.2.13)

Sabemos que o produto de operadores matriciais é associativo. Vamos usar esse fato para
facilitar a demonstração da associatividade de ⋆.

(Ae ⋆ Be) ⋆ Ce =(AB)e ⋆ Ce = ((AB)C)e = (A(BC))e = Ae ⋆ (BC)e

=Ae ⋆ (Be ⋆ Ce) (3.2.14)

Para mostrar a associatividade de �, vamos considerar campos transpostos e inverter a
ordem do produto em 3.2.6.

AT e�BT e = (AB)T e (3.2.15)

Em analogia ao que fizemos em 3.2.14, demonstramos a associatividade de �.

(AT e�BT e) � CT e =(AB)T e� CT e = ((AB)C)T e = (A(BC))T e = AT e� (BC)T e

=AT e� (BT e� CT e) (3.2.16)
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Apesar de já termos o produto que vamos usar de agora em diante, vamos apenas mostrar
que o prolongamento também é associativo, e poderia nos servir como um produto. Definamos

Ae�Be := (BTAT )T e (3.2.17)

Consequentemente,

(AT e�BT e) � CT e =(BA)T e� CT e = (C(BA))T e = ((CB)A)T e = AT e� (CB)T e

=AT e� (BT e� CT e) (3.2.18)

De agora em diante, iremos transitar indistintamente entre termos espećıficos de operadores
e campos vetoriais. Uma vez que todas as correspondências estão plenamente estabelecidas,
assumiremos a convenção de Einstein para soma sobre ı́ndices “covariantes” e “contravariantes”
sobre todos os valores admitidos. Desta forma, o vetor vP poderá ser escrito vP = Pα

β u
β∂uα .

Também iremos preferir operadores de derivada total atuando em funções diferenciais, e não em
outros operadores. Desta forma, o produto � será

vP � vQ = (PQ)γβ u
β∂uγ = Pγ

αQ
α
β

(
x, uβ(n)

)
∂uγ (3.2.19)

A seguir, vamos abandonar a notação � para o produto de dois campos, assumindo que este
produto é dado pela mera composição dos mesmos.

vPvQ ≡ vP � vQ; (vP )
n = vP � vP � . . .vP � vP︸ ︷︷ ︸

n vezes

= (Pn)αβ u
β∂uα (3.2.20)

Do mesmo modo, definimos o comutador e o anti-comutador de dois campos vP e vQ.

[vP ,vQ] := vPvQ − vQvP

{vP ,vQ} := vPvQ + vQvP (3.2.21)

A identidade para campos é I = uα∂uα , que comuta com todos os campos lineares em u,
mas não comuta com simetrias pontuais (não dependentes em u) do tipo ψα(x)∂uα .

[I, ψα(x)∂uα ] = ψα∂uα(uβ)∂uβ − uβ∂uβ (ψα∂uα) = ψα∂uα (3.2.22)

3.3 Justificando o uso de prolongamentos

Alguma justificativa deve ser oferecida para usar um método que necessita rever a definição
de matrizes para traduzi-las em vez de simplesmente usá-las. Nós temos algumas.

� Primeiramente, queremos ganhar familiaridade com a teoria de jatos. Prolongamentos
de campos são novos campos no fibrado de jatos, e imerge a teoria de álgebras de Lie
no maquinário da geometria diferencial, o que permite definir formas, tensores, conexões,
foliações, etc., além de facilitar o estudo de invariantes topológicos através dos grupos
de homotopia, homologia e cohomologia. Estudar a teoria de jatos a ńıvel algébrico com
aplicações na equação de Schrödinger, que talvez seja a equação linear mais importante
para a f́ısica teórica, é um bom começo.

� Operadores diferenciais matriciais são lineares e não encontram correspondência no gerador
uαJu

β
K∂uγ , enquanto na geometria diferencial usual a composição de campos vetoriais não é

definida, apenas o seu comutador (que é não-associativo), e o campo vPvQ não faz sentido.
O método de prolongamentos generaliza ambos.

29



� Lagrangianas são funções diferenciais não-lineares, e possuem tratamento mais pertinente
com o método de prolongamentos, tanto para encontrar simetrias variacionais (e de calibre)
generalizadas, quanto para resolver o problema inverso.

� A interpretação das funções de onda como geradores não é assim tão irrisória. O método
matricial não distingue um operador função de uma função comum e a comutação de ambos
é sempre nula; no caso de prolongamentos temos a variável u para distinguir um gerador
linear de um “pontual”; a equação de Schrödinger tem infinitos de tais geradores pontuais,
cuja transformação de grupo é a translação de u. Sabemos que a álgebra de Schrödinger
pode ser incorporada na álgebra conforme1 e na próxima seção construiremos uma álgebra
não-abeliana infinita através da recursividade dos geradores lineares. Outra álgebra que
possui uma estrutura similar a esta é a álgebra BMS estendida, que é uma generalização
da álgebra de Poincaré, e é clamado que invariância por tais simetrias é requisito para
teorias de gravidade quântica assintoticamente planas [39–41]. Ela é constitúıda da soma
semi-direta de uma álgebra não-abeliana infinita (superrotações) com uma álgebra abeliana
infinita (supertranslações). Caso exista algum morfismo entre a álgebra de geradores da
equação de Schrödinger e a álgebra BMS (estendida ou não), a inclusão das soluções na
álgebra pode desempenhar um papel importante.

� No produto de operadores, os operadores à esquerda atuam nos operadores à direita e “de-
pois”. Na verdade, devemos considerar que estamos atuando esse produto numa função
(ou uma matriz de funções), para então extrair o resultado do produto. Quando o operador
à direita é uma função torna-se ainda mais confuso saber se o operador deve ou não seguir
atuando, pois não temos o operador de derivada para delimitar a atuação. Este problema
complica quando lidamos com ordens superiores e matrizes grandes. No método de pro-
longamentos não precisamos atuar operadores no vazio e nem em funções artificiais, mas
nas caracteŕısticas dos próprios campos, que são funções diferenciais. Deixe-nos comparar,
passo-a-passo, um caso simples com os operadores Dxx 7→ ∂xx e x2u∂u 7→ x2.

∂xxx
2 = ∂x(2x+ x2∂x) = 2 + 2x∂x + 2x∂x + x2∂xx = 2 + 4x∂x + x2∂xx

Dxx(x
2u)∂u =

(
uDxxx

2 + 2(Dxx
2)(Dxu) + x2Dxxu

)
∂u = (2u+ 4xux + x2uxx)∂u

Isso faz com que o prolongamento seja mais fácil de implementar em programas tais como
o Mathematica e o Maple, já que derivação (mesmo derivadas totais) é procedimento
corriqueiro em tais programas enquanto o produto de operadores não.

� Como equações diferenciais são tratadas como funções diferenciais no método de pro-
longamentos, torna-se evidente que uma das variáveis em uma equação pode ser escrita
em termos das outras, o mesmo valendo para a substituição das variáveis dependentes
aparecendo nos geradores de simetria da equação. No método matricial não é clara a
“dependência” entre operadores e a base das matrizes não preserva a informação para a
substituição do v́ınculo correto, como veremos em D.

1 Na seção 7 teremos a álgebra de Lorentz explicitamente como subálgebra.
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4 Simetrias generalizadas da equação de Schrödinger unidimen-
sional

Agora iremos encontrar as simetrias generalizadas para o caso constante, sabendo que os
demais casos são encontrados analogamente. Iremos procurar por simetrias de segunda ordem e
pelos geradores recursivos para estender estas simetrias em uma hierarquia de infinitos geradores.
O comutador Z2-graduado na definição de superálgebras de Lie serve de motivação para a
introdução de álgebras envelopantes universais, que exigem o produto associativo definido em
3 e, assim, apresentamos a álgebra de spin superior que surge da álgebra de Heisenberg. Uma
vez obtida essa álgebra em 1 + 1-dimensões indicamos como generalizá-la para quaisquer d+ 1-
dimensões.

4.1 Forma evolucionária da equação de Schrödinger

A forma evolucionária dos geradores de simetria em 2.2.6, 2.2.10 e 2.2.14 (desconsiderando
a parte trivial que não afeta as simetrias) é dada por 1.4.1.

� V (x) = 0

Z+ =

(
−t2ut − txux +

(
1

4a
x2 − 1

2
t

)
u

)
∂u

Z0 = −
(
2tut + xux +

1

2
u

)
∂u

Z− = −ut∂u

W+ =

(
−tux +

1

2a
xu

)
∂u

W0 =
1

2a
u∂u

W− = ux∂u

Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (4.1.1)

� V (x) = ωx

Z+ =

(
−t2ut −

(
tx+ a2ωt3

)
ux +

(
1

4a
x2 +

3

2
awt2x+

1

4
a3ω2t4 − 1

2
t

)
u

)
∂u

Z0 =

(
−2tut −

(
x+ 3a2ωt2

)
ux +

(
3aωtx+ a3ω2t3 − 1

2

)
u

)
∂u

Z− =
(
−ut − 2a2ωtux + (3aωtx+ aωx)u

)
∂u

W+ =

(
−tux +

(
1

2a
x+

1

2
aωt2

)
u

)
∂u

W0 =
1

2a
u∂u

W− = (ux − aωtu) ∂u

ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (4.1.2)
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� V (x) = νx2

Z± =
1

4aν
e±4aνt

(
−ut ∓ 2aνxux + 2aν2x2u∓ aνu

)
∂u

Z0 = − 1

2aν
ut∂u

W± = e±2aνt (∓ux + νxu) ∂u

W0 = 2νu∂u

Ψ = ψ(t, x)∂u |∆(ψ) = 0 (4.1.3)

Deixando as caracteŕısticas dos geradores da equação de Schrödinger dependerem linearmente
em derivadas totais de u de até segunda ordem1, temos:

Q(t, x, u(2)) = α(t, x)uxx + β(t, x)ux + γ(t, x)u+Ψ(t, x) (4.1.4)

De 4.1.4, encontramos o prolongamento sobre a equação ∆.

prvQ (∆) =

∞∑
J=0

DJQ(x, u, ux, uxx)
∂

∂uJ

(
1

a
ut + uxx − V (x)u

)
=
1

a
DtQ+DxxQ− V (x)Q = 0 (4.1.5)

Depois de substituir ut = a(V (x)u − uxx) e zerar os coeficientes das derivadas de segunda
ordem QuJuK para todos os valores dos multi-́ındices J e K, chegamos à equação

0 =
1

a
Qt − V Q+ V Quu+ VxQuxu+ V Quxux + VxxQuxxu+ 2VxQuxxux

+ V Quxxuxx +Qxx + 2Qxuux + 2Qxuxuxx + 2Qxuxxuxxx

=2αxuxxx +

(
1

a
αt + αxx + 2βx

)
uxx +

(
1

a
βt + 2Vxα+ βxx + 2γx

)
ux(

1

a
γt + Vxβ + Vxxα+ γxx

)
u+∆(ψ) (4.1.6)

Agora precisamos anular os coeficientes dos monômios 1, u, ux, uxx, uxxx.

αx = 0 ⇒ α = α(t)

1

a
αt + 2βx = 0 ⇒ β = − 1

2a
αtx+ δ(t)

∆(ψ) = 0 (4.1.7)

Os monômios restantes u e ux fornecem duas equações acopladas para as funções α(t), δ(t)
e γ(t, x). 

−
(
1/2a2

)
αttx+ (1/a) δt + 2Vxα+ 2γx = 0

(1/a) γt − (1/2a)αtVxx+ Vxδ + Vxxα+ γxx = 0
(4.1.8)

1 Aqui, nós assumimos Q(x, u(2)) = Q(x, u, ux, uxx) já que ut = ut(x, u, uxx) = a(uV (x)−uxx) e todas as suas
derivadas são variáveis dependentes no domı́nio M (n).
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Como apenas derivadas do potencial aparecem em 4.1.8, vemos que nos é permitido trivial-
mente adicionar uma constante arbitrária ao mesmo sem que isso afete a estrutura da álgebra.
Podemos resolver a primeira equação em 4.1.8 para γ, revelando todas as dependências em x.

γ =
1

8a2
αttx

2 − 1

2a
δtx+ f(t)− V α (4.1.9)

Substituindo γ como dado pela expressão 4.1.9 na segunda equação de 4.1.8, encontramos a
equação para a caracteŕıstica Q.

1

8a3
αtttx

2 − 1

2a2
δttx+

1

4a2
αtt +

1

a
ft −

1

2a
αtxVx −

1

a
αtV + δVx = 0 (4.1.10)

No caso de um potencial de potência da forma V (x) = νλx
λ, teremos:

1

8a3
αtttx

2 − 1

2a2
δttx+

1

4a2
αtt +

1

a
ft −

1

2a
(2 + λ) νλαtx

λ + δλνλx
λ−1 = 0 (4.1.11)

Para a part́ıcula livre, a condição 4.1.11 fornece as seguintes caracteŕısticas:

Q1 = t2uxx −
1

a
txux +

1

2a

(
1

2a
x2 − t

)
u

Q2 = −tuxx +
1

2a
xux +

1

a
Q3 = uxx

Q4 = −tux +
1

2a
xu

Q5 = ux

Q6 =
1

2a
u

Ψ |∆(t, x,Ψ) = 0 (4.1.12)

Vemos que 4.1.12 é igual (a menos de uma constante) às caracteŕısticas de 4.1.1 depois de
substituir ut = −auxx. O mesmo acontece para 4.1.2 e 4.1.3, levando em conta seus respectivos
potenciais. Isso serve para nos mostrar que sempre podemos substituir o v́ınculo que define a
equação dentro dos geradores quando estivermos no subespaço das soluções. Se sairmos desse
subespaço, a equação é diferente de zero e os geradores são independentes. Isso pode ser útil para
considerar álgebras com mais membros, mas sempre que estivermos no subespaço das soluções
os v́ınculos devem ser considerados; no presente caso, ut∂u e −auxx∂u são o mesmo gerador.

4.2 Recursão, álgebra envelopante universal e álgebras de spin superior

Um espaço vetorial Z2-graduado V é a soma direta de dois espaços vetoriais: V = V0 ⊕ V1,
onde elementos v ∈ V desse espaço são designados como pares se v ∈ V0 e ı́mpares quando
v ∈ V1. Se v ∈ Va, chamamos v = a a paridade de v. Uma superálgebra de Lie h é um espaço
vetorial Z2-graduado com um produto bilinear [·, ·} : h× h → h que satisfaz [42]:

[ha, hb} ⊆ ha+b ∀ a, b ∈ Z2

[A,B} = −(−1)ĀB̄ [B,A} ∀ A,B ∈ V

(−1)ĀC̄ [A, [B,C}}+ (−1)B̄Ā [B, [C,A}}+ (−1)C̄B̄ [C, [A,B}} = 0 (4.2.1)
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Os geradores lineares Zd e W± (numa certa base) fecham a superálgebra1 osp(1|2):

[W+,W+} =2Q1∂u ≡ 2Z+

[W+,W−} =2Q2∂u ≡ 2Z0

[W−,W−} =2Q3∂u ≡ 2Z−

[Zd1 ,Wd2} =(d1 − d2)W2d1+d2

[Zd1 , Zd2} =2(d1 − d2)Zd1+d2

(4.2.2)

Conclúımos que os geradores Zd e Wϵ fecham tanto uma álgebra quanto uma superálgebra
de Lie e dizemos que esse conjunto de geradores possui uma dualidade álgebra/superálgebra
[13]. Do ponto de vista de álgebras de Lie, vemos que o efeito prático do anti-comutador
de geradores ı́mpares é criar novos geradores pares de ordem superior enquanto ignoram a
comutação dos geradores ı́mpares entre si. Lembrando da discussão em 1.5, podemos construir
não só geradores de segunda ordem a partir de geradores de primeira, mas geradores de ordem
qualquer. Para construir esses geradores, precisamos escolher uma convenção para a base desse
espaço infinito, isto é, temos que especificar o ordenamento em que eles aparecem a fim de não
criarmos ambiguidades. Uma escolha natural é a base de ordenamento normal, em que fixamos
a posição das potências de cada gerador. Seja

W [N.O.]
n,m := (W+)

n(W−)
m (4.2.3)

A representação desses geradores em termos de caracteŕısticas pode ser muito complicada.
Iremos, no entanto, trabalhar apenas com a álgebra abstrata heis, uma vez que a representação
terá as mesmas contantes de estrutura:

[W+,W−] = cI [W±, I] = 0 (4.2.4)

com c uma constante. A composição de dois geradores 4.2.3, usando as relações de comutação
4.2.4, é

W [N.O.]
n1,m1

W [N.O.]
n2,m2

=

m1+n2∑
l=0

(−1)ljm1,n2,lW
[N.O.]
n1+n2−l,m1+m2−l (4.2.5)

com2

jm,n,l =
1

l!
m[l]n[l]c

l (4.2.6)

Esta é a álgebra envelopante universal da álgebra de Heisenberg, U(heis).
Se considerarmos esses geradores sob o comutador de Lie, obtemos a álgebra de spin superior

HS(heis), da álgebra de Heisenberg 4.2.4.

[
W [N.O.]

n1,m1
,W [N.O.]

n2,m2

]
=

m1+m2∑
l=0

(−1)l (jm1,n2,l − jn1,m2,l)W
[N.O.]
n1+n2−l,m1+m2−l (4.2.7)

1 Veja [43] para a classificação de álgebras e superálgebras de Lie.
2 Estamos utilizando a notação de fatorial descendente definida em 1.4.10. No caso de números naturais:

n[l] = n!/(n− l)!.
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Em vez da base com ordenamento normal, podemos considerar o ordenamento de Weyl, que
simetriza completamente os geradores W+ e W− na álgebra envelopante universal.

W [W.O.]
n,m ≡ 1

(n+m)!

(∑
π

Wπ(a1)Wπ(a2)...Wπ(an)Wπ(b1)Wπ(b2)...Wπ(bm)

)
(4.2.8)

A soma em 4.2.8 é por todas as permutações dos ı́ndices a e b. O trabalho pode ser facilitado
se utilizarmos os resultados obtidos para o ordenamento normal. Primeiro, escrevamos 4.2.8
de outra forma. Vamos considerar n > m, isto não vai afetar a conclusão. Podemos escrever

W
[W.O.]
n,m como:

W [W.O.]
n,m =

n!m!

(n+m)!

n∑
l0=n

m∏
j=1

lj−1∑
lj=0

( m∏
k=1

(
W

lk−1−lk
+ W−

)
W lm

+

)
(4.2.9)

A expressão 4.2.9 parece complicada. Vejamos o exemplo de m = 3.

W
[W.O.]
n,3 =

n!3!

(n+ 3)!

n∑
l1=0

l1∑
l2=0

l2∑
l3=0

(
Wn−l1

+ W−W
l1−l2
+ W−W

l2−l3
+ W−W

l3
+

)
(4.2.10)

É posśıvel mostrar que a mudança de base é dada por

W [W.O.]
n,m =

m∑
l=0

(−1)l

2l
jn,m,lW

[N.O.]
n−l,m−l

W [N.O.]
n,m =

m∑
l=0

1

2l
jn,m,lW

[W.O.]
n−l,m−l (4.2.11)

Vamos definir Wn,m ≡W
[W.O.]
n,m . Podemos apresentar HS(heis) através da comutação.

[Wn1,m1 ,Wn2,m2 ] =

m1+m2∑
l=0

m1+m2∑
k=0

(−1)k+1

22l−2
jn1,m2,ljn2,m1,2l−1−kWn1+n2+1−2l,m1+m2+1−2l

(4.2.12)

A álgebra completa (não consideramos geradores pseudo-diferenciais nesta tese [10]) da re-
presentação de peso mı́nimo dos geradores da equação linear de Schrödinger em 1+1 dimensões
para potencias V (x) = c1x

2 + c2x + c3 é HS(heis) ⋉ psi, definindo psi a álgebra abeliana das
funções de onda. Podemos considerar o caso do potencial de Calogero, que é constitúıdo ape-
nas do sl(2,R) e da identidade. Para achar a álgebra HS (sl(2,R)) devemos permitir apenas
geradores de ordem par. A soma dos ı́ndices n e m em 4.2.12 nos dá a ordem dos geradores,
enquanto sua diferença nos dá o peso. Uma mera mudança de convenção nos permite encontrar
HS (sl(2,R)) facilmente, invertendo n+m = 2p e n−m = 2q para n = p+ q e m = p− q.

[
W 2p1

2q1
,W 2p2

2q2

]
=

p1+p2∑
l=0

p1+p2∑
k=0

(−1)k+1

22l−2
jp1+q1,p2−q2,ljp2+q2,p1−q1,2l−1−kW

2(p1+p2+1−2l)
2(q1+q2+1−2l) (4.2.13)

com W 2
2d = Zd. Essa é a álgebra dos geradores lineares da equação de Schrödinger com po-

tenciais V (x) = c1x
2 + c2/x

2 + c3. Se considerarmos essa notação para HS(heis) fica mais
claro o porquê do nome álgebra de spin superior. Os geradores W 2p

2q têm ı́ndices no intervalo
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2p ∈ N e q = −p,−p + 1, . . . , p − 1, p. Como vemos, podemos alocar os geradores de ordem
2p em multipletos da representação de peso mı́nimo −p do su(2) com spin q. A comutação
de um gerador W 2p

2q com geradores com p = 1 altera o spin dentro de uma representação en-
quanto a comutação/anticomutação com geradores com p = 1/2 diminuem/aumentam em 1/2
a representação. Veremos mais sobre isso na seção 7.

A passagem da álgebra de geradores de primeira ordem para a álgebra de geradores com
qualquer ordem é apenas a primeira generalização que se pode fazer. A segunda é considerar
um sistema com um número qualquer de equações. Na seção 5 trabalharemos com duas equações.
A terceira generalização é considerar uma dimensão espacial qualquer. Tratemos agora desse
caso. Seja a equação livre de Schrödinger em d+ 1 dimensões:

∆ = ut + a
d∑

j=1

uxjxj (4.2.14)

Devido à invariância por rotações, a álgebra so(d) entra na simetria. Para ver como isto
acontece, sejam Lij = (xiuxj − xjuxi)∂u os geradores das rotações. Vamos estudar a atuação do
operador Dt + aDxkxk (assumindo soma sobre quaisquer ı́ndices repetidos) sobre xiuxj . Substi-
tuindo ut da equação,

Dt(x
iuxj ) =xiutxj = −axiuxkxkxj

Dxkxk(xiuxj ) =2uxixj + xiuxkxkxj

⇒ (Dt + aDxkxk)
(
xiuxj

)
= 2uxixj (4.2.15)

Conclúımos que Lij são geradores de simetria.

pr Lij(∆) = (Dt + aDxkxk) (xiuxj − xjuxi)∂u = 0 (4.2.16)

Denotando x por x1 e calculando o prolongamento de W± sobre ∆, nos mostra que estes
também são geradores de simetria. Vamos denotá-los W 1

±. Comutando com Lij , encontramos
outros geradores, uma subálgebra heis para cada dimensão espacial.[

Lij ,W
1
±
]
= δ1jW

i
± − δ1iW

j
± (4.2.17)

A álgebra em primeira ordem é dada pelas comutações abaixo.[
W i

ϵ1 ,W
j
ϵ2

]
=
1

2
(ϵ1 − ϵ2)δ

ijW j
ϵ1+ϵ2[

Lij ,W
k
ϵ

]
=δkjW

i
ϵ − δkiW

j
ϵ

[Lij , Lkl] =δjkLil − δikLjl + δilLjk − δjlLik (4.2.18)

Podemos agora construir a álgebra da soma semi-direta de so(d) com a soma direta de d
álgebras HS(heis).

[
W i

n1,m1
,W j

n2,m2

]
=δij

m1+m2∑
l=0

m1+m2∑
k=0

(−1)k+1

22l−2
jn1,m2,ljn2,m1,2l−1−kW

j
n1+n2+1−2l,m1+m2+1−2l[

Lij ,W
k
n,m

]
=δkjW

i
n,m − δkiW

i
n,m

[Lij , Lkl] =δjkLil − δikLjl + δilLjk − δjlLik (4.2.19)
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Isso nos mostra como pode ser simples expandir resultados uma vez que se domine apropri-
adamente o caso mais simples. Em vez de invariância por rotações, podeŕıamos considerar um
espaço com assinaturas so(d−n, n). Também vemos que é sempre posśıvel construir subálgebras
a partir de álgebras de spin superior. No nosso caso exclúımos todos os geradores ı́mpares, porém,
podeŕıamos construir inúmeras álgebras diferentes. Veremos exemplos disso nas próximas seções.
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5 Geradores lineares de até terceira ordem para duas equações
de Schrödinger

Procurando por geradores de simetria de até terceira ordem encontramos duas famı́lias relaci-
onadas pela transformação de similaridade 2.3.4 de quatro equivalentes álgebras de spin superior
para os potenciais de Calogero puro e deformado, uma famı́lia para cada potencial. O padrão
que surge para os v́ınculos entre os parâmetros adimensionais no potencial de cada álgebra su-
gere que existem infinitas de tais álgebras, o que será confirmado na seção 8. Na discussão das
próximas seções usamos um software para auxiliar as explicações. Clicando aqui (ou copiando
a url em E.0.1) é posśıvel visualizar e baixar um arquivo em formato .nb de um notebook do
Mathematica 12.1 que constitui o apêndice E, bem como a versão .pdf do arquivo e desta tese.

5.1 Potenciais de Calogero puro e deformado por oscilador

Sejam V 1(x) = r/x2 + β2x2 e V 2(x) = s/x2 + γ2x2 potenciais do tipo Calogero com de-
formação oscilatória, e r e s parâmetros adimensionais, para duas part́ıculas de mesma massa
com funções de onda ψ(t, x) e ϕ(t, x), respectivamente. Estes não são superpotenciais usuais
da mecânica quântica supersimétrica [44], mas vêm do modelo de equações diferenciais parciais
matriciais (MPDEs) [45,46]. A forma geral dos potenciais pode ser vista no gráfico 5.1, enquanto
as equações de Schrödinger são dadas em 5.1.1.

i

a

∂ψ

∂t
+
∂2ψ

∂x2
− V 1ψ = 0

i

a

∂ϕ

∂t
+
∂2ϕ

∂x2
− V 2ϕ = 0 (5.1.1)

As contantes são a = ℏ2/2m, β2 = mω2
1/2a e γ2 = mω2

2/2a.
Usando o método de prolongamento de campos vetoriais, podemos escrever essas equações

como uma função diferencial no 2-jato J2(X,U), que é identicamente nula no espaço das soluções.

∆ = ∆1 +∆2; ∆1 =
i

a
u1t + u1xx − V 1u1 = 0; ∆2

i

a
u2t + u2xx − V 2u2 = 0 (5.1.2)

Se vP = P (t, x, u1(n), u2(n))∂u1 + Q(t, x, u1(n), u2(n))∂u2 é um gerador de simetria de ordem
n do sistema ∆, então nós temos:

prvP (∆) = 0 ⇒


prvP (∆1) =

∑
J DJ(P )∂u1

J
(∆1) =

i
aDtP +DxxP − V 1P = 0

prvP (∆2) =
∑

J DJ(Q)∂u2
J
(∆2) =

i
aDtQ+DxxQ− V 2Q = 0

(5.1.3)

De 5.1.2, os v́ınculos da equação são uαt = ia(uαxx−V α). Substituindo esses v́ınculos, e procu-
rando por simetrias de até terceira ordem, isto é, P = P (t, x, u1, u2, u1x, u

2
x, u

1
xx, u

2
xx, u

1
xxx, u

2
xxx)

e Q = Q(t, x, u1, u2, u1x, u
2
x, u

1
xx, u

2
xx, u

1
xxx, u

2
xxx), primeiramente descobrimos que os geradores

devem ser lineares (vamos focar apenas em P para a equação ∆1).

P =A1(t, x)u
1
xxx +A2(t, x)u

2
xxx +A3(t, x)u

1
xx +A4(t, x)u

2
xx +A5(t, x)u

1
x

+A6(t, x)u
2
x +A7(t, x)u

1 +A8(t, x)u
2 (5.1.4)

Em segundo lugar, encontramos quatro relações distintas entre r e s (E.2), com γ = β
(E.4), para preservar geradores ı́mpares, isto é, A2, A4, A6 e A8 não são todos nulos. Como
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(a) Potencial puro: β = 0.

(b) Potencial deformado: β > 0.

Figura 5.1: Forma geral dos potenciais.

precisamos anular os coeficientes das variáveis em 5.1.3, encontramos as seguintes condições a
serem impostas sobre r e s para preservar geradores ı́mpares.

A8(t, x) ̸= 0 ⇒ s = r

A6(t, x) ̸= 0 ⇒ r2

2
− rs− r +

s2

2
− s = 0

A4(t, x) ̸= 0 ⇒ 3r2s

8
− r3

8
+ r2 − 3rs2

8
− 3r

2
+
s3

8
− s2 +

3s

2
= 0

A2(t, x) ̸= 0 ⇒ r2s2

8
− r3s

12
+

5r2s

12
+
r4

48
− 5r3

12
+

9r2

4
− rs3

12
+

5rs2

12
− 3rs

2

− 3r +
s4

48
− 5s3

12
+

9s2

4
− 3s = 0 (5.1.5)
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Figura 5.2: Condições sobre r e s para geradores ı́mpares de ordem k.

Definindo g = s− r, essas condições se tornam1:

s = r ⇒ Geradores de ordem 0 e 2

r =
1

4
g(g − 2) e s =

1

4
g(g + 2) ⇒ Geradores de ordem 1 e 3

r =
1

16
(g − 2)(g − 6) e s =

1

16
(g + 2)(g + 6) ⇒ Geradores de ordem 2

r =
1

36
(g − 6)(g − 12) e s =

1

36
(g + 6)(g + 12) ⇒ Geradores de ordem 3 (5.1.6)

O gráfico 5.2 apresenta a reta g = 0 e três parábolas, e é simétrico para r e s. As curvas
atravessam os eixos r e s nos pontos 0, 2, 6 e 12. Destes quatro casos, podemos reconhecer o
seguinte padrão: procurando por simetrias de ordem k do sistema 5.1.2, aparecerão as seguintes
k + 1 relações entre r e s para a preservação de simetrias ı́mpares.

s0 = r0

rk =
1

(2k)2
(k(2) − gk)(k[2] − gk)

sk =
1

(2k)2
(k(2) + gk)(k[2] + gk) k > 0 (5.1.7)

Vamos designar a álgebra de geradores do caso k por q(k, gk)
2. Para que duas álgebras

q(k, gk) e q(k′, gk′) diferentes sejam subálgebras de uma álgebra mais abrangente, precisamos
que rk = rk′ e sk = sk′ para que o potencial em 5.1.2 de ambos os casos seja o mesmo. Essas

1 Veja D, E.2, E.4 e 8 para detalhes sobre a obtenção das condições e da forma expĺıcita dos geradores.
2 Vamos escrever q(0, ρ) (veja a definição de ρ em 6.1.3) quando especializamos para o caso k = 0, e não

q(0, g0), pois gk é a diferença entre os parâmetros nos potenciais, que é nula para k = 0. No entanto, esse caso
ainda depende em um parâmetro cont́ınuo, e sempre que estivermos tratando de q(k, gk) de um modo geral,
consideramos que para k = 0 temos q(0, ρ).
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igualdades são satisfeitas para os seguintes potenciais (os sinais ± são correlacionados).

gk = gk′ = ±kk′

rk = rk′ =
1

4

(
(k ∓ k′)2 − 1

)
sk = sk′ =

1

4

(
(k ± k′)2 − 1

)
(5.1.8)

Reconhecemos que esses são justamente os pontos de interseção entre as curvas no gráfico
5.2. Veremos na seção 6 que se impusermos a restrição de funções de onda normalizadas, a
álgebra q(k, gk) só pode ser unida a uma das álgebras q(k ± 1, gk).

Os geradores comuns aos quatro casos estudados são a identidade e o sl(2,R)1 para cada uma
das equações em 5.1.2, somando oito geradores pares. Todos os demais geradores são ı́mpares.
Eles aparecem em pares, um para cada equação. Abaixo, uma lista que resume quantos gerado-
res ı́mpares aparecem e qual a sua ordem.

k = 0: 1 par de geradores de ordem 0 e 3 pares de geradores de ordem 2.

k = 1: 2 pares de geradores de ordem 1 e 4 pares de geradores de ordem 3.

k = 2: 3 pares de geradores de ordem 2.

k = 3: 4 pares de geradores de ordem 3.

Os três pares de ordem 2 para k = 0 e os quatro pares de ordem 3 para k = 1 são o produto
de outros geradores, e por isso não serão considerados até a seção 7. Mudaremos a notação das
variáveis do espaço de jato da seguinte maneira.

un,t . . . t︸ ︷︷ ︸
m vezes

≡ ux . . . x︸ ︷︷ ︸
n vezes

t . . . t︸ ︷︷ ︸
m vezes

(5.1.9)

No resto dessa seção vamos apenas listar os geradores de cada caso que não podem ser
escritos como o produto de dois outros geradores (o que definimos como geradores fortemente
independentes), bem como mostrar a transformação de similaridade dos mesmos.

1 Incluiremos os geradores do sl(2,R) para k = 1 entre os geradores fortemente independentes apenas para
unificar o tratamento das diferentes álgebras.
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5.2 Geradores do potencial puro

Os geradores da equação com potencial de Calogero puro são encontrados em E.3. A mul-
tiplicação por constantes complicadas serve para fixar exatamente as mesmas constantes de
estrutura para ambos os potenciais.

5.2.1 Geradores pares

I =u1∂u1 + u2∂u2

K =u1∂u1 − u2∂u2

Z+ =

(
t2u1t + u1

(
t

2
− ix2

4a

)
+ txu11

)
∂u1 +

(
t2u2t + u2

(
t

2
− ix2

4a

)
+ txu21

)
∂u2

Z0 =

(
−tu1t −

1

2
xu11 −

u1

4

)
∂u1 +

(
−tu2t −

1

2
xu21 −

u2

4

)
∂u2

Z− =u1t∂u1 + u2t∂u2 (5.2.1)

5.2.2 Geradores ı́mpares para o caso k

� Caso 0

Q
(0)
0 =u2∂u1 + u1∂u2 (5.2.2)

� Caso 1

Q
(1)
1
2

=
√
ia

(((
g1t

2x
− ix

2a

)
u2 + tu21

)
∂u1 +

((
−g1t
2x

− ix

2a

)
u1 + tu11

)
∂u2

)

Q
(1)

− 1
2

=−
√
ia

((
g1u

2

2x
+ u21

)
∂u1 +

(
u11 −

g1u
1

2x

)
∂u2

)
(5.2.3)
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� Caso 2

Q
(2)
1 =ia

(((
− x2

4a2
− ig2t

4a
− it

2a
+
g22t

2

16x2
− g2t

2

4x2
− 3t2

4x2

)
u2 +

(
g2t

2

2x
− itx

a

)
u21 + t2u22

)
∂u1

+

((
− x2

4a2
+
ig2t

4a
− it

2a
+
g22t

2

16x2
+
g2t

2

4x2
− 3t2

4x2

)
u1 +

(
−g2t

2

2x
− itx

a

)
u11 + t2u12

)
∂u2

)

Q
(2)
0 =− ia

(((
− ig2

8a
− i

4a
+

g22t

16x2
− g2t

4x2
− 3t

4x2

)
u2 +

(
g2t

2x
− ix

2a

)
u21 + tu22

)
∂u1

+

((
ig2
8a

− i

4a
+

g22t

16x2
+
g2t

4x2
− 3t

4x2

)
u1 +

(
−g2t
2x

− ix

2a

)
u11 + tu12

)
∂u2

)

Q
(2)
−1 =ia

(((
g22

16x2
− g2

4x2
− 3

4x2

)
u2 +

g2u
2
1

2x
+ u22

)
∂u1

+

((
g22

16x2
+

g2
4x2

− 3

4x2

)
u1 − g2u

1
1

2x
+ u12

)
∂u2

)

(5.2.4)
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� Caso 3

Q
(3)
3
2

=(ia)
3
2

(((
−g3tx

8a2
− 3tx

4a2
+
ix3

8a3
− ig23t

2

24ax
+

3it2

2ax
+

g33t
3

216x3
− g23t

3

12x3
− g3t

3

6x3
+

3t3

x3

)
u2

+

(
−3tx2

4a2
− ig3t

2

2a
− 3it2

2a
+
g23t

3

12x2
− g3t

3

2x2
− 3t3

x2

)
u21 +

(
g3t

3

2x
− 3it2x

2a

)
u22 + t3u23

)
∂u1

+

((
g3tx

8a2
− 3tx

4a2
+
ix3

8a3
− ig23t

2

24ax
+

3it2

2ax
− g33t

3

216x3
− g23t

3

12x3
+
g3t

3

6x3
+

3t3

x3

)
u1

+

(
−3tx2

4a2
+
ig3t

2

2a
− 3it2

2a
+
g23t

3

12x2
+
g3t

3

2x2
− 3t3

x2

)
u11 +

(
−g3t

3

2x
− 3it2x

2a

)
u12 + t3u13

)
∂u2

)

Q
(3)
1
2

=− (ia)
3
2

(((
− g3x

24a2
− x

4a2
− ig23t

36ax
+

it

ax
+

g33t
2

216x3
− g23t

2

12x3
− g3t

2

6x3
+

3t2

x3

)
u2

+

(
− x2

4a2
− ig3t

3a
− it

a
+
g23t

2

12x2
− g3t

2

2x2
− 3t2

x2

)
u21 +

(
g3t

2

2x
− itx

a

)
u22 + t2u23

)
∂u1

+

((
g3x

24a2
− x

4a2
− ig23t

36ax
+

it

ax
− g33t

2

216x3
− g23t

2

12x3
+
g3t

2

6x3
+

3t2

x3

)
u1

+

(
− x2

4a2
+
ig3t

3a
− it

a
+
g23t

2

12x2
+
g3t

2

2x2
− 3t2

x2

)
u11 +

(
−g3t

2

2x
− itx

a

)
u12 + t2u13

)
∂u2

)

Q
(3)

− 1
2

=(ia)
3
2

(((
− ig23
72ax

+
i

2ax
+

g33t

216x3
− g23t

12x3
− g3t

6x3
+

3t

x3

)
u2

+

(
− ig3

6a
− i

2a
+

g23t

12x2
− g3t

2x2
− 3t

x2

)
u21 +

(
g3t

2x
− ix

2a

)
u22 + tu23

)
∂u1

+

((
− ig23
72ax

+
i

2ax
− g33t

216x3
− g23t

12x3
+
g3t

6x3
+

3t

x3

)
u1

+

(
ig3
6a

− i

2a
+

g23t

12x2
+
g3t

2x2
− 3t

x2

)
u11 +

(
−g3t
2x

− ix

2a

)
u12 + tu13

)
∂u2

)

Q
(3)

− 3
2

=− (ia)
3
2

(((
g33

216x3
− g23

12x3
− g3

6x3
+

3

x3

)
u2 +

(
g23

12x2
− g3

2x2
− 3

x2

)
u21 +

g3u
2
2

2x
+ u23

)
∂u1

+

((
− g33
216x3

− g23
12x3

+
g3
6x3

+
3

x3

)
u1 +

(
g23

12x2
+

g3
2x2

− 3

x2

)
u11 −

g3u
1
2

2x
+ u13

)
∂u2

)

(5.2.5)

44



5.3 Geradores do potencial deformado

Os geradores da equação com potencial de Calogero deformado são encontrados em E.5.

5.3.1 Geradores pares

I =u1∂u1 + u2∂u2

K =u1∂u1 − u2∂u2

Ẑ+ =e−4iaβt

((
− iu1t
4aβ

+ u1
(
βx2

2
− 1

4

)
− 1

2
xu11

)
∂u1 +

(
− iu2t
4aβ

+ u2
(
βx2

2
− 1

4

)
− 1

2
xu21

)
∂u2

)

Ẑ0 =− iu1t
4aβ

∂u1 −
iu2t
4aβ

∂u2

Ẑ− =e4iaβt
((

− iu1t
4aβ

+ u1
(
βx2

2
+

1

4

)
+
xu11
2

)
∂u1 +

(
− iu2t
4aβ

+ u2
(
βx2

2
+

1

4

)
+
xu21
2

)
∂u2

)

(5.3.1)

5.3.2 Geradores ı́mpares para o caso k

� Caso 0

Q̂
(0)
0 =u2∂u1 + u1∂u2 (5.3.2)

� Caso 1

Q̂
(1)
1
2

=
e−2iaβt

2
√
β

((( g1
2x

− βx
)
u2 + u21

)
∂u1 +

((
−βx− g1

2x

)
u1 + u11

)
∂u2

)

Q̂
(1)

− 1
2

=
e2iaβt

2
√
β

((( g1
2x

+ βx
)
u2 + u21

)
∂u1 +

((
βx− g1

2x

)
u1 + u11

)
∂u2

)
(5.3.3)
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� Caso 2

Q̂
(2)
1 =

e−4iaβt

4β

(((
−βg2

2
+

g22
16x2

− g2
4x2

− β + β2x2 − 3

4x2

)
u2 +

( g2
2x

− 2βx
)
u21 + u22

)
∂u1

+

((
βg2
2

+
g22

16x2
+

g2
4x2

− β + β2x2 − 3

4x2

)
u1 +

(
− g2
2x

− 2βx
)
u11 + u12

)
∂u2

)

Q̂
(2)
0 =

1

4β

(((
g22

16x2
− g2

4x2
− β2x2 − 3

4x2

)
u2 +

g2
2x
u21 + u22

)
∂u1

+

((
g22

16x2
+

g2
4x2

− β2x2 − 3

4x2

)
u1 − g2

2x
u11 + u12

)
∂u2

)

Q̂
(2)
−1 =

e4iaβt

4β

(((
βg2
2

+
g22

16x2
− g2

4x2
+ β + β2x2 − 3

4x2

)
u2 +

( g2
2x

+ 2βx
)
u21 + u22

)
∂u1

+

((
−βg2

2
+

g22
16x2

+
g2
4x2

+ β + β2x2 − 3

4x2

)
u1 +

(
2βx− g2

2x

)
u11 + u12

)
∂u2

)

(5.3.4)
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� Caso 3

Q̂
(3)
3
2

=
e−6iaβt

8β
3
2

(((
g33

216x3
− g23

12x3
− g3

6x3
+

1

2
β2g3x− βg23

12x
− β3x3 +

3

x3
+ 3β2x+

3β

x

)
u2

+

(
−3β − βg3 +

g23
12x2

− g3
2x2

+ 3β2x2 − 3

x2

)
u21 +

( g3
2x

− 3βx
)
u22 + u23

)
∂u1

+

(
− g33
216x3

− g23
12x3

+
g3
6x3

− 1

2
β2g3x− βg23

12x
− β3x3 +

3

x3
+ 3β2x+

3β

x

)
u1

+

(
−3β + βg3 +

g23
12x2

+
g3
2x2

+ 3β2x2 − 3

x2

)
u11 +

(
− g3
2x

− 3βx
)
u12 + u13

)
∂u2

)

Q̂
(3)
1
2

=
e−2iaβt

8β
3
2

(((
g33

216x3
− g23

12x3
− g3

6x3
− 1

6
β2g3x− βg23

36x
+ β3x3 +

3

x3
− β2x+

β

x

)
u2

+

(
−β − βg3

3
+

g23
12x2

− g3
2x2

− β2x2 − 3

x2

)
u21 +

( g3
2x

− βx
)
u22 + u23

)
∂u1

+

((
− g33
216x3

− g23
12x3

+
g3
6x3

+
1

6
β2g3x− βg23

36x
+ β3x3 +

3

x3
− β2x+

β

x

)
u1

+

(
−β +

βg3
3

+
g23

12x2
+

g3
2x2

− β2x2 − 3

x2

)
u11 +

(
−βx− g3

2x

)
u12 + u13

)
∂u2

)

Q̂
(3)

− 1
2

=
e2iaβt

8β
3
2

(((
g33

216x3
− g23

12x3
− g3

6x3
− 1

6
β2g3x+

βg23
36x

− β3x3 +
3

x3
− β2x− β

x

)
u2

+

(
β +

βg3
3

+
g23

12x2
− g3

2x2
− β2x2 − 3

x2

)
u21 +

( g3
2x

+ βx
)
u22 + u23

)
∂u1

+

((
− g33
216x3

− g23
12x3

+
g3
6x3

+
1

6
β2g3x+

βg23
36x

− β3x3 +
3

x3
− β2x− β

x

)
u1

+

(
β − βg3

3
+

g23
12x2

+
g3
2x2

− β2x2 − 3

x2

)
u11 +

(
βx− g3

2x

)
u12 + u13

)
∂u2

)

Q̂
(3)

− 3
2

=
e6iaβt

8β
3
2

(((
g33

216x3
− g23

12x3
− g3

6x3
+

1

2
β2g3x+

βg23
12x

+ β3x3 +
3

x3
+ 3β2x− 3β

x

)
u2

+

(
3β + βg3 +

g23
12x2

− g3
2x2

+ 3β2x2 − 3

x2

)
u21 +

( g3
2x

+ 3βx
)
u22 + u23

)
∂u1

+

((
− g33
216x3

− g23
12x3

+
g3
6x3

− 1

2
β2g3x+

βg23
12x

+ β3x3 +
3

x3
+ 3β2x− 3β

x

)
u1

+

(
3β − βg3 +

g23
12x2

+
g3
2x2

+ 3β2x2 − 3

x2

)
u11 +

(
3βx− g3

2x

)
u12 + u13

)
∂u2

)

(5.3.5)
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5.4 Transformações de similaridade

A transformação de similaridade 2.3.4 na forma evolucionária e com a explicitamente real se
torna:

S = e−MxDxI e−RI eh(t)DtI (5.4.1)

com as funções M , R e h dadas por

M =ln(cos(2aβt))

R =
i

4
βx2sin(4aβt) +

1

2
ln(cos(2aβt))

h =h(t)|eh∂tte−h∂t =
1

2aβ
tan(2aβt) (5.4.2)

Os 50 primeiros coeficientes de h e a verificação das transformações de similaridade dos
geradores do potencial puro para os geradores do potencial deformado podem ser encontrados
em E.5.

5.4.1 Geradores pares

SZ+S
−1 =

1

4iaβ

(
Ẑ+ + Ẑ− − 2Ẑ0

)

SZ0S
−1 =

1

2

(
Ẑ+ − Ẑ−

)

SZ−S
−1 =iaβ

(
Ẑ+ + Ẑ− + 2Ẑ0

)
(5.4.3)

5.4.2 Geradores ı́mpares para o caso k

� Caso 0

SQ
(0)
0 S−1 =Q̂

(0)
0 (5.4.4)

� Caso 1

SQ
(1)
1
2

S−1 =− 1√
4iaβ

(
Q̂

(1)
1
2

− Q̂
(1)

− 1
2

)

SQ
(1)

− 1
2

S−1 =−
√
iaβ

(
Q̂

(1)
1
2

+ Q̂
(1)

− 1
2

)
(5.4.5)
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� Caso 2

SQ
(2)
1 S−1 =

1

4iaβ

(
Q̂

(2)
1 + Q̂

(2)
−1 − 2Q̂

(2)
0

)

SQ
(2)
0 S−1 =

1

2

(
Q̂

(2)
1 − Q̂

(2)
−1

)

SQ
(2)
−1S

−1 =iaβ
(
Q̂

(2)
1 + Q̂

(2)
−1 + 2Q̂

(2)
0

)
(5.4.6)

� Caso 3

SQ
(3)
3
2

S−1 =− 1

(4iaβ)
3
2

((
Q̂

(3)
3
2

− Q̂
(3)

− 3
2

)
− 3

(
Q̂

(3)
1
2

− Q̂
(3)

− 1
2

))

SQ
(3)
1
2

S−1 =− 1

4
√
iaβ

((
Q̂

(3)
3
2

+ Q̂
(3)

− 3
2

)
−
(
Q̂

(3)
1
2

+ Q̂
(3)

− 1
2

))

SQ
(3)

− 1
2

S−1 =−
√
iaβ

2

((
Q̂

(3)
3
2

− Q̂
(3)

− 3
2

)
+

(
Q̂

(3)
1
2

− Q̂
(3)

− 1
2

))

SQ
(3)

− 3
2

S−1 =− (iaβ)
3
2

((
Q̂

(3)
3
2

+ Q̂
(3)

− 3
2

)
+ 3

(
Q̂

(3)
1
2

+ Q̂
(3)

− 1
2

))
(5.4.7)
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6 Espaços de Hilbert para o potencial deformado

Os geradores que obtivemos na seção anterior são usados na construção do espectro de
soluções e a normalização das funções de onda impõe v́ınculos adicionais nos parâmetros. A
forma geral das funções de onda normalizadas para qualquer k (não só os quatro casos estudados)
é dada em 6.1.18, e a verificação de que elas satisfazem a equação 5.1.2 se encontra em E.6. Após
a correção das fases para fazer cont́ınua a corrente de probabilidade na origem encontramos em
que condições há tunelamento quântico. Exceto pelas comutações entre geradores ı́mpares, as
contantes de estrutura exibem um padrão que nos permite supor sua extrapolação para qualquer
k. Gráficos da distribuição de probabilidades e diagramas de estado dão uma visão sucinta dos
sistemas.

6.1 Geração de espectro

Como vimos, no método de prolongamentos as soluções fα(x)eα de um sistema de equações
lineares aparecem como uma subálgebra abeliana de geradores fα(x)∂uα . Isto implica interpretar
os coeficientes da atuação de geradores lineares v sobre soluções como constantes de estrutura.

v(fα(x)eα) = cf ′α(x)eα 7→ [v, fα(x)∂uα ] = cf ′α(x)∂uα (6.1.1)

O estado fundamental da equação ∆1 é Ψ
(k)
0 = ψ

(k)
0 ∂u1 , onde ∆1

(
ψ
(k)
0

)
= 0 e Ψ

(k)
0 comuta

com qualquer raiz negativa. Assim, encontramos que o vácuo do caso k, k = 0, 1, 2, 3, é

Ψ
(k)
0 = ψ

(k)
0 ∂u1 = c

(k)
0 e−iaβb(k)te−

βx2

2 x
b(k)−1

2 ∂u1 (6.1.2)

com c
(k)
0 a constante de normalização, b(0) = 2 + ρ e b(k) = 2 − k + gk/k para k ̸= 0, onde

definimos ρ através do potencial para k = 0.

r0 = s0 =
ρ2 − 1

4
(6.1.3)

Comutando o vácuo 6.1.2 com a raiz positiva Ẑ+ geramos uma torre de estados.

Ψ(k)
n ∝

[
Ẑ+,

[
Ẑ+, . . . ,

[
Ẑ+,

[
Ẑ+,Ψ

(k)
0

]]
. . .
]]

︸ ︷︷ ︸
n comutações

⇒Ψ(k)
n = ψ(k)

n ∂u1 = c(k)n e−iaβ(4n+b(k))te−
βx2

2 x
b(k)−1

2 P
n, b

(k)

2

(
βx2

)
∂u1 (6.1.4)

com c
(k)
n contantes de normalização e P o polinômio definido abaixo.

Pn,b(y) := (−1)nb(n) 1F1(−n; b; y) ≡
n∑

l=0

al y
l (6.1.5)

onde b(n) é dado pelo śımbolo de Pochhammer em 1.4.10 e 1F1(d; b; y) é a função hipergeométrica
confluente.

1F1(d; b; y) :=
∞∑
l=0

d(l)

b(l)

yl

l!
(6.1.6)
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Essa expressão para o polinômio é apenas matéria de simplificação, e oferecemos em E.6 a
prova de que as funções de onda satisfazem a equação para qualquer k. O autovalor da atuação
do operador hamiltoniano H = iDt sobre esses estados é a energia dos mesmos e, portanto, deve
ser real. Essa condição é satisfeita se ρ ∈ R e gk ∈ R.

iDtψ
(k)
n = aβ(4n+ b(k))ψ(k)

n (6.1.7)

O quadrado da norma dos estados 6.1.4 representa a densidade de probabilidade de se en-
contrar a part́ıcula num ponto x, e as constantes de normalização são encontradas a partir da
integração dessa densidade por todo o espaço.

1 =

∫ ∞

−∞
ψ(k)∗
n ψ(k)

n dx =

∫ ∞

−∞
|c(k)n |2e−βx2 |x|b(k)−1

(
P
n , b(k)

2

(
βx2

))2

dx

=
|c(k)n |2

β
b(k)

2

2

∫ ∞

0
e−y2yb

(k)−1

(
P
n , b(k)

2

(
y2
))2

dy (6.1.8)

Para integrar essa equação, faremos uso da seguinte identidade para o quadrado de uma
série: (

n∑
l=0

alx
l

)2

=

n∑
l=0

n+l∑
λ=l

alaλ−lx
λ (6.1.9)

Logo,

1 =
|c(k)n |2

β
b(k)

2

n∑
l=0

(
n+l∑
λ=l

(
2alaλ−l

∫ ∞

0
e−y2y

2

(
λ+ b(k)

2

)
−1
dy

))
(6.1.10)

O termo λ é somado por todos os valores inteiros no intervalo [0, 2n]. Consequentemente,
devemos ter b(k) > 0 para que a integral seja convergente. Com isso, ρ > −2, o que implica
b(0) > 0. Para os demais casos, encontramos a condição

gk > k(k − 2) (6.1.11)

Usando a representação integral da função Γ

Γ(b) =

∫ ∞

0
yb−1e−y dy = 2

∫ ∞

0
x2b−1e−x2

dx (6.1.12)

encontramos as constantes de normalização.

1 =
|c(k)n |2

β
b(k)

2

n∑
l=0

(
n+l∑
λ=l

(
alaλ−lΓ

(
λ+

b(k)

2

)))
=

|c(k)n |2

β
b(k)

2

n! Γ

(
n+

b(k)

2

)
(6.1.13)

⇒ c(k)n =
β

b(k)

4√
n! Γ

(
n+ b(k)

2

) (6.1.14)
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Para a última igualdade em 6.1.13 nós usamos, de modo mais geral,

n∑
j=0

m∑
l=0

ajalΓ(j + l + b) = δn,m n! Γ(n+ b) (6.1.15)

o que está demonstrado em E.6 para n,m ∈ [0, 10] e assegura a ortonormalidade das funções de
onda.

A atuação do gerador K sobre os estados possui autovalor 1 se ψ satisfaz a equação ∆1, e −1
se ∆2. Podemos interpretá-lo como o operador de paridade fermiônica. A partir de agora vamos

denominar Ψ
(k)
k
2
+n,− ∝

[
Q̂

(k)
k
2

,Ψ
(k)
n,+

]
como o estado fermiônico conjugado do estado bosônico

Ψ
(k)
n,+ ≡ Ψ

(k)
n . A forma expĺıcita dos férmions é dada por

Ψ
(k)
k
2
+n,− = ψ

(k)
k
2
+n,−∂u2 = c

(k)
n,−e

−iaβ
(
4n+b

(k)
−

)
t
e−

βx2

2 x
b
(k)
− −1

2 P
n,

b
(k)
−
2

(
βx2

)
∂u2 (6.1.16)

Definimos b
(0)
− = b(0) e b

(k)
− = 2 + k + gk/k para k ̸= 0, e a partir de agora assumimos

b
(k)
+ ≡ b(k). Notamos que sempre que b

(k)
+ > 0, teremos b

(k)
− > 0. A expressão 6.1.16 para os

férmions é análoga àquela em 6.1.4 para os bósons, e tem as seguintes constantes de normalização.

c
(k)
n,− =

β
b
(k)
−
4√

n! Γ

(
n+

b
(k)
−
2

) (6.1.17)

Repetindo a discussão acima para o vácuo da equação ∆2, encontramos os estados Φ
(k)
n,− e

seus conjugados Φ
(k)
k
2
+n,+

. O conjunto de todos os estados normalizados para a equação ∆ e

qualquer k está reunido em 6.1.18.
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Ψ
(k)
n,+ =ψ

(k)
n,+∂u1 =

β
b
(k)
+
4√

n! Γ

(
n+

b
(k)
+

2

)e−iaβ
(
4n+b

(k)
+

)
t
e−

βx2

2 x
b
(k)
+ −1

2 P
n,

b
(k)
+
2

(
βx2

)
∂u1

Ψ
(k)
k
2
+n,− =ψ

(k)
k
2
+n,−∂u2 =

β
b
(k)
−
4√

n! Γ

(
n+

b
(k)
−
2

)e−iaβ
(
4n+b

(k)
−

)
t
e−

βx2

2 x
b
(k)
− −1

2 P
n,

b
(k)
−
2

(
βx2

)
∂u2

Φ
(k)
n,− =ϕ

(k)
n,−∂u2 =

β
b
′(k)
−
4√

n! Γ

(
n+

b
′(k)
−
2

)e−iaβ
(
4n+b

′(k)
−

)
t
e−

βx2

2 x
b
′(k)
− −1

2 P
n,

b
′(k)
−
2

(
βx2

)
∂u2

Φ
(k)
k
2
+n,+

=ϕ
(k)
k
2
+n,+

∂u1 =
β

b
′(k)
+
4√

n! Γ

(
n+

b
′(k)
+

2

)e−iaβ
(
4n+b

′(k)
+

)
t
e−

βx2

2 x
b
′(k)
+ −1

2 P
n,

b
′(k)
+
2

(
βx2

)
∂u1

(6.1.18)

Em 6.1.18, definimos b
′(0)
± = 2− ρ e b

′(k)
± = 2± k− gk/k, para k ̸= 0. De 6.1.10, vemos que é

necessário b
′(k)
− > 0, que implica b

′(k)
+ > 0, e impõe ρ < 2 e uma nova restrição sobre gk.

gk < −k(k − 2) (6.1.19)

Portanto, só é posśıvel termos um sistema com ambas as famı́lias de funções de onda {ψ} e
{ϕ} convergentes para k = 0 quando ρ ∈]−2, 2[ e para k = 1 quando g1 ∈]−1, 1[. Para qualquer
k > 1, teremos apenas uma ou nenhuma das famı́lias, dependendo do valor de gk satisfazer
6.1.11, 6.1.19 ou nenhuma das duas relações. Outra possibilidade é termos funções convergentes

para estados com mesma paridade fermiônica em famı́lias diferentes para 0 < b
(k)
± = 4−b′(k)± < 4,

que é o caso que passamos a investigar agora.
Ainda não consideramos qualquer condição de contorno e é posśıvel que a corrente de pro-

babilidade seja descont́ınua na origem; de fato, este é o caso. Vamos usar (ψn, b) e (ϕn, b
′) para

nos referirmos aos pares
(
ψ
(k)
n,+, b

(k)
+

)
e
(
ϕ
(k)
n,+, b

′(k)
+

)
, respectivamente, e substituiremos b′ = 4− b

quando convir; a mesma discussão será válida para
(
ψ
(k)
n,−, b

(k)
−

)
e
(
ϕ
(k)
n,−, b

′(k)
−

)
.

A corrente é definida em termos do wronskiano Wr[φ∗
1, φ2](x) = φ∗

1∂xφ2 − (∂xφ
∗
1)φ2; calcu-
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lemos o wronskiano para as soluções 6.1.18.

Wr[ψ∗
n, ψm](x) =2βf∗n(t)fm(t)e−βx2 |x|b x

|x|

×
(
mPn, b

2
(βx2)Pm−1, b

2
+1(βx

2)− nPn−1, b
2
+1(βx

2)Pm, b
2
(βx2)

)

Wr[ϕ∗n, ϕm](x) =2βf
′∗
n (t)f ′m(t)e−βx2 |x|b′ x

|x|

×
(
mP

n, b
′
2

(βx2)P
m−1, b

′
2
+1

(βx2)− nP
n−1, b

′
2
+1

(βx2)P
m, b

′
2

(βx2)
)

Wr[ψ∗
n, ϕm](x) =2f∗n(t)f

′
m(t)e−i(b−1)arg(x)e−βx2

(
Pn, b

2
(βx2)Pm,−2 b

2
(βx2)

+ βx2
(
mPn, b

2
(βx2)Pm−1,3− b

2
(βx2)− nPn−1, b

2
+1(βx

2)Pm,2− b
2
(βx2)

))
(6.1.20)

em que definimos

fn(t) =
β

b
4√

n! Γ
(
n+ b

2

)e−iaβ(4n+b)t f ′m(t) =
β

b′
4√

m! Γ
(
m+ b′

2

)e−iaβ(4m+b′)t (6.1.21)

Conforme x→ 0 o wronskiano de dois estados quaisquer na mesma famı́lia é nulo, enquanto
para dois estados em famı́lias diferentes nós temos descontinuidade na origem devido à fase

e−i(b−1)arg(y). Podemos remover essa descontinuidade fazendo ψn(x, t) 7→ e−i
(b−1)

2
arg(x)ψn(x, t) =

ψn(|x|, t) e ϕn(x, t) 7→ ei
(b−1)

2
arg(x)ϕn(x, t) = ϕn(|x|, t) (Θ(x)−Θ(−x)), com Θ a função de He-

avside; eliminando a fase, o wronskiano é cont́ınuo, mas diferente de zero na origem. Um
estado qualquer pode ser decomposto como φ(x) =

∑
n(c

1
nψn + c2nϕn) e a corrente de proba-

bilidade de tal estado na origem é diferente de zero, o que atesta a ocorrência de tunelamento
quântico quando 0 < b < 4, que é o caso de termos estados convergentes de mesma paridade
fermiônica em ambas as famı́lias. A constante de acoplamento no potencial inverso do quadrado
é ra = (b− 1)(b− 3)ℏ2/8m; consequentemente, ocorre tunelamento quântico através da barreira
de potencial (infinita) quando 0 < b < 1 ou 3 < b < 4, isto é, quando 0 < ra < 3ℏ2/8m. Para
uma discussão detalhada do papel do grupo U(2) na construção desse espaço de Hilbert, bem
como do fenômeno de cáustica quântica para esse potencial, vide [47,48].

No que vem a seguir, a correção da fase das funções de onda é irrelevante e trabalharemos
com as soluções 6.1.18. Os gráficos em 6.1 apresentam a distribuição de probabilidade dos quatro
primeiros estados ψn: -n = 0, -n = 1, -n = 2, -n = 3, para diferentes valores de b, onde o

par (ψn, b) está denotando qualquer dos pares
(
ψ
(k)
n,±, b

(k)
±

)
e
(
ϕ
(k)
n,±, b

′(k)
±

)
. Sumarizamos abaixo

algumas informações sobre os gráficos.

� 6.1(a): Para b → 0 o estado fundamental tende a ficar confinado em torno da origem,
ψ0 → δ(x), bem como o primeiro batimento da amplitude de probabilidade dos demais
estados.

� 6.1(b): Para 0 < b < 1 o estado fundamental é desconfinado da origem, assim como o
primeiro batimento da amplitude de probabilidade dos demais estados.
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(a) b = 0.01 (b) b = 0.5

(c) b = 1 (d) b = 2

(e) b = 3 (f) b = 20

Figura 6.1: Distribuição de probabilidade dos quatro primeiros estados ψn na mesma famı́lia e
com mesma paridade fermiônica para diferentes valores de b.

� 6.1(c): Quando b = 1 o potencial com inverso do quadrado é nulo e recuperamos os estados
pares φ2n do oscilador sem deformação, ψn |b=1 = φ2n.

� 6.1(d): Para 1 < b < 3, o potencial com inverso do quadrado é negativo e a barreira se
torna um fosso de potencial com contorno superior parabólico. As cristas na origem se
dividem em duas simetricamente em relação à origem.

� 6.1(e): Quando b = 3 o potencial com inverso do quadrado é novamente nulo e recuperamos
os estados ı́mpares φ2n+1 do oscilador sem deformação, ψn |b=3 = φ2n+1.
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� 6.1(f): Para b > 3 as amplitudes de probabilidade se afastam simetricamente da origem, e
a distância é crescente para b crescente.

Podemos resumir esses gráficos através da variação cont́ınua de b: para um valor inicial
b > 3 variando até b→ 0, temos duas amplitudes idênticas simetricamente separadas em relação
à origem viajando em sentidos opostos que encontram a barreira de potencial em b < 3 e são
comprimidas em b → 0, então mudando o sentido de propagação para b crescente, como uma
colisão elástica. Mas b é constante e já discutimos o caso para tunelamento quântico. Apenas
ressaltamos que quando b = 1 temos b′ = 3 e vice-versa; portanto, recuperamos todos os estados
do oscilador sem deformação.

6.2 Álgebra de geradores

As constantes de estrutura fixam unicamente a álgebra. Com elas podemos construir a
matriz de Cartan que dá a sua classificação. Isso nos permitirá dizer se essas álgebras são ou
não subálgebras umas das outras. Não damos, porém, as constantes de estrutura da álgebra
(infinita) inteira, isso requer primeiro a álgebra envelopante universal. No entanto, é posśıvel
discernir algumas propriedades da álgebra através da comutação dos geradores fortemente in-
dependentes, inclusive facilitando seu envelopamento. Inclúımos comutações com as funções de
onda, interpretando-as como geradores.

6.2.1 Relações de comutação entre geradores lineares

A lista de comutações não nulas entre geradores fortemente independentes é dada abaixo
e tem as mesmas constantes de estrutura que aquelas para o potencial puro, o que pode ser
verificado em E.3 e E.6.[

K, Q̂
(k)
d

]
=2KQ̂

(k)
d

[
Ẑd1 , Ẑd2

]
=(d1 − d2)Ẑd1+d2

[
Ẑd1 , Q̂

(k)
d2

]
=

(
k

2
d1 − d2

)
Q̂

(k)
d1+d2

[
Q̂

(k)
d1
, Q̂

(k)
d2

]
=(d1 − d2) J

(k)Y
(k)
d1+d2

+ δk,3δd1,−d2Y
(3)
0,|d1| ; k > 0

(6.2.1)

Os geradores na última comutação não exibem um padrão apropriado para generalizarmos.
Eles são:

J (k) =
1

2

(
kI +

gk
k
K
)
=
1

4

(
b
(k)
− − 2

)
(I +K)− 1

4

(
b
(k)
+ − 2

)
(I −K) (6.2.2)

Y
(1)
0 = I (6.2.3)
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Y
(2)
d = Ẑd (6.2.4)

Y
(3)
±2 =

1

2

{
Ẑ±, Ẑ±

}
Y

(3)
d =

1

2

{
Ẑ0, Ẑd

}
; d = −1, 0, 1 (6.2.5)

Y
(3)
0,|d1| =

(
b
(3)
+

4

)
( 3
2
+|d1|)

(
b
(3)
+

4

)
( 3
2
−|d1|)

(I +K)

−

(
b
(3)
+

4
− |d1|

)
( 3
2
+|d1|)

(
b
(3)
+

4
+ |d1|

)
( 3
2
−|d1|)

(I −K)

(6.2.6)

Na seção 8, vamos indicar um modo de obter geradores ı́mpares para qualquer caso k. Isto
pode permitir a simplificação dessa comutação para construirmos a álgebra q(k, gk) inteira.

6.2.2 Relações de comutação com geradores pontuais

As relações de comutação dos geradores lineares com esses geradores pontuais (para não
chamar de constantes) permitem construir o diagrama de estados do sistema, que pode ser visto
na figura 6.2.

� Comutações com Ψ
(k)
n,+[
I,Ψ

(k)
n,+

]
=Ψ

(k)
n,+

[
K,Ψ

(k)
n,+

]
=Ψ

(k)
n,+

[
Ẑ0,Ψ

(k)
n,+

]
=−

(
n+

b
(k)
+

2

)
Ψ

(k)
n,+

[
Ẑ±,Ψ

(k)
n,+

]
=

√√√√(n+
1

2
± 1

2

)(
n− 1

2
± 1

2
+
b
(k)
+

2

)
Ψ

(k)
n±1,+

[
Q̂

(k)
d ,Ψ

(k)
n,+

]
=(−1)

k
2
+d

√√√√n[ k2−d]

(
n+

b
(k)
+

2

)
( k
2
+d)

Ψ
(k)
n+d,−

(6.2.7)
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� Comutações com Ψ
(k)
k
2
+n,−[

I,Ψ
(k)
k
2
+n,−

]
=Ψ

(k)
k
2
+n,−

[
K,Ψ

(k)
k
2
+n,−

]
=−Ψ

(k)
k
2
+n,−

[
Ẑ0,Ψ

(k)
k
2
+n,−

]
=−

(
n+

b
(k)
−
2

)
Ψ

(k)
k
2
+n,−

[
Ẑ±,Ψ

(k)
k
2
+n,−

]
=

√√√√(n+
1

2
± 1

2

)(
n− 1

2
± 1

2
+
b
(k)
−
2

)
Ψ

(k)
k
2
+n±1,−

[
Q̂

(k)
d ,Ψ

(k)
k
2
+n,−

]
=(−1)

k
2
+d

√√√√n( k
2
+d)

(
n+

b
(k)
−
2

)
[ k2−d]

Ψ
(k)
k
2
+n+d,+

(6.2.8)

� Comutações com Φ
(k)
n,−[
I,Φ

(k)
n,−

]
=Φ

(k)
n,−

[
K,Φ

(k)
n,−

]
=− Φ

(k)
n,−

[
Ẑ0,Φ

(k)
n,−

]
=−

(
n+

b
′(k)
−
2

)
Φ
(k)
n,−

[
Ẑ±,Φ

(k)
n,−

]
=

√√√√(n+
1

2
± 1

2

)(
n− 1

2
± 1

2
+
b
′(k)
−
2

)
Φ
(k)
n±1,−

[
Q̂

(k)
d ,Φ

(k)
n,−

]
=(−1)

k
2
+d

√√√√n[ k2−d]

(
n+

b
′(k)
−
2

)
( k
2
+d)

Φ
(k)
n+d,+

(6.2.9)
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� Comutações com Φ
(k)
k
2
+n,+[

I,Φ
(k)
k
2
+n,+

]
=Φ

(k)
k
2
+n,+

[
K,Φ

(k)
k
2
+n,+

]
=Φ

(k)
k
2
+n,+

[
Ẑ0,Φ

(k)
k
2
+n,+

]
=−

(
n+

b
′(k)
+

2

)
Φ
(k)
k
2
+n,+

[
Ẑ±,Φ

(k)
k
2
+n,+

]
=

√√√√(n+
1

2
± 1

2

)(
n− 1

2
± 1

2
+
b
′(k)
+

2

)
Φ
(k)
k
2
+n±1,+

[
Q̂

(k)
d ,Φ

(k)
k
2
+n,+

]
=(−1)

k
2
+d

√√√√n( k
2
+d)

(
n+

b
′(k)
+

2

)
[ k2−d]

Φ
(k)
k
2
+n+d,−

(6.2.10)
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6.3 Diagramas de estado

A partir das comutações 6.2.7−6.2.10, podemos construir o diagrama de estados, que mostra,
sintaticamente, como atuam os operadores de criação e aniquilação.

(a) k = 0 (b) k = 1

(c) k = 2 (d) k = 3

Figura 6.2: Diagramas de estado para os quatro casos estudados.

Nos diagramas 6.2, a escala é tal que a diferença de energia entre dois estados consecutivos de

mesma paridade fermiônica é 2ℏω. Os estados são ligados pelos geradores - Ẑ±, - Q̂(k)
0 , - Q̂(k)

±1/2,

- Q̂(k)
±1, - Q̂

(k)
±3/2. A energia dos estados fundamentais bosônicos Ψ

(k)
0,+ e fermiônicos Φ

(k)
0,− são,
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respectivamente, E
(k)
0,+ = ℏωb(k)+ /2 e E

′(k)
0,− = ℏωb′(k)− /2, o que implica, a partir de 6.1.10, que

a energia é sempre positiva definida. Resultado similar ao obtido por Wigner que, partindo
diretamente da equação de Schrödinger em vez da quantização canônica, mostrou que o estado
fundamental do oscilador harmônico pode ter qualquer energia positiva definida1 [49].

Retomando a discussão sobre a união de duas álgebras q(k, gk), vamos estabelecer qual a
condição a ser imposta sobre os parâmetros k e gk para construir uma álgebra maior respeitando
a normalização das funções de onda. De 5.1.8, 6.1.11 e 6.1.19, temos as seguintes restrições sobre
os potenciais.

{ψ} ≠ 0 ⇒ gk = k(k ± 1) ⇒ rk = 0 sk = k(k ± 1)

{ϕ} ≠ 0 ⇒ gk = −k(k ± 1) ⇒ rk = k(k ± 1) sk = 0 (6.3.1)

A única união de álgebras que preserva ambas as famı́lias {ψ} e {ϕ} é a união dos casos
com k = 0 e k′ = 1, com g1 = 0 e ρ = ±1. Como as funções de onda se distinguem apenas

pelos parâmetros (b
(k)
± , b

′(k)
± ) é fácil identificar o que acontece com o espectro; os detalhes estão

resumidos na tabela 6.1. Nos diagramas 6.3 a energia mais baixa em cada caso é ℏω/2 e a escala
e os geradores são como nos diagramas 6.2.

1 Veja [12] para a obtenção desse resultado através da quantização direta pela álgebra abstrata sl(2,R).
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Parâmetros
Estados

Caso Potencial
Energia

Bósons Férmions

k = 0

ρ = 1
b
(0)
+ = 3 b

(0)
− = 3 Ψ

(0)
n,+ = Φ

(1)

n+ 1
2
,+

b
′(0)
+ = 1 b

′(0)
− = 1 Ψ

(0)
n,− = Ψ

(1)

n+ 1
2
,−

g1 = 0
b
(1)
+ = 1 b

(1)
− = 3 Φ

(0)
n,+ = Ψ

(1)
n,+

b
′(1)
+ = 3 b

′(1)
− = 1 Φ

(0)
n,− = Φ

(1)
n,−

ρ = −1
b
(0)
+ = 1 b

(0)
− = 1 Ψ

(0)
n,+ = Ψ

(1)
n,+

b
′(0)
+ = 3 b

′(0)
− = 3 Ψ

(0)
n,− = Φ

(1)
n,−

g1 = 0
b
(1)
+ = 1 b

(1)
− = 3 Φ

(0)
n,+ = Φ

(1)

n+ 1
2
,+

b
′(1)
+ = 3 b

′(1)
− = 1 Φ

(0)
n,− = Ψ

(1)

n+ 1
2
,−

k > 0

gk = k(k + 1)
b
(k)
+ = 3 b

(k)
− = 2k + 3 Ψ

(k)
n,+ = Φ

(k+1)

n+ k+1
2

,+

b
′(k)
+ = 1 b

′(k)
− = −2k + 1 Ψ

(k)

n+ k
2
,− = Ψ

(k+1)

n+ k+1
2

,−

gk+1 = k(k + 1)
b
(k+1)
+ = 1 b

(k+1)
− = 2k + 3 Φ

(k)

n+ k
2
,+

= Ψ
(k+1)
n,+

b
′(k+1)
+ = 3 b

′(k+1)
− = −2k + 1 Φ

(k)
n,− = Φ

(k+1)
n,− = 0

gk = −k(k + 1)
b
(k)
+ = −2k + 1 b

(k)
− = 1 Ψ

(k)
n,+ = Ψ

(k+1)
n,+ = 0

b
′(k)
+ = 2k + 3 b

′(k)
− = 3 Ψ

(k)

n+ k
2
,− = Φ

(k+1)
n,−

gk+1 = −k(k + 1)
b
(k+1)
+ = −2k + 1 b

(k+1)
− = 3 Φ

(k)

n+ k
2
,+

= Φ
(k+1)

n+ k+1
2

,+

b
′(k+1)
+ = 2k + 3 b

′(k+1)
− = 1 Φ

(k)
n,− = Ψ

(k+1)

n+ k+1
2

,−

Tabela 6.1: Identificação dos estados para a união dos casos k e k + 1.
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(a) k = 0, ρ = 1 (b) k = 1, g1 = 2 (c) k = 2, g2 = 6

(d) k = 0, ρ = −1 (e) k = 1, g1 = −2 (f) k = 2, g2 = −6

Figura 6.3: Diagramas de estado para a união dos casos k e k + 1.
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7 Representações de spin

Nesta seção vamos apontar caminhos que podem nos ajudar a saber se q(k + l, gk+l) ⊂
q(k, gk), para l > 0, ou se essas são álgebras verdadeiramente diferentes. Comecemos apon-
tando que álgebras de spin superior admitem infinitas subálgebras. Um exemplo disto é o caso
HS(sl(2,R)) ⊂ HS(heis) que apresentamos em 4.2.12 e 4.2.13. Naquela ocasião, constrúımos
HS(heis) a partir de produtos de W+ e W−, ambos de primeira ordem, criando outros geradores
de ordem qualquer. Se tomarmos os três produtos posśıveis (fixando um ordenamento) apenas
entre os geradores de primeira ordem W+ e W−, temos os três geradores do sl(2,R), que são de
segunda ordem. Se depois disso descartarmos os geradores de primeira ordem e construirmos
U(sl(2,R)), teremos uma subálgebra que contém todos os geradores de ordem par de HS(heis),
e nenhum de ordem ı́mpar. As constantes de estrutura em 4.2.12 e 4.2.13 revelam, porém, que
HS(sl(2,R)) é uma subálgebra.

Em seguida, mostramos como fechar a superálgebra finita osp(2|2) ⊂ q(1, g1) na forma co-
variante, o que nos revela que os geradores ı́mpares podem ser interpretados como espinores
de Majorana para, então, indicarmos de que modo se dá a transição entre as diferentes repre-
sentações dentro da mesma álgebra.

7.1 Comparação das álgebras

Vamos usar três parâmetros para nos ajudar a fixar as constantes de estrutura: a paridade,
a ordem e o peso dos geradores. Em primeiro lugar, precisamos levar em conta apenas os casos
q(k+2l, gk+2l) ⊂ q(k, gk), para l > 0. A razão de introduzirmos o fator 2 na subálgebra se deve
ao fato de que para k ı́mpar só teremos geradores ı́mpares de ordem ı́mpar; do mesmo modo,
para k par só teremos geradores ı́mpares de ordem par. Além disso, podemos nos valer das
seguintes identidades que nos permitirão tratar de uma só vez de álgebras e superálgebras.[

Kv, Q
(k)
d

]
= KvQ

(k)
d −Q

(k)
d Kv = KvQ

(k)
d +KQ

(k)
d v = K

{
v, Q

(k)
d

}
{
Kv, Q

(k)
d

}
= KvQ

(k)
d +Q

(k)
d Kv = KvQ

(k)
d −KQ

(k)
d v = K

[
v, Q

(k)
d

]
(7.1.1)

com v qualquer gerador linear.
Também vamos acrescentar mais dois ı́ndices nos geradores e definir, para qualquer gerador

linear v estudado, v+ ≡ v e v− ≡ Kv, bem como usaremos o ı́ndice l para especificar a ordem

dos geradores numa certa base: v(k,l), tal que Q
(k,k)
d = Q

(k)
d .

7.1.1 Comparação entre as álgebras para k = 0 e k = 2

Nas álgebras q(0, ρ) e q(2, g2) existem apenas seis geradores ı́mpares de segunda ordem:

Q
(0,2)
d,± ≡ Q

(0,0)
0,± Zd e Q

(2,2)
d,± , d = −1, 0, 1. A comutação desses geradores possui constante de

estrutura diferente. [
Q

(k,2)
0,± , Q

(k,2)
d,±

]
=− dZd,+ − δk,2d

g2
4
Zd,−

{
Q

(k,2)
0,∓ , Q

(k,2)
d,±

}
=±K

[
Q

(k,2)
0,± , Q

(0,2)
d,±

]
(7.1.2)

A constante de estrutura para k = 2 possui um parâmetro cont́ınuo enquanto para k = 0
não. Essas comutações só são iguais quando g2 = 0, resultado já previsto em 5.1.8 e que não
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preserva funções de onda normalizadas para k = 2; conclúımos que q(2, g2) ⊈ q(0, ρ) fora das
condições 5.1.8.

7.1.2 Comparação entre as álgebras para k = 1 e k = 3

Existem apenas dois geradores de ordem 3 e peso −3/2 em q(1, g1), que vamos denotar

Q
(1,3)
−3/2,±.

Q
(1,3)

− 3
2
,± ≡ ±

(
Q

(1,1)

− 1
2
,±

)3

(7.1.3)

Comutando Q
(1,3)
−3/2,± com Z+ e exigindo que tenham as mesmas constantes de estrutura

para k = 3, fixamos unicamente os demais geradores.

Q
(1,3)
3
2
,± =±

(
Q

(1)
1
2
,±

)3

Q
(1,3)
1
2
,± =± 1

3

(
Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)
1
2
,±Q

(1)
1
2
,± +Q

(1)
1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)
1
2
,± +Q

(1)
1
2
,±Q

(1)
1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,±

)
Q

(1,3)

− 1
2
,± =± 1

3

(
Q

(1)
1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,± +Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)
1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,± +Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)

− 1
2
,±Q

(1)
1
2
,±

)
(7.1.4)

A comutação entre eles possui as mesma constantes de estrutura que os geradores ı́mpares
de k = 3 se fizermos g1 = g3, exceto pelas constantes que os relacionam a I e K, os geradores
pares de ordem 0. [

Q
(k,3)
d1,±, Q

(k,3)
d2,±

]
=(d1 − d2) J

(k)Y
(3)
d1+d2

+ δd1,−d2Y
(k,0)
0,|d1|

{
Q

(k,3)
d1,∓, Q

(k,3)
d2,±

}
=±K

[
Q

(k,3)
d1,±, Q

(k,3)
d2,±

]
(7.1.5)

O gerador J (k) exige g1 = g3 para que as álgebras sejam isomórficas; se o fizermos, porém,

Y
(1,0)
0,|d| ̸= Y

(3,0)
0,|d| (E.6). Para estabelecer o isomorfismo, precisaŕıamos que g1 = g3 = ±3, o que

já foi previsto em 5.1.8 e não permite funções de onda normalizadas para k = 3. Ressaltamos
que K não é um centro das álgebras, e mesmo a diferença das constantes de estrutura em I
produziriam álgebras diferentes em caso de se assumir as mesmas convenções para a construção
dos geradores de ordem superior. Acreditamos que, deste modo, podemos considerar q(3, g3) ⊈
q(1, g1) fora das condições 5.1.8, o que, juntamente com q(2, g2) ⊈ q(0, ρ), é um forte ind́ıcio
de que q(k′, gk′) ⊈ q(k, gk) para k′ ̸= k, exceto quando 5.1.8 é satisfeito, k e k′ tem a mesma
paridade e k′ ≥ k.

7.2 Representações superiores de spin

.
Em [22] a superálgebra q(1, g1) foi denotada q(2; ν), com ν o parâmetro cont́ınuo, e concluiu-

se que a mesma é constrúıda a partir da álgebra envelopante universal de osp(2|2). Verifiquemos
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esse resultado. Para k = 1, temos as seguintes comutações.[
Q

(1)
d1,ϵ1

, Q
(1)
d2,ϵ2

]
=− (ϵ1 − ϵ2)Zd1+d2,− +

(ϵ1 + ϵ2)

2
(d1 − d2)J

(1)
+

[
Zd1,ϵ1 , Q

(1)
d2,ϵ2

]
=−

(
d1
2

− d2

)
Q

(1)
d1+d2,ϵ1ϵ2

+ (1− ϵ1)Q
(1)
d2,ϵ2

Zd1,+

[
Q

(1)
d1,ϵ1

, J (1)
ϵ2

]
=−

(
(1− ϵ2)

2
+

(1 + ϵ2)

2
g1

)
Q

(1)
d1,−ϵ1

[Zd1,ϵ1 , Zd2,ϵ2 ] = (d1 − d2)Zd1+d2,ϵ1ϵ2 (7.2.1)

Vemos que os membros que não nos permitem fechar uma álgebra finita com geradores
ı́mpares são Zd,−, que decorrem da comutação entre os próprios geradores ı́mpares. Porém, se
tomarmos o comutador Z2-graduado, aparece Zd,+ no anti-comutador dos mesmos.{

Q
(1)
d1,ϵ1

, Q
(1)
d2,ϵ2

}
=(ϵ1 + ϵ2)Zd1+d2,+ − (ϵ1 − ϵ2)

2
(d1 − d2)J

(1)
− (7.2.2)

Isso nos permite fechar a superálgebra osp(2|2) e, a partir de sua álgebra envelopante uni-
versal, construir q(1, g1). Para k > 1 não fechamos álgebra ou superálgebra finita, a estrutura
das mesmas depende da álgebra envelopante universal de seus geradores. Podemos tornar mais
claro o papel desempenhado pelos geradores dessa superálgebra através da seguinte mudança de
base.

J 0 = −2i (Z+ + Z−) ; J 1 = 2i (Z+ − Z−) ; J 2 = −4iZ0; R = 2J
(1)
−

Q1
1 =

√
2iQ

(1)
1
2
,+
; Q1

2 =
√
2iQ

(1)
−1
2
,+
; Q2

α = iKQ1
α (7.2.3)

Nessa base os geradores QA
α são hermitianos e podemos escrever a superálgebra osp(2|2) na

forma covariante (admitindo soma sobre os ı́ndices repetidos).[
QA

α ,QB
β

}
=δAB (Cγµ)αβ J

µ + ϵABCαβR

[Jµ,Jν} =4iϵµνλJ λ

[
Jµ,QA

α

}
=2i (γµ)

β
αQ

A
β

[
R,QA

α

}
=− 2iSA

BQB
α (7.2.4)

onde definimos as matrizes

γ0 =

(
0 1
−1 0

)
; γ1 =

(
0 1
1 0

)
; γ2 =

(
1 0
0 −1

)
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C =

(
0 1
−1 0

)
; S =

(
0 1
−1 0

)
(7.2.5)

Conclúımos que podemos interpretar os geradoresQA
α como espinores de Majorana; os ı́ndices

α, β distinguem o spin, com a matriz C servindo de métrica para os ı́ndices espinoriais, en-
quanto A,B se refere à simetria interna cuja transformação é dada pelo gerador R ∈ u(1).
Os ı́ndices µ, ν, λ rementem às componentes de tempo e espaço com métrica de Minkowski
ηµν = diag(−1, 1, 1) em 2 + 1 dimensões e os geradores Jµ fecham a álgebra so(2, 1) ∼= sl(2,R).
As matrizes γµ satisfazem a lei de composição γµγν = ηµν(e

1
1 + e22) + ϵµνλγ

λ dos split quater-
nions [50], o que as torna membros da álgebra de Clifford Cl2,1(R) [51]. A álgebra osp(2|2) na
base 7.2.4 foi apresentada e discutida em [16].

Já sabemos estarmos tratando de espinores de Majorana, falta ainda saber como aparecem
as diferentes representações de spin dentro da álgebra. Consideremos em primeiro lugar uma
nova mudança de base.

L0 = −Z0; L± = iZ±; φ
(k)
d,ϵ =

i
k
2
−d√

2|d|+ δd,0
Q

(k)
d,ϵ (7.2.6)

Assim é mais fácil perceber as representações do su(2).

[L0, L±] = ±L±; [L+, L−] = 2L0;
[
L0, φ

(k)
d,ϵ

]
=dφ

(k)
d,ϵ

[
L±, φ

(k)
d,ϵ

]
=

√(
k

2
∓ d

)(
k

2
± d+ 1

)
φ
(k)
d±1,ϵ (7.2.7)

Vemos que temos que identificar k/2 com a representação e d com o estado de spin dentro da
representação. Especializando a discussão para k = 1, indicamos como se dá a mudança de
representação dentro da álgebra.[

Q
(1)
d1,±, φ

(1,l)
d2,∓1±2mod(l,2)

]
=c

(l)
d1,d2

φ
(1,l+1)
d1+d2,±1∓2mod(l,2)

[
Q

(1)
d1,+

, φ
(1,l)
d2,+

]
=c

′(l)
d1,d2

φ
(1,l−1)
d1+d2,+

+ c
′′(l)
d1,d2

φ
(1,l−1)
d1+d2,− (7.2.8)

com c, c′ e c′′ constantes de estrutura que dependem dos ı́ndices l, d1 e d2.
Desta forma, a ordem l é a representação e d o peso, e temos todos os multipletos do su(2):{

φ
(1,l)
d,±

}
, com l = 2j ∈ N e d = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j. Para fechar osp(2|2), ignoramos os

geradores Zd,−, mas eles parecem em representações superiores fechando sl(2,R). Conclúımos
que temos a álgebra de Lorentz1 como subálgebra de q(k, gk): so(3, 1) ∼= su(2) ⊕ sl(2,R) ⊂
q(k, gk); a base em 7.2.4 se deve a so(2, 1) ⊂ so(3, 1) (equivalente a sl(2,R) ⊂ sl(2,C)). Resultado
similar a 7.2.8 foi obtido por Majorana [52]2 com membros da álgebra de Lorentz atuando sobre
funções de onda, mas alternando apenas entre representações de mesma paridade fermiônica.
Para k ̸= 1 não temos nenhum gerador de primeira ordem e, consequentemente, só podemos
alternar para representações superiores.

1 Essa é a álgebra so(4) com assinatura dada pela métrica de Minkowski em 3 + 1 dimensões.
2 Veja [53] para um visionário review de Fradkin prenunciando já em 1965 a relevância que representações

superiores de spin teriam nas décadas subsequentes.
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8 Geradores fortemente independentes de ordem k

Dos exemplos que trabalhamos, podemos extrair certas propriedades para uma álgebra
q(k, gk) qualquer. Já sabemos que as funções 6.1.18 satisfazem a equação 5.1.2 para qualquer
k; porém, não sabemos a forma dos geradores ı́mpares porque a ordem e o número de geradores
cresce com k e suas caracteŕısticas são diferentes. Se quisermos classificar essas álgebras para
decidir se são ou não subálgebras umas das outras, precisamos fixar suas constantes de estru-
tura dos geradores fortemente independentes. Nesta seção, vamos encontrar o gerador de raiz
simples negativa para o potencial puro com qualquer k. Isso permite obter os outros geradores
ı́mpares do mesmo caso através da comutação com Z+, em vez de precisar resolver a equação
5.1.3. Obtidos todos os geradores do caso k para o potencial puro, encontramos os geradores do
potencial deformado através da transformação de similaridade 5.4.1.

8.1 Gerador com raiz simples negativa para o caso k do potencial puro

Da forma dos geradores em 5.2.2, podemos arriscar uma expressão para o gerador Q
1,(k)

− k
2

.

Q
1,(k)

− k
2

=
k∑

m=0

Pk,m

xm
u2k−m∂u1 (8.1.1)

com Pk,m constante para todo k e todo m. O gerador 8.1.1 precisa satisfazer a equação do
prolongamento 5.1.3 para β = 0.

0 =pr Q
1,(k)

− k
2

(∆) =

(
i

a
Dt +D2

x −
r

x2

) k∑
m=0

Pk,m

xm
u2k−m

k∑
m=0

Pk,m

((
i

a

u2k−m,t

xm

)
+

(
m(m+ 1)

u2k−m

xm+2
− 2m

u2k−m+1

xm+1
+
u2k−m+2

xm

)
− r

(
u2k−m

xm+2

))

(8.1.2)

Precisamos eliminar as variáveis dependentes u2k−m,t através do v́ınculo da equação 5.1.2.

i

a
u2k−m,t =D

k−m
x

(
i

a
u2t

)
= Dk−m

x

(
−u22 +

s

x2
u2
)

=− u2k−m+2 + s
k−m∑
j=0

(k −m)!

(k −m− j)!j!

(
(−1)j

(j + 1)!

xj+2

)
u2k−m−j (8.1.3)

Vamos simplificar a notação através da definição das constantes Ck,m,j .

Ck,m,j ≡ (−1)j(j + 1)
(k −m)!

(k −m− j)!
(8.1.4)

Antes de prosseguirmos, precisamos reordenar as somas de modo a evidenciar as variáveis e
anular seus coeficientes.

k∑
m=0

k−m∑
j=0

Ck,m,jPk,m

u2k−m−j

xm+j+2
=

k∑
m=0

m∑
j=0

Ck,m−j,jPk,m−j

u2k−m

xm+2
(8.1.5)
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k∑
m=0

2mPk,m

u2k−m+1

xm+1
=

k−1∑
m=0

2(m+ 1)Pk,m+1

u2k−m

xm+2
=

k∑
m=0

2(m+ 1)Pk,m+1

u2k−m

xm+2
(8.1.6)

O termo 8.1.5 vem da atuação Dt em 8.1.2, enquanto 8.1.6 vem da atuação de D2
x. Na última

igualdade em 8.1.6, usamos o fato de que estamos procurando geradores de ordem k, o que torna
o coeficiente de ordem k + 1 nulo.

Pk,k+1 = 0 (8.1.7)

Resumindo, a equação 8.1.2 adquire a forma abaixo.

k∑
m=0

(m(m+ 1)− r)Pk,m + s

m∑
j=0

Cm,m−j,jPk,m−j − 2(m+ 1)Pk,m+1

 u2k−m

xm+2
= 0 (8.1.8)

Resolver a equação 8.1.8 é equivalente a resolver a equação recursiva 8.1.9 para os coeficientes.

Pk,m =
1

2m
((m− 1)m− r)Pk,m−1 + s

m−1∑
j=0

Cm−1,m−1−j,jPk,m−1−j (8.1.9)

Para simplificá-la, vamos evidenciar o primeiro termo da soma em 8.1.9.

m−1∑
j=0

Cm−1,m−1−j,jPk,m−1−j =

m∑
j=1

Cm−1,m−j,j−1Pk,m−j = Pk,m−1 +

m∑
j=2

Cm−1,m−j,j−1Pk,m−j

=Pk,m−1 +

m∑
j=2

(−1)j+1j
(k + j −m)!

(k + 1−m)!
Pk,m−j (8.1.10)

Finalmente, 8.1.11 é a equação recursiva para os coeficientes que precisa ser resolvida.

Pk,m =
1

2m
(m(m− 1) + s− r)Pk,m−1 + s

m∑
j=2

(−1)j+1 j

2m

(k + j −m)!)

(k + 1−m)!
Pk,m−j (8.1.11)

A solução dessa equação pode ser dada pela expressão 8.1.12 (E.7).

Pk,m = δm,0 +

m∑
q=1

m∑
j1=m

0∑
jq+1=0

q−1∏
p=1

 jp−1∑
jp+1=m−p

 q∏
l=1

Ak,jl,jl−jl+1
(8.1.12)

onde usamos a seguinte definição para Ak,m,j .

Ak,m,1 =
1

2m
(s− r +m(m− 1)) ; Ak,m,j = (−1)j+1 j

2m

(k + j −m)!)

(k + 1−m)!
s, j > 1 (8.1.13)

Definindo g = s− r, encontramos as condições a serem impostas sobre r e s exigindo que o
coeficiente Pk,k+1 seja nulo. A simplificação de Pk,k+1 resulta:

0 =Pk,k+1 =
−1

2k+1(k + 1)!
g1−mod(k,2)

×

1
2
(k−mod(k,2))∏

l=1

((
g + (k + 2− 2l)[2]

) (
g + (k + 2− 2l)(2)

)
− 4(k + 2− 2l)2s

)
(8.1.14)
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O termo mod(k, 2) em 8.1.14, separa geradores de ordem com paridade diferente. Isso
acontece porque todos os geradores pares em q(k, gk) possuem ordem par, e fazer o produto de
um gerador ı́mpar de ordem k′ com um gerador par não altera a paridade de k′. Por isso, para

que o gerador Q
1,(k)

− k
2

seja fortemente independente precisamos que as soluções r e s sejam:

r =
1

(2k)2
(gk − k[2])(gk − k(2)); s =

1

(2k)2
(gk + k[2])(gk + k(2)); k > 0 (8.1.15)

A solução 8.1.15 é exatamente a condição que encontramos para os casos k = 1, 2, 3.

8.2 Geradores de ordem k para ambos os potenciais

Com a experiência que adquirimos com os casos k = 0, 1, 2, 3, basta um procedimento simples
para obter todos os geradores ı́mpares fortemente independentes (já temos todos os geradores

pares: {I,K,Zd}) da álgebra q(k, gk) através do gerador Q
1,(k)

− k
2

em 8.1.1 com coeficientes Pk,m

dados por 8.1.12. Primeiramente, encontramos Q
2,(k)

− k
2

transpondo Q
1,(k)

− k
2

e refletindo o parâmetro

cont́ınuo gk no eixo real. Definindo o mapa

G : gk 7→ −gk (8.2.1)

encontramos o gerador Q
2,(k)

− k
2

, dado por

Q
2,(k)

− k
2

=

k∑
m=0

P ′
k,m

xm
u1k−m∂u2 (8.2.2)

onde P ′
k,m = G(Pk,m). Feito isso, mudemos a base dos geradores.

Q
(k)

− k
2

= Q
1,(k)

− k
2

+Q
2,(k)

− k
2

(8.2.3)

Em 6 obtivemos o estado n comutando o vácuo com Ẑ+ n vezes, isto é,

Ψn ∝
[
Ẑ+,

[
Ẑ+, . . . ,

[
Ẑ+,

[
Ẑ+,Ψ0

]]
. . .
]]

︸ ︷︷ ︸
n comutações

(8.2.4)

Naquela ocasião t́ınhamos Ẑd como geradores do sl(2,R); agora devemos interpretar Zd como

geradores do su(2) e Q
(k)

− k
2

como peso mı́nimo da representação −k/2. Assim, comutando Q
(k)

− k
2

com Z+ m vezes, m ≤ k, encontramos os outros k geradores, totalizando k+1 geradores ı́mpares
fortemente independentes.

Q
(k)

− k
2
+m

∝
[
Z+,

[
Z+, . . . ,

[
Z+,

[
Z+, Q

(k)

− k
2

]]
. . .

]]
︸ ︷︷ ︸

m comutações

; m ≤ k (8.2.5)

Uma vez obtidos todos os geradores fortemente independentes do potencial puro, podemos
usar a transformação de similaridade S em 5.4.1 para obter os geradores do potencial deformado.

Resta definir as constantes de estrutura da comutação de Q
(k)
d1

com Q
(k)
d2

, tudo o que sabemos é
que será algum polinômio em termos de I, K e Zd. Uma vez que tenhamos todos os geradores
fortemente independentes podemos construir a álgebra de spin superior q(k, gk).
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Conclusões

Resultados e perspectivas

Ométodo de prolongamento de campos vetoriais torna mais intuitiva a obtenção de geradores
de simetria para sistemas MPDEs e esta tese é uma introdução prática ao método para qualquer
cientista trabalhando com sistemas de equações diferenciais; em particular, podem ser úteis
para professores que queiram adotar uma formulação mais geométrica nos cursos de mecânica
quântica1.

A equação de Schrödinger com potencial V (x) = c1x
2 + c2/x

2 foi investigada por Calogero
em 1969 [14] e a expressão mais geral dessa solução só foi obtida em 2002 [47]2, através de um
Ansatz e considerações sobre o contorno na origem. A teoria de representações de peso mı́nimo
das álgebras de Lie nos permitiu obter as mesmas soluções que aquelas em [47] sem nenhuma
consideração particular além das imposições a posteriori de normalização das funções de onda
e continuidade da corrente de probabilidade, de onde se vê a conveniência em usar os geradores
para obter soluções (a desvantagem sendo a tarefa de simplificá-las em funções especiais3).

Procurando por simetrias de até terceira no sistema 5.1.2 foi posśıvel antever duas famı́lias
equivalentes de infinitas (super)álgebras de spin superior relacionadas pela transformação de
similaridade 5.4.1. Isso seria muito mais dif́ıcil sem a implementação no software, que requer
otimização. O principal desafio é criar um algoritmo adequado usando a função DSolve do
Mathematica, que não interpreta variáveis independentes adequadamente.

Dos exemplos em 7 acreditamos que todas essas álgebras são diferentes para parâmetros
discretos diferentes; as contantes de estrutura em 6.2.1 e 6.2.7−6.2.10 são facilmente estendidas
para qualquer k, com exceção da comutação entre geradores ı́mpares que exige mais exemplos.
O padrão que surge para os espaços de Hilbert é facilmente percebido nos diagramas 6.2 e 6.3 e
a forma das funções de onda 6.1.18 é exata para qualquer k.

Temos a expressão exata, apesar de não muito clara, para os geradores Q
(k)
−k/2 o que nos dá

todos os geradores fortemente independentes da álgebra q(k, gk) para o potencial puro e a trans-
formação de similaridade 5.4.1 relaciona tanto a part́ıcula livre ao oscilador quanto o potencial
de Calogero puro ao deformado; a partir dela e dos geradores do caso puro obtemos todos os ge-
radores fortemente independentes do potencial deformado. Precisamos ainda encontrar a forma
expĺıcita de h(t) em 5.4.2 e isso envolve o problema mais geral eh(x)∂xxe−h(x)∂x = f(x) para f(x)
conhecido e h(x) desconhecido. Pretendemos também considerar a ação dessa transformação
sobre as soluções. Para os casos k = 0, 1, 2, 3, notamos que, fazendo β = 0, todos os geradores

Q̂
(k)
d do potencial deformado contraem para Q

(k)

− k
2

. Sendo assim, pode ser mais fácil construir os

geradores do potencial deformado diretamente a partir de Q
(k)

− k
2

.

Podemos usar a álgebra envelopante universal do sl(2,R) para construir as (super)álgebras
de spin superior com o seguinte conjunto de geradores (em algum ordenamento):

Aq(k, gk) =
{(
Q

(k)
m,±

)α
W 2p

2q

}
α = 0, 1; 2|m| ≤ k; |q| ≤ p (8.2.6)

com W 2
2q = Zq, do mesmo modo que fizemos em 4.2.13. Vamos seguir estudando mais casos,

procurando fixar as constantes de estrutura de todas essas álgebras e classificá-las. A experiência
com o su(2, 1) C será de grande ajuda, inclusive na construção dos diagramas de estado.

1 Recomendamos [54,55] para uma apresentação rigorosa.
2 Nenhuma solução anterior previa tunelamento quântico.
3 Este é o caso também para a simplificação dos geradores ı́mpares em q(k, gk).
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Já dissemos que generalizar a ordem dos geradores é apenas a primeira generalização e
podemos também ampliar nosso sistema. Em 7 encontramos espinores de Majorana; notando
os geradores {

I,Q
(0)
0,+,−iQ

(0)
0,−,K

}
7→ {σ0, σ1, σ2, σ3} (8.2.7)

em q(0, ρ), onde σi, i = 1, 2, 3, são as matrizes de Pauli e σ0 é a matriz identidade 2 × 2,
podemos considerar q(0, ρ)⊕ q(0, ρ) e construir uma versão da equação de Dirac interpretando
os autoestados do oscilador deformado como componentes de espinores de Dirac.

iγµJµφm = Emφm; Jµ = −1

4
δµνσ3 ⊗ σν ∂t; φm =

1

2

3⊕
µ=0

ψ(0)
m (8.2.8)

com γµ na representação de Dirac e métrica ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). Essa escolha, porém, não
recupera a equação de Klein-Gordon.

Um argumento mais forte para considerar sistemas maiores é a recente construção das
mecânicas clássica e quântica com graduação Z2 ⊕ Z2 [56, 57], onde os geradores são matri-
zes 4× 4 com diferentes polinômios do operador ∂t entrando não trivialmente nas componentes
das matrizes. Talvez o método de prolongamentos tenha algo a dizer sobre esses sistemas e
pretendemos otimizar a implementação no software também para considerar sistemas maiores.
Avaliamos inclusive a possibilidade de criar um programa para classificar simetrias de equações
diferenciais e escrever artigos no formato CDF para, por exemplo, incluir gráficos dinâmicos
que permitam a manipulação dos parâmetros k, gk e n das funções de onda e distribuições de
probabilidades.

É comum a construção da teoria quântica de campos a partir da álgebra de Heisenberg [29,58].
Em [59] os autores constroem uma teoria quântica de campos a partir da seguinte generalização
da álgebra de Heisenberg.

J0A
† = A†f(J0) AJ0 = f(J0)A

[
A†, A

]
= J0 − f(J0) (8.2.9)

Mas essa generalização não abrange a álgebra de Heisenberg deformada

KQ
(1)

± 1
2

= −Q(1)

± 1
2

K

[
Q

(1)
1
2

, Q
(1)
−1
2

]
= I + g1K (8.2.10)

que aparece em q(1, g1) e gostaŕıamos de considerar tal construção.
Confiamos que estamos no caminho certo em primeiro classificar as álgebras dos sistemas dis-

cutidos antes de iniciar aplicações em áreas como correspondência AdS/CFT, gravidade de spin
superior e teoria de cordas. Iniciamos essa tese com uma citação que critica a mera instrumen-
talização da teoria de jatos, que está no cerne da geometria diferencial; nós apenas arranhamos
a superf́ıcie da teoria e o seu estudo aprofundado é o principal interesse do autor. Uma te-
oria matemática bem elaborada conduz a uma f́ısica teórica bem elaborada; como exemplo,
nenhum pesquisador ou instituição despenderia tempo e dinheiro procurando em aceleradores
por part́ıculas que já não estivessem em alguma representação de peso das álgebras de Lie. Nesse
sentido, partilhamos da filosofia do brilhante f́ısico-matemático Igor Vladimir Arnold:

“Mathematics is a part of physics. Physics is an experimental science, a part of
natural science. Mathematics is the part of physics where experiments are cheap.
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Resultados inacabados

Uma solução com um número fixo de somatórios, ou mesmo uma simplificação em termos de

funções especiais, para Q
(k)

− k
2

é prefeŕıvel àquela encontrada. Se tomarmos o polinômio Pk,m em

função de gk podemos observar que os coeficientes de gk constituem uma pirâmide de números
racionais, e a fixação desses coeficientes pode nos dar a forma expĺıcita de Pk,m com um número
fixo de somatórios. Após a simplificação de Pk,m, podemos escrevê-lo em termos de uma pirâmide
de inteiros Bk,m,j , relacionada a pirâmides generalizadas de Pascal [60].

Pk,m =
k!

2mkmm!(k −m)!
(gk − k(m− 1))mod(m,2)

×

1
2
(m−mod(m,2))∑

j=0

k2jBk,m,j (gk (gk − 2k(m− 1)))
1
2
(m−mod(m,2))−j (8.2.11)

Os três primeiros triângulos numéricos que obtemos para j = 0, 1, 2 são.

Bk,m,0 = 1

Bk,m,1 = −3(m− 1)mod(m, 2) +
1

6
(m− 1)(m(2m− 3k − 7)

Bk,m,2 = − 1

24
(m− 1)3(m(4m− 6k − 23) + 9)mod(m, 2)

+
1

360
(m− 2)(m− 1)m

(
45(m− 3)k2 − 60((m− 4)m+ 9)k +m(4m(5m− 42) + 331)− 501

)
(8.2.12)

Percebe-se facilmente que se não tivéssemos evidenciado o termo k!/(m!(k−m)!), o primeiro
triângulo Bk,m,0 seria justamente o triângulo de Pascal. Para m par podemos escrever essa
pirâmide em termos de mais dois somatórios.

Bk,m,j =
m!(−2j +m− 1)!!

(m− 2j)!

j∑
q=0

(−1)j−q 2−(mod(j,2)−1)mod(q,2)−j+q kj−q

B̂(q)(j − q)!(+m− 1− 2(j − q))!!

2q∑
l=0

mlaj,q,l (8.2.13)

com B̂(q) dado pelo valor absoluto da sequência A262179 e aj,q,l desconhecido. Uma vez encon-

trada a pirâmide Bk,m,j , surge uma nova pirâmide em Q
(k)

1− k
2

. O conjunto de geradores Q
(k)
k
2
−l
,

l ≤ k, possui um simplexo quadridimensional de números inteiros, e, a prinćıpio, nada nos
impede de considerar k → ∞ em 8.1.12.

Encontrar a forma exata das caracteŕısticas desses geradores, já conhecendo sua estrutura
algébrica, tem o seu valor para as áreas da análise e da matemática numérica, bem como po-
dem nos ajudar a procurar uma extensão infinita de q(k, gk) análoga à álgebra de Schrödinger-
Virasoro [38].
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A Rudimentos da teoria de grupos

Para uma introdução às teorias de grupos e álgebras de Lie vide [61].

A.1 Axiomas de grupo

Um grupo G consiste de um conjunto de entidades {gα} chamados elementos do grupo, os
quais podem ser compostos (multiplicados) com outros elementos. O ı́ndice α pode ser discreto
ou cont́ınuo. Dados dois elementos quaisquer gα e gβ, o produto gα · gβ é igual a um outro
elemento, digamos gγ , em G. Em outras palavras, gα · gβ = gγ . A isto chama-se condição de
fechamento do grupo. A multiplicação · satisfaz os seguintes axiomas:

1. Associatividade: (gα · gβ) · gγ = gα · (gβ · gγ); gα, gβ, gγ ∈ G.

2. Existência do elemento identidade: ∃ I ∈ G | I · gα = gα · I = gα.

3. Existência do elemento inverso: ∃ g−1
α | g−1

α · gα = gα · g−1
α = I.

A multiplicação de elementos de um grupo não requer comutatividade. Em geral, gα · gβ ̸=
gβ · gα. Um grupo para o qual a multiplicação é comutativa é dito abeliano (comutativo), caso
contrário é dito não-abeliano (não-comutativo).

A.2 Exemplos de grupos

Grupos são, em geral, abstratos, bastando que os axiomas de grupo sejam satisfeitos. No
entanto, a definição dos grupos será dada a partir de sua representação fundamental, onde
os elementos são matrizes. Para cada um dos exemplos seguintes os axiomas de grupo são
satisfeitos.

1. O conjunto de matrizes n xn invert́ıveis de entradas reais formam o grupo linear geral
GL(n,R). Do mesmo modo, GL(n,C) é o grupo de matrizes n xn invert́ıveis de entradas
complexas. Todo grupo de Lie, na representação fundamental, é um subgrupo de GL(n,C).
Nota-se que estes grupos não são abelianos, tendo em vista que a multiplicação de matrizes,
em geral, não comuta.

2. O grupo de matrizes n xn de entradas reais com determinante unitário é o SL(n,R) e
se chama grupo linear especial. Percebe-se que a condição de fechamento é satisfeita:
det (M1M2) = detM1 detM2 = 1;M1,M2 ∈ SL(n,R). SL(n,C) é o grupo de matrizes
n xn de entradas complexas com determinante unitário.

3. O grupo unitário U(n) é o conjunto de matrizes unitárias n xn e seu subgrupo SU(n) é o
conjunto de matrizes unitárias n xn de determinante unitário. O SU(2) é bastante popular
na mecânica quântica por ser o grupo de spin e o SU(3) por ser o grupo da cromodinâmica.
No caso de n = 1, encontramos o grupo U(1) = eiθ, que tem aplicações na eletrodinâmica.

4. Rotações no espaço euclidiano bidimensional formam um grupo chamado SO(2), que con-
siste do conjunto de rotações em torno de um eixo perpendicular ao plano. Denotando uma
rotação de um ângulo ϕ por O(ϕ), temos que O(ϕ1) ·O(ϕ2) = O(ϕ1 + ϕ2) = O(ϕ2)O(ϕ1).
Rotações no espaço tridimensional formam um dos mais caracteŕısticos grupos, o SO(3),
que é praticamente indispensável em f́ısica. Considere um corpo ŕıgido sendo rotacionado.
Após duas rotações sucessivas, o corpo não é deformado de nenhum modo, ele meramente
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adquire uma nova orientação. Assim, a composição de duas rotações é outra rotação.
Rotações num espaço de n dimensões são dadas pelo grupo SO(n), chamado ortogonal
especial, que é o conjunto de matrizes n xn ortogonais de determinante unitário. Se re-
laxarmos a condição de determinante unitário do SO(n) para determinante diferente de
zero, isso nos permite incluir a reflexão P, e assim encontramos o grupo ortogonal O(n).

5. O grupo das permutações S4 rearranja um conjunto ordenado de quatro objetos (1, 2, 3, 4).
Um exemplo poderia ser uma permutação que leva 1 → 3, 2 → 4, 3 → 2 e 4 → 1. Como
existem 4! permutações posśıveis, o S4 possui 24 elementos. O grupo de permutações Sn
(também chamado grupo simétrico) possui n! elementos.

6. Uma dada permutação pode ser caracterizada como ı́mpar ou par. Permutações pares de
n elementos formam o grupo das alternações An.

7. As duas ráızes quadradas de 1, {1,−1}, formam o grupo Z2 sob multiplicação ordinária.
Similarmente, as três ráızes cúbicas de 1 formam o grupo Z3 = {1, ω, ω2}, com ω ≡ e2πi/3.
De modo geral, as n ráızes enésimas (quadradas, cúbicas, etc.) de 1 formam o grupo ćıclico
Zn = {e2πik/n, k = 0, 1, ..., n− 1}.

A.3 Subgrupos

Dado um conjunto de entidades {gα} que formam um grupo G, se um subconjunto {hβ}
também forma um grupo, chamemos de H, então H é dito ser um subgrupo de G, H ⊂ G. Aqui
estão alguns exemplos

1. SO(2) ⊂ SO(3). Isto mostra que os ı́ndices α e β, em {gα} e {hβ} podem ter significado
diferente; α consiste de três ângulos, enquanto β consiste de apenas um ângulo.

2. Sm ⊂ Sn, para m < n. Permutar três objetos é o mesmo que permutar cinco objetos
fixando dois. Assim, S3 ⊂ S5

3. SO(3) ⊂ SL(3,R). Rotações são efetuadas por matrizes 3 x 3 com entradas reais de deter-
minante unitário, que além disso são ortogonais.

4. Z2 ⊂ Z4. É evidente que {1,−1} ⊂ {1, i,−1,−i}. Porém Z2 não é subconjunto de Z5.

5. SU(3)⊗SU(2)⊗U(1) ⊂ SU(5). O SU(5) é o menor grupo que, sozinho, contém o modelo
padrão de part́ıculas.

Todos os grupos de parâmetros cont́ınuos listados na seção anterior podem ser considerados
subgrupos de GL(n,R) ou GL(n,C), enquanto os de parâmetros discretos são subgrupos de Sn.
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B Grupos e álgebras de Lie

B.1 Do grupo à álgebra

O que discutiremos a seguir será válido para qualquer grupo cujos elementos g(θ1, θ2, ...) são
rotulados por um conjunto cont́ınuo de parâmetros θa tais que g(0, 0, ...) é a identidade. Estes
grupos são chamados grupos de Lie, e as álgebras que decorrem desses grupos são chamadas
álgebras de Lie.

De modo geral, para encontrar a álgebra partindo de um certo grupo, procedemos como se
segue (a convenção de soma de Einstein é assumida sempre para quaisquer dois ı́ndices repetidos):

1. Expandem-se dois elementos do grupo em torno da identidade fazendo os parâmetros
cont́ınuos tenderem a zero: g1 ≃ I +A e g2 ≃ I +B.

2. Escreve-se A = iθaT
a e B = iθbT

b como combinações lineares de T a, conhecidos como
geradores do grupo, da forma determinada pela natureza do grupo.

3. A diferença desses geradores captura a essência do grupo próximo à identidade: g1g2g
−1
1 −

g2 ≃ [A,B] = i2θaθb[T
a, T b].

4. A álgebra de Lie associada ao grupo é uma estrutura de comutação de dois geradores, que
pode ser escrita como a combinação linear de todos os geradores

[T a, T b] = ifabcT
c (B.1.1)

O número de geradores numa álgebra dá o posto da álgebra, enquanto os coeficientes fabc
são chamados constantes de estrutura, e são suficientes pra fixar a álgebra sem ambigui-
dade, o que, praticamente, fixa o grupo.

Pode-se, também, definir a álgebra de Lie abstratamente como um espaço vetorial V equipado
com uma operação binária [·, ·] : V × V → V , chamada comutação de Lie satisfazendo as
seguintes propriedades:

1. Antissimetria: [X,Y ] = −[Y,X], ∀X,Y ∈ V .

2. Linearidade: [αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y,Z], ∀α, β ∈ R (ou C).

3. Identidade de Jacobi: [X, [Y, Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0

A identidade de Jacobi para os geradores mostrados na álgebra B.1.1 implica

fabdf
dc
g + f bcdf

da
g + f cadf

db
g = 0 (B.1.2)

Podemos definir a representação adjunta de uma álgebra de Lie através das constantes de
estrutura: (T a)bd ≡ −ifabd. Verifica-se que B.1.1 continua satisfeita. Com isso, podemos definir
a métrica de Cartan-Killing (considerando apenas os casos em que ela é inverśıvel).

gab ≡ tr(T aT b) = −facdf bdc gadgdb = δab (B.1.3)

Por construção gab é simétrica em a e b. Já fabc é antissimétrica em relação aos mesmos
ı́ndices. Usando a métrica, mostramos que as contantes de estrutura são antissimétricas para a
permutação de qualquer ı́ndice.

fabc ≡ fabdg
dc = −fabdfdegf cge = (f bedf

da
g + feadf

db
g)f

cg
e
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= i3tr(T b(−T a)T c + (−T a)(−T b)T c) = −itr(T aT bT c − T bT aT c) = −facb (B.1.4)

O operador de Casimir é dado pela contração da métrica com os geradores.

C ≡ gabT
aT b (B.1.5)

Este operador comuta com todos os membros da álgebra

[C, T c] =gab[T
aT b, T c] = gab(T

a[T b, T c] + [T a, T c]T b)

=gab(f
bc
dT

aT d + facdT
dT b) = gabf

ac
d(T

bT d + T dT b) = 0 (B.1.6)

Na última igualdade foi usada a antissimetria de gabf
ac
d nos ı́ndices b e d.

Como no caso de grupos, também se pode falar em subálgebras. Dado um conjunto de enti-
dades {T a} que formam uma álgebra A, se um subconjunto {Xb} também forma uma álgebra,
chamemos de B, então B é dito ser uma subálgebra de A, B ⊂ A.

B.2 Álgebras de Lie na base de Cartan-Weyl

A álgebra B.1.1 na base de Cartan-Weyl é apresentada como

[H i, Hj ] =0 (B.2.1)

[H i, Eα] =α
iEα (B.2.2)

[Eα, Eβ] =Nα,βEα+β (B.2.3)

[Eα, E−α] =αiH
i (B.2.4)

A subálgebra B.2.1 é composta dos membros simultaneamente diagonalizáveis e é conhecida
como subálgebra de Cartan. Os Eα são chamados ráızes1 da álgebra. Em mecânica quântica,
escolhemos auto estados dos operadores diagonais para descrever o sistema. Estes estados podem
ser dispostos num espaço vetorial euclidiano com dimensão d igual ao posto da subálgebra de
Cartan, chamado diagrama de estados. A aplicação H i|m1,m2, ...,md⟩ = mi|m1,m2, ...,md⟩
mede a coordenada mi do estado no diagrama, enquanto as ráızes dão a transição desses estados

Eα|m1,m2, ...,md⟩ ∝ |m1 + α1,m2 + α2, ...,md + αd⟩ (B.2.5)

Para simplificar a notação, podemos escrever

|m1 + α1,m2 + α2, ...,md + αd⟩ ≡ |m⃗+ α⃗⟩ (B.2.6)

Elencando uma ordenação preferencial dos membros diagonais H1, H2, ...,Hd, definimos
como ráızes positivas as ráızes Eα cujo vetor α⃗ possui o primeiro valor diferente de zero sendo
positivo. Como estamos num espaço vetorial, devemos satisfazer a condição de elemento inverso
sob a operação de adição; esses elementos são as ráızes negativas. Inversamente, podemos definir
as ráızes negativas como aquelas para as quais o primeiro valor diferente de zero de seu vetor
é negativo. De agora em diante usaremos Eα também para designar α⃗ e assumiremos sempre
estados ortonormais ⟨mi|mj⟩ = δij .

Nas seções que se seguem, obteremos as álgebras dos grupos na base de Cartan-Weyl para
aplicá-las nos próximos caṕıtulos.

1 Rigorosamente, apenas o vetor α é uma raiz. Mas nesse trabalho chamaremos tanto Eα quanto α de ráızes,
acreditando que o contexto esclarece do que se trata
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B.3 Grupo das rotações no plano

Rotações no espaço euclidiano podem ser definidas como transformações de eixos coordenados
que deixam invariante a distância entre dois pontos. Da trigonometria básica divisamos na
Figura 2 a transformação dos eixos coordenados:

x′ = x cos θ + y sin θ y′ = −x sin θ + y cos θ (B.3.1)

Pelo teorema de Pitágoras
√
x′2 + y′2 =

√
x2 + y2, a condição de invariância da distância

entre pontos é satisfeita. A lei dessa transformação é dada por(
x′

y′

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
x
y

)
(B.3.2)

A matriz de transformação é

O(θ) =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(B.3.3)

Estas são matrizes ortogonais de determinante unitário para qualquer valor real de θ e
constituem os elementos do grupo SO(2). Rotações em espaços de dimensão n são dadas pelos
elementos

SO(n) = {On xn |OTO = I, detO = 1} (B.3.4)

Figura B.1: Rotação de um ângulo θ no plano.

B.4 Gerador do SO(2)

Inversamente ao que foi feito antes, podeŕıamos partir da condição de invariância da distância
e checar se obtemos a lei de transformação B.3.3. Definindo

r⃗ ≡
(
x
y

)
r⃗ ′ ≡

(
x′

y′

)
r⃗ ′ = O(θ)r⃗ (B.4.1)

Encontramos a condição a ser imposta sobre a matriz de transformação O(θ)

r⃗ ′2 = r⃗ ′T r⃗ ′ = r⃗ TOTOr⃗ = r⃗ T r⃗ = r⃗ 2 ⇒ OTO = I (B.4.2)
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Uma rotação através de um ângulo finito pode sempre ser obtida de infinitas rotações infi-
nitesimais; logo para estudar rotações generalizadas, basta estudar rotações através de ângulos
infinitesimais. Uma rotação através de um ângulo infinitesimal é aproximadamente a identidade.

O(θ) ≃ I +A (B.4.3)

Aqui, A representa uma matriz de ordem θ. Os termos negligenciados são de ordem θ2 e
termos menores.

Impondo OTO = I, encontramos uma relação para A.

O(θ) ≃ I +A⇒ OTO ≃ (I +A)T (I +A) ≃ I +AT +A = I (B.4.4)

Isto requer que AT = −A, isto é, A é uma matriz antissimétrica. Exite basicamente apenas
uma matriz 2 x 2 antissimétrica

J ≡
(

0 1
−1 0

)
(B.4.5)

Em outras palavras, a solução de AT = −A é A = θJ para algum parâmetro real θ infinite-
simal. Assim, rotações no entorno da identidade tem a forma

O = I + θJ +O(θ2) ≃
(

1 θ
−θ 1

)
(B.4.6)

A matriz J é o gerador do grupo SO(2) e constitui o único membro da álgebra so(2).

Lembrando da identidade ex = lim
N→∞

(
1 + x

N

)N
, a qual pode ser provada diferenciando-se

ambos os lados quantas vezes se queira, nós temos

O(θ) = lim
N→∞

(
O

(
θ

N

))N

= lim
N→∞

(
1 +

θJ
N

)N

≡ eθJ (B.4.7)

A primeira igualdade representa a ideia de Lie de considerar um ângulo θ finito cortado em
N partes iguais tal que θ/N é infinitesimal para N grande o suficiente e performar essa rotação
infinitesimal N vezes. A segunda igualdade vem de B.4.6 e a terceira da possibilidade de se
escrever a exponencial como um limite.

Com a série de Taylor podemos construir uma função f(x) em, digamos, x = 0 a partir
de todas as derivadas da função no ponto. Em contraste, graças à estrutura multiplicativa de
grupos, é necessário apenas o elemento O(θ) próximo à identidade.

dO(θ)

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

= J (B.4.8)

A razão de precisarmos de muito menos informação é que a estrutura de grupo é altamente
restritiva. Agora podemos checar que O(θ) = eθJ reproduz B.3.3 para qualquer valor de θ.

eθJ =

∞∑
n=0

θnJ n

n!
=

( ∞∑
k=0

(−1)kθ2k

2k!

)
I +

( ∞∑
k=0

(−1)kθ2k+1

(2k + 1)!

)
J

= cos θI + sin θJ = cos θ

(
1 0
0 1

)
+ sin θ

(
0 1
−1 0

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(B.4.9)

a qual é precisamente O(θ) como dado em B.3.3. Nota-se que isto funciona porque J
desempenha o mesmo papel de i na identidade de Euler eiθ = cos θ+i sin θ. O fato de não termos
precisado usar a condição detO = 1 se deve por estarmos procurando elementos continuamente
relacionados à identidade I, e a reflexão P, com detP = −1, manifestamente, não o é.
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B.5 Representações do so(3)

De B.4.4, sabemos que se O ≃ I + A então A é antissimétrica. Existem três matrizes 3 x 3
antissimétricas linearmente independentes

Jx =

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , Jy =

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , Jz =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 (B.5.1)

A matriz A pode ser escrita como A = θxJx + θyJy + θzJz. Como discutido no caso do
SO(2), exponenciando a matriz A recuperamos os elementos finitos do grupo

O(θ) = eA = eθxJx+θyJy+θzJz = eθiJi (B.5.2)

Notamos que as matrizes Ji por serem reais e antissimétricas são, consequentemente, an-
tihermitianas; porém, observáveis na mecânica quântica são representados por operadores her-
mitianos. Para torná-las hermitianas, definimos Ji ≡ −iJi, e escrevemos uma rotação finita
como

O(θ) = eθiJi = eiθiJi = eiθ⃗·J⃗ (B.5.3)

tratando os números reais θi e as matrizes Ji como dois vetores tridimensionais.
Comutando os geradores, descobrimos que suas constantes de estrutura são 1, −1 ou 0. Isto

nos permite escrever sua álgebra em termos do tensor de Levi-Civita

[Ji, Jj ] = iϵijkJk (B.5.4)

Esta álgebra também pode ser satisfeita se utilizarmos operadores diferenciais, em vez de
matrizes. Escrevendo J⃗ = r⃗ x p⃗, com p⃗ ≡ −i∇⃗, encontramos B.5.4. Esta é dita a representação
diferencial da álgebra. O so(3) é a álgebra do momento angular na mecânica quântica.

B.6 Cobertura do SL(2,R) pelos seus geradores

Consideremos o grupo SL(n,R) das matrizes n xn de entradas reais e determinante unitário.
Investigando um elemento no entorno da identidade M ≃ I +A podemos descobrir A impondo
as exigências do grupo.

detM = etr lnM ≃ etr ln(I+A) ≃ etrA ≃ 1 + tr A = 1 ⇒ tr A = 0 (B.6.1)

Assim, obtemos os geradores do SL(2,R).

A =
θ1
2

(
0 1
−1 0

)
+
θ2
2

(
0 1
1 0

)
+
θ3
2

(
1 0
0 −1

)
≡ θiLi (B.6.2)

Encontramos a álgebra a partir da computação direta dos geradores Li.

[L1, L2] = L3 [L2, L3] = −L1 [L3, L1] = L2 (B.6.3)

Lembrando que álgebras de Lie são espaços vetoriais, os geradores estão sujeitos a mudanças de
base. Na base de Cartan-Weyl, esta álgebra é dada por

L± ≡ L1 ± L2 L3 = L3 (B.6.4)

Comutando os geradores na nova base, encontramos

[L3, L±] = ±L± [L+, L−] = −2L3 (B.6.5)
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Esta álgebra possui apenas um membro (da subálgebra) de Cartan, L3. Para diagonali-
zar outro gerador através de uma mudança de base, perdeŕıamos a diagonalização de L3. Os
geradores L+ e L− são as ráızes positiva e negativa, respectivamente.

Vimos que para o SO(2) podemos obter qualquer elemento exponenciando o gerador. Para
o SO(3) basta considerar z o eixo em torno do qual ocorre a rotação, de modo que também é
posśıvel obter todos os elementos; similarmente para o SO(n). No entanto, para o SL(2,R) isso
não ocorre. Os autovalores da matriz A em (33) tem a forma ±ω, com ω real ou imaginário, o
que decorre diretamente da condição de traço nulo. Diagonalizando A por uma transformação
de similaridade S, avaliamos o traço de elementos conseguidos com a exponenciação

T ≡ trM = tr eA = tr eS
−1AS = eω + e−ω =

{
2 cosφ, ω ∈ I
2 coshφ, ω ∈ R ⇒ T ≥ −2 (B.6.6)

Logo, o traço de qualquer elemento do SL(2,R) conseguido através da exponenciação será

T ≥ −2. Por outro lado, a matriz U =

(
−u 0
0 −u−1

)
, para u real, é manifestamente um

elemento do SL(2,R). Mas trU = −
(
u+ u−1

)
≤ −2, para u > 0. Assim, nem todo elemento

do grupo SL(2,R) pode ser escrito na forma eA, apenas aqueles continuamente conectados à
identidade.

B.7 O grupo SU(2)

Na representação fundamental do SU(n) os elementos do grupo são matrizes Un xn unitárias
de determinante unitário. Investigando os elementos U vizinhos à identidade nos revela a
condição a ser satisfeita pela matriz infinitesimal H.

U ≃ I + iH ⇒ U †U ≃ (I + iH)†(I + iH) ≃ I − i(H† −H) = I → H† = H (B.7.1)

Esta relação é satisfeita se H for uma matriz hermitiana. Usando o v́ınculo detU = 1, de
B.7.1 descobrimos que a matriz H precisa, também, ter traço nulo. Assim, constrúımos a matriz
H para o SU(2):

H =

(
u z∗
z −u

)
=

1

2

(
θ3 θ1 − iθ2

θ1 + iθ2 −θ3

)
=

1

2
θiσi ⇒ U = eiθiσi/2 (B.7.2)

onde as matrizes σ†i = σi são chamadas matrizes de Pauli. A álgebra é

[Ti, Tj ] = iϵijkTk (B.7.3)

Definindo Ti ≡ σi/2, i = 1, 2, 3, e T± ≡ T1 ± iT2, encontramos a álgebra do SU(2) na base
de Cartan-Weyl.

[T3, T±] = ±T±, [T+, T−] = 2T3 (B.7.4)

Notamos que su(2) ≃ so(3) pode ser divisado em B.5.4 e B.7.3. Quando a álgebra de dois
grupos distintos são iguais, dizemos que há um isomorfismo local entre os grupos, SU(2) ≃
SO(3). Isto significa que é posśıvel definir uma bijeção entre os elementos vizinhos dos grupos
que são continuamente conectados à identidade. Na verdade, o SU(2) tem uma dupla cobertura
do SO(3), e isso distingue suas topologias. No caso de um isomorfismo global, essa bijeção
existiria para quaisquer elementos dos grupos, o que significa que trata-se de um mesmo grupo.
Conclúımos também que B.7.4 é a base de Cartan-Weyl do so(3), dado o isomorfismo.

Comparando o su(2) em B.7.4 com o sl(2,R) em B.6.5, percebemos que essas álgebras diferem
por um sinal. Veremos na seção 4.1 que isso vai nos permitir trabalhar suas representações de
peso mı́nimo ao mesmo tempo.
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B.8 Isomorfismo so(4) ∼= su(2)⊕ su(2)

O so(4) é a álgebra associada ao grupo SO(4) das rotações em 4 dimensões. De B.4.4,
sabemos que seus geradores são matrizes 4 x 4 antissimétricas. Existem seis de tais matrizes

J1 = −i


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 ; J2 = −i


0 0 −1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ; J3 = −i


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

K1 = −i


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

 ; K2 = −i


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 K3 = −i


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


(B.8.1)

A partir das relações de comutação destas matrizes, obtemos a álgebra do SO(4).

[Ji, Jj ] = iϵijkJk; [Ji,Kj ] = iϵijkKk; [Ki,Kj ] = iϵijkJk (B.8.2)

Podemos mudar a base definindo J±i =
1
2(Ji ±Ki), onde a álgebra se torna:

[J+i, J+j ] = iϵijkJ+k, [J−i, J−j ] = iϵijkJ−k, [J+i, J−j ] = 0 (B.8.3)

O so(4), na base mostrada em B.8.3, é constitúıdo de duas álgebras su(2) independentes:
so(4) ∼= su(2) ⊕ su(2)1. Esta álgebra possui dois membros na subálgebra de Cartan e quatro
ráızes.

B.9 Isomorfismo su(1, 1) ∼= sl(2,R)

O grupo SU(p, n − p) é definido, na representação fundamental, como o conjunto de todas
as matrizes ( [63]):

SU(p, n− p) = {Un xn |U †Ip,n−pU = Ip,n−p, detU = 1} (B.9.1)

com elementos complexos e sob a operação de produto matricial, onde Ip,n−p = Ip x p ⊕
−In−p xn−p:

Ip,n=p ≡ diag( 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p elementos

,−1,−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
n−p elementos

) (B.9.2)

Vale a pena comentar que Ip,n−p e In−p,p fornecem, a partir da representação fundamen-
tal, o mesmo grupo; eles são globalmente isomórficos. Investigando os elementos do grupo na
vizinhança da identidade, encontramos a condição que os membros da álgebra devem satisfazer:

U = eH ⇒ U ≃ I + iH | U †Ip,n−pU ≃ (I + iH)†Ip,n−p(I + iH) = (I − iH†)Ip,n−p(I + iH)

1 Para definições de soma direta, soma semi-direta e produto direto vide [25] e [62].
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≃ Ip,n−p − iH†Ip,n−p + iIp,n−pH = Ip,n−p → H†Ip,n−p = Ip,n−pH (B.9.3)

Além de B.9.3, devemos impor a condição de traço nulo. Podemos encontrar os elementos
das matrizes do su(1, 1) que satisfazem essa relação do seguinte modo:

I1,1H =

(
a b
−c −d

)
=

(
a∗ −c∗
b∗ −d∗

)
= H†I1,1 (B.9.4)

Com a condição de traço nulo encontramos os seguintes v́ınculos:

d∗ = d = −a; c = −b∗ (B.9.5)

Esses elementos, porém, são complexos. Vamos escrevê-los em termos de parâmetros reais:

b = θ1 − iθ2; a = θ3 (B.9.6)

Desses v́ınculos, percebe-se que existem 3 geradores para o SU(1, 1). Agora podemos encon-
trar os membros Xi da álgebra numa base particular:

H =
1

2

(
θ3 θ1 − iθ2

−θ1 − iθ2 θ3

)
=
θ1
2

(
0 1
−1 0

)
+
θ2
2

(
0 −i
−i 0

)
+
θ3
2

(
1 0
0 −1

)

⇒ H ≡ θiXi (B.9.7)

Deste modo, temos as relações de comutação da álgebra

[X1, X2] = −iX3; [X3, X1] = iX2; [X2, X3] = iX1 (B.9.8)

Como feito para as outras álgebras, mudamos para a base da Cartan-Weyl de modo a expli-
citar as ráızes:

Q± ≡ X1 ± iX2; Q3 ≡ X3 (B.9.9)

A álgebra su(1, 1), nesta base, é dada pelas seguintes relações de comutação dos geradores:

[Q3, Q±] = ±Q± [Q+, Q−] = −2Q3 (B.9.10)

Esta é a mesma álgebra que B.6.5 do sl(2,R). Com isso, identificamos um isomorfismo local
su(1, 1) ∼= sl(2,R)

B.10 Base de Cartan-Weyl do su(2, 1)

De B.9.3, sabemos que a condição a ser satisfeita pela matriz H para o SU(2, 1) é

H†I2,1 = I2,1H (B.10.1)

Podemos encontrar os elementos das matrizes que satisfazem essa relação do seguinte modo:

I2,1H =

 a b c
d e f
−g −h −j

 =

 a∗ d∗ −g∗
b∗ e∗ −h∗
c∗ f∗ −j∗

 = H†I2,1 (B.10.2)
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Os v́ınculos necessários para que essa igualdade seja satisfeita, incluindo a condição de traço
nulo, que vêm da condição de unitariedade do determinante, estão apresentados abaixo:

a∗ = a; e∗ = e; j∗ = −a− e; d = b∗; g = −c∗;h = −f∗ (B.10.3)

Esses elementos, porém, são complexos. Vamos escrevê-los em termos de parâmetros reais:

b = θ1 + iθ2; c = θ3 + iθ4; f = θ5 + iθ6; a = θ7; e = θ8 (B.10.4)

Desses v́ınculos, percebe-se que existem oito geradores para o su, (2, 1). Agora podemos
encontrar os membros Xi da álgebra numa base particular:

H =
1

2

 θ7 θ1 + iθ2 θ3 + iθ4
θ1 − iθ2 θ8 θ5 + iθ6
−θ3 + iθ4 −θ5 + iθ6 −θ7 − θ8

 =
θ1
2

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

+
θ2
2

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0



+
θ3
2

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

+
θ4
2

 0 0 −i
0 0 0
−i 0 0

+
θ5
2

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

+
θ6
2

 0 0 0
0 0 −i
0 −i 0



+
θ7
2

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

+
θ8
2

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ≡ 1

2
θiXi (B.10.5)

Operando a seguinte mudança de base, encontramos a base de Cartan-Weyl.

T± ≡ X1 ± iX2

2
; U± ≡ X3 ± iX4

2
; V± ≡ X5 ± iX6

2

T1 ≡
X7 −X8

2
; T2 ≡

X7 +X8

2
√
3

(B.10.6)

O gerador T2 foi reescalonado para que as ráızes tenham mesmo módulo e estejam igualmente
espaçadas. Com isso, encontramos as seguinte relações de comutação para a álgebra do su(2, 1)
na base de Cartan-Weyl (os sinais ± estão correlacionados):

[T+, T−] = 2T1 [U+, U−] = −(T1 +
√
3T2) [V+, V−] = −(

√
3T2 − T1) [T1, T2] = 0

[T1, T±] = ±T± [T1, U±] = ±1

2
U± [T1, V±] = ∓1

2
V± [T2, T±] = 0

[T2, U±] = ±
√
3

2
U± [T2, V±] = ±

√
3

2
V± [T±, U∓] = ∓V∓ [T±, U±] = 0

[T±, V±] = ±U± [T±, V∓] = 0 [U±, V∓] = ∓T± [U±, V±] = 0

(B.10.7)

Percebe-se uma diferença significativa em relação ao su(2) e ao sl(2,R): assim como para
so(4), existem dois membros simultaneamente diagonalizáveis na subálgebra de Cartan do
su(2, 1), mas agora temos seis ráızes.
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C Representações de peso mı́nimo

C.1 Representações de peso mı́nimo para su(2) e sl(2,R)

Agora abandonamos as representações matriciais das diversas álgebras com as quais traba-
lhamos, sem abrir mão das estruturas algébricas conseguidas, para introduzir as representações
de peso mı́nimo. Nestas representações, promovemos os geradores a operadores do espaço de
Hilbert. Considerando autovetores dos membros da subálgebra de Cartan (que são simultanea-
mente diagonalizáveis por definição), descobriremos o efeito da atuação das ráızes nestes vetores.
Definimos o peso mı́nimo de uma representação como o autovetor dos membros de Cartan que
retorna coeficiente zero para a atuação de qualquer raiz negativa.

Comecemos com o su(2) e o sl(2,R). Como as álgebras B.7.4 e B.6.5 diferem apenas pelo
sinal na comutação das ráızes, vamos trabalhá-las coletivamente utilizando [T+, T−] = ϵ 2T3, onde
ϵ = ±1. Sempre podemos passar de uma álgebra à outra através do automorfismo T± 7→ iT±
( [64]), que implica ϵ 7→ −ϵ. A escolha ϵ = 1 nos dará o su(2), e ϵ = −1 o sl(2,R). Sendo assim,
escrevamos a nova forma que daremos às relações de comutação.

[T3, T±] = ±T±; [T+, T−] = ϵ 2T3 (C.1.1)

Seja |m⟩ um autovetor de T3 de autovalor m: T3 |m⟩ = m|m⟩. Atuando com T3T± em |m⟩,
encontramos uma nova equação de autovalor

T3T± |m⟩ = (T±T3 + [T3, T±]) |m⟩ = (m± 1)T± |m⟩ (C.1.2)

O que significa que T± |m⟩ é proporcional ao estado |m± 1⟩. Em mecânica quântica (não
podemos nos distanciar das aplicações que pretendemos), utilizam-se operadores hermitianos
para que os autovalores sejam reais e, consequentemente, tenham significado f́ısico direto. Dado
que T †

± = −T∓ para o sl(2,R) na representação matricial, vamos apenas impor que T †
± ≡ T∓.

Todos os outros membros já são hermitianos, e isso nos permite escrever

T+ |m⟩ = tm+1 |m+ 1⟩ ; T− |m⟩ = t̃m−1 |m− 1⟩

⇒ ⟨m+ 1|T+ |m⟩† = ⟨m|T− |m+ 1⟩ = t̃m = t∗m+1 (C.1.3)

A última igualdade em C.1.3 vincula os coeficientes das duas ráızes. Levando isto em conta,
juntamente com a álgebra C.1.1, podemos obter uma relação recursiva para os coeficientes:

⟨m| 2ϵT3 |m⟩ = ⟨m| [T+, T−] |m⟩ = ⟨m|T+T− − T−T+ |m⟩ = t̃m−1tm − tm+1t̃m

=|tm|2 − |tm+1|2 = 2ϵm (C.1.4)

Nas representações de peso mı́nimo, admiti-se que exista um estado, que vamos designar por
|λ⟩, tal que λ ≤ m ∀m, no qual a aplicação das ráızes negativas retornam autovalor nulo

T− |λ⟩ = t̃λ−1 |λ− 1⟩ = t∗λ |λ− 1⟩ = 0 ⇒ t∗λ = 0 = tλ (C.1.5)
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com T3 |λ⟩ = λ |λ⟩. Substituindo este resultado na relação recursiva C.1.4, encontraremos os
coeficientes tm.

|tλ+1|2 =|tλ|2 − ϵ 2λ = −ϵ 2λ
|tλ+2|2 =|tλ+1|2 − ϵ 2(λ+ 1) = −ϵ 2λ− ϵ 2(λ+ 1)

. . .

|tλ+k|2 =|tλ+k−1|2 − ϵ 2(λ+ k − 1) = −ϵ 2
k−1∑
j=0

(λ+ j) = −ϵ 2
(
(λ) + (λ+ k − 1)

2

)
k

⇒ |tλ+k|2 =− ϵ (2λ+ k − 1)k ≥ 0 (C.1.6)

Tratemos primeiro do caso do su(2), com ϵ = 1. Para o menor valor de k, kmín = 1, temos
que −2λ ≥ 0, e λ ≤ 0. Como λ é negativo ou nulo, existe um limite superior para k, kmáx, de
modo que a relação −2λ− k2 + k ≥ 0 não implique coeficientes de norma negativa.

T+ |λ+ kmáx⟩ = tλ+kmáx+1 |λ+ kmáx + 1⟩ = 0

⇒|tλ+kmáx+1|2 = −[2λ+ (kmáx + 1)− 1](kmáx + 1) = −(2λ+ kmáx)(kmáx + 1) = 0

⇒kmáx = −2λ (C.1.7)

Como resultado, λ além de negativo ou nulo, é inteiro ou semi-inteiro e, incluindo o estado de
peso mı́nimo |λ⟩, haverá um total de −2λ+1 estados posśıveis, para a representação λ do su(2)
que podem ser dispostos no diagrama de estados C.1, chamado de diagrama de peso para o caso
das álgebras su(n). A dimensão da representação é o número de estados que ela contém; no
presente caso, −2λ+ 1.

Figura C.1: Diagramas de estado para su(2) e sl(2,R).

Considerando o sl(2,R), com ϵ = −1 em C.1.6, para o menor valor de k, kmín = 1, temos
que λ ≥ 0. λ pode assumir qualquer valor real positivo ou zero. Como não existe um limite
superior para k, já que (2λ+ k− 1)k nunca implica coeficientes de norma negativa, a dimensão
da representação é infinita. Existem infinitos estados permitidos ao sistema, e o diagrama que
os dispõe é conhecido como torre de estados.

Sendo m = λ+ k e fazendo a fase de tm igual a 0 encontramos os coeficientes para T±.
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T+ |m⟩ = T+ |λ+ k⟩ = tλ+k+1 |λ+ k + 1⟩ =
√
−ϵ (2λ+ k)(k + 1) |λ+ k + 1⟩

⇒T+|m⟩ =
√

−ϵ (m+ λ)(m+ 1− λ) |m+ 1⟩

T− |m⟩ = T− |λ+ k⟩ = tλ+k |λ+ k − 1⟩ =
√
−ϵ (2λ+ k − 1)k |λ+ k − 1⟩

⇒T−|m⟩ =
√

−ϵ (m− λ)(m− 1 + λ) |m− 1⟩ (C.1.8)

Basta substituir ϵ = 1 para o su(2) ou ϵ = −1 para o sl(2,R) nos coeficientes C.1.8. Para
calcular a métrica das álgebras, utilizamos B.7.3 e B.6.3, de modo que gij = diag (1, 1, ϵ). O
operador de Casimir T 2 é encontrado contraindo a métrica com os geradores.

T 2 = T 2
1 + T 2

2 + ϵ T 2
3 = (T1 + iT2)(T1 − iT2) + i[T1, T2] + ϵ T 2

3 = T+T− − ϵ T3 + ϵT 2
3 (C.1.9)

De C.1.1 vemos que o operador de Casimir pode assumir a forma

T 2 =
1

2
(T+T− + T−T+) + ϵ T 2

3 (C.1.10)

Podemos aplicar o operador de Casimir em qualquer estado para saber de qual representação
estamos tratando. Utilizando C.1.8, encontramos a equação de autovalor para o Casimir.

T 2 |m⟩ = λ(λ− 1) |m⟩ , ϵ = 1 (C.1.11)

T 2 |m⟩ =
(
λ(λ− 1)− 2m2

)
|m⟩ , ϵ = −1 (C.1.12)

Vemos que o autovalor do Casimir do su(2) é positivo definido, enquanto o autovalor para
o sl(2,R) não o é. Assim, o Casimir pode nos dizer se tratamos do su(2) ou do sl(2,R), bem
como a representação.

C.2 Representações de peso mı́nimo do su(2, 1)

Consideremos a álgebra su(2, 1) na base mostrada em B.10.7
Na figura C.2, o diagrama das ráızes ajuda a visualizar as posśıveis transições de estado.
Atentando às relações de comutação consegue-se divisar uma subálgebra su(2):

[T+, T−] = 2T1; [T1, T±] = ±T± (C.2.1)

Isto significa que o su(2, 1) contém o su(2) como subálgebra. Além disso, definindo

U1 ≡
1

2
(T1 +

√
3T2); U2 ≡=

1

2
(T2 −

√
3T1) (C.2.2)

identificamos uma subálgebra sl(2,R).

[U+, U−] = −2U1; [U1, U±] = ±U± (C.2.3)

Vemos então que o su(2, 1), além do su(2), contém o sl(2,R) como subálgebra. Podemos,
igualmente, definir

V1 ≡
1

2
(
√
3T2 − T1); V2 ≡ −1

2
(
√
3T1 + T2) (C.2.4)
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Figura C.2: Diagrama de ráızes para su(2, 1).

e obter outra subálgebra do sl(2,R).

[V+, V−] = −2V1; [V1, V±] = ±V± (C.2.5)

Isto não quer dizer que o su(2, 1) contém o sl(2,R)⊕ sl(2,R)⊕ su(2) como subálgebra1, pois
estas álgebras estão sobrepostas e não conseguimos que as relações de comutação necessárias
apareçam ao mesmo tempo nas relações B.10.7, já que estamos considerando bases diferentes.

Para facilitar a obtenção de resultados com o que já conseguimos do su(2) e do sl(2,R), tra-
balharemos em três bases distintas, visando a isolar as três álgebras. Ao final, vamos relacionar
as bases para concluir o racioćınio. Chamemo-las de bases T , U e V . As equações de autovalor
para os membros diagonais de cada uma das subálgebras de Cartan na respectiva base são

T1 |l1, l2⟩T = l1 |l1, l2⟩T ; T2 |l1, l2⟩T = l2 |l1, l2⟩T
U1 |m1,m2⟩U = m1 |m1,m2⟩U ; U2 |m1,m2⟩U = m2 |m1,m2⟩U
V1 |n1, n2⟩V = n1 |n1, n2⟩V ; V2 |n1, n2⟩V = n2 |n1, n2⟩V (C.2.6)

As bases T , U e V são relacionadas de acordo com B.3.3 usando θ = 60◦ e θ = 120◦ (Figura
5).

|l1, l2⟩T =

∣∣∣∣∣12 l1 +
√
3

2
l2,−

√
3

2
l1 +

1

2
l2

〉
U

=

∣∣∣∣∣−1

2
l1 +

√
3

2
l2,−

√
3

2
l1 −

1

2
l2

〉
V

(C.2.7)

Nota-se que a mudança de base se dá através de rotações de 60o e 120o no espaço euclidiano
bidimensional das ráızes, e não no espaço de Hilbert, ou seja, apenas designamos o mesmo estado
com um rótulo diferente. Impondo U †

± = U∓ e V †
± = V∓ da mesma forma que fizemos para o

sl(2,R), seja o peso mı́nimo |λ1, λ2⟩T = |m1,m2⟩U = |n1, n2⟩V nas bases (rótulos) T , U e V ,
respectivamente. De C.1.8 conseguimos os coeficientes das ráızes.

1 Em primeiro lugar precisaŕıamos de ao menos 9 geradores independentes para tanto, enquanto só temos 8.
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Figura C.3: Rotações no espaço das ráızes.

T±|λ1, λ2⟩T = 0 ⇒ T± |l1, l2⟩T =
√

−(l1 ± λ1)(l1 ± 1∓ λ1) |l1 ± 1, l2⟩T (C.2.8)

U± |m1,m2⟩U = 0 ⇒ U± |m1,m2⟩U =
√
(m1 ± µ1)(m1 ± 1∓ µ1) |m1 ± 1,m2⟩U (C.2.9)

V± |n1, n2⟩V = 0 ⇒ V± |n1, n2⟩V =
√
(n1 ± ν1)(n1 ± 1∓ ν1) |n1 ± 1, n2⟩V (C.2.10)

O parâmetro λ1 é inteiro negativo, semi-inteiro negativo ou zero, enquanto µ1 e ν1 podem ser
reais positivos ou zero.

Usando os v́ınculos entre λ1, µ1 e ν1 fixamos o estado de peso mı́nimo:

|λ1, λ2⟩T =

∣∣∣∣∣12λ1 +
√
3

2
λ2,−

√
3

2
λ1 +

1

2
λ2

〉
U

= |µ1, µ2⟩U ⇒ µ1 =
1

2
λ1 +

√
3

2
λ2 ≥ 0

⇒ λ2 ≥ − 1√
3
λ1 (C.2.11)

|λ1, λ2⟩T =

∣∣∣∣∣−1

2
λ1 +

√
3

2
λ2,−

√
3

2
λ1 −

1

2
λ2

〉
V

= |ν1, ν2⟩V ⇒ ν1 = −1

2
λ1 +

√
3

2
λ2 ≥ 0

⇒ λ2 ≥
1√
3
λ1 (C.2.12)

Como −λ1 ≥ λ1 a condição sobre λ2 é:

λ2 ∈ R |λ2 ≥ − 1√
3
λ1 (C.2.13)
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O fator 1√
3
de λ1 provém da escala adotada para T2, e por isso não é um número relevante

por si só. O peso mı́nimo estará num ponto do plano com θ ∈ [0◦, 60◦], no sentido anti-horário
do eixo T2 do diagrama de estados. Resta ainda mostrar os coeficientes das diferentes ráızes
numa só base. Por conveniência, será escolhida a base T :

Primeiro, operamos a mudança de base

U+|l1, l2⟩T = U+

∣∣∣∣∣12 l1 +
√
3

2
l2,−

√
3

2
l1 +

1

2
l2

〉
U

(C.2.14)

Depois, utilizamos a equação de espalhamento na base U .

U+|l1, l2⟩T =

√√√√(1

2
l1 +

√
3

2
l2 + µ1

)(
1

2
l1 +

√
3

2
l2 + 1− µ1

)∣∣∣∣∣12 l1 +
√
3

2
l2 + 1,−

√
3

2
l1 +

1

2
l2

〉
U

(C.2.15)

Em seguida, operamos a mudança de base inversa, retornando a base original e substitúımos
os valores de rótulo do peso mı́nimo µ1 =

1
2(λ1 +

√
3λ2).

U+|l1, l2⟩T =

√√√√(1

2
l1 +

√
3

2
l2 +

1

2
λ1 +

√
3

2
λ2

)(
1

2
l1 +

√
3

2
l2 + 1− 1

2
λ1 −

√
3

2
λ2

)
(C.2.16)

(C.2.17)∣∣∣∣∣14 l1 +
√
3

4
l2 +

1

2
+

3

4
l1 −

√
3

4
l2,

√
3

4
l1 +

3

4
l2 +

√
3

2
−

√
3

4
l1 +

1

4
l2

〉
T

(C.2.18)

Finalmente, efetuam-se as somas de rótulo no interior do ket e rearranjam-se os termos do
coeficiente.

U+|l1, l2⟩T =

√√√√(1

2
(l1 + λ1) +

√
3

2
(l2 + λ2)

)(
1

2
(l1 − λ1) +

√
3

2
(l2 − λ2) + 1

)∣∣∣∣∣l1 + 1

2
, l2 +

√
3

2

〉
T

(C.2.19)

O resultado para os coeficientes das demais ráızes aparecem abaixo:

U−|l1, l2⟩T =

√√√√(1

2
(l1 − λ1) +

√
3

2
(l2 − λ2)

)(
1

2
(l1 + λ1) +

√
3

2
(l2 + λ2)− 1

)∣∣∣∣∣l1 − 1

2
, l2 −

√
3

2

〉
T

(C.2.20)

V+|l1, l2⟩T =

√√√√(−1

2
(l1 + λ1) +

√
3

2
(l2 + λ2)

)(
−1

2
(l1 − λ1) +

√
3

2
(l2 − λ2) + 1

)∣∣∣∣∣l1 − 1

2
, l2 +

√
3

2

〉
T

(C.2.21)

V−|l1, l2⟩T =

√√√√(−1

2
(l1 − λ1) +

√
3

2
(l2 − λ2)

)(
−1

2
(l1 + λ1) +

√
3

2
(l2 + λ2)− 1

)∣∣∣∣∣l1 + 1

2
, l2 −

√
3

2

〉
T

(C.2.22)
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Agora podemos seguramente abandonar o sub́ındice T e trabalhar em uma só base. Exa-
minando os coeficientes das ráızes a partir do peso mı́nimo percebemos que os estados são
simétricos em relação a T2 (propriedade do su(2)), e que é posśıvel uma aplicação infinita de
U+ e V+ a partir do peso mı́nimo, sem nunca retornar coeficiente nulo (propriedade do sl(2,R)).
Para desenhar o diagrama de uma representação do su(2, 1) no espaço dos estados, mostraremos
como construir seu contorno; os estados posśıveis serão todos os pontos, sob a ação das ráızes,
contidos pelo contorno.

1. λ1 ≤ 0 e λ2 ≥ 0 ⇒ |λ1, λ2⟩ estará no segundo quadrante.

2. λ2
λ1

= tan θ ≤ −1√
3
⇒ |λ1, λ2⟩ estará em um ângulo 90◦ ≤ θ ≤ 150◦ com o eixo T1.

3. Aplicando sucessivamente a raiz V+ a |λ1, λ2⟩, geramos infinitos estados nessa direção.

4. Aplicando sucessivamente a raiz T+ a |λ1, λ2⟩, nos deparamos eventualmente com |−λ1, λ2⟩,
fechando uma representação λ1 do su(2).

5. Aplicando sucessivamente a raiz U+ a | − λ1, λ2⟩, geramos infinitos estados nessa direção.

Na Figura C.4 está a torre de estados da representação |λ1, λ2⟩ = | − 3
2 , 1⟩ onde os pontos

são estados permitidos e as linhas indicam como os estados se conectam. Essa representação é

posśıvel porque λ2 = 1 ≥ − 1√
3
λ1 =

√
3
2 .

Figura C.4: Diagrama de estado para su(2, 1) com representação de peso mı́nimo
∣∣−3

2 , 1
〉
.
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D Geradores de simetria através de operadores matriciais

Nesta seção nós vamos encontrar os geradores lineares para os casos k = 0, 1, 2 do sistema
5.1.2 usando o método matricial e estabelecer contato com o método de prolongamentos através
do mapa 3.2.9.

D.1 Condições sobre os potenciais para geradores ı́mpares

Seja Ω o operador da equação de Schrödinger com potencial do tipo Calogero deformado por
um potencial de oscilador (já estamos assumindo massas e frequências iguais).

Ω = Ω1e
1
1 +Ω2e

2
2 =

(
i

a
∂t + ∂2x −

r

x2
− β2x2

)
e11 +

(
i

a
∂t + ∂2x −

s

x2
− β2x2

)
e22 (D.1.1)

Em primeira ordem, o operador Σ mais geral com entrada em e12 tem a forma abaixo.

Σ = (τ(t, x)∂t + χ(t, x)∂x + ϕ(t, x)) e12 (D.1.2)

Da expressão 1.5.5 para operadores lineares, sabemos que o operador Σ é um gerador de
simetria do sistema 5.1.2 se

ΩΣ = Σ̃Ω = (Σ−R) Ω ⇒ [Σ,Ω] = RΩ (D.1.3)

com R um operador linear. Calculemos o operador R (fazendo ḟ(t, x) = ∂f/∂t e f ′(t, x) =
∂f/∂x).

[Σ,Ω] = (ΣΩ2 − Ω1Σ) e
1
2

=−
((

i

a
τ̇ + τ ′′ +

(s− r)

x2
τ

)
∂t +

(
i

a
χ̇+ χ′′ +

(s− r)

x2
χ+ 2ϕ′

)
∂x

+

(
i

a
ϕ̇+ ϕ′′ +

(s− r)

x2
ϕ+ 2

(
− s

x3
+ β2x

)
χ

)
+ 2τ ′∂x∂t + 2χ′∂2x

)
e12 (D.1.4)

É fácil notar que para obtermos a expressão D.1.3 precisamos satisfazer as seguintes identi-
dades:

τ = τ(t)

2χ′ = τ̇ − ia
(s− r)

x2
τ

i

a
χ̇+ χ′′ +

(s− r)

x2
χ+ 2ϕ′ = 0

i

a
ϕ̇+ ϕ′′ +

(s− r)

x2
ϕ+ 2

(
− s

x3
+ β2x

)
χ = −2χ′

( s
x2

+ β2x2
)

(D.1.5)

Com isso, R = −2χ′e12. Antes de resolver essas equações, vamos mostrar que podemos
reobtê-las através da substituição de variáveis dependentes. Temos que anular os coeficientes dos
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operadores de derivadas em D.1.4 para encontrar os geradores; nos sentimos tentados a fazer χ′ =
0, pois operadores (nesse caso, ∂2x) não têm “valores” para serem tratados como variáveis. Mas
nós vimos em 2 que é justamente essa a abordagem do método de prolongamentos, e a equação
define a dependência entre as variáveis. Sendo assim, podeŕıamos pensar na transformação

[Σ,Ω] = . . .− 2χ′∂2xe
1
2 7→ . . .− 2χ′u12∂u2 (D.1.6)

Se fizermos isso, não obteremos um gerador de simetria. Precisamos do mapa σ, definido em
3.2.9. Vamos definir σ(Σ,Ω) = (Σ,Ω).

σ ([Σ,Ω]) =
[
Σ
T
,Ω

T
]T

=
(
. . .− 2χ′u22∂u1

)T
=

(
. . .− 2χ′

(
− i

a
u2t +

( s
x2

+ β2x2
)
u2
)
∂u1

)T

=σ

(
. . .− 2χ′

(
− i

a
∂t +

( s
x2

+ β2x2
))

e21

)T

= σ

(
. . .− 2χ′

(
− i

a
∂t +

( s
x2

+ β2x2
))

e12

)

(D.1.7)

Usando σ−1σ = Id nós temos o v́ınculo correto. Como escolhemos substituir ∂2x, o operador
∂x∂t é independente, e seu coeficiente pode ser anulado.

2τ ′∂x∂t = 0 ⇒ τ = τ(t) (D.1.8)

Substituindo o v́ınculo obtido em D.1.7, encontramos uma expressão diferente na comutação
D.1.4, que leva exatamente às equações D.1.5.

0 = [Σ,Ω] =−
((

i

a
τ̇ +

(s− r)

x2
τ − 2

i

a
χ′
)
∂t +

(
i

a
χ̇+ χ′′ +

(s− r)

x2
χ+ 2ϕ′

)
∂x

+

(
i

a
ϕ̇+ ϕ′′ +

(s− r)

x2
ϕ+ 2

(
− s

x3
+ β2x

)
χ+ 2

( s
x2

+ β2x2
)
χ′
))

e12 (D.1.9)

Em seguida, fixamos completamente a dependência do gerador em x anulando os coeficientes
de ∂t e ∂x em D.1.9.

χ =
1

2
τ̇x+ ia

(s− r)

x
τ + α(t)

ϕ =− i

8a
τ̈x2 +

i

8a

(
(s− r)2 + 2(s− r)

) τ
x2

− i

2a
α̇x+

(s− r)

2x
α+ γ(t) (D.1.10)

As funções χ e ϕ em D.1.10 são apenas as soluções das equações D.1.5. Definindo g ≡ s− r,
temos de resolver a equação para o monômio 1 em D.1.9; após substituir as expressões D.1.10
para χ e ϕ:

0 =

(
1

8a2
...
τ + 2β2τ̇

)
x2 +

(
1

2a2
α̈+ 2β2α

)
x+

i

a

(
γ̇ − (g + 2)

8
τ̈

)

+ g

(
γ − (g + 2)

8
τ̇

)
1

x2
+ (g(g + 2)− 4s)

α

2x3
+ ia

g

8
((g + 2)(g + 6)− 16s)

τ

x4
(D.1.11)
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De D.1.11, vemos que para que Σ seja diferente de zero, temos que escolher uma de três
condições para impor sobre r e s.

τ ̸= 0 ⇒


s = r
ou

r = 1
16(g − 2)(g − 6) e s = 1

16(g + 2)(g + 6)
(D.1.12)

α ̸= 0 ⇒ r =
1

4
g(g − 2) e s =

1

4
g(g + 2) (D.1.13)

Denominando caso 0 aquele em que s = r e casos 1 e 2 a condição em D.1.13 e a segunda
condição em D.1.12, respectivamente, encontramos exatamente as condições sobre os potenciais
para k = 0, 1, 2 em 5.1.6. No resto desta seção, apenas listamos os geradores.

D.2 Geradores para β = 0

� Caso 0

Σ
(0)
1 =

(
t2∂t + tx∂x +

t

2
− ix2

4a

)
e12

Σ
(0)
2 =

(
t∂t +

x

2
∂x

)
e12

Σ
(0)
3 =∂te

1
2

Σ
(0)
4 =e12 (D.2.1)

� Caso 1

Σ
(1)
1 =

(
t∂x +

g1t

2x
− ix

2a

)
e12

Σ
(1)
2 =

(
∂x +

g1
x

)
e12 (D.2.2)

� Caso 2

Σ
(2)
1 =

(
t2∂t +

(
tx+

iag2t
2

2x

)
∂x + (g2 + 2)

t

4
+ iag2(g2 + 2)

t2

8x2
− 2

ix2

a

)
e12

Σ
(2)
2 =

(
2t∂t +

(
x+

iag2t

x

)
∂x +

(g2 + 2)

4
+ iag2(g2 + 2)

t

4x2

)
e12

Σ
(2)
3 =

(
2∂t +

iag2
x
∂x + ia

g2(g2 + 2)

4x2

)
e12 (D.2.3)
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D.3 Geradores para β ̸= 0

� Caso 0

Σ
(0)
1 =e4iaβ t

(
1

4iaβ
∂t +

x

2
∂x +

β x2

2
+

1

4

)
e12

Σ
(0)
2 =e−4iaβ t

(
−1

4iaβ
∂t +

x

2
∂x −

β x2

2
+

1

4

)
e12

Σ
(0)
3 =∂te

1
2

Σ
(0)
4 =e12 (D.3.1)

� Caso 1

Σ
(1)
1 =e2iaβ t

(
∂x + β x+

g1
2x

)
e12

Σ
(1)
2 =e−2iaβ t

(
∂x − β x+

g1
2x

)
e12 (D.3.2)

� Caso 2

Σ
(2)
1 =e4iaβ t

(
1

4iaβ
∂t +

(
x

2
+

g2
8β x

)
∂x +

4β x2

2
+
g2 + 2

8
+
g2(g2 + 2)

32β x2

)
e12

Σ
(2)
2 =e−4iaβ t

(
−1

4iaβ
∂t +

(
x

2
− g2

8β x

)
∂x −

4β x2

2
+
g2 + 2

8
− g2(g2 + 2)

32β x2

)
e12

Σ
(2)
3 =

(
1

4ia
∂t +

g2
8x

∂x +
g2(g2 + 2)

32x2

)
e12 (D.3.3)
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E Simetrias dos modelos de Calogero puro e deformado - Im-
plementação no software Mathematica 12.1

Nesta seção vamos fazer uma ponte entre a tese e a implementação no software. A pasta com
os arquivos em formato .nb e .pdf podem ser vistos ou baixados no link E.0.1. A documentação
da linguagem do programa pode ser encontrada em https://reference.wolfram.com/language/.
O arquivo é totalmente auto-contido e não requer grande capacidade de processamento. Não
garantimos que a pasta permanecerá dispońıvel depois da defesa da tese. Solicitações, dúvidas
e sugestões devem ser enviadas para alexanderkopernik@gmail.com.

https : //www.dropbox.com/sh/6zaf8vy5do85aof/AAAFna6XPwf2CRBgBKEnHSa?dl = 0
(E.0.1)

E.1 Campos vetoriais lineares

Um padrão comum será iniciarmos uma subseção por “Definições”. Nelas estabelecemos os
elementos principais que vamos usar ao longo da seção. Definimos os operadores de derivada
total, a notação para as variáveis de jato e algumas convenções para manipularmos as expressões.
Usamos u1 e u2 para u1 e u2, respectivamente. Os śımbolos ∂ e D são protegidos, e em seu lugar
usamos d; também não conseguimos ordená-lo à direita, e quase sempre ele aparece à esquerda,
mas isso não afeta os cálculos. Nossos campos têm de ser convertidos do seguinte modo:

duα f(x, t) uβJ,K 7→ f(x, t)uβJ,K∂uα (E.1.1)

com J denotando o número de derivadas totais em x e K o número de derivadas em t. Vamos
substituir derivadas totais em t sempre que aparecerem nas variáveis de jatos usando o a definição
da equação de Schrödinger, por isso a definição de prolongamento só exige somar o ı́ndice J em
x e uma única soma em t, em primeira ordem, pois ainda precisamos prolongar a equação de
Schrödinger. As equações para os diferentes potenciais, bem como os v́ınculos das mesmas a
serem substitúıdos, são definidos separadamente.

E.2 Geradores de simetria para o potencial puro

Começamos por definir o gerador linear Θ010 de até terceira ordem para atuar apenas na
equação ∆1. Os demais geradores são conseguidos com o mapa (g 7→ −g, u1 7→ u2, u2 7→ u1).
A principal dificuldade da implementação está no uso otimizado da função DSolve. Ela não
reconhece apropriadamente variáveis independentes, o que nos obriga a fragmentar a solução
em diversas etapas. Em In[59] começam as soluções algébricas em r e s, que dão o v́ınculo entre
ambas para os diferentes casos. Coletamos todas as soluções parciais em Θ015 e mostramos que
essa combinação dos geradores linearmente independentes é solução da equação de prolonga-
mento em In[90] − In[94]. O procedimento para verificar a validade de uma equação é usando
o sinal == entre duas quantidades, que retorna True, False ou uma expressão quando não se

puder afirmar. A substituição r → ρ2−1
4 é para facilitar a convenção da quantidade b

(0)
± em 6,

que facilita escrever as funções de onda para todos os casos. Os geradores devem ser traduzidos
do seguinte modo:

Xαk,d 7→ X
α,(k)
d Xk,d 7→ X

(k)
d (E.2.1)
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E.3 Álgebra de geradores para o potencial puro

Definimos as operações binárias como em 3. Mostramos que alguns geradores são apenas o
produto de outros, como afirmado em 5, e depois os desprezamos. Mostramos que a combinação
linear dos geradores fortemente independentes satisfaz a equação de prolongamento na nova base
(X1∂u1 , X2∂u2) 7→ X1∂u1 +X2∂u2 . Encontramos a álgebra como em 6.

E.4 Geradores de simetria para o potencial deformado

Procedemos da mesma forma que em E.2. A única diferença sendo que agora temos que
impor a condição γ = β em In[246] − In[248], de que as frequências para as duas equações do
potencial deformado devem ser as mesmas. As condições sobre r e s são as mesmas que aquelas
para o potencial puro, e isso está mostrado em In[261].

E.5 Mudança de base e transformações de similaridade

Aqui começamos por proceder como em E.3. As transformações de similaridade são definidas
em In[369] − In[375], com alguns arranjos para facilitar a visualização dos geradores transfor-
mados. A função h(t) em 5.4.2 é ı́mpar, e seus coeficientes de até 50ª ordem podem ser vistos
em In[376] e verificados em In[379]. A transformação dos campos está em In[380]− In[397] e é
a mesma de 5.

E.6 Álgebra de geradores para o potencial deformado

Antes de chegar na álgebra de geradores, definimos as funções de onda. Elas foram simpli-
ficadas em funções hipergeométricas manualmente e os detalhes são trabalhosos. Em vez disso,
oferecemos a verificação de que elas são soluções de ambas as equações para todos os bósons e
férmions com qualquer k e gk.

Começamos por definir o polinômio 6.1.5 em In[399] e sua expansão em série em In[400],
verificando os coeficientes em In[401]. Usamos os coeficientes para demonstrar 6.1.15 em In[404].
De In[406]− In[409], constrúımos as funções de onda. Elas devem ser traduzidas por:

ψk,n,±1 7→ ψ
(k)
n,± ϕk,n,±1 7→ ϕ

(k)
n,± (E.6.1)

As condições sobre r e s em In[410] para qualquer k serão demonstradas em E.7; porém,
aproveitamos para provar que as funções de onda satisfazem a equação para qualquer k, sendo
esta definida em In[411] para k = 0 e em In[412] para k > 0. As verificações estão em In[413]−
In[420]. As comutações entre geradores lineares estão em In[422] − In[476]. A definição dos
geradores de terceira ordem para k = 1 como em 7 se encontram em In[477] − In[480]; já
a comparação das duas comutações que distinguem por constantes em 7.1.5 pode ser vista nas
sáıdas em In[481]−In[484]. As comutações com funções de onda estão em In[485]−In[506]. Esse
trecho do arquivo é o que mais força o processador, por isso só foram calculadas as comutações
para n = 0, 1, 2, 3. É posśıvel, no entanto, acessar o arquivo .nb e fazer a verificação para
qualquer n. Algumas comutações com Z− não foram completamente simplificadas, mas é fácil
ver nas sáıdas que a equação é satisfeita.

E.7 Caracteŕıstica do gerador de peso mı́nimo para o caso k

A definição do polinômio 8.1.12 está em In[508]− In[518]. Ela é complicada o suficiente para
não a detalharmos aqui. Caso haja interesse, deve-se contatar o e-mail no ińıcio do apêndice.
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A verificação de 8.1.14 está em In[519]. Esta não é uma prova rigorosa, mas acreditamos ser
suficiente para convencer. A verificação das condições sobre r e s para qualquer k ∈ [1, 10] está
em In[520]. Em In[521] definimos o gerador usando o polinômio 8.1.12 e em In[522] mostramos
que ele é um gerador de simetria do potencial puro para k = 1, . . . , 10.
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