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“Un des titres de gloire des génies qui ont illustré le XVI® et le XVII® siecles
a été de reconnaitre cette vérité : La Physique ne deviendra point une science
claire, précise, exempte des perpétuelles et stériles disputes dont elle avait été 'objet
jusqu’alors, capable d’imposer ses doctrines au consentement universel des esprits,
tant qu’elle ne parlera pas le langage des géometres. Ils ont créé la véritable Physique

théorique en comprenant qu’elle devait étre une Physique mathématique.

Créée au XVII° siecle, la Physique mathématique a prouvé qu’elle était la saine
méthode physique par les progres prodigieux et incessants qu’elle a faits dans I’étude
de la nature. Aujourd’hui, il serait impossible, sans heurter le bon sens le plus vul-

gaire, de nier que les théories physiques se doivent exprimer en langage mathématique.”

- Pierre Duhem
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Resumo

Esta é uma tese de mestrado em Fisica-Matematica e consiste em encontrar geradores de
simetria da equagao de Schrodinger 1 + 1-dimensional através do método algébrico de prolon-
gamento de campos vetoriais no fibrado de jatos. Nogoes basicas do método de prolongamentos
sao apresentadas e um dicionario pedagdgico é oferecido para traduzir o método de operadores
diferenciais matriciais, bem como é tracado um paralelo entre ambos os métodos, mostrando
a vantagem de se trabalhar com prolongamentos. Os potenciais considerados para uma tnica
equacao sao aqueles da particula livre, do potencial linear, do oscilador harmoénico e o poten-
cial do tipo Calogero. Para um sistema com duas equagtes consideramos o potencial do tipo
Calogero puro e com deformagao de oscilador. Sao encontradas transformagoes de similaridade
que atestam a equivaléncia da equagao para diferentes potenciais e permitem transformar os
geradores obtidos de um modelo para o outro. Definimos um produto associativo de campos ve-
toriais para construir geradores de simetrias generalizadas que nos permitiram deduzir a algebra
envelopante universal da algebra de Heisenberg, além de fixar as constantes de estrutura de
sua dlgebra de spin superior; um exemplo mostra, a partir de consideracoes simples de simetria,
como estender esta algebra para qualquer dimensao espacial. Para duas equagoes de Schrodinger
com potenciais do tipo Calogero puro e deformado, encontramos duas familias equivalentes de
infinitas (super)algebras de spin superior, as quais denominamos q(k, gx), dependendo de um
parametro continuo g, que decorre do potencial, e de um parametro discreto k, que é dado pela
menor ordem dos geradores no setor impar do espaco infinito Zs-graduado. Sao trabalhados
em detalhes os casos para k = 0,1, 2,3 do potencial deformado, que possui espectro de energia
discreto. Damos a forma explicita de todas as fungdes de onda para qualquer k e a condi¢ao que
a normalizacao das mesmas impoe sobre os parametros; além disso, nés também revelamos as
contragoes exatas sobre os parametros continuos para unir duas algebras diferentes em um tnico
espaco de Hilbert e desenhamos os diagramas de estado. Sao computadas todas as comutagoes
de geradores que nao podem ser escritos como um produto, bem como fixadas as constantes
de estrutura na comutacao com as funcoes de onda, que revelam que os espagos de Hilbert sao
diferentes para cada k. Comparando as constantes de estrutura das algebras, concluimos que,
q(k,gx) C q(k', gir) apenas se g = g = tkk', k e k' tém a mesma paridade e k > k/; todas
as demais possibilidades culminam em constantes de estrutura diferentes. A superdlgebra de
spin superior q(1, g;) foi utilizada por Vasiliev na construcao de um modelo de supergravidade
de Chern-Simons e contém os geradores da algebra envelopante universal da superalgebra finita
0sp(2]2). Na forma covariante, a superdlgebra o0sp(2|2) nos permite interpretar o setor impar
de q(k, gr) como espinores de Majorana com duas componentes em 2 + 1 dimensoes e damos
uma indicagao de como alternar as representagoes de spin dentro das algebras. Por fim, encon-
tramos os geradores impares de raiz negativa simples do potencial puro para qualquer k, o que
permite encontrar todos os demais geradores impares através da comutagao com o gerador de
raiz positiva do s[(2,R), e entdo maped-los nos geradores do potencial deformado através da
transformacgao de similaridade obtida.

Palavras-chave: equagao de Schrodinger, prolongamento de campos vetoriais, simetrias
generalizadas, dlgebras de spin superior.



Abstract

This is a master’s degree thesis in Mathematical Physics and intends to find symmetry gene-
rators of 1 + 1-dimensional Schrédinger equation through the algebraic method of prolongation
of vector fields in jet bundles. Basic notions of the prolongation method are presented and its
offered a pedagogical dictionary to translate the matrix differential operator method, as well as a
parallel between both methods is drawn, showing the advantage of working with prolongations.
The potentials considered for a single equation are those of the free particle, linear potential,
harmonic oscillator and the Calogero type potential. For a system with two equations we con-
sider the potentials of the Calogero type both pure and with oscillator deformation. We found
similarity transformations that attest the equivalence of the equation of different potentials and
allow transforming the generators obtained from one model to another. We have defined an
associative product of vector fields to build generalized symmetry generators that allowed us to
deduce Heisenberg’s universal enveloping algebra, as well as fixing the structure constants of its
higher spin algebra; out of simple symmetry considerations, how to extend this algebra to any
spatial dimension. For two Schrédinger equations with pure and deformed Calogero type poten-
tials, we find two equivalent families, each with an infinite number of higher spin (super)algebras,
which we called q(k, gx), that depend on a continuous parameter gi, which stems from the po-
tential, and a discrete parameter k, which is given by the lowest order of generators in the odd
sector of the Zs-graded infinite space. The cases for k = 0,1,2,3 of the deformed potential,
which has a discrete energy spectrum, are worked out in detail. We give the explicit form of all
wave functions for any k£ and the condition imposed by their normalization on the parameters.
In addition, we also reveal the exact contractions of the continuous parameters to combine two
different algebras into a single Hilbert space and draw the state diagrams. All commutations of
generators that cannot be written as a product are computed, as well as the structure constants
in the commutations with wave functions, which reveal that the Hilbert spaces are different for
each k. Comparing the algebras’ structure constants, we conclude that q(k, gx) C q(k’, gx) only
if gp = g = Tkk', k and k' have same parity and k& > k’; all other possibilities culminate in
different structure constants. The higher-spin superalgebra q(1, g1) was used by Vasiliev in the
construction of a Chern-Simons supergravity model and contains the generators of the univer-
sal enveloping algebra of the finite superalgebra osp(2|2). In covariant form, the superalgebra
0sp(2]2) allows us to interpret the odd sector of q(k, gx) as two-component Majorana spinors in
2 + 1-dimensions and we give an indication of how to alternate the spin representations inside
the algebras. Finally, we find the odd generators with simple negative root of the pure potential
for any k, allowing us to find all the other odd generators by commutation with the generator
of positive root in sl(2,R), and then map them in generators of the deformed potential through
the similarity transformation obtained.

Key-words: Schrodinger equation, prolongation of vector fields, generalized symmetries,
higher spin algebras.



Introducao

Sendo esta uma tese de mestrado, é natural que o autor nao se sinta compelido a publicacao
apressada de artigos, mas sim ao estudo cuidadoso da matéria fundamental que dard origem
aos artigos que serao publicados durante o doutorado e depois. Meu interesse principal esta na
teoria de jatos [1], tanto de uma perspectiva de possiveis aplicacoes na fisica tedrica (e em outros
ramos da ciéncia) quanto no contexto da matemética pura. No prefdcio de [2], encontramos o
espirito do qual o presente autor é entusiasta:

“Even though Ehresmann in his original papers from 1951 underlined the con-
ceptual meaning of the notion of an r-jet for differential geometry, jets have been
mostly used as a purely technical tool in certain problems in the theory of systems
of partial differential equations, in singularity theory, in variational calculus and in
higher order mechanics. But the theory of natural bundles and natural operators
clarifies once again that jets are one of the fundamental concepts in differential ge-
ometry, so that a thorough treatment of their basic properties plays an important
role in this book. We also demonstrate that the central concepts from the theory
of connections can very conveniently be formulated in terms of jets, and that this
formulation gives a very clear and geometric picture of their properties.”

Apesar de esta tese usar a teoria de jatos como uma “ferramenta puramente técnica” no
estudo de simetrias da equagao de Schrodinger, é (esperamos que seja) evidente a vantagem que
ela proporciona quando comparada ao método usual de operadores diferenciais matriciais. Os
autores de [3] partilham da mesma opiniao citada, porém, fazem questao de ressaltar a utilidade
da teoria para operadores nao-lineares, enquanto em [4] os autores trabalham com o formalismo
usual para sistemas lineares e com o formalismo de jatos para sistemas nao-lineares. Veremos
que a teoria de jatos abarca os resultados e facilita o entendimento também para sistemas line-
ares.

Um objeto matematico de grande importancia para cientistas (incluindo fisicos) é a equagao
de movimento do sistema estudado. Ela permite prever como o sistema vai se comportar, o que
nos leva a fazer hipdteses, experimentos, e ter algum controle sobre o sistema. Na geometria di-
ferencial usual, equagoes sao interpretadas como variedades, e a teoria de grupos de Lie descreve
propriedades de simetria desses espacos; mais especificamente, pergunta-se quais sao as possiveis
transformagoes de pontos desse espaco que nao abandonam o subespaco das solucées. O método
algébrico limita-se a procurar tais transformacgoes na vizinhanga da identidade (o que simplifica
consideravelmente o esforgo) e as mesmas sao operadas por campos vetoriais, chamados gera-
dores do grupo de transformagoes de simetria. Através do mapa exponencial podemos sair da
vizinhanca da identidade para outras vizinhancgas, levando membros da algebra de geradores
nos elementos do grupo, mas isso nao assegura que possamos recuperar todos os elementos do
grupo. A equacao de Schrodinger é a equacao de movimento de sistemas da mecanica quantica,
e descreve a evolucao temporal das fungoes de onda, que por sua vez nos dao a densidade de
probabilidade de encontrar um sistema de particulas em algum estado especifico [5]. Ela é o
principal objeto de estudo desta tese.

Na formulacao da teoria de jatos, “prolongamos” as varidveis de um sistema de equagoes
diferenciais, de modo que funcoes e suas derivadas de cada ordem e em cada componente sao
uma nova variavel prolongada, e o espaco em questao se torna um fibrado de jatos, um espaco
mais geral que contém a variedade original como subespago. Esse procedimento visa transfor-
mar equacoes diferenciais em equacgoes algébricas ao custo de aumentar o niimero de variaveis,



mas que torna mais simples a sua solucao e o estudo de suas transformacoes de simetria. O
método algébrico de prolongamento de campos vetoriais procura transformagoes de simetria na
vizinhanca de um ponto desse fibrado; no caso da equacao de Schrédinger, esses pontos sao as
funcoes de onda e os campos vetoriais sao os operadores de criacao e aniquilagao de estados que
transformam esses pontos uns nos outros. Assim, procederemos encontrando os campos vetoriais
a partir da equagao do prolongamento para, em seguida, encontrarmos o véacuo da teoria (que é
o ponto levado pelos campos de raiz negativa no estado nulo); encontrando o vacuo, construimos
o espectro com os campos de raiz positiva. Alertamos que vamos transitar indiscriminadamente
entre as terminologias, acreditando que o contexto é suficiente para esclarecer do que se trata.
A origem histérica da geometria diferencial e da teoria de grupos pode ser encontrada em [6,7];
também recomendamos [8] para uma apresentacao detalhada da origem da mecénica quantica
com vasta bibliografia e [9] como uma estimulante leitura sobre o papel de simetrias na fisica.

Na secao 1 apresentamos o fluxo de campos tangentes a curvas integrais como motivacao
para encontrar invariantes de equacoes algébricas e, em seguida, introduzir o teorema central
do prolongamento [10], no qual sustentamos nossos resultados. A forma evoluciondria de um
campo leva a campos mais gerais no fibrado de jatos, permitindo obter os geradores de simetria de
qualquer ordem®, e o inicio da conexéo com o formalismo de operadores matriciais é apresentado.
Fazemos um pequeno comentério sobre o uso deste método para lagrangianas, com vista aqueles
que trabalham com teorias de campo.

Iniciamos o estudo da equacao de Schrodinger unidimensional de uma particula, para ge-
radores de simetrias geométricas, na se¢ao 2 acompanhando o trabalho realizado em [13], e os
célculos sao bem detalhados. Os potenciais considerados sdo o potencial nulo (particula livre),
linear, quadratico (oscilador harménico) e inverso do quadrado (do tipo Calogero [14]). Nos trés
primeiros casos encontramos a algebra de Schrodinger em uma dimensao (a soma semi-direta
das élgebras de Heisenberg e do s[(2,R)) mais a subdlgebra infinita abeliana das fungoes de
onda; nao encontramos a forma explicita das mesmas, mas é possivel construir o espectro de
solugoes utilizando o método algébrico no apéndice C. Mostraremos que existem transformagoes
de similaridade que levam geradores lineares de uma equagao a geradores lineares da outra. No
caso do potencial de Calogero encontramos quatro geradores lineares: a identidade mais os trés
membros do sl(2,R), e a mesma transformagao de similaridade que relaciona a particula livre
ao oscilador harménico conecta o potencial de Calogero ao potencial V (z) = ci1z? + c2 /22, com
c1 e ¢y constantes, conhecido como modelo de de Alfaro-Fubini-Furlan (DFF)? [15]. Esses sao
os potenciais que vamos estudar na secao 5 para um sistema com duas equacoes de Schrodinger,
seguindo [16]. Damos um exemplo simples de como encontrar solugoes particulares a partir do
requisito de invariancia por certa transformacao; o exemplo leva em conta solugoes de onda plana
a partir da equagao caracteristica da combinagao linear dos geradores de translacoes. Por fim,
mostramos as transformacoes de grupo que surgem da exponenciagao de cada um dos geradores
para a particula livre.

Oferecemos um dicionario para traduzir o método de operadores matriciais para o método
de prolongamento de campos na secao 3. Deste modo, serd mais facil para aqueles familia-
rizados com sistemas de equagds diferenciais parciais matriciais (MPDEs) acompanharem os
desenvolvimentos dos capitulos subsequentes, ja que esta traducao é vélida para qualquer sis-
tema de equagoes lineares. Porém, frisamos que o nosso método permite extrapolar o matricial

! Comumente chamados de simetrias generalizadas, ou dindmicas. Um exemplo de tal simetria é o 50(4) no
atomo de hidrogénio [11,12].

2 Neste trabalho nés chamaremos a estes dois potenciais de potencial de Calogero puro e com deformacéo de
oscilador, respectivamente.



tanto pelo poder computacional (simetrias generalizadas de equagoes nao-lineares, por exem-
plo), quanto pela facilitagdo do entendimento (através da substituicdo de operadores por meras
variaveis algébricas). Também definimos um produto associativo de campos vetoriais, o que
nao é definido na geometria diferencial usual, que nos permitira construir dlgebras envelopantes
universais [17] a partir de geradores que denominaremos fortemente independentes, em oposigao
a independéncia linear; esses sao geradores que nao podem ser escritos como o produto de dois
outros. Chamaremos fracamente independentes aos geradores linearmente independentes que
podem ser escritos como um produto.

A forma evoluciondria dos geradores tem sua primeira aplicacdo na secao 4. Esta serve
para apresentar como trabalhar com o formalismo a partir dos exemplos na secao 2 e para
corroborar o método. Em seguida, damos a definicao de superalgebra para motivarmos algebras
de envelopamento universal utilizando o produto associativo definido na secao 3. Uma vez
que tenhamos essa algebra associativa, basta um pequeno passo para se obter uma algebra
infinita chamada algebra de spin superior, introduzidas no estudo de campos de calibre por
Fronsdal [18], Fradkin e Vasiliev [19-21]. Seu nome decorre do fato de, originalmente, estes
geradores estarem em representacoes superiores de spin do grupo de Lorentz, e sdo ditas on/off-
shell se as consideramos dentro/fora do espago das solugoes da equacao de movimento. Estas
sao algebras construidas com os membros de uma &algebra envelopante universal, porém com
o comutador de Lie como produto, em vez do associativo; superalgebras de spin superior sao
construidas analogamente, porém com o comutador Zs-graduado. O envelopamento da algebra
de Heisenberg é feito com ordenamentos normal e de Weyl (totalmente simétrico), mas de modo
um tanto arbitrario ja que a algebra fecha em primeira e segunda ordem e a superdlgebra fecha
em segunda. A importancia de nos valermos desse exemplo se deve ao fato de que as algebras
encontradas na secao seguinte sao todas algebras de spin superior, e este exemplo convém para
ganharmos experiéncia. Em seguida, obtemos a algebra de spin superior do s[(2,R) excluindo
os geradores de ordem impar na algebra de spin superior da algebra de Heisenberg para mostrar
que sempre podemos construir subalgebras infinitas a partir de dlgebras de spin superior; isso
vai nos ajudar a decidir se as familias de dlgebras que encontramos na secao 5 sao diferentes ou
subalgebras umas das outras. Fazendo uma consideragao sobre a equacao da particula livre em d
dimensoes com invaridncia por rotagoes, construimos a soma semi-direta da algebra das rotagoes
50(d) com a soma direta de d &lgebras de spin superior da algebra de Heisenberg para ilustrar
como pode ser facil generalizar uma algebra para dimensoes quaisquer a partir de principios de
simetria, e que recompensa abordar primeiro o caso mais simples para depois generalizé-lo.

A contribuicdo mais original desta tese se encontra nas proximas secbes. Procurando por
geradores de simetria de até terceira ordem para duas equagoes de Schrodinger com potenciais do
tipo Calogero puro e deformado, encontramos duas familias, equivalentes pela transformacao de
similaridade 5.4.1, de infinitas (super)algebras de spin superior dependendo em dois parametros:
um continuo, relacionado ao potencial de Calogero, e outro discreto que depende da ordem
dos geradores impares fortemente independentes. Acreditamos que todas essas dlgebras sejam
diferentes, e nao subdlgebras umas das outras, exceto por vinculos muito especificos sobre os
parametros, e mostramos que os espacos de Hilbert para cada uma sao manifestamente diferentes
através da fixacao das constantes de estrutura dos geradores lineares com as funcées de onda.

Na segao 5 procuramos geradores de simetria de até terceira ordem para os potenciais de Ca-
logero puro e deformado num sistema com duas equacdes’. Para que haja geradores impares pre-
cisamos que os parametros continuos adimensionais das duas equacoes satisfacam certo vinculo

! Este é um sistema de equacdes diferenciais parciais matriciais, MPDEs, e ndo um sistema de dois corpos, ja
que as particulas para ambas as equacoes estdo localizadas no “mesmo ponto” e, portanto, ndo coexistem. Isso
distingue nosso modelo daquele em [14].



entre si que depende da ordem dos geradores impares; o padrao nos vinculos nos permite intuir
que podemos estendé-los a geradores de qualquer ordem k, o que serd confirmado na segao 8, e
apontamos as contracoes que permitem unir duas algebras para diferentes valores de k. Vamos
trabalhar com quatro &dlgebras que chamaremos q(k, gi), sendo k = 0,1,2,3 o parametro da
ordem e g o parametro continuo do potencial para o caso k. Manipular geradores de qua-
tro linhas de até terceira ordem é uma tarefa herctilea e, por conveniéncia, disponibilizamos
uma pasta com a implementacao no software Mathematica 12.1 que pode ser acessada clicando
aqui ou copiando a url em E.0.1. La podem ser encontrados trés arquivos, um no formato .nb
(notebook) do software, outro com o formato .pdf do mesmo arquivo e esta tese. Vamos nos
referir a este arquivo como sendo o apéndice E, que neste texto traz algum esclarecimento sobre
a implementacao adotada; no texto usaremos In[N] quando quisermos nos referir a célula de
entrada/saida N da implementacdo, que pode ser vista no arquivo .pdf. Frisamos que esses ar-
quivos nao sao indispensaveis para ler a tese, mas sao de grande ajuda para as consideracgoes que
faremos. O resto da segdo 5 contém a lista dos geradores de ambos os potenciais, que também
podem ser vistos em E.3 e E.5, bem como a transformacao de similaridade que os relaciona.

Nosso foco na se¢ao 6 estd em construir os espacos de Hilbert para o modelo com deformagao
de oscilador, pois o0 mesmo tem espectro de energia discreto, enquanto o potencial puro tem
espectro continuo. A forma explicita das func¢bes de onda é dada, e a verificacdo de que elas
satisfazem a equacao de Schrodinger para qualquer valor dos parametros k e gi, nao apenas
0s quatro casos considerados, pode ser vista em E.6. A normalizagdo das mesmas, no entanto,
impoe vinculos sobre os parametros e graficos das densidades de probabilidade mostram sob
qual contracdo de gi recuperamos o oscilador sem deformacao. Sao listadas todas as relagoes
de comutacao entre geradores fortemente independentes, o que possibilita o envelopamento das
algebras. No método adotado, fungoes de onda também sao interpretadas como geradores, e as
constantes de estrutura das mesmas com os geradores lineares também é dada; estas constantes
de estrutura distinguem os espacos de Hilbert e uma ilustracao desse resultado pode ser vista nos
diagramas de estado. Também consideramos sob que circunstancias a contracao dos parametros
continuos une duas algebras com parametros discretos diferentes respeitando a normalizagao das
funcGes de onda.

Precisamos saber se as dlgebras sao diferentes ou subalgebras independentemente das solucoes
e essa consideragao é levada em conta na se¢ao 7. Veremos que as dlgebras para k = 0,1,2,3
possuem constantes de estrutura diferentes para comutacoes entre geradores impares de mesma
ordem, exceto pelas contracoes em 5 e certas condigoes nos parametros discretos. Essa discussao
aponta um forte indicio de que, exceto pelos vinculos citados, q(k, gx) € q(¥', gi) para k # k.
A (super)dlgebra q(1, g1) tem geradores na édlgebra envelopante universal de 0sp(2]2); ela foi pri-
meiramente introduzida em [22] no contexto da quantizagao de observaveis em um hiperboldide
e usada para a construcao de um modelo de supergravidade de Chern-Simons de spin superior,
que foi postetriormente generalizado para campos de spin fraciondrio em [23,24]. Ao escrever
05p(2]2) na forma covariante, identificamos que os geradores do setor impar de q(k, gx) podem
ser interpretados como espinores de Majorana e damos uma indicacdo de como encontrar os
multipletos das diferentes representacoes de spin dentro das algebras.

Com a experiéncia acumulada nas secoes anteriores, na segdo 8 escrevemos a forma geral
para o gerador impar fortemente independente de raiz simples negativa e ordem k£ do potencial
puro, a partir do qual podemos construir todos os geradores do caso k e usar a transformacao
de similaridade para obter todos os geradores do mesmo caso para o potencial deformado. A
caracteristica (fungao diferencial dos geradores) obtida nao é muito simples mas nos permitiu
atestar que, de fato, existe uma familia de infinitas dlgebras para cada potencial. Nas conclusoes
apresentamos nossas consideracoes sobre os resultados.


https://www.dropbox.com/sh/6zaf8vy5do85aof/AAAFna6XPwf2CR_BgB_KEnHSa?dl=0

Os apéndices A, B e C, constituem uma introdugdo a teoria de grupos e algebras de Lie.
A ideia é apresentar as defini¢oes e trabalhar com exemplos. Eles sao parte do trabalho que
realizei na tese de graduacao e acreditamos que eles tornam a presente tese mais auto-contida.
No apéndice D encontramos os geradores para os casos k = 0,1,2 usando o método matricial
e mostramos sua conexao com o método de prolongamentos. No apéndice E estao alguns co-
mentarios para ligar o arquivo do software ao texto. Nao garantimos que a pasta com o arquivo
permanecera disponivel apds a defesa da tese. Solicitagoes, duvidas e sugestdes devem ser envi-
adas para alexanderkopernik@gmail.com.



1 Prolongamentos de campos vetoriais e equacoes diferenciais

Nesta se¢ao introduziremos a definicdo de prolongamento de variaveis e campos vetoriais
no fibrado de jatos, bem como detalhar a abordagem desse formalismo para quaisquer sistemas
de equacgoes; estes resultados serao utilizados ao longo de toda a tese. Nao apresentaremos
detalhes sobre o maquinario da geometria diferencial. Para uma introducgao sobre variedades,
campos vetoriais, fibrados tangentes, etc., recomendamos [25] (paginas 859 — 909); para uma
apresentagao mais rigorosa, vide [26] (paginas 111 — 143).

1.1 Curvas integrais no espago das solucoes

Da teoria de variedades suaves [27], sabemos que um campo vetorial v = £19; € TM é
tangente a uma curva integral 7 : R — M, em uma variedade p-dimensional M, se (assumindo
a convengao de Einstein para soma sobre indices repetidos):

dv'(s)

7O =& (v(s) 0 = v (7(s)); i=1,...,p (1.1.1)

¥ =)0 =

J& que 7"(s) sao simplesmente componentes em M, nés podemos reescrever a curva integral
v em uma coordenatizacao cartesiana ¢ : M — RP.

o(v(s)) =z(s) = (931(5), x2(s), . ,xp(s)) (1.1.2)

Assim, '
) dx'(s)
(1) = —
Isto nos da a condigao para que a curva integral esteja contida no fluxo do campo. Sev € g, g
a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G, v é um invariante sob a acdo de g = exp(sv) € G*.
Em nossa abordagem, as solugoes de equagoes serao interpretadas como pontos de uma curva
integral no espago das solugoes, e tanto os elementos do grupo de simetria quanto os geradores
desse grupo transformam solucoes em outras solugoes.

o =¢ (xl(s),:BQ(s), ..,2P(s)) O; (1.1.3)

1.2 Equacoes algébricas G-invariantes

Seja F,(x) = F,(z',2%,...,2P) =0, v =1,...,r < p, no dominio
Spc M| F(x)=0vzeSp, vell,r (1.2.1)

um sistema de equagdes algébricas com posto (rank) r (isto é, o posto é maximo). Como o posto
é maximo, qualquer funcao f : M — R que seja nula no dominio Sg pode ser particionada numa
base em termos de produtos h”(z)F,(x), onde h¥(z) sdo funcoes suaves [10].

falr €Sp) =0 <= f(z) =Y W' (z)F,(x) (1.2.2)
pn=1

Seja G um grupo de Lie, e g sua algebra de Lie associada. Se o sistema F,(z) = 0 é G-
invariante, isto é, se ele é invariante sob a ac¢do de qualquer g € G tal que Fy,(g - x) = F,(x),
entao [25]:

v(F,)=0,Vveg (1.2.3)

! Vale mencionar que o mapa exponencial nio assegura a cobertura de G. Veja o exemplo em B.6.



Usando o resultado 1.2.3, encontramos:
V(F,) = (£0)F, = (0:F,)0, = ¢(0iF,) (da',8;) = (da'O;F,,,&9;) = (VF,,v) =0 (1.2.4)

Em 1.2.4 fizemos uso do fato de que {0;} € V é uma base cartesiana e {de‘Z} € V* é a base
do seu espaco dual. Logo, o gradiente VF,, é perpendicular a v. J4 que o gradiente de uma
funcao pode ser visto como um vetor normal & superficie de F),(x) constante em uma variedade
p-dimensional M e existem p — 1 vetores linearmente independentes de v, haverd p — 1 de tais
superficies. Ou seja, existem p — 1 solugoes F} (r)=¢,j=1,....,p—1,paracadav =1,...,r.
Tomando a variagao AF}y:

" oF)
oxt

=1

AF) ~ Az’ =0 (1.2.5)

Observando a expressao no pareamento dual 1.2.4, ela nos sugere que:

Azt
&

com o uma constante. Tomando o limite Az’ — dz’ encontramos a equacdo caracteristica de
v (Fy,):
dx! B da? B _ daP
ae e
Resolver cada uma das equagoes em 1.2.7 nos d4 p — 1 invariantes F7(x) para cada v do
sistema.

(1.2.7)

1.3 Prolongamento de campos vetoriais

1.3.1 Prolongamento de variaveis no espago de funcgoes

Seja x = (:Ul,...,.’IJp) € X variaveis do espago base X e u = (ul . ..uq) € U variaveis no
espaco U das fungoes de z. Definimos o operador derivada total por
d d
a=1.J=0 J

Na definigao 1.3.1 o simbolo J denota um multi-indice ndo ordenado dos indices das varidveis
x. Por exemplo, para p = 3 temos os indices i = 1, 2, 3; quando J = 2, temos o seguinte conjunto
de fndices: {11,12,13,22, 23,33}, ou, denotando as varidveis, {z'z!, 2'2? 223, 2222, 2223, 2323},
Essa defini¢ao nos permite interpretar derivadas de fungoes como um operador que substitui uma
varidvel por outra. Deste modo, u$* = D;u® é uma varidvel algébrica tanto quanto z' e u®; isto
é o que significa prolongar as varidaveis. O espaco J" (X x U) ao qual todas essas varidveis
pertencem é chamado o n-ésimo fibrado de jatos de X x U, e o indice n indica a ordem das
derivadas totais de u. Assim como derivadas parciais, o operador derivada total satisfaz a regra
de derivacao de Leibniz e comuta com qualquer outro operador derivada total. Equacoes dife-
renciais passam a ser interpretadas como funcoes diferenciais: A(z, f(x)) — A(z, u(™), onde n
é a ordem da equacio e u(™ = pr(")(u) é o n-ésimo prolongamento das varidveis u, isto é, todas
as varidveis prolongadas até a n-ésima ordem.

u™ = pr(") (w) := (U, Uy s Wigigs - -+ s Uiyin..in) ij=1,...,p (1.3.2)



1.3.2 Abordagem para equacgoes diferenciais

Seja A, = A, (z, u(”)) = 0 um sistema de equagdes diferenciais de posto maximo em M ™)
JU(X xU), e (z,u) € M C X xU, comz = (x',...,2P) as p varidveis no subconjunto de
X, u = (ul,...,u?) as varidveis no espaco das solugdes contido em U'. Se v € g é um campo
vetorial associado ao grupo de simetria G de transformacoes em M que preservam A, = 0,
podemos escrevé-lo como:

P q
1 9 a 9
v = ;Zl &'(x,u) py + a§:1¢ (x,u)% (1.3.3)
O prolongamento (infinito)? de v é definido por [10]:

prv:=v-+ i i G <a:, u(m)> aaa (1.3.4)

a=1J=1 v
com a funcao diferencial 5 dada por?
P P
o9 (x u<m>) =Dy | ¢%(@u) = Y Emuwud | + Y Eugy (1.3.5)
i=1 i=1
e m dependendo de J. Se v € g, entao:
prv(A,) =0 (1.3.6)

A equagao 1.3.6 constitui a conclusao do teorema central do prolongamento de campos
vetoriais para sistemas de equagoes diferenciais, e este é o teorema que sustenta os resultados
aqui obtidos. Sua prova é complicada o suficiente para nao dedicarmos espaco a ela aqui, mas
pode ser encontrada em [10].

Uma vez que A, = 0 tem posto maximo ordem n e o prolongamento de v atuando sobre
A, é uma funcao diferencial de ordem m > n que é nula no espaco das solugoes M ™ < M (™),
podemos particiond-la em termos de operadores diferenciais, analogamente ao que fizemos em
1.2.2.

prv(4A,) = ZT: i P17 (x,u(m)) DA, (1.3.7)

p=1.J=0

1.3.3 Comentario sobre a abordagem para lagrangianas

Outra aplicagao interessante para o prolongamento de campos vetoriais é o estudo de sime-
trias variacionais para uma acao S[u] = fQ L (x,u(”)) dPx. Seja g € G um elemento do grupo
de Lie G que atua nas variaveis = e u. O prolongamento de g atua também sobre as variaveis
prolongadas [25].

prg- (z,u™) = (i‘,a(")) (1.3.8)

! Tal que uma solucio f(z) de A é um valor fixo de u

2 As equagdes diferenciais consideradas, sobre as quais o prolongamento dos campos atua, sdo de ordem finita.
Por conseguinte, ndo haverd derivadas de ordem infinita, nem um ndmero infinito de coeficientes.

3 Estamos assumindo que apenas subindices de u representam derivadas totais; para qualquer funcio diferencial
f adotamos f, = 0y f, a menos que digamos expressamente do que trata o indice, como em 1.3.5.
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Se G é um grupo de simetria variacional de S, entao teremos:

S[u] = /QL (a: u<”>> &Py = /QL (@,am)) &7 (1.3.9)

Sendo v € g um gerador do grupo de simetria G, entao a férmula abaixo é verificada [25].
p .
prv(L)+ LY D& =0 (1.3.10)
i=1

Para a abordagem de jatos do chamado problema inverso, aquele de encontrar a lagrangiana
dadas as equagbes de movimento, veja [1] e [10].
1.4 Forma evolucionaria de campos vetoriais e simetrias generalizadas

Vamos renomear a expressao que aparece entre parénteses em 1.3.5, sobre a qual o operador
derivada total atua, por Q<.

Q“ (ac, u(l)) = ¢%(z,u) — ijgi(x, w)us (1.4.1)

i=1

A funcao diferencial Q* é definida como a funcao caracteristica do gerador v, e tem ao todo
p—+q+pq varidveis. As expressoes em 1.3.3 e 1.3.4 para o campo e seu prolongamento se tornam,
respectivamente:

" ar (1) 9 = o) . 0
V:ZQ (z,u )%‘1‘25(%,“) axi_‘_ui%
a=1

(1.4.2)

q 9 00 P
prv =3 Q@) 505+ 330 (@ @) 5

a=1J=1
2Ny R - d
+Z§’(az,u) (axi +Zl (uf‘ua +;“3’6u3>> (1.4.3)
O operador com coeficiente £ em 1.4.3 é apenas a derivada total 1.3.1. Denotando
q ) 9
v = ;QO‘ (:E,U( )> e (1.4.4)

definimos a forma evolucionaria de v como:

p
~ 0 0
=1

Seu prolongamento assume a forma:

/4

q oo
Prvzprv@+2£i($,u)Di ; prvg = ZZDJ (Qa(:p,u(l))>

=1 a=1J=0

— 1.4.
oug (1.4.6)
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Ja que D;(A,) = 0 é trivial no espago das solugoes, se v € g, entao:

P

0=prv(A,) =prvo(A,) + > &(z,u)Di(A,) = prvo(A,) (1.4.7)
=1

Conclui-se que a tunica parte relevante do campo prolongado que atua em A, é a sua parte
evolucionaria v.

A forma evoluciondria de um campo cuja caracteristica depende em (z, u(l)) é relacionada
a simetrias geométricas (de primeira ordem) do sistema A,. Podemos estender a dependéncia
das caracteristicas para derivadas totais de u com qualquer ordem.

Qa <.’IJ, u(n)> - QOc (.’I), Uy Ujy y Uiqigy - - - 7ui1i2...in> (148)

Todos os subindices i; em 1.4.8 varrem o intervalo [1,p] e temos ¢ geradores com carac-
teristicas de ordem até n. Chamamos de simetrias dinamicas', ou generalizadas, aquelas que
surgem de geradores para os quais n > 1. Definindo a notacao para o fatorial ascendente
(também conhecido como simbolo de Pochhammer) e o fatorial descendente (também chamado
poténcia fatorial), respectivamente, por:

__I'(b+n) ro+1)

by i = —————= b, = ———-— 2 — 1.4.
(n) INORE M T+ 1—n) (14.9)
o numero total de varidaveis da caracteristica em 1.4.8 é:
p+q2% (1.4.10)
=0 7

Desta forma, escrevemos as expressoes para geradores de n-ésima ordem e seu prolonga-
mento?, respectivamente.

q
P
— Q% (z,u™ — (1.4.11)
=320 ()
q o0
prvg=>.Y D, (Qa(x,u("))> aia (1.4.12)
a=1J=0 J

1.5 Operadores recursivos para equagoes diferenciais lineares

Para sistemas lineares, podemos representar A3 pela acdo de um operador €, independente
de u e suas derivadas totais, atuando sobre a g-upla wu.

A (x,u(")> =Qu) = z:lﬁaua = Z Zf({(a:)DJuo‘ (1.5.1)

a=1J=0

! Em oposicao a simetrias geométricas.

2 Veja [10] para uma discussio sobre as dificuldades que surgem para a exponenciagio de tais geradores.

3Vamos suprimir o indice v para ndo sobrecarregar a notacdo. Deve-se levar em conta que teremos um
operador €, para cada equagdo A,, totalizando r (o posto do sistema) operadores.
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Seja vg a forma evolucionaria de um gerador de simetria do sistema linear A. Seu prolon-
gamento sobre A é dado por

MQ
Nk

prvo (4) = (D@ u) 52 [ 303 5 (@) Dscu”
=2 Jfi@) (DJQ“(%" u("))> =Q(Q)=0 (1.5.2)
a=1J=0

Seja Q' (:):, u(m)) = R(u) a caracteristica de um gerador linear de A, dada pela agao sobre
u de um operador diferencial R que nao depende em u nem em suas derivadas totais. Entao,
para qualquer caracteristica ) (:n, u(l)), temos que R(Q) também é caracteristica de um gerador
de A. Sendo assim, R é dito um operador recursivo. Para provar o que acabamos de dizer,
consideremos o prolongamento de v sobre A, tendo em vista a relagao 1.5.2.

prvo (A) = QQ") = QR (u) (1.5.3)

Enquanto isso, de 1.3.7 nés temos que

prvo(A) =R(A) = RQ(u) (1.5.4)

onde R é algum operador diferencial que nao depende em w, nem em suas derivadas totais. As
equacoes 1.5.3 e 1.5.4 nos dizem que

QR = RQ (1.5.5)

identicamente no espacgo das solucbes. Agora nds podemos provar que se () é a caracteristica de
um gerador de A, entdo R(Q) também é.

pr VR(Q)(A) =QR(Q) = 7~RQ(Q) = Rpr vg(A) (1.5.6)

E facil perceber que a atuacao de qualquer produto (composigao) de operadores recursivos
também é um operador recursivo. Para ver isso, seja (Q uma caracteristica do sistema A e R’ e
R” operadores recursivos que satisfazem a relacao 1.5.5.

QR = R'Q; QR" =R"Q (1.5.7)
Logo,
prvriri(g) (A) = QR'R(Q) = R'OR'(Q) = R"R'QQ) = R"R'prvg (A) (1.5.8)

FEm geral, se R é um operador recursivo, também o sao todas as suas poténcias, o que nos da
uma familia de infinitos geradores. Veremos em 3.2 que podemos definir um produto associativo
de campos vetoriais através de prolongamentos. A algebra U(g) construida a partir de todos os
produtos dos geradores recursivos em g é chamada de dlgebra envelopante universal de g [17].
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2 Simetrias geométricas da equagao de Schrodinger unidimen-
sional

O método de prolongamento de campos vetoriais é 1til para encontrar solucoes de sistemas
de equacoes diferenciais e suas transformagoes de simetria. Se o sistema ndo possui simetrias, o
método perde seu valor. Felizmente, muitos dos sistemas da fisica possuem simetrias devido a
conservacao de certas quantidades na natureza; a equacao de Schriodinger, por exemplo, cons-
titui um sistema mecanico auténomo (o potencial é independente do tempo), o que assegura a
conservagao da energia [28]. Os geradores de simetrias geométricas sao encontrados para todos
os potenciais de poténcia na equagao de Schrodinger. Transformacoes de similaridade relaci-
onam diferentes potenciais e nos permitem mapear os geradores de simetria de um potencial
para o outro. Para o caso mais simples da particula livre damos um exemplo de como obter
solucoes particulares através de invariantes e encontramos os elementos de grupo que surgem da
exponenciacao dos geradores.

2.1 Vinculos sobre os geradores para um potencial arbitrario

A equacao de Schrédinger unidimensional com potencial real V(x) pode ser escrita como [29]:

At (2,8)) = ang,t) + aawa(;; D aV (5) 6 () = 0 (2.1.1)

com a = h/2im’.
Fazendo u a variavel no espago das solugoes, de tal modo que em um ponto P, deste espaco
ulp=p, = ¥ (x,t), a equacdo 2.1.1 se torna

AEA(w,t,u(2)> =ut + aug, —aV (z)u=0 (2.1.2)
e o campo vetorial mais geral v é dado por
v =x(z,t,u)0x + 7 (x,t,u) O + ¢ (x,t,u) 0, (2.1.3)

Para o prolongamento de v, de 1.3.4, nés temos

0

prv:v+Z@J[u]a—uJ; J#0 (2.1.4)
J

onde @ j[u] é dado por
Dy[u] = Dy (¢ — Xt — TUt) + XUay + TUrg (2.1.5)

com Dj o operador de derivada total definido em 1.3.1.
A aplicacao de 2.1.4 sobre A nos d4 um novo sistema de equagoes diferenciais parciais.

prv(A) =&, +ad,, —aVyux —aVeo =0 (2.1.6)

A equacao 2.1.2 é uma equacao algébrica e, portanto implica que uma das variaveis pode ser
escrita em termos das outras, tornando-a uma varidvel dependente no subespaco das solugoes.

! No que vem a seguir, vamos eliminar i dos calculos para simplificacio. Quando se queira, basta substituir
a = h/2im para, por exemplo, verificar a hermiticidade de algum gerador.
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Podemos substituir uz, = Vu — uz/a ou up = a(Vu — uge)'; a substituicio de v em termos wu;
e Uz, pode implicar em divergéncias devido ao potencial. Adotaremos a convencao de sempre
substituir a variavel u;, de modo a termos derivadas totais apenas em x. Depois de substituir o
vinculo uy = a (Vu — ug,) de 2.1.2, ndés derivamos a seguinte expressao para ®; e O,

b, = ((;St + aVugy, — a*V2ulr, — aVUTt) — (xt + aVuxy) uy

2

+ (an — apy + 2a2VuTu) Uge + XUz Ugy — a2Tuum

D, = (Ppe — AV Uty — 2aVyuts) + (2000 — Xaz — 26V Uty — 2aV 1, — 2aVuty,) uy
+ (Puw — 2Xan — AV uTyy — 24V 1) ui - qui + (Pu — 2Xz + Ty — aVuTy) Ugy
+ (2a74y — 3Xu) Uplize + aTuuuium + aTuuix + 20Ty Ugrr + 20Ty Ug Ug e (2.1.7)

De 2.1.7, encontramos a forma explicita de 2.1.6:

prv(A) = (czﬁt + aVug, — a*V2*ulr, — aVur + A}y — a*Vury, — 2a*Vyur, — aVyuy — quﬁ)
+ (2a¢m — aXaz — 202V Uty — 2a°V 1, — 20*Voury, — xt — aQVuxu) Uy
+ (aqbuu — 20Xz — 2V UTyy — 2a2VTu) ug
— Xty
+ (apu — 2axs + @* 7oy + ati — agy + a*Vuty) Usy
+ (2a27m — 2axu) Uy Ugy
+a27'uuuium
+202 Ty U
+20% 7 g Ugpe = 0 (2.1.8)
Levando em conta que as derivadas totais de u sao varidveis independentes e que V, x, 7

e ¢ dependem apenas em x, t e u, os coeficientes dos monoémios das varidveis prolongadas em
2.1.8 precisam ser anulados de acordo com o resultado 1.3.6 do teorema central.

=0, 7,=0 = T=1(t)
x«=0 = x=x(=1)
Tt =2Xze = Xz = Xz (1) = xX=7{)x+4d(t); e = 27

G =0 = ¢»=a(x,t)u+p(z,t)

1 1
2Py =Xt = gy =y = o (yx +6;) = a= ” (wa® + 26,z + p(t))  (2.1.9)

Conseguimos explicitar a dependéncia em x (exceto por B(x,t)), e a unica dependéncia em
u é linear para ¢. Logo, restam apenas os coeficientes de u e de 1.

o+ aVupy, —aVur + ap,, —aVyux —aVe =0 (2.1.10)

! Algo parecido com a escolha em transformadas de Legendre entre lagrangianas e hamiltonianos, onde podemos
escolher entre aumentar a ordem do sistema ou o ntimero de varidveis [28].
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Usando as expressoes encontradas em 7, x e ¢ em 2.1.9, a equagao 2.1.10 se torna
1
au + By + aVua — 2aVuy + §'ytu + afrr — aViuyxr — aVyud —aVau —aVp =0
1
= (at —2aV~y+ S aVyyx — qu;5> u+ (Bt + afze —aVPB) =0V u (2.1.11)

Para o coeficiente de 1, encontramos que S é qualquer funcao que satisfaca a equacao de
Schrodinger.

Bt + afrs —aVB = A(z,t,5) =0 (2.1.12)

Os geradores vg = 30, constituem uma subdlgebra abeliana de dimensao infinita. Para o
coeficiente de u em 2.1.11, depois de escrever « explicitamente, encontramos:

1 1
Ta (%t.rQ + 20px + pt) —2aV~y+ 5% —aVyyr —aVyd =0

= ’ytth + 20px + pr — 8a2V7 + 2ay; — 4a2Vx7:E —4a*V,6 =0 (2.1.13)

A equagao 2.1.13 nao tem qualquer dependéncia arbitraria em x e nenhuma dependéncia
em u. Além disso, ela é de primeira ordem em p e de segunda ordem em v e §, totalizando 5
constantes arbitrarias. Reparando que 7, = 27, teremos ao méximo seis geradores linearmente
independentes em 2.1.3.

2.2 Geradores para potenciais de poténcias

Em [30] foi mostrado que a equagado linear de Schrédinger em 1 dimensao com potencial
V(x,t) = y1(t)2? + y2(t)x + 73(t) +iv4(t), para certas funcoes reais 71, 72, 73 € v4 de t, é equi-
valente a equacdo para a particula livre'. Em 2.3, apresentaremos transformacoes relacionando
potenciais V (z) = a12% + agx + a3, para quaisquer constantes ap, as € as, bem como potenciais
V(x) = biz? + by/x? + b3, para quaisquer constantes by, ba e b3. Nos exemplos que se seguem
vamos considerar apenas os potenciais de poténcias e substitufmos V(z) = vyz* (X e vy sdo
constantes) explicitamente em 2.1.13.

v + 20 — 40’y (2 + N2t — 4a2 vy szt + (pr 4+ 2ay,) =0 (2.2.1)

Nos casos em que A é diferente de —2, 0, 1 e 2, a nica maneira de satisfazer a equagao 2.2.1
é deixando vy =6 = py = 0. Assim, 7 = ¢1 e p = ¢co. Os geradores sao

vy =0
Vo = u@u
U = oz, )0, (2.2.2)

onde (x,t) é qualquer solugio de 2.1.1%2. Para A\ = 0, 1,2, nds temos seis geradores linearmente
independentes, enquanto para A = —2, nds salvamos duas constantes de v mas nenhuma de ¢,
restando quatro geradores linearmente independentes, dos quais dois deles sao d; e ud,.

! Para mais sobre cryptohermiticidade e equivaléncia entre equacdes de Schrédinger com potencial real e
complexo, vide [31].

2E fcil provar que os geradores ud, e ¥0, estdo sempre presentes para qualquer equagao linear, enquanto O
estd sempre presente para qualquer sistema mecéanico auténomo.
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2.2.1 Caso constante: V (z) =0

Antecipamos que é sempre possivel obter uma equacao de Schrodinger equivalente adicio-
nando uma constante ao potencial (veja 2.3). Substituindo vy = 0 em 2.2.1, a equacao passa a
ser

’Ytth + 2042 + pr + 2ay: =0 (2.2.3)
A solucao desta equagao é
YV =0=>v=cit + c2
0t =0 =0 =cgt+c4
pr = —2ayy = —2ac; = p = —2act + ¢k (2.2.4)

Reescalonando ¢ + ¢5/4a e substituindo os resultados em 7, x e ¢, encontramos os geradores
linearmente independentes.

Tt:2'y:>T=C1t2+2C2t+CG
X =7+ = x =citr + cox + cst + cy;

1 1 1 1
p=au+p = " (fyth + 20 + p) u+f = <4acw2 4 25 C3% ~ iclt + C5> u+p  (2.2.5)

Lembrando da expressdao para v em 2.1.3, escrevemos os seis geradores (mais os geradores
{¥} da subdlgebra abeliana) numa certa base.

1 1
2y = t20; + tzd, + <4a$2 — 2t> udy

1
zZ0 = Qt&g + x&r — iuau

Z_:at

wy = %u@u
w_ = —0y
W = (t, 1), | A () = 0 (2.2.6)

2.2.2 Caso linear: V (z) = wx

Para o potencial linear V(z) = wz, 2.2.1 nos dé:
Ya® +2 (6 — 6a’wy) z + (pr + 207y — 4a°ws) =0 (2.2.7)
Resolvendo para v, d e p:
=0 =y=at+c

0 — 6cra’wt — 6c0a°w = 0 = § = cra’wt> + 3eea’wt® + (3a2wc6 + cg) t+ca

=0 = cra’wt® + 3cpa’wit? + (2a2w06 + 63) t+cy

pr = 4a’wé — 2ay; = 4cla4w2t3 + 1202a4w2t2 + 866a4w2t + 403a2wt + 4C4a2w — 2c1a

=p = cra’wtt + 4ea*W?t + degatw?t? + 2eza’wt? + dega’wt — 2¢qat + ck (2.2.8)
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Substituindo o resultado em 7, x e ¢:

T :clt2 + 2c¢ot + ¢4

X =77+ 0= x = c1 (tr + ’wt’) + c2 (7 + 3a’wt?®) + 2cea’wt + c3t + 4

1
¢:au+B=@(%x2+25tx+p)u+B

z? 3awt’x T adw?t! 3 9,3
=>¢p=(cn—+c + 3coawtx + cgawx + c3— + ¢1 + coa”wt
4a 2 2a 4
3 2,9 awt? t
+cga’wt” + c3 + cqawt — 1y +ecs |u+p (2.2.9)
encontramos os geradores:
2y =20, + (to + d®wt®) 0, + L2 4 Sawite + Ladu?t — 2e) wo
* ! * 7 \4a” 2 4 27)
1
20 = 2t0; + (:c + 3a2wt2) Op + <3awt$ + adw?t? — 2> udy
z_ = 0y + 2a°wtd, + (Bawtx + awz)
1 1
wy =t + | =—x + ~awt?® ) ud,
2a 2
1
wy = %uﬁu
W_ = —0p — awtuOy,
U =(t, )0y | A () =0 (2.2.10)
2.2.3 Caso quadratico: V (r) = 1222
Vamos trabalhar agora o caso quadratico V(z) = v2z2.
%txg + 26px + pr — 8a2u27x2 + 2ay — 8a21/2'y:v2 —8a*V%5r =0
= (%t — 16CL2V2’7) 22+ 2 (5tt — 4a21/25) T+ pt+2ay =0 (2.2.11)
Resolvendo para v, § e p:

Yoo — 160?10y = 0 = v = c1e*™" + cge ™

O — 46225 = 0 = § = cge®™t 4 cpe 2!

pr = —2ay; = p = —2ay + ¢5 = —2ac e — 2acre™M 4 ¢ (2.2.12)
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Depois de substituir 7, x e ¢, encontramos:

1
Tt =2y =>T= 507 (cle4a”t — 0267461%) + ¢

X =7z + 0 = x = 1™z 4 coe 1y 4 c3e? ™ 4 che 2

1
¢:au+ﬁ=£(%x2+25ﬂ+p)u+ﬁ

- _ 1
¢ _ <V61€4a1/t$2 — vesge 4a1/tx2 + I/Cg@QthLU — veye 2a1/tx . §Cle4aut

1
—5626*4“” + C5> u+ B

Os geradores sao

1
Zy = rei‘m”t (8t + 2avzd, + 2av*2*ud, F al/uﬁu)
av
1
=—0,
0 2av "

wy = et (£0; + vaud,)
wo = 20U0y,

W = (t,2)0 | A (1) = 0

2.2.4 Potencial do tipo Calogero: V (z) = r/z?

(2.2.13)

(2.2.14)

No potencial do tipo Calogero V (z) = r/2?, r é um parametro adimensional e ndao pode
ser reescalonado mudando convencgoes de unidades de medida; veremos mais sobre isso em 5.

Substituindo o potencial em 2.2.1:

8a’r 8a’r 8a’r
Yea® + 200 + pr — 274‘2@%4-727—5-73
x T x

6=0
Resolvendo para v, § e p:

Yit =0 =v=rcit+c2
6=0
pr = —2av = —2ac; = p = —2acit +c3

Substituindo em 7, x e ¢:

Tt:27:>7':clt2—|—262t+04

X:7$+5:>X201t$+02x

2

1 9 T t 1
= = — 2 fr— — — — JR—
o=au+pf 4a(%$ + 5tx+p)u+,8 <Cl4a 012+634a>u+ﬁ
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Os geradores estao listados abaixo.

1 1
zy = t20, + txd, + <4a:c2 — 2t) udy

1
zZ0 = 275(915 + $(91« — iuau

= 8t
wy = %ua
U =(t,x)0u | A(1p) =0 (2.2.18)

Estes sao os mesmos geradores que aparecem em 2.2.6, excluidos w+. Note que r nao aparece
em qualquer dos geradores, ji que —8a?V~y e —4a®V,yx cancelam, e § = 0 implica —4a?V,,0 = 0,
sendo estes os trés inicos termos em 2.2.1 onde o potencial aparece.

2.3 Algebra de Schrodinger e isomorfismo

Para os geradores em 2.2.6, 2.2.10 e 2.2.14, temos a mesma relacdo de comutagao (os ge-
radores em 2.2.18 satisfazem essas relagoes se excluirmos w4 ). Abaixo se encontram todas as
comutacoes nao nulas.

20, 24| = £224

20, W] = Fwy

[

[

[24,2-] = =20

[, w-] = wo

[24,w ] twy

[V, U] = Uy = ¢y (t, )0y | A(Yy) =0 (2.3.1)

Os geradores wy e wy fecham a &dlgebra de Heisenberg [29], heis, enquanto os geradores z4
e 2o fecham o sl(2,R) (B.6.5). A é&lgebra em 2.3.1 é a soma semi-direta dessas duas algebras
e se chama &lgebra de Schrodinger [32-34] sch = heis x s[(2,R). Nesta escolha particular para
a base da algebra, descobrimos que o peso de um gerador é dado pela constante de estrutura
da comutacdo de zp!, & esquerda, com o gerador em questdo & direita. Denotando os geradores
de cada caso como Vv para o caso constante, v para o caso linear e v para o caso quadratico,
existem transformacoes de similaridade S” e S relacionando o potencial constante ao linear e ao
quadrético, respectivamente. Para V(z) =0 — V(z) = wz, a transformagao de similaridade é

S/ _ efa2wt28167awta:u8 fga 3w2t3udy (232)

Através de 2.3.2, encontramos exatamente os mesmos geradores que em 2.2.10.

S'vs Tl =+ (2.3.3)

2

Para ligar os potenciais V (z) = 0 e V(x) = 1222, a transformacio de similaridade é

1O tinico membro da subélgebra de Cartan.

20



com as funcoes M, R e h dadas por

M =In(cosh(2avt))

1 1
R :ZVI’ZSiDh(Zlal/t) + §1n(sech(2a1/t))

1
h =h(t)|e"te % = —tanh(2avt) (2.3.5)
2av

Nao encontramos a forma exata de h(t), mas podemos fixar seus coeficientes na expansao
de Maclaurin para satisfazer a condicao em 2.3.5. Os 50 primeiros coeficientes estao listados em
E.5. A transformacao muda a base em 2.2.14 da seguinte maneira.

1 - ~
£’+ = S§+S_1 = 4(17(24_ +z_ — Z())

Zo = SE()S_l = :27_;,_ —Z_

5. =8z St =a(Z +7- 4+ %)

. e 1 ~
w4 = SU)+S 1 = m(’lﬂ-f +U}_)
1
Wy = S’LT)()Sil = —wy
4av
1, -
w_ = Sw_S! = 5 (@ — ) (2.3.6)

Os geradores v satisfazem as mesmas relagoes de comutagdo que aquelas em 2.3.1. Se
quisermos passar do caso linear para o quadratico, devemos usar a transformacio SS’~!. Como
transformagoes de similaridade sao bijegdes (todos os mapas podem ser invertidos), os trés
casos estao completamente relacionados. Além disso, podemos sempre adicionar uma constante
b ao potencial através da transformacio de similaridade S” = e~ %" ¢ obter uma &lgebra
equivalente, recuperando a &lgebra original com a contracdo b — 0. No caso do potencial
quadratico, basta uma translacdo x +— x’ + ¢ para obter um termo linear extra no potencial.
Com tudo isso, temos que todos os potenciais do tipo V() = a12? + azx + a3 sdo equivalentes.
Como todos os geradores 2.2.18 estao presentes em 2.2.6, eles sdo mapeados por 2.3.4 nos
geradores 2.2.14 excluidos w+. Veremos na secao 5 que o potencial equivalente ao de Calogero
por 2.3.4 possui um termo quadratico extra. Isso completa a equivaléncia entre potenciais do
tipo V(z) = biz? + by /2% + bs.

2.4 Solucgoes particulares através de invariantes
Uma forma de encontrar solucgoes particulares de A é através de invariantes especificos.
Vejamos um exemplo simples.

2.4.1 Solucao de onda plana para a particula livre

Solugoes de onda plana sao fungdes do tipo ¢ (x — ct) que resolvem A (z — ct, v (z — ct)) = 0.
Para V(z) = 0 em A, podemos obter esse invariante com a combinacao linear v = 0; + c0,.
Escrevendo a equagao caracteristica para v, encontramos

d dt
v:—cw_—l—z_:cax+8t:>—x:T:>:c—ct:e (2.4.1)
C
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onde ¢ e € sdo constantes. Isto confirma que existem solucoes de onda para A. Mudando as
variaveis através de x — ¢t = y, examinemos como mudam as derivadas.

Op(z—ct) Oydply) _ dvl(y) — W(z—ct) dydi(y) _dy(y)

ot ot dy dy ; ox COx dy dy

(2.4.2)

Reescrevemos a equagao em termos da nova varidavel como A (y, ¥ (y)).

d d? d c c
A:—c;§+aci;§:0:>;gzcleay:¢2026ay+(:3
Para a particula livre, é bem conhecida a solu¢ao fundamental (em unidades de medida do
sistema internacional) [29]:

V2mE

(1) = A

SlS!

1) (2.4.3)
Escolhendo ¢ = \/%, co = A e ¢3 = 0 encontramos ¥ (z,t) = 1o (z,1).

2.5 Transformacoes de grupo das solugoes de A

Para encontrar as transformacoes de grupo de um parametro associadas a um gerador, uti-
lizamos 0 mapa exponencial. Mostraremos as transformagoes do tripleto (z,t,u) € M C X x U
que surgem da exponenciagdo dos membros da algebra de Schrodinger para a particula livre.

2.5.1 Acao de G sobre A para V (z) =0

Vamos trabalhar em detalhes a transformagao de exp (szi); para os demais geradores o
calculo é mais simples e apenas listamos as transformacoes de grupo. A coordenatizacdo em
questao para a curva integral é ¢ (y(s)) = (z(s),t(s),u(s)). Desta maneira, as derivadas das
varidveis z, t, e u no parametro s nos da os coeficientes & (x (s),t(s),u (s)) do gerador z,.

at dx du 2t

“_p . e _fr F 2.5.1

ds Cods U s <4a 2) " ( )
A derivada mais a esquerda nos diz quem é ¢ depois de um fluxo [27] Fs(tg) = v, (s)

(ignorando x e u, j& que dt/ds depende apenas em t). Substituimos, entao, este resultado na
equacao seguinte, e assim por diante.

2t t 5
t= O . z= %; u = ug (1 — SO) exp [%t:s] (2.5.2)
2~ sto (1-3) 2 Gato (1 — o)

Assim, encontramos o fluxo (transformagao de grupo de um pardmetro) do ponto inicial
Py = (g, to, up). Para qualquer ponto P = (x,t,u) € M, teremos

exp(sz4) - (@, t,u) = g1 - (z,t,u) = (&, {, ﬂ)l

4 2t 2 — st 42
= , , U ex 2.5.3
((2 — st)2 2—st 2 P [3at(2 — st)g] > ( )

Isto nos diz que se o ponto P = (x,t,u) estd na curva integral, entdao o ponto P; = (:Tc, t, ﬁ)l
também estd. Traduzindo para a linguagem de equagoes diferenciais, se (z,t,u) é uma solugao
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de A, entdao também o é (:E, t,ﬂ)l. Em analogia com simetrias de equagoes algébricas, esta
transformacao deixa A invariante:

A(z,t,a), = A(z,t,u) =0 (2.5.4)
Isto é equivalente a
prz4 (A(x,t,u)) =0 (2.5.5)
Para ver como ¢; transforma as fungoes v (z,t), devemos inverter as varidveis na trans-
formacao.
2f 2 — st)’7
t= m; T = (4) (2.5.6)

e substitui-las em 1; (.i', ﬂ

~ _ 2
i= 9 (50) = vl ]

ex
2 P [3at(2 — st)3
A% 2t 2

i,?
Y <(2+ si)? 2+ s£> 2+ st P <6a£> (2.5.7)

Finalmente, ja que temos apenas varidveis transformadas (5:, t~) em ambos os lados da equagao
2.5.7 e ela é valida para qualquer par (35, ﬂ, trivialmente substituimos as mesmas pelas variaveis
originais.

~ 4 2t 2 z?
P (z,t) = g1 - (z,t) = ((2 T o st> Gy &P <6Mt> (2.5.8)

Deste modo, encontramos a transformacao de grupo do tripleto (x,t,u) para os gerado-
res remanescentes. Consideramos certa mudanca de base para deixar as transformagOes mais

uniformes.

exp (s(zo + awp)) - (z, t,u) = g2 - (x,t,u) = (50, t, ﬂ)Q = (xes,tegs,u)

) 2 ’t
exp(swy) - (x,t,u) = g3 - (x,t,u) = (:%, t,vj)3 = (x + st, t, uexp [SQJIS] )
a

exp(sz_) - (z,t,u) = g6 - (z,t,u) = (Z, ,0), = (z,t+ s, u)
exp(sW) - (z,t,u) = gy - (z,t,u) = (L, )y = (z,t,u+ s1)) (2.5.9)
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Transformacoes | Inversao | Dilatacao | Transl. temporal | Boost de Galileu | Transl. espacial

Geradores 24 zp + awy z_ W4 w_

Tabela 2.1: Transformacao de M através da exponenciagao dos membros de sch.

As transformacoes g5 e gy decorrem do fato de combinacées lineares de solugoes de equagoes
lineares também serem solugoes da mesma equacao; as demais transformacoes estao sumarizadas
na tabela 2.1. A transformacao que denominamos inversao é mais conhecida como transformacao
conforme especial. O fator 2 em gy - t = te? é chamado expoente dinamico critico [35] e tem
grande relevancia na fisica da matéria condensada [36]; dlgebras sch,, com z o expoente dinamico,
sao discutidas em [37]. Da tabela 2.1, notamos que todas as transformagoes sao conformes o
que aponta para a incorporacao da dlgebra de Schrodinger na dlgebra conforme [38].

2.5.2 Da solucao constante a solugao de onda plana para a particula livre

A acao de g3, depois da dilatagdo s — 2s, nos da:

~ 2t
(&, f,4), = <a: + 2st,t, uexp {M} ) (2.5.10)
a

Invertendo as varidveis por t =t e x = T — 2st e substituindo-as na expressao 2.5.10, teremos
apenas as variaveis transformadas (Z,t) em ambos os lados da equacao.

i =1 (3,8) = (& — sf,) exp (”;S%> (2.5.11)

Renomeando (i, ﬂ para (x,t), encontramos a transformagao de v (x,t) sob a agao de gs.

a

ST — 52
Vs (28) = g3 - 0 (1) = ¥ (& — st, 1) exp (t) (2.5.12)

Consideremos 1 (x,t) = ¢, a solu¢do constante. Transformando ¢ com a agao de g3, encon-
tramos:

s (,1) = g3 - ¢ = exp <3x_52t> c (2.5.13)

a

Transformando 5 por go com o parametro s’ = In [ s71y/L£ |, em seguida por g5 com o
por g p om | g por g

h

parametro s” = In % e lembrando que a = 57—, encontramos gs (s”) - g2 (s") - g3 (25) - ¢ = o (x, 1),

que é a solugao de onda plana 2.4.3.
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3 Traducao de prolongamentos para matrizes

Para fazer contato com o formalismo de operadores matriciais definiremos um produto asso-
ciativo * usando o prolongamento de campos. A transposicao de campos vetoriais, no entanto,
nao é irrelevante e pode implicar na substituicao incorreta de vinculos da equagao, o que nos leva
a definir um produto sutilmente diferente que serd utilizado nas proximas secoes. Concluimos
que nao apenas sistemas de equacoes nao-lineares, mas também sistemas de equagoes diferenciais
parciais matriciais tém um melhor tratamento com a abordagem de jatos.

3.1 Breve revisao de matrizes

Vamos limitar nossa revisao a matrizes quadradas. Uma matriz X é um vetor que pode ser
. ; 1 2 .. .
decomposto em uma base cartesiana {e;} = {e' ® e;} no R™ com o produto matricial definido
por:

ez cef = ef&f (3.1.1)

O indice superior indica a linha de entrada da componente, enquanto o indice inferior, a
coluna. As componentes podem pertencer a um espaco qualquer, o espaco L (H) : H — H das
transformacoes lineares atuando sobre o espaco de Hilbert, por exemplo. Uma matriz genérica
X pode ser decomposta como:

X =) X (3.1.2)
Y]

A operacdo de transposicao matricial é dada pela troca dos indices da base, mantendo fixos
os indices das componentes (ou o contrario, trocar os indices das componentes, mantendo fixos
os indices da base).

XT = Y xie = Y el (3.1.3)
i?j Z7]

Desta maneira, é comum escrevermos (XJ’:)T = (X T); = X/. Tomando o produto matricial
de X com outra matriz Y, encontramos a seguinte identidade para as componentes do produto:

XY= ) XjYfei=> (X -YV)jej= (X V) => Xy} (3.1.4)
il k il k

A composicao X;Ylk das componentes de uma matriz é dada pela natureza do espago ao
qual as mesmas pertencem e, geralmente, nao é comutativa. Por exemplo, o produto de duas
matrizes transpostas, geralmente, nao pode ser escrito apenas em termos das matrizes originais.

R EE D IR 9 SR IEED 3 LRI
gk 1 gk 1 ik 1

. T
=v-x)" + z; Zi=3 [X;., Yl’f} (3.1.5)
l

onde [-,] é o comutador de Lie.
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3.2 Isomorfismo entre operadores matriciais e prolongamentos

Uma representacao da base cartesiana {e;} que satisfaz o produto matricial é a representacao
diferencial. O isomorfismo entre as bases é dado por e;- — u' enquanto o produto é realizado

pela derivagao.

uly

ul

- ukd, = uid, (uk) Dyt = ', 6 (3.2.1)
Assim, a relagao entre as representagoes matricial e diferencial do so(3) é

L = quke; — Z Eijkl'zaxj (3.2.2)
(] (2]
Dadas as consideracoes sobre matrizes, passemos ao prolongamento de campos. Seja vp =

>ooPa(z,u ”)) Oy um campo vetorial no jato J" (X x U), com (z,u) € M C X x U e P, uma
funcao diferencial. Se o campo ¢é linear, a decomposicao se dd como segue.

VP—ZP <xu(”)>8a_ZPﬁ(zuﬁ(n>aa 27)6( ) 00
=22 @ (u)aua:ZngJ(x)uJaua

a8 J oB J
(3.2.3)

A soma no multi-indice J é feita de zero a n, a ordem do operador. Na penultima identidade,
nos explicitamos a forma dos operadores matriciais P em termos de derivadas totais em u com

coeficientes f(z). O contato com o método matricial aparece com o isomorfismo u?d,a eg,

onde eg ¢ a unidade com entrada na linha 3 e coluna o de uma matriz. Definimos a transposicao

Vg de um campo linear, similarmente a transposicao de matrizes, através da troca dos indices
a e ( da base, enquanto mantemos fixos os indices das componentes (ou vice-versa).

T

vh = ZPQ (uﬂ> Ouer | = ZPg (u™) Oyp = ZPS <u6> Oy (3.2.4)
a,B o,B a,B

: _ XAy MK A ~

Seja vg =3, , Qut 0y =3\ >k 95" (¥) uxOyr outro campo linear, com a soma em K

de zero a m. Queremos um produto isomorfico ao produto matricial; isto implica que o produto
deve satisfazer a relagao

VpxvQ = ZPﬁ B0ye *ZQ* M =D N PYQPo =Y (PQS WA, (3.25)

By A Byy

O prolongamento de um campo vetorial sobre outro nao apenas inverte a ordem dos opera-
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dores, ele também transpoe a ambos, bem como o resultado do produto.

prvp(vg) ZDL ZZ Oug ZZQ,?K($)U?( Our

a8 J A K

=33 Y R @D | YD @)l | saokon

L v\ K aB J
_ZZZQ DK (ZfﬂJ ) uv—ZZQ?Pﬁuﬁam

R T8«

T

=33 (@)L (PT)suton = [ 30 (Q7PT) w0 (3.2.6)

B8 @ 7,8

Se nds meramente invertermos a ordem dos campos no prolongamento, ainda teremos trans-
posicoes indesejadas. Logo, nosso produto x serd a transposicao do prolongamento da trans-
posicao do segundo campo sobre a transposi¢ao do primeiro; dito mais claramente:

VpAVQ = (prvg (vg))T (3.2.7)

Vamos verificar que, de fato, obtemos um isomorfismo com o produto matricial.

VpxVQ = Z Pguﬁaua * Z Q;‘u)‘(“)uw

T

=§FLZZ ] on [0 15 (0)ug | o,

L Ay K afB J

T

- ZZngJ(x)DL ZZgﬁK(:c)u} 656%0,

afB J L Ay K

T T

(ST s e (Suten)a) - (SR,

By « K By «

T

= |2 (PQJw s | =D (PQIu 0 (3.2.8)

Byy Byy

Desta forma, podemos alternar entre os métodos de prolongamento de campos e operadores
matriciais através do mapa o definido abaixo.

U:(Dj,uaaus,*)H(aj,e%,-) 0_1:(0J,e%‘,-)»—>(DJ,u°‘0u5,*) (3.2.9)

Podemos também usar o mapa o’.

o' (uG0,6 , %) — (e, -) o' (30, 1) > (uGDys , %) (3.2.10)
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Vejamos o exemplo de uma campo u = (u!,u?) e variedade base de Minkowski.

vp =b(x — t*)u 0, + 2b4u2yyyf(:r, )01 + 2us, (2% + y*)0y2 + abzu®d,»

T

IR bz — 20} z(2? +y?)0?
Ve 20ty f (z, t)axaj abx

VQ :f(tvxayvz)aul +9(t,l’7yaz)au2

f(t7 x’ y7 Z)
sver ( g(t, .y, 2) > (3:2.11)

Nao precisamos nos preocupar com a posicao das varidveis u§, contanto que elas estejam a
esquerda de J,5. Com o mapa o, todas as propriedades de operadores diferenciais matriciais
sao trazidas para os campos vetoriais (na forma evolucionéria): traco, determinante, conjugagao
hermitiana, associatividade do produto, transformacoes de similaridade, expansao em série,
(anti)comutacdo, etc. Porém, transposigdo nao é uma operacao tao natural para o prolonga-
mento de campos. Na verdade, vemos que as transposigoes que aparecem no prolongamento sao
necessarias para se substituir variaveis dependentes adequadamente; um exemplo que esclarece
o que estamos dizendo se encontra na secao D. Agora que a ponte para transitar entre os dois
métodos estd estabelecida, vamos finalmente definir o produto que vamos usar nas proximas
secoes:

vp®vg :=prvg(vp) (3.2.12)

O motivo para esta escolha é que queremos tornar a discussao mais tratavel para aqueles
com familiaridade com matrizes e que nao utilizam prolongamentos, sem, no entanto, prejudicar
o método que elegemos. Desta forma, deve-se ter em mente que serd necessario transpor os
geradores antes e depois do produto para estabelecer o isomorfismo.

Antes de prosseguirmos, vamos mostrar que esse produto é associativo. Primeiro, simplifi-
quemos a notacao denotando um campo pelo seu operador matricial de derivadas totais e sua
base simbolicamente como v4 = Ae. Através de 3.2.8, podemos escrever

Ae x Be = (AB)e (3.2.13)

Sabemos que o produto de operadores matriciais é associativo. Vamos usar esse fato para
facilitar a demonstracao da associatividade de .

(Aex Be) x Ce =(AB)ex Ce = ((AB)C)e = (A(BC))e = Ae x (BC)e
=Aex (Be x Ce) (3.2.14)

Para mostrar a associatividade de ®, vamos considerar campos transpostos e inverter a
ordem do produto em 3.2.6.

ATe@ BTe = (AB)Te (3.2.15)
Em analogia ao que fizemos em 3.2.14, demonstramos a associatividade de ®.

(ATe® BTe)® CTe =(AB) e ® CTe = ((AB)O) e = (A(BC)) e = ATe® (BC) e
=ATe® (BTe® CTe) (3.2.16)
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Apesar de ja termos o produto que vamos usar de agora em diante, vamos apenas mostrar
que o prolongamento também é associativo, e poderia nos servir como um produto. Definamos

Ae® Be := (BT AT)Te (3.2.17)
Consequentemente,

(ATem BTe)m CTe =(BA)Tem CTe = (C(BA))Te = (CB)A) e = ATem (CB)Te
=ATem (BTem CTe) (3.2.18)

De agora em diante, iremos transitar indistintamente entre termos especificos de operadores
e campos vetoriais. Uma vez que todas as correspondéncias estao plenamente estabelecidas,
assumiremos a convencao de Einstein para soma sobre indices “covariantes” e “contravariantes”
sobre todos os valores admitidos. Desta forma, o vetor vp podera ser escrito vp = P‘ﬁ"uﬁ Oye .
Também iremos preferir operadores de derivada total atuando em fungoes diferenciais, e ndo em
outros operadores. Desta forma, o produto ® sera

vp@®vg = (PQ)}u 0, = PIQY (m uﬂ<n>) Do (3.2.19)

A seguir, vamos abandonar a notagao ® para o produto de dois campos, assumindo que este
produto é dado pela mera composicao dos mesmos.

VpVQ =Vp @ VQ; (Vp)nZVp@@Vp@...Vp@V}::: (P”)guﬁﬁua (3.2.20)
n \7erZeS

Do mesmo modo, definimos o comutador e o anti-comutador de dois campos vp e vg.

[Vp,vQ] :==vpvg — vQVvp
{vp,vg} =vpvg+vovp (3.2.21)

A identidade para campos é I = u®0Jy«, que comuta com todos os campos lineares em wu,
mas nao comuta com simetrias pontuais (ndo dependentes em u) do tipo ¥*(z)0ye.

[1,9%(2)0ya] = e (1) s — 1’0,y (VDo) = 1Dy (3.2.22)

3.3 Justificando o uso de prolongamentos

Alguma justificativa deve ser oferecida para usar um método que necessita rever a definigao
de matrizes para traduzi-las em vez de simplesmente uséd-las. Nés temos algumas.

e Primeiramente, queremos ganhar familiaridade com a teoria de jatos. Prolongamentos
de campos sao novos campos no fibrado de jatos, e imerge a teoria de dlgebras de Lie
no maquinario da geometria diferencial, o que permite definir formas, tensores, conexoes,
foliacoes, etc., além de facilitar o estudo de invariantes topoldgicos através dos grupos
de homotopia, homologia e cohomologia. Estudar a teoria de jatos a nivel algébrico com
aplicagoes na equacao de Schrodinger, que talvez seja a equagado linear mais importante
para a fisica tedrica, é um bom comeco.

¢ Operadores diferenciais matriciais sao lineares e nao encontram correspondéncia no gerador
u?u’?(@m, enquanto na geometria diferencial usual a composigao de campos vetoriais nao ¢
definida, apenas o seu comutador (que é nao-associativo), e o campo vpvg nao faz sentido.
O método de prolongamentos generaliza ambos.
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e Lagrangianas sao funcgoes diferenciais nao-lineares, e possuem tratamento mais pertinente
com o método de prolongamentos, tanto para encontrar simetrias variacionais (e de calibre)
generalizadas, quanto para resolver o problema inverso.

e A interpretacao das fungoes de onda como geradores nao é assim tao irriséria. O método
matricial nao distingue um operador fun¢ao de uma fungao comum e a comutacao de ambos
é sempre nula; no caso de prolongamentos temos a varidvel u para distinguir um gerador
linear de um “pontual”; a equagao de Schrédinger tem infinitos de tais geradores pontuais,
cuja transformacao de grupo é a translagao de u. Sabemos que a algebra de Schrodinger
pode ser incorporada na algebra conforme!
nao-abeliana infinita através da recursividade dos geradores lineares. Outra dlgebra que
possui uma estrutura similar a esta é a algebra BMS estendida, que é uma generalizacao
da &lgebra de Poincaré, e é clamado que invariancia por tais simetrias é requisito para
teorias de gravidade quantica assintoticamente planas [39-41]. Ela é constituida da soma
semi-direta de uma algebra nao-abeliana infinita (superrotagoes) com uma dlgebra abeliana
infinita (supertranslagdes). Caso exista algum morfismo entre a algebra de geradores da
equagao de Schrodinger e a dlgebra BMS (estendida ou nao), a inclusao das solugoes na
algebra pode desempenhar um papel importante.

e na préxima se¢ao construiremos uma algebra

e No produto de operadores, os operadores a esquerda atuam nos operadores a direita e “de-
pois”. Na verdade, devemos considerar que estamos atuando esse produto numa funcgao
(ou uma matriz de fungoes), para entao extrair o resultado do produto. Quando o operador
a direita é uma funcgao torna-se ainda mais confuso saber se o operador deve ou nao seguir
atuando, pois nao temos o operador de derivada para delimitar a atuacao. Este problema
complica quando lidamos com ordens superiores e matrizes grandes. No método de pro-
longamentos nao precisamos atuar operadores no vazio e nem em fungoes artificiais, mas
nas caracteristicas dos préprios campos, que sao fungoes diferenciais. Deixe-nos comparar,
passo-a-passo, um caso simples com os operadores Dy, — Opy € z2u0, — 22

Oppt® = 0. (2 + :UQ&T) = 2+ 220, + 200, + 2204y = 2 + 420, + 120,y

Dm(xQU)(?u = (qux2 + Q(DII2)(DIU) + xQDmu) Ou = (2u + dzuy + x2um)8u

Isso faz com que o prolongamento seja mais facil de implementar em programas tais como
o Mathematica e o Maple, ji que derivagdo (mesmo derivadas totais) é procedimento
corriqueiro em tais programas enquanto o produto de operadores nao.

e Como equagoes diferenciais sao tratadas como fungoes diferenciais no método de pro-
longamentos, torna-se evidente que uma das varidveis em uma equacao pode ser escrita
em termos das outras, o mesmo valendo para a substituicdo das varidveis dependentes
aparecendo nos geradores de simetria da equacao. No método matricial nao é clara a
“dependéncia”’ entre operadores e a base das matrizes nao preserva a informacgao para a
substituicao do vinculo correto, como veremos em D.

! Na secéo 7 teremos a dlgebra de Lorentz explicitamente como subélgebra.
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4 Simetrias generalizadas da equagao de Schrodinger unidimen-
sional

Agora iremos encontrar as simetrias generalizadas para o caso constante, sabendo que os
demais casos sao encontrados analogamente. Iremos procurar por simetrias de segunda ordem e
pelos geradores recursivos para estender estas simetrias em uma hierarquia de infinitos geradores.
O comutador Zs-graduado na definicdo de superdlgebras de Lie serve de motivagdo para a
introducgao de algebras envelopantes universais, que exigem o produto associativo definido em
3 e, assim, apresentamos a algebra de spin superior que surge da dlgebra de Heisenberg. Uma
vez obtida essa dlgebra em 1 + 1-dimensodes indicamos como generaliza-la para quaisquer d + 1-
dimensoes.

4.1 Forma evolucionaria da equagao de Schrodinger

A forma evoluciondria dos geradores de simetria em 2.2.6, 2.2.10 e 2.2.14 (desconsiderando
a parte trivial que nao afeta as simetrias) é dada por 1.4.1.

e V(z)=0
Zo = | —t?u — txu, + i$2—lt u |0
4+ — t x 4a 2 (7
1
Zy = — <2tut + zug, + 2u) Oy
Z_ = —Utau
1
W, = <—tux + xu) Ou
2a
1
WO = %ltau
W_ = u,0,
U =t 1) | A () = 0 (4.1.1)
o V(z)=wzr

1 3 1 1
7, = (—t2ut — (tm + a2wt3) Ugp + (4(1332 + §awt2x + Za3w2t4 — 2t> u> Oy

1
Zy = <—2tut — (z + 3d°wt?) uy + <3awta: + adw?t — 2> u> Ou

Z_ = (—uy — 2a°wtu, + (3awtr + awz) u) Oy

1 1
Wi = —tug + | =2+ zawt? | u) 0,
2a 2

Wo = %u@u
W_ = (uy — awtu) 0y,
Y =19(t,2)0|A(Y) =0 (4.1.2)
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o V(r)=va?

1
7y = o A (_yy F 2avau, + 20020 F avu) 9,

av

1

ZO = *7ut8u

2av
Wy = e:l:2az/t (:FU + qu) O
Wo = 2vudy,
W= (t, )0 | A (1) =0 (4.1.3)

Deixando as caracteristicas dos geradores da equagao de Schrédinger dependerem linearmente
em derivadas totais de u de até segunda ordem!, temos:

Q(t,z,u?) = a(t, 2)uzs + B, x)ug + v(t, x)u + V(t, z) (4.1.4)

De 4.1.4, encontramos o prolongamento sobre a equacao A.

S o (1
pPrvg (A) - gDJQ(xa uauahu;rz)% (aUt + Uypy — V(.%')’U,)

= DiQ+ D@ - V(r)Q =0 (4.1.5)

Depois de substituir u; = a(V(z)u — ugy) € zerar os coeficientes das derivadas de segunda
ordem @y, 4, para todos os valores dos multi-indices J e K, chegamos a equacao

1
0 :th - VQ + VQuu + VxngEu + Vngcux + sz’Qumu + 2VwQumU1‘

1 1
:2aacuac;tz + <aat + Qg + 2/636’) Ugy + (aﬂt + 2Vm04 + ﬁaxz + 2’)%) Uy
1

Agora precisamos anular os coeficientes dos monémios 1, u, Uz, Ugs, Ugzs-
a; =0=a=a(t)
1 1
—at+20;, =0= 0 =——ax + 0(t)
a 2a
Ap) =0 (4.1.7)

Os monodmios restantes u e u, fornecem duas equacoes acopladas para as fungoes «a(t), 0(t)
e y(t, ).

— (1/2(12) apx + (1/a) §¢ + 2V + 279, =0
(4.1.8)
(1/&) T — (1/2&) at‘/zx + er(s + Vx:ca + Yex = 0

! Aqui, nés assumimos Q(z, u(2)) = Q(z, u, Uz, Ugz) j& que up = ut(T,u, Uze) = a(uV (x) —uzsz) e todas as suas
derivadas sdo varidveis dependentes no dominio M 28
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Como apenas derivadas do potencial aparecem em 4.1.8, vemos que nos é permitido trivial-
mente adicionar uma constante arbitraria ao mesmo sem que isso afete a estrutura da algebra.
Podemos resolver a primeira equagao em 4.1.8 para =, revelando todas as dependéncias em x.

1

%a 204tt33 5t$ + f(t) = Va (4.1.9)

N =
Substituindo v como dado pela expressao 4.1.9 na segunda equacgao de 4.1.8, encontramos a
equacgao para a caracteristica Q.

1 1 1 1 1
3 304ttt~752 CL2 (SttZL‘ + da 205tt + ft - %at;ﬂ/ — *OétV + oV =0 (4.1.10)

No caso de um potencial de poténcia da forma V(z) = vya?, teremos:

1 1
—s oy + ft —— (24N v + e =0 (4.1.11)

2
S Ot —50uT +
2a2 4a? 2a

83

Para a particula livre, a condig¢ao 4.1.11 fornece as seguintes caracteristicas:

1 1 1
Ql = t2umx — —txuz + — <£E2 — t) U
a 2a

1 1
QZ = —tUgy + xux + a

Q?) = Ugy

1
Q4= —tuy + —zu
2a

QE) = Ug
1
Qe = %U
U|A(t,z,¥) =0 (4.1.12)

Vemos que 4.1.12 é igual (a menos de uma constante) as caracteristicas de 4.1.1 depois de
substituir u; = —au,,. O mesmo acontece para 4.1.2 e 4.1.3, levando em conta seus respectivos
potenciais. Isso serve para nos mostrar que sempre podemos substituir o vinculo que define a
equacao dentro dos geradores quando estivermos no subespaco das solugoes. Se sairmos desse
subespaco, a equacao é diferente de zero e os geradores sao independentes. Isso pode ser util para
considerar algebras com mais membros, mas sempre que estivermos no subespago das solugoes
os vinculos devem ser considerados; no presente caso, ui0y € —auz;J, $80 0 mesmo gerador.

4.2 Recursao, algebra envelopante universal e algebras de spin superior

Um espago vetorial Zy-graduado V é a soma direta de dois espagos vetoriais: V = Vy @ Vq,
onde elementos v € V desse espaco sao designados como pares se v € Vy e impares quando
v € V1. Se v € V,, chamamos ¥ = a a paridade de v. Uma superalgebra de Lie h é um espago
vetorial Zs-graduado com um produto bilinear [-,-} : h x h — b que satisfaz [42]:

[Ba>bs} € bate ¥ a,b € Zo
[A4,B} = —(-1)*P[B,A} VA, BV
(-1 [4,[B,C}} + (~1)PA[B, [C, A}} + (-1)“P[C, [A, B}} = 0 (4.2.1)
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Os geradores lineares Z; e W4 (numa certa base) fecham a superdlgebra! osp(1]2):

Wy, Wi} =20Q10, =27
(Wi, W_} =2Q20, = 27y
(W_, W_} =2Q30, = 27_
[Zays Wa, } =(d1 — d2)Wag, 14,
(Za,, Za, } =2(d1 — d2) Z4, +d,
(4.2.2)

Concluimos que os geradores Z; e W, fecham tanto uma &lgebra quanto uma superalgebra
de Lie e dizemos que esse conjunto de geradores possui uma dualidade &lgebra/superélgebra
[13]. Do ponto de vista de algebras de Lie, vemos que o efeito pratico do anti-comutador
de geradores impares é criar novos geradores pares de ordem superior enquanto ignoram a
comutacao dos geradores impares entre si. Lembrando da discussao em 1.5, podemos construir
nao sé geradores de segunda ordem a partir de geradores de primeira, mas geradores de ordem
qualquer. Para construir esses geradores, precisamos escolher uma convengao para a base desse
espaco infinito, isto é, temos que especificar o ordenamento em que eles aparecem a fim de nao
criarmos ambiguidades. Uma escolha natural é a base de ordenamento normal, em que fixamos
a posicao das poténcias de cada gerador. Seja

w0l = (W) (wo)™ (4.2.3)

A representacio desses geradores em termos de caracteristicas pode ser muito complicada.
Iremos, no entanto, trabalhar apenas com a algebra abstrata heis, uma vez que a representacao
tera as mesmas contantes de estrutura:

(Wi, W_] =l (Wi, I] =0 (4.2.4)

com ¢ uma constante. A composicao de dois geradores 4.2.3, usando as relacdes de comutacao
4.2.4, ¢

mi+n2
Wylvv’fgl]wyzv,moz] = Z (_1)ljm17n27lWT[L1+n2]fl,m1+m27l (425)
=0
COI’I]2
. 1
Jmnl = *m[z]n[z]cl (4.2.6)

I

Esta é a élgebra envelopante universal da édlgebra de Heisenberg, U (heis).
Se considerarmos esses geradores sob o comutador de Lie, obtemos a algebra de spin superior
HS (heis), da édlgebra de Heisenberg 4.2.4.

mi+mgo
.O. .0. Ly . N.O.
W7[l]l\[7m1]’ W7£]2V7m2]:| = Z (_1) (]m1,n2,l - ]nl,sz) W7£1+nifl,m1+mzfl (427)
=0

! Veja [43] para a classificacdo de &dlgebras e superdlgebras de Lie.
2 Estamos utilizando a notacdo de fatorial descendente definida em 1.4.10. No caso de niimeros naturais:
ny =nl/(n =)L
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Em vez da base com ordenamento normal, podemos considerar o ordenamento de Weyl, que
simetriza completamente os geradores W, e W_ na algebra envelopante universal.

1
w.O.
Wi = = (n+m)! (ZWw a)Wr(az)-Wr(an )Wﬂbl)Ww(bz)---Ww(bm)) (4.2.8)

A soma em 4.2.8 é por todas as permutagoes dos indices a e b. O trabalho pode ser facilitado
se utilizarmos os resultados obtidos para o ordenamento normal. Primeiro, escrevamos 4.2.8
de outra forma. Vamos considerar n > m, isto nao vai afetar a conclusao. Podemos escrever

W.0.]
n,m  COIMO:

WT[LI/I;LO} nn—:_mw'l ' Z H jzl (H( lk 1= lkW_> Wlm> (4.2.9)

lo=nj=1 |1;=0

A expressao 4.2.9 parece complicada. Vejamos o exemplo de m = 3.

n I lo

[WO n!3! n—l I lo—I: I
wlyol = n+3,lZlZlZ(W+ Wowh Wk W) (4.2.10)
1=0102=013=0

E possivel mostrar que a mudanca de base é dada por

wol _~— (=Dh (N.OJ

Wam ™" = Z ol Jmal P n—l;m—1
=0
1 W.0

W7[L],\7[n0] = Z ?jn,m,lW7E,27n;L],l (4211)
1=0

Vamos definir W,, ,, = émo']. Podemos apresentar HS(heis) através da comutagao.
mi+ma my +m2 )k+1

[Wn17m17 n27m2 Z Z 22[ B jn1,m2,ljn2,m1,2l 1— kWn1+n2+1 2l,m1+mo+1—21
=0 k=0
(4.2.12)

A élgebra completa (nao consideramos geradores pseudo-diferenciais nesta tese [10]) da re-
presentacao de peso minimo dos geradores da equagao linear de Schrodinger em 1+ 1 dimensoes
para potencias V(x) = c12? + cox + c3 é HS(heis) x psi, definindo psi a dlgebra abeliana das
fungoes de onda. Podemos considerar o caso do potencial de Calogero, que é constituido ape-
nas do sl(2,R) e da identidade. Para achar a algebra HS (sl(2,R)) devemos permitir apenas
geradores de ordem par. A soma dos indices n e m em 4.2.12 nos da a ordem dos geradores,
enquanto sua diferenca nos da o peso. Uma mera mudanca de convengao nos permite encontrar
HS (sl(2,R)) facilmente, invertendo n+m =2pen—m =2qparan=p+qgem=p—q.

p1+p2 p1+p2 (_1)k+1

2p1 2p2 | _ 2(p1+p2+1-210)
|:W2q1 7W2q2} - § : E : 9212 ]p1+q1,p2 QQ,ljpzquz,Pl —q1,2l-1— kW 2(q1+q2+1-210) (4-2-13)
=0 k=0

com W22d = Zg. Essa ¢ a algebra dos geradores lineares da equacao de Schrodinger com po-
tenciais V(z) = c12? + c2/2% + c3. Se considerarmos essa notagéo para HS(heis) fica mais
claro o porqué do nome algebra de spin superior. Os geradores sz tém indices no intervalo
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2peNeg= —p,—p+1,...,p—1,p. Como vemos, podemos alocar os geradores de ordem
2p em multipletos da representacao de peso minimo —p do su(2) com spin ¢. A comutagao
de um gerador WQQ(;D com geradores com p = 1 altera o spin dentro de uma representacao en-
quanto a comutagao/anticomutagao com geradores com p = 1/2 diminuem/aumentam em 1/2
a representagdo. Veremos mais sobre isso na secao 7.

A passagem da algebra de geradores de primeira ordem para a &dlgebra de geradores com
qualquer ordem é apenas a primeira generalizacdo que se pode fazer. A segunda é considerar
um sistema com um numero qualquer de equacoes. Na secao 5 trabalharemos com duas equagoes.
A terceira generalizacao é considerar uma dimensao espacial qualquer. Tratemos agora desse
caso. Seja a equacao livre de Schrodinger em d + 1 dimensoes:

A =u + aZumjmj (4.2.14)

Devido a invariancia por rotacoes, a algebra s50(d) entra na simetria. Para ver como isto
acontece, sejam L;; = (z'uy; — x9uy:)0, os geradores das rotagdes. Vamos estudar a atuagao do
operador D; + aDx,» (assumindo soma sobre quaisquer indices repetidos) sobre z'u,;. Substi-
tuindo u; da equacao,

Dy(x'uys) =" Uy = —ax Uk gk i
i i
D gk (2'U5 ) =2Ugi05 + T Upk by
= (D¢ + aD k) (2'Upi ) = gy (4.2.15)

Concluimos que L;; sao geradores de simetria.

pr Lij(A) = (Dy + aDyiyr) (', — 271,:)0y = 0 (4.2.16)

Denotando z por ' e calculando o prolongamento de W4 sobre A, nos mostra que estes
também sdo geradores de simetria. Vamos denoté-los W1. Comutando com L;j, encontramos

outros geradores, uma subalgebra heis para cada dimensao espacial.
[Lij, W] = 6;W — 6] W (4.2.17)

A &lgebra em primeira ordem é dada pelas comutacoes abaixo.

i 1
[Wel,W]} 25(61 — €9)0" ]ng+€2
(L WE] =ofwi —stw
[Lij, L) =01 Lit — SixLiji + 0aLijr — 60 L, (4.2.18)

Podemos agora construir a algebra da soma semi-direta de so(d) com a soma direta de d
algebras HS (heis).

mi1+m2 m1+m2 1 k41
) j ij
[Wm ma Wi, m2 =0 E: E: 221 ~53i=5 Jnimaldng,m20—1— kW n14net+1—20m +mot+1-—21
=0

(L5 WE,| =08 Wi 0 — 55W,;m
[Lij, Liy) =0;1Li — i Lji + 0uLjr — 8 L (4.2.19)
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Isso nos mostra como pode ser simples expandir resultados uma vez que se domine apropri-
adamente o caso mais simples. Em vez de invariancia por rotagoes, poderiamos considerar um
espago com assinaturas so(d —mn,n). Também vemos que é sempre possivel construir subdlgebras
a partir de dlgebras de spin superior. No nosso caso excluimos todos os geradores impares, porém,
poderiamos construir intimeras dlgebras diferentes. Veremos exemplos disso nas proximas segoes.
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5 (Geradores lineares de até terceira ordem para duas equacoes
de Schrodinger

Procurando por geradores de simetria de até terceira ordem encontramos duas familias relaci-
onadas pela transformacao de similaridade 2.3.4 de quatro equivalentes algebras de spin superior
para os potenciais de Calogero puro e deformado, uma familia para cada potencial. O padrao
que surge para os vinculos entre os parametros adimensionais no potencial de cada algebra su-
gere que existem infinitas de tais algebras, o que serd confirmado na secao 8. Na discussao das
proximas segdes usamos um software para auxiliar as explicagoes. Clicando aqui (ou copiando
a url em E.0.1) é possivel visualizar e baixar um arquivo em formato .nb de um notebook do
Mathematica 12.1 que constitui o apéndice E, bem como a versao .pdf do arquivo e desta tese.

5.1 Potenciais de Calogero puro e deformado por oscilador

Sejam V(x) = r/a? + B%2? e V%(x) = s/x? + v22? potenciais do tipo Calogero com de-
formacao oscilatéria, e r e s parametros adimensionais, para duas particulas de mesma massa
com fungoes de onda ¥(t,x) e ¢(t,x), respectivamente. Estes ndo sao superpotenciais usuais
da mecanica quantica supersimétrica [44], mas vém do modelo de equagdes diferenciais parciais
matriciais (MPDESs) [45,46]. A forma geral dos potenciais pode ser vista no grafico 5.1, enquanto
as equacoes de Schrodinger sao dadas em 5.1.1.

iy 0% 1,

aa%*‘w’—“

P00 o,

o T Vo= (5.1.1)

As contantes sdo a = h%/2m, 3% = mw?/2a e v = mw3 /2a.
Usando o método de prolongamento de campos vetoriais, podemos escrever essas equagoes
como uma funcao diferencial no 2-jato J2(X, U), que é identicamente nula no espaco das solugoes.

A=A+ Ay, Ar = Sul +ul — Vil = 0; Aol 4, —VWZ=0 (5.1.2)
a a

Se vp = P(t,z,u'™ w291 + Q(t, z,u' ™, u*)d,2 é um gerador de simetria de ordem
n do sistema A, entdo nos temos:

prvp(Ar) =32, Dy(P)d, (A1) = LDyP + DyyP — VP =0

prvp(a)=0= | (5.1.3)
prvp(As) =3 DJ(Q)8u3(A2) = 1DQ+ Dy — V20 =

De 5.1.2, os vinculos da equagao sao u = ia(ug, — V). Substituindo esses vinculos, e procu-
rando por simetrias de até terceira ordem, isto é, P = P(t,z,u',u? ul, w2, ul, w2, ul,,, u2,)

e Q = Q(t,z,ut,u? ul, v ul, v, ul,. u2,,), primeiramente descobrimos que os geradores
devem ser hneares (Vamos focar apenas em P para a equacgao Aj).

P :Al(tu ZL‘) Ugpy T AQ(t l‘) Ugpy T A3(t7 x)uizx + A4(ta Jj)uiz + A5(ta .’E)Ui
+ Ag(t, z)u2 + A7 (t, x)u' + Ag(t, x)u? (5.1.4)

Em segundo lugar, encontramos quatro relagoes distintas entre r e s (E.2), com v = 8
(E.4), para preservar geradores impares, isto é, As, Ay, Ag € Ag nao sado todos nulos. Como
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https://www.dropbox.com/sh/6zaf8vy5do85aof/AAAFna6XPwf2CR_BgB_KEnHSa?dl=0

Vix)

— r=0
— r=0

(a) Potencial puro: 8 = 0.

Vi(x)

— <0

— r=0
— r=0
— r<0

(b) Potencial deformado: 8 > 0.

Figura 5.1: Forma geral dos potenciais.

precisamos anular os coeficientes das varidveis em 5.1.3, encontramos as seguintes condicoes a

serem impostas sobre r e s para preservar geradores impares.

Ag(t,z) #0=s=r
2 2

AG(t,x)7é0:>%—rs—r+E—s:0
3ris 13 3rs?  3r s 3s
At 0= —— — 2_2° _ 2 2 &2 -~ =0
a(t,z) # S g+ < S tg S
r2s2 s bris ot 53 92 rsd Brs?
As(t 0= — -~ “4__ 4= _
2(t,w) # 8 1 +12 +48 12+4 12+12
4 3 2
S 5s 9s
BRI R
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— k=0
— k=1
k=2
k=3

Figura 5.2: Condigoes sobre r e s para geradores impares de ordem k.

Definindo g = s — r, essas condicdes se tornam':

s=r = Geradores de ordem 0 e 2

r= ig(g —2)es= ig(g +2) = Geradores de ordem 1 e 3

r = %(g —2)(g—6)es= %(g +2)(g+6) = Geradores de ordem 2

r = %(g —6)(g—12)es= %(g +6)(g+12) = Geradores de ordem 3 (5.1.6)

O grafico 5.2 apresenta a reta g = 0 e trés pardbolas, e é simétrico para r e s. As curvas
atravessam os eixos r e s nos pontos 0, 2, 6 e 12. Destes quatro casos, podemos reconhecer o
seguinte padrao: procurando por simetrias de ordem £ do sistema 5.1.2, aparecerao as seguintes
k + 1 relacoes entre r e s para a preservacao de simetrias impares.

So=To
1
"= R (k) — gk) (ko) — 9k)
sy = P (k@) + gr) (ki + gk) k>0 (5.1.7)

Vamos designar a algebra de geradores do caso k por q(k,gy)?. Para que duas algebras
q(k, gr) e q(k', gir) diferentes sejam subdlgebras de uma &lgebra mais abrangente, precisamos
que 1 = T € S = Spr para que o potencial em 5.1.2 de ambos os casos seja 0 mesmo. Essas

1 Veja D, E.2, E.4 e 8 para detalhes sobre a obtencéo das condicdes e da forma explicita dos geradores.

2Vamos escrever q(0,p) (veja a definicio de p em 6.1.3) quando especializamos para o caso k = 0, e nio
q(0, go), pois gi é a diferenca entre os parametros nos potenciais, que é nula para k = 0. No entanto, esse caso
ainda depende em um pardmetro continuo, e sempre que estivermos tratando de q(k, gx) de um modo geral,
consideramos que para k = 0 temos (0, p).
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igualdades sao satisfeitas para os seguintes potenciais (os sinais + s@o correlacionados).

gk = gr = kK’

1
T =Tk = 1 ((k:':k/)2 — 1)

S = St = i ((k} + k/)Q — 1) (5.1.8)

Reconhecemos que esses sao justamente os pontos de intersecao entre as curvas no grafico
5.2. Veremos na secao 6 que se impusermos a restricdo de fungoes de onda normalizadas, a
algebra q(k, gx) s6 pode ser unida a uma das algebras q(k £ 1, gg).

Os geradores comuns aos quatro casos estudados sdo a identidade e o 5[(2, R)! para cada uma
das equagoes em 5.1.2, somando oito geradores pares. Todos os demais geradores sao impares.
Eles aparecem em pares, um para cada equagao. Abaixo, uma lista que resume quantos gerado-
res impares aparecem e qual a sua ordem.

k = 0: 1 par de geradores de ordem 0 e 3 pares de geradores de ordem 2.
k = 1: 2 pares de geradores de ordem 1 e 4 pares de geradores de ordem 3.
k = 2: 3 pares de geradores de ordem 2.

k = 3: 4 pares de geradores de ordem 3.

Os trés pares de ordem 2 para k = 0 e os quatro pares de ordem 3 para k = 1 sdo o produto
de outros geradores, e por isso nao serao considerados até a secao 7. Mudaremos a notagao das
varidveis do espago de jato da seguinte maneira.

Upt. .t =Up xt.. .t (5.1.9)
~—~— N~

m vezes n vezes m vezes

No resto dessa segao vamos apenas listar os geradores de cada caso que nao podem ser
escritos como o produto de dois outros geradores (o que definimos como geradores fortemente
independentes), bem como mostrar a transformagao de similaridade dos mesmos.

! Incluiremos os geradores do s[(2,R) para k = 1 entre os geradores fortemente independentes apenas para
unificar o tratamento das diferentes dlgebras.
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5.2 Geradores do potencial puro

Os geradores da equagdo com potencial de Calogero puro sao encontrados em E.3. A mul-
tiplicagdo por constantes complicadas serve para fixar exatamente as mesmas constantes de
estrutura para ambos os potenciais.

5.2.1 Geradores pares

I :u18u1 + uzauz

K =u'd, —u?d,

t o ia? tia?
Zy = <t2ut1 + u! <2 — ZZ;) + t:ru%) Oyt + <t2u,52 + u? (2 - ZZ;) + txu%) Oy2

1 ! 1 2
Zy = <—tug - §xu% - Z) Oyt + (—tu? - ixu% - zjl> Oy2

Z_ =u;Op + ud,e (5.2.1)

5.2.2 Geradores impares para o caso k

e Caso 0

& =0, + u'0, (5.2.2)

e Caso 1l
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e Caso 2

2 : . 242 2 2 2 :
@ _. x= aget  at gyt got™ 3TN o [got™ ditx\ 5 5 4
! _m(<(_4a2_4a_2a+16x2_4x2_4x? Gy T Jutte ) e

2z a
2 ~ - 242 2 2 2
T gt it g5t gat 3t 1 gat wr\ 1 91
-t - — - — — - — t 0,
+ << 4a? + 4a  2a + 1622 + 127 422)" + 2z a ) e

. , 9 _
(2) . ig2 1 gst gat 3t 2 got iz o 9
T " 8a  4a T 42 a2 Fynii tu3 ) o
0 a ( ( 8a 4a + 16"1:2 4.%‘2 4:1:2 u + 2:1: 2a u]. + UQ ’U,l
2

. . 2 .
g ? g5t gat 3t 1 gt AT\ 4 1
- — - — — - — t 3]
* << ¢ da 162 T 42 )" T\ Tor T2q) M) 0

(5.2.4)
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e Caso 3

o — (m)% Cgste Btz ix® agyt*  3it* | git®  git®  gst® 37 .2
3 8a2  4a? ' 8a® 24axr ' 2ax ' 21623 1223 623 23
N 3t igst®  3it® | git®  gat® 38 N gat®  Bit*x 24 u2) 9
4a? 2a 2 | 1222 222 22 )1 2x 2a 2 3)u
N st 3tr  ixd  igit?  3it?  gitd g3 gt N 3N
e — —_— J— — — u
8a?  4a?  8a3 24axr 2ax 21623 1223 623 23
N C3ta® | igst®  3it® | git® | gat® 38 W (- gst®  Bit*x a4l ) 9
4q? 2a 2a 1222 222 22 ! 2z 2a 2 3) u
QP = _ (ia)} Cgemwo gyt it git? gt gst? | 37
3 2402 4a?2  36ax  ax = 216x3 1223 623 a3
2 . . 242 2 2 2 .
x 1gst it g3t gst 3t 9 gst 1w\ 9 9 9
SR B2 g 7 2u2 ) 0
* ( 12 30 o 1222 22 22)"T\ o g )t ) du
L((em _ = dgit it gt gstt | gst® | 3N 4
- T — -_— — — — | u
24a?  4a? 36ax ax 21623 1223 6a3 a3
2 . . 242 2 2 2 .
T 1g3t it g3t g3t 3t 1 g3t wr\ | o g
A L CALE _gs 2 2ul ) 0
* < 12 30 a 1222 22 )Mt 2z o )t ) G
Q) —gia)d (98, 1, @it gt gst 31 o
-3 20z  2ax @ 21623 1223 623 ' 23
igs 1 gzt gst 3t o gst iz o 2
L SR L g8t _ % tu2 )
i ( 6a 24 1222 222 22)"1T\2r T2q) 2T ) O
(e i gt | git | gst 3t 4
T2ax 2ax 216x3 1223 623 3
. . 2 .
igs i g3t gt 3t 4 gst ix\ 4
5L B2 g2 tul ) o
+ < ¢ 2a 122 T2 )M\ Ty Tgg 2T G
3 2 2 2
(3) . \3 95 95 _ 93 3\ 2 95 93 3\ o 93Uy o
@ =~ (ia) <<(216x3 12 623 x3> v <121‘2 202~ g2) Wt Sy T )0
3 2 2 1
93 93 93 3 1 93 93 3 1 §3up 1
— _ e I e g2 2 8
+ (( 21625 1247 623 x3> w <12x2 212 x2> Ty T “3) “2>
(5.2.5)
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5.3 Geradores do potencial deformado

Os geradores da equagao com potencial de Calogero deformado sao encontrados em E.5.

5.3.1 Geradores pares

1 :ulau1 + u28u2

K =u'd, — u?d,e

R ) o1 2 1 1 002 2 1 1
Z, =e 4iabt ((_Z;tﬂ + ul (6:5 - 4) - 2xui> Oyt + ( A (ﬁx ) - 2mu%> 8u2>
-2

2 4

(5.3.1)
5.3.2 Geradores impares para o caso k
e Caso 0
Ago) =u?0,1 +uld,e (5.3.2)
e Caso 1

A =557 (5 o) v wa) o+ (-0 ) ) o)

NG <<<§% + 595) u? + u%) Out + ((,Bsc - %) 1y u%) 8u2) (5.3.3)
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e Caso 2

4iaﬁt 2
52 _ Bga | g5 , . 3 .
2 T —3 2
b8 ((( 2 +16ac2 Rl 4;62)“ + (55— 260) “1+u2>a

ba: 3 1 92 1 1
i (( 2 16:1:2 T2 )" +< 2T 2&6) Utz ) Oy

2
P = 2 22 3\, 2,922 o
’ B<<<16x2_4x2_5 4x2>u +2xu1+u2> D1

3
(( — B%2® — 43;2) ut — éqiul + u2> 6u2>

4ia Pt 2
A2 _€ Bg2 | 95 2,2 3 \ 2. (92 2, 2
0% =3 (<<2 t e 1 P 1B+ % 4x2)u +<2x+2ﬁx)u1+u2>aul

/892 g g2 9 9 3 . ,
_Pg2 92 3 ) _7)
+<< 2 +16x2+4 ; T+ 5 122 <ﬁl‘ oy ) 11T U2 D2

(5.3.4)
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e Caso 3

fGiaﬁt 3 2 2
A(3) 93 93 g3 2 593 33, 93 2 36 o
: - L =43 =
€y = 833 <<<216x3 12x3 6m3+ 370 1o P e Ju
3 g3
2 2 2 2 2
3 2
93 93 2 593 3.3, 9 2 36Y 1
— 9 Y _ — 3 _
+ < 21623 1223 6:63 B 12x fa +x3+ Frz + z )
3
+< 35+Bg3+122+—+3ﬁ“ x)u%+(—2x—3ﬁx)u2+u3>8 >
o — e~ 2iapt %5 9 _7_7/82 _ Bg3 PO S ﬁ 2
3 833 21623  122% 623 36
Bgs g3 3 93
' <_ﬁ_3+122;2_2x2_52 = ““(%‘ o) s s ) O
3
93 93 2 593 3,3 4 2 ﬁ
* << 21623 121:3 * 61:3 * ﬁ +hw —Fe )
ﬁ+693 93 +g—3—62x2—i u1+( x—— !
1242 222 22 )t e+ u

2
2 3
+< —l—%%— J3 —gg—ﬁQ:UQ—x> 1+<gi+[3x)u%+u§>8u1

3 2
1 3
( 6 ) 9 6293x + /893 53 3 a; - Bzx B f) u*

b 3 12$2 212

3
93 93 2 593 S 3 _é 1
( 2162 12953+69534r 570 BRI b

Bg3 2.2 3 1 g3 1 1
- <5+12x2+2x2ﬁx T2 “1+<5$*ﬂ)u2+“3 Oz

3
R 6ia5t 3 2 1 3 3
B _¢ 93 935 93 ﬁ93 3,3 4 2. 38\ o
Q—%_gﬁg <<<216x3 123 " g3 Tl 9T g, H A 5305 x>“
(354 pgs+ 2 3 gt S 1+(g—3+3,6x)u§+u§ Dy
1222 2 222 x2 2x v
3
93 _93 7_72 593 I 3 2_% 1
+ << 21623 12x3 623 B +he 3+3ﬁx z )
3
2,2
+ <35 ﬂ93+12 2+272+3/8 _x2> uj + (3555 2x)“2+u3>8 >

(5.3.5)
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5.4 Transformacgoes de similaridade

A transformagao de similaridade 2.3.4 na forma evoluciondria e com a explicitamente real se
torna:

S — ¢~ MxDyI ,—RI Jh(t)Dil (5.4.1)

com as funcoes M, R e h dadas por

M =In(cos(2aft))
R :%.ﬂa:ZSin(élaﬂt) + %ln(cos(Zaﬁt))

O > 1
h =h(t)|e"?te "o = %tan(Qaﬁt) (5.4.2)

Os 50 primeiros coeficientes de h e a verificacdo das transformacdes de similaridade dos

geradores do potencial puro para os geradores do potencial deformado podem ser encontrados
em E.5.

5.4.1 Geradores pares

S7,.57! :41/5 (2. +2- 22,
SZyS~! :% (Z . Z_)
SZ_S7' =iaf (Z v 7+ 220) (5.4.3)

5.4.2 Geradores impares para o caso k

e Caso 0
SQW st =Q\ (5.4.4)
e Caso 1
1 ~ ~
soMg-1_ _ ( W _ /0
% vias \% ~ 9

$QU) 57 = — \fiaP <@(1) + @Q) (5.4.5)



e Caso 2

e Caso 3

(5.4.6)

sqfs—- L (a0 - *
2 (42&5)2 2 2
oo i (@) - (a7 -22)
2 Zaﬁ 2 2 2 2
sqUs =0 (@ -a%) + (- @)
SQ;‘"’?%S*1 = — (iaP)? ((@g” n @“”%) +3 (@f) + @“l))
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6 Espacos de Hilbert para o potencial deformado

Os geradores que obtivemos na secao anterior sao usados na construgdao do espectro de
solucgbes e a normalizacdo das funcoes de onda impoe vinculos adicionais nos parametros. A
forma geral das fungoes de onda normalizadas para qualquer k (nao sé os quatro casos estudados)
é dada em 6.1.18, e a verificagao de que elas satisfazem a equagao 5.1.2 se encontra em E.6. Apds
a correcao das fases para fazer continua a corrente de probabilidade na origem encontramos em
que condicoes ha tunelamento quantico. Exceto pelas comutacoes entre geradores impares, as
contantes de estrutura exibem um padrao que nos permite supor sua extrapolagao para qualquer
k. Graficos da distribuicao de probabilidades e diagramas de estado dao uma visao sucinta dos
sistemas.

6.1 Geracao de espectro

Como vimos, no método de prolongamentos as solugoes f(z)e, de um sistema de equagoes
lineares aparecem como uma subélgebra abeliana de geradores f¢(x)dye. Isto implica interpretar
os coeficientes da atuacao de geradores lineares v sobre solucées como constantes de estrutura.

v(f*(@)ea) = cf(z)ea = [v, f(2)0ua] = cf " (2)Oye (6.1.1)

O estado fundamental da equagao A é \IJ @Z}O 0,1, onde A <w(()k)) =0e \I/((]k) comuta
com qualquer raiz negativa. Assim, encontramos que o vacuo do caso k, k =0,1,2,3, é

(k) —iagb®)g 22> b1

(k) — wék)f)ul =cy e 2 Op (6.1.2)

¥y
com c(()k) a constante de normalizacdo, b©® = 2+ pe b¥) =2 — k + gr/k para k # 0, onde
definimos p através do potencial para k = 0.

2
-1
ro = sg =2 . (6.1.3)
Comutando o vacuo 6.1.2 com a raiz positiva 2+ geramos uma torre de estados.
\I’glk) X |:2+, |:2+7 e |:Z_|_7 |:2+, ‘ll(k)i|:| .. i|i|
n comutagdes
) _ () (k) g—iaB(4n-+b®) )1 222 MOt 0
=V =Yy, =¢)e 2 2 b (Bx ) O, (6.1.4)
com c%k) contantes de normalizagdo e P o polinémio definido abaixo.

Prp(y) = (=1)"b(n) 1F1(—n;b5y) Zazy (6.1.5)

onde b, é dado pelo stmbolo de Pochhammer em 1.4.10 e 1 F (d; b;y) é a fungao hipergeométrica
confluente.

VFy(d; by y) Lf (6.1.6)
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Essa expressao para o polindmio é apenas matéria de simplificacao, e oferecemos em E.6 a
prova de que as funcoes de onda satisfazem a equacao para qualquer k. O autovalor da atuacao
do operador hamiltoniano H = ¢D; sobre esses estados é a energia dos mesmos e, portanto, deve
ser real. Essa condigao é satisfeita se p € R e g € R.

iDyp*) = af(4n + b*))y k) (6.1.7)

O quadrado da norma dos estados 6.1.4 representa a densidade de probabilidade de se en-
contrar a particula num ponto x, e as constantes de normalizacao sao encontradas a partir da
integracao dessa densidade por todo o espaco.

[ee] 00 2
1 :/ w;k:)*wrgk) dr = / |c£1k)|26—ﬁx2|x’b(k)—l <Pn M (61'2)) dx
o —0 172

(k)2 0o 2
¢ —y2 bk
! Z(J) 2/ e Uyt (P o) (92)> dy (6.1.8)
gz /O "y
Para integrar essa equagao, faremos uso da seguinte identidade para o quadrado de uma
série:
n 2 n n+l
(Z alxl> = Z ZalaA,lx)‘ (6.1.9)
1=0 1=0 A=l
Logo,

(k)j2 n n+l 0o 9 )\+ﬂ _1
1k (Z (%m-z / 0T, (6.1.10)
0

B2 1=0 \)\=l

O termo A é somado por todos os valores inteiros no intervalo [0,2n]. Consequentemente,
devemos ter b%) > 0 para que a integral seja convergente. Com isso, p > —2, o que implica
b© > 0. Para os demais casos, encontramos a condicio

g > k(k —2) (6.1.11)

Usando a representacao integral da fungao I'
[e.@] [e.e] 2
I'(b) :/ yleVdy = 2/ 2?7 le™ dy (6.1.12)
0 0

encontramos as constantes de normalizagao.

(k)2 n  [/ntl (k) (k)2 (k)
Cn b Cn b
- M’) (E (alaHF (A + 2))) _| b(,J) n!T (n + 5 (6.1.13)
B2 =0 \a=t g

(k)
i

= k) = (6.1.14)
n! T (n + L?)

o1



Para a ltima igualdade em 6.1.13 nds usamos, de modo mais geral,

n m

> ajall(j +1+b) = dpmn!T(n+0) (6.1.15)
7=01=0

o que estd demonstrado em E.6 para n,m € [0,10] e assegura a ortonormalidade das fungoes de
onda.

A atuacao do gerador K sobre os estados possui autovalor 1 se 1 satisfaz a equacao Aq, e —1
se As. Podemos interpretd-lo como o operador de paridade fermionica. A partir de agora vamos

)

denominar \I'(kk o [@(kk),\llglkl] como o estado fermionico conjugado do estado bosbnico
3 )

PR
\I’ﬁlkzr =0, A forma explicita dos férmions ¢ dada por
(k)
k k k) —iaB(an+o®))e _pa? 0o 1
‘I'(ginf :wélnﬁaﬁ :cf%)_e iap (4n+61) e P (Bz?) 02 (6.1.16)

s
Definimos b(,o) = ¢ b(,k) = 2+ k + gx/k para k # 0, e a partir de agora assumimos

b(f) = b(®). Notamos que sempre que bgf) > 0, teremos b(,k) > 0. A expressao 6.1.16 para os

férmions é analoga aquela em 6.1.4 para os bdsons, e tem as seguintes constantes de normalizacao.

o)

RO B (6.1.17)

n,—
B0
\/n! T <n + 2)

. . - . . ~ k
Repetindo a discussdo acima para o vacuo da equacao Ag, encontramos os estados <I>£Z) e
K

i k
seus conjugados <I>(,€) .
Etn,+

qualquer k esta reunido em 6.1.18.

O conjunto de todos os estados normalizados para a equagdo A e
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(k)
b

=+ (k)

i . (k) 522 by 1
(k) B . zaﬁ(4n+b+ )te_i

=y FaT g (80)0,

(k)
\/n!r (n + b;) e

(k) "
- i (k) g2 bl —1
/8 4 e za,8<4n+b_ >t6_L

2 x_T b(k) (ng )

(k)
\/n!l“(n-i-b2> R

b/(k) "
- . 1(k) ge2 V-1
,B e iaf <4n+b_ )te_i

2 xr 2 P () (ﬁx )

1(k)
\/n!F(n+b_2 > N

b/ (*)
- » 1(k) ga2 b 71
e iaf3 (4n—|—b+ >te, % =+ -

/(k)
\/n!F<n+b’; ) n7 €

v

vl =gl 0=

(I)gf)_ :(b(kj)_ D2 =

(k) _ (k) _
(I)ngn,Jr o §+n,+8u1 o

(6.1.18)

Em 6.1.18, definimos b;(EO) =2—pe bl(k) =2+ k—gir/k, para k # 0. De 6.1.10, vemos que é

1(k) )

necessario b’ > 0, que implica b/J(r > 0, e impoe p < 2 e uma nova restricao sobre gi.

g < —k(k —2) (6.1.19)

Portanto, sé é possivel termos um sistema com ambas as familias de func¢oes de onda {1} e
{¢} convergentes para k = 0 quando p €] —2,2[ e para k = 1 quando ¢; €] —1, 1[. Para qualquer
k > 1, teremos apenas uma ou nenhuma das familias, dependendo do valor de g satisfazer
6.1.11, 6.1.19 ou nenhuma das duas relagées. Outra possibilidade é termos fungoes convergentes
para estados com mesma paridade fermionica em familias diferentes para 0 < bgf ) = 4—b/i(k) < 4,
que € 0 caso que passamos a investigar agora.

Ainda n&o consideramos qualquer condicdo de contorno e é possivel que a corrente de pro-
babilidade seja descontinua na origem; de fato, este é o caso. Vamos usar (¢, b) e (¢n,b") para

nos referirmos aos pares (wflkl, bgf)) e (gbgﬁl, bik)), respectivamente, e substituiremos ¥’ = 4 —b

quando convir; a mesma discussao serd valida para (1/1( ) b(k)> (gb(k) b/,(k)).

n,—? n,—?

A corrente é definida em termos do wronskiano Wr{p7, p2](z) = ¢i0zp2 — (0z¢]) p2; calcu-
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lemos o wronskiano para as solugoes 6.1.18.

Wrlibr,, Y] () =28f5(t) fm(t)e*fBIQ\x]b’%

x (mP, 4 (82°)P,,_y 3y (B2®) =P,y 1 (B2)P,, 4 (27))
Wr(@},, ¢m)(z) =25f;*(t)f7§1(t)e*f3”2\x|b’|%

X (mPn,%(ﬂx2)Pm,17%’+1(ﬁl‘2) - nPnfl,%’+1(ﬁx2)Pm %/(B;p2))

Wil ] (2) =2f5(8) fr (D) O D@5 (P, (B22)P,, 4 (82?)

+ Bx2 (mPn’g(B:UQ)Pm_lﬁ_%(ﬁan) - nPn_1,g+1(ﬁ$2)Pm72_g(5332)>)

(6.1.20)
em que definimos
b o
fn(t) _ pi e—ia,@(4n+b)t f7/n<t) _ pa e—ia,@(4m+b’)t (6.1.21)
n!T (n+2) m!T (m+ %)

Conforme z — 0 o wronskiano de dois estados quaisquer na mesma familia é nulo, enquanto
para dois estados em familias diferentes nés temos descontinuidade na origem devido a fase

; N P CltS)
e~ i=Dargy)  Podemos remover essa descontinuidade fazendo 1y, (z,t) — e ¥z 28@y () =
(—1)

Yn(|z],t) € dn(z,t) = ez 8@ (z,1) = ¢n(|z],t) (O(x) — O(—x)), com O a funcdo de He-
avside; eliminando a fase, o wronskiano é continuo, mas diferente de zero na origem. Um
estado qualquer pode ser decomposto como ¢(x) = > (ctip, + c2¢y,) e a corrente de proba-
bilidade de tal estado na origem ¢ diferente de zero, o que atesta a ocorréncia de tunelamento
quantico quando 0 < b < 4, que é o caso de termos estados convergentes de mesma paridade
fermidnica em ambas as familias. A constante de acoplamento no potencial inverso do quadrado
é ra = (b—1)(b— 3)h%/8m; consequentemente, ocorre tunelamento quantico através da barreira
de potencial (infinita) quando 0 < b < 1 ou 3 < b < 4, isto é, quando 0 < ra < 3h%/8m. Para
uma discussao detalhada do papel do grupo U(2) na construcao desse espaco de Hilbert, bem
como do fenomeno de cdustica quantica para esse potencial, vide [47,48].

No que vem a seguir, a correcao da fase das fungdes de onda é irrelevante e trabalharemos
com as solucoes 6.1.18. Os graficos em 6.1 apresentam a distribuicao de probabilidade dos quatro
primeiros estados ¥,: =n =0, -n =1, -n = 2, n = 3, para diferentes valores de b, onde o

par (¢, b) estd denotando qualquer dos pares (1/}7(2[, bgf ) ) e (gbgfi, ;(Ek)> Sumarizamos abaixo
algumas informagoes sobre os graficos.

e 6.1(a): Para b — 0 o estado fundamental tende a ficar confinado em torno da origem,
1o — d(x), bem como o primeiro batimento da amplitude de probabilidade dos demais
estados.

e 6.1(b): Para 0 < b < 1 o estado fundamental é desconfinado da origem, assim como o
primeiro batimento da amplitude de probabilidade dos demais estados.
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ﬂ-'l_.-zlw': ,6'1-":|L’f|2

s 5 B x s 5 Blx
(a) b=0.01 (b) b=05
ﬁ—'l,-zlw'z 5—1_.-2“,;'2
05|
s 5 Blx o 5 B x
(c)b=1 (d) b=2
ﬁ—l.-zlmz ﬁ—'l_:zlu,;'z
05r 05k
//\ /,
o / \ . B"x :5/ - \ 5x

(&) b=3 (f) b= 20

Figura 6.1: Distribuicao de probabilidade dos quatro primeiros estados ¢, na mesma familia e
com mesma paridade fermionica para diferentes valores de b.

e 6.1(c): Quando b = 1 o potencial com inverso do quadrado é nulo e recuperamos os estados
pares g, do oscilador sem deformagao, ¥, |p=1 = @an-

e 6.1(d): Para 1 < b < 3, o potencial com inverso do quadrado é negativo e a barreira se
torna um fosso de potencial com contorno superior parabdlico. As cristas na origem se
dividem em duas simetricamente em relagao a origem.

e 6.1(e): Quando b = 3 o potencial com inverso do quadrado é novamente nulo e recuperamos
os estados fmpares 9,11 do oscilador sem deformagao, 1y, |p=3 = Yon+1-
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e 6.1(f): Para b > 3 as amplitudes de probabilidade se afastam simetricamente da origem, e
a distancia é crescente para b crescente.

Podemos resumir esses graficos através da variacao continua de b: para um valor inicial
b > 3 variando até b — 0, temos duas amplitudes idénticas simetricamente separadas em relacao
a origem viajando em sentidos opostos que encontram a barreira de potencial em b < 3 e sao
comprimidas em b — 0, entao mudando o sentido de propagagao para b crescente, como uma
colisao elastica. Mas b é constante e ja discutimos o caso para tunelamento quantico. Apenas
ressaltamos que quando b = 1 temos b’ = 3 e vice-versa; portanto, recuperamos todos os estados
do oscilador sem deformagao.

6.2 Algebra de geradores

As constantes de estrutura fixam unicamente a &dlgebra. Com elas podemos construir a
matriz de Cartan que da a sua classificacdo. Isso nos permitira dizer se essas dlgebras sdao ou
nao subalgebras umas das outras. Nao damos, porém, as constantes de estrutura da algebra
(infinita) inteira, isso requer primeiro a algebra envelopante universal. No entanto, é possivel
discernir algumas propriedades da algebra através da comutacao dos geradores fortemente in-
dependentes, inclusive facilitando seu envelopamento. Incluimos comutacoes com as fungoes de
onda, interpretando-as como geradores.

6.2.1 Relagoes de comutagao entre geradores lineares

A lista de comutagoes nao nulas entre geradores fortemente independentes é dada abaixo
e tem as mesmas constantes de estrutura que aquelas para o potencial puro, o que pode ser
verificado em E.3 e E.6.

|%.Q] =2xQY
[2d1a Z\dg :(dl - d2)2d1+d2

5 AWM k Ak
Z4,,Q%)] = (2d1 - d2> QY. .

(k) Ak k 3

[Qél)’ lez)_ = (dl o d2) J(k)Yd(lJ)rdz + 6k736d17_d2}/0(7|c)l1| ; k>0
(6.2.1)
Os geradores na iltima comutacao nao exibem um padrao apropriado para generalizarmos.

Eles sao:
1 1 1
(k) _ % Ik 3\ L (3R _ 2 (pR) _

T8 =2 (k[+ : K) ; (b, 2) (I+K)- <b+ 2) (I - K) (6.2.2)
v =1 (6.2.3)
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v =7, (6.2.4)
PO o 1 (s =
Zi,Zi} v® = 5 {Zo,Zd}; d=-1,0,1 (6.2.5)
,®
X (I+K)
(3-+ldal) (3—ldl)
)@ 5@
f—\dl\ fﬂdll (I - K)
(5+ldal) (3—lda)
(6.2.6)

Na secao 8, vamos indicar um modo de obter geradores impares para qualquer caso k. Isto
pode permitir a simplificacdo dessa comutacao para construirmos a dlgebra q(k, g) inteira.

6.2.2 Relagoes de comutagao com geradores pontuais

As relagoes de comutagao dos geradores lineares com esses geradores pontuais (para nao
chamar de constantes) permitem construir o diagrama de estados do sistema, que pode ser visto

na figura 6.2.

(k)

e Comutagoes com W,

o7

o®)

; (k)
) \Ijn:tlﬁ-

n+d,—

(6.2.7)



o Comutacoes com \If(kk)
PR
® | _g®
[I, \Ij§+n,—_ _\Il§+n,f

(k) _ gk

|:K’ \Ijg—i-m— o g—i-m—

7wk w (k)

|:Z,\I’§+ - = — n—i—? \Ilg—&-n,—

- (k)
Ak) 5 (k) i \E4d b= (k)
[ d ’\II§+n,f_ =(=1) \l”(’;+d) (n—i— 2 >[ d]qj’§+n+d,+

(6.2.8)
e Comutacoes com <I>nkl
[I, o) | —g®)
el ] = - o)
R b’(k)
fatt] = (o) a0
1(k)
7. " 1.1 IR SR D)
Z2, 0 | ¢<n+2i2> <n S5+ | o
AE) k) Etd i (k)
[ d ,@n’_} =(-1)2 Nk _q) n+ B n+d,+
(5+4)
(6.2.9)
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Comutagoes com o)

§+n,+

1 a® | _e®

[ ’ §+n,+_ _(I)§+n,+

Ko® | _g®

[ T Snt | _q)§+n,+

R . (k)

Zoo® | = b o
[ Eint | n+ 5 <I>§+n7+

/Z\ (k’) T B 1 1 /(k)
[ jE’(I)§+n,+ J (n+2i2 n_}ilerL o)
| 272 2 Entl,+

HE) g k) 5 v
[Qd ,q>§+n’+ =(—1)z14 ns ) n+b+ o
| 2 [ } Ft+n+d,—

(6.2.10)
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6.3 Diagramas de estado

A partir das comutagdes 6.2.7—6.2.10, podemos construir o diagrama de estados, que mostra,
sintaticamente, como atuam os operadores de criacao e aniquilacao.

¥ ¥, o O, ¥ ¥, ¢ P,

. .

"

.

C
C

C

e O

(¢) k=2 () k=3

Figura 6.2: Diagramas de estado para os quatro casos estudados.

Nos diagramas 6.2, a escala é tal que a diferenca de energia entre dois estados consecutivos de

mesma paridade fermionica é 2Aw. Os estados sao ligados pelos geradores = Zi, - @(()k), - @ﬁ /20
k) (k)

A(k Ak . . - A . ~
- Qgcl), Qig /2 A energia dos estados fundamentais bosonicos \I/(() e fermionicos P~ sao,

60



respectivamente, E(()k)r = ﬁwbgf)/Z e E(/J(k_) = hwb/,(k)/Z, o que implica, a partir de 6.1.10, que
a energia é sempre positiva definida. Resultado similar ao obtido por Wigner que, partindo
diretamente da equagao de Schrédinger em vez da quantizagao candnica, mostrou que o estado
fundamental do oscilador harménico pode ter qualquer energia positiva definida' [49].

Retomando a discussao sobre a uniao de duas dlgebras q(k, gr), vamos estabelecer qual a
condi¢ao a ser imposta sobre os parametros k e g; para construir uma algebra maior respeitando
a normalizagao das fungoes de onda. De 5.1.8, 6.1.11 e 6.1.19, temos as seguintes restrigoes sobre
os potenciais.

{v} #0 =  gp=kk<t1) = =0 sp=k(k=+1)
{(ﬁ} 75 0 = gk = —k‘(k‘ + 1) = T = k(k + 1) s =20 (6.3.1)

A tnica uniao de &lgebras que preserva ambas as familias {1} e {¢} é a unido dos casos
comk=0ek' =1, comg; =0ep= =1 Como as fungoes de onda se distinguem apenas
pelos parametros (b(k), b;(tk)) é facil identificar o que acontece com o espectro; os detalhes estao
resumidos na tabela 6.1. Nos diagramas 6.3 a energia mais baixa em cada caso é iiw/2 e a escala

e os geradores sao como nos diagramas 6.2.

! Veja [12] para a obtencao desse resultado através da quantizacdo direta pela dlgebra abstrata sl(2,R).
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Parametros

Eneroia Estados
Caso Potencial - nergl S—
Bésons Férmions
b =3 O =3 vy = ‘Iﬁ%,+
p=1
vy =1 v =1 v =,
n bR
B =1 M =3 e
g1=0
v =3 v =1 ol — o)
k=0
B =1 b0 =1 vl — o)
p=-1
v =3 b =3 v = ol
O Wy | e e,
=0
B v =3 =1 o) = w'l),
t =Y
k k
b =3 o =2kt | WL =8
k) (k) (k) _ gk+D
by =1 b2 =2k +1 |V =V e
k k
) B =1 p Y = 2k 43 <I>fl+)%7+ = wY
Jk+1 =
pE —3 | YD — a1 | o) — el — g
k>0
I b = —2k+1 b =1 v — e — o
gk = —R(K +
b = 2k + 3 b =3 AP
n+g,— )
k k+1
= kg1 | W=z | @F), =erh)
g+t = —h(k+1) k) (k1)
T B B A Pn- =V, e

Tabela 6.1: Identificacao dos estados para a uniao dos casos k e k + 1.
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C
C
C
C
(a) k=0,p=1

¢
C
¢
¢
g o
(d) k=0, p=—1 () k=1, g = —2 (f) k=2, g — —6

Figura 6.3: Diagramas de estado para a uniao dos casos k e k + 1.
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7 Representacoes de spin

Nesta segdo vamos apontar caminhos que podem nos ajudar a saber se q(k + [, gxy1) C
q(k,gx), para I > 0, ou se essas sao algebras verdadeiramente diferentes. Comecemos apon-
tando que algebras de spin superior admitem infinitas subdlgebras. Um exemplo disto é o caso
HS(sl(2,R)) C HS(heis) que apresentamos em 4.2.12 e 4.2.13. Naquela ocasido, construimos
HS (heis) a partir de produtos de W e W_, ambos de primeira ordem, criando outros geradores
de ordem qualquer. Se tomarmos os trés produtos possiveis (fixando um ordenamento) apenas
entre os geradores de primeira ordem W, e W_, temos os trés geradores do sl(2,R), que sao de
segunda ordem. Se depois disso descartarmos os geradores de primeira ordem e construirmos
U(sl(2,R)), teremos uma subdlgebra que contém todos os geradores de ordem par de HS(heis),
e nenhum de ordem impar. As constantes de estrutura em 4.2.12 e 4.2.13 revelam, porém, que
HS(sl(2,R)) é uma subdélgebra.

Em seguida, mostramos como fechar a superalgebra finita osp(2|2) C q(1, g1) na forma co-
variante, o que nos revela que os geradores impares podem ser interpretados como espinores
de Majorana para, entao, indicarmos de que modo se da a transicao entre as diferentes repre-
sentacoes dentro da mesma algebra.

7.1 Comparacao das algebras

Vamos usar trés parametros para nos ajudar a fixar as constantes de estrutura: a paridade,
a ordem e o peso dos geradores. Em primeiro lugar, precisamos levar em conta apenas os casos
q(k + 21, gky21) C q(k, gr), para l > 0. A razao de introduzirmos o fator 2 na subélgebra se deve
ao fato de que para k impar sé teremos geradores impares de ordem impar; do mesmo modo,
para k par sé teremos geradores impares de ordem par. Além disso, podemos nos valer das
seguintes identidades que nos permitirao tratar de uma sé vez de algebras e superalgebras.

[Kv’ Qgﬂ _ KVQEI Qd Mgy = KVQ + KQEf)v =K {V7Q§k)}

{Kv, ng>} = KvQW 4+ QW kv = kvQW¥ — kQWv = K [v, Qgﬂ (7.1.1)

com v qualquer gerador linear.
Também vamos acrescentar mais dois indices nos geradores e definir, para qualquer gerador
linear v estudado, vy = v e v_ = Kv, bem como usaremos o indice [ para especificar a ordem

dos geradores numa certa base: vED tal que Q(k k) Elk).

7.1.1 Comparacao entre as algebras para k=0e k =2

Nas élgebras q(0,p) e q(2,g2) existem apenas seis geradores impares de segunda ordem:

Q QO 0)Z ngf), d = —1,0,1. A comutacao desses geradores possui constante de
estrutura diferente.

: : g
[ngf)y in’fﬁ)} = —dZy, — 5k’2dZ2Zd7_

{QM ,Q“)} + K [QM ,Q(OQ} (7.1.2)

A constante de estrutura para k = 2 possui um parametro continuo enquanto para k = 0
nao. Essas comutacoes sé sao iguais quando go = 0, resultado ja previsto em 5.1.8 e que nao
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preserva fungoes de onda normalizadas para k = 2; concluimos que q(2, g2) € q(0, p) fora das
condigoes 5.1.8.

7.1.2 Comparacao entre as algebras para k=1e k=3

Existem apenas dois geradores de ordem 3 e peso —3/2 em q(1,¢91), que vamos denotar
1,3)
Q(—é/z +-

3
(1,3) _ (1,1)
Q% = (Q_éi> (7.1.3)

Comutando Q( 3 /2,:|: com Z4 e exigindo que tenham as mesmas constantes de estrutura
para k = 3, fixamos unicamente os demais geradores.

Q) (Qu) )3
i+

1
Qg;f s (@91 Lolal, +ala” o, +al.al.q" )

(1 3) (1) ( ) (1) (1) (1 H@ (1) (1) (1)

A comutacgao entre eles possui as mesma constantes de estrutura que os geradores impares
de k = 3 se fizermos g1 = g3, exceto pelas constantes que os relacionam a I e K, os geradores
pares de ordem 0.

(k,3) k,3 3 k.0
[le + Qil2 :t)} - ( 1= d2) J(k)Yd(H)rdQ + 5d1,*d2y(|d T

(k,3) k,3) k,3 k,3
Q% Q) =+ K [, QY] (7.1.5)

O gerador J*) exige g1 = g3 para que as dlgebras sejam isomérficas; se o fizermos, porém,
YO(T d? =+ YO‘? d(‘) (E.6). Para estabelecer o isomorfismo, precisariamos que g1 = g3 = £3, o que
ja foi previsto em 5.1.8 e nao permite fungdes de onda normalizadas para k£ = 3. Ressaltamos
que K nao é um centro das algebras, e mesmo a diferenca das constantes de estrutura em [
produziriam algebras diferentes em caso de se assumir as mesmas convengoes para a construcao
dos geradores de ordem superior. Acreditamos que, deste modo, podemos considerar (3, g3) €
q(1, 1) fora das condigoes 5.1.8, o que, juntamente com q(2,g2) € q(0,p), é um forte indicio
de que q(k',g1) € q(k,gx) para k' # k, exceto quando 5.1.8 é satisfeito, k e k' tem a mesma
paridade e k' > k.

7.2 Representacoes superiores de spin

Em [22] a superdlgebra q(1, g1) foi denotada ¢(2; ), com v o parametro continuo, e concluiu-
se que a mesma é construida a partir da algebra envelopante universal de 0sp(2|2). Verifiquemos
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esse resultado. Para k = 1, temos as seguintes comutagcoes.

T €1+ €
[Qf(ill),epr(ilg),eQ =— (€1 — €2)Zdy+dy,— + (122)(611 —dy)J{V
1 ] dy (1) (1)
[Zdl’q’ Qd27€2_ - 5 —da Qd1+d2,61€2 + (1 - 61)Qd2762Zd17+
(1) 1 ((A-e) (Q+e) (1)
[thq"]ﬁg)_ - < 92 + 9 91 le,—q

[Zd1,61’ Zd2,62] = (dl - d2) Zd1+d276162 (7'2'1)

Vemos que os membros que nao nos permitem fechar uma &lgebra finita com geradores
impares sao Zg —, que decorrem da comutacao entre os préprios geradores impares. Porém, se
tomarmos o comutador Zs-graduado, aparece Zg  no anti-comutador dos mesmos.

€1 — € 1
{Qéll),qufilg),eg} =(e1+ €2) Zay+dy,+ — (122)(d1 — d) g (7.2.2)

Isso nos permite fechar a superélgebra osp(2]2) e, a partir de sua dlgebra envelopante uni-
versal, construir q(1,g;). Para k > 1 nao fechamos algebra ou superdlgebra finita, a estrutura
das mesmas depende da dlgebra envelopante universal de seus geradores. Podemos tornar mais

claro o papel desempenhado pelos geradores dessa superalgebra através da seguinte mudanca de
base.

T = 2 (Zy + Z_): T =2i(Zs — 7_); J* = —4iZ; R = 2D

ol = v2iQ"!

).
’
2’+

0} = v2iQY) ; Q% = iKQ), (7.2.3)
2 ?

Nessa base os geradores Q7 sdo hermitianos e podemos escrever a superdlgebra osp(2|2) na
forma covariante (admitindo soma sobre os indices repetidos).

(04, QF} =48 (C) o5 T + B CupR
[jlu jv} :4ifuu,\j)\
[J, Q4 } =2i (7,)5 Q3

(R, Q4} =—2iS5Q7 (7.2.4)

onde definimos as matrizes
_ 0 1. (0 1. (10
Yo = -1 0 3 Y1 = 1 0 3 Y2 = 0 —1
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cz<_01 (1)> sz<_01 (1)) (7.2.5)

Concluimos que podemos interpretar os geradores Qé como espinores de Majorana; os indices
«, B distinguem o spin, com a matriz C servindo de métrica para os indices espinoriais, en-
quanto A, B se refere & simetria interna cuja transformacao é dada pelo gerador R € u(1).
Os indices u, v, A rementem as componentes de tempo e espago com métrica de Minkowski
N = diag(—1,1,1) em 2 + 1 dimensoes e os geradores J,, fecham a algebra so(2,1) = sl(2,R).
As matrizes v, satisfazem a lei de composicao 7,7, = 77“1,(6% +€3) + ew,xy/\ dos split quater-
nions [50], o que as torna membros da &dlgebra de Clifford Cly ;(R) [51]. A algebra osp(2]2) na
base 7.2.4 foi apresentada e discutida em [16].

Ja sabemos estarmos tratando de espinores de Majorana, falta ainda saber como aparecem
as diferentes representagoes de spin dentro da algebra. Consideremos em primeiro lugar uma
nova mudanca de base.

it

s e
\/Q‘d +5d,0 d’

Lo = —Zo; Ly =iZy; o) = (7.2.6)

Assim é mais facil perceber as representagoes do su(2).

(Lo, L] = £Lu; (L4 L] = 2Lo; [Loﬂp(k)} =dg$)

k k
elt] = (3 70) (5 2a41)t, 2

Vemos que temos que identificar k/2 com a representacao e d com o estado de spin dentro da
representagao. Especializando a discussao para & = 1, indicamos como se dé4 a mudanca de
representagao dentro da algebra.

QW LD _ 0 0D
d1,+> Pdy F142mod(1,2) | — Cdi,d2Pdy +do,£1F2mod(l,2)

L @an] _ @ @1l-1) n(l) (1171)
|:Qd17+’ d2, :|_cd17dzgpdl-i-d2y +c dlyd2 d1+d27_ (728)

com ¢, ¢ e ¢’ constantes de estrutura que dependem dos indices [, dq e ds.

Desta forma, a ordem [ é a representacéo e d o peso, e temos todos os multipletos do su(2):
{@Si)} coml!=2j€Ned=—j,—j+1,...,j—1,j. Para fechar osp(2|2), ignoramos os
geradores Z; _, mas eles parecem em representagoes superiores fechando sl(2,R). Concluimos
que temos a dlgebra de Lorentz! como subdlgebra de q(k,gx): s0(3,1) = su(2) @ sl(2,R) C
q(k, gr); a base em 7.2.4 se deve a 50(2,1) C s0(3,1) (equivalente a sl(2,R) C sl(2,C)). Resultado
similar a 7.2.8 foi obtido por Majorana [52]? com membros da lgebra de Lorentz atuando sobre
funcoes de onda, mas alternando apenas entre representacoes de mesma paridade fermionica.
Para k # 1 nao temos nenhum gerador de primeira ordem e, consequentemente, sé6 podemos
alternar para representagoes superiores.

! Essa é a slgebra so(4) com assinatura dada pela métrica de Minkowski em 3 4 1 dimensdes.
2 Veja [53] para um visionério review de Fradkin prenunciando j& em 1965 a relevancia que representacdes
superiores de spin teriam nas décadas subsequentes.
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8 Geradores fortemente independentes de ordem &

Dos exemplos que trabalhamos, podemos extrair certas propriedades para uma &algebra
q(k, gr) qualquer. J& sabemos que as fungoes 6.1.18 satisfazem a equacdo 5.1.2 para qualquer
k; porém, nao sabemos a forma dos geradores impares porque a ordem e o niimero de geradores
cresce com k e suas caracteristicas sao diferentes. Se quisermos classificar essas dlgebras para
decidir se sao ou nao subdlgebras umas das outras, precisamos fixar suas constantes de estru-
tura dos geradores fortemente independentes. Nesta se¢ao, vamos encontrar o gerador de raiz
simples negativa para o potencial puro com qualquer k. Isso permite obter os outros geradores
impares do mesmo caso através da comutacao com Z, em vez de precisar resolver a equacao
5.1.3. Obtidos todos os geradores do caso k para o potencial puro, encontramos os geradores do
potencial deformado através da transformacao de similaridade 5.4.1.

8.1 Gerador com raiz simples negativa para o caso k£ do potencial puro

Da forma dos geradores em 5.2.2, podemos arriscar uma expressao para o gerador Qi’(ﬁk).
2
0 _ N~ P
1y mo 2
Qfg = z:o Wuk—maul (8.1.1)
m=

com Py, constante para todo k e todo m. O gerador 8.1.1 precisa satisfazer a equagao do
prolongamento 5.1.3 para 5 = 0.

. k
k ) T Pim
0 =pr QL(Ic ) (A) = <(1Dt + Di - 1172> Z rm uz—m
m=0

k ) 2 2 2 2
1 U ¢ Uk —m Up—m+1 | Yk—my2 Up—m
Z Py ((axm + [ m(m+ 1)xm+2 —2m ) + o —r )
m=0

(8.1.2)

Precisamos eliminar as variaveis dependentes uzfm , através do vinculo da equacao 5.1.2.
1 1 s
2 k—m 2 k—m 2 2
—Uy_ =D —u; | =D <—u + —<u )
a k—m,t T <(l t> T 2 72

k—m .
SRR TREDY e (i (5.1.3)

Vamos simplificar a notacao através da definicao das constantes C ;.

(k —m)!

T (8.1.4)

Crmj = (—1)7(j +1)

Antes de prosseguirmos, precisamos reordenar as somas de modo a evidenciar as varidveis e
anular seus coeficientes.

k k—m u? k. m u2
k—m—j k—m
E E Ck,myjpk,mixm+j+2 = E E Ck,m—j,jpkm—jw (8.1.5)
m=0 j=0 m=0 j=0
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2 2 k 2

k k—1

u Uy Uy,
me&mkwml §:2m+1mmﬂkﬁg:§:mm+nmmﬂﬁﬁg (8.1.6)
m=0

m=0

O termo 8.1.5 vem da atuacido D; em 8.1.2, enquanto 8.1.6 vem da atuacao de D2. Na tltima

igualdade em 8.1.6, usamos o fato de que estamos procurando geradores de ordem k, o que torna
o coeficiente de ordem k + 1 nulo.

Pir+1=0 (8.1.7)
Resumindo, a equacao 8.1.2 adquire a forma abaixo.
k m u2
Sl mim+1) =) Pem+5Y  Crnm—jijPrm—j — 2(m + 1) Py j%g:o (8.1.8)
m=0 7=0

Resolver a equacao 8.1.8 é equivalente a resolver a equagao recursiva 8.1.9 para os coeficientes.

1 m—1
Pim = 5—((m = 1)m =) Py +s > Cotm1-jiPrm-1-; (8.1.9)
=0

Para simplificd-la, vamos evidenciar o primeiro termo da soma em 8.1.9.
m—1

m m
Cr—1,m-1—5,j Pem—-1—5 = E Cr—1,m—jj—1Pem—j = Prm—1 + E Cr—1,m—j,j—1FPem—j
=0 =1 i=2

(k+j—m)!
=Prm-— 1+Z 1)7+1; mpkm i (8.1.10)

Finalmente, 8.1.11 é a equacao recursiva para os coeficientes que precisa ser resolvida.

m

f%m:2;(mmr-n+s—ru%m4+sggplﬁ“j %:ﬁ[liﬂﬂmlg (8.1.11)

A solugao dessa equagao pode ser dada pela expressao 8.1.12 (E.7).

Jp—1

m m 0 g1 q
Prom = 0m,o + Z Z Z H Z HAkvjl’jl_jl+1 (8.1.12)

q=1j1=m jg+1=0 p=1 | jp41=m—p| I=1
onde usamos a seguinte definicao para Ay, ;.
1 1 J (k+j—m))
Apmp =g —(s=r+mm=1));  Agm;=(-1)""3 o Ty ! (8.1.13)

Definindo g = s — r, encontramos as condi¢bes a serem impostas sobre r e s exigindo que o
coeficiente Py, ;11 seja nulo. A simplificacao de Py, ;41 resulta:

-1
—P, —_ =  1-mod(k2)

1 (k—mod(k,2))
X r[ ((g+ (k+2=20) ) (g+ (k+2—20)()) — 4(k+2 —2)%s) (8.1.14)
=1
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O termo mod(k,2) em 8.1.14, separa geradores de ordem com paridade diferente. Isso
acontece porque todos os geradores pares em q(k, gi) possuem ordem par, e fazer o produto de
um gerador impar de ordem &’ com um gerador par nao altera a paridade de k’. Por isso, para

1L,(k) . . . - .
que o gerador @) (,c ) seja fortemente independente precisamos que as solugoes r e s sejam:
-3

1
2k

r =

1
(9r — Kp21) (9 — K(2)); 5= W(gk + ko)) (9k + k(2)); k>0 (8.1.15)

A solucao 8.1.15 é exatamente a condigdo que encontramos para os casos k = 1,2, 3.

8.2 Geradores de ordem k para ambos os potenciais

Com a experiéncia que adquirimos com os casos k = 0, 1, 2, 3, basta um procedimento simples
para obter todos os geradores impares fortemente independentes (ja temos todos os geradores

pares: {I,K,Z,}) da élgebra q(k, gr) através do gerador Qi(ﬁk) em 8.1.1 com coeficientes Py, ,,

2
dados por 8.1.12. Primeiramente, encontramos Q%(ﬁk) transpondo Ql’(k)

. e refletindo o parametro
2 T2

continuo gr no eixo real. Definindo o mapa

G: gr — —3gk (8.2.1)
encontramos o gerador Qz_’(ﬁk), dado por
2
2 o= B
=3 e o w2
m=0

onde P,g’m = G(Pj,m). Feito isso, mudemos a base dos geradores.

Q"

="y P (8.2.3)

_k —
2

[SIES
[NIE

Em 6 obtivemos o estado n comutando o vdcuo com Z; n vezes, isto €,

U, o« [Z, [Z [Z, [Z,\IJOH H (8.2.4)

n comutagoes

Naquela ocasiao tinhamos Zt como geradores do s[(2,R); agora devemos interpretar Zz como
geradores do su(2) e Qgg como peso minimo da representacao —k/2. Assim, comutando Q(_ki

2 2
com Z, m vezes, m < k, encontramos os outros k geradores, totalizando k+ 1 geradores impares
fortemente independentes.

—

Qg{%_‘_m x |:Z+7 |:Z+a Tt |:Z+7 |:Z+7Q_k%:|:| e :|:|a m <k (825)

m comutagdes

Uma vez obtidos todos os geradores fortemente independentes do potencial puro, podemos
usar a transformagao de similaridade S em 5.4.1 para obter os geradores do potencial deformado.
Resta definir as constantes de estrutura da comutacao de Qg:) com Qg;), tudo o que sabemos ¢
que sera algum polinémio em termos de I, K e Z;. Uma vez que tenhamos todos os geradores
fortemente independentes podemos construir a dlgebra de spin superior q(k, g).
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Conclusoes

Resultados e perspectivas

O método de prolongamento de campos vetoriais torna mais intuitiva a obtencao de geradores
de simetria para sistemas MPDEs e esta tese é uma introducgao pratica ao método para qualquer
cientista trabalhando com sistemas de equagoes diferenciais; em particular, podem ser tteis
para professores que queiram adotar uma formulagao mais geométrica nos cursos de mecanica
quantical.

A equacao de Schrédinger com potencial V(x) = cjz? + co/2? foi investigada por Calogero
em 1969 [14] e a expressdao mais geral dessa solucio s6 foi obtida em 2002 [47)%, através de um
Ansatz e consideracoes sobre o contorno na origem. A teoria de representacoes de peso minimo
das élgebras de Lie nos permitiu obter as mesmas solugdes que aquelas em [47] sem nenhuma
consideracao particular além das imposicoes a posteriori de normalizacao das fungoes de onda
e continuidade da corrente de probabilidade, de onde se vé a conveniéncia em usar os geradores
para obter solucdes (a desvantagem sendo a tarefa de simplificd-las em funcdes especiais®).

Procurando por simetrias de até terceira no sistema 5.1.2 foi possivel antever duas familias
equivalentes de infinitas (super)dlgebras de spin superior relacionadas pela transformagao de
similaridade 5.4.1. Isso seria muito mais dificil sem a implementacao no software, que requer
otimizacao. O principal desafio é criar um algoritmo adequado usando a funcao DSolve do
Mathematica, que nao interpreta variaveis independentes adequadamente.

Dos exemplos em 7 acreditamos que todas essas algebras sao diferentes para parametros
discretos diferentes; as contantes de estrutura em 6.2.1 e 6.2.7—6.2.10 sao facilmente estendidas
para qualquer k, com exce¢ao da comutacao entre geradores impares que exige mais exemplos.
O padrao que surge para os espagos de Hilbert é facilmente percebido nos diagramas 6.2 e 6.3 e
a forma das funcoes de onda 6.1.18 é exata para qualquer k.

Temos a expressao exata, apesar de nao muito clara, para os geradores Q(f]z /2 O que nos da
todos os geradores fortemente independentes da élgebra q(k, gx) para o potencial puro e a trans-
formacao de similaridade 5.4.1 relaciona tanto a particula livre ao oscilador quanto o potencial
de Calogero puro ao deformado; a partir dela e dos geradores do caso puro obtemos todos os ge-
radores fortemente independentes do potencial deformado. Precisamos ainda encontrar a forma
explicita de h(t) em 5.4.2 e isso envolve o problema mais geral e/(#)9% ze=h(=)% — f(z) para f(x)
conhecido e h(z) desconhecido. Pretendemos também considerar a agao dessa transformagao
sobre as solugoes. Para os casos k = 0, 1,2, 3, notamos que, fazendo 5 = 0, todos os geradores
@Ef) do potencial deformado contraem para Q_k; Sendo assim, pode ser mais facil construir os

2

geradores do potencial deformado diretamente a partir de Q(f;

2
Podemos usar a élgebra envelopante universal do sl(2,R) para construir as (super)algebras
de spin superior com o seguinte conjunto de geradores (em algum ordenamento):

Aq(k, ) = { (@) wir a=01 2m| <k |g/<p (8.2.6)

com W22q = Z4, do mesmo modo que fizemos em 4.2.13. Vamos seguir estudando mais casos,
procurando fixar as constantes de estrutura de todas essas algebras e classificd-las. A experiéncia
com o su(2,1) C serd de grande ajuda, inclusive na construgao dos diagramas de estado.

! Recomendamos [54,55] para uma apresentagio rigorosa.
2 Nenhuma solucéo anterior previa tunelamento quantico.
3 Este ¢ o caso também para a simplificagdo dos geradores fmpares em q(k, gx)-
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Ja dissemos que generalizar a ordem dos geradores é apenas a primeira generalizacao e
podemos também ampliar nosso sistema. Em 7 encontramos espinores de Majorana; notando
os geradores

(1,050, ~iQf) K} v {00, 01,0,0) (8.2.7)

em ¢(0,p), onde o;, i = 1,2,3, sdo as matrizes de Pauli e 0y é a matriz identidade 2 x 2,
podemos considerar ¢(0, p) @ q(0, p) e construir uma versao da equacao de Dirac interpretando
os autoestados do oscilador deformado como componentes de espinores de Dirac.

3
. 1 1
V' Jpom = Empm; JH = =200y @ 0 O g%:igﬂw (8.2.8)

com " na representagao de Dirac e métrica n*” = diag(—1,1,1,1). Essa escolha, porém, nao
recupera a equacgao de Klein-Gordon.

Um argumento mais forte para considerar sistemas maiores é a recente construcao das
mecanicas cldssica e quantica com graduacao Zs @ Zg [56,57], onde os geradores sdo matri-
zes 4 X 4 com diferentes polinémios do operador d; entrando nao trivialmente nas componentes
das matrizes. Talvez o método de prolongamentos tenha algo a dizer sobre esses sistemas e
pretendemos otimizar a implementagao no software também para considerar sistemas maiores.
Avaliamos inclusive a possibilidade de criar um programa para classificar simetrias de equagoes
diferenciais e escrever artigos no formato CDF para, por exemplo, incluir graficos dindmicos
que permitam a manipulagdo dos parametros k, gr e n das funcoes de onda e distribuigoes de
probabilidades.

E comum a construcao da teoria quantica de campos a partir da dlgebra de Heisenberg [29,58].
Em [59] os autores constroem uma teoria quantica de campos a partir da seguinte generalizagao
da algebra de Heisenberg.

JoAT = AT f(J) Ay = f(Jo)A [4t,4] = Jo = 1(Jo) (8.2.9)

Mas essa generalizagao nao abrange a algebra de Heisenberg deformada

kQ! = -Q\ K [@”Q }—I+mK (8.2.10)
2 2 2
que aparece em ((1, g1) e gostarfamos de considerar tal construgao.

Confiamos que estamos no caminho certo em primeiro classificar as dlgebras dos sistemas dis-
cutidos antes de iniciar aplicagoes em areas como correspondéncia AdS/CFT, gravidade de spin
superior e teoria de cordas. Iniciamos essa tese com uma citagao que critica a mera instrumen-
talizacao da teoria de jatos, que estd no cerne da geometria diferencial; nés apenas arranhamos
a superficie da teoria e o seu estudo aprofundado é o principal interesse do autor. Uma te-
oria matemética bem elaborada conduz a uma fisica tedrica bem elaborada; como exemplo,
nenhum pesquisador ou instituicao despenderia tempo e dinheiro procurando em aceleradores
por particulas que ja nao estivessem em alguma representagao de peso das algebras de Lie. Nesse
sentido, partilhamos da filosofia do brilhante fisico-matematico Igor Vladimir Arnold:

“Mathematics is a part of physics. Physics is an experimental science, a part of
natural science. Mathematics is the part of physics where experiments are cheap.
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Resultados inacabados

Uma solugdo com um nimero fixo de somatdérios, ou mesmo uma simplificacao em termos de
- .. k) PRI NP
funcOes especiais, para Q( i ¢ preferivel aquela encontrada. Se tomarmos o polinomio Py, ,, em

funcao de g podemos observar que os coeficientes de g constituem uma piramide de nimeros
racionais, e a fixacao desses coeficientes pode nos dar a forma explicita de P ,,, com um nimero
fixo de somatérios. Apés a simplificacao de Py, ,,,, podemos escrevé-lo em termos de uma pirdmide
de inteiros By, j, relacionada a piramides generalizadas de Pascal [60].

k! mod(m,2)
P —k(m—1 !
%(m—mod(m,Q)) ' ) '
X Y KB (gk (g5 — 2k(m — 1))) 2 omedtm2)= (8.2.11)

=0
Os trés primeiros triangulos numéricos que obtemos para j = 0, 1,2 sao.

Bk,m,O =1

Bim,1 = —3(m — 1) mod(m, 2) + é(m —1)(m(2m —3k—17)

Bim2 = —;Z(m — 1)3(m(4m — 6k — 23) + 9) mod(m, 2)
+ %( —2)(m — 1)m (45(m — 3)k* — 60((m — 4)m + 9)k + m(4m(5m — 42) + 331) — 501)

(8.2.12)

Percebe-se facilmente que se nao tivéssemos evidenciado o termo k!/(m!(k —m)!), o primeiro
tridngulo B seria justamente o tridngulo de Pascal. Para m par podemos escrever essa
k,m,0
piramide em termos de mais dois somatorios.

m!(—2j +m —1)! EJ: 1)1 q 9—(mod(j,2)—1)mod(q,2)=j+q [.j—q i

Bim.j; = , mlaj,;  (8.2.13)
(m=25)! = BlQU-+m-1-2G-)! =

com B (g) dado pelo valor absoluto da sequéncia A262179 e a;4; desconhecido. Uma vez encon-

(k)

trada a piramide By ,, j, surge uma nova piramide em Ql_ :
Il < k, possui um simplexo quadridimensional de nimeros inteiros, e, a principio, nada nos

impede de considerar k — oo em 8.1.12.

Encontrar a forma exata das caracteristicas desses geradores, ja conhecendo sua estrutura
algébrica, tem o seu valor para as areas da analise e da matematica numérica, bem como po-
dem nos ajudar a procurar uma extensao infinita de q(k, gx) andloga a dlgebra de Schrodinger-
Virasoro [38].

. O conjunto de geradores Q(ﬁkzl,
2
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A Rudimentos da teoria de grupos

Para uma introducao as teorias de grupos e dlgebras de Lie vide [61].

A.1 Axiomas de grupo

Um grupo G consiste de um conjunto de entidades {g,} chamados elementos do grupo, os
quais podem ser compostos (multiplicados) com outros elementos. O indice « pode ser discreto
ou continuo. Dados dois elementos quaisquer g, e gg, o produto g, - gg € igual a um outro
elemento, digamos g,, em G. Em outras palavras, g, - g3 = g,. A isto chama-se condicao de
fechamento do grupo. A multiplicacao - satisfaz os seguintes axiomas:

1. Associatividade: (ga - 98) - 9y = 9o - (98 9v); Ya» 98, 9y € G.
2. Existéncia do elemento identidade: 31 € G|I- gy = ga - I = ga-

3. Existéncia do elemento inverso: 3¢5 g5 - 9o = 9a - 95 = 1.

A multiplicacao de elementos de um grupo nao requer comutatividade. Em geral, g, - g3 #
93 - go- Um grupo para o qual a multiplicacao é comutativa é dito abeliano (comutativo), caso
contrario é dito nao-abeliano (ndo-comutativo).

A.2 Exemplos de grupos

Grupos sao, em geral, abstratos, bastando que os axiomas de grupo sejam satisfeitos. No
entanto, a definicao dos grupos serd dada a partir de sua representacdo fundamental, onde
os elementos sao matrizes. Para cada um dos exemplos seguintes os axiomas de grupo sao
satisfeitos.

1. O conjunto de matrizes nxn invertiveis de entradas reais formam o grupo linear geral
GL(n,R). Do mesmo modo, GL(n,C) é o grupo de matrizes nxn invertiveis de entradas
complexas. Todo grupo de Lie, na representacao fundamental, é um subgrupo de GL(n, C).
Nota-se que estes grupos nao sao abelianos, tendo em vista que a multiplicacao de matrizes,
em geral, nao comuta.

2. O grupo de matrizes nxn de entradas reais com determinante unitario é o SL(n,R) e
se chama grupo linear especial. Percebe-se que a condicao de fechamento é satisfeita:
det (M1 M3) = det My det My = 1; My, My € SL(n,R). SL(n,C) é o grupo de matrizes
nxn de entradas complexas com determinante unitario.

3. O grupo unitario U(n) é o conjunto de matrizes unitérias nxn e seu subgrupo SU(n) é o
conjunto de matrizes unitérias nxn de determinante unitdrio. O SU(2) é bastante popular
na mecanica quantica por ser o grupo de spin e o SU(3) por ser o grupo da cromodinamica.
No caso de n = 1, encontramos o grupo U (1) = 0 que tem aplicacoes na eletrodinamica.

4. Rotagdes no espago euclidiano bidimensional formam um grupo chamado SO(2), que con-
siste do conjunto de rotagoes em torno de um eixo perpendicular ao plano. Denotando uma
rotagao de um angulo ¢ por O(¢), temos que O(¢1) - O(p2) = O(d1 + ¢2) = O(p2)O(¢1).
Rotagoes no espago tridimensional formam um dos mais caracteristicos grupos, o SO(3),
que é praticamente indispensavel em fisica. Considere um corpo rigido sendo rotacionado.
Apébs duas rotagoes sucessivas, o corpo nao é deformado de nenhum modo, ele meramente
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adquire uma nova orientacdo. Assim, a composicdo de duas rotagoes é outra rotacio.
Rotagbes num espago de n dimensdes sao dadas pelo grupo SO(n), chamado ortogonal
especial, que é o conjunto de matrizes nxn ortogonais de determinante unitario. Se re-
laxarmos a condi¢ao de determinante unitéario do SO(n) para determinante diferente de
zero, isso nos permite incluir a reflexdo P, e assim encontramos o grupo ortogonal O(n).

O grupo das permutagoes Sy rearranja um conjunto ordenado de quatro objetos (1,2, 3,4).
Um exemplo poderia ser uma permutacao que leval — 3,2 -+ 4,3 - 2 e 4 — 1. Como
existem 4! permutacoes possiveis, o Sy possui 24 elementos. O grupo de permutagoes S,
(também chamado grupo simétrico) possui n! elementos.

Uma dada permutagao pode ser caracterizada como impar ou par. Permutacoes pares de
n elementos formam o grupo das alternagoes A,,.

As duas raizes quadradas de 1, {1,—1}, formam o grupo Z, sob multiplicagdo ordindria.
Similarmente, as trés raizes ctibicas de 1 formam o grupo Z3 = {1, w,w?}, com w = e2mi/3,
De modo geral, as n raizes enésimas (quadradas, ctbicas, etc.) de 1 formam o grupo ciclico
Zp = {e¥ /" k=0,1,...,n —1}.

A.3 Subgrupos

Dado um conjunto de entidades {go} que formam um grupo G, se um subconjunto {hg}
também forma um grupo, chamemos de H, entao H é dito ser um subgrupo de G, H C G. Aqui
estao alguns exemplos

1.

SO(2) € SO(3). Isto mostra que os indices « e 3, em {go} e {hg} podem ter significado
diferente; « consiste de trés angulos, enquanto 8 consiste de apenas um angulo.

. Sm C Sy, para m < n. Permutar trés objetos é o mesmo que permutar cinco objetos

fixando dois. Assim, S3 C Ss

SO(3) € SL(3,R). Rotagoes sao efetuadas por matrizes 3x 3 com entradas reais de deter-
minante unitario, que além disso sao ortogonais.

Zy C Zy. E evidente que {1,—1} € {1,4,—1, —i}. Porém Z» nao é subconjunto de Zs.

SUB)@SU(2)®U(1) C SU(5). O SU(5) é o menor grupo que, sozinho, contém o modelo
padrao de particulas.

Todos os grupos de parametros continuos listados na se¢ao anterior podem ser considerados
subgrupos de GL(n,R) ou GL(n,C), enquanto os de parametros discretos sao subgrupos de S,,.
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B Grupos e algebras de Lie

B.1 Do grupo a algebra

O que discutiremos a seguir serd valido para qualquer grupo cujos elementos g(61, 62, ...) s@o
rotulados por um conjunto continuo de parametros 6, tais que ¢(0,0,...) é a identidade. Estes
grupos sao chamados grupos de Lie, e as dlgebras que decorrem desses grupos sao chamadas
algebras de Lie.

De modo geral, para encontrar a algebra partindo de um certo grupo, procedemos como se
segue (a convenc¢ao de soma de Einstein é assumida sempre para quaisquer dois indices repetidos):

1. Expandem-se dois elementos do grupo em torno da identidade fazendo os parametros
continuos tenderem a zero: g1 ~ I+ Ae go ~ 1+ B.

2. Escreve-se A = i0,T% ¢ B = i0,T" como combinacdes lineares de T%, conhecidos como
geradores do grupo, da forma determinada pela natureza do grupo.

3. A diferenca desses geradores captura a esséncia do grupo préximo a identidade: g1929; -
g2 = [Aa B] - Z.Qeaeb[Ta?Tb]'

4. A algebra de Lie associada ao grupo é uma estrutura de comutacgao de dois geradores, que
pode ser escrita como a combinagao linear de todos os geradores

[T, T = if®T1° (B.1.1)

O niimero de geradores numa algebra d4 o posto da algebra, enquanto os coeficientes f?,
sao chamados constantes de estrutura, e sao suficientes pra fixar a dlgebra sem ambigui-
dade, o que, praticamente, fixa o grupo.

Pode-se, também, definir a algebra de Lie abstratamente como um espago vetorial V' equipado
com uma operac¢ao bindria [,:] : V' x V — V| chamada comutagao de Lie satisfazendo as
seguintes propriedades:

1. Antissimetria: [X,Y] = —[YV,X], VX, Y € V.
2. Linearidade: [aX + BY, Z] = a[X, Z] + B8]Y, Z], Va, 8 € R (ou C).
3. Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]] + [Z,[X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0

A identidade de Jacobi para os geradores mostrados na algebra B.1.1 implica

PTG+ £l + ey =0 (B.1.2)
Podemos definir a representacao adjunta de uma algebra de Lie através das constantes de
estrutura: (T“)bd = —i f“lzi. Verifica-se que B.1.1 continua satisfeita. Com isso, podemos definir

a métrica de Cartan-Killing (considerando apenas os casos em que ela é inversivel).
g = te(T9T%) = —foo ' gl = 69 (B.1.3)

Por construcdo ¢* é simétrica em a e b. J& fo% é antissimétrica em relacio aos mesmos
indices. Usando a métrica, mostramos que as contantes de estrutura sao antissimétricas para a
permutacao de qualquer indice.

F = g = = FAr L = (Far % + FeGr Y
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= 3tr(T (=TT + (=T (~=T°)T°) = —itr(T*T*T¢ — T°TT¢) = — fob (B.1.4)
O operador de Casimir é dado pela contracao da métrica com os geradores.
C = g TOT? (B.1.5)
Este operador comuta com todos os membros da algebra
[C, T =gup[TOT®, T = gop(T°[T*, T + [T, T|T?)
=gap(FO5TT + fOSTITY) = g fOS(TPTY + TT®) = 0 (B.1.6)

Na tltima igualdade foi usada a antissimetria de gqp, f“] nos indices b e d.

Como no caso de grupos, também se pode falar em subalgebras. Dado um conjunto de enti-
dades {T"} que formam uma algebra A, se um subconjunto {X°} também forma uma &lgebra,
chamemos de B, entdo B ¢é dito ser uma subdlgebra de A, B C A.

B.2 Algebras de Lie na base de Cartan-Weyl

A Algebra B.1.1 na base de Cartan-Weyl é apresentada como

[H', H] = (B.2.1)
[H', E,] = (B.2.2)
[EaaEﬂ] aﬁEoH—B (B23)
[Eq, E_o] =a; H (B.2.4)

A subélgebra B.2.1 é composta dos membros simultaneamente diagonalizaveis e é conhecida
como subélgebra de Cartan. Os E, sao chamados rafzes' da algebra. Em mecanica quéntica,
escolhemos auto estados dos operadores diagonais para descrever o sistema. Estes estados podem
ser dispostos num espaco vetorial euclidiano com dimensao d igual ao posto da subdlgebra de
Cartan, chamado diagrama de estados. A aplicacio H'|m!,m?, ..., m?%) = milm!, m?, ..., m%)
mede a coordenada m’ do estado no diagrama, enquanto as rafzes ddo a transicao desses estados

Eqlmt,m?, .. omd) oc |m! + b, m? + a2, ..., m? + ) (B.2.5)
Para simplificar a notagao, podemos escrever
Im! +at,m? +a?,...,m?+a?) = |m+ a) (B.2.6)

Elencando uma ordenacao preferencial dos membros diagonais H', H?, ..., H¢, definimos
como raizes positivas as raizes E, cujo vetor & possui o primeiro valor diferente de zero sendo
positivo. Como estamos num espagco vetorial, devemos satisfazer a condigao de elemento inverso
sob a operacao de adicao; esses elementos sao as raizes negativas. Inversamente, podemos definir
as raizes negativas como aquelas para as quais o primeiro valor diferente de zero de seu vetor
é negativo. De agora em diante usaremos E, também para designar & e assumiremos sempre
estados ortonormais (m;|m;) = d;;.

Nas segoes que se seguem, obteremos as algebras dos grupos na base de Cartan-Weyl para
aplica-las nos préximos capitulos.

! Rigorosamente, apenas o vetor o é uma raiz. Mas nesse trabalho chamaremos tanto E, quanto « de rafzes,
acreditando que o contexto esclarece do que se trata
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B.3 Grupo das rotagoes no plano

Rotagoes no espaco euclidiano podem ser definidas como transformacodes de eixos coordenados
que deixam invariante a distancia entre dois pontos. Da trigonometria basica divisamos na
Figura 2 a transformacao dos eixos coordenados:

2’ = xcosf + ysinf y = —xsinf + ycosf (B.3.1)

Pelo teorema de Pitdgoras /22 4+ y2 = /22 + 32, a condi¢io de invariancia da distancia
entre pontos é satisfeita. A lei dessa transformacao é dada por

a’ cosf sind x
( y' ) B ( —sinf cos® > < y > (B.3.2)

A matriz de transformagao é

(B.3.3)

0(9):< cos sin0>

—sinf cosf

Estas sdo matrizes ortogonais de determinante unitario para qualquer valor real de 6 e
constituem os elementos do grupo SO(2). Rotagdes em espagos de dimensao n sdo dadas pelos
elementos

SO(n) = {Opyxn |OTO =1, detO =1} (B.3.4)

-

Figura B.1: Rotacao de um angulo 6 no plano.

B.4 Gerador do SO(2)

Inversamente ao que foi feito antes, poderiamos partir da condigao de invariancia da distancia
e checar se obtemos a lei de transformacao B.3.3. Definindo

P= < 5 > 7= ( f;"; ) 7' = 0(0)F (B.4.1)

Encontramos a condicao a ser imposta sobre a matriz de transformagao O(0)
7?2 =T =FToToF=7lTr =72 = 0T0o =1 (B.4.2)
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Uma rotagao através de um angulo finito pode sempre ser obtida de infinitas rotacoes infi-
nitesimais; logo para estudar rotacoes generalizadas, basta estudar rotagoes através de angulos
infinitesimais. Uma rotagao através de um angulo infinitesimal é aproximadamente a identidade.

O@)~1+A (B.4.3)

Aqui, A representa uma matriz de ordem . Os termos negligenciados sdo de ordem 62 e
termos menores.
Impondo OTO = I, encontramos uma relacao para A.

O@)~T+A=0T0 T+ A)TT+A) =T+ AT+ A=1T (B.4.4)

Isto requer que AT = —A, isto é, A é uma matriz antissimétrica. Exite basicamente apenas

uma matriz 2 x 2 antissimétrica
. 0 1
(%) @45

Em outras palavras, a solucdo de AT = —A é A = 67 para algum parametro real 6 infinite-
simal. Assim, rotacdes no entorno da identidade tem a forma

O=1+0J+0(0?) ~ < _19 f > (B.4.6)
A matriz J é o gerador do grupo SO(2) e constitui o Ginico membro da dlgebra so(2).
Lembrando da identidade e* = Nlim (1 + %)N, a qual pode ser provada diferenciando-se
—00

ambos os lados quantas vezes se queira, nds temos

N N
o0 - (0(2))" - g (%)

A primeira igualdade representa a ideia de Lie de considerar um angulo 6 finito cortado em
N partes iguais tal que /N é infinitesimal para N grande o suficiente e performar essa rotagao
infinitesimal N vezes. A segunda igualdade vem de B.4.6 e a terceira da possibilidade de se
escrever a exponencial como um limite.

Com a série de Taylor podemos construir uma funcao f(x) em, digamos, z = 0 a partir
de todas as derivadas da funcdo no ponto. Em contraste, gragas a estrutura multiplicativa de
grupos, é necessario apenas o elemento O(#) préximo a identidade.

e (B.4.7)

dO(0)

i =7 (B.4.8)

0=0

A razao de precisarmos de muito menos informacao é que a estrutura de grupo é altamente
restritiva. Agora podemos checar que O(#) = €%’ reproduz B.3.3 para qualquer valor de 6.

et gngn > (_1)k92kz e (_1)k92kz+1
= (Z 2% X @ )
n=0 k=0 k=0
. 10 . 0 1 cosf) sinfd
—0059I+81n9j—0050<0 1 )+sm€( 1 0>—< —sind 0089) (B.4.9)

a qual é precisamente O(f) como dado em B.3.3. Nota-se que isto funciona porque J
desempenha o mesmo papel de i na identidade de Euler e?? = cos@+isind. O fato de nao termos
precisado usar a condicao det O = 1 se deve por estarmos procurando elementos continuamente
relacionados a identidade I, e a reflexao P, com det P = —1, manifestamente, nao o é.
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B.5 Representagoes do so(3)

De B.4.4, sabemos que se O ~ I + A entdao A é antissimétrica. Existem trés matrizes 3x3
antissimétricas linearmente independentes

0 0 0 00 —1 0 10
=10 0o 1], Z=(00 0|, Z=|-100 (B.5.1)
0 -1 0 10 0 0 0 0

A matriz A pode ser escrita como A = 0,7, + 0,7, + 0.J.. Como discutido no caso do
SO(2), exponenciando a matriz A recuperamos os elementos finitos do grupo

Notamos que as matrizes J; por serem reais e antissimétricas sao, consequentemente, an-
tihermitianas; porém, observaveis na mecéanica quantica sao representados por operadores her-

mitianos. Para torna-las hermitianas, definimos J; = —iJ;, e escrevemos uma rotacao finita
como

0(0) = it = ¢¥iJi — ¢ i6-J (B.5.3)

tratando os numeros reais 6; e as matrizes J; como dois vetores tridimensionais.
Comutando os geradores, descobrimos que suas constantes de estrutura sao 1, —1 ou 0. Isto
nos permite escrever sua algebra em termos do tensor de Levi-Civita

[Ji, J5] = i€ijiJi (B.5.4)

Esta algebra tambem pode ser satisfeita se utilizarmos operadores diferenciais, em vez de
matrizes. Escrevendo J = 7x D, com p = —ZV encontramos B.5.4. Esta é dita a representacao
diferencial da algebra. O so(3) é a algebra do momento angular na mecéanica quantica.

B.6 Cobertura do SL(2,R) pelos seus geradores

Consideremos o grupo SL(n,RR) das matrizes nxn de entradas reais e determinante unitério.
Investigando um elemento no entorno da identidade M ~ I + A podemos descobrir A impondo
as exigéncias do grupo.

det M = e M o ot In(IHA) o oA~ ] L A=1=tr A=0 (B.6.1)

Assim, obtemos os geradores do SL(2,R).

_91 0 1 02 0 1 03 0 7
(0 ) (0 e () ) men men

Encontramos a algebra a partir da computacao direta dos geradores L;.
[Li,Lo) = Ls [La,Ls]=—L1 [Ls,L1] = Lo (B.6.3)

Lembrando que algebras de Lie sao espacos vetoriais, os geradores estao sujeitos a mudancas de
base. Na base de Cartan-Weyl, esta algebra é dada por

Comutando os geradores na nova base, encontramos

[L3,L+] ==+L+ [Ly,L-]=-2L3 (B.6.5)
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Esta algebra possui apenas um membro (da subdlgebra) de Cartan, Ls. Para diagonali-
zar outro gerador através de uma mudanca de base, perderiamos a diagonalizacao de L3. Os
geradores L4 e L_ sao as raizes positiva e negativa, respectivamente.

Vimos que para o SO(2) podemos obter qualquer elemento exponenciando o gerador. Para
0 SO(3) basta considerar z o eixo em torno do qual ocorre a rotagdo, de modo que também é
possivel obter todos os elementos; similarmente para o SO(n). No entanto, para o SL(2,R) isso
nao ocorre. Os autovalores da matriz A em (33) tem a forma +w, com w real ou imaginario, o
que decorre diretamente da condicdo de trago nulo. Diagonalizando A por uma transformacao
de similaridade S, avaliamos o traco de elementos conseguidos com a exponenciagao

2eospwel s (B.6.6)

— _ A _ ST1AS _ w W
T=trM =tre® =tre =e" +e _{2COShS0,0JER -

Logo, o trago de qualquer elemento do SL(2,R) conseguido através da exponenciagao serd

T > —2. Por outro lado, a matriz U = < —Ou 73_1 >, para u real, é manifestamente um
elemento do SL(2,R). Mas trU = — (u + u_l) < —2, para u > 0. Assim, nem todo elemento

do grupo SL(2,R) pode ser escrito na forma e?, apenas aqueles continuamente conectados
identidade.

B.7 O grupo SU(2)

Na representacao fundamental do SU(n) os elementos do grupo sao matrizes Uy, «, unitdrias
de determinante unitario. Investigando os elementos U vizinhos a identidade nos revela a
condicao a ser satisfeita pela matriz infinitesimal H.

Us~I+iH=>UU~I+iH)(I+iH)~1—i(H -H)=I—>H =H (B.7.1)

Esta relacao é satisfeita se H for uma matriz hermitiana. Usando o vinculo detU = 1, de
B.7.1 descobrimos que a matriz H precisa, também, ter traco nulo. Assim, construimos a matriz
H para o SU(2):

(w1 0 6 —if2 \ _ 1, _ ifi0i/2
H_<z —U>_2<¢91+i92 —03 >_2020Z:>U_6 (72

;-r = 0; sao chamadas matrizes de Pauli. A &dlgebra é
(T3, T;] = i€ Ty (B.7.3)

Definindo T; = 0;/2, i = 1,2,3, e Ty = T} +iT5, encontramos a élgebra do SU(2) na base
de Cartan-Weyl.

onde as matrizes o

(T3, Ty] = 7T, [Ty, T_] = 274 (B.7.4)

Notamos que su(2) ~ s0(3) pode ser divisado em B.5.4 e B.7.3. Quando a élgebra de dois
grupos distintos sdo iguais, dizemos que hd um isomorfismo local entre os grupos, SU(2) =~
SO(3). Isto significa que é possivel definir uma bije¢ao entre os elementos vizinhos dos grupos
que sao continuamente conectados & identidade. Na verdade, o SU(2) tem uma dupla cobertura
do SO(3), e isso distingue suas topologias. No caso de um isomorfismo global, essa bijegao
existiria para quaisquer elementos dos grupos, o que significa que trata-se de um mesmo grupo.
Concluimos também que B.7.4 é a base de Cartan-Weyl do s0(3), dado o isomorfismo.

Comparando o su(2) em B.7.4 com o0 s[(2,R) em B.6.5, percebemos que essas algebras diferem
por um sinal. Veremos na secao 4.1 que isso vai nos permitir trabalhar suas representacoes de
peso minimo ao mesmo tempo.
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B.8 Isomorfismo so(4) = su(2) @ su(2)

O so(4) é a algebra associada ao grupo SO(4) das rotacoes em 4 dimensoes. De B.4.4,
sabemos que seus geradores sdo matrizes 4 x4 antissimétricas. Existem seis de tais matrizes

0 0 00O 00 -1 0 0 1 00
0 0 10 .1 00 0 O -1 0 0 O
==l oo |0 BT 10 00 o BT 0 00 0|
0 0 00 00 0 O 0O 00O
0 0 01 0 0 00 00 0 O
0 0 0O .10 0 01 00 0 O
Bi==il g 900 |" ®2=7"l o 0 00 Ka==il g 0 0 1
-1 0 0 O 0 -1 0 0 00 -1 0
(B.8.1)
A partir das relagdes de comutacao destas matrizes, obtemos a dlgebra do SO(4).
[JZ‘, J]] = iéiijk; [J“ KJ] = ieiijk; [Kw KJ] = ieiijk (B82)
Podemos mudar a base definindo J4; = %(JZ + K;), onde a dlgebra se torna:
[Jtis J4j] = i€ie Tk, [J—iy J—j] = i€ijeJ [J4i, J—] =0 (B.8.3)

O s0(4), na base mostrada em B.8.3, é constituido de duas algebras su(2) independentes:
s0(4) = su(2) @ su(2)'. Esta algebra possui dois membros na subdlgebra de Cartan e quatro
raizes.

B.9 Isomorfismo su(1,1) = s((2,R)

O grupo SU(p,n — p) é definido, na representagdo fundamental, como o conjunto de todas
as matrizes ( [63]):

SU(pyn—p) = {Unxn | U Lyp—pU = Ipp_p, detU =1} (B.9.1)
com elementos complexos e sob a operacao de produto matricial, onde I, ,,—p = Ipxp ®
_In—pxn—p:
Ipp—p = diag(1,1,...,1,-1,-1,...,—1) (B.9.2)
——— N———
p elementos n—p elementos

Vale a pena comentar que I,,—, € I,—p,, fornecem, a partir da representacao fundamen-
tal, o mesmo grupo; eles sao globalmente isomérficos. Investigando os elementos do grupo na
vizinhanca da identidade, encontramos a condi¢ao que os membros da dlgebra devem satisfazer:

U=ell 5 U~T+iH |U' L, U~ I+iH) 1, ,(I+iH)= (I —iH)I,, ,(I+iH)

! Para definigdes de soma direta, soma semi-direta e produto direto vide [25] e [62].
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~Ipn—p— iHTIp,nﬁD +ilpp—pH = Ippn—p — HTIp,nﬂD =Ipn—pH (B'9-3)

Além de B.9.3, devemos impor a condicao de traco nulo. Podemos encontrar os elementos
das matrizes do su(1, 1) que satisfazem essa relacdo do seguinte modo:

a b a* —c*
fdt = ( ¢ —d ) - ( b —d > = Hhy (394

Com a condigao de trago nulo encontramos os seguintes vinculos:
d*=d=—-a; c=-b" (B.9.5)
Esses elementos, porém, sao complexos. Vamos escrevé-los em termos de parametros reais:
b=0y —ily; a=203 (B.9.6)

Desses vinculos, percebe-se que existem 3 geradores para o SU(1,1). Agora podemos encon-
trar os membros X; da dlgebra numa base particular:

1 03 6 —ib \ 01 0 1 ) 0 — 03/ 1 0
H‘2<—91—192 05 >_2 10)t 2= 0o )T2 0 1
= H= QiXZ‘ (B97)
Deste modo, temos as relagoes de comutacao da algebra
(X1, Xo] = —iX3;  [X3, X1] =iXo;  [X2, X3] =Xy (B.9.8)

Como feito para as outras algebras, mudamos para a base da Cartan-Weyl de modo a expli-
citar as raizes:

Qr=X1+1Xo; Q3=X3 (B.9.9)
A dlgebra su(1, 1), nesta base, é dada pelas seguintes relagoes de comutagao dos geradores:

(@3, Q1] = £Q+  [Q+,Q-] = —2Q3 (B.9.10)

Esta é a mesma algebra que B.6.5 do sl(2,R). Com isso, identificamos um isomorfismo local
su(1,1) = sl(2,R)

B.10 Base de Cartan-Weyl do su(2,1)

De B.9.3, sabemos que a condigao a ser satisfeita pela matriz H para o SU(2,1) é
H'Iyy = I H (B.10.1)

Podemos encontrar os elementos das matrizes que satisfazem essa relacao do seguinte modo:

a b ¢ a* df —g*
LiH=| d e f |=|0b e —h |=H, (B.10.2)
-9 —h —j =g
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Os vinculos necessarios para que essa igualdade seja satisfeita, incluindo a condigao de trago
nulo, que vém da condicao de unitariedade do determinante, estao apresentados abaixo:

a*=a;e" =e;j  =—-a—e;d=0b"9g=—ch=—f" (B.10.3)
Esses elementos, porém, sao complexos. Vamos escrevé-los em termos de parametros reais:
b=01+i02;c =03+ 104, f =05+ ibg;a = O7;e = 05 (B.10.4)

Desses vinculos, percebe-se que existem oito geradores para o su,(2,1). Agora podemos
encontrar os membros X; da algebra numa base particular:

1 0 01 + 165 O3 + 104 ) 01 0 0 0 — 0
H=-| 6,—ib Os 05 +ibs | =5 (1 00|+ i 0 0
—03 + iy —05+1i0g —0; — Os 0 0 O 0O 0 O
0 01 0 0 —¢ 0 0 O 0 0 0
0 60 6 0
5l 000 )sFf o0 o0 )+Tfo 0 1 )+Tf0 0 i
-1 0 0 — 0 0 0 -1 0 0 —i 0
1 0 0 00 O
6 0 1
+57 00 0 |+ 58 0 1 = J0:X; (B.10.5)
0 0 —1 00 —1
Operando a seguinte mudanga de base, encontramos a base de Cartan-Weyl.
X1 +iXy X3+iX, X5 +iXg
Te= 10 g = STy, 2 DT
2 2 2
X7 —X X7+ X
Y e PR S (B.10.6)
2 2v/3

O gerador T5 foi reescalonado para que as raizes tenham mesmo modulo e estejam igualmente
espagadas. Com isso, encontramos as seguinte relagoes de comutagao para a dlgebra do su(2,1)
na base de Cartan-Weyl (os sinais + estao correlacionados):

T,T =20 [ULU =T+ Ve V= -(BT-T) (1T =0
1 1
11, T4] = T4 [1T1,U4] = i§Ui 11, Vi] = :ngi [15,T+] =0
V3 V3
[T, Us] = +5Us (T3, V4] = 5 Ve [Ty,Us] = FV= [T+,U+] =0
[Ti, Vi] = :|:Ui [Ti, V;] =0 [Ui, V;] = :FTi [Ui, Vi] =0
(B.10.7)

Percebe-se uma diferenga significativa em relagdo ao su(2) e ao sl(2,R): assim como para
50(4), existem dois membros simultaneamente diagonalizdveis na subdlgebra de Cartan do
su(2,1), mas agora temos seis raizes.
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C Representacoes de peso minimo

C.1 Representagoes de peso minimo para su(2) e sl(2,R)

Agora abandonamos as representagoes matriciais das diversas dlgebras com as quais traba-
lhamos, sem abrir mao das estruturas algébricas conseguidas, para introduzir as representagoes
de peso minimo. Nestas representagoes, promovemos os geradores a operadores do espaco de
Hilbert. Considerando autovetores dos membros da subdlgebra de Cartan (que sdo simultanea-
mente diagonalizaveis por defini¢ao), descobriremos o efeito da atuacao das raizes nestes vetores.
Definimos o peso minimo de uma representacdao como o autovetor dos membros de Cartan que
retorna coeficiente zero para a atuacao de qualquer raiz negativa.

Comecemos com o su(2) e o s[(2,R). Como as dlgebras B.7.4 e B.6.5 diferem apenas pelo
sinal na comutacao das raizes, vamos trabalhé-las coletivamente utilizando [T, T_| = € 273, onde
e = £1. Sempre podemos passar de uma &lgebra a outra através do automorfismo Ty +— 7T
( [64]), que implica € — —e. A escolha € = 1 nos dard o su(2), e e = —1 o sl(2,R). Sendo assim,
escrevamos a nova forma que daremos as relagoes de comutacao.

[Ty, Ti] = +Ty; [T}, T.] = €2T3 (C.1.1)

Seja |m) um autovetor de T3 de autovalor m: T3 |m) = m|m). Atuando com 73Ty em |m),
encontramos uma nova equagao de autovalor

T3Ty |m) = (ToTs + [T, T4]) [m) = (m £ 1) T |m) (C.1.2)

O que significa que Ty |m) é proporcional ao estado |m + 1). Em mecéanica quantica (nao
podemos nos distanciar das aplica¢oes que pretendemos), utilizam-se operadores hermitianos
para que os autovalores sejam reais e, consequentemente, tenham significado fisico direto. Dado
que T l = —T% para o s[(2,R) na representacao matricial, vamos apenas impor que TJE =1%.
Todos os outros membros ja sao hermitianos, e isso nos permite escrever

Ty [m) =t [m+1); T m) = fy fm— 1)

= (m+ 1Ty |m) = (m|T_ |m+1) =&, =5, (C.1.3)

A 1ltima igualdade em C.1.3 vincula os coeficientes das duas raizes. Levando isto em conta,
juntamente com a dlgebra C.1.1, podemos obter uma relacao recursiva para os coeficientes:

<m| 2€T3 |77’L> = <m| [T+, T,} |’I7’L> = <m| TJrTf — T*TJr |m> = fmfltm — tm+1fm
=ltm]* = [tmp1 > = 2em (C.1.4)

Nas representagoes de peso minimo, admiti-se que exista um estado, que vamos designar por
|A), tal que A < m V¥V m, no qual a aplicagao das raizes negativas retornam autovalor nulo

TN =ta i A=1)=t]A-1)=0=t5 =0=t) (C.1.5)
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com T3 |A) = A|\). Substituindo este resultado na relagao recursiva C.1.4, encontraremos os
coeficientes t,,.

ltar1]? =[tr]? — €2) = —e2)
ltagol® =ltap1® — €20 +1) = —e2X —e2(A + 1)

Q%HA+k—U>k

k1
arkl” =ltari—1’ — €20+ k—1) = —€2> " (A +j) = —€2
2
=0

= [tk =—€e@A+k—1)k >0 (C.1.6)

Tratemos primeiro do caso do su(2), com € = 1. Para o menor valor de k, k,_: = 1, temos
que —2X > 0, e A < 0. Como A é negativo ou nulo, existe um limite superior para k, k4., de

modo que a relacdo —2\ — k? 4+ k > 0 ndo implique coeficientes de norma negativa.

Ty ’)‘ + kmda:> = t>\+kmdz+1 |)‘ + kmaz + 1> =0
= ‘t)\+kmdz+1’2 = _[2)‘ + (kmdr + 1) - 1](kmdx + 1) = _(2)‘ + kmtix)(kmdx + 1) =0
=kmar = —2A (C.1.7)

Como resultado, A além de negativo ou nulo, é inteiro ou semi-inteiro e, incluindo o estado de
peso minimo |\), haverd um total de —2\ + 1 estados possiveis, para a representacao A do su(2)
que podem ser dispostos no diagrama de estados C.1, chamado de diagrama de peso para o caso
das dlgebras su(n). A dimensao da representagao é o nimero de estados que ela contém; no
presente caso, —2\ + 1.

T3

A+5
Atd

— oo ——o A+3

AA+L A42 X2 SA-1 —A Ty

A2

A+1

Figura C.1: Diagramas de estado para su(2) e sl(2,R).

Considerando o sl(2,R), com € = —1 em C.1.6, para o menor valor de k, k_: = 1, temos
que A > 0. X pode assumir qualquer valor real positivo ou zero. Como nao existe um limite
superior para k, ja que (2\ + k — 1)k nunca implica coeficientes de norma negativa, a dimensao
da representacao é infinita. Existem infinitos estados permitidos ao sistema, e o diagrama que
os dispoe é conhecido como torre de estados.

Sendo m = A + k e fazendo a fase de t,, igual a 0 encontramos os coeficientes para 7.
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Tym) =Ty A+k) =tag A+k+1) =@\ +E)(k+1) A+ Ek+1)
=Ty|m) = /—e(m+A)(m +1—X)|m+1)

T Im)y=T_ [Nk =ty A+k—1)=+v—€e@\+k—Dk|A+k—1)
=T |m) =+/—e(m —X)(m —1+\)|m—1) (C.1.8)

Basta substituir ¢ = 1 para o su(2) ou € = —1 para o sl(2,R) nos coeficientes C.1.8. Para
calcular a métrica das dlgebras, utilizamos B.7.3 e B.6.3, de modo que ¢ = diag(1,1,¢). O
operador de Casimir 7 é encontrado contraindo a métrica com os geradores.

T? =T? 4T3 + T2 = (T + Do) (1) — iTs) +i[T1, To) + €T3 =T, T — €T3+ €I2  (C.1.9)
De C.1.1 vemos que o operador de Casimir pode assumir a forma

1
T2 = ST+ T Ty) + eT? (C.1.10)

Podemos aplicar o operador de Casimir em qualquer estado para saber de qual representacao
estamos tratando. Utilizando C.1.8, encontramos a equacao de autovalor para o Casimir.

T?m) = A\ —1)|m), e=1 (C.1.11)

T?|m) = (A(A — 1) —2m?) |m) , e = —1 (C.1.12)

Vemos que o autovalor do Casimir do su(2) é positivo definido, enquanto o autovalor para
o 5l(2,R) nao o é. Assim, o Casimir pode nos dizer se tratamos do su(2) ou do sl(2,R), bem
como a representacao.

C.2 Representagoes de peso minimo do su(2,1)

Consideremos a algebra su(2,1) na base mostrada em B.10.7
Na figura C.2, o diagrama das raizes ajuda a visualizar as possiveis transicoes de estado.
Atentando as relagoes de comutacao consegue-se divisar uma subdlgebra su(2):

[Ty, T_]=2Ty; [Ty,Ts] = +Ts (C.2.1)

Isto significa que o su(2,1) contém o su(2) como subdlgebra. Além disso, definindo

1 1
U1 = §(T1 + \/§T2); U2 == i(TQ — \/ng) (022)
identificamos uma subdlgebra sl(2, R).
Uy, U_]=—=2Uy; [Uh,Us] ==2U+ (C.2.3)

Vemos entao que o su(2,1), além do su(2), contém o sl(2,R) como subdlgebra. Podemos,
igualmente, definir

Vi = %(\/gTQ — Tl); Vo = —%(\/ng + TQ) (C.2.4)
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T

V3
Ve 1T T Ay
T- | [ Ty
| .
-1 | —1 'l 1 T
2 2
U T -v3 V_
2

Figura C.2: Diagrama de raizes para su(2,1).

e obter outra subdlgebra do s[(2,R).
Vi, Vol =-=2Vi; [V, Vi =4V4 (C.2.5)

Isto ndo quer dizer que o 5u(2,1) contém o sl(2, R) ®s[(2,R) & s51(2) como subdlgebral, pois
estas algebras estao sobrepostas e nao conseguimos que as relagoes de comutagao necessarias
aparegam ao mesmo tempo nas relacoes B.10.7, ja que estamos considerando bases diferentes.

Para facilitar a obtengao de resultados com o que j& conseguimos do su(2) e do sl(2,R), tra-
balharemos em trés bases distintas, visando a isolar as trés algebras. Ao final, vamos relacionar
as bases para concluir o raciocinio. Chamemo-las de bases T, U e V. As equagoes de autovalor
para os membros diagonais de cada uma das subalgebras de Cartan na respectiva base sao

Tyl by =1 |l lo) s T |ly, lo)p = 12|l l2)p
Uy lmi, ma)y; = ma [my, ma)y Uz lmi, ma)y; = ma |mi, ma)y
Vi |n1,n2)y = ny |n1,ne)y s Vo |ni,na)y = na |ny,na)y (C.2.6)

As bases T', U e V sao relacionadas de acordo com B.3.3 usando 6 = 60° e § = 120° (Figura
5).

(C.2.7)

V3, V3 V3, VB 1
2 222V

11, 12) 7 ll+ — 2 l1+l2> = ‘_l1+ —ls L —=lo
U

Nota-se que a mudancga de base se da através de rotacoes de 60° e 120° no espago euclidiano
bidimensional das raizes, e nao no espaco de Hilbert, ou seja, apenas designamos o mesmo estado
com um rotulo diferente. Impondo Ul = Uz e Vi = V& da mesma forma que fizemos para o
sl(2,R), seja o peso minimo |A1, Ag)7 = |m1,ma); = |n1,n2)y nas bases (rétulos) T', U e V,
respectivamente. De C.1.8 conseguimos os coeficientes das raizes.

' Em primeiro lugar precisariamos de ao menos 9 geradores independentes para tanto, enquanto sé temos 8.
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Ug V’}
V3 V3
T- -1 5 Vi v 2 Vi
U- I ' U+ v | ! V4
-1 o1 11 1 0 -1 1 I 1 Vi
2 2 2 2
V- - T __,\/5 Ty T, ‘/3 Uy
2 2
Figura C.3: Rotacoes no espaco das raizes.
Ti|>\1, /\2>T =0=T% ’ll, 12>T = \/—(ll + )\1)([1 +1F )\1) |ll + 1, 12>T (C.2.8)
Uy [my,ma); = 0= Ux [my,ma)y = /(m1 £ 1) (ma £ 1F pg) [ma £ 1,ma)y (C.2.9)
V:t |n1,n2)v =0= V:t |n1, n2>V = \/(nl + Vl)(nl +1 + Vl) |n1 + 1,n2)v (0.2.10)

O pardametro A; é inteiro negativo, semi-inteiro negativo ou zero, enquanto p; e v; podem ser

reais positivos ou zero.

Usando os vinculos entre A1, p1 e v fixamos o estado de peso minimo:

‘)\17>\2> A1 + —

2

VN

7)\1 + >\2> = |, p2)u = 1 =
U

1
=X > ——\

YA

:>>\2 > 7)\1

v

Como —A; > A1 a condicao sobre \g é:

1
)\QGR‘)\QZ—

—A
\/31

89

Al — )\2> = v, )y = v =
%

ol

1
5)\14—*)\2 >0

V3

(C.2.11)

1
——A — g >
5 1+ 5 22>0

(C.2.12)

(C.2.13)



O fator % de A1 provém da escala adotada para T5, e por isso nao é um ntmero relevante
por si s6. O peso minimo estard num ponto do plano com 6 € [0°,60°], no sentido anti-horario
do eixo 75 do diagrama de estados. Resta ainda mostrar os coeficientes das diferentes raizes
numa s6 base. Por conveniéncia, serd escolhida a base T

Primeiro, operamos a mudanca de base
U+‘l1,l2>T =U; l + \Q[ZQ, \2[ 1+ 2l2> (0.2.14)
U

Depois, utilizamos a equacao de espalhamento na base U.

1 V3 1 V3
Uilly, lo)r = <2l1 + 712 + ,u1> <2l1 + 7l2 +1-— M1>

1
) P S RO  e
gt 5 htl—75

3 3 1
V3 \fh + 252>
U

(C.2.15)

Em seguida, operamos a mudanca de base inversa, retornando a base original e substituimos
os valores de rétulo do peso minimo p; = %(/\1 + \/§A2).

1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
(211 + 7l2 + 5)\1 + 2/\2) <2l1 + TZQ +1- 5)\1 — 7/\2 (C.2.16)

Uiplly, lo)r =

(C.2.17)

V3 3, V3 V3 V3 V31
ll‘|‘ 4l2+ +*l1— 4l27 4l1+1l2+7—711+1l2 . (0-2-18)

Finalmente, efetuam-se as somas de rétulo no interior do ket e rearranjam-se os termos do

3
I+ = lz+\2f>
T

(C.2.19)

coeficiente.

Uiy, o)y = <;(11+>\1)+\£§(l2+)\2)> (;(ll—)\l)-i-\gg(b—/\z)—kl)

O resultado para os coeficientes das demais raizes aparecem abaixo:

U_‘ll,l2>T: <;(ll—)\1)+\£§(l2—)\2)> (;(ll—l-)\l)-i-\ég(lg-i-/\g)—l) l1 — 1, 2—\/§>
)

2
(C.2.20

Villy, lo)r = (-;(h + M)+ \f(b + )\2)> (-;(11 - A1)+ \gg(lz — X)) + 1)

1 3
ll—,l2+\[>
2
T

2
(C.2.21)
V_|ly,lo)r = (—;(51 — A1) + \f(b - )\2)> <_;(l1 + A1) + ?(52 +A2) — 1> I+ %,lz - \23>
(C.2.22) !
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Agora podemos seguramente abandonar o subindice T' e trabalhar em uma sé base. Exa-
minando os coeficientes das raizes a partir do peso minimo percebemos que os estados sao
simétricos em relacao a Ty (propriedade do su(2)), e que é possivel uma aplicagao infinita de
Uy e V4 a partir do peso minimo, sem nunca retornar coeficiente nulo (propriedade do sl(2,R)).
Para desenhar o diagrama de uma representacao do su(2, 1) no espago dos estados, mostraremos
como construir seu contorno; os estados possiveis serao todos os pontos, sob a acao das raizes,
contidos pelo contorno.

1. A1 <0e Xy > 0= |\, \2) estard no segundo quadrante.
2. A—f =tanf < \7—% = |A1, A2) estard em um angulo 90° < 6 < 150° com o eixo T7.

3. Aplicando sucessivamente a raiz Vi a A1, A2), geramos infinitos estados nessa diregao.

4. Aplicando sucessivamente a raiz T’y a |A1, A2), nos deparamos eventualmente com |— A1, A2),
fechando uma representacao A\; do su(2).

5. Aplicando sucessivamente a raiz Uy a | — A1, A2), geramos infinitos estados nessa diregao.

Na Figura C.4 estd a torre de estados da representacdo [A1,A2) = | — 3,1) onde os pontos
sao estados permitidos e as linhas indicam como os estados se conectam. Essa representacao é
possivel porque Ay =1 > —%)\1 = @

0o A T2 oo

n
J.I'
» T

Figura C.4: Diagrama de estado para su(2,1) com representacao de peso minimo —%, 1>.

91



D Geradores de simetria através de operadores matriciais

Nesta secao nés vamos encontrar os geradores lineares para os casos k£ = 0, 1,2 do sistema
5.1.2 usando o método matricial e estabelecer contato com o método de prolongamentos através
do mapa 3.2.9.

D.1 Condigoes sobre os potenciais para geradores impares

Seja 2 o operador da equagao de Schrodinger com potencial do tipo Calogero deformado por
um potencial de oscilador (ja estamos assumindo massas e frequéncias iguais).

Q= Qref + Qel = < at+a2—i B 2) el + ( at+(92—i Bz 2) 2 (D.1.1)
x?
Em primeira ordem, o operador ¥ mais geral com entrada em e} tem a forma abaixo.

Y = (7(t,2)0 + x(t,2)0, + &(t, x)) e (D.1.2)

Da expressao 1.5.5 para operadores lineares, sabemos que o operador ¥ é um gerador de
simetria do sistema 5.1.2 se

Q=30 =(T-R)Q=[%,0] = RO (D.1.3)

com R um operador linear. Calculemos o operador R (fazendo f(t,z) = df/dt e f'(t,z) =
of /o).

2,0 =(2Q2 — %) el

=— ((Z%+r”+(‘9_2r)r) O + <l>‘<+x”+(s_2r)x+2¢’>a
a T a T

( PO Cl )¢> +2 ( S 6%) x) + 27 0,0, + 2X’a§> el (D.1.4)

E f4cil notar que para obtermos a expressao D.1.3 precisamos satisfazer as seguintes identi-
dades:

x
Q. (s—r)
5x+x'/+ — X+2¢ =0
Lot U (<5 g = oy (5 + 8%2) (D.1.5)
Com isso, R = —2x’el. Antes de resolver essas equacdes, vamos mostrar que podemos

reobté-las através da substituicao de varidaveis dependentes. Temos que anular os coeficientes dos
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operadores de derivadas em D.1.4 para encontrar os geradores; nos sentimos tentados a fazer y' =
0, pois operadores (nesse caso, 02) niao tém “valores” para serem tratados como varidveis. Mas
nos vimos em 2 que é justamente essa a abordagem do método de prolongamentos, e a equacao
define a dependéncia entre as varidveis. Sendo assim, poderiamos pensar na transformacao

(2,0 =... — 2/ 0%) — ... — 2x"udd,» (D.1.6)

Se fizermos isso, nao obteremos um gerador de simetria. Precisamos do mapa o, definido em

3.2.9. Vamos definir o(%, Q) = (%, ).

. T
o ([2,Q]) = [ST,QT}T = (.. —2udo)" = < =2y (—;u? + (% + 5%;2) u2> au1>

= <— 2y <—28t + (% +62x2)> e?>T =0 <— 2x' (—&t + ( + 8% 2)) >

(D.1.7)

Usando 010 = Id nés temos o vinculo correto. Como escolhemos substituir 92, o operador

0.0¢ é independente, e seu coeficiente pode ser anulado.
2700, = 0= 7 =T7(t) (D.1.8)

Substituindo o vinculo obtido em D.1.7, encontramos uma expressao diferente na comutagao
D.1.4, que leva exatamente as equacoes D.1.5.

O:[E,Q]:—<<i7'-+(sx_2r)7'—2ixl>8t+< X+ X" it )x+2¢>

( ¢+¢”+( )¢+2( +62x>x+2<;+62w2>x’)>e§ (D.1.9)

Em seguida, fixamos completamente a dependéncia do gerador em x anulando os coeficientes
de 0y e 9, em D.1.9.

1, _(s—=r)
X—§7'x+za z T+ a(t) |
6= b (s ) (s — 1) T~ i+ O o (D.1.10)

As funcgoes x e ¢ em D.1.10 sao apenas as solucoes das equagoes D.1.5. Definindo g = s — r,
temos de resolver a equacao para o monomio 1 em D.1.9; apds substituir as expressoes D.1.10

para x e ¢:

0:<WT —|—2B7>x —i—<2a2a—|—2,3a)a:—|—a<’y— g T

+g<7—<g22)%>;2+(g(g+2)—4s)2 3+za

g (9+2)(g+6)~ 163) (D.1.11)
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De D.1.11, vemos que para que % seja diferente de zero, temos que escolher uma de trés
condigoes para impor sobre r e s.

s=r

T#0= ou (D.1.12)
r=1509-2(g-6) e s=q15(9+2)(g+6)
a#F0=r= ig(g—Q) e s:%g(g+2) (D.1.13)

Denominando caso 0 aquele em que s = r e casos 1 e 2 a condicao em D.1.13 e a segunda
condicao em D.1.12, respectivamente, encontramos exatamente as condicoes sobre os potenciais
para k =0,1,2 em 5.1.6. No resto desta se¢ao, apenas listamos os geradores.

D.2 Geradores para =0

e Caso 0
0 _ (2 tax?\
Y=t at+ta:8w+§—E €s
0) _ z 1
) = (0, + an) e}
Ego) Zateé
20 =l (D.2.1)
4 =€ 2.
e Caso 1
(1) _ git i\ g
¥ = <t8x + . 2@) es
1 _ 91\ 1
=V = (ax +2 ) e} (D.2.2)
e (Caso 2

: 2 2 2
2 9 1agat t . t 1T
= = (t O + (tm +— ) Oz + (92 + 2)1 +iaga(go + 2)—83;2 -2— e

(2) _ iagat (2 +2) | . t\ 4
Xy = <2tat + <x + - > Or + 1 +iaga(ga + 2)4702 €2

2 iago . g2(g2 +2)
n? = <2at + =20 + m4$2> el (D.2.3)
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D.3 Geradores para 5 # 0

e Caso 0
Z(O) _e4iaﬁt —— 9 + 6 + Lz _|_ 1
1= 47 5 t 2 4
0 —4ia, -1 ﬁ.’L‘z 1
Zg):€4ﬁt<4 ﬂat+ 8 T—’_Z 6%
2:())0) :ate%
20 —el (D.3.1)
e Caso 1
D et (5, + g1 91)
E;1) _p—2iaft ((9;;; — Bz + %) e} (D.3.2)
e Caso 2

2
@ _ 4iapt 1 T g Ax*  ga+2 | ga(g2+2) 4
X =e < 8t+< el L e 3252 ) @

: -1 43 2 2 2
2;2) :€4za5t( o, + (93 92 >8a:_ Bz L 2t2 92(92 + ))61

4iaf3 2 8fx 2 8 320 x2 2
@_ (1. 9 g2(92+2)\ oy
5= <4mat+ s T s )@ (D-3.3)
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E Simetrias dos modelos de Calogero puro e deformado - Im-
plementacao no software Mathematica 12.1

Nesta secdo vamos fazer uma ponte entre a tese e a implementacao no software. A pasta com
os arquivos em formato .nb e .pdf podem ser vistos ou baixados no link E.0.1. A documentacao
da linguagem do programa pode ser encontrada em https://reference.wolfram.com/language/.
O arquivo é totalmente auto-contido e nao requer grande capacidade de processamento. Nao
garantimos que a pasta permanecera disponivel depois da defesa da tese. Solicitacoes, duvidas
e sugestoes devem ser enviadas para alexanderkopernik@gmail.com.

https : //www.dropbox.com/sh/6zaf8vy5do85aof /AAAFna6 XPwf2CRpgBkEnHSa?dl = 0
(E.0.1)

E.1 Campos vetoriais lineares

Um padr@o comum sera iniciarmos uma subsecao por “Defini¢cbes”. Nelas estabelecemos os
elementos principais que vamos usar ao longo da secao. Definimos os operadores de derivada
total, a notacao para as variaveis de jato e algumas convencoes para manipularmos as expressoes.
Usamos u1 e u2 para u' e u?, respectivamente. Os simbolos @ e D sio protegidos, e em seu lugar
usamos d; também nao conseguimos ordena-lo a direita, e quase sempre ele aparece a esquerda,

mas isso nao afeta os cdlculos. Nossos campos tém de ser convertidos do seguinte modo:

dua f(2,) WBy i — f(@,t)u]) 1Oy (B.1.1)

com J denotando o nimero de derivadas totais em x ¢ K o nimero de derivadas em ¢. Vamos
substituir derivadas totais em ¢ sempre que aparecerem nas variaveis de jatos usando o a definicao
da equagao de Schrodinger, por isso a definicao de prolongamento sé exige somar o indice J em
x e uma Unica soma em ¢, em primeira ordem, pois ainda precisamos prolongar a equagao de
Schrodinger. As equagoes para os diferentes potenciais, bem como os vinculos das mesmas a
serem substituidos, sdo definidos separadamente.

E.2 Geradores de simetria para o potencial puro

Comegamos por definir o gerador linear ©01y de até terceira ordem para atuar apenas na
equacao Ap. Os demais geradores sdo conseguidos com o mapa (g — —g,ut = u?u? = ul).
A principal dificuldade da implementacao estd no uso otimizado da funcdo DSolve. Ela nao
reconhece apropriadamente varidveis independentes, o que nos obriga a fragmentar a solucao
em diversas etapas. Em In[59] comegam as solugdes algébricas em r e s, que dao o vinculo entre
ambas para os diferentes casos. Coletamos todas as solugoes parciais em ©015 e mostramos que
essa combinacao dos geradores linearmente independentes é solucao da equacao de prolonga-
mento em In[90] — In[94]. O procedimento para verificar a validade de uma equagao é usando
o sinal == entre duas quantidades, que retorna True, False ou uma expressao quando nao se
puder afirmar. A substituicao r — % é para facilitar a convengao da quantidade b(io ) em 6,
que facilita escrever as funcoes de onda para todos os casos. Os geradores devem ser traduzidos
do seguinte modo:

Xoyg g — X5™) Xpg — X (E.2.1)
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https://reference.wolfram.com/language/
https://www.dropbox.com/sh/6zaf8vy5do85aof/AAAFna6XPwf2CR_BgB_KEnHSa?dl=0

E.3 Algebra de geradores para o potencial puro

Definimos as operagoes bindrias como em 3. Mostramos que alguns geradores sao apenas o
produto de outros, como afirmado em 5, e depois os desprezamos. Mostramos que a combinacao
linear dos geradores fortemente independentes satisfaz a equagao de prolongamento na nova base
(X101, X20,2) — X'0,1 + X?0,2. Encontramos a 4lgebra como em 6.

E.4 Geradores de simetria para o potencial deformado

Procedemos da mesma forma que em E.2. A tnica diferenga sendo que agora temos que
impor a condi¢do v =  em In[246] — In[248], de que as frequéncias para as duas equagoes do
potencial deformado devem ser as mesmas. As condigbes sobre r e s sdo as mesmas que aquelas
para o potencial puro, e isso estd mostrado em In[261].

E.5 Mudanca de base e transformacgoes de similaridade

Aqui comecamos por proceder como em E.3. As transformacoes de similaridade sao definidas

em In[369] — In[375], com alguns arranjos para facilitar a visualizacao dos geradores transfor-
mados. A fungao h(t) em 5.4.2 é fmpar, e seus coeficientes de até 50* ordem podem ser vistos
em In[376] e verificados em In[379]. A transformagao dos campos estd em In[380] — In[397] e é

a mesma de 5.

E.6 Algebra de geradores para o potencial deformado

Antes de chegar na algebra de geradores, definimos as fungoes de onda. Elas foram simpli-
ficadas em fungoes hipergeométricas manualmente e os detalhes sao trabalhosos. Em vez disso,
oferecemos a verificacao de que elas sao solucoes de ambas as equacoes para todos os bdsons e
férmions com qualquer k e gg.

Comegamos por definir o polinémio 6.1.5 em In[399] e sua expansao em série em In[100],
verificando os coeficientes em In[101]. Usamos os coeficientes para demonstrar 6.1.15 em In[10].
De In[106] — In[109], construimos as fungoes de onda. Elas devem ser traduzidas por:

Ykt > YO Gromr > UL (E.6.1)

As condigoes sobre r e s em In[110] para qualquer k serao demonstradas em E.7; porém,
aproveitamos para provar que as fun¢des de onda satisfazem a equagao para qualquer k, sendo
esta definida em In[111] para k = 0 e em In[112] para k > 0. As verifica¢oes estdo em In[113] —
In[120]. As comutagoes entre geradores lineares estao em In[122] — In[4176]. A definicao dos
geradores de terceira ordem para k = 1 como em 7 se encontram em In[177] — In[480]; ja
a comparagao das duas comutagoes que distinguem por constantes em 7.1.5 pode ser vista nas
saidas em In[181] —In[181]. As comutagoes com fungoes de onda estao em In[135] —In[506]. Esse
trecho do arquivo é o que mais forca o processador, por isso s6 foram calculadas as comutagoes
para n = 0,1,2,3. E possivel, no entanto, acessar o arquivo .nb e fazer a verificagdo para
qualquer n. Algumas comutagoes com Z_ nao foram completamente simplificadas, mas é ficil
ver nas saidas que a equacao é satisfeita.

E.7 Caracteristica do gerador de peso minimo para o caso k

A defini¢ao do polindmio 8.1.12 estd em In[508] —In[515]. Ela é complicada o suficiente para
nao a detalharmos aqui. Caso haja interesse, deve-se contatar o e-mail no inicio do apéndice.
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A verificagao de 8.1.14 estd em In[519]. Esta ndo é uma prova rigorosa, mas acreditamos ser
suficiente para convencer. A verificacdo das condigdes sobre r e s para qualquer k € [1,10] estd
em In[520]. Em In[521] definimos o gerador usando o polinémio 8.1.12 e em In[522] mostramos
que ele é um gerador de simetria do potencial puro para k =1,...,10.
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