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Resumo

O objetivo desta dissertacao é de discutir algumas conexoes entre teoria de nimeros
e fisica. Primeiramente, introduzimos um corte na fungao zeta de Riemann e assim
definimos funcoes zeta modificadas. Mostramos que uma destas fungoes satisfaz uma
equacao funcional envolvendo fungoes de Bessel. Em seguida, discutimos alguns aspectos
de teorias de campos aritmética, onde estudamos a energia livre média de um gas de
Riemann desordenado escrita numa representacao em séries em termos dos momentos da

funcao de particao do modelo.

Palavras Chave: Teoria de nimeros, funcao zeta de Riemann, método da func¢ao zeta

distribucional e gas aritmético desordenado.



Abstract

The aim of this thesis is to discuss some connections between physics and number theory.
First, we introduce a cut-off in the Riemann zeta-function in order to define a modified
zeta-function. We show that one of these functions satisfies a functional equation which
involves the Bessel functions. Second, the average free energy of a disordered Riemann
gas is discussed. We get a series representation for the average free energy in terms of

moments of the partition function of the model.

Keywords: Number theory, Riemann zeta-function, distributional zeta-function method

and arithmetic disordered gas.
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1 Introducao

Da estrutura aditiva e multiplicativa dos niimeros naturais podemos definir niimeros
primos. Os nimeros primos sao blocos de construgao multiplicativos de um conjunto
infinitamente contével dos nimeros naturais. E fato conhecido que existe uma regularidade
global destes niimeros primos ao contrario de uma irregularidade local. A grande questao
que se coloca é sobre a distribuicdo destes numeros dentro dos inteiros. A abordagem
de Riemman com uma func¢do complexa, doravante fungao zeta de Riemann, ((s), usa
ferramentas de variaveis complexas para discutir a distribui¢do dos niimeros primos dentro
do conjuntos dos niimeros inteiros. O melhor resultado na literatura acerca da sua
distribuicao global é o teorema dos niimeros primos. O ntimero de primos menores do que
x, representada por 7(z) é assintoticamente dada por Tes 1,2, 3,4, 5]. Riemann conseguiu
fazer uma conexao com os zeros de uma fungao complexa e a distribuicao dos ntimeros
primos. A relagdo entre o nimero de primos menores do que x e os zeros complexos da
funcao zeta de Riemann pode ser obtida usando-se a férmula de Riemann-Von Mangoldt
[6]. A conexdo entre os primos e o conjunto de zeros nao-triviais da fungio zeta estd
relacionada ao fato de que a funcao zeta pode ser expressa como um produto de Euler ou
como um produto de Hadamard. Dentro desse cenario, aparece uma situacao onde tudo
leva a crer que a distribuicao dos zeros nao triviais acontece em uma linha. A hipotese de
Riemann afirma que todos os zeros complexos nao triviais da funcao zeta estao localizados
na linha critica Res = %

Na ocasiao em que Hilbert colocou 23 problemas que a matematica deveria resolver
para avancar, ele enfatizou que a funcado zeta de Riemann nao satisfaz nenhuma equacao
diferencial do tipo daquelas que aparecem usualmente na fisica matematica como equagoes
diferenciais cldssicas, como por exemplo, equagao de Bessel, Hermite e etc [7]. Embora a
funcao zeta nao seja solugao de uma equacao diferencial do tipo mencionado acima, ela
aparece em muitas situacoes fisicas. Um exemplo que a fisica cldssica fornece surge dos

chamados sistemas dindmicos. No modelo conhecido como modelo de bilhar, as particulas
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tem energia constante e se movimentam em um volume finito. Uma vez que as particulas
chegam na fronteira, elas sofrem uma reflexdo especular. Dependendo da forma do bilhar,
este sistema pode ser integravel ou cadtico. Um dos modelos de bilhar mais simples é o
bilhar circular que por conta da existéncia de uma simetria rotacional constitui um sistema
integravel. Respondendo a pergunta de qual seria a probabilidade de que as particulas
escapem do volume depois de n saltos e passado um tempo t, dado a existéncia de um par
de buracos sobrepostos de tamanho ¢, se tem uma situacao onde a fungao zeta aparece
conectada a transformada de Mellin dessa probabilidade.

Hilbert e Pélya sugeriram que uma representacao espectral dos zeros nao-trivias da
fungao zeta de Riemann poderia demonstrar a hipdotese de Riemann. Algumas evidéncias
desta representacao espectral tém sido discutidas na literatura onde as propriedades
estatisticas dos zeros sao estudadas [8, 9, 10]. A questao que tem sido discutida é que a
distribuicao espacial de niveis de energia adjacentes préximos em muitos sistemas é similar
da distribui¢ao dos zeros nao triviais da func¢ao zeta, em particular quando comparado com
sistemas quanticos cadticos, o que leva a tentar asociar a dindmica desse tipo de sistema
com a fungao zeta. Para sistemas integraveis classicos esperamos uma distribui¢ao do
tipo Poisson, entretanto existem outros sistemas onde a distribuicdo de niveis de energia
adjacentes nao seguem a distribuicao de Poisson. Resultados numéricos indicam que a
distribuicao dos zeros nao-triviais da fungao zeta de Riemann se assemelham a distribuicao
dos autovalores de matrizes aleatérias no ensemble unitario Gaussiano. Isto é conhecido
como a lei de Montgomery-Odtyzko

O objetivo desta dissertagao é discutir algumas conexdes entre teoria dos ntimeros e
fisica, em particular a fisica relacionada & fungao zeta de Riemann [11, 12, 13]. Nesta
tese mostraremos algumas situagoes onde modificando a funcao zeta original podemos
fazer algumas conexdes com a fisica matematica. Uma forma é introduzindo cortes na
funcao zeta de modo a obter uma fun¢ado que obedece a uma equagao diferencial [14].
Introduzimos cortes na func¢ao zeta de Riemann para obter func¢oes zeta regularizadas.
Uma destas fungoes exibe uma relacao funcional envolvendo funcoes de Bessel de terceiro

tipo. Esta ideia ja tinha sido usada anteriormente para se discutir a energia renormalizada
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associada a campos quéanticos na presenca de superficies classicas [15, 16]. Outra discussao
esta relacionada a alguns aspectos de teoria de campos aritmética. A teoria de campos
aritmética foi desenvolvida para estabelecer conexoes entre teoria dos niimeros e teoria de
campos [17, 18, 19, 20, 21, 22]. Seguindo essa linha estudamos um gés de Riemann bosonico
desordenado [23, 24] e apresentamos a energia livre média escrita numa representagao
em série dos momentos da fun¢ao de particao do modelo. Para alguns artigos recentes
discutindo a relagao entre teoria de nimeros e fisica recomendamos as Refs. [25, 26].

Antes de discutirmos nossos resultados, queremos enfatizar outros resultados conectando
teoria dos ntumeros e fisica. Ressaltamos que estes resultados nao estao associados as
propriedades estatisticas dos zeros nao triviais da funcao zeta de Riemann. Em vez
de discutir os zeros e os sistemas fisicos que podem gerar este espectro vamos focar na
distribuigao dos primos. Nessa dire¢ao alguns autores [28, 29, 30, 31] formularam a seguinte
questao: existe um sistema quantico com um potencial que geraria o espectro dos niimeros
primos. Usando integrais funcionais foi provado que uma grande classe de modelos nao
pode ter o espectro dado pela distribuigdo de primos Refs. [32, 33]. Veja também as Refs.
(34, 35]

Neste trabalho é discutida duas situagoes diferentes conectando teoria dos ntimeros,
fisica matematica e teoria de campos. Primeiramente ¢ modificada a fun¢ao zeta inserindo
uma funcao corte que possui uma simetria particular, conhecida como simetria modular,
isso nos permitiu encontrar uma generalizacao para a equacao funcional de Riemann. Esta
generalizacao obedece a mesma simetria que a equagao funcional original s — (1 — s) na
faixa critica. Ao mesmo tempo essa equacao funcional resultante envolve duas fungoes
de Bessel do segundo tipo. Em seguida, discutimos um gas bosonico aritmético. Um gas
de Riemann bosonico é um sistema mecéanico quantizado a uma certa temperatura 3!
cuja fungdo de particao é dada pela funcao zeta de Riemann. Recentemente foi discutida
a conexao entre os zeros nao-triviais da fungao zeta e transigoes de fase usando um gas
aritmético desordenado. Introduzindo a desordem em um gas de Riemann e estudando as
variaveis termodinamicas do gas aritmético no plano complexo, uma conexao entre os zeros

da funcao zeta e a fisica foi estabelecida. Neste trabalho foi calculada a energia média
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do gés desordenado. Usando o método da fungao zeta distribucional [36, 37] obtemos a
energia livre média de um gas de Riemann desordenado, resultado que nao havia sido
obtido no trabalho exposto.

A organizacao da dissertacao é a seguinte: no capitulo 2, discutimos algumas pro-
priedades da funcao zeta de Riemann. No capitulo 3 as funcoes zeta regularizadas sao
apresentadas como uma introducgao, para depois no capitulo 4 discutir a fungao zeta-
modificada por meio de um corte. No capitulo 5 , exibimos a energia livre média de um

gés de Riemann desordenado. As conclusoes sao dadas no capitulo 6.



2 A funcao zeta de Riemann

Neste capitulo apresentamos as ideias principais relacionadas & funcao zeta de Riemann
e a hipdtese de Riemann. O contetudo é colocado de forma expositiva, com o minimo da
matematica essencial para o entendimento do assunto, e expondo os resultados principais.

Comegamos o capitulo com a definicao do que seria uma nimero primo. Dado um
numero inteiro p tal que p # 1, dizemos que p é um numero primo se ndo podemos
encontrar um inteiro n dividindo p, tal que 1 < n < p. Qualquer inteiro positivo n pode ser
decomposto de maneira tinica como o produto de poténcias de nimeros primos. Resultado

que é conhecido como o teorema fundamental da aritmética
n=pips...pk. (2.1)

Comk=>0eeq,....,ep21ep <py<---<pp
A fungéo zeta de Riemann ((s) é uma fungao da varidvel complexa s onde s = o + it
onde o,t € R. A principio ela estd definida no semi-plano complexo Re s > 1 pela série
absolutamente convergente
oo
((s) = Zl Tj (2.2)
n—
e esta definida em todo o plano complexo C por continuacao analitica. A série de Dirichlet
definida na Eq. (2.2) pode ser estendida para todo plano complexo como uma fungao
meromorfica com polo simples em s = 1, com residuo 1.
Vamos mostrar que relacao existe entre a serie de Dirichlet acima definida e o produtério
envolvendo niimeros primos.
Usando o teorema fundamental da aritmética, é possivel mostrar que
-1
) =TI (1 - pl) , (2.3)
p

para Res > 1.
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Em cada parte do produtério aparece um termo na forma 1/(1 —p~=*). Como |p~—*%| < 1,

entao vemos que cada termo do produto representa uma série geométrica com razao p —°.

1 oo
77 g p—’I‘S (24)
l—p~s ;)

Desta maneira teremos o produto de N termos

N 1\ 0 1
QG_VJ S Gy 29

Portanto utilizando o teorema fundamental da aritmética vemos que reproduzimos no
denominador todos os inteiros no limite N — oo.

Com este resultado podemos associar a funcao zeta com o conjunto dos niimeros primos
na regiao onde a zeta converge. O produto dado pela eq. (2.3) é chamado de produto de
Euler. Foi Euler quem primeiramente lidou com essa série, embora nao considerando s
como um numero complexo. A série definida pela eq. (2.3) é absolutamente convergente e
desta forma a soma ((s) é analitica no semi-plano complexo Res > 1.

A fungao zeta também pode ser expressada na forma de uma integral. Utilizando a

funcao gama de Euler

o0 1 o r
/ xs—le—naxdw — / ys—le—ydy — (S>
0 0

ns ns

(2.6)
Efetuando a soma em n obtemos o produto da funcao Zeta com a funcao Gama.
C(s)T(s) = / S ey (2.7)
0 n=1

Nesta expressao temos uma série geométrica, de modo que podemos colocar esta

exXpressao como

g(s>r(s):/0°° Al (2.8)

et —1

Da Eq. (2.3), temos o inverso da fungao zeta

c*@zno—l) (2.9)

P pe
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Expandindo o produto infinito, obtemos
CHs)=1=2p+> ()™ = > (par) + ... (2.10)
p p<q p<g<r
onde p, ¢, T, ... sdo numeros primos. Note que na Eq. (2.10) somente os inteiros que nao
apresentam fatores quadrados aparecem na soma (de acordo com o teorema fundamental
da aritmética). Para um dado inteiro n o coeficiente de n=* é 1, se o ntimero de fatores

de n é par ou Impar respectivamente.

CHs) = Y plmyn (2.11)
n=1
onde nds introduzimos a fungio de inversao de Mobius, p(n), definida por [11]

1 se n é um inteiro positivo livre de fatores quadraticos
com um nimero par de fatores primos,
p(n) =9 —1 sen um inteiro positivo livre de fatores quadraticos

com um numero impar de fatores primos,

0 se n nao pode ser escrito da forma acima,

onde u(1) = 1.
Como nesta dissertacao vamos considerar func¢oes zeta modificadas, nos iremos breve-
mente discutir como se efetua a extensdo analitica da fungdo zeta de Riemann [13].
Podemos efetuar uma extensao analitica da funcdo zeta notando que a série que define

a funcao zeta pode ser colocada na forma

((s)=> —= io: n <1 — (n—|—11)3> = snioz n/nJrl x5 (2.12)

=1 n
Podemos decompor um nimero x na forma = = [z] + {z}. Onde [z] denota a parte
inteira de x, e {x} denota a parte fracionaria de z.

Podemos colocar n dentro do integrando como [z] devido ao limite de integragao ser

entrenen-+1.

n+1 (%s)

[z]z ™ tda = 5/1 [z]z ™ dx (2.13)

)= |

n=17"
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C(s) = s/loo x dx — s/loo{x}x_s_ldx = ﬁ - s/loo{x}m_s_ldx (2.14)

A integral converge para o > 0. Portanto definimos uma extensao analitica para
Res > 0, com a exce¢do de um pélo em s = 1.

Contudo queremos efetuar uma extensao analitica para todo o plano complexo, assim
como ¢ feito por Riemann em seu artigo de 1859.

Podemos ver isto partindo da férmula da soma de Poisson.

> S =3 i) (2.15)

Onde f(n) e f(n) estdo relacionados pela transformada de Fourier.

F(t) = /_O; dr f(x) e 27t (2.16)

Podemos aplicar a transformada de Fourier para a fungao f(x) = e~Ti Y,

f(n) = /_O:O dp e~ @' mv—2mine (2.17)
_ /_O:O do e~V (@+in/v)? ,—mn? fv (2.18)
— ™V /O:o dy e (2.19)

_ L (2.20)

Pela aplicacao da férmula da soma de Poisson e definindo a funcao 6, teremos

6(v) = i e = i \}56_”"2/” (2.21)
0(v) \%9(1/0) (2.92)
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Agora definimos outra fun¢ao utilizando um somatoria a partir de n = 1.

=Y e (2.23)
n=1

Teremos através da relagao obtida pela soma de Poisson uma relagdo envolvendo 1 (v)

2(v) +1= \}5 <2¢ (i) 4 1> (2.24)

Podemos utilizar esta fungdo para calcular a integral com alguma poténcia envolvendo

s, ja que a funcao 1 envolve exponenciais negativas e portanto a integral é convergente.

> s/2— 1 _ 5/2 1 —n?rx s/2—1_—y
/0 x x)dr = Z/ dx = 27(77? 3/2/ y e Ydy (2.25)

Onde temos trocado y = n?mx na integral e temos reconhecido a funcao gama de Euler.

Desta forma teremos

/0 T2y (@)de = C(s)m*T <;> (2.26)

Separando a integral nos intervalos [0, 1] e [1, 00) e substituindo a Eq. (2.24) na integral

de intervalo [0, 1], obtemos

r<§> 75 ((s / dv x5~ +/ de 23 1(— 2\1/5+\/1§w<;>> (2.27)

Realizando integrais simples dos termos que nao envolvem a fungao v, encontramos

F(Z) 73 C(s) = ( +/ dr 236 3>w< ) / dz 2571 9(z). (2.28)

Assim temos apés trocarmos x por 1/x na primeira integral

F(;) T2 ((s) = 3(31—1) + /100 dap(z) (37 4 27 206D), (2.29)

A integral que aparece na Eq. (2.29) é convergente para todos os valores de s devido ao
fator exponencial que aparece em ¥ (x) e desta forma a Eq. (2.29) é a extensao analitica
da func¢ao zeta de Riemann a todo plano s complexo. A tnica singularidade é o pélo em

s = 1. O outro pélo em s = 0 advém da funcao gama de Euler.



Capitulo 2. A fungio zeta de Riemann 10

Riemann também demonstrou que a funcao zeta satisfaz uma equagao funcional. Para
obtermos uma equacao funcional basta observarmos que a parte direita da equacao Eq.
(2.29) é invariante pela troca de s por 1 — s, com isso chegamos na na seguinte equagao

funcional

73r<§><(s) - 7T(12S)F<1 - S>g(1 — ), (2.30)

que ¢ vélida para s € C\ {0,1}
Agora, vamos esbocar como obter a férmula que mostra que a extensao analitica possui

uma infinidade de zeros na linha s = 1. Pela diferenciacio logaritmica, para Res > 1

5 .
temos

Partindo da relacao

C(s) =11 (1 - ) , (2.31)

podemos tomar o logaritmo da funcao zeta,

log((s) =) log (1 — pls) (2.32)

Com isso teremos

-1
¢(s) log p 1 >
= 1-— =—) logp 2.33
¢(s) Zp: P p* zp: mX::l pme (2:33)
Assim podemos colocar esta equacdo na forma
((s) _ & An)
_ — ’ 2.34
o) "5 w 230

onde A(n) é a fun¢ao de von Mangoldt, definida por

logp ifdv>1:n=p”
A= °
0 de outra forma.

Introduziremos a funcao de Chebyshev ¥(x) através da soma da fungao A(n)

U(z) => Az). (2.35)

n<x
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Como a funcao zeta de Riemann s6 tem um poélo em s = 1 no eixo real, de maneira a
demonstrar as propriedades intrinsecas no plano complexo, é conveniente escrever a fungao
zeta como

2 T2

((s) = m@ =(s). (2.36)

De modo que a fungao Z(s) ira satisfazer a equagao funcional

=(s) =E(1 —s) (2.37)

% e é analitica em todos

A fungao Z(s) é uma funcao simétrica em relagao a linha o =
os pontos do plano complexo.

Através da representacao do produto de Euler da fungao zeta vemos que ela nao possui
zeros para o > 1. Os polos da funcao I (%) reproduzem todos os zeros da ((s) no plano
real em 0 = —2k, k =1,2,... Podemos ver isto considerando a equagao funcional (2.30)
para ¢ < 0. O produto de ambos lados é nulo se ao menos um dos termos é nulo na
equagao funcional. No lado direito da equagao temos a fungao I' (%) que nao possui
zeros e a fungdo ((1 — s) que ndo possui zeros para o < 0. Desta forma a funcao ((s) deve
possuir zeros simples na localiza¢do dos polos da func¢ao I' (%) Esses sao os chamados
zeros triviais da fungdo zeta porque a sua localizacao ¢ inerente a localizagao dos polos da
fungdo Gama. Desta forma os zeros nao triviais devem ocorrer na faixa 0 < o < 1.

Vemos através da relagao (2.37) que se p é um zero da funcao =(s), entao 1 — p também
é um zero. Além do mais, pela defini¢ao de Z(s), temos que =(s)=Z(3), de modo que p
e também 1 — p sdo também zeros da fungao Z(s). Com isso vemos que os zeros estao
distribuidos simetricamente em torno do eixo real.

Além disso, os zeros nao triviais sao simétricos em relagao a linha critica o = % Se

1

p= % +a +ib é um zero da fungao Z(s), entdo 1 — p = 5 — a — ib ¢ também um zero, e

portanto 1 —p = % — a + b é também um zero da fungao =(s). Desta maneira vemos que
os zeros nao triviais da funcao zeta estao espelhados com relagao a linha critica o = %

A hipotese de Riemann conjectura que todos os zeros nao triviais estao localizados na

linha critica o = % Portanto a hipotese falha se ao menos um zero dentro da faixa critica
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for encontrado com parte real diferente de 1/2. Ao longo dos anos foram demonstrado
varios teoremas que ditam sobre a distribuicao dos zeros nao triviais da funcao zeta.

Abaixo listamos algumas das provas que envolvem a conjectura de Riemann:

o Hadamard e de la Vallée Poussin provaram independentemente em 1896 que a funcao

zeta nao tem zeros para a linha o = 1.

o Hardy mostrou em 1914 que infinitamente muitos zeros correm na linha critica

o=1/2

o Levinson mostrou em 1974 que no minimo um tergo dos zeros nao triviais da fungao

zeta estdao na lina critica o = 1/2

o Conrey mostrou em 1989 que no minimo dois quintos dos zeros néo triviais da funcao

zeta estao na lina critica o = 1/2

Além de resultados matemaéticos, existem varios calculos computacionais que calculam
. . . ~ 1
em uma ordem de grandeza muito grande os primeiros zeros da fungao zeta em o = 3.
Nos dias atuais existem célculos que obtiveram os primeiros 10.000.000.000.000 zeros da
funcao zeta na linha critica.
Agora apresentaremos algumas consequéncias para teoria dos niimeros caso a hipdtese
de Riemann seja comprovada e o que leva a crer que a hipotese é valida.
A demonstragdo de Hadamard e de la Vallée de que ((1 + it) # 0 tem consequéncias

para a distribuicdo dos nimeros primos. A demonstracao dessa propriedade é equivalente

ao teorema dos nimeros primos, a de que assimptoticamente temos

z o dt x
7(x) N/z Tog() ~ Tog(2) T — 00 (2.38)

Nesta expressao 7(x) denota uma funcao que conta o nimero de primos menor que
um inteiro x.
Este resultado foi conjecturado por Gauss em uma carta em 1849 e provado indepen-

dentemente por Hadamard e de la vallée-Poussin em 1896. Este resultado demonstra uma
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outra conexao entre a distribuicao dos niimeros primos e a fungao zeta de Riemann além
do produto de Euler.

Afirmar que a distribuicao dos primos é da forma

ww)= [ bgit) + 0(2° log(x)) (2.39)

é equivalente a afirmacao de que

((o+it) #0, 0 >0 (2.40)

Desta forma a hipdtese de Riemann é equivalente a afirmacao

n(z) = /2 h log’ét) + O(a? log()) (2.41)

Desta maneira aumentar a regiao possivel de auséncia de zeros nao triviais permite
determinar com mais acuracia as distribuicao dos nimeros primos.

Na atualidade o melhor resultado para a auséncia de zeros da funcao zeta para a regiao

o>1— < (2.42)

(log [¢] +1)7 (loglog(3 + [¢])) 5

resultado obtido por Vinogradov e Korobov independentemente em 1958, onde ¢ em a

expressao ¢ alguma constante positiva.
Pode-se mostrar que o nimero de zeros da fung¢ao zeta de Riemann na faixa critica

com 0 < Im(s) < T é dado por

T T T
~ log — — — log T). 9.4
o 27T+0(0g ) (2.43)

Este resultado foi conjecturado por Riemann em seu artigo de 1859 e foi provado por
von Mangoldt em 1905.
Von Mangoldt provou em 1895 a seguinte expressao para a fungao de contagem dos

nimeros primos

m(z) = i Mj(xl/") (2.44)

n=1 n
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Onde

J(z) = Li(z) — lim

T—o00

> Eilplog(x)]

lp|<T

+ /:O 7 fii log() log (2), (2.45)

p(n) é a fungdo de Mobius, p denota os zeros nao triviais da fungao zeta. Li(x) =
[2dt/log(t) e Ei(x) = [*._ (e'/t)dt denotam a a integral logarftmica e a integral exponen-
cial.

Com esta expressao vemos que saber a distribuicdo dos zeros da funcgao zeta de
Riemann nos permite saber a distribuicao dos niimeros primos. Observamos ao tomarmos
os primeiros elementos dessa série que reproduzimos o teorema dos nimeros primos
m(x) ~ Li(x). A localizagao dos zeros nao triviais da fungao zeta determinam os desvios da,
tendéncia principal da fungao m(x) se comportar como Li(z), sendo os termos envolvendo
os zeros da fungdo zeta oscilagoes da tendéncia principal de 7(z).

Hilbert and Pélya sugeriram que deve existir uma interpretacao espectral para estes
zeros nao triviais da funcdo zeta de Riemann, de modo que os zeros nao triviais da funcao
zeta sdo autoestados de um operador hermitiano, da mesma forma que para um oscilador
harmonico quantico temos a presenca dos polindomios de Hermite como autofunc¢ées. No

proximo capitulo apresentaremos as fungoes zeta regularizadas.
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3 Funcoes zeta regularizadas

Na fisica e particularmente em a teoria quantica de campos (TQC), muitas vezes nos
encontramos diante de expressoes ou quantidades divergentes. Um método que trata com
essas situacgoes é conhecido como regularizacao. Em poucas palavras a regularizacao é
um procedimento que extrai quantidades finitas de quantidades divergentes. Existem
diversos métodos de regularizacao, como por exemplo a regularizagao de Pauli-Villars, que
partindo das expansoes de loop isola termos divergentes de quantidades finitas, e assim
ela é utilizada pra renormalizar a teoria desejada. Outro procedimento de regularizagao
que vale a pena destacar é conhecido como regularizacao dimensional, desenvolvido por
Juan José Giambiagi e Carlos Guido Bollini e independentemente por Gerardus ‘t Hooft
e Martinus J. G. Veltman. O trabalho de Giambiagi teve como objetivo dar sentido a
integrais divergentes que aparecem na TQC perturbativa. A versdo de 't Hooft e Veltman
era mais extensa, sendo aplicadas originalmente nas teorias de Yang-Mills.

Existem autores que asumem a equivaléncia entre a regularizagao dimensional e as
fungoes zeta regularizadas (ZR), sendo estas tltimas de nosso interesse. Vamos mostrar

brevemente a ideia do método da ZR. Partimos da seguinte expressao

det O = ] M, (3.1)
n=1

onde O é um operador autoadjunto e positivo, e A\, sao os autovalores desse operador.
Queremos dar sentido ao determinante do operador na equagao (3.1). Em seguida podemos

escrever

logdet O = log [T A\ = > log A, (3.2)
n=1 n=1

A continuagao é definida uma zeta associada com esse operador da seguinte forma

, (3.3)
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dessa forma podemos ver que
CO |s=0 = Zlog Ans (3.4)
e portanto se diz que a quantidade,

d oo —s
eig n=1 An

5=0 (3.5)

¢ um produto zeta regularizado de \,. Este procedimento é possivel devido as propriedades
analiticas da funcao zeta de Riemann, e portanto permite definir quantidades finitas para
expressoes que de outra forma podem divergir.

Uma aplicagao conhecida da fungdo ZR ¢é aplicacao ao efeito casimir. O efeito Casimir
ocorre devido a presenca de um material macroscépico que altera o valor esperado da
energia do vacuo. Quando temos duas placas condutoras descarregadas no vacuo a uma
pequena distancia, as placas se atraem devido as flutuac¢oes da energia do vacuo causado
pela presenca de ambas.

No efeito Casimir calculamos a diferenca de energia do vacuo na presenca das placas e
a energia do vacuo sem a presenca das placas e ambas as quantidades sao divergentes.

Muitas vezes temos que calcular a quantidade

(0[To0) = 3 ™" (36)

n

Para regularizar esta quantidade noés calculamos

h|wy|

(0To0(s)10) = >

n

jwn| ™, (3.7)

de modo que podemos estabelecer uma conexao entre a energia do vacuo e a funcao zeta
de Riemann.
Para o cédlculo da energia de vacuo no efeito Casimir temos que calcular a expressao

Adhadlly o
— h/ . (3.8)

Nesta expressao tem w,, = c\/k2 + k2 +
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A expressao anterior é claramente infinita. Desta maneira inserimos um regulador na
expressao e o fazemos nulo apés o calculo.

Teremos portanto

A o0
= [ 20T dky 3 e, (3.9)

onde tomaremos o limite s — 0 ao final do calculo.

Definindo ¢* = k2 + k; teremos

Fs n27r2 |1=9)/2

< §1>> - 7r2 Z/ omq|q® + (3.10)
Calculando a integral em ¢ ficamos com

Es n2r2 |1=9)/2

< ﬁx» =25 Z/ 2mq|@? + (3.11)
(E(s)) hct—sm?s

- 12
A 2a3~5(3 — Zwss (3.12)

Temos nesta expressao exatamente a zeta de Riemann de —3 quando s — 0, de modo
que sabemos o valor pela extensao analitica da funcao zeta. Desta maneira trocamos uma

soma divergente pelo valor da fun¢do zeta em —3.

(E) _ her? her?

_ 1
720a3 (3.13)

Uma maneira de se investigar a hipotese de Riemann é estudar fung¢oes modificadas e
estudar seu andlogo da hipotese de Riemann. A ideia deste capitulo é modificar a funcao
zeta de Riemann de forma a obter uma funcao zeta generalizada que obedece a uma
equacao diferencial da fisica matematica. Uma possibilidade é estudar o fluxo dos zeros
de uma funcao zeta modificada para cada valor do parametro A. Definiremos a funcao
F(s,\) como

[ee)

Z e (3.14)

para s = o 4+ it; o,tand A € R. Derivando com repeito a A\, encontramos que a funcao

zeta modificada satisfaz a equagao

0
5F(s A) =—mF(s—2,)\). (3.15)
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Repetindo os mesmos passos que foram feitos para obter a Eq. (2.27) e da definigdo da

funcao Gama

/OOO 2i e dy = F<;) (3.16)

nsme

A2

Multiplicamos esta identidade por e~ e somamos em n de 0 até oo para obtermos a

série F'(s, A).

F(s,\) ( ) w3 = i:j/ R G (3.17)

Agora trocamos a variavel x pela variavel y = x + A

()

Usando a Eq. (2.24) podemos colocar esta equagao na forma

m\m

Z/ (y—A)2! "Q“ydyz/ooo(y—k);‘%(y)dy (3.18)

F(s, /\)F<Z>7r_§ = A(s,\) + B(s,A\) + C(s,\) + D(s, ), (3.19)

De onde teremos

AN = [ dy = 2F) (320)

BN = [ dyly- A)i—llzw(l) (3.21)

VY \Y
Cls N =5 [ dyly— N (3.2
e
D(s,)\) = ;/AM dy (y — A)Sl\jg. (3.23)

. . ~ . s _ 7
Para prosseguir, usemos a seguinte representacao em séries para (y — \)2 1. Nés temos

T U ¢)
= _kz:%( V'Y P(k+ DI(5—k—1)

(3.24)
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Substituindo a representacao em séries nas equacoes acima, somos levados a

s

A(S /\ A+>‘ dyz -1 F<2)

Dk +1)0(5—k—1) v (325)
ass A F(%) 1
B(s,A) _/ dyz F(k:+1)1“(§—k—1)¢<y> (3.26)
Clsn) = —2 [y S ys r(s) 3.27
GN==3 [ Ay ST Fo— (3.27)
14+ 00 . 3 N
D(s,\) = ;/ dy kZ:%(—)\)kyT’“*E Tt )FES) . 1) (3.28)
A funcdo F(s,\) pode ser escrita como
F(s,\) = Ai(s,\) + Bi(s,\) + C1(s,\) + D1(s, \), (3.29)
onde
Ay(s,\) =72 /1: dy g(—x)’f y;klr(k; T 1)?52)_ o 1) : (3.30)
Iy Sty 1 1
Bi(s,\) = w2 //\ dy l;)(—)\) Y N 1)F(§ o 1) w(y) (3.31)
Culs ) = =2 [y Sy ! 3.32
1(87 ) Y ykz::o(_ ) Y F(k:+1)1“(f—k—1) ( : )
LI S TR RS ! 3.33
Dils N =5 J, dy =Ny T(k+1)0(5—k—1) (333

Para prosseguir uma ideia seria investigar a trajetéria dos zeros de F'(s, ) como fungao
de X no espacgo o,t e \. Isto ndo sera feito nesta tese.
Em vez de discutir func¢oes zeta com o corte definido acima, vamos propor uma

modificagdo na representagao integral para responder as seguintes questoes [38]:

e que modificagdes sao possiveis para obter uma equac¢ao funcional ainda na linha

critica com estas funcoes zeta modificadas?
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4 Funcoes zeta-modificadas e generalizacoes

da equacao funcional de Riemann

No estudo das caracteristicas e propriedades da funcao zeta de Riemann, tanto a
generalizagdo da equacao funcional do Riemann quanto o estudo de fungoes semelhantes
a funcao zeta aparecem na literatura como ideias recorrentes. As fungoes semelhantes
a funcao zeta sao chamadas de L-functions. Estas L-functions podem ser fungoes zeta
do tipo Dirichlet , este caso é conhecido como hipétese de Riemann generalizada. Se a
funcao zeta for de Dedekind, a hipdtese de Riemann é chamada de hipétese de Riemann
extendida.

Outro enfoque que é utilizado no estudo da funcao zeta consiste em modifica-1a e ver
se é possivel encontrar generalizagdes ou estudar o comportamento da dindmica dos zeros
nao trivias, entre outros possiveis analises. Seguindo essa direcao a ideia principal desta
secdo ¢ discutir modificagbes em uma representacao integral da fungao zeta de Riemann
introduzindo fungoes que exibem a simetria x +— 1/x.

Comegamos por definir a fungao zeta modificada (,(s, ), para A € Re A > 0, construida
com uma fungdo continua arbitraria h(z; A) tal que h(2;A) = h(z; N), e limy_, o h(z; A) = 1.
Nos temos

7T_§F< )Ch s, ) / drp(z) h(z; \) z2 7! (4.1)

Seguindo o procedimento de Riemann, obtemos
1
T2 I‘( )(h(s A) / dx h(x; \) x~ 2(s+1) _ / dx h(x; \) 220-2)
0
+ / dw () ha; A) (23072 4 2730ewD). (4.2)
1

Podemos usar a mesma ideia para calcular 7T_(12S)F(12_8> Ch(1 — s,A). Subtraindo

ambas as expressoes, finalmente encontramos

1—s 1 ]_ oo
7T_(2)F< S)Ch(l —5,A) + 7/ dx h(z; \) g2t =

" < )gh(s )+ / dz h(z; \) 2362, (4.3)
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A equacao acima é uma generalizacdo para a bem conhecida equagao funcional satisfeita pela
fungao zeta de Riemann e possui a simetria s — (1 — s) que apresenta a equagao funcional
de Riemann dentro da faixa critica. Vamos imprementar esta ideia aproveitando a simetria
da funcao teta de Jacobi apresentada. Definimos uma fung¢ao zeta de Riemann regularizada,

o ie_A( +1

i.e., com o corte ((s,\) = 302 — ) , para A € R e A > 0. Introduzindo o corte

que apresenta a simetria x — 1/xz, definimos a fungao zeta regularizada por

-5 1 —n? T, (x+l)
72T C(s,A) / dr x5~ Ze </, (4.4)
Novamente, seguindo o procedimento de Riemann podemos mostrar que
1
W—§F<;>C(S A) / de e Mo+3) 363 _ / dy e M oT3) 3 (-2

0

—l—/ dzp(z)e #+s) (;1:%(3_2) + x_%(s“)) : (4.5)
1

Nosso objetivo sera de encontrar uma generalizagdo da equagao funcional de Riemann.
Discutiremos esta equagao funcional generalizada. Como o corte é invariante por transfor-

magoes x — 1/x, fazendo a substituicdo = +— 1/x na primeira integral que aparece na Eq.

(4.5), achamos

1
7T—§F > / dr e (#F3) g3 () L dy e M #3) 3 (=2)
2 Jo
+/ dz (z)e Mo t) a:%(sfz)Jraf%(SH))- (4.6)
1

Podemos usar a mesma idea para calcular i F<1_5>C(1 — 5,A). Obtemos

W‘uzs)F<12 >§(1—5)\ / dr e M o3) p36-2) /dxe ) g3+

+/1 dx 1/1(x)e*)‘(“%) (x_%(sﬂ) + x%(s_m) . (4.7)

Tomando a diferenga entra as Eqs. (4.7) e (4.6), encontramos

1—s 1—
7T_(2>F< 5 >C1—s)\ / dw e Mo3) g3 (D) =

—sp( S L ~Az+1) L(s-2)
s F<2>§(s,)\)+2/0 dre x : (4.8)

Usando a seguinte representacao integral para a funcao de Bessel modificada de segundo

tipo [39]

["drretor = (f) K, (2057) (Re(9) >0 Re()>0)  (49)



Capitulo 4. Funcgoes zeta-modificadas e generalizacoes da equacdo funcional de Riemann 22

podemos reescrever a Eq. (4.8) como

7r_(125)F<1 S S>g<1 — 5, A+ Ko (2)) =7 F(;)C(s, MK (20, (4.10)

A equagao acima é o primeiro resultado importante da Ref. [14]. Obtivemos uma possivel
generalizagdo para a equagao funcional original obtida por Riemann dada pela Eq. (2.30)
que possui a mesma simetria s — (1 — ) que estd presente na equagao funcional construida,
com a funcao zeta de Riemann dentro da faixa critica. Para A > 0, a Eq. (4.10) é definida
dentro da faixa critica. Nao é dificil mostrar que

s S 1 /1 1 1 1
-3 e _ - 5(6=3) _ .5(s=2)\ —Alz+z
T F(2>C(s,)\)—2/0 dx (x x )e (a+3)

1
_/ dx () (x%(S—Q) +£U_%(5+1)) 6_)‘<m+%>
0
1—s

0 A 7 oo A 1
+2)° 5 | K:|2VAZ+ AnPr +2) [ ——= Kios |2V A2+ An27 .
=\ A+ nim 2 =\ X+ n2r 5

(4.11)

Esta representacgao é valida para todo plano complexo C. Vemos que essa representagao
envolve func¢oes de Bessel, que sao fung¢des que aparecem na fisica matematica. Esse
resultado acima ja nos tras uma conexao entre fungoes da fisica matematica e as fungoes

zeta de Riemann modificadas
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5 0O gas de Riemann desordenado

O objetivo principal deste capitulo é discutir situagdes que conectam a fisica de um
gas de Riemann desordenado e as propriedades da funcao zeta de Riemann. Calculamos a
energia livre média de um gas de Riemann com uma desordem do tipo quenched. Partindo
da referéncia [24] onde a energia média do gas foi calculada, estendemos o resultado
apresentando a energia livre media para esse gas usando o método da zeta distribucional.
(36, 37].

No que se segue, usaremos uma nova abordagem para usar nimeros primos para
fornecer uma interpretacao fisica para os objetos matematicos construidos com a funcao
zeta de Riemann. Esta nova abordagem sera usada para calcular a energia livre média em
modelos de teorias de campos continuos com desordem conforme foi recentemente proposto
nas Refs. [36, 37]. Este método, conhecido como método da fungao zeta distribucional, foi
usado para analisar a termodindmica de polimeros e interfaces num meio aleatério [43] e o
modelo de Guinzburg-Landau com uma fonte aleatéria [44, 45]. A vantagem deste método
sobre o método das réplicas é que ele torna possivel acessar o regime nao perturbativo de

modelos nao-Gaussianos. Veja, por exemplo, a Ref. [46].

5.1 A energia livre quenched no géas aritmético

Aqui, usaremos o método da funcao zeta distribucional para calcular a energia livre
média de um gas de Riemann desordenado através de uma representacao em série. Supo-
remos que uma teoria de campo bosonica nao-interagente é definida num volume V' com o

Hamiltoniano dado por

Hp =w Z log(pk)bzbk, (5.1)

k=1

onde bz e by sdo respectivamente os operadores de criagdo e aniquilagdo e {py}ren € a
sequéncia de nimeros primos. Como a energia de cada modo é v, = wlog pi a funcao de

particao deste sistema é exatamente a func¢ao zeta de Riemann, i.e., Z = ((fw).
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Temos a energia do sistema na forma

Hp = i H,. (5.2)

k=1

Com H, =w log(pk)bzbk, teremos a funcao de particdo para um membro do ensemble,

Z =" exp{—Buwlog () n)} .

= T exp{—fwlog ()} (5:3)

Desta forma
1

Zkzi,w
1—17146

(5.4)

Como todos membros do ensemble sao independentes, teremos a func¢ao de particao do

sistema

Z=E2k=< ! )( 15w)---=<<5w> (5.5)

1—p™ ) \1—py

Esta relacdo nada mais é do que a representacao de Euler da funcao zeta. Portanto
concluimos que a func¢do de particao do sistema é a funcao zeta com argumento Sw.

Para um gas aritmético fermidnico nao interagente, teremos o hamiltoniano

Hg=w Z log(pk)czck, (5.6)
k=1

onde ¢! e ¢, sdo respectivamente os operadores de criacdo e aniquilacdo fermionicos.
Podemos mostrar utilizando a fun¢ao de inversao de Mobius que a fun¢ao de particao
do sistema férmionico consiste em a razao entre a funcao de particao de dois sistemas

bosonicos

¢(fw)
¢(26w)

Desta forma a funcdo de particio de um sistema com temperatura =1 é equivalente a

Zp(fw) = (5.7)

um sistema nao interagente de bésons com temperatura (23) ! e férmions com temperatura,
6—1
A desordem pode ser introduzida supondo que o parametro w que aparece no Hamil-

toniano do gas aritmético dado pela Eq. (5.1) é uma variavel aleatéria. Consideramos
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{wk }ren como um conjunto de variaveis aleatérias nao correlacionadas com uma densidade
de probabilidade P(wy) sobre o ensemble de Hamiltonianos. Para seguir, precisamos de
calcular a média no ensemble de alguma quantidade fisica de interesse. Definimos a energia

livre média do gas de Riemann como

F(8) = —;E log ¢ (fw)] (5.8)

onde E[...] denota a média sobre o ensemble de realizagoes da varidvel aleatéria com uma

fungao densidade de probabilidade discreta. Para uma func¢ao f(wy) teriamos

= Z P(wr) f(wk) (5.9)
k=1
A média da energia livre, para o caso de um ensemble que consiste em um infinito

enumeravel de copias do sistema é

f(B) = 1‘/’% (wr) log C(wiP), (5.10)

onde V' é o volume do sistema e P(wy) é a fun¢ao densidade de probabilidade discreta,
unidimensional definida no intervalo {w : w1 < wy, < 0O }ren-

Em vez de considerar um ensemble feito por um conjunto infinito enumeravel de copias,
estendemos estas defini¢dbes para um conjunto nao-enumeravel de copias. Desta forma a
média sobre um ensemble de realizagoes pode ser representada por uma integral com w
definida num continuo, i.e. {w: w € RT}. A densidade de energia livre média e a energia

média podem ser escritas como

F(B, ) = / dw P(w, \) log ¢ (wf) (5.11)

(B, A) = ——/ dw P(w 86 log((wﬁ) (5.12)

onde A\ é uma parametro com dimensao de comprimento que tivemos que introduzir para
obter a dimensao correta das expressoes. Observamos que na expressao da energia média
temos que utilizar a a relagdo da derivada logaritmica (Eq. (2.34)) da fungdo zeta . Para

calcular a energia livre, usaremos o método da fungdo zeta distribucional [36].
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Introduzindo a defini¢ao da fungao zeta distribucional ®(s), inspirada na funcao zeta

espectral, como
1

¢(Bw)*’

para s € C, esta funcao sendo definida na regido onde a integral acima converge. A energia

B(s, \) = /0 T dwP(w, A) (5.13)

livre média é dada por
f(B,A) = ——SQD(S, Als=o+,  Res >0, (5.14)

onde ®(s,\) é bem definida.

Podemos utilizar a representacao integral de Euler para a funcao gama

I'(s) = /OOO 2 e dx (5.15)

e substituimos x = ((fw) ¢ na integral para obtermos

1
¢(Bw)®

Embora, a integral de Mellin seja convergente somente para Re s > 0, dado que Re (¢(fw)) >

1 o9
= F(s)/o dtt*"te <)t for Res > 0. (5.16)

0, mostraremos como obterar da expressao acima uma formula para a energia livre média

valida para Res > 0. Substituindo a Eq. (5.16) na Eq. (5.13) achamos
(s / dwP(w / dt 15~ Le=CE, (5.17)

Nés ja sabemos que a fungao zeta distribucional ®(s, ) é definida para Res > 0. A
expressio acima serd utilizada para calcular suas derivadas em s = 0" usando-se métodos
analiticos. Suporemos ainda que, a principio as seguintes operagoes, média na desordem,
diferenciacao e integracao, comutam sempre que necessario.

Para continuar, tomemos a > 0 e escrevamos ® = ®; + &, onde

Dy (

/ dt 5o S (AWt (5.18)

Do(s

/ dt t5 e~ ¢ (Bt (5.19)
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onde a é um parametro adimensional. A energia livre média pode entao ser escrita como

1 d 1 d
A) = ——D(s, A — —Py(s, A 5.20
F8N) = Ggemls |+ e ] (5.20)
Definiremos o k-ésimo momento da funcao de particao como E [C (&u)k], onde
E [¢(6w)"] / dwP(w, \C(Bw)*. (5.21)

A integral ®5(s, A) define uma funcao analitica definida em todo plano complexo C. A
contribui¢ao de ®;(s, ) pode ser computada expandindo a exponencial na eq.(5.28) em

uma série e integrando em ¢

kfj Buw)* (5.22)

Para k = 0 temos o produto I'(s) s = I'(s + 1) no denominador.Com isso teremos uma

expressao para a funcao ®; envolvendo um a série com cada termo contendo um momento
da fungao ((fw)

s k k+s

a a

- (=1)
['(s+1) ;k'k+s)

P (s,\) = [C(Bw)], (5.23)

uma expressao valida para Res > 0. A funcdo I'(s) tem um pélo em s = 0 com residuo 1,

d < (—1)kak &
(s Vo = 3 SR B [ + oo (5:24)
onde
g(a) = js (F(;ﬂ)) LO+ = (loga + ) (5.25)

e v é a constante de Euler 0.577.... A derivada de ®5 na Eq. (5.19) é dada por

d s ~ dt
— (5, Moo = | dwp ) | T e~ Ra, ), (5.26)
S 0 a

Desta forma, utilizando-se métodos de andlise complexa, uma vez integrado sobre a

desordem, a energia livre média pode ser representada por

1| & (—1)ka k
1B = 57 > E [¢(Bw)*] + loga + v+ R(a, N |. (5.27)
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Podemos mostrar que R(a,\) se anula quando a — oo. Na Ref. [24], a densidade de
energia livre média e a densidade de energia média foram obtidas, embora, somente a
ultima quantidade foi estudada. Aqui, nesta dissertacao, fomos além e encontramos uma
representacao em série para a densidade de energia livre quenched do gas de Riemann
desordenado. Note que esta representacao em série é valida em todo ponto exceto nos

zeros nao triviais da funcao zeta de Riemann.
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6 Conclusoes

Nesta dissertagao apresentamos conexoes entre a fisica e a teoria de ntimeros, em
particular relacionadas com as propriedades da funcao zeta de Riemann. Primeramente
modificamos uma representagao integral da funcao zeta inserindo um funcao corte que posui
a simetria f (%, A) = f(z;A) . Fruto dessa modifica¢ado encontramos uma generalizagao
para a equagao funcional de Riemann que respeita a simetria s — (1 — s) na faixa critica.
Ao mesmo tempo essa equacao funcional generalizada envolve fungoes de Bessel, o que
implica uma conexao com funcoes que obedecen equagoes diferenciais, ou seja, fungoes
que estao relacionadas a processos fisicos.

Finalmente usando o formalismo da funcao zeta distribucional, calculamos a energia
livre quenched do gas como uma representacao em série dos momentos da fungao de
particdo. Essa representagao nao é valida para os zeros nao trivias da funcao zeta. Na

literatura isso tem sido interpretado como pontos de transicao de fase do sistema.
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