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Resumo

Nesta dissertacao é apresentado um estudo aprofundado sobre técnicas lineares de geragao de
ruidos com caracteristicas 1/f“. Sao revistos conceitos de Processamento Digital de Sinais, bem
como de Processos Estocéasticos, de forma a dar substrato aos desenvolvimentos computacionais.
Metodologias baseadas em filtros de resposta finita e infinita — FIR e IIR, respectivamente —
sdo desenvolvidas e intercomparadas. E mostrado que ambas estratégias permitem geracao de
ruidos 1/f com robustez e confiabilidade, permitindo inclusive que se administre os intervalos
de frequéncias em que o comportamento desejado se manifesta. Anéalise sobre tempos de proces-
samento computacional foram realizadas, mostrando que a menos de implementacao recursiva,
todas as estratégias foram capazes de gerar processos com N ~ 107 entradas em menos de 3

segundos, em adi¢ao a uma oscilagdo méxima relativa do expoente o de +4%.

Palavras-chave: processos 1/ f, Processamento Digital de Sinais, Processos Estocésticos, filtros

digitais.



Abstract

This work presents an in-depth study of linear process generation techniques with 1/f.
Concepts of Digital Signal Processing, as well as Stochastic Processes, are reviewed in order to
support the computational developments. Methodologies based on finite and infinite response
filters - FIR and IIR, respectively - are developed and intercompared. It is shown that both
strategies allow robust and reliable 1/f process generation, including allowing to manage the
frequency range in which the desired behavior manifests itself. Analysis of computational pro-
cessing times was performed, showing that minus the recursive implementation, all strategies
were able to generate processes with N ~ 107 entries in less of 3 second, in addition to a +4%

relative maximum oscillation of the a exponent.

Keywords: 1/f processes, Digital Signal Processing, Stochastic Processes, digital filters.
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1 Introducao

A recorrente presenca de processos com espectro de frequéncia do tipo 1/f na natureza
fez com que estes se tornassem alvo de grande curiosidade e, consequentemente, tenham sido
estudados por décadas na busca de uma explicacdo para sua recorréncia. Ruidos em dispositivos
eletronicos [38] 12 [77),[86], movimento de particulas em suspensao [66}, [56], nanotubos de carbono
[20] e modos de vibragao sismica [29] sdo apenas alguns exemplos dos diversos sistemas em que
se observa — dentro de algum limite — um comportamento espectral que obedece a uma dada
lei de poténcia. Frente a tal abrangéncia, parte da Fisica se ocupa das investigacoes necessarias
para compreensao, controle e reproducao de fendomenos 1/f. Dentro deste cenario, a abordagem
computacional é fundamental: simulagdo, andlise e processamento de sinais cujos espectros
seguem leis de poténcia permitem que se formem juizos — ainda que parciais — sobre as origens
e manifestacoes destes fendmenos complexos.

Em funcdo da universalidade dos processos 1/f e da importancia da computagdo em sua
investigacdo, a presente dissertacao traz uma desenvolvimento detalhado sobre métodos de ge-
ragao de ruidos do tipo 1/f em uma dimensdo. A frente de trabalho escolhida consiste na teoria
de Processamento Digital de Sinais e Imagens, pouco familiar para os fisicos brasileiros. Nesse
sentido, em adicao as investigacdes propriamente ditas, uma apresentagao detalhada da Teoria
Linear de Sinais é realizada.

A dissertacao estd estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 2, é apresentada uma visao geral sobre processos 1/f e alguns dos diversos
fenémenos na natureza em que este comportamento se mostra presente. Areas diversas como
Fisica da Matéria Condensada [79, 22], Geofisica [29, 49] e Fisica Médica [32] [14], [85] apresentam
ocorréncias deste processo. Em funcao disto, sdo discutidas algumas interpretacoes fisicas para
sua ocorréncia e cenarios de aplicacao, dando énfase ao trabalho que vem sendo realizado pelo
grupo de pesquisa do Laboratério de Instrumentacido Tecnolégica e Computacional - Sinais e
Imagens (LitCOMP/SI) do CBPF.

No Capitulo 3, é feita uma revisdo de conceitos de processamento de sinais com o intuito
de auxiliar na compreensdo do desenvolvimento do texto. Tendo em vista a vasta quantidade
de material na literatura sobre o assunto, a revisio é feita de maneira robusta, apresentando
apenas os conceitos basicos das principais ferramentas que serdao importantes no decorrer do
trabalho. De maneira geral, sdo discutidos sistemas no dominio de tempo continuo e discreto,
suas propriedades, possiveis formas de representacdao de sinais e, em particular, é feita uma
breve discussdo sobre filtros lineares. Para um curso completo de processamento de sinais, a
autora recomenda os livros de Oppenheim [53] e Diniz et al. [2I]. Além disso, o tépico de
processos estocasticos também é abordado neste capitulo, dando foco aos conceitos basicos de
probabilidade, varidveis aleatérias, classificacdo de processos e estimagao espectral [55].

No Capitulo 4, sdo apresentados diferentes métodos de geracao de processos 1/f através da
implementagao de filtros lineares de resposta ao impulso finita (FIR) e infinita (IIR) para o caso
unidimensional, fazendo uso das ferramentas introduzidas no Capitulo 3. Estes filtros sdo entao

implementados computacionalmente e seus respectivos resultados sdo apresentados. Por fim, o
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estudo realizado é expandido para o caso bidimensional utilizando filtros FIR.

No Capitulo 5, diferentes experimentos computacionais sdo propostos com o intuito de avaliar
a qualidade dos geradores em se tratando do comportamento espectral dos seus respectivos
resultados quando comparados ao caso ideal e seus tempos de processamento, principalmente
em funcdo do tamanho dos vetores gerados. Propostos estes experimentos, seus respectivos
resultados sao apresentados e discutidos, avaliando a viabilidade da utilizacdo dos geradores
para diferentes tipos de problemas. As conclusées e perspectivas futuras do trabalho, junto com
o apéndice, fecham o texto.

Um dos principais obstaculos atuais no desenvolvimento cientifico do Brasil é a caréncia de
investimento na rea de instrumentacao cientifica. Sendo um dos principais pilares para o avanco
tecnoldgico do pais, é indiscutivel sua relevancia, tornando-a indispensével para o crescimento do
cendrio cientifico atual, ndo s6 na area industrial como dentro dos centros nacionais de pesquisa.
A area de computacio estd diretamente relacionada com instrumentacio; na Fisica, a presenga
imperativa da computacdo em todas as areas de pesquisa impulsionam o desenvolvimento de
novas ferramentas para o auxilio do progresso cientifico. A autora espera que, com os métodos
e resultados apresentados neste trabalho, tenha sido feita uma contribuicdo relevante para a
instrumentacdo computacional, auxiliando em futuras pesquisas onde estes tipos de processos

estejam presentes na modelagem computacional.



2 Processos 1/f

2.1 Introducao

A Fisica lida com fendémenos nas mais variadas escalas. Buscam-se modelos que expliquem
desde a aceleragao de galdxias até o transporte elétrico em interfaces de dimensées nanométricas.
Cada contexto carrega consigo, ou apresenta, um arcaboug¢o que melhor lhe descreve. Assim,
a Fisica tenta, por meio de aparatos variados, modelar e representar minimamente uma gama
imensa de fené6menos. Dentro deste conjunto, ha aqueles fendmenos que chamam a atencao
devido a sua manifestacdo consistente em diversas escalas, do micro ao macro. Tais fenémenos
agucam a curiosidade simplesmente por serem capazes de se manifestar em diversos cenarios,
sugerindo que uma busca por uma universalidade na natureza nao é completamente utodpica.
Uma classe representante de tais fendémenos dados a universalidade compreende os chamados
processos 1/f. De modo geral, existem na natureza processos estocdsticos cujas densidades
espectrais obedecem a uma certa lei de poténcia da forma

S(f)

_ c
_F’

em que ¢ e « sdo constantes. Atualmente, quase um século apés sua primeira apari¢ao [38]

(2.1)

em publicagoes cientificas, é surpreendente a quantidade de trabalhos publicados relacionados a
estes fendmenos em areas além da Fisica.

Tendo sido objetos de estudo tanto no aspecto tedrico quanto experimental, foram desen-
volvidos diversos modelos que tentavam explicar sua origem; entre eles, um dos exemplos mais
relevantes foi a abordagem feita através da teoria de fractais [47, [5] que sera discutida mais
detalhadamente nas proximas se¢oes. Entretanto, mesmo com diversas tentativas de sistemati-
zacao, ainda ndo ha uma teoria consolidada que explique o porqué de eles aparecerem com tanta
frequéncia ou a prépria afinidade da natureza por estes tipos de processos.

Este capitulo tem como foco principal expor de forma abrangente a presenca de processos do
tipo 1/f na natureza, desde sua primeira apari¢cdo documental, visto que o fenémeno veio antes
da ciéncia em si, até os dias atuais. Tendo em vista que ja se passaram décadas de estudos sendo
feitos sobre estes, sua relevincia se encontra principalmente na vasta quantidade de fenémenos

que apresentam esse tipo de comportamento, alguns dos quais serdo apresentados a seguir.

2.2 Abrangéncia

Como grande parte dos estudos iniciais foram feitos em dispositivos eletronicos, uma primeira
tentativa de sistematizacdo aconteceu com J. B. Johnson em 1925 quando este estudava o cha-
mado efeito Schottky em circuitos de baixa frequéncia utilizando valvulas termionicas [38, [67].
Este comportamento espectral ndo era exclusivo apenas para valvulas termidnicas, no entanto;
posteriormente, foi constatado que outros componentes eletronicos tais como semicondutores
[33], diodos Zener [12], diodos Schottky [77] e transistores de jungdo bipolar [86], dentre muitos

outros também apresentam comportamento espectral que obedecem a lei de poténcia dada pela
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Equacao . Tendo em vista que, para este caso, estes processos se apresentam na forma de
ruidos, tornou-se necessario uma melhor compreensao sobre este tipo de processo para melhorar
nao s6 a instrumentagao, mas também um entendimento geral sobre os sistemas fisicos em si.

A presenga de processos 1/ f em dispositivos eletronicos foi apenas o ponto de partida e novas
descobertas logo se estenderam para areas além da Eletronica. Houve diversas contribuicoes
também em &areas como a Biofisica e Fisica Médica, por exemplo; nao se limitando apenas a
sistemas puramente fisicos, foram estudados casos de processos 1/f que estdo relacionados ao
comportamento humano. Por fins de ilustracdo, tome como exemplo a cognigao [28| [72]. Uma
assinatura 1/f foi detectada na realizacdo de pequenos experimentos relacionados a producao
de intervalos temporais e espaciais onde, ao receber exemplos de tais intervalos, era exigido
que pessoas tentassem reproduzi-los repetidamente. Realizando o experimento para diferentes
intervalos e tomando os erros de repeticdo como uma série temporal, foi verificado através da
andlise de Fourier dos resultados que todos os espectros apresentaram comportamento 1/ f, tanto
para o caso de intervalos temporais quanto para o caso de intervalos espaciais [28]. Ainda dentro
destas areas de pesquisa, foram também realizados estudos em sequenciamento de DNA [73], no
periodo de batimento cardiaco [50], atividades cerebrais [51} [IT], em membranas celulares [45] e
em imagens mamograficas|32], (14 [85].

Mas para realmente compreender como é grande a diversidade de processos na natureza que
apresentam esse tipo de comportamento, tem-se que ele também é encontrado no som [74] —
tanto em certas composi¢oes musicais como na prépria fala —, no fluxo de carros no transito
[84] e em grandes fenémenos naturais como terremotos [29] e até mesmo relacionado a rotagao
da Terra [49]. Estudos mais recentes estdo sendo feitos em dreas como a de Nanotecnologia
[44, 23], em especial voltados para o grafeno [311 [6]. Visto que este tem se manifestado como
uma ferramenta promissora relacionada a biossensores, é preciso lidar com estes processos 1/ f
que se manifestam em forma de ruido nas baixas componentes de frequéncia [23].

Tamanha a quantidade de trabalhos sendo desenvolvidos, foi organizada em Téquio em 1977
a primeira conferéncia internacional sobre processos 1/f. Desde entdo, a ICNF (do inglés Inter-
national Conference on Noise in Physical Systems an 1/f Fluctuation) tem sido realizada com
frequéncia bianual e tem como objetivo reunir diversos especialistas sobre o assunto, impulsi-
onando a interacdo e discussdo destes processos em diferentes areas de aplicagdo. Se o leitor
deseja estudar um conteido mais sintetizado, os artigos cientificos aceitos nas conferéncias foram

separados por area de pesquisa e estdao disponiveis nas referéncias [8, [I8] e naquelas ali contidas.

2.3 Interpretagoes e modelos matematicos

Em quase um século de estudo, foram diversas as tentativas de modelagem matemética
para diferentes processos 1/f. Por mais que nao tenha sido consolidada uma teoria universal
que explique a recorréncia destes tipos de processos na natureza, alguns dos modelos teéricos
especificos que surgiram no estudo de diferentes fendmenos na Fisica obtiveram consideravel
sucesso e merecem ser mencionados [82].

A presenca de ruidos com este comportamento espectral para baixas frequéncias em compo-
nentes eletronicos fez com que, para o caso de metais homogéneos e materiais semicondutores,

surgisse com Hooge uma relacdo empirica para a magnitude do ruido na presenca de um fluxo
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de corrente elétrica [34], 35]. Esta relagdo é dada pela férmula:

Sx(f) _ Cys
X2 T

em que X pode representar a corrente, a voltagem ou a condutividade do material e que a

(2.2)

constante Cy,; estd diretamente relacionada a um fator empirico adimensional cujo valor foi
estimado ser ay ~ 2 x 1073 [34]. Entretanto, ndo h4 evidéncias de que este fator calculado a gy
venha a ser uma constante universal [82]. Esta relagao foi entdo investigada e verificada para
diversos tipos de metais tais como prata (Ag), cobre (Cu), chumbo (Pb) e platina (Pt) [34],
para filmes metélicos de prata, ouro (Au), cobre e estanho (Sn) [75] e também para materiais
semicondutores [71, [4I]. Porém, quando realizado o estudo para estruturas mais complexas
(ndo-homogéneas), a relacao de Hooge nao foi verificada [82]. Com isso, o aparente sucesso
das investigacoes iniciais fez com que fossem surgindo novos modelos. Ainda no assunto de
componentes eletronicos, um exemplo de tentativa de modelagem que surgiu posteriormente foi
apresentada por Clark e Voss relacionando a presenga de ruido 1/f em filmes metélicos com
flutuagoes térmicas do material [79] [76]. Ainda mais adiante, a andlise destes primeiros modelos
impulsionou o surgimento de abordagens alternativas via Mecanica Quéantica [30].

Sucessos e falhas a parte, a discussao sobre a origem dos processos 1/ f vai muito além destes
casos especificos, abordando questoes mais fundamentais dentro da Fisica. Sua propriedade
de invariancia a escala, por exemplo, fez com que estes fossem ligados a teoria de fractais
[47, B2), [81]. Tendo como sua principal propriedade a auto-similaridade — o que significa que o
sistema é invariante sob transformacoes de escala —, estes conjuntos surgiram como uma forma
alternativa de geometria para a natureza, abandonando a usual busca por formas regulares
como solucao de problemas que apresentam padroes extremamente irregulares. Na tentativa
de explicar a origem de ambos os fendmenos — fractais e processos 1/f —, Bak et al. criaram
o conceito de criticalidade auto-organizada [5] (SOC, do inglés self-organized criticality). Em
seu artigo, foi definido o que os autores chamaram de estado critico auto-organizado, que seria
um estado para o qual certos sistemas dindmicos com grande ntiimero de graus de liberdade
evoluiriam de forma espontdnea. Em outras palavras, para a dindmica desses sistemas, este
estado critico seria um atrator. Caracterizado principalmente por leis de escala, Bak acreditava
que fractais e processos 1/f ditavam as manifestacoes temporal e espacial de um estado critico
auto-organizado [3]. O conceito de SOC foi e ainda é utilizado em pesquisas de dreas como
sismica [4} 83] e redes neurais [42, 48], mas uma rapida sucessao de artigos [39, 37, 36] rebatendo
os resultados apresentados em [5] fez com que a ideia proposta como explicagdo para a presenga
de processos 1/ f na natureza perdesse credibilidade e a questao se manteve em aberto.

Em relagdo a fenémenos irregulares na natureza, um dos problemas classicos da Fisica que
esta ligado a processos 1/f é o movimento Browniano. Este fendémeno de importancia histé-
rica relacionado & Teoria Atomica da Matéria descreve a trajetoria irregular de uma particula
dentro de um fluido. Para verificar rapidamente esta relagdo, considere a equacdo de Langevin
unidimensional sem a presenca de forga externas:

dv
m (1) = ~Bu(t) + falt), (23)
em que v é a velocidade da uma particula de massa m, S é o coeficiente de atrito viscoso

do fluido e f, é uma forga aleatéria devido a colisbes com moléculas. Sendo V(f) e F,(f)
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as transformadas de Fourier de v e f,, respectivamente, e fazendo uso das propriedades de

linearidade e diferenciagao, a Equagao (2.3) pode ser reescrita como

2em(y +if)V(f) = Fa(f), (2.4)

em que v = 3/27m. Tirando seu médulo quadrado, obtém-se, entdo, que a densidade espectral

da velocidade S, é dada por

s
4m2m2(y2 4 f2)’

sendo Sy a densidade espectral da forca aleatéria. Portanto, o movimento browniano obedece a

Su(f) (2.5)

uma lei de poténcia para o caso especifico em que a = 2.

2.4 Geracao de modelos

Identificada a dificuldade de se modelar universalmente processos 1/f, em adigdo a neces-
sidade de se manipular tais objetos, fica claro que deve-se buscar arcabougos teéricos que: (1)
gerem processos 1/f¢, pelo menos em uma largura de banda pré-determinada; e (2) permitam
a extracao de dados e informagoes diversos oriundos dos processos outrora gerados. Estratégias
béasicas podem consistir em simulagdes, por exemplo (note que o problema de caminhadas ale-
atérias leva a uma assinatura 1/f2), ou em manipulacio espectral. Este tiltimo parte de certos
pressupostos (linearidade, invaridncia ao deslocamento) para que sejam permitidas etapas de
filtragem de espectros uniformes ou de ruido branco. Com isso, faz-se imperativa a adocao de
técnicas de Processamento Digital de Sinais [53] 21]. Embora poderosa, esta teoria ndo é usu-
almente dominada pelos fisicos, de forma que suas potencialidades sdo sub-utilizadas por eles.
Em direcdo contraria, adota-se neste trabalho o paradigma de Processamento Digital de Sinais
para a geragao e andlise de processos 1/f. Para tanto, o préximo capitulo introduzird uma
revisao profunda sobre Processamento de Sinais e Processos Estocésticos, assuntos que serdo a
base do desenvolvimento tedrico-computacional deste trabalho. Sao discutidos conceitos béasi-
cos de sinais e sistemas em dominios continuo e discreto (representagio, amostragem) com foco
em sistemas lineares invariantes no tempo. Além disso, tendo em vista a estratégia abordada
que faz uso recorrente de ruidos, sdo também abordados conceitos fundamentais de Teoria de

Probabilidade, parametros de caracterizacao estatistica e métodos de estimacao espectral.



3 Processamento de Sinais

3.1 Introducao

Grosso modo, um sinal é uma grandeza que varia de acordo com uma ou mais variaveis
independentes. Na grande maioria dos casos, estas sdo o tempo e espagﬂ Podendo ser mate-
maticamente representado por fungdes, o sinal pode ser continuo, discreto ou misto, dependendo
da natureza das Variéveisﬂ [54]. Desse modo, tem-se que um sistema pode ser definido como um
processo que mapeia um sinal de entrada em um sinal de saida através de uma determinada
operagao realizada sobre o primeiro. Este processo pode ser descrito, de maneira geral, como

uma transformacao
y(t) = H{z(t)}, (caso continuo) (3.1)

podendo esta ser linear ou ndo. Este processo esta visualmente representado na Figura .

x(t) ——— H — y(t)

Figura 1 — Representagdo genérica do diagrama em blocos de um sistema.

Existem algumas propriedades béasicas de sistemas que devem ser mencionadas, tais como:
1. Linearidade: os sistemas obedecem ao principio de superposicao, ou seja,
H{az1(t) + baa(t)} = ayi(t) + bya(t), (3:2)
em que a,b € C;

2. Memdria: referente a dependéncia do sinal de saida com valores passados do sinal de

entrada;

3. Causalidade: a saida do sistema depende apenas de valores atuais ou de instantes pas-

sados do sinal de entrada;

4. Invertibilidade: relacionada a capacidade de recuperar completamente um sinal de en-

trada através do sinal de saida, ou seja,
a(t) = H H{y(t)} = HH{H{z(t)}}; (3.3)

5. Invaridncia ao deslocamento: as caracteristicas e o comportamento do sistema nao
se alteram quando se introduz um atraso ou avango (+tp) no sinal de entrada, i.e., um

deslocamento temporal na entrada gera um deslocamento idéntico na saida:

H{z(t £t0)} = y(t £ to) (3.4)

Contudo, os dominios de um sinal multidimensional podem ser muito mais diversos, como, por exemplo, em
espectroscopia no regime 6ptico, cujas varidveis independentes sdo dadas pelo comprimento de onda e dngulo
de polarizagdo [61].

2 Comumente, deve-se lidar com varidveis aleatérias, o que inviabiliza este tipo de representacio.
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No caso de sistemas em dominios continuos, estes também costumam receber o nome de

invariantes no tempo.

Levando em consideragao as propriedades citadas acima, os sistemas lineares possuem con-
siderdvel relevancia na area de Processamento de Sinais e serdo o foco de estudo das proximas
secOes para ambos os casos continuo e discreto. Em especial, sistemas lineares que também sao
invariantes no tempo (LTI, do inglés linear time invariant) sao utilizados para modelar diversos
processos fisicos tais como circuitos elétricos, por exemplo [7]. O entendimento da representagao
e manipulagdo deste tipo de sistema serdo imprescindiveis para o desenvolvimento dos filtros
que serao apresentados no préximo capitulo. Para um aprofundamento nos tépicos que aqui
serdo apresentados, cursos completos de Processamento Digital de Sinais podem ser encontrado
em [54], 53], 21].

3.2 Sistemas lineares em dominio continuo

3.2.1 Representacao

Tendo em vista que, como ja foi dito, um sinal pode ser descrito através de fungoes, algumas
observacoes devem ser feitas para auxiliar a analise da informacado sendo transmitida por ele.
Objetivamente, um sinal é, dentro deste escopo, uma funcdo f : C — C cuja imagem compre-
ende a informacado de interesse e, de modo intuitivo, utilizar este tipo de representacao viabiliza
toda uma operacionalidade matemaética (integragdo, deslocamentos na varidvel independente,
etc.) sobre ele. Porém, questoes formais a parte — e.g. integrabilidade —, hd uma certa incon-
veniéncia nesse tipo de representacdo, ligada, em dltima instancia, & quantidade de informacao
necessaria para uma representacio fidedigna.

Para uma melhor exemplificacdo do problema, considere a seguinte analogia: sendo f uma
funcdo, a quantidade de “memoria” necessaria para armazenar uma representacao integra do
sinal seria basicamente infinita, dado o carater continuo da varidvel independente. Mais do que
isso, ainda que essa memoria hipotética fosse infinita, uma possivel necessidade de lidar com
seu carater discreto exigiria processos de amostragem do sinal original, o que consequentemente
degrada a representacao final (assunto este que serd abordado na Secao ) Em resumo:
representar um sinal por uma funcao implica na admissido de que este possui resolugao infinita,
nao condizendo com as limitagoes de qualquer sistema fisico.

Uma alternativa intuitiva para se contornar a questdo da resolucdo infinita consiste em se
adotar representacoes de sinais em bases de fung()esﬂ Ainda se tratando de funcoes em ultima
instancia, a representacio fica completamente descrita pelos coeficientes na base escolhida. Em

outras palavras, busca-se entao representar sinais como
2(t) = angr(t), (3.5)
K

em que ar € C e ¢ correspondem, respectivamente, aos coeficientes e vetores de base na
expansao. Pode parecer que a Equagao (3.5) é simplesmente uma releitura de representacao

por fungoes, visto a presenga dos vetores ¢r. Embora correta, essa andlise ndo contempla o

3 Para adotar este tipo de representacao, o sinal deve necessariamente existir num espaco de Hilbert.
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verdadeiro ganho: ao invés da necessidade de infinitos pontos de um conjunto denso [43] para
uma representacao fiel, lida-se agora com um conjunto enumeravel, ainda que eventualmente
infinito. Relacionado a analogia sobre armazenamento feita anteriormente, por exemplo, uma
abordagem baseada em expansdes sobre uma base exigiria o registro dos coeficientes. J4a sobre
a finitude deste conjunto, consideragoes acerca de largura de banda — ou de resolugdo méaxima
atingivel — devem ser estabelecidas. A Secao também traz uma discussao sobre este tépico.

Surge agora a questdo da escolha de quais vetores de base ¢ devem ser utilizados nesta
expansdo. A opg¢ao de tomar esses vetores como fungdes ortogonais — ou seja, utilizar bases cujo

produto interno entre seus vetores é dado por

<¢m7 ¢n> = Cfsm,na (36)

em que C é uma constante e d,, , ¢ a delta de Kronecker

1, m=mn
O = (3.7)
0, caso contrario
— tem como grande atrativo a simplificacdo do formalismo matematico. Existem intiimeras
bases nas quais sinais podem ser representados; processos como a Ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt sdao utilizados para estabelecer, de maneira generalizada, a existéncia dessas bases. Um
exemplo préatico é a representagao de sinais através de polindmios ortogonais [I]: os polindémios
de Legendre, cuja funcao geradora é dada por
1
2Rkl dtk

formam uma base ortonormal — tomando sua forma normalizada e sob possiveis transformacdes

Pi(t) -k k=0,1,2,.. (3.8)

de escala — e ndo ha nada que impeca o sinal de ser descrito pela combinagao linear:
[e.e]
a(t) =Y apPy(t), (3.9)
k=0

em que o limite de ¢t depende da escala sendo utilizada; outros exemplos de poliné6mios conhecidos
como os de Laguerre e de Hermite também sdo possiveis bases que podem ser utilizadas [15].

Porém, mesmo com toda a variedade de possiveis bases que podem ser utilizadas, duas formas
especificas sdo frequentemente escolhidas devido a sua praticidade de aplicacdo em se tratando
de sistemas LTI: a superposicao de impulsos e as exponenciais complexas.

Descrever sinais continuos como uma combinac¢do de impulsos deslocados no tempo é uma
aproximacio extremamente til devido ao fato de que, fazendo uso de suas propriedades, é
possivel derivar a representacio do sinal por uma integral de convolucao. Esta serd fundamental
para o futuro desenvolvimento e andlise de sistemas LTI. Porém, antes de desenvolver esta forma
de representagao, é importante discutir o porqué da escolha de impulsos deslocados como func¢oes
base. Na verdade, tendo em vista o problema de resolucao infinita dado o dominio continuo do
tempo, esta escolha estd diretamente relacionada com o que futuramente sera apresentado como
0 processo de amostragem na Secao ; dada a impossibilidade de discretizar todos os infinitos
pontos de um sinal continuo, uma aproximagao que pode ser feita é através de pulsos retangulares

de largura €
o0

w(t) = S a(ke)s (t — ke)e, (3.10)

k=—o0
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em que
1 0<t<e
de(t) = (3.11)
0, caso contrario
¢ uma fungao normalizada que modela um pulso retangular de drea unitaria. Sua representacao

para diferentes valores de € estd ilustrada na Figura (2).

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2 — Grafico de fungées de pulso retangulares para diferentes valores de e.

Assim, em um cendrio idealizado, minimizar a quantidade de informacao perdida significa
diminuir ao maximo a largura dos pulsos. Ao tomar o limite da largura e — 0, a defini¢do do
sinal dada pela Equagdo (3.10) passa a ser descrita pela integral

2(t) = /jo 2(1)5(t — )dt, (3.12)

em que o impulso () é agora a delta de Dirac. A Figura ilustra este tipo de representagao.

1.2

0.8

0.6

-0.21

-0.44

-0.6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Figura 3 — Ilustracdo de um sinal continuo sendo representado através de impulsos deslocados
uniformemente no tempo.
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Se o sistema for linear, pode-se derivar da Equacao (3.1)) a relacdo para o sinal de saida

y(t) = H{/Oo 2(t)5(t — t’)dt’}
_/ VE{S(t — t')}dt! (3.13)
_/m z(t')h(t —t')dt'.

em que h(t) é conhecida como a resposta ao impulso do sistemaﬂ Observando a Equacdo (3.13)),
nota-se que ela é a definicdo de uma operacao de convolucao entre o sinal de entrada e a resposta

ao impulso. Portanto, simbolicamente, pode-se descrever este processo como sendo

y(t) = z(t) * h(t). (3.14)

Como sistemas lineares fazem uso da convolucao, isso lhes proporciona algumas propriedades
exclusivas como a comutatividade,
o0
y(t) = (t) * h(t) = h(t) * x(t) = / Bt (t — t')dt. (3.15)
— 00
o que mostra que o sinal de saida também pode ser calculado utilizando h(t) como entrada e
x(t) como a resposta ao impulso do sistema. Sistemas LTI também possuem as propriedades

distributiva,
y(t) = x(t) = [h1(t) + ha(t)] = z(t) * h1(t) + x(t) * ha(t), (3.16)
e associativa,

y(t) = x(t) * [ha(t) * ha(t)] = [2(t) * ha(t)] * ha(t) = x(t) * hi(t) * ha(t). (3.17)

Estas tratam dos casos de sistemas em série e paralelo, tal como ilustrado na Figura (4)).

z(t) — Hy — Hy — y(t) x(t) — HoH; — y(t)
H
1

z(t) — — y(t) x(t) —  Hi+Hy — y(t)
Hs

Figura 4 — Representacdao em diagrama de blocos de sistemas série e paralelo.

Em relacdo as propriedades gerais citadas na secdo anterior, torna-se necessario prestar
atencao a alguns detalhes. No caso da propriedade de causalidade, por exemplo, é preciso que
nao haja dependéncia do sinal de saida com nenhum termo do sinal de entrada para t' > t, ou

seja,
y(t) = /t 2(E)h(t — ')t = /0 T (et — ). (3.18)

Discutida a primeira forma de representacao através da sobreposicao de impulsos, serd apre-

sentada outra forma muito utilizada na andlise de sistemas: a sintese de Fourier. Além de

Para sistemas LTI: h(t) = H{5(t)}
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simplificar a manipulagdo matematica devido ao fato desta trabalhar com exponenciais comple-
xas como base, seus coeficientes de série possuem interpretacao clara, facilitando a leitura do
comportamento do sistema. Além disso, existem vantagens de sua utilizagdo em dreas como a
computacional, onde diversos algoritmos ja foram implementados e otimizados para auxiliar o

processamento deste tipo de sinais. A discussao desta representacao serd feita a seguir.

3.2.1.1 Sintese e andalise de Fourier

No caso da sintese de Fourier, sdo utilizadas como base as exponenciais complexas do tipo

on(t) = \%eik”t keZ, (3.19)

sendo sua ortonormalidade verificada através do produto interno:

1 . . 1 T .
(), dn()) = = (e, €™t = — / Mt = 5. (3.20)

T T Jo
Este tipo de representacio se aproveita da limitacdo do dominio das exponenciais ao eixo
imaginario para representar sinais periédicos no tempo como combinacoes lineares de senos e
cossenos. Sendo a frequéncia fundamental relacionada ao periodo da func¢ao por wy = 27/T, um

sinal periddico pode entao ser escrito como:

x(t) = Z apekeot (série de Fourier) (3.21)
k
sendo aj, os coeficientes espectrais do sinal que sao calculados através de

1 T —ikwot
= — / (t)e~heot gy, (3.22)
T Jo

Em se tratando de andlise de sistemas, repare que, a partir da Equagao (3.15), dado um

sinal de entrada descrito por uma série de Fourier, obtém-se como sinal de saida

y(t) = / h(t") {Z akeikwo(tt/)} at’
. .
= 3 ageitent / h(t')e— ko’ gy (3.23)
k — 00

= Z apH (ikwo)e*«ot,
k

em que H(ikwy) é uma constante complexa. A Equacao mostra que exponenciais comple-
xas sdo, na verdade, autovetores de sistemas LTI. Com isso, o interesse principal de representar
sinais como séries de Fourier parte da possibilidade de representar ambos os sinais de entrada e
saida através da mesma base de funcoes. Isso significa que nao s6 a saida também é um sinal
periédico, mas esta possui a mesma frequéncia fundamental do sinal de entrada. A diferenga
que se deve notar estd nos coeficientes espectrais da série: para a saida, o sistema modifica
cada coeficiente da entrada aj através de uma multiplicacdo por um nimero complexo dado
por H (ikw). Isso introduz a ideia de que o comportamento da frequéncia de certos sinais pode
ser manipulado dependendo da resposta em frequéncia do sistema. Em outras palavras, este

processo de manipulacdo introduz a ideia de filtragem de sinais.
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Para sinais que nao sdo periddicos, a representagdo em somatério passa a ser inviavel por-
que surgem valores de frequéncia que nao sdo multiplos da frequéncia fundamental. Torna-se
necessdria, portanto, uma generalizacao da representagio [54] e os sinais passam a ser descritos

or:
p 1 o »
o) = o [ Xiw)e'do (3.24)
21 J oo

sendo -
X(iw) = F{z(t)} = / x(t)e ™tdt (transformada de Fourier), (3.25)

que também recebe o nome de espectro de x.

Dado que a sintese de Fourier pode ser utilizada na representagao de ambos os sinais finitos
e infinitos, torna-se importante discutir os critérios de convergéncia deste tipo de transformada.
Ja que a exponencial é complexa, cai sobre a fun¢do que estd sendo transformada a andlise
que deve ser feita. A condi¢do que normalmente é imposta é a de que esta seja absolutamente
integravel [15], ou seja,
/ T a(0))dt < . (3.26)

—00

Em relacdo as propriedades desta representagdo, alguns exemplos basicos sdo a linearidade,
o deslocamento no tempo e na frequéncia, a relagdo de diferenciacdao, entre outros. Sendo
uma ferramenta matematica de extrema importancia, é possivel encontrar facilmente provas e
exemplificagoes de cada propriedade na literatura [15] [2].

Apresentada a representacido de sinais aperiédicos através da transformada de Fourier, é
possivel se utilizar de suas propriedades para uma melhor andlise no caso de sistemas LTI. Da
Equacao , pode-se determinar o espectro do sinal de saida — fazendo uso da propriedade

de deslocamento temporal — ao calcular:

Y (iw) = Fly(t)) = / - [ / T @)t —)dt| e tar

—00 —00

- / T () H (iw)e " dt! (3.27)

—00

= H(iw) X (iw).

Esta é uma das propriedades mais importantes e que serd utilizada com frequéncia durante este
trabalho: a propriedade da convolu¢do. A Equagdo (3.27) revela a seguinte relagdo entre os

dominios do tempo e da frequéncia para sistemas LTI:
y(t) = h(t) x 2(t) <= Y (iw) = H (iw) X (iw), (3.28)

ou seja, a partir do momento que o sistema pode ser descrito como uma convolucdo de sua
resposta ao impulso com o sinal de entrada, seu comportamento é descrito pela multiplicagao
direta das suas respectivas transformadas de Fourier no dominio da frequéncia. Pode-se, por-

tanto, relacionar a entrada e a saida de um sistema LTI pela chamada funcao de transferéncia:
Y (iw)
X (iw)’
Este serd um dos conceitos fundamentais que serao utilizados no desenvolvimento analitico do
trabalho.

H(iw) =

(3.29)
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3.2.1.2 Transformada de Laplace

Até este ponto, a representacao de sinais via sintese de Fourier foi discuta em detalhes ja que
esta oferece ferramentas matematicas muito Uteis na analise de sistemas lineares. A dualidade
tempo-frequéncia introduzida pela abordagem de transformadas auxilia na interpretacdo da
informacao sendo transmitida dentro destes sistemas, viabilizando uma melhor compreensao
sobre o modo como estes se comportam. No entanto, certas condi¢oes de convergéncia que ja
foram discutidas nas se¢oes anteriores devem ser respeitadas para que este tipo de representacao
possa ser utilizada, limitando o ntimero de diferentes tipos de sinais que podem ser estudados
através desta abordagem. Tomando como motivagdo a possibilidade de aumentar esta classe
limitada de sinais, pode ser feita uma generalizacdo da transformada de Fourier onde a varidvel
de integracdo nao precisa, necessariamente, ser puramente imaginaria.

No caso continuo, esta generalizacao leva a transformada de Laplace. Definida por
e}
X(s) = L{z(t)} = / x(t)e Sdt, (3.30)

esta também recebe o nome de transformada bilateral devido aos seus limites de integragao.

Ao reescrever s em fungdo de suas componentes real e imaginaria, tem-se que a Equacao

(3.30) se torna

o0

X(a—l—iw):/

O o 3 (3.31)
—o
Uma comparagao entre as duas transformadas pode ser feita mais claramente através da Equa-
cao . Note que a transformada de Laplace pode ser interpretada como a transformada
de Fourier do sinal z(¢) multiplicado por uma exponencial real cujo comportamento depende
diretamente da componente ov = R{s}. E exatamente a presenca desta exponencial que faz com
que uma gama maior de sinais possa desfrutar deste tipo de representacao ja que as condi¢oes de
convergéncia deixam de ser impostas exclusivamente sobre o sinal e passam a ser impostas sobre
o produto x(t)e~*. Consequentemente, a presenca desta exponencial modulando o sinal pode
forgar a convergéncia de sinais que sozinhos nao sdo absolutamente integraveis, viabilizando a
representagao via sintese de Fourier para casos onde antes esta nao era possivel ser realizada.
Assim sendo, a transformada de Laplace exige uma analise mais rigorosa sobre o problema
sendo estudado dado que somente sua expressao algébrica nao é o suficiente para descrevé-la
de forma completa. E preciso também especificar a chamada regido de convergéncia ROC (do
inglés region of convergence), sendo esta a regidao no plano complexo que contém os valores de s

t

para os quais a transformada de Fourier de z(t)e™®* converge. Com esta informagao completa,

um sinal continuo pode ser descrito pela transformada inversa de Laplace de modo que
1 a+i0o .

v(t) = 5 /a L X(s)etds (3.32)
em que o contorno de integracao é uma reta paralela ao eixo imaginario que obrigatoriamente
deve estar contida na ROC. Discussoes mais aprofundadas sobre o topico e suas propriedades
podem ser facilmente encontradas na literatura [15] 2].

Ja para a andlise de sistemas LTI, é possivel derivar a propriedade de convolugdo tal como
apresentada na Equacgao também para o caso de Laplace. Com isso, o sistema pode ser
descrito pela relacao

Y(s)=H(s)X(s). (3.33)
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Devido as propriedades desta transformada, é muito 1til utilizd-la principalmente porque, através
de manipulagoes algébricas no dominio da frequéncia, é possivel reorganizar termos de modo a

facilitar a interpretagdo do comportamento do sistema [54].

3.3 Sistemas lineares em dominio discreto

3.3.1 Amostragem de sinais continuos

Em se tratando de processamento digital, a utilizagao dos conceitos para sinais e sistemas tais
como foram retratados no caso continuo se torna inviavel devido ao fato de que computadores
simplesmente nao sdo capazes de interpretar esta forma de representagao. Torna-se necessario,
portanto, que seja feita uma traducdo dos sinais que sdo continuos por natureza para o do-
minio discreto quando existe o interesse de que estes sejam processados computacionalmente.
Assim, para que a perda de informagcao e os erros que sdo inevitavelmente introduzidos sejam
minimizados, é preciso ter uma boa compreensao deste processo de transicao entre os dominios.

Como ¢é usualmente utilizada a varidavel independente ¢ em dominio continuo, sera utilizada
a variavel n — identificando a ligacao direta com a posicao dentro de uma representacao vetorial

— para o caso de sinais discretos. Portanto, a Equacao (3.1)) se torna:
yn = y[n] = H{z,} n € Z, (3.34)

em que x, e y, sdo agora sequéncias numéricas infinitas, i.e., x,, = [..., x_1, Zo, T1, ...]-
Dado o grande interesse em sistemas LTI no presente estudo, tem-se também que as pro-
priedades de linearidade e invariancia ao deslocamento mostradas nas Equacoes (3.2)) e (3.4),

respectivamente, podem ser reescritas como

H{ax1, + bxa, } = ay1,, + bya, e H{Zning} = Yntng, (3.35)

em que a,b € C.

Retoma-se, portanto, a questao da representagdo de sinais de natureza continua dado que
estes sao grande maioria em sistemas fisicos reais. Tal como foi discutido na Secao , 0
processo de amostragem serd o responsavel pela comunicacao entre as representacdes continua e
discreta. Neste caso, considerando um sinal :va(t)El, é possivel derivar um sinal discreto a partir

de amostras deste sinal original por meio de
Ty = xq(nTy), (3.36)

ou seja, o sinal é discretizado periodicamente por um determinado intervalo de tempo T que
recebe 0 nome de periodo de amostragem. De forma reciproca, tem-se que a frequéncia de

amostragem do sinal é dada por
1 27

fs=7 ou o ws= = 27 fs, (3.37)

sendo a primeira dada em amostras por segundo e a segunda em radianos por segundo [53].

5 z . z 1 . 7
° A letra a, neste caso, vem de analdgico. Este termo é comumente utilizado para descrever um sinal que é

continuo no tempo.
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Dada esta comunicagdo entre representagoes, surge a duvida em relagdo a invertibilidade
deste tipo de processo. Em outras palavras, questiona-se a possibilidade de recuperar o sinal
continuo original a partir de um sinal amostrado ja que, dependendo da frequéncia de amostra-
gem escolhida, é possivel derivar um mesmo sinal discreto a partir de diversos sinais continuos
diferentes. Além disso, num cenério pratico do ambiente computacional, o processamento digital
exige um nimero finito de amostras, o que gera um dos principais problemas na discretizacao de
sinais: tomar um nimero muito pequeno de pontos na amostragem pode resultar em uma repre-
sentacdo pobre do sinal original. Consequentemente, torna-se impossivel recupera-lo a partir do
sinal discretizado. Para tratar destes problemas, serd apresentado o Teorema da Amostragem,
porém, é preciso que antes o seguinte conceito seja discutido para uma melhor compreensao do
teorema: o conceito de largura de banda. Em suma, esta é a faixa de frequéncia dos compo-
nentes espectrais de um sinal que contém a maior parte de sua energia [69]. Isso faz com que
determinar o limite dessa faixa seja um tanto subjetivo; por fins de exemplificagdo, tome o caso
da largura de banda de 3dB [53] em que as frequéncias que limitam a largura B da banda sao
os pontos em que a densidade espectral do sinal atinge a metade do valor seu maximo. Além
disso, ela é diretamente relacionada com a resolucio do sinal no dominio do tempo.

Considerando a discussao acima, o Teorema da Amostragem (vide Apéndice dita que,
dado um sinal continuo limitado em banda onde o espectro é X (iw)=0 para todo |w| > wp pode

ser recuperado de forma completa apds sua discretizacao se
ws > 2wpg. (3.38)

No caso em que ws; = 2wp, esta é chamada de frequéncia de Nyquist [53, 54]. Com isso,
este teorema é de extrema importancia na determinacdo da frequéncia de amostragem que
deve ser utilizada na discretizacdo, tornando possivel uma traducdo fidedigna entre estes sinais
de naturezas diferentes. Repare que existe apenas um limite inferior na Equagao ; a
inexisténcia de um limite superior oferece uma liberdade de escolha que deve ser discutida. De
forma direta, quanto maior for o nimero de pontos sendo utilizado na representacdo (maior
frequéncia), mais proximo do sinal original se chega e, consequentemente, maior é a quantidade
de informagdo que se recupera do sinal. Porém, deve-se também levar em conta as limitac¢oes
fisicas dos computadores, especialmente no caso da memoria necessaria para o armazenamento
destes sinais. Repare que a andlise do Teorema de Amostragem foi toda feita no dominio da
frequéncia e, como foi mostrado no estudo de sinais no dominio continuo, isto estd diretamente
ligado com a sintese de Fourier e Laplace. Dessa forma, serd discutido a seguir como esta andlise

pode ser estendida para o caso de sinais discretizados.

3.3.2 Transformada Z

Para sinais discretos z,, a transformada de Laplace da lugar a transformada 7 sendo esta
definida por
o0
X(2)=Z{an} = ) w2, z€C, (3.39)
n=—oo
em que, assim como no caso de Laplace, esta forma é conhecida como transformada bilateral

[53]. Para observar sua relagdo com a sintese de Fourier, pode-se escrever z em sua forma polar
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de modo que a Equagao (3.39) se torna

e.)
X (rei‘“> = Z (zpr™™) e m, (3.40)
n=—oo
Através dessa notagdo é possivel observar que a transformada discreta de Fourier que sera
discutida a seguir é o caso especifico onde |z| = 1, ou seja, quando z estd limitado ao circulo
unitario.
Assim como foi discutido para sinais em dominio continuo, a questdo da convergéncia da
transformada passa a depender nao somente do sinal, mas sim de que

oo

Z |z | < oo (3.41)

n=—oo

Porém, diferentemente do caso continuo onde a dependéncia de uma possivel convergéncia estava
relacionada com a parte real da transformada de Laplace continua, agora esta dependéncia se
encontra relacionada com a magnitude r da variavel z. Do ponto de vista do plano complexo,
os valores de r em que a transformada Z converge formam a chamada regido de convergéncia
ROC — assim como acontece para os valores de s no caso de Laplace. Esta regiao estd ilustrada

na Figura de forma generalizada para o caso d a transformada Z bilateral.

Im z

Re z

Figura 5 — Grafico da regido de convergéncia da transformada Z bilateral.

De maneira geral, a série converge dentro dos limites r; < |z| < rp. Identificando que a
definicdo dada pela Equacao (3.39) é na verdade uma série de Laurent, pode-se fazer uso de
suas propriedades para determinar os raios r1 e 1o da regido de convergéncia [21]. Em se tratando
do caso bilateral, tem-se que estes raios sao dados por:

Tn41
Tn

ro = lim . (3.42)

n——oo

Assim, faz-se necessario que a ROC seja bem definida para determinar a transformada de qual-
quer sequéncia. Dado que sequéncias diferentes podem apresentar resultados algébricos idénti-
cos, ¢ através de suas ROCs que elas podem ser diferenciadas umas das outras. As propriedades
da ROC e da transformada Z em geral estdo listadas em [53].

Formalmente, a transformada Z inversa pode ser calculada através de

1 n—1
Ty = %%X(z)z dz, (3.43)

em que C' é um contorno fechado dentro da ROC. Contudo, este método ndo é tinico. Em se

tratando da andlise de sistemas lineares, saber transitar entre os dominios tempo-frequéncia é
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de extrema importancia, independentemente do tipo de transformada sendo utilizada. No caso
da transformada Z, existem métodos alternativos de maior simplicidade que podem ser usados;
entre eles, o que aparecerd de forma recorrente durante o desenvolvimento do trabalho serd a
expansao em fragdes parciais [53]. Assumindo que o espectro discreto do sinal pode ser escrito

como uma razao de polinémios da forma:

M
> bkz_k
X(z) = *=0 (3.44)

N )
> apzk
k=0

é possivel determinar sua transformada inversa ao expandi-la algebricamente em fracoes parciais,
gerando assim termos individuais mais simples de transformadas inversas ja conhecidas.

Por fim, relacionado a sistemas LTI, o interesse na utilizagdo desta representacdo aparece
principalmente quando o sistema sendo estudado pode ser caracterizado por uma equacgao de

diferencas onde os sinais de entrada e saida estao relacionados por:

N M
Z ApYn—k — Z bkxn,k =0. (3.45)
k=0 k=0

Fazendo uso das propriedades de linearidade e deslocamento no tempo, a aplicagdo da transfor-

mada Z na equacgao acima resulta em

N M N M
Yo anZ{ynwt — Y Z{wa k) =Y(2) D arzF = X(2) Y bpz7F =0, (3.46)
k=0 k=0 k=0 k=0

de onde se encontra a relacdo para a funcao de transferéncia do sistema:

M
> bszk
Y(2) _ §=o
H(z) = X = ) (3.47)
(2) 3 apz~k
&M

O resultado apresentado na Equacao é o motivo pelo qual esta forma de representagao
é tao importante. Note que o sistema é caracterizado inteiramente pelos coeficientes ay, e by da
equacao de diferencas. Estes coeficientes ndo apenas ditam a forma como os sinais de entrada e
saida se relacionam; manipula-los e aplicar a transformada inversa sobre a funcao de transferéncia
resultante significa que sistemas com comportamentos especificos podem ser projetados. Esta
é a base utilizada na projecdo de filtros de resposta ao impulso infinita que serdo discutidos

futuramente.

3.3.3 Transformada discreta de Fourier

Tal como foi feito na Secdo anterior, é possivel representar sinais periddicos através de
uma combinacdo linear de exponenciais complexas. Porém, como agora se tratam de sinais
cuja variavel independente é discreta, a necessidade de representa-los através de séries infinitas

desaparece. Assim, ao utilizar sinais-base do tipo

br, = \/%e“f@“/fv n kel (3.48)
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sendo IV o periodo fundamental, um sinal periédico z,, pode ser descrito pela série

N-1
Ty = Z ageRCr/N)n (3.49)
k=0

de modo que, fazendo uso da ortonormalidade da base, os coeficientes da série sdo determinados

através de

1 N-1 ]
ar =~ nz::O e~ k@r/N)n (3.50)

Também de forma analoga, estes sdo conhecidos como os coeficientes espectrais do sinal. E

preciso, contudo, chamar a atencao para o seguinte detalhe desta representagdo:

1 N-1 ) 1 N-1 ) -
AN = N Z xne—z(k—i-N)(Qﬂ'/N)n — N Z (wne—zk(Qﬂ/N)n) e—27rzn = a. (351)
n=0 n=0

Ou seja, dada a periodicidade de um sinal em tempo discreto, seus coeficientes espectrais também
apresentam um comportamento peridédico. Isso significa que, para valores de k£ maiores que o
periodo, os coeficientes a; passam a se repetir. Portanto, ao representar o sinal através da
Equagao (3.49)), sdo obtidos exatamente N coeficientes espectrais distintos e, dado que ambas
sao sequéncias periddicas, surge entao uma dualidade entre os dominios do tempo e da frequéncia
do sinal representado [53].

Ja para as propriedades da representagao por séries de Fourier, grande parte das que foram
citadas na Se¢ado anterior continuam sendo validas tais como a linearidade e deslocamentos no
tempo e na frequéncia. Existem, porém, propriedades que diferem os casos entre si; um exemplo
importante que ilustra esta distingdo é a propriedade de multiplicagdo. Esta diz que, dado
dois sinais periédicos em tempo discreto z1 e xo, ambos com mesmo periodo fundamental N e
coeficientes espectrais ay e by, respectivamente, o produto entre eles também é periédico em N
e seus coeficientes espectrais ¢ sdo dados pela convolucdo dos coeficientes dos sinais originais,

ou seja,
N-1

x1,%2, — = Z arbg_g. (3.52)
=0

Esta relagao entre os coeficientes que ja foi introduzida na Equagao (3.28]) acontece devido a
propriedade da convolugdo. A diferenga é que agora o somatorio é limitado a um intervalo de
tamanho N e, por isso, recebe o nome de convolugéo periédica [53].

Seguindo o desenvolvimento, esta representacdo pode ser generalizada de modo que sinais
em tempo discreto que nao sao peridédicos também possam ser descritos como combinacao linear
de exponenciais complexas. Forcando a periodicidade do sinal e tomando o limite de N — oo,

o sinal passa a ser escrito como:

1 o
Tn = 5o . X(e")e"dw. (3.53)
em que seu espectro
o
X (™) = Z Tpe (3.54)

n=-—oo
é calculado através da chamada transformada de Fourier em tempo discreto (DTFT, do inglés

discrete-time Fourier transform). Assim como era desejado, o sinal apresentado pela Equagao
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(3.53) é uma combinagao linear de exponenciais complexas infinitesimalmente espagadas. Outro
detalhe importante que deve ser mencionado é o limite de integracdo do sinal que deve ser sempre

um intervalo na frequéncia de tamanho 27; isso se d4 devido ao fato de que

X (ei(‘”H“)) = ( i xneiw"> e min — X (ei“’) , (3.55)

ou seja, a DTFT é sempre periédica com periodo de 27 e toda a informagao sobre os componentes
de frequéncia do sinal estd contida dentro deste intervalo. Esta restri¢do no limite de integracao
é que diferencia a DTFT da defini¢do usual da transformada apresentada na Equacio . 0]
resultado da Equagao (3.53) pode também ser derivado através da transformada Z [2I]. Como
foi citado anteriormente, a DTFT é um caso especial onde z = e¢*. Com isso, ao calcular a
transformada inversa de um sinal discreto z,, dada pela Equacao e limitar seu contorno

ao circulo unitario, deriva-se o resultado

1 n—1
Ty = % izeiw X(Z)Z dz
1 ™ . . .
_ w) jiw(n—1); iw
= /_TFX (%) Vi du (3.56)

= % /7r X (ei“’) e“mdw,

—T

concordando com o resultado ja apresentado.

Contudo, mesmo que o sinal esteja discretizado no tempo, a representagdo por DTFT ainda
é inviavel num ambiente computacional. Isso se d4 devido ao seguinte fato: para ser proces-
sado digitalmente, o sinal deve ser necessariamente discreto e finito em todos os aspectos. A
representagao apresentada nas Equacdes e falha em ambas as exigéncias ja que
o dominio da frequéncia permanece continuo e a presenca da integral implica diretamente em
um numero infinito de termos. Existe, entretanto, uma solucido pratica para este problema:
discretizar uniformemente a frequéncia do sinal.

Levando em consideracao sua periodicidade, a discretizacdo no dominio da frequéncia pode
ser feita de maneira direta através de X (e®), de modo que é possivel reescrever sua definicio
utilizando as frequéncias discretas

2T

=—k, keZ. 3.57
W N ) € ( )

Assim, o espectro discreto do sinal passa a ser dado por:
N—-1
X (ei(Qﬂ/N)k) _ Z wnefi(Qﬂ'/N)kn (358)
n=0

em que 0 < k < N — 1 tem que ser limitado devido ao fato de que x,, é finito. Analogamente, a

inversa da transformada discreta (IDFT) é dada por
1 N-1
€, = 5 Z X (ei(QTr/N)k> oi(2m/N)kn (3.59)
n=0

Relacionado ao nimero de elementos da DFT, tem-se que quanto maior for NV, mais pro-

xima esta fica da Transformada de Fourier [2I]. Por outro lado, em se tratando de recursos
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computacionais para a realizagdo do processo, isso também faz com que este seja mais custoso.
Mais uma vez, é preciso sempre levar em consideracdo o peso computacional que a exigéncia de
qualidade inevitavelmente gera no processo.

O efeito da discretizacdo resulta em algumas particularidades que devem ser tratadas com
atengdo. Assim como foi discutido no inicio da Secdo onde se tem o Teorema da Amostragem
para garantir a recuperacao completa de um sinal continuo a partir de um sinal amostrado,
o mesmo cuidado deve existir para a DFT. Métodos como o de zem—paddz’ngﬁ — que deve ser
utilizado quando o nimero de elementos do sinal e da DFT néo sao iguais [21I] —, por exemplo,
surgem devido a estas particularidades. Outra situagdo que deve ser considerada quando se
utilizada a versdao completamente discretizada da transformada de Fourier é sua propriedade de
convolugao periddica herdada da DTFT; o produto de duas DFTs no dominio da frequéncia é

equivalente a uma convolucao periédica no dominio do tempo circular, ou seja,

N-1 N-1
Z xlle(ﬂ*DN = Z xl(nwale — Xl(k)XQ(k) (360)
=0 =0

Porém, é preciso que esta convolucao seja linear para que seja feita a analise de sistemas LTT,;
devem ser aplicados, portanto, métodos para a implementacdo da convolucéo linear para a DFTs
[21].

Mesmo sendo uma ferramenta poderosa, a DFT em si ndo é um método eficiente. Dado o
fato de que seu algoritmo tem complexidade O(N?), seu limite pratico fez necessério que surgisse
a chamada FFT (do inglés fast Fourier transform) cuja complexidade O(N logy N) viabilizou
a implementagdo da DFT em diversas aplicagoes [21]. Hoje, existem varios tipos diferentes de

algoritmos para a implementagao da FFT, os quais podem ser encontrados na literatura [21].

3.3.4 Filtros lineares

Em um cenério de aplicagoes praticas, muitas vezes se tem interesse em alterar o contetddo de
frequéncia de sinais, seja isto através de atenuacoes, amplificagdoes ou até mesmo em eliminar por
completo uma determinada faixa de frequéncia. Este processo de modelagem do perfil espectral
de sinais recebe o nome de filtragem.

Como foi mostrado nas se¢bes anteriores, utilizar representagoes via transformadas — sejam
estas Fourier, Laplace ou Z — em sistemas lineares introduz diretamente a ideia de filtragem,
além de oferecer as ferramentas necessarias para determinar a resposta ao impulso que resulta
no comportamento desejado do sistema. Com isso, serdo introduzidos agora os conceitos basicos
e a estrutura de dois tipos de filtros lineares que serdo implementados no préximo Capitulo:
os filtros de resposta ao impulso finita (FIR, do inglés finite impulse response) e os filtros de
resposta ao impulso infinita (IIR, do inglés infinite impulse response).

Filtros de resposta ao impulso finita, também conhecidos como filtros nao-recursivos, tem
como caracteristica principal o fato de que seus valores de saida sdo calculados utilizando apenas

valores de entrada. Fazendo uso da representacao através de equactes de diferencas, a Equacao

5 Acéo de completar com zeros as entradas de um vetor de forma que a DFT passe a ter M elementos, dos quais

M — N sao deliberadamente nulos.
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(3.45)) para filtros FIR se torna

M
Yn = > brn . (3.61)
k=0

Dessa forma, segundo as propriedades de sistemas lineares, a resposta ao impulso deste sistema

estd relacionado diretamente com os coeficientes by da entrada, ou seja,
h(k) = by. (3.62)

Sendo assim, a funcao de transferéncia que relaciona os espectros de entrada e saida do filtro é

dada por

H(z)= Yiz) _ % bz F = % hz ", (3.63)
X)) = k=0

Jé o segundo tipo de filtros que sera discutido abrange filtros de resposta ao impulso infinita.
Diferente dos filtros FIR, estes dependem tanto de valores de entrada quanto de valores de
saida anteriores. Reescrevendo a Equagdo (3.47) por motivos de conveniéncia, a funcao de

transferéncia para este caso é dada por:

> byt

H(z) = Y& _ i e
N

X(z kgoaszk

Naturalmente, a presenca de zeros e pdlos em H (z) deve ser analisada ja que estes desempenham
papel relevante na estrutura do sistema modelado, especialmente relacionado com a estabilidade
do filtro sendo projetado [53].

Em termos praticos, implementar filtros lineares pode ser feito de diversas formas. Por
exemplo, filtros nao-recursivos podem ser implementados por técnicas analiticas ou diretamente
por janelamento no dominio da frequéncia. Ja para o caso de filtros IIR, existem métodos diretos
e indiretos usando fungoes densidades espectrais e filtros continuos ideais [70].

O design “analitico” se da através da inversdo de uma transformada Z; isto é, se a funcao
de transferéncia H(z) for conhecida, basta, em principio, realizar uma inversdo para que o0s
coeficientes do filtro sejam obtidos. Embora direta, esta abordagem nao é das mais simples,

visto que:
e a relagdo entre os sinais de entrada e saida pode nao ser conhecida a priori; ou

o a expressao de H(z) pode ser rebuscada o suficiente para que se desencoraje o processo de

inversao.

Como exemplo dessa abordagem, suponhamos que se queira projetar um filtro passa-altas

com magnitude da resposta em frequéncia |H (e*)|? dada por
|H(e)|? = 45in’ (;’) : (3.64)

cujo perfil é mostrado na Figura @
Deve-se notar que a resposta em frequéncia dada pela Equagao (3.64) nao traz informacao

alguma sobre a fase do sistema. Para uma completa descri¢cdo do filtro, a forma com que as
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Figura 6 — Resposta em frequéncia do filtro passa-altas considerado.

componentes espectrais sao defasadas também é relevante. Tal informagao é dada pela fase ¢(w)

e sera arbitradam nesse exemplo como

P(w) = —% + g (3.65)
De posse das Equacoes e (3.65)), tem-se que
H(e)=1—e", (3.66)
o que nos informa imediatamente a funcio de transferéncia do sistema:
H(e™) = H(2)|pmew = H(z)=1-2"1 (3.67)

Devido a propriedade de deslocamento da transformada Z e do fato de que H(z) =Y (2)/ X (2),
tem-se finalmente que

UYn = Tp — Tp_1, (3.68)

que corresponde a um diferenciador causal de primeira ordem.

Conforme dito no inicio da Secao, o que se chama aqui de “design analitico” de um filtro é,
no final das contas, a adaptacdo de um filtro analdgico para o cendrio digital, de modo que o
procedimento padrao, omitido no exemplo considerado, parte do estabelecimento da Transfor-
mada de Laplace para o sistema considerado [46]. A fungdo de transferéncia associada a esta
Transformada de Laplace é denominada protdtipo de filtro [46] e pode ser usada de mais de uma
maneira para fins de design, tais como via método de invaridncia ao impulso e transformacao

bilinear [21] 46], a serem discutidos a seguir.

7 A aparente arbitrariedade na escolha da fase nesse exemplo reflete o fato de que, corriqueiramente, considera-se

mais importante o efeito da filtragem sobre a magnitude do sinal do que propriamente sobre a fase. De fato,
uma gama enorme de processos de medida simplesmente ignora a questdo da fase: detectores CCD, CMOS,
o olho humano etc. néo respondem a alteragdes na fase. De todo modo, esta carrega consigo informacio
relevante em certos contextos, tais como em imageamento de super-resolucao [27]. Por fim, a escolha por uma
fase linear também é realizada buscando-se uma distor¢do minima no sinal de saida, ji que o retardo de grupo
nesse caso é constante [21], [53].
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3.3.4.1 Invariincia ao impulso

O método da invaridncia ao impulso é bastante direto: busca-se amostrar a resposta ao

impulso do protétipo continuo [211, [46]:
y(t) = /x(t’)h(t —thdt = oy, =T, mehnfnr (3.69)
m

Vé-se pela Eq. (3.69) que, na prética, lida-se no método de invaridncia ao impulso com a
amostragem da resposta ao impulso h(t). Note que esta pode ser uma estratégia inapropriada,
a depender do filtro. A exemplo do filtro diferenciador tratado acima, tem-se que sua resposta

ao impulso é dada por
dd

h(t) = —%(t), (3.70)
pois

y(t) = %(t) s oy =-f x(t’)j—f/(t )t (3.71)
As derivadas da delta de Dirac envolvidas nas Equacoes e s6 podem ser tratadas
no sentido de distribuigdo [I5) [2], tornando abstrato um problema razoavelmente concreto.
Ademais, questoes acerca da amostragem em si devem ser consideradas: se a resposta h possuir
uma energia considerdvel nas altas frequéncias, a replica¢ao espectral (vide Apéndice |A]) poderd

levar ao mascaramento do sinaffl
E construtivo considerar mais um exemplo: o filtro integrador. Uma vez que este é um dos
pontos centrais deste trabalho — fato que sera discutido em maiores detalhes no préximo capitulo
—, faz-se necessario detalhar sua obtenc¢éo pelo método de invaridncia ao impulso. O sistema em

questao tem a forma

y(t) = / z(t)dt, (3.72)

— 00
que pode ser posto na forma convolucional
o0
y(t) = / 2(E)ult — t)dt, (3.73)
— 00

em que u(t) é a fungdo degrau-unitario ou de Heaviside. Por meio da Equacao (3.73), vé-se
que a resposta ao impulso do sistema é justamente a funcdo degrau. Procedendo agora com a

amostragem dessa fungdo, esta leva a uma representagdo da forma

n

P =Y 6nms (3.74)
m=0

em que 0 remete agora a Delta de Kronecker. Nota-se na Equagao (3.74) uma analogia clara
com a versao continua da funcao degrau, ja que esta pode ser aproximada, a luz da Teoria de

Distribuigoes [15] 2], a integral da Delta de Dirac.

8 O aliasing é, na pratica, uma ocorréncia no método de invaridncia ao impulso, uma vez que muito dificilmente

a fungdo de transferéncia de um sinal continua tera largura de banda estritamente finita; ou, alternativamente,
os sinais considerados terdo duracao ilimitada.
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O passo seguinte consiste em se tomar a transformada Z de h, o que leva a

H(z) = Z hnz™"

n=—oo

[eS) n

= 3 (Lo
n=—oo \m=0
%)

= Z z_n
n=0

b

1—271

z

= 3.75
=, (375)

cuja ROC é o conjunto ROC(z) = {z € C;|z| > 1}, mostrada na Figura (7). Isto pode
ser verificado pelo fato de que H(z) é, no final das contas, uma série geométrica em que sao

somados termos da forma (z~!)".

Re z

Figura 7 — Regido de convergéncia do integrador {z € C;|z| > 1}, destacada em azul.

De fato, os coeficientes do filtro ja foram determinados prontamente apds a amostragem da
funcdo degrau (vide Equacao (3.74])). Resta, portanto, verificar a resposta em frequéncia do

sistema. Para tanto, avalia-se a Equacao (3.75) em z = €*“. Nesse caso, obtém-se

H(e™) = %csc <g> exp [z (g = g)}, (3.76)

cuja representacio grafica é mostrada na Figura (8).
De acordo com o desenvolvimento nesse exemplo, deve-se chamar atencdo a dois detalhes

relevantes:

1. ofiltro integrador é um passa-baixas suave, cujo comportamento se assemelha a um sistema

do tipo 1/w; e

2. ha na origem uma descontinuidade de segunda espécie, violando frontalmente os requisitos

de um sistema estavel.
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Figura 8 — Resposta em frequéncia do filtro integrador.

Sobre a segunda observagao, deve ser notado que a ROC do filtro integrador nao contempla o
circulo de raio unitario, de modo que nao se assegura a estabilidade do sistema ﬂ Com isso, a
resposta em frequéncia nao deveria ser obtida sempre, j4 que demanda a avaliacdo da funcao
sobre z = 1. De todo modo, uma vez que o sistema nao é necessariamente instavel, a resposta
em frequéncia ajuda a entender como o espectro do sinal de entrada seria modulado, em caso

de estabilidade condicional.

3.3.4.2 Transformacao bilinear

A idéia do método da transformacao bilinear [53, 21, 46] consiste em se mapear o plano
complexo onde reside a ROC de H(s) para o plano em que reside H(z). Isto é, busca-se um
mapeamento de um semi-plano ao circulo de raio unitario, de forma que sejam preservadas
as caracteristicas de estabilidade e de resposta em frequéncia. Resumidamente, busca-se uma

transformacgao que mapeie
Qe (—o00,00) = we (—m,mn, (3.77)

em que {2 é o que se costuma chamar frequéncia analdgica. O mapeamento mostrado na Equacao
deve ser claramente ndo-linear, de forma que sdo esperadas distor¢des no eixo das frequén-
cias (frequency warping) [53), 21, 46]. De fato, mostra-se [62] que s e z devem ser relacionadas
por

oo, 212
Tsl+2717

em que o fator Ty foi inserido como um reminiscente das aplicagoes em métodos de integracao

(3.78)

numérica viabilizadas pela transformada Z [62] [57].
Embora pouco visual, a relagdo mostrada na Equacdo (3.78) mapeia o eixo imaginario no

plano s ao perimetro do circulo de raio unitario no plano z. Para verificar isso, basta desenvolver

9 Mesmo frente a esta questio da ndo-garantia de estabilidade, ndo seria certo concluir que o sistema é instavel.

De fato, o integrador é um filtro marginalmente estdvel, cuja evolugdo pode ser marcada por fortes oscilagoes e
divergéncias, a depender das condi¢des impostas ao sistema. Por fim, saliente-se que estratégias de estabilizagdo
[I0] podem ser empregadas para se controlar o sistema.
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a equagao em questao usando z = exp(w) e s = i) [21] [62]:

2
Qs o tan (‘“2’) , (3.79)

cuja representacao grafica pode ser vista na Figura @
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Figura 9 — Distor¢do entre as frequéncias ) e w. Note que para baixas frequéncias, ainda é
possivel manter uma relagdo quase-linear entre as duas grandezas.

3.3.5 Filtros FIR

Conforme mostrado anteriormente, o design de filtros IIR pode ser bastante envolvente do
ponto de vista matemaéatico. Contudo, o controle sobre diversos parametros do filtro ainda
tornam essa abordagem competitiva quando comparada ao design de filtros FIR. Serd visto que
o design com resposta ao impulso finita é muito mais direto, embora carregue inconveniéncias
importantes sobre frequéncia de corte e oscilacoes.

A técnica bésica para design de filtros FIR é o janelamento [53}, 211 46}, [62], em que o intervalo
que se queira preservar ¢ delimitado por uma frequéncia de corte ou de admissao, no caso de
passa-baixas e passa-altas, respectivamente. Assim, se desejamos um filtro passa-baixas, por
exemplo, tudo o que necessitamos é que seja especificada uma frequéncia de corte (em Hz).
Para tanto, é preciso lembrar que a k—ésima entrada de H estd relacionada a frequéncia de

amostragem por meio da relagao [46]

k
k «— Nfs’ (3.80)

em que N e fs correspondem ao numero de entradas do sinal e a frequéncia de amostragem,
respectivamente. Uma vez especificada a frequéncia de corte, constréi-se um sinal cuja expressao
é dada por
1, sek<k
LP _ 9 C»
HEP = (3.81)
0, c.c.

Na Equagao (3.81), k. é um indice relacionado a frequéncia de corte.
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De posse da expressio de HEY | calcula-se sua IDFT, dada por

h ! NZHLP[k]e {2” k:}

n = — Xp [1—=n
N & PN

o {2” ]k

XP ’LNTZ

- ool (50 g

A porgéo real da Equacao (3.82)), sin ({rkcn) /sin ($n) é denominada Nicleo de Dirichlet [21
46]. Uma visualizacdo desse niicleo para N =51 e k = 11 é mostrado na Figura .
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Figura 10 — Filtro passa-baixas ideal no dominio da frequéncia (a) e seu ntucleo de Dirichlet
associado (b) para N =41 e k. = 11. Para melhor visualizagao, h,, foi centralizada
por meio de uma transformacao dos indices n.

H4 algumas consideragbes acerca do desenvolvimento anterior: uma vez que o janelamento
é simplesmente o produto, no dominio da frequéncia, entre o filtro e o espectro do sinal a ser

filtrado, temos que no dominio do tempo é realizada uma operagdo de convolugio. Este é um
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detalhe natural, mas quando associado a forma do Nucleo de Dirichlet (vide Eq. (3.81]) traz
a tona a indesejével ocorréncia do fenémeno de Gibbs [53, 2], [46]. Abaixo, elaboramos melhor
este ponto.

A expressdo do Nucleo de Dirichlet, dada por

D, = 1 sin (§-ken)

nke = NW’ (383)

guarda forte semelhanga com a fungao sinc(§) = sin(w€)/m§. De fato, para N muito grande, o
denominador da Equacao pode ser aproximado em primeira ordem por mn/N, levando a
aproximacao _ _

Len (Fhen) év;;@ ~ Lo (Fher) %V:cm = % sine (2o} (3.84)
Assim, o método de janelamento por filtros ideais (neste caso, passa-baixas) leva a uma convo-
lucdo entre o sinal original e uma sinc, cujo efeito sobre bordas e descontinuidades é devastador,
j& que as descontinuidades em questao serdao moduladas pelo perfil da prépria sinc. A Figura
ilustra esta ocorréncia.

A ocorréncia do fenémeno de Gibbs ¢, obviamente, indesejavel, e reflete a impossibilidade de
se realizar uma filtragem completamente abrupta de um sinal. Ou, alternativamente, evidencia
a incapacidade de obter uma represetacao fidedigna quando se trunca o nimero de harmonicos
numa expansao. Frente a esta limitacio, a saida consiste em se definir janelas de modo a mini-
mizar as ondulagoes (ripples). O tnico detalhe acerca desse procedimento é que o janelamento é
realizado no dominio do tempo [53], 21}, [46], ao invés de diretamente no dominio das frequéncias.
De fato, é exatamente um janelamento sobre a resposta ao impulso que ocasiona o fenémeno de
Gibbs (vide niicleos de Dirichlet interrompidos nas Figuras e .

Objetivamente, o design agora deve incorporar uma janela w, a ser multiplicada ponto-a-

ponto com a resposta ao impulso ideal (ndo causal). Desse modo, obtém-se
hp < hpw, < (H*xW)g. (3.85)

Algumas expressoes para janelas consagradas na teoria de processamento de sinais [53] 21, 46]

sdo mostradas na Tabela [I}

Janela Expressao [53]

1, n<N
Retangular w,, =

0.; c.c

i n e |0, %]
Triangular  w, = ¢ 2 — %n; ne (%,M]

0,42 — 0,50 cos (2¥n) 4 0,08 cos (4Tn); n< N
Blackman — w, = () (Fn) =
0; c.c
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Tabela 1 — Algumas funcoes-janela consagradas na teoria de sinais.

Uma maneira de se comparar a supressao dos ripples das janelas consiste em se avaliar os
espectros destas [53], [46], em decibéis. Em principio, deve ser observada a frequéncia que os
lobos caem a um nivel aceitavel, por exemplo -20 dB. A Figura compara as fungoes-janela
mostradas na Tabela [

Para encerrar a discussao sobre métodos de janelamento, cabe ressaltar que as janelas aqui
consideradas ndo permite controle sobre suas larguras ou frequéncias centrais (para passa-
bandas) ou de admissdo (para passa-altas). Uma possibilidade seria a de usar uma janela

Gaussiana, j& que com esta se controla a largura (desvio-padréo):

n—N\?

wy, =Cexp |— | —=2 3.86
n p N ; (3.86)
em que C e o sdo uma constante de normalizacio e o desvio-padrao, respectivamente. Mais
consagradas na literatura especializada sdo as janelas de Chebyshef e Kaiser [46], que permitem

controlar a largura do lobo central e sua proporgao em relacao aos lobos auxiliares.

3.4 Processos estocasticos

3.4.1 Sinais aleatdrios e ruido

Foi feita nas se¢bes anteriores uma discussao sobre modelos matematicos para representacao
de sinais e sistemas nos dominios continuo e discreto. Tomando como ponto de partida as
limitacoes relacionadas & densidade de informagcao sendo transmitida, foi apresentada uma forma
alternativa de sintetizé-la através de séries, o que posteriormente viabilizou a representacao
via transformadas (continuas e discretas) com o intuito de facilitar a andlise e interpretagao
do fendmeno sendo estudado. Porém, quando se trata de problemas fisicos reais, limitac¢oes
relacionadas a necessidade de amostragem do sinal estdo longe de serem os tinicos obstaculos
que devem ser superados; serd agora abordado o caso onde a varidavel independente da funcao
passa a ser aleatéria. Neste caso, o processamento do sinal deve ser flexibilizado e métodos
estatisticos devem ser utilizados para interpretar as informagoes a serem transmitidas.

Surge, sobretudo quando se trata de um cenario pratico, a presenca de ruidos nos sinais.
Estes, comumente vistos no sentido pejorativo, sdo flutuacoes aleat()riaﬂ que aparecem junto
ao sinal e que dificultam a leitura e processamento dos dados “reais”. Por mais que sua presenca
seja por muitas vezes indesejada, ela é inevitavel; seja devido a limitagdes do equipamento, a
interferéncias de fatores externos oriundos do ambiente ou até mesmo devido a prépria natureza
do fendmeno, o ruido se faz presente em todos os sistemas fisicos — dispositivos e circuitos
eletronicos, materiais, sistemas biolégicos, entre outros [I3] — e, consequentemente, torna-se
necessario debater como este deve ser tratado na anilise do sinal. Em Processamento de Sinais,

existe uma area de estudo especifica para desenvolver métodos cujo objetivo é atenuar o efeito

1% De todo modo, concebem-se também interferéncias sistematicas.
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Figura 11 — Tlustragdo do fenémeno de Gibbs. Em (a) é mostrado o sinal de entrada, x,, que
corresponde a uma onda quadrada de periodicidade M = 100. Em (b) é mostrada a
resposta ao impulso do filtro passa-baixas ideal h,,, com k. = 21. Por fim, em (c) é
mostrado o resultado da filtragem, evidenciando o efeito da sinc sobre as bordas. A
linha preta tracejada serve para evidenciar a ocorréncia. Para melhor visualizacéo,
h,, foi centralizado no grafico por meio de uma transformacio de indices.
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Figura 12 — Resposta em frequéncia das fungdes-janela mostradas na Tabela Vé-se, clara-
mente, que a janela de Blackman, dentre as trés testadas, é a que possui lobo
central mais largo, significando que sua representagdo temporal é mais estreita, de
forma que os lobos auxiliares da funcéo sinc sdo suprimidos com maior eficiéncia.

do ruido no sinal considerado degradado [53], com vistas & melhora de sua qualidade. Para dreas
como a de Sistemas de Comunicacao, por exemplo, estes métodos sdo imprescindiveis. Porém,
nem sempre o ruido deve ser considerado como algo ruim; afinal, cadtico ou ndo, este também
¢é fonte de informagoes sobre o sistema.

Para ter acesso a estas informacoes, é necessaria uma forma de descricdo mateméatica di-
ferente da utilizada até este ponto. Note que a forma de representacdo através de séries ja
apresentada nao deve ser de forma alguma descartada; sinais de naturezas diferentes exigem fer-
ramentas diferentes, portanto deve-se considerar as varias formas de andlise apresentadas como
complementares entre si. Para o caso de sinais aleatérios, o método de andlise sera feita através
da Teoria de Probabilidade. Para discutir a andlise estatistica de processos estocasticos dentro
de Processamento de Sinais, sendo este o principal objetivo desta se¢do, toma-se como ponto de

partida a introducao de alguns dos conceitos fundamentais.

3.4.2 Conceitos fundamentais de Teoria de Probabilidade

Experimentos como o langcamento de uma moeda ou o rolar de um dado sdo exemplos classi-
cos dos chamados experimentos aleatorios. Isso se da devido ao fato de que os resultados obtidos
nesses experimentos ndo podem ser determinados de maneira preditiva, ou seja, sdo processos
nao-deterministicos, de forma que reproduzi-los sob as mesmas condi¢Oes iniciais ndo proporci-
ona necessariamente os mesmos resultados. Assim, em se tratando de experimentos aleatérios,
alguns conceitos fundamentais devem ser expostos para estruturar futuras discussdes. Como
ponto de partida, recebe o nome de espago amostral o conjunto completo de possiveis resultados
de um experimento aleatério e recebe o nome de evento um subconjunto qualquer deste espago.
Para associar uma probabilidade P a um evento de um espaco amostral €2, cada experimento
aleatorio deve obedecer a uma certa lei de probabilidade onde, para que esta seja valida, os

seguintes axiomas devem ser satisfeitos [17]:
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1. P{A} > 0 para todo evento A € ;
2. P{Q}=1;
3. Para qualquer dois eventos A e B mutuamente exclusivos, tem-se que

P{AU B} = P{A} + P{B}. (3.87)

Apresentados estes conceitos introdutérios, é possivel entao elaborar uma descri¢do para as
varidveis aleatdrias. De maneira geral, pode-se definir uma variavel aleatéria (VA) como sendo
uma funcdo cujo dominio é o espago amostral ) de um experimento aleatorio e que associa a

cada resultado £ deste experimento um nimero x (real ou complexo) [I7]. Portanto,

z:0 —R

3.88
§ — x(§). )

Na prética, pode-se fazer uso de casos simples como a associagdo de 0 (cara) e 1 (coroa) no
lancamento de uma moeda ou ntimeros naturais de 1 a 6 no rolar de um dadolE para exemplificar
a defini¢do proposta. Ja no ambito da Fisica, uma variavel aleatoria pode ser, por exemplo, um
valor de voltagem associado ao ruido em componentes eletrénicos num circuito.

Dado que usualmente a leitura das medicoes é feita através de valores numéricos, é co-
mum esquecer que, por definicdo, VAs sdo na verdade fungoes e ndo realmente varidveis. Uma
forma de evitar a confusdo na sua interpretagdo é fazer a analise do experimento em termos de
densidade de probabilidade. Uma forma conveniente de caracterizar estatisticamente variaveis
aleatérias é através da chamada fungao distribuigdo de probabilidade F, (PDF, do inglés proba-

bility distribution function) — também chamada de fungao distribuigdo cumulativa —, dada por:

F,(a) = P{x < a} aeR (3.89)

de modo que
lim Fp(a)=0 agl}rloo Fy(a) =1. (3.90)

a—r—00
Esta descreve de maneira completa a distribuicdo de probabilidades de uma varidavel. Note
que a definicdo dada acima estd limitada aos reais, mas o conceito pode ser estendido também
para varidaveis complexas. Assim, observar o comportamento da PDF traz informacées sobre a
natureza das varidveis aleatérias, podendo estas serem separadas em trés categorias distintas:
discretas, continuas ou mistas.

Para varidveis discretas, a PDF pode ser escrita na forma
ZP{x—ozk}u (o — ay) pr (ag)u(a — ag,) K e N, (3.91)
k=1

em que p, é conhecida como a funcdo massa de probabilidade (PMF) e u representa a funcao

degrau. Exemplos onde este tipo de andlise pode ser utilizada sdo em sistemas de dois estados;

' Uma curiosidade da varidvel aleatéria gerada no rolar de um dado é que esta pode ser vista apenas como a
funcdo identidade ja que, naturalmente, o niimero inteiro relacionado a cada resultado é o préprio encontrado
em sua respectiva face do dado.
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na situacao onde o primeiro estado F¢ tem probabilidade p de ocorrer e, de maneira direta, o
segundo estado F5 tem probabilidade ¢ = 1 — p, é possivel definir uma variavel aleatéria x do
tipo:
07 § = El
2(€) = (3.92)
1, &=E>.
Portanto, tomando a Equagao (3.91f), sua PDF é dada por
Fy(a) = P{x = 0}u(a) + P{z = 1}u(a — 1)
= pu(a) + (1 — p)u(a — 1).

Ja para o caso continuo, a infinidade de possiveis ocorréncias dificulta trabalhar com valores

(3.93)

pontuais, assim inviabilizando uma anglise feita através da PMF. E preciso, portanto, fazer
um ajuste na forma como é feita a analise da distribuicdo de probabilidade, i.e., sendo a PDF

continua e derivéavel, surge a chamada fungao densidade de probabilidade (DPF), que é definida

por ;
fo(a) = %Fx(a) (3.94)
de modo que
+oo b
/ fe(@)da=1 e Pla<a<b}= / fz(a)da. (3.95)

Expande-se, portanto, a analise pontual para dentro de um certo intervalo do dominio e com
isso aparecem outros fatores que caracterizam a distribui¢do. Repare que, dada a defini¢ao da
Equacao (3.91), a PDF do caso discreto é a soma de K sucessivos degraus entre o intervalo [0, 1]
de P; a largura e a altura destes degraus dependem das probabilidades de cada evento, mas a
PDF ainda sustenta uma forma quase “padronizada”. Quando se passa a representa-la através
de densidade de probabilidade, esse padrao desaparece e entdo surge a questao de como esta
probabilidade esta distribuida no intervalo. Isso pode ser ilustrado pelo seguinte exemplo [17]:
dado um circuito elétrico, é medida a tensdo z de ruido em um determinado ponto dentro deste.
Sabendo que este valor de tensdo é uma varidvel aleatéria, existe uma faixa de tensdo [V, V]
de modo que

P{lx| <V} =1, (3.96)

ou seja, a probabilidade de encontrar um valor de tensao fora desta faixa é nula. Até este ponto,
nada foi especificado sobre como esta probabilidade esta distribuida dentro dos valores de tensao
do intervalo, apenas para valores fora dele; portanto, dado que existem inimeras formas como
a probabilidade pode estar distribuida, se faz necessario mais informagao sobre o sistema para
que seja possivel determinar a sua PDF. Tomando o caso onde a distribui¢do é uniforme, por

exemplo, dentro do intervalo de tensdo onde a probabilidade nao é nula, tem-se que

a do a4V
P{-V<z< = = . 3.97
{(=V=z<aj [yQV 2V (3.97)

No caso onde @ = V, obtém-se que P = 1, como ja era esperado. Assim, se a distribuicio é

uniforme, a sua PDF é dada por:

0, a< -V

Fpla)=q2Y, —V<a<V (3.98)

1, a>V.
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Comparado com caso discreto e sua soma de degraus sucessivos, a Equacio (3.98) representa
uma reta com coeficiente angular (2V)~!. A distribui¢do uniforme empregada no exemplo é
uma das mais simples; outro tipo que poderia ter sido utilizado é a distribuicdo normal (ou
gaussiana), por exemplo, o que geraria uma PDF diferente para o mesmo sistema fisico.

Por fim, a terceira categoria de variaveis aleatoérias é o caso generalizado onde a PDF pode
ser decomposta na soma

Fo(e) = F{9(a) + F(), (3.99)

em que o primeiro e segundo termo representam, respectivamente, a parte continua e a parte
discreta da funcao de distribui¢ao. Caso algum desses termos seja nulo, retoma-se a analise feita
anteriormente para seu tipo especifico de varidvel. Ja para o caso onde estas nio sdo nulas,
obtém-se uma PDF com um ntmero finito de descontinuidades e que deve ser continua em pelo
menos um intervalo dentro de seu dominio. Assim, dada as definicbes para ambos os casos,

tem-se que a relacdo da probabilidade para varidveis aleatérias mistas é

+oo
/ fo(@)da+ 3 palag) = 1. (3.100)
oo .

Ainda que PDFs sejam capazes de caracterizar uma varidvel aleatéria de maneira completa,
existem também outras formas de caracterizacdo que, embora nao oferecam a mesma quantidade
de informagoes sobre a varidvel, podem ainda ser muito titeis para a analise. Por fins de simpli-
ficacdo de notacdo, os préximos conceitos serdao apresentados apenas para VAs continuas, mas
uma analise andloga pode ser feita para o caso discreto; embora ela ndo seja apresentada neste
desenvolvimento, é possivel encontra-la facilmente na literatura [55, [17]. Portanto, no sentido
de obter mais informagoes importantes sobre a variavel aleatéria, o cdlculo dos momentos de

ordem k dado por
+oo
mF) = E {:pk} = / oF fo(a)da (3.101)

é uma maneira alternativa de obté-las. Na Equagao (3.101f), o operador E{-} é conhecido como
esperanga ou valor esperado da varidvel. O momento de primeira ordem (k = 1), um dos mais

utilizados para caracterizacdo, é conhecido como o valor esperado ou valor médio da variavel.
Da Equacao (3.101]), a partir da definicao

m) = B{z} = /+Oo afy(a)da, (3.102)

—0o0

pode ser fazer uma analogia direta desta grandeza a Mecéanica Classica onde o calculo do valor
médio aponta para o centro de massa de probabilidade da varidvel. Por fins de ilustragao, tome,
por exemplo, o caso generalizado de uma varidvel continua com distribuicdo uniforme limitada

a um intervalo [a, b], sendo a,b € R, em que

<1>:/ SN L) (3.103)
b

M b—a 2

Este resultado pode ser aplicado diretamente ao exemplo anterior sobre a medida de tensao de
ruido num circuito elétrico. Como o intervalo de tensao era [—V, V], o valor médio desta varidvel
é nulo, tal como ja era esperado devido ao cardter uniforme da distribuicdo. Para que m;(,gl) #0,

neste caso, é preciso que o intervalo seja anti-simétrico.
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No tépico de varidaveis com valores médios nado-nulos, observe que é sempre possivel derivar
. . 1 -
a partir dela uma segunda variavel y = x — m& ) de modo que seu momento de primeira ordem
sempre sera

mP) = E{z —m{} = 0. (3.104)

(k)

Isto gera uma nova familia de momentos — os chamados momentos centrais (ou centrados) g
— onde, obrigatoriamente, o valor esperado da variavel aleatéria é nulo. Com isso, é possivel
generalizar de maneira direta o conceito de modo que o momento central de ordem & da varidvel
pode ser calculado através de:

u) = B{(z - m,)*}. (3.105)

Assim como no caso do valor médio, o momento central que tem grande importancia e é

utilizado de maneira recorrente no cendario pratico é o momento de segunda ordem (k = 2)

o2 =pul?) = E{(:U - mgcl)>2} =F {$2} — (mg))z (3.106)

sendo este também conhecido como a varidncia da variavel aleatéria. Mais uma vez, é possivel
fazer uma analogia direta a Mecanica Cléssica onde a varidncia representaria o momento de
inércia da distribuicdo de massa de probabilidade da varidvel. Em outras palavras, a varidncia
estd relacionada a dispersao dessa massa em torno do valor médio, este que pode ser visto, como
ja foi citado anteriormente, como o centro de massa de probabilidade.

Por mais que s6 tenham sido citados o valor médio e a varidncia, os outros momentos também
podem ser utilizados dependendo da anélise sendo feita sobre a VA. Problemas especificos podem
exigir momentos de ordem mais altas, mas os dois que foram discutidos até este ponto seréo os
mais utilizados futuramente no desenvolvimento desta dissertagao, por isso foi dada certa énfase a
estes métodos de caracterizacdo estatistica. Sintetizando o que foi discutido, foram apresentadas
formas de descrever e extrair informagoes de diferentes tipos de variaveis aleatdrias; ainda assim,
apenas estes conceitos ndo sdo suficientes devido ao fato de que sinais aleatérios no contexto
pratico nao sdo feitos apenas de uma variavel. Torna-se necessario expandi-los para o caso onde
se deve lidar com duas ou mais VAs.

Ao lidar com vérias varidveis simultaneamente — ou com um vetor de varidveis —, as mesmas
formas de caracterizacdo podem ser utilizadas; por exemplo, a funcio distribuicdo de probabili-

dade para um vetor de N varidveis é dado por

Frizg an(a,B,y.,y) = P{x1 <a,z2 < B,....,zxy <7} a,B,....,v7 €R. (3.107)

O mesmo pode ser feito para as fungoées massa e densidade de probabilidade, sendo esta tultima
agora uma derivada parcial da PDF do vetor.

Por mais que possa ser feita esta adaptagdo para o caso de multiplas varidveis, a grande
quantidade de parametros pode deixar a representacdo um tanto sobrecarregada. Para exem-
plificar de forma mais clara a analise que estd sendo feita, serd tomado o caso mais simples com
apenas duas variaveis (distribuicao bivariada). Assim, a PDF da Equagao passa a ser

Fxlm(a,ﬁ) = P{ml <a,re < B} (3108)
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em que a probabilidade agora estd associada a um plano dentro do dominio D, ndo apenas a
um intervalo como no caso unidimensional. De maneira andloga, outras defini¢bes poderiam ser
derivadas [55] tais como
0? ,

Friss = grugs Fo(@.8) PAD} = / /D fores(c, B)dadB  (caso continuo)  (3.109)
e, através destas, é possivel encontrar outros pardmetros de caracterizacao estatistica de grande
importancia que serdo utilizados de forma recorrente nas futuras analises: os momentos con-
juntos. Mais especificamente, tem-se interesse em especial em dois momentos especificos que
fornecem informagoes referentes a interdependéncia entre as VAs em questao; tal como foi feito
no estudo de uma tnica variavel com o valor médio e a varidncia, serdo aqui apresentados os
conceitos de correlacdo e de covariancia para o caso de duas ou mais varidveis.

De forma geral, os momentos conjuntos podem ser calculados através de [17]

400 +oo
E{ahabz  ahn) = / / afgke Ak g e (@, B, y)dadp...dy (3.110)

em que k = k1 + ko + ... + k,, determina a ordem do momento. Como estdo sendo utilizadas
apenas duas variaveis para ilustrar a aplicagdo dos conceitos, o primeiro momento conjunto que

serd discutido — a correlagdo — é matematicamente representado por

+o0 +o0
Roay = E{a122} :/_ /_ B frras (v, B)dad. (3.111)

Este é o momento conjunto de segunda ordem (k1 = k2 = 1) que muitas vezes é visto como
um sinénimo de dependéncia estatistica. Por mais que esta seja uma definicdo informal, a
correlagao pode ser considerada como uma ferramenta capaz de medir quantitativamente o grau
de “dependéncia” entre as variaveis. J4 a covaridncia faz parte da familia de momentos centrados,

sendo este também de segunda ordem, onde

T T2 1 x2

Coray = B{ (21 = m)) (22 = m{D)) } = Ruya, — mBml). (3.112)

Dado que ambos sao relacionados a medidas de dependéncia, é possivel que uma certa confusao
seja gerada em relacdo ao que esses momentos medem exatamente. Enquanto que a covaridncia
mede como as varidveis variam de forma conjunta, a correlacdo mede o quao fortemente estas
estdo relacionadas estatisticamentd”} Ambas sdo ferramentas importantes na analise global
das variaveis, auxiliando em demasia a interpretacdo do comportamento de sinais aleatérios,
principalmente no cenario pratico.

Feita esta introducdo dos conceitos fundamentais da Teoria de Probabilidade, o proximo
assunto a ser discutido sdo os processos estocéasticos. Sendo estes modelos probabilisticos muito
utilizados no estudo de sistemas fisicos reais, é necessario entender e saber manipular este tipo
de representacao para obter, junto com as ferramentas matematicas apresentadas, uma descri¢ao

geral para sinais aleatérios.

12 Digcutir estes conceitos traz & tona o debate sobre como estes pardmetros estdo relacionados & independéncia
estatistica das varidveis aleatdrias sendo analisadas por eles. Em outras palavras, é possivel afirmar que
varidveis nao-correlacionadas sdo sempre estatisticamente independentes? A resposta para essa pergunta é
ndo, mas a reciproca é verdadeira [55].
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3.4.3 Definicao e caracterizacado de processos estocasticos

Grosso modo, um processo estocastico é uma familia (ou ensemble) de fungdes que associa a
cada resultado £ de um experimento aleatério com espago amostral € uma funcao x(t,§) onde,
na maioria dos casos, a variavel ¢ € R estd associada ao tempo [I7]. Note que, ao ser fixado
apenas t, x é uma variavel aleatéria; ao ser fixado apenas &, x é uma tUnica fun¢do no tempo
chamada de fun¢do amostra; e ao serem fixadas ambas as varidveis, x resulta em um nimero. A
fins de simplificar a notacao, a variavel £ serd omitida e os processos serao representados apenas
por x(t).

Sobre o estudo de sinais aleatorios, é através de processos estocasticos que estes sao mode-
lados como conjuntos (finitos ou infinitos) de variaveis aleatérias. O movimento browniano, por
exemplo, é um processo fisico estocédstico onde o ensemble completo x(t) descreve o movimento
de todas as particulas em um fluido.

As caracterizagoOes estatisticas discutidas anteriormente também podem ser estendidas para
processos estocésticos. Por exemplo, tomando o tempo como uma varidvel continua, as funcoes

de distribuicdo e densidade de probabilidade sdo, respectivamente,
Fy(ast) = P{z(t) < a} fe(ast) = din(a;t) (3.113)
e

e o momento de primeira ordem (valor esperado) é definido por:

we(0) = B} = [ afi(astyd (3.114)

Continuando com os métodos de caracterizacdo, os conceitos de momentos conjuntos para
processos estocasticos também podem ser derivados a partir da Equacao (3.110). Sendo este
um dos conceitos centrais que serdao utilizados para a estimagcao espectral de um sinal aleatério,

a autocorrelagdo de um processo estocéstico x(t) pode ser calculada através de:

o0 400
Rm; (tl, t2) = E{x(t1)$(t2)} = / / alagfx(ozl, [eDHN tl, tz)daldag (3.115)
Note que Ry (t1,t2) = Ryz(t2,t1) € que, no caso onde t1 = to = t,
Ryu(tt) = E{a(t)} (3.116)

é conhecido como valor médio quadratico do processo. De maneira andloga, é possivel calcular

também a autocovaridncia do processo através de

Cra(ty, t2) = E{[x(tr) = n2(t)] [2(t2) — na(t2)]}

(3.117)
= Ry (t1,t2) — nu(t1)na(t2).

Processos estocasticos podem ser separados em diferentes classes, dada a presenca de certas
propriedades estatisticas. Entre estas classes, dois tipos especificos terdo grande impacto em
futuras andlises e, por isso, devem ser discutidos em detalhes: processos estacionarios e pro-
cessos ergodicos. Sao chamados de processos estocasticos estaciondrios aqueles que tém suas
propriedades estatisticas invariantes a um deslocamento no tempo [55]. Isso significa que sua

func¢do densidade de probabilidade de ordem n, dado um deslocamento 7, deve obedecer a

fm(al, ooy Qi3 E1, ...,tn) = fx(ozl, vy O3t T, oty 7’). (3118)
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O processo recebe o nome de estritamente estacionario quando, para qualquer ordem n, sua DPF
¢é invariante no tempo. Esta condicdo, entretanto, é excessivamente restritiva. Uma definicao
mais fraca de estacionariedade é a chamada estacionariedade no sentido amplo, a qual exige que

a média do processo seja constante, isto é,

E{x(t)} = ny, (3.119)

e que a sua autocorrelacdo dependa apenas da diferenca 7 = 1 — to entre quaisquer instantes t1
e to do processo, ou seja,
Rxm(tl, tz) = Rmc(T) (3.120)

Note que, se um processo ¢é estritamente estacionario, este também é estacionario em sentido
amplo. Porém, a reciproca nao ¢é verdadeira.

A necessidade da segunda classe de processos estocdsticos que serd discutida surge devido ao
fato de que estimar certos pardmetros de processos estocdsticos nem sempre é uma tarefa facil
de ser realizada dentro de um cenério pratico. A ergodicidade, portanto, é utilizada para obter
respostas sobre a estatistica do processo baseado apenas em uma Unica observacdo temporal.

Assim, sendo z(t) um processo estacionario e ergédico, sua média temporal é dada por

(1) = (a(t)) = Jim o [ oo (3.121)
de modo que
E{na(T)} = 11002T/ B{a(t)}dt = Jim 7/ nedt = (3.122)

Ou seja, se o processo satisfaz as condigdes restritivas impostas, calcular 7, (7") fornece uma boa
estimativa de sua média. De maneira geral, quando se trata de processos ergddicos, é possivel
calcular os momentos de ordem n do processo através de

E{z"(t)} = hm ﬁ t)]"dt. (3.123)

Observa-se, entao, que a caracterizacio estatistica pode ser feita nao através de calculos sobre
o ensemble, mas sim “ao longo” de uma tnica fun¢do-amostra z(t) do processo.

Acima, foram apresentadas as principais ferramentas que serdo utilizadas para a analise de
sistemas cujas entradas sdo sinais aleatérios. A partir da caracterizacado estatistica do sinal
de entrada, é possivel obter informagoes sobre o sinal de saida fazendo uso das propriedades
do sistema. Por exemplo, dado que o sinal de saida pode ser calculado através da integral de

convolugao
/ h(t)z(t — £)dt, (3.124)
é possivel calcular seu valor esperado como:
/ h(t)E{x(t — ¢)}dt’
h(t) * 1z (t)-

Propriedades e exemplos de aplicacdo deste tipo de sistema podem ser encontrados em [55] [25]
59].

(3.125)
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Como foi visto nas se¢oes anteriores, a relacdo dual tempo-frequéncia de um sinal é extre-
mamente Ttil, especialmente quando se trata filtros lineares. Porém, ter acesso ao espectro
dos sinais ndo é exclusividade de processos deterministicos. Sera agora discutido o método de

estimacao espectral para o caso de sinais aleatérios.

3.4.4 Anailise e estimacgao espectral

Ao se tratar de sinais deterministicos continuos no tempo, foi visto anteriormente que uma
forma alternativa de descricdo do sinal é através de suas componentes de frequéncia onde ambas
representagoes estao ligadas por meio de transformadas. Ja para o caso de sinais estocasticos,
é pertinente questionar se esta andlise dual pode ser feita dado que transformadas como a de
Fourier usualmente nao sdo definidas para este tipo de processo. Dentro das possiveis formas
de interpretacdo do espectro de um sinal aleatério, serd discutida a abordagem feita através
da aplicagdo de transformadas sobre médias que caracterizam o sinal [55]. Como a andlise
espectral é a principal ferramenta que foi utilizada neste trabalho ja que o comportamento 1/ f
que caracteriza esta importante classe de processos aqui sendo estudados se encontra em suas
respectivas densidades espectrais, é fundamental que este conceito fique bem esclarecido.

No caso de sinais deterministicos, sendo x um sinal integravel e de energia finita, tem-se que

a sua densidade espectral dada por
S(w) = | X (w)]? (3.126)

descreve a distribuicdo de energia do sinal em funcdo da frequéncia. Isso pode ser verificado
utilizando a definicdo de DTFT dada pela Equacao |) de modo que:

%/_KS(w)dwf %/_W\X(w)\ dw

1 o 00 00 .
= 2—/ E g xn:z,*nefw("fm)dw
T Jon,

=—00 MmM=—00
oo

oo
*
=Y nn

n=—oo m=—0oo

(3.127)

o0

= Z .

n=—oo

Esta relacdo conhecida como o Teorema de Parseval valida a conservacdo de energia entre os
dominios do tempo e da frequéncia, mostrando com isso que a densidade espectral dada pela
Equagao (3.126)) realmente representa uma distribuigdo da energia [5§].

Ja para o caso de sinais aleatoérios, estes nao sdo absolutamente integraveis e, consequente-
mente, ndo possuem representacao via transformadas de Fourier. Devido a isto, suas densidades
espectrais sao entao calculadas através de médias da poténcia distribuida no dominio da frequén-
cia visto que estas sim sao finitas. Mesmo que os valores calculados sejam, na verdade, os valores
esperados, esta fun¢do é conhecida apenas como densidade espectral de poténcia (PSD). Uma

primeira forma de representacao para esta funcao, sendo x um processo estocastico estacionério

13 Por fins de simplificagio, serd utilizada a notagio X (w) = X (2)|,_eiw-
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no sentido amplo, é dada por:

o
Sa:w(w) = F{Rxx;r} = Z Rzz,freilm—, (3.128)
T=—00
em que Ry, = Ryy[7] é a funcdo de autocorrelagdo do sinal. Esta representacdo é conhe-
cida como o Teorema de Wiener-Khinchin [25] 58]. De forma direta, é possivel determinar a

autocorrelagdo de x através da DTFT inversa
1 /7 ,
Ry (7) = Py / Sz’ dw. (3.129)
T™J—7

Ou seja, isso significa que a autocorrelacdo e a densidade espetral de poténcia de um sinal
aleatério formam pares de transformadas de Fourier.

Agora, uma segunda forma de possivel representacdo para a SPD é dada pela prépria defi-
nicdo do método, ou seja, pelo valor esperado das poténcias do sinal [58]. Assim, tem-se que a

densidade espectral também pode ser escrita como:

N
Spz(w) = A}gnOOE — Z Tpe (3.130)
n=1

E a partir desta representacio dada pela Equacio que serda introduzido o método de
estimacao espectral utilizado nas andlises numéricas que serao futuramente feitas neste trabalho.
Em se tratando de estimacgio espectral, existem dois tipos mais usuais normalmente utiliza-
dos: os métodos paramétricos, que resumem o problema de estimacao a encontrar parametros de
uma dada modelagem feita sobre os dados, e os métodos ndo-paramétricos, que nada assumem
sobre os dados do sinal previamente e estimam a densidade espectral através de médias feitas tais
como mostra a Equagao [58]. Serao discutidos aqui apenas métodos nao-paramétricos.
Entre as formas mais comuns de estimacao espectral para sinais aleatérios estd o periodo-
grama [62], 25]. Levando em consideracao que sinais reais sao finitos no tempo, o periodograma
estima a PSD de maneira direta por
2

1
SP (w) = ~ (3.131)

N
Z xnefzu.m
n=1

Este método, entretanto, mesmo que seja simples e direto, ndo produz boas estimativas [62, [58].

Um dos problemas principais surge logo na definicdo dada pela Equacao (3.130)); desenvolvendo

o cdlculo do valor esperado, tem-se que [62]:

2

N N N
1 .
: 7 —wn . : il * —zw(n—m)
A B W T 2 2 Bl e
n=1 n=1m=1
o (3.132)
—lim Y (N |r)Ragre
N—oo N T ’
T=—(N-1)

Identifica-se neste resultado a presenca de um bias na estimacao da funcao de autocorrelacao.
Isso significa que, para o método do periodograma, o valor esperado de sua funcio de autocor-

relagao é dado por:

E{R, .} = ( - Z') Rag.r- (3.133)
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Tomando o limite N — oo, tem-se que a fungdo de autocorrelagdo tende ao valor real e que
sua varidncia tende a zero [62]. Com isso, o periodograma é dito assintoticamente sem bias e,
consequentemente, pode ser considerado como um método consistente [62]. Porém, para valores
de N pequenos, a presenca desse bias se torna relevante.

Com o objetivo de melhorar os resultados estimados, o método do periodograma foi entao
modificado por Bartlett [9] e, posteriormente, por Welch [80], obtendo melhoras significativas
[62]. Como o método de estimagao escolhido para a anélise numérica deste trabalho foi o método
de Welch, este sera discutido em maiores detalhes no Capitulo

Por fim, para fechar esta revisdo sobre Processamento de Sinais e Processos Estocasticos,
falta discutir as propriedades da densidade espectral de poténcia em sistemas LTI. Portanto,
considerando uma dada resposta ao impulso do sistema, é possivel relacionar as funcGes de

autocorrelagdo dos sinais de entrada e saida através de:

Ryy,T =F {ynyn+r}

00 0o
=F Z Tp—1hy Z Tppr—rhy

l=—00 r=-—00

SIS (3.134)
= > > hhBlea gz,
l=—oc0T=—00
- Z Z hihe Ry 71—
l=—0cor=—00
de modo que, dada a definicao da Equacao (3.128]), deriva-se que
Syy(w) = Z Ryy,Teiin
= i i i hihy Ry ue—z‘w(u—l—i-r) (3.135)
U=—00 [=—00 T=—00
= H*(iw) H (iw)Syz(w).
Portanto,
Syy(w) = [H (i) | Sy () (3.136)

é a densidade espectral do sinal de saida dado o sinal de entrada aleatério x(t) [17].
A relacao dada pela Equacéo (3.136]) é de extrema importancia e serd o ponto de partida de
todos os filtros lineares que serdo projetados no proximo capitulo dado que o sinal de entrada

que serd utilizado em todos os métodos de geracao de processos 1/f sdo, na verdade, ruidos.
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4 Meétodos de geracao de processos

1/f

4.1 Caso unidimensional

4.1.1 Abordagem via filtros lineares

Para o desenvolvimento de métodos de geracao de processos cuja densidade espectral obedece

a lei de poténcia
c

S(f) = F7

sendo ¢ uma constante, serdo utilizados os conceitos e ferramentas matematicas revisados no

(4.1)

Capitulo [3] para encontrar sistemas cujos sinais de saida possuem o comportamento espectral
desejado. Adotando a abordagem via filtros digitais lineares, serdo implementados analitica-
mente diferentes filtros — para ambos os casos FIR e IIR — seguindo as estratégias propostas na
Secao . Posteriormente, os resultados analiticos encontrados para cada caso serdo utilizados
no desenvolvimento de algoritmos para a implementagado computacional de todos os métodos
apresentados neste capitulo.

Ja que o comportamento espectral esperado do sinal de saida para todos os filtros estd bem
definido, o desafio real para cada método é encontrar as suas respectivas fungoes de transferéncia
discretizadas. Para isso, é preciso também definir de antemao o comportamento espectral do
sinal de entrada do sistema visto que a funcdo de transferéncia dita a relagdo entre os dois. Para
todos os casos que serao desenvolvidos a seguir, sera utilizado como sinal de entrada o ruido
branco; com aplicagdes praticas em areas além de Processamento de Sinais — é muito comum a
utilizagdo deste tipo de ruidos em miisicas, por exemplo —, o motivo desta escolha se da devido
ao fato de que, considerando 7, (t) = 0, este tipo de sinal estocédstico possui como fungao de
autocorrelagao

Rux (1) = 025(7). (4.2)

Isto significa que quaisquer valores z(t1) e z(t2) do ruido em instantes t; # t9 sdo completamente

nao-correlacionados. Consequentemente, sua densidade espectral dada por
00
Sza(w) = / 026(r)e “Tdr = o (4.3)
—oo
é constante para todo dominio da frequéncia [53]. Respeitadas estas caracteristicas estatisticas,
esta particular classe de ruidos pode ter diferentes tipos de distribui¢ao de probabilidade (gaus-
siana, uniforme, laplaciana, Cauchy, etc.). Neste trabalho, foram utilizados apenas ruidos com
distribuicao uniforme.
Com este resultado e derivando da Equacéo a relacdo entre as densidades espectrais
dos sinais de entrada e saida, o objetivo conjunto de todos os métodos serd projetar filtros cuja

funcao de transferéncia ideal é do tipo:

H (i) 2 = Swl) _ C (4.4)
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em que todas as constantes estdo compreendidas em C.

4.1.2 Filtros FIR

O primeiro método que serd desenvolvido utiliza a abordagem via filtros de resposta ao
impulso finita. Assim como foi discutido anteriormente, este tipo de filtro é ndo-recursivo e,
consequentemente, os seus coeficientes sdo determinados diretamente pela resposta ao impulso
do sistema. A estratégia escolhida para esta implementacgao foi utilizar o método de janelamento
[53, [70] que inicialmente descreve a resposta ao impulso desejada h(@D do filtro como:

1 .
A = o | Ha(iw) e dw. (4.5)
2T

Os maiores detalhes desta forma de implementacao de filtros ja foram discutidos na Secao [3.3
do capitulo anterior. O que se tem, portanto, ¢ uma funcao de transferéncia Hy (desejada) em
frequéncia continua que deve ser retratada no ambiente computacional discreto. Este processo
de discretizagdo é realizado de maneira direta de forma que, derivados a partir da Equacao
, os valores do vetor que descrevem a funcdo de transferéncia discretizada do filtro serao

calculados por meio de:
c

- fo/2
em que os valores de frequéncia de k se encontram em um vetor linearmente espacado em um
intervalo de 2w /N.

Considerando que o sinal de entrada é um ruido branco e fazendo uso das ferramentas

Hy, keZ, (4.6)

computacionais ja disponibilizadas [68], é possivel gerar este sinal no dominio do tempo e, através
de uma FFT, obter seu espectro X, de forma direta. Com isso, o espectro e, consequentemente,
o préprio sinal de saida ja podem ser calculados visto que, devido as propriedades do préprio

filtro (convolugédo), os espectros se relacionam por
Y, = H. X, (4.7)

Feita a multiplicacdo ponto-a-ponto, o sinal no dominio do tempo pode ser encontrado através
do uso de uma IFFT.

Porém, ainda que esta aparente ser uma forma simples e direta de implementar o filtro,
algumas observagoes em relagdo a natureza das ferramentas sendo utilizadas devem ser feitas.
Mais especificamente, deve-se chamar atencdo para o fato de que a DFT possui a propriedade
de simetria conjugada [53]. Isso significa que, para sinais reais = de tamanho N — como é o caso

do ruido branco sendo utilizado —, aplicar uma DFT gera um vetor de N pontos em que
X(k)=X"(N—k). (4.8)

Como consequéncia desta propriedade, apenas os primeiros N/2 pontos da transformada sao
independentes. Isso influencia diretamente na forma como o sinal de saida do filtro deve ser
calculado: devem ser considerados apenas os termos independentes de X na Equacao .
Consequentemente, os tamanhos dos vetores devem ser alterados. Apods a multiplicagdo ponto-
a-ponto, o espectro do sinal de saida pode ser completado ao fazer a inversao do vetor resultante

e tirando seu complexo conjugado. Outro detalhe que deve ser levado em consideragdo é a
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descontinuidade de H na origem. Computacionalmente falando, uma forma de contornar este
problema é ilustrado no algoritmo implementado.

Todos os algoritmos dos geradores aqui apresentados estdo disponiveis no corpo do trabalho
e se encontram na Secdo (4.2)). Para o caso da abordagem via filtros FIR exposta acima, esta

pode ser visualizada no Cédigo (4.1)).

4.1.3 Filtros ITIR

Para a abordagem via filtros de resposta ao impulso infinita, dada a dependéncia sobre
seus valores de saida anteriores, é inviavel utilizar a estratégia direta aplicada para filtros FIR.
Neste caso, sera apresentado o desenvolvimento analitico de um método indireto cujo objetivo
¢é determinar os coeficientes de filtro via equacdo de diferencas. Os métodos baseados na im-
plementacdo de filtros IIR que serdo apresentados a seguir foram originalmente propostos no
trabalho de Plaszczynski [60].

Assim como o método via filtros FIR, o objetivo principal desta implementacao é desenvolver
um filtro que seja capaz de gerar processos cuja densidade espectral obedece a lei de poténcia do
tipo 1/f¢, sendo o um pardmetro arbitrario. Intuitivamente, a forma mais direta seria tomar

como ponto de partida a funcado de transferéncia idealizada

1

H(iw) = ()2

(4.9)
Essa escolha, entretanto, apresenta diversos problemas [60]. Para demonstrar a ndo-trivialidade
deste problema, basta aplicar a transformada inversa de Fourier na Equagao (4.9) buscando a

resposta ao impulso ideal no dominio do tempo

1 1 +o0 ezwt
h(t) = F {H(iw t:—/ ———dw. 4.10
) =F N0 =5 | " (410)

Uma maneira de calcular este tipo de integral é por meio do Teorema de Residuos [15].
Segundo o teorema, se uma fungdo f(z) é analitica dentro de um certo contorno fechado C' —
e também sobre este —, excluindo os pontos onde se encontram seus pdlos z; no interior do

contorno, sua integral resulta em:
?{ f(2)dz = 270 3" Res{ f(z1)}- (4.11)
C
k
Se nao houver polos dentro do contorno, segundo o teorema de Cauchy,

j{ f(z)dz = 0. (4.12)
C

No caso da Equacao , a tentativa de resolver este tipo de integral levanta questoes
pertinentes sobre a natureza plurivoca desta fungdo complexa, sobre sua multiplicidade dado o
pdélo na origem e, consequentemente, como deve ser efetuado o calculo do seu residuo. Levando
tudo isso em consideracao, a complexidade matemaética elevada do problema motivou a busca
por outra maneira de gerar estes processos via implementacdo de filtros IIR.

Assim, visando contornar este problema, Plaszczynski prop6s em seu trabalho um método

indireto de geracao de processos 1/f* que faz o uso de filtros mais simples de forma sucessiva
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para obter uma aproximacao do comportamento espectral desejado dado pela Equagao (4.10)).
Como ponto de partida, foi proposto o desenvolvimento do caso especifico em que o« = 2. Em se
tratando de solugao analitica, este é o caso mais simples — ndo levando em consideracdo o caso
trivial em que @ = 0 (ruido branco) —, pois se passa a lidar com uma fungdo analitica univoca.
Busca-se, portanto, a resposta ao impulso ideal do filtro cuja funcdo ode transferéncia é dada
por )
H(iw) = o (4.13)
Visto que este resultado é utilizado de forma recorrente em futuros passos do desenvolvimento

tedrico deste método de geracao, sera calculada a transformada inversa da funcao generalizada

1 oo et

hy(t) = — / 7 (4.14)
27 Jooo  (iw + wo)

em que wy > 0 é uma constante. Para o caso inicial, serd utilizado o resultado final em que

wo = 0.

Tal como foi mencionado anteriormente, é feito o uso da teoria de residuos para resolver
este problema analiticamente. Levando em consideracao a definicdo ja apresentada, a integral
da Equacao deve ser tratada com parte de uma integral complexa — a parte situada
sobre o eixo real — que seré calculada sobre um contorno fechado a ser determinado. Considere,
portanto, a fun¢do complexa,

ezzt

f(z) = (4.15)

iz + 20

é possivel determinar de forma direta o p6lo simples (multiplicidade 1) em
w = 1izp. (4.16)

Portanto, considerando o Teorema de Residuos, tem-se que

eizt R eizt
7{ - dz = / +/ , dz =2miRes f(z = iwp) (4.17)
c1z+ 2 Cr R 1z+ 2

separa o contorno fechado C' em duas partes: sobre a reta Re(z) entre [—R, R] — serd tomado o

limite em que R — oo posteriormente — e um arco que liga as duas extremidades. Agora, para
determinar o semiplano do arco, deve-se analisar a condigdo de convergéncia do integrando. Ao

separar o argumento da exponencial em suas partes real e imaginaria,
exp(izt) = exp [iRe(2)t — Im(2)t], (4.18)

é necessario que, para garantir a convergéncia, o argumento da parte real mantenha-se negativo.
Isso faz com que o problema tenha que ser dividido em duas partes, j4 que, quando t > 0,
deve-se impor que Im(z) > 0 (contorno fechado no semiplano superior) e, de maneira anéloga,
se t < 0, entdo Im(z) < 0 (contorno fechado no semiplano inferior). Ambos os contornos podem
ser observados na Figura .

Para ambos os casos —t > 0 et < 0 —, ao tomar o limite em que R — oo, o Lema de Jordan

[15] garante que

ezzt
/ - dz — 0 (4.19)
Cr 12+ 20
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Im z Im z
t<0 t>0

Figura 13 — Gréfico dos contornos fechados para os casos det > 0 e t < 0.

e, consequentemente, somente a integral sobre o eixo real — que é a parte desejada — tem
contribuicdo para o resultado. Sendo o pélo localizado na parte positiva do eixo imaginério
(wo > 0), cujo residu(ﬂ ¢ dado por

ezzt

12 + 29

—2ot
S — (4.20)
(3

Res,—iz,

Utilizando as defini¢oes dadas pelas Equagoes (4.11)) e (4.12]), é possivel calcular as integrais

finais. Para o caso em que t < 0, como nao existe pélo dentro do contorno,

[e's) ezwt
/ ————dw=0 t<O0. (4.21)
—o0 W+ wp

Ja para o outro caso, tem-se que

00 ezwt e—wot
/ wa = 27i = 2me ot t<O0. (4.22)
—o0 W wo )

Portanto, a resposta ao impulso é dada por

e~wot ¢ >0;
hy(t) = (4.23)
0, t<0

e, com o intuito de sintetizar o resultado, pode-se reescrevé-lo como
hy(t) = e woly(t), (4.24)

em que u(t) é a fungao degrau.
Retornando ao caso inicial com wg = 0, a resposta ao impulso desejada no espaco continuo

do tempo é dada por
h(t) = u(t) (a=2). (4.25)

O filtro que possui esta resposta caracteristica é chamado de filtro integrador. De maneira geral,

o integrador pode ser aproximado pela soma

Yn = i Zj. (4.26)

l=—00

1 Existem diversos métodos praticos para realizar o calculo de residuos. Para um estudo mais aprofundado sobre

o assunto, indica-se [15].
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Para tornar a Equacao (4.26)) causal, isto é, considerar apenas termos passados, multiplica-se

a sequéncia inicial, z;, ao sinal degrau unitario definido por

1, n>0;
Uy = (4.27)

0, caso contrario

em tempo reverso, isto é, u(—n). Com isso, obtém-se finalmente a soma acumulada

n
Yn = Z xy. (4.28)
l=—00
Analogamente ao caso continuo, a transformada 7 da funcdo degrau unitirio contém um

termo 1/z, pois é da forma
1

1

Z[u)(z) = H(z) (4.29)

em que sua ROC ¢é dada por |z] > 1.
Para melhor visualizar o comportamento dessa funcao, é possivel fazer a substituicdo z = e"
de forma a se lidar nesse caso com a transformada de Fourier, como ja foi discutido previamente

no Capitulo [3] Feita esta substituicao, estima-se o espectro:

. 1 1
H(e™)]? = — .
HEP =
1
= —— com we€l0,7]. (4.30)
4sin (%)

A densidade espectral do integrador pode ser visualizada na Figura (14)).

10 50010 10" 5.0¢10" 10"
w/m

Figura 14 — Graficos da densidade espectral do integrador dado pela Equacao 1) em escala
logaritmica.

Na pratica, o integrador poderia ser obtido por meio do produto de convolucdo das trans-
formadas Z do sinal de entrada (ruido branco) e do degrau unitario, pois tal como mostrado na
Equagéo (4.28), ha no dominio do tempo um produto usual, de forma que no espago Z haveria

uma convolucao [53]. Entretanto, o caminho mais natural é buscar a equagao de diferencas que
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leva ao espectro desejado. Reescrevendo a defini¢cdo da funcdo de transferéncia para facilitar o

desenvolvimento, esta é definida por:

M .
H(z) = )i(('z)) = iga-z—? (4.31)
=0 ’

Lembrando que um atraso ng nos sinais de entrada leva a uma multiplicacdo por 2z~ ™ no
plano complexo, é simples verificar pelas Equagoes e que a equacgao de diferencas
¢é dada por

Yn = Yn—1 T Tn. (4.32)

A Equagao representa um filtro auto-regressivo, ou seja, a salda depende ndo somente
do sinal de entrada, mas também do valor de saida anterior. Este processo de filtragem ilustra
a geragdo de processos com densidade espectral 1/f? e sua implementacio pode ser observada
no Codigo da proxima secao.

Tendo em vista a aplicacdo dos métodos aqui sendo apresentados no estudo de fenémenos
fisicos reais, é de grande interesse que alguns novos pardmetros sejam introduzidos. O primeiro
parametro estd relacionado a um dos problemas fundamentais em se tratando de processos 1/f: a
divergéncia que ocorre conforme a frequéncia se aproxima da origem. Especialmente relacionado
a dispositivos eletrénicos [16], 19], foram realizados experimentos que buscavam encontrar um
valor minimo de frequéncia para o qual este comportamento espectral desaparecesse visto que, na
auséncia de tal limite, o processo teria energia infinita, o que é fisicamente impossivel. Portanto,
levando em consideragao esta necessidade béasica, foi adicionado ao filtro integrador apresentado
um limite inferior de frequéncia de modo que, para valores menores, a densidade espectral volta
a ser constante (ruido branco).

Comecando com a implementacio de um limite inferior
Wmin = 27Tfmin7 (433)

busca-se agora uma resposta com densidade espectral da forma:

w2

|H (iw)|* = —— i — (4.34)

w2 + Winin

Para observar que a densidade espectral dada pela Equacio acima se comporta da forma

desejada conforme a frequéncia diminui, é possivel reescrevé-la como

1
H(iw)|= —————— — 1 4.35
)P = oy — 1 (4:35)
quando w < wmin- Ou seja, quando a frequéncia estd abaixo do limite inferior estipulado,
a densidade espectral tende a ser constante, tal como era desejado. No caso contrario, onde
W > Wnin, 0 comportamento 1/w? é predominante.
Dado (4.34)), a resposta ao impulso ideal do filtro é da forma

. Wmin
H = —, 4.36
(iw) W + Wnin ( )
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Repare que, sendo a resposta ao impulso ideal para este caso dada por

h(t) = F Y H (iw)}(t) ! / T Wmin__ it g, (4.37)

21 J oo W+ Wmin

esta ¢ exatamente a transformada inversa ja calculada para o caso geral de h, dada pela Equagao
. Dessa forma, é possivel determinar o resultado ideal em tempo continuo de forma direta
de modo que

h(t) = Wmine” “mintu(t). (4.38)

A presenca da exponencial faz com que a transicdo para seu analogo discreto nao possa ser
feita da forma direta tal como foi feito para o caso do integrador simples. Para determinar sua
equacao de diferencas aplicando a transformada Z na resposta ao impulso discretizada, deve ser

introduzido antes um periodo de amostragem Ty de modo que

“+o0o
Z{h}(z) = H(z) = Z h(nTg)z""
n=—00 (4.39)
Wmin
1 — e~ wminTs =17

em que, para garantir a convergéncia da série, |z| > e~“minTs (série geométrica). Novamente,
fazendo uso da propriedade de deslocamento temporal no sinal e, ao inverter a transformada

usando o resultado de (4.39)), encontra-se uma equagao de diferencas dada por

—WminT:

Yn =€ Y1 + WminTn- (440)
Ainda se tratando de simulagoes de fenomenos fisicos reais, apenas o limite inferior nao
é suficiente. O préximo parametro que deve ser introduzido neste método de geracao sendo
desenvolvido é o limite de frequéncia superior, viabilizando, assim, a possibilidade de geracao de
processos que possuem este comportamento espectral apenas dentro de uma determinada faixa
de frequéncia [fimin,fmaz]. Para isso, busca-se entdo uma resposta com densidade espectral da

forma.

w? 4+ w?

H(iw)]? = maz 4.41
|H (iw)] I (4.41)

min
em que Wygr = 27 finae. Esta forma, além de manter o comportamento no limite onde w < wyin
apresentado no caso anterior, também tende a ser constante no limite onde w > wWpqz.

A partir deste ponto, existem duas rotas que podem ser tomadas para determinar os coefi-
cientes da equagao de diferenca deste filtro: a primeira segue os passos que foram tomados nos
dois filtros anteriores — encontrar a solucao ideal analiticamente através da transformada inversa
de Fourier (IFT), discretizar o resultado no dominio do tempo e aplicar a transformada Z — e a
segunda se da através da aplicacdo direta da transformada bilateral. Repare que, por mais que
esteja sendo feita a restricdo s = iw na fungdo de transferéncia, esta ainda se encontra no domi-
nio de Laplace; portanto, tal como foi discutido no Capitulo [3] é possivel mapear diretamente
H(s) em H(z).

Com o intuito de conservar a linha de raciocinio sendo utilizada, sera desenvolvida a primeira
abordagem tal como foi feita até este ponto; porém, para a implementacdo do filtro em si, foram
utilizados os coeficientes derivados através da transformacao bilinear, esta que também sera

desenvolvida em seguida. O motivo para esta escolha serd discutido adiante.
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Dada a abordagem original, busca-se uma resposta ao impulso do filtro da forma

W+ w
H(iw) = ¥ Wmaa (4.42)
W + Wmin
Com o intuito de facilitar os célculos, H(iw) pode ser separada em dois termos, levando em
consideracdo a linearidade da transformada de Fourier. De forma direta, o segundo termo com

a constante wy,q; no numerador pode ser calculado de maneira analoga a integral da Equacao

(4.14) de modo que

W + Winin
Ja o primeiro termo que aparenta maior complexidade devido a presenca de w nao s6 no deno-
minador como também no numerador pode ser simplificado através da seguinte relacao:
d [Too et +oo iw ,
— / ——dw = / — ™l dw. (4.44)
dt /oo W+ Wmin —o0 W F Wnin
Com isso, é possivel também utilizar o resultado da Equagao (4.14) para este termo. Note que
a derivada sendo aplicada é temporal e ndo frequencial. Assim, obtém-se para a transformacao
inversa o seguinte resultado:
F {“”} (1) = Lje—wminty (1)), (4.45)
W + Wnin dt
Agora, deve ser discutido brevemente a questdo da relacao

d
0(t) = —ul(t). 4.46
(1) = Zul) (4.46)
Muito encontrada na literatura da Fisica relacionada a teoria de distribuigdes [15] [2], esta nao

estd completamente correta dado que, mesmo sendo

%u(t) =0 x # 0, (4.47)
esta derivada ndo existe na origem, ponto este em que deveria se encontrar o pico da funcao
o(t) [I5]. Ainda assim, é possivel utilizar o resultado da Equagao COmMo uma aproximacao
valida, tendo sempre em vista suas limitacoes.

Portanto, apds esta discussao sobre a validez de tomar a delta de Dirac como derivada da
fungao degrau, a transformada inversa dada pela Equacao pode ser reescrita como:

Fl {“"} () = e~ “mint[5(t) — wmmu(t)] (4.48)

W + Wmnin
e, ao juntar os resultados de (4.43) e , obtém-se

h(t) = (Winaz — Wmin)e~ ™ u(t) + e~ “mint§(t). (4.49)

Mais uma vez, é possivel separar h em dois termos para facilitar o calculo na aplicacdo da
transformada Z apos introduzir o periodo de amostragem T no processo de discretizacao da
resposta ao impulso ideal encontrada. Fazendo uso da propriedade de filtragem da delta de

Dirac, encontra-se, por fim, a funcao de transferéncia da forma:

(Wmaaz — Wmin + 1) - einLstzil

H(Z) - 1— e_WminTsz_l

, (4.50)
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onde |z| > e~minTs para garantir a convergéncia da série. Diferentemente dos casos anteriores,
a presenca da delta em h(t) fez com que aparecesse um termo com z~! também no numerador.
Isso implica na existéncia de um deslocamento temporal ndo s6 no sinal de saida do filtro, mas
também no sinal de entrada. Assim, ao inverter a transformada Z, a equacao de diferencas para

o caso com limite superior é dada por:

Yr = axp — brr_1 + byp_1, (4.51)

onde @ = Wyar — Winin + 1 € b= e~ @minT

O filtro dado pela Equacgao , entretanto, ndo apresentou bons resultados quando im-
plementado computacionalmente. Mais especificamente, o limite inferior ditado na frequéncia
nao apresentou o comportamento desejado (constante). Com isso, a presenca deste erro fez com
que surgisse o questionamento sobre a efetividade da aproximacao feita na Equacao para
este caso especifico.

Assim, considerando as irregularidades encontradas no resultado da primeira forma de imple-
mentacao, foi utilizada a segunda rota para, novamente, determinar os coeficientes da equacao
de diferencas do filtro. Tal como foi visto na Secao [3.3] a transformada bilinear faz um mape-
amento de modo que s e z se relacionam através da Equacao . Fazendo esta substituicao
na funcao de transferéncia ideal dada por , este se torna um problema algébrico que pode

ser simplificado até que se encontre

-1
ag + a1z
1-— b12*1 ’

em que ag = (fs+7 fmaz)/(fs+T fmin)s a1 = —(fs =7 fmaz )/ (fs+7 fmin) € b1 = (fs—7 frnin) /[ (fs+

7 fmin) sendo fs = 1/Ts a frequéncia de amostragem. Portanto, a equagdo de diferengas acima

H(z) = (4.52)

resulta no filtro

Yr = aoxy + a1xp—1 + b1yp—1. (4.53)

Como no resultado anterior dado pela Equacao (4.51)), existe a dependéncia também no valor

anterior da saida e sua implementagdo computacional pode ser analisada no Codigo (4.3)).

4.1.4 Filtro generalizado

Até este ponto, foram discutidos apenas filtros capazes de gerar processos 1/f2. Por mais
que inclusdo de limites na frequéncia conceda um controle maior sobre os processos gerados, o
objetivo original era implementar filtros capazes de gerar processos do tipo 1/f“. Portanto, é
preciso generalizar os resultados obtidos até aqui.

Busca-se, agora, uma resposta ao impulso com densidade espectral da forma:

a/2
w? + Wpaw
w2+ w2

|H (iw)|* = (4.54)

Marvin Keshner apresentou em seu trabalho um método baseado no modelo RC infinito
[40] para gerar processos 1/f% através de uma soma de filtros 1/f? igualmente espacados no

eixo logaritmico da frequéncia. Com isso, Plaszczynski sugere em [60] uma variagdo do modelo
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original de Keshner em que a densidade espectral da Equagao (4.54)) pode ser aproximada através

de:
Ny—1

|H(iw)* ~ []

1=0

2 2
521; (4.55)
onde z; sdo os zeros da resposta ao impulso do filtro e p; sdo seus pdlos. Note que ha agora um
nimero Ny de filtros ja apresentados anteriormente. Portanto, como ja se sabe trabalhar com
esse tipo de filtro, o que se deve determinar para gerar o processo sao apenas os zeros e os polos
de cada um deles, além da quantidade de filtros utilizados para uma boa aproximacao [64].

O primeiro passo é determinar o valor de o desejado. Os extremos o = 0 e @ = 2 sdo 0s casos
mais simples, ja que a saida do primeiro é exatamente o ruido branco de entrada e o segundo é
a aplicacdo de uma unidade do filtro ja projetado. Em escala logaritmica, os polos e zeros ficam
distribuidos de maneira regular no eixo da frequéncia [60]. Ou seja, cada p; estd localizado a
uma distancia

Ap — log(wmaz) — log(Wmin)

— 4.
P N (4.56)

do podlo do filtro anterior, de modo que
log piy+1 = log p; + Ap. (4.57)

Para os zeros do filtro, a posicao de cada um é calculada levando em consideracdo a geometria
do problema, visando argumentos de simetria [64], 65]. Assim,

alp

. (4.58)

log z; = log p; +

Portanto, a ultima informagado necessaria para a geragdo utilizando esse tipo de filtro é a
posicao do primeiro polo. Com isso, a posi¢do dos outros polos e de todos os zeros podem ser
calculados através das Equagoes e . Também considerando a geometria do problema
[60],
log po = log wiin + (1 — g) % (4.59)

Do ponto de vista de programagao, aparece quase um processo recursivo — por mais que
se esteja realimentando filtros integradores, os coeficientes dos filtros ndo sdo idénticos visto
que estes dependem de seus respectivos polos e zeros — na implementacao desse filtro. H4 uma
sequéncia de filtros ja implementados anteriormente no caso de o = 2 onde seus parametros de
frequéncias minima e méxima sdo determinados pelas posicoes dos polos e zeros discutidos acima.
Assim, a saida do primeiro filtro se torna a entrada do segundo, sendo sua saida, de maneira
andloga, a entrada do terceiro, e assim sucessivamente para os N; filtros. Sua implementagao
pode ser observada no Codigo .

Foram, portanto, desenvolvidos quatro diferentes filtros, sendo apenas dois deles capazes de
gerar processos 1/ f para valores de « gerais. Com o desenvolvimento analitico finalizado, surge
agora a discussao relacionada a parte computacional do problema. Esta serd abordada na proé-
xima Se¢ao, sendo também mostrados os resultados numéricos obtidos através da implementacao

dos filtros aqui apresentados.
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4.2 Aplicacao computacional

Finalizado o desenvolvimento analitico dos filtros, pode-se dar prosseguimento na sua im-
plementacdo computacional. Para isso, topicos importantes diretamente relacionados com o
processo de geracdo dos sinais de saida devem ser discutidos tais como geradores de nimeros
aleatérios, métodos de estimacao espectral e os respectivos coddigos dos métodos em si. Todo
o desenvolvimento relacionado ao ambiente computacional foi feito utilizando o software livre
Scilab e, caso interessado, maiores informacgoes sobre a plataforma e suas bibliotecas podem ser

encontradas em [68].

4.2.1 Gerador de niimeros aleatdrios

Dado que o sinal de entrada de todos os sistemas implementados é um ruido branco, ou seja,
é uma sequéncia numérica de valores aleatérios completamente nao-correlacionados (neste caso,
com distribuigdo uniforme), torna-se necessario abordar o tépico da geragdo de ntimeros alea-
térios. Existem duas abordagens principais para gerar niimeros aleatérios computacionalmente:
os chamados geradores de nimeros pseudo-aleatérios (PRNG, do inglés pseudorandom number
generator) e os geradores de nimeros aleatérios verdadeiros (TRNG, do inglés true random
number generator). Os TRNGs dependem da aleatoriedade de fendmenos fisicos para gerar seus
ndimeros [24] [63], enquanto os PRNGs sao algoritmos que produzem uma sequéncia de nimeros
que aparenta ser aleatéria, porém ainda sdo processos deterministicos e periédicos [26].

Estes processos de geragdo possuem papel central em diversas areas de pesquisa e entre elas
estd a Fisica Computacional. Para o caso do ruido branco utilizado como sinal de entrada nos
filtros aqui implementados, foi utilizado em todos os testes numéricos o proprio gerador do Scilab
rand(). Quando selecionada a distribuicdo uniformeﬂ (default), este PRNG gera matrizes de

nimero pseudo-aleatérios através da férmula de recorréncia:
i = (axi—1+c)modm  0<z; <m, (4.60)

em que a, ¢ e m sdo constantes chamadas de multiplicador, incremento e mdédulo, respectiva-
mente, junto com a chamada semente (seed) xg que é o valor inicial fornecido. Este é conhecido
como gerador congruente linear e, dependendo de qual for sua finalidade, tem-se que suas cons-
tantes devem ser escolhidas com cuidado pois elas estao relacionadas com o periodo do gerador
[26]. Um exemplo do ruido branco gerado utilizado neste trabalho pode ser observado na Figura
().

O modo como os numeros aleatérios do sinal de entrada devem ser gerados depende da
situacao com a qual se esteja trabalhando, podendo torna-se necessaria uma andlise matemaética
mais cautelosa para se certificar que a aleatoriedade da sequéncia de entrada seja suficientemente

boa.

2 Em se tratando do trabalho sendo desenvolvido, apenas a distribui¢do uniforme dentro do intervalo [0,1) foi

necessaria para a geracido dos processos. Na necessidade de gerar uma matriz de nimeros pseudo-aleatorios
com diferentes distribuigbes, sugere-se como op¢do a funcdo grand() também disponivel nas bibliotecas do
Scilab [68].
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Figura 15 — Ruido branco com média nula e N = 2048 realizacdes e seu respectivo histograma.

4.2.2 Estimacao espectral: o método de Welch

Tomando a revisdo de processos estocasticos feita no Capitulo |3 foi exposto o problema
da impossibilidade de utilizagao da andlise usual tempo-frequéncia tal como é feita para sinais
deterministicos visto que a transformada de Fourier ndo é definida para esta classe de processos.
Toma-se, portanto, que uma das formas de interpretagdo do espectro de um sinal aleatério é
feita através da aplicagdo de transformadas sobre médias estatisticas [55].

Levando em consideracdo que os sinais de entrada e, consequentemente, também os de saida
para todos os métodos de geracao projetados neste trabalho sdo sinais aleatorios, torna-se ne-
cessario escolher um método de estimagao espectral para que possa ser feita a analise necessaria
sobre o comportamento espectral dos processos gerados pelos filtros. Como ja mencionado, para
o caso unidimensional foi utilizado o método de Welch [62, [80].

Este método nado-paramétrico que visa diminuir a varidncia da abordagem de estimacao
espectral via periodograma discutido na Secao é, na verdade, uma variagdo do método de

Bartlett [62, O]. No caso de Bartlett, sua estratégia se baseia em dividir a sequéncia z de
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tamanho N analisada em K segmentos menores de tamanho M de modo que
2 = 2 (4.61)

emquei=0,...K—1en=0,..,.M — 1. Assim, a densidade espectral da sequéncia z é entao

calculada através de uma média sobre as densidades das sequéncias menores
1 K1
S5 () =7 2- S8 (4.62)
i=0

sendo ng) calculados através da Equacao (3.131). Levando em consideragao esta abordagem,
Welch a alterou introduzindo as seguinte mudancas: na divisdo em K segmentos menores, ficou
itid ) . () A
permitido que acontecesse overlap entre eles e, antes de estimar Ppy das sequéncias para o
calculo da média, foi introduzido um processo de janelamento de modo que a Equacao (3.131))

para cada sequéncia passa a ser escrita como

. 1 |M=1 PP
SE(f) = VU > aDw,e=2miIn| (4.63)
n=0

em que U é um fator de normalizagdo da janela sendo utilizada [62]. Ambos os métodos de
estimagdo sdo consistentes, podendo a estimativa dada pelo método de Welch ser um pouco
melhor dependendo dos parametros — janelamento e overlap — escolhidos [62].

Em se tratando da implementagdo computacional, este método é dado pela funcdo pspect ()
do Scilab [68]. Para as andlises feitas sobre os processos unidimensionais gerados neste trabalho,

foi utilizada a janela de Hamming com 512 pontos e um overlap de 50%.

4.2.3 Algoritmos

Dada a fundamentac¢ao matemética dos métodos de geragao de processos 1/f¢ feita, serdo
aqui apresentados seus respectivos cdédigos. Como ja foi mencionado, todos os algoritmos foram
escritos em linguagem Scilab; tendo a vantagem de ser gratuito e open source, este foi escolhido
devido a sua linguagem de facil entendimento e a disponibilidade de sua biblioteca de ferramentas
de processamento de sinais. Mesmo que o leitor nao esteja familiarizado, esta é uma linguagem
de facil interpretagao e todos os codigos foram comentados visando auxiliar a sua compreensao.

A primeira abordagem feita utilizando design de filtros FIR estd demonstrada no Cédigo
. Neste caso, assumiu-se que a constante presente na funcdo de transferéncia é igual a
1. Em relacdo aos parametros que devem ser introduzidos, fica sobre o controle do usudrio
determinar tanto o tamanho N dos vetores para os sinais de entrada x e saida y quanto o

parametro « que caracteriza o processo.

pi = %pi;

rand(N,1,"uniform") ;

x - mean(x); // anula o valor medio da sequencia

Ll
]

fft(x);

indN = N/2 + 1; // numero de pontos independentes da FFT
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= X(1:4indN);

= linspace(0,pi,indN)’; // cria vetor dos indices de frequencia
H=1.0 ./ sqrt(w .~ alpha); // funcao de transferencia
bIsInf = find(isinf (H)); // remove singularidades e substitui por 1

H(bIsInf) = 1.0;

Y =H .x X; // calcula a saida no espaco reciproco
Y = [Y;conj(Y(indN-1:-1:2))1; // reconstroi o espectro completo da saida
y = real(fft (Y, 1.)); // inverte para obter a saida no dominio do

// tempo mantendo apenas sua parte real

Codigo 4.1 — Codigo SCILAB para geracao de processo 1/f¢ utilizando a abordagem via filtros
FIR.

Observa-se na Figura quatro tipos diferentes de processos gerados pelo Codigo
para os casos em que o = 0.5,1.0,1.5 e 2. A esquerda se encontram as saidas dos sistemas no
dominio do tempo e a direita suas respectivas densidades espectrais em funcido da frequéncia
normalizada. Para que seja visualizado o comportamento 1/ f, os gréficos das densidades foram

plotados em escala logaritmica visto que

log [5,(9)] = log (75 ) = —alog(). (4.64)

Portanto, ao utilizar esta escala, fica evidente a relacdo linear entre a frequéncia e a densidade
espectral dos processos.

Para a abordagem feita utilizando filtros I1IR, o ponto de partida foi implementar um fil-
tro integrador cuja equacgao de diferencas levou na relacdo entre os sinais de entrada e saida
apresentada na Equacao . Como foi mencionado na se¢do anterior, este é na verdade um
filtro auto-regressivo e sua implementacao pode ser observada no Cédigo abaixo. Para os
parametros que podem ser controlados, visto que este filtro gera apenas processos cujo espectro

sdo do tipo 1/f2, pode-se apenas alterar o tamanho do vetor N que sera gerado pela algoritmo.

y = zeros(N,1);
x = rand(N,1,"uniform");
x = x - mean(x); // anula o valor medio da sequencia

for i = 2:N
y(i) = x(i) + y(i-1);
end

Cédigo 4.2 — Cédigo SCILAB para geragio de processo 1/f2 utilizando a abordagem de filtros
IIR (filtro integrador).

Um exemplo de sinal gerado por este algoritmo pode ser observado na Figura .
Dado o filtro integrador, foram entdo introduzidos outros fatores relacionados ao controle
do sistema sendo gerado. Obedecendo a Equagao (4.53)), foi desenvolvido um segundo filtro
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Figura 16 — Graficos de processos gerados via abordagem de filtros FIR. dada pelo Cédigo (4.1)

(esquerda) e suas respectivas densidades espectrais (direita) em escala logaritmica
calculadas utilizando o método de Welch. Através de uma regressao linear, foram
calculados os respectivos coeficientes angulares: (a) -0.515, (b) -1.034, (c) -1.559 e
(d) -2.096.
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Figura 17 — Gréfico do processo gerado via abordagem de filtros IIR dada pelo Cédigo (4.2)
(esquerda) e sua respectiva densidade espectral (direita) em escala logaritmica cal-
culada utilizando o método de Welch. Através de regressao linear, foi calculado o
coeficiente angular a = —1.984.

baseado na abordagem de filtros IIR que modificava o sistema anterior de modo que o compor-
tamento 1/f? (filtro integrador) do sinal de safda esteja limitado a uma dada faixa de frequéncia
[fmin, fmaz] € que, para valores de frequéncia fora desta faixa, a densidade espectral do sinal
de saida deve ser aproximadamente constante (ruido branco). No aspecto computacional do
problema sendo lidado, a implementacao do seu algoritmo pode ser feita de forma direta; esta
pode ser observada no Cédigo (4.3). Deve-se chamar atengdo, entretanto, para o fato de que
novos parametros foram introduzidos e devem ser definidos previamente: os limites da faixa de
frequéncia fmin e fmax e o periodo de amostragem tsample. Para este caso, um exemplo de

sinal gerado pode ser observado na Figura .

y = zeros(N,1);
x = rand(N,1,"uniform"); // anula o valor medio da sequencia
x = x - mean(x);

fsample = 1.0 / tsample;
pi = %pi;

rmin = (pi * fmin) / fsample; // calcula as frequencias reduzidas

rmax

(pi * fmax) / fsample;

a0 = (1.0 + rmax) / (1.0 + rmin); // calcula os coeficientes do filtro
al = -(1.0 - rmax) / (1.0 + rmin);
b1 = (1.0 - rmin) / (1.0 + rmin);

for i = 2:N
y(i) = a0 * x(i) + al * x(i-1) + bl * y(i-1);
end

Cédigo 4.3 — Cédigo SCILAB para geracao de processo 1/f2 utilizando a abordagem de filtros

IR (filtro integrador) entre uma dada faixa de frequéncia [fmin, fmaz)-

Por ultimo, foi apresentado o método generalizado visto que o objetivo do desenvolvimento
destes filtros era gerar processos do tipo 1/f*. Baseado no modelo de Kershner [40] cuja apro-
ximagao da fungao de transferéncia é dada pela Equagao (4.55)), foi visto que é possivel gerar

estes tipos de processos fazendo uso de sucessivos filtros 1/f? mais simples. Do ponto de vista
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Figura 18 — Gréfico do processo gerado via abordagem de filtros IIR dada pelo Cédigo (4.3)) (es-
querda) e sua respectiva densidade espectral (direita) em escala logaritmica calcu-
lada utilizando o método de Welch dentro do limite de frequéncias fyni, = 5 x 1073
e fmaz = 1071 Através de regressdo linear, foi calculado o coeficiente angular
a = —2.001.

de programagcao, tem-se um processo de natureza quase recursiva na implementacao deste filtro.
O que se tem, na verdade, é uma sequéncia de filtros ja implementados pelo Codigo onde
seus parametros de frequéncias minima e maxima sido determinados pelas posicoes dos polos e
zeros discutidos na secdo anterior. Assim, a saida do primeiro filtro se torna a entrada do se-
gundo, sendo sua saida, de maneira analoga, a entrada do terceiro, e assim sucessivamente para
os Nf filtros determinados pelo usudrio. Assim, é necessirio determinar, além dos pardmetros
do cédigo anterior (limite de frequéncia e periodo de amostragem), o niimero de filtros que serd
utilizado Um detalhe que deve ser apontado neste método é que os valores anteriores de entrada
e saida utilizados na Equacao deve ser armazenado para cada filtro durante o processo
de filtragem. Isto pode ser observado no Cdédigo abaixo.

y = zeros(N,1);
x = rand(N,1,"uniform");
x = x - mean(x); // anula o valor medio da sequencia

fsample = 1.0 / tsample;

pi = %pi;
wmin = 2.0 * pi * fmin;
wmax = 2.0 * pi * fmax;

logWmin = logl0(wmin); // encontra a posicao das frequencias

logWmax logl10 (wmax) ; // em escala logaritmica
dp = (logWmax - logWmin) / Nf; // calcula a distancia entre os polos

logP = zeros(Nf,1); // calcula as posicoes dos polos e zeros
logZ = zeros(Nf,1);

logP (1)
logz (1)

logWmin + dp * (1.0 - alpha / 2.0) / 2.0;
logP (1) + (alpha * dp) / 2.0;

for i = 2:Nf
logP (i) = logP(i-1) + dp;
logZ(i) = logP(i) + (alpha * dp) / 2.0;
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end
pole = zeros(Nf,1); // retorna as frequencias para a escala
zero = zeros (Nf,1); // linear

for i = 1:Nf

pole(i) = 10.0 ~ logP(i);
zero(i) = 10.0 ~ logZ(i);
end
yF = zeros(Nf,1); // cria vetores para armazenar os valores
xF = zeros (Nf,1); // anteriores de entrada e saida e os
= zeros (Nf,1); // coeficientes para cada filtro Nf
b = zeros(Nf,1);

for i = 1:Nf

rmin = pole(i) / (2 * fsample);
rmax = zero(i) / (2 * fsample);
a0(i) = (1.0 + rmax) / (1.0 + rmin);
al(i) = -(1.0 - rmax) / (1.0 + rmin);
b1(i) = (1.0 - rmin) / (1.0 + rmin);

end

for i = 1:N

x2 = x(i);

for j = 1:Nf
y2 = a0(j) * x2 + a1(j) * xF(j) + b1(j) * yF(j);

xF(j) = x2; // atualiza os valores das variaveis
yEF(3) = y2;
X2 = y2;

end

y(i) = y2;

end

Codigo 4.4 — Cédigo SCILAB para geracao de processo 1/f* utilizando a abordagem de filtros

IR (filtro integrador) entre uma dada faixa de frequéncia [fmin, fmaz)-

Assim como foi feito para filtros FIR, foram gerados e plotados sinais com o = 0.5,1.0,1.5 e
2, porém agora com o comportamento 1/f® limitado a uma faixa de frequéncia fy;, = 5 x 1073
e fmaz = 107! tal como visto na Figura . Os processos gerados e suas respectivas densidades

espectrais podem ser visualizados na Figura ([19).

4.3 Caso bidimensional

A abordagem através de processamento de sinais nao se limita ao caso unidimensional. Os
conceitos utilizados no desenvolvimento matemédtico e computacional apresentado nas Sec¢oes
e[£.2] podem ser expandidos para simulagoes de processos com mais de uma dimensao. Por mais
que filtros IIR elucidem melhor a dindmica de geracdo do processo, a praticidade quase natural
da implementagdo dos filtros FIR torna este o método mais viavel, principalmente levando em

consideracdo a grande complexidade das ferramentas matematicas necessarias para a projecao
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Figura 19 — Graficos de processos gerados via abordagem de filtros IIR dada pelo Cédigo
(esquerda) e suas respectivas densidades espectrais (direita) em escala logaritmica
calculadas utilizando o método de Welch. Com N; = 6 e dentro dos limites de
frequéncia fin =5 X 1073 € finee = 1071, foram calculados, aproximadamente, os
respectivos coeficientes angulares: (a) -0.499, (b) -1.01, (c¢) -1.510 e (d) -1.989.
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deste tipo de filtros quando se eleva o nimero de dimensdes com as quais se esta trabalhando.

Portanto, para o caso de imagens, foi utilizada a mesma abordagem da implementagao do Cédigo

ED).

4.3.1 Algoritmo

Assim como no caso unidimensional da se¢do anterior, toma-se como base a discretizacéo da
resposta ao impulso do filtro ideal seguido da multiplicacdo ponto-a-ponto com o espectro de
um sinal aleatério. Porém, algumas mudancas fundamentais devem ser feitas; como agora esté
se lidando com imagens, deve ser gerado um campo aleatério que aqui sera representado através
de uma matriz. Ja para a funcado de transferéncia, ela neste caso serd determinada levando em
consideracdo uma simetria radial em que é tomada como origem o centro da imagem.

No caso unidimensional, a propriedade de simetria conjugada dada pela Equagao teve
papel fundamental na implementagao computacional para a abordagem via filtros FIR. Surge,

portanto, a questdo de como este problema deve ser tratado para o caso bidimensional.

pi = %pi;

rand(N,N,"uniform") ;

x = x - mean(x); // anula o valor medio da matriz
X = fft2(x);
w = linspace(-pi, pi, N); // cria vetor dos indices de frequecia

[wx,wy] = meshgrid(w);

r = sqrt(wx .~ 2.0 + wy .~ 2.0); // muda para coordenada polar

H=1.0 ./ sqrt(r .~ alpha); // gera a funcao de transferencia
bIsInf = find(isinf (H)); // elimina qualquer descontinuidade
H(bIsInf) = 1.0; // e substitui por 1

Y = H .x fftshift(X); // calcula o espectro de y

y = abs(fft(Y,1)); // inverte para obter imagem simulada

// mantendo apenas a parte real

Cédigo 4.5 — Codigo SCILAB para geragdo de imagens com comportamento espectral do tipo
1/f¢ utilizando a abordagem via filtros FIR 2D.

Foram geradas imagens através do Cédigo (4.5) para ilustrar os resultados que sdo obtidos

com variados valores de a.. Estas podem ser observadas na Figura (20)).
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Figura 20 — Imagens de processos gerados via abordagem de filtros FIR dada pelos Cédigo
(4.5) para diferentes valores de . As imagens foram simuladas com os respectivos
coeficientes: (a) 0.75, (b) 1.0, (c) 1.25, (d) 1.5, (e) 1.75 e (f) 2.0.
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5 Metodologia e Resultados

Apresentados os diferentes algoritmos de geracao de processos 1/f e dada a vasta aplicabili-
dade destes processos em modelagens computacionais (vide Capitulo , foram propostos neste
capitulo experimentos computacionais com o objetivo de avaliar o desempenho dos métodos,
analisando fatores como a confiabilidade dos resultados gerados e suas respectivas performances

com foco especialmente em tempo de execugao.

5.1 Investigacao de performance

5.1.1 Recursos computacionais

Em relacdo a capacidade de processamento, a maquina utilizada na realizacdo dos expe-
rimentos numéricos possui 128 GB de RAM e duas GPU’s RTX 2080 TI com 12 ntcleos de

processamento operando com sistema operacional Linux Xubuntu versao 16.4.

5.1.2 Comportamento espectral

Entre os fatores que devem ser avaliados a fim de verificar a qualidade dos resultados sendo
gerados pelos métodos implementados, o mais relevante é a sua confiabilidade. Em outras
palavras, deve ser feita uma andlise sobre os processos sendo gerados para comprovar que suas
respectivas densidades espectrais possuem, de fato, o comportamento 1/f% com o valor exato
de a predeterminado em sua geragao.

Levando esta necessidade em consideracgao, foi elaborado o primeiro experimento computa-

cional realizado:

Experimento 1: Fixar o tamanho N dos vetores e gerar, para ambos os método FIR e
IIR, processos com valores de a variando entre uma dada faixa [min,amax]- Calcular e
armazenar os coeficientes angulares que caracterizam a densidade espectral dos sinais de

saida e comparar com os valores de « predeterminados.

Partindo do primeiro cédigo cuja abordagem se baseia na técnica de janelamento para filtros
FIR, foi entdo realizado o experimento para diferentes tamanhos N do vetor. Dado o valor
de « predeterminado, este foi entdo comparado ao valor estimado através de uma regressao
linear na reta resultante da densidade espectral dos processos gerados. Este comportamento
linear ja foi explicitado na Equacao . Em se tratando de sinais estocésticos, deve-se levar
em consideragdo o fato que havera flutuacées nos valores de a estimados visto que cada novo
processo gerado tem sinal de entrada diferente, mesmo que todos sejam, aproximadamente,
ruido branco; com isso, o experimento foi realizado multiplas vezes para cada ponto de modo
que, ao final, os valores sendo comparados sao médias com seus respectivos desvios padroes. Os

resultados do experimento para o caso de N = 103, 10* e 10° podem ser observados nas Figuras

(21).
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Figura 21 — Grafico do Experimento 1 para o gerador dado pelo Codigo implementado via
filtros FIR. Neste caso, foram utilizadas (a) N = 103, (b) N = 10* e (¢) N = 10°
entradas com 10% repeticdes, sendo os desvios padroes representados pelas barras
de erro e a reta identidade pela linha preta tracejada.
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Observa-se que hd um desvio entre os valores de «a predeterminados «j, e estimados aoyt.
Idealmente falando, o tamanho do vetor ndo deveria afetar o comportamento espectral do pro-
cesso gerado pelo método e esperava-se obter o mesmo resultado — ou o mesmo desvio, neste
caso — para os trés casos. Nota-se que, de fato, os trés resultados concordam até o =~ 2.2. Foi
feita uma sobreposicao destas curvas e encontrou-se que os pontos coincidem com consideravel
rigorosidade até este ponto, a partir do qual elas passam a divergir. Como este desvio cresce
de forma aproximadamente uniforme, foi feita uma regressao linear para determinar a inclina-
¢do com qual resultados se afastam da reta identidade (resultado ideal) e o coeficiente angular
calculado foi de, aproximadamente, a = 1.034, o que implica em um desvio relativo de 3,4% na
inclinagao.

Um comportamento que nao era esperado, entretanto, aconteceu para pontos o > 2, onde
¢é possivel notar um decaimento abrupto da curva. Esta divergéncia do comportamento quase
linear do desvio fica ainda mais evidente nos gréficos (b) e (¢). Uma possivel explicagdo para
esta divergéncia se encontra na resolucdo méxima da malha do Scilab que é da onde de ~ 10716,

Ao discretizar o eixo da frequéncia, obtém-se a funcdo de transferéncia da formas:
1

Hp,=——.
ENCTRE

(5.1)

Quando se aumenta o tamanho N dos vetores, isso implica simultaneamente que os intervalos

entre Hy e Hy,1 diminuem tal ji que

N-—o0 = Ak= %k — 0. (5.2)

E possivel, portanto, que ao aumentar o tamanho dos vetores, o refinamento das malhas neces-
saria para a discretizagdo correta nao seja alcancavel devido a limitagoes do software escolhido.
Consequentemente, erros numéricos sao inseridos no processo, resultando na divergéncia obser-
vada. Se correta, esta explicacdo elimina a possibilidade da divergéncia acontecer devido a erros
do algoritmo e, sendo este comportamento relacionado ao processo de discretizagao utilizado na
implementacao via filtros FIR, esperava-se que o mesmo nao ocorresse para o caso de filtros IIR.

Tratando primeiramente dos geradores generalizados — ja que estes sdo o interesse principal
do trabalho visto que possuem maior aplicabilidade —, observe na Figura o resultado do
mesmo experimento para o gerador recursivo dado pelo Cédigo (4.4). Nesta primeira anélise,
nao foram impostos limites e, com isso, foram gerados processos iguais aos estudados no caso dos
graficos da Figura . Curiosamente, foi mais uma vez observado o fendmeno de divergéncia
para valores de o > 2, contrariando as expectativas citadas anteriormente.

A primeira observacido que deve ser feita é que este método também apresenta um desvio
que cresce quase linearmente com « e independe do tamanho dos vetores. Portanto, os mesmo
passos do caso anterior foram tomados para estimar a inclinagao desta reta (até o = 2) e foi
encontrado um desvio relativo de 4,1% (a = 1.041). Nao levando em consideragdo a faixa em que
ocorrem as divergéncias, notou-se que, para o menor tamanho de vetores (N = 10%) em ambos
0s casos, o desvio padrao, para os poucos pontos em que nao engloba, chega muito préximo da
reta identidade, o que significaria que foram gerados processos cujos comportamentos espectrais
estdo mais proximos do desejado. E, conforme este vetor foi aumentado (em poténcias de 10),
este desvio diminuiu consideravelmente também em ambos os casos, o que significaria que os

geradores erram consistentemente para cima, ainda que com baixo desvio.
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Figura 22 — Grafico do Experimento 1 para o gerador dado pelo Codigo implementado via
filtros IIR. Neste caso, foram utilizadas (a) N = 103, (b) N = 10* e (¢) N = 10°
entradas com 10% repeticdes, sendo os desvios padroes representados pelas barras
de erro e a reta identidade pela linha preta tracejada.
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Em se tratando da divergéncia para valores de o > 2 observada, sua presenca no caso dos
filtros IIR abala a suposicao feita anteriormente de que esta estaria relacionada com o processo
de discretizagdo. Porém, visto que os dois métodos sdo baseados em técnicas muito diferentes,
surge a possibilidade de estarem ocorrendo dois erros distintos que acarretam divergéncias visual
e numericamente parecidas. Nao excluindo a sugestao anterior da sua relagdo com o processo de
discretizagao do filtro FIR implementado, um provavel motivo para a presenca desta divergéncia
no caso dos filtros IIR se encontra na prépria geometria do problema. Mais especificamente, o
valor de « influencia diretamente as posigoes dos zeros e pdlos espagados pelo eixo da frequéncia
tal como pode ser observado nas Equacoes e e 0s casos em que « > 2 implicam na
localizacao do primeiro polo abaixo do limite minimo de frequéncia f,;,. Porém, estes resultados
apresentados nos graficos da Figura possuem f,,;, =~ 0, inevitavelmente introduzindo erros
nos resultados.

Uma forma de investigar a validade desta suposi¢do é realizar este mesmo experimento
implementando limites na frequéncia. Observe os resultados da Figura para o caso de

N = 10° em que foram selecionados fmin =5 % 1073 € finee = 1075
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Figura 23 — Grafico do Experimento 1 para o gerador dado pelo Codigo 1) implementado via
filtros IIR com limites fyin =5 x 1072 € fiae = 1071 ¢ N = 10°. Foram repetidos
os processos 102 vezes, sendo os desvios padrdes representados pelas barras de erro.

Nota-se prontamente a auséncia da divergéncia do comportamento linear. Curiosamente,
este desvio relativo de 3,2% (a=0.968) indica que o gerador continua errando consistentemente,
porém agora para valores abaixo do ideal.

O Experimento 1 também foi realizado para os filtros integrador classico e limitado dados
pelos Cdédigos e , respectivamente. Sabendo que estes geram processos com a = 2, 0s
resultados podem ser encontrados na Tabela . Em se tratando de divergéncia do resultado
esperado, ambos os geradores tiveram a média de o estimada consistentemente para valores
menores do que o resultado ideal. Comparando diretamente os dois resultados, é evidente que
o integrador classico se aproxima mais do comportamento espectral esperado. Deve-se levar
em consideragdo que o segundo gerador possui o comportamento 1/f? limitado e esta pequena
diferenca pode estar ligada, possivelmente, a pontos dos “joelhos” — pontos proximos aos limites

da faixa em que a curva da densidade comeca a se tornar constante — sendo considerados na
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regressao linear. Porém, uma segunda particularidade evidenciada por este experimento deve
ser apontada: a grande variagdo dos valores do desvio padrao em funcdo do tamanho N dos
vetores de entrada. Note que, conforme o tamanho do vetor aumenta, o desvio padrdao diminui.
Isso pode ser observado tanto nos resultados tabelados quanto nos gréaficos ja apresentados. Esse
efeito acontece devido ao método de estimagao escolhido; métodos nao-paramétricos tais como
o método de Welch calculam a estimagdo da densidade espectral através de médias janeladas
de seguimentos menores do sinal (vide Segoes e . Isso implica que, para melhorar a

qualidade da estimativa, é preciso um grande nimero de pontos.

N ac dac ay, dar,

103 1.977 0.084 1.925 0.462
10 1.983 0.017 1.939 0.105
105 1.983 0.005 1.943 0.032

Tabela 2 — Resultados do Experimento 1 para os método integrador (a¢) classico e limitado

(o) com seus respectivos desvios da.

5.1.3 Tempo de execucgao

Verificado o comportamento espectral dos processos sendo gerados através de uma andlise
feita sobre os parametros « estimados por meio de regressoes lineares, o proximo fator a ser

analisado é o tempo de execucao.

Experimento 2: Fixar o valor de o e compilar cada método de geragdo com tamanhos de
vetor variando em poténcias de 10. Monitorar e armazenar o tempo total levado para gerar

os sinais de saida com os diferentes tamanhos de vetores.

O interesse principal do experimento independe do pardmetro « visto que este tem papel
fundamental no aspecto final do processo, mas nao influencia o tempo que este leva para ser
gerado. Com isso, foi escolhido o valor especifico de a = 2 para que todos os métodos apre-
sentados pudessem ser incluidos e que, no caso dos filtros IIR, uma comparacdo pudesse ser
feita para analisar a forma como a caracteristica recursiva do filtro generalizado custa em tempo
computacional quando comparado aos filtros mais simples.

Os resultados para os filtros FIR e IIR podem ser observado nas Figuras e , respec-
tivamente.

Comegando pelos resultados da Figura para o caso dos métodos baseados em filtros
IIR, uma rapida anélise nos Codigos e aponta para uma complexidade da ordem
O(N) visto que ha a somente a presenca de um loop em N contendo uma unica operagao
simples. Portanto, o crescimento linear em escala logaritmica no tempo apresentado no grafico
é consistente com esta andlise. Outro ponto é que nao esperava-se uma diferenca significativa
em relacdo aos tempos destes geradores, tal como pode ser observado no grafico (linhas verde

e vermelha). J4 para o caso do filtro recursivo, dado que este é formado por uma sucessao
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Figura 24 — Grafico do Experimento 2 para os geradores implementados via filtros IIR. Neste
caso, foi variado o tamanho de vetor de N = 10 até N = 107 em poténcias de 10.
Ambos os eixos se encontram em escala logaritmica.

de filtros integradores limitados, ndo deveria existir uma mudan¢a no comportamento linear
do crescimento do tempo, mas sim um aumento no tempo proporcional ao nimero de filtros
utilizados. No resultado apresentado, foram utilizados 5 filtros.

Tem-se, portanto, que a quantidade de filtros sendo utilizada atinge diretamente o tempo de
execucao do filtro recursivo. Tendo isto em mente, o mesmo experimento foi realizado novamente
com o objetivo de analisar o tempo de processamento também levando este parametro em
consideracdo. A superficie resultante pode ser observada na Figura . O que se pode observar
com esta segunda versdo do experimento é que a dependéncia relativa ao nimero de filtros

também ¢ linear, assim como havia sido sugerido.

s 4 7

nimero de filtros

Figura 25 — Grafico do resultado do Experimento 2 para o Cédigo 1} levando em consideragao
o nimero de filtros sendo utilizado com os eixos do tempo e do tamanho N dos

vetores em escala logaritmica.

Verificado seu impacto no tempo de execugao, ainda resta analisar o peso deste fator (ntimero

de filtros) no comportamento espectral dos resultados. Visto que este pode ser modificado, surge
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a questao sobre a existéncia de um nimero minimo para o qual o comportamento espectral
desejado convirja e, dado o acréscimo do numero de filtros no sistema, se existe alguma melhora

no resultado obtido. Essas questdes sdo trabalhadas no préximo experimento proposto.
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Figura 26 — Grafico do Experimento 2 para o gerador dado pelo Codigo |D implementado via
filtros FIR. Neste caso, foi variado o tamanho de vetor de N = 10 até N = 107 em
poténcias de 10. Ambos os eixos se encontram em escala logaritmica.

Por fim, para os resultados apresentados na Figura , j& se esperava um comportamento
nao-linear tendo em vista que este codigo faz uso de algoritmos de FFT (direta e inversa) e,
assim como foi discutido na Se¢ao este possui complexidade O(N logy N). Além disso, ainda
h4 a presenga de uma multiplicagio vetorial ponto-a-ponto (N operagoes) que deve ser levada
em consideragdo. Numericamente, observa-se que nao hd uma grande variacdo nos tempos de
execucao entre 10' ~ 103, sendo estes processos gerados com menos de 1073s e, apés este
ponto, nota-se um crescimento mais contundente. Ainda assim, este método gera processos com

N =107 em pouco mais de 3s.

5.1.4 Numero de filtros

Como discutido anteriormente, tendo em vista que o nimero de filtros no método recursivo
dado pelo Cédigo é um parametro que pode ser variado, deve ser feita uma ultima analise
sobre sua relacdo com o « dos sinais de saida. Com isso, foi proposto um ultimo experimento
computacional com o intuito de comparar os valores de o do processo gerado aos valores de «
predeterminados levando em consideracao o nimero de filtros setado. Deseja-se observar qual

se ha algum efeito notavel (melhora ou piora) que acontece conforme mais filtros sao utilizados.

Experimento 3: Ao fixar o valor de «, estimar e armazenar este parametro através da
regressao linear do espectro do processo sendo gerado (em escala logaritmica) com o niimero

de filtros Ny sendo uniformemente incrementado.

Para este experimento, foram selecionados trés diferentes valores de «, sendo executado o

codigo com o numero de filtros variando uniformemente de 1 até 50. O resultado obtido se
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encontra na Figura (27)).
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Figura 27 — Gréfico do resultado do Experimento 3 para o Cédigo (4.4). Neste caso, as barras
de erro representam os respectivos desvios padroes calculados.

Analisando o grafico acima, nota-se que, com a exce¢do do primeiro ponto cuja divergéncia
ja era esperada — utilizacdo de um tnico filtro integrador —, nao existe um ponto minimo a
partir do qual os valores de « calculados se aproximem (ou se afastem) do valor ideal de forma
consistente ou um nimero maximo a partir do qual a técnica comece a falhar. Na verdade, o que
acontece é uma flutuacdo em torno do valor ideal. Isso significa que nao é necessario um grande
nimero de filtros para obter um sinal cujo comportamento espectral seja aproximadamente fiel

ao esperado.
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6 Conclusao

O trabalho teve por finalidade conduzir um estudo detalhado sobre técnicas de geracio de
processos cujo comportamento espectral apresenta caracteristica 1/f% a luz da Teoria Linear de
Processamento Digital de Sinais, implementando-as analitica e computacionalmente com foco
principal em valores de o € (0,2]. Apresentadas as técnicas e seus respectivos c6digos em lingua-
gem Scilab, foram feitas anélise numéricas sobre fatores pertinentes tais como a confiabilidade
dos processos sendo gerados e o tempo de execugao dos cédigos.

Fazendo uma analise exclusivamente analitica do problema de implementagdo de filtros, a
abordagem baseada em filtros de resposta ao impulso infinita (IIR) mostrou-se matematicamente
mais trabalhosa. Comparada a abordagem via filtros de resposta ao impulso finita (FIR), foi
preciso uma analise mais cautelosa sobre os passos sendo tomados em sua implementagdao; em
contrapartida, fica evidente o quao mais sofisticada é a técnica quando se compara o nimero
de termos necessarios para gerar os elementos dos sinais de saida de cada filtro: no caso IIR,
foram necesséarios apenas dois (um do sinal de entrada e o outro de realimentagdo), enquanto
que o caso FIR, que faz uso de discretizagdo direta da funcdo de transferéncia, necessitou de
N termos, onde N é o nimero de elementos do vetor de entrada. Outro ponto de comparacao
entre as duas técnicas é a forma como as singularidades sdo tratadas; devido as diversas mani-
pulacbes matematicas presentes na metodologia do caso IIR, esta questdo é bastante elucidada
dada a analise necessaria sobre singularidades e zonas de convergéncia, enquanto que o caso
FIR simplesmente contorna este problema, ndo tendo grandes impactos em sua metodologia de
implementacdo. Ainda sobre o desenvolvimento analitico dos filtros, deve ser feita uma tltima
observacao relacionada & aproximacao da delta de Dirac como solucao da derivagao da funcao
degrau. Foram mostradas duas rotas diferentes na implementagao de limites de frequéncia ao
comportamento espectral dos sinais, porém apenas a rota que utilizou transformada bilinear
obteve bons resultados, num cendrio alheio a teoria de distribui¢ées. Sobre esta discordéancia,
supoe-se como possivel motivo que esta aproximacao esteja acarretando erros numéricos e, neste
caso em particular, ndo deva ser utilizada.

No que diz respeito aos sinais de saida sendo gerados, foi verificado o comportamento espec-
tral correto para todos os filtros nos casos de o < 2. Através do experimento que analisava a
relacdo iy, /oy com o intuito de testar a confiabilidade dos métodos, foi encontrado um desvio
com crescimento linear em « para ambos os casos generalizados. Ao analisar as suas inclina-
¢oes quando comparadas a reta identidade (resultado ideal), foi calculado um erro relativo de
3,4% (FIR) e 4,1% (IIR), ambos para valores acima do ideal, sendo estes resultados verificados
para diferentes tamanhos de vetores. Com isso, conclui-se que, para ambos os métodos, valo-
res menores de o geram melhores resultados. Por outro lado, por mais que as médias tenham
coincidido de forma aproximada em ambos os casos, 0 modo como os desvios padrao variaram
para diferentes tamanhos de vetores trouxe a tona uma discussdo relativa a maneira como N
influencia os resultados. Idealmente, nao deveria haver influéncia alguma, mas os dados apre-
sentados na Secao discordam do resultado idealizado. Porém, visto que esta variagdo é um

efeito resultante do métodos ndo-paramétrico de estimacao espectral utilizado que necessita de
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grande volume de dados para melhorar a estimacdo, o que se conclui é que os casos de N = 103
erram da mesma forma que N = 10* e 10° e estes desvios dos resultados que aproximam (ou
afastam) os pontos da reta identidade resultam da dificuldade de estimar com qualidade vetores
de poucos pontos. Ha de se colocar que frequency-warping (no caso de transformada bilinear)
e resolucao numérica podem ter desempenhado papel relevante na geracdo dos erros numeéricos.
Contudo, tais fatores ndo foram considerados.

Outro efeito que gerou discussdo foi a divergéncia de ambos os casos generalizados para va-
lores de o > 2. Na auséncia de limites — o que implica em processos com comportamento 1/f
em todo o intervalo (0,7] —, concluiu-se que, por mais que seja vélida a hipdtese de que esteja
ocorrendo um erro que englobe ambos os métodos, seja este relacionado a natureza numérico-
computacional, existem justificativas para explicar esta divergéncia tratando do problema se-
paradamente para cada métodos. Para filtros FIR, esta pode ser consequéncia do processo de
discretizagdo direta utilizado, e, para filtros IIR, esta pode estar relacionada & geometria do
problema. Um fato que apoia a ideia de serem dois problemas distintos que curiosamente geram
efeitos parecidos é a auséncia desta divergéncia na presenga de limites na frequéncia (filtro IIR).

Ja para a questao de tempo de execucdo, foi verificado uma diferenca significativa entre
os geradores generalizados. Para todos os tamanhos testados, o método IIR se apresentou
consistentemente mais lento quando comparado ao método FIR. Porém, tal avaliagdo sobre o
tempo de execucdo feita desta forma direta ndo implica no julgamento de um ser melhor que o
outro visto que diversos fatores devem ser considerados: primeiramente, o método FIR faz uso
de algoritmos ji otimizados (FFT e manipulagao de matrizes) oriundos da linguagem utilizada
e, além disso, o método IIR possui outros parametros além de N que influenciam no tempo de
processamento. Portanto, este experimento teve como objetivo apenas apresentar niimeros para
a realizacdo de uma andlise individual dos métodos, ndo para viabilizar uma intercomparacao
direta entre eles. Com isso, obteve-se que o método FIR consegue gerar sinais com tamanhos
de até 10° em menos de 1072 s, tendo um aumento considerdvel para vetores de tamanhos
105 ~ 107, este tltimo sendo gerado em pouco mais de 1s. Levando em consideracio estes
dados, considerou-se os tempos obtidos bastante razoaveis. Ja para os métodos IIR, o tempo
de execucao para o integrador classico variou linearmente com N, gerando vetores de tamanhos
N = 107 em menos de 4 s. Deve-se levar isto em consideracio ji que este valor aumenta
proporcionalmente ao nimero de filtros sendo utilizados no gerador recursivo tal como visto nos
graficos do Capitulo|5l Para N = 107, este gerador levou um pouco mais de 1 minuto para gerar
o sinal de saida, o que nao é um resultado insatisfatério ao se levar em consideragdo o ntimero
de entradas.

Por mais que nao tenha sido feita nenhuma analise sobre, foi apresentado no final do Capitulo
um gerador de processos 1/f em duas dimensées. Abordando o assunto da extensdo dos
métodos para dimensbes superiores, vé-se na possibilidade da implementacao via filtros FIR
uma transicao feita de forma suave. Por mais que implementar filtros IIR seja uma técnica mais
poderosa, empecilhos no desenvolvimento matematico devem ser levados em consideracgao tais
como, principalmente, a transformada Z bidimensional. Neste caso, este balanco entre elegancia
e simplicidade que surge entre estas duas técnicas devem ser novamente discutidas.

Como propostas futuras, pode-se investigar formas de diminuir o desvio evidenciados no

Experimento 1 com o intuito de melhorar a qualidade dos processos sendo gerados. Uma primeira
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tentativa deve envolver a utilizagdo de um método de estimacao espectral diferente para que seja
realizada uma comparagao. Outro problema que pode ser abordado é a divergéncia encontrada
para maiores valores de « na auséncia de limites para o comportamento espectral no dominio
da frequéncia, com isso expandindo o ntmero de possiveis aplicagdoes dos métodos discutidos
no trabalho. Por fim, uma ultima proposta compreende um estudo detalhado da extensao
para dimensoes superiores que foi brevemente mencionada, agregando conhecimento sobre estes

métodos de geracdo também para a area de processamento de imagens.
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APENDICE A - Teorema da

Amostragem Uniforme

Seja x(t) um sinal com largura de banda 2wy, cuja transformada de Fourier é X (w). O
processo de amostragem uniforme consiste em se coletar amostras de = a cada instante de tempo
multiplo inteiro de um certo periodo Ty, isto é, a versao amostrada z(t) do sinal original é dada

por

xzs(t) = x(t)- Z d(t —nTs)

1 . mwst
= () n;me , (A.1)

em que wg; = %—” A representacdo em termos de exponenciais complexas na Equagdo (A.1]) é
S

possivel pois a fungao
o0
E o(t —nTs)
n=—oo
é Ts—periddica, cujos coeficientes da série de Fourier sdo constantes e iguais a Ti
S

No dominio da frequéncia, a Equagao (A.1) se torna um produto de convolugao:

Xo(w) = X(w)*]-"{; > emwSt}

s

= j{SX(w) * n;oo / exp|—u(w — nws)t]dt
_ ZX(W) © 3 bl )
2 &
= 7 n;ooX(w — nws) (A.2)

Conforme mostra a Equac¢do (A.2)), a amostragem leva a uma replicagdo dos espectros origi-
nais, de modo que cada réplica estd centrada em muiltiplos inteiros de w,;. A Figura ilustra
esta ocorréncia.

De acordo com o exposto e de acordo com a Figura , verifica-se que pode haver super-
posicao entre réplicas espectrais. Efetivamente, havera superposicdo caso ws — wmax Seja menor
que wmax. Alternativamente, a seguinte desigualdade garante a nao-ocorréncia do mascaramento
espectral, ou aliasing:

Ws > 2Wmax- (A.3)

A Equagao (A.3]) apresenta o propalado Critério de Nyquist. A Figura (29)) ilustra um caso
sobre o qual o critério de Nyquist nao ¢é respeitado, levando a um mascaramento do sinal.
Caso nao ocorra superposicao entre réplicas espectrais, o sinal original — analégico — pode

ser recuperado sem perdas de informacdo, ou degradacoes devido ao processo de amostragem
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Figura 28 — Ilustragdo da replicacdo espectral causada pelo processo de amostragem uniforme.
O espectro original (linha azul continua) é replicado em versoes centralizadas em
multiplos inteiros da frequéncia de amostragem, ws.
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Figura 29 — Ilustragao da replicagdo espectral com mascaramento. Uma vez que o critério de Ny-
quist nao é atendido, as réplicas se superpoem (linha vermelha pontilhada), levando
a uma distor¢do do espectro do sinal amostrado.

em si. De fato, basta submeter o espectro Xg(w) a um filtro passa-baixas cuja frequéncia de
corte we é tal que wmpax < we < w.

Suponha que sobre X (w) seja aplicado um passa-baixas ideal, Hyp(w) dado por

Ts, ‘w| < wnzlax'

I

HLp(w) = (A4)
0, c.c.
O sinal resultante é dado por Y (w) = Xs(w) - Hp(w). No dominio do tempo tem-se
y(t) = as(t)xhop(t)

©0 in (“max ¢

— 3 (t)s(t —nTy) * sin (24t)
e Tt

_ o0 sin [%(f —nTy)]
B n:z—:oo x(nTS) ﬂ-(t - nTS)
= Z xnS(t — nTs), (A.5)

em que S(t) é chamado polindémio interpolador de Shannon-Whitaker. Por meio da modulacao
de versoes deslocadas deste polinémio segundo as amostras x,, recupera-se o contetido original
do sinal. Isto é, y(t) = x(t). Deve-se notar, contudo, que a expressido mostrada na Equacao
foi obtida assumindo-se o uso de um passa-baixas ideal, ndo sendo realizavel na pratica.

Tal inviabilidade se faz notar pela nao-causalidade de y(t).
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