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A mi padre



As Gerlach recalled :

And one day Stern came and said : “With the magnetic experiment one can
do something else. Do you know what directional (space-) guantization is?”

I said, “No, T don’t know anything about it.” Then he told me about it and

asked : “Shall we do it? Well, then let’s go, we shall do it!”

Gerlach, AHQP Interview, 15 July 1963
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Resumo

Nesta tese apresentamos solugdes para o efeito Stern-Gerlach sobre um feixe de particulas
neutras, cada uma delas de massa m e spin 1/2, viajando no interior de um campo
magnético inhomogéneo do tipo B(y, z) = —ayj + (Bo + az)k. Inclui-se também a ge-
neralizacio dos resultados achados (autoenergias) para um feixe de particulas neutras de
spin arbitrario S.

No capitulo 1 fazemos uma revisio de algumas solugdes obtidas para o efeito Stern-
Gerlach: solugbes aproximadas para as equagdes acopladas de Schrédinger-Pauli.

No capftulo 2 conseguimos construir solugdes exatas para o sistema (desacoplado) de
equacbes de Schrédinger-Pauli sobre o plano de simetria Y = 0, o qual contém o feixe
incidente e os feixes desviados. As fun¢des de onda correspondentes sdo escritas em ter-
mos das fungdes de Airy do tipo Ai. A evolugio temporal da densidade de probabilidade,
|, 1% e |W_|*, e as energias proprias sdo calculadas. As energias proprias incluem uma
pequena contribuigio do gradiente de campo, proporcional a (ah)?/3, que produz peque-
nos deslocamentos positivos nos niveis magnéticos.

No capitulo 3 fazendo B, = 0 achamos solu¢Ges exatas no plano Z = 0 para o sistema
de equacdes acopladas respectivas. Estas solugbes mostram que as particulas, num certo
estado de spin, podem movimentar-se para a direita ou para a esquerda, com respeito a
direcido escolhida,

No capitulo 4 construimos solugtes aproximadas para o sistema de equacoes de Schrodinger-
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Pauli. Estas solugfes também mostram que o efeito de separacio espacial nio é total,
ou seja, que para cada estado de spin temos uma densidade de probabilidades formada
por duas componentes que viajam em direcdes contrarias. Dito em outras palavras, estas
solugdes mostram que pode-se achar particulas de “spin up” na regizo onde sé se esperaria,
achar as de “spin down” e vice-versa, o que de fato acontece num experimento real de
Stern-Gerlach [1].

No capitulo 5 apresentamos uma generaliza¢io para dtomos de spin 3/2 (e depois para
qualquer spin) que permite ver que os nfveis de energia deslocam-se de quantidades dis-
tintas.

No capitulo 6 apresentamos um anilise das ordens de grandeza das quantidades obtidas.

Finalmente apresentamos nossas discusdes e conclusdes.
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Abstract

We obtain exact solutions for the Schrodinger-Pauli matrix equation for a neutral particle
of spin 1/2 in a3 magnetic field with a field gradient. The analytical wavefunctions are
written on the symmetry plane ¥ = 0, which contains the incident and splitted beams,
in terms of the Airy functions. The time-evolution of the probability densities, | ¥, |? and
|®_|?, and the eigenenergies are calculated. The eigenenergies include a small contribu-
tion from the field gradient, o, proportional to (ah)%?. This amounts to equal energy
displacements on both magnetic levels. A survey of current solutions for the Stern-Gerlach
effect is presented in Chapter 1.

In Chapter 2 one obtains exact solutions on the symmetry plane Y = 0. In Chapter 3
one obtains exact solutions on the plane Z = 0 with B, = 0. In Chapter 4 approximate
solutions are obtained. They show that some degree of mixture for spin-up and spin-down
wavefunctions is expected, what seems to be the case in a real experiment.

Chapter 5 is a generalization for arbitrary spin. Conclusions follow on Chapter 7, after a

brief analysis of the order of magnitude of the quantities involved in the problem.
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Introducao

O experimento Stern-Gerlach é conhecido porque mostrou um efeito quintico “novo”.
Nesta experiéncia um feixe de certo tipo de dtomos neutros que entram num campo
magnético nio homogéneo é desdobrado dentro dele em outros dois, os quais afastam-se
mais ou menos simetricamente em realacio 3 diregio de incidéncia. Isto pode ser expli-
cado supondo que tais 4tomos possuem uma certa propriedade, chamada de spin, que ao
interagir com o campo magnético produz tal separagdo. Este efeito, que fol estudado por
seus realizadores com argumentos cléssicos [2], s6 pode ser entendido por consideragoes
guénticas. A equagdo de Schrédinger-Pauli, formulada anos depois da realizagao deste
experimento, governa a sua dinimica. Em alguns textos de mecanica quintica, e em geral
nas publicacdes, apresentam-se solugdes para esta equagdo fazendo uso de aproximagdes
distintas -como a de gradiente pequeno ou alto- as quais geram, por sua vez, algumas
simplifica¢Ges importantes e onde, portanto, o gradiente de campo nao aparece explicita-
mente com valor arbitrario. Todo isto significa que nio temos solugbes analiticas exatas
para o sistema de equacdes acopladas sobre o espago todo nem sobre nenhumn sub-espaco.
As diversas solucdes das equagdes correspondem ao que se poderia chamar efeito Stern-
Gerlach idealizado (separagio total). De fato, num experimento real a situagio é mais
complexa, [1]. Isto ndo surpreende pois a0 resolver aproximadamente equagfes com con-
teudo fisico se perde um pouco de informagdo. Nossas soluges mostram “novidades” que

as outras nio conseguem mostrar.



Capitulo 1

O Efeito Stern-Gerlach

1.1 O experimento Stern-Gerlach

Em 1921, para verificar que os itomos possuem um dipolo magnético, os fisicos O. Stern
e W. Gerlach fizeram atravessar um feixe de dtomos de prata através de uma regiio na
qual haviam produzido um campo magnético que variava fortemente com a posigio (forte
gradiente), esperando que, ao incidir sobre a tela, o feixe s6 incrementasse um pouco sua
se¢do transversal (em relagio ao obtido no caso quando ingressam num campo uniforme).
Pela disposicdo do experimento, e por se acharem os dtomos no seu estado fundamen-
tal, m = 0, esperava-se que sobre o anteparo se formasse somente um ponto, como se
nfo estivese presente o campo magnético. Mas, para sua surpresa, na tela podia-se ver
duas zonas de impacto (como mostra a Figura 1) simetricamente dispostas com relacio
ao ponto onde se esperaria haver batido o feixe de dtomos (segundo a fisica cldssica). A
surpresa foi ainda maior pois, como j4 se indicou, os dtomos haviam sido preparados num

estado s, no qual o momento dipolar orbital é nulo (com o que o m também & nulo).



Fig 1. Manchas obtidas num experimento real de Stern-Gerlach [3]

Na auséncia de campo magnético, s6 uma tGnica linha é formada sobre o anteparo. Quan-
do aplicado um campo inomogéneo surgem duas linhas distintas, no lugar de uma tnica
mancha, como seria esperado pela fisica classica.

Na primeira observacdo bem sucedida (novembro 1921) Stern e Gerlach relataram que
0s experimentos com campos magnéticos produziram uma mancha que estendia-se na di-
re¢do do gradiente, tendo um comprimento de 0.1mm e uma largura de 0.25 a 0.30mm

(pag. 441, [4).

1.2 O aparelho Stern-Gerlach

Na figura 2 mostra-se o esquema geral do dispositivo original Stern-Gerlach. Um pequeno
forno elétrico, a uma temperatura de 221300°C [4], contém uma pequena quantidade de
prata (cuja temperatura de fusio é =961°C, [4]). A esta temperatura produz-se no interior

do forno uma pressao de vapor suficentemente grande para permitir que muitos dtomos



escapem por um pequeno orificio feito numa das paredes. Um feixe estreitt; de dtomos, que
se movimenta com velocidades térmicas (= 500 m/s [5); = 600 m/s [6]), é colimado por
pequenas fendas (=0.1 mm, [4]), e ingressa em uma regido entre dois magnetos que pro-
duzem um campo magnético inomogéneo (com gradiente de =10°T"/m({5, 7]; ~10°T/m{4])
para finalmente alcangar um anteparo de vidro (resfriado com gelo de diéxido de carbono,
acetona ou ar liquido) sobre o qual se condensa. O campo magnético gerado também
tem uma componente homogénea (= 1T [5, 6]). Todo o aparelho fica no interior de um

recipiente onde se mantém um alto vicuo (= 10~ 5torr[4]).
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Fig 2. O aparelho Stern-Gerlach
O campo magnético no interior da regido do magneto é muito complicado e no casc mais

geral tem a seguinte forma [8] :

B(y, z) = Bi(y, 2)j + (Bo + Bz(y, 2))k (1.1)

onde By(y, z) e Ba(y, z) satisfazem as relagdes :



o5, __ob,
oy Oz
o5, _om,
oy 0Oz

e onde |B,| > |By| & | Bz|. O campo mais simples tem a seguinte forma :

B(y,z) = —ayj + (By + az)k (1.2)

o qual é o empregado de maneira geral no estudo tedrico deste efeito. Neste trabalho, nés

faremos uso desta mesma expressio.

1.3 Construcao do hamiltoniano de Stern-Gerlach

Aqui seguiremos a referéncia [9] para dtomos de spin S = 1/2. Primeiro serd conveniente
lembrar que quando um feixe de luz “branca” atravessa um prisma, ele é descomposto
em feixes com distintas cores. Isto pode ser interpretado como se os feixes de distintas
cores estivessem superpostos, de maneira que tal superposicao constitui o feixe “branco”,
e que o prisma foi o mecanismo que permitiu separar tais feixes de cores. De modo
semelhante podemos supor que a fungio de onda de um conjunto de particulas (a’mtomosj
que incidem sobre um aparelho de Stern-Gerlach é uma “superposi¢do” de fungdes de onda
(cada uma correspondente a uma das “cores” do spin). Esta “superposi¢do” poderia ser
detectada apenas na presenc¢a de um campo magnético nio homogéneo (que faria o papel
do prisma).

Com o objetivo de obter uma equagio de Schrodinger que proporcione duas solugoes

diferentes (cada uma correspondendo a uma “cor” do spin), como um primeiro passo

vamos escrever duas veces a mesma equagdo estaciondria de Schrodinger:
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Hfi=Efi , Hf:=Ef (1.3)

onde H é o operador hamiltoniano :

H=(1/2m)P?4+V (1.4)

sendo P o operador (vetorial) de momento linear e V o operador (escalar, multiplicativo)
de potencial.
Por outro lado, sabe-se que se um elétron ingressa num campo magnético B, o momento

linear passa a ser P + e A, onde V X A = B, e 0 hamiltoniano toma a forma :

N 1 .
Hp=—(P+eA)’+V (1.5)
2m

A seguir escrevem-se as duas equagoes escalares (1.3) como uma Wnica equagdo (matricial)

H°f = Ef (1.6)

onde H° é uma matriz diagonal trivial, f € uma func¢io vetorial e £ é um ndmero real:

w0 —HI, f= f (L.7)
0 H fa

sendo I a matriz unitiria. Notar que também se poderia escrever:

H°=(1/2m)P?1+ VI (1.8)

E claro que (1.6) é uma forma trivial de reescrever as duas equagdes (1.3).
Agora, tendo em conta que P é um operador (vetorial) de trés componentes P = (7/)V,
vamos contruir um operador P multiplicando cada uma de suas componentes por um

coeficiente matricial,



P =UP + UsPy + UsPs (1.9)

onde os Uy sao certas matrizes dois por dois. Notar que nfo é importante a ordem dos

produtos Uy P,. As matrizes devem ser construidas de maneira que :

P? = P?J (1.10)

ou seja,

H® = (1/2m)P? + VI (1.11)
Elevando ao quadrado a expresio (1.9) e tendo em conta que as componentes de P co-
mutam entre simn, obtemos:

P = UIP? + UZB? + UZB? + (UhUy + UpUL)) P P+

+H{UUs + UslUs ) Po Py + (UsUy + Uh Us) P P, (1.12)

Agora, com o objetivo de satisfazer a condigio (1.10) requer-se que as matrizes Uy satis-

facam as condigGes :

Ul2 = U22 = U32 =1 (1-13)

UkUJ’ + U:-’Uk =0 sy para k 75‘] (114)

Até aqui a equagdo (1.6), com o hamiltoniano (1.11) s6 é uma forma trivial de se escrever
a mesma equagdo de Schrodinger para um elétron na auséncia de um campo megnético.
Agora ligamos um campo magnético B, o que, segundo (1.5) e (1.11) nos leva a considerar

o hamiltoniano (matricial)



16 __ i > 2
HE = 2m(P+eA) +VI (1.15)

Este hamiltoniano ji ndo é diagonal, pois as componentes de PP ndo comutam com as
componentes de A, e as componentes do operador P + eA nao comutam entre si.

A equacgdo correspondente :

Hyf = Bpf (1.16)

onde E% é um niimero real, representa as duas equagOes {escalares) acopladas.

Agora tendo em conta tanto as relagdes (1.13) e (1.14) como
R_PJ—PJ_P,:O, AiAj-—Ain:O
e também

k., OA,;
A — 43P = (D(50)

pode-se desenvolver o operador (P + eA)? da seguinte maneira :

(75 -+ E.&)z - (P + GA)2 -+ e(P1A2 + A]_Pg — PzAl - AgPl)Ule

te(PyAs + AsPs — Py Ay — AsPy)UbUs + e(P3Ay + AgPy — PiAs — A P)UsUr+

A 0A he 0A; OA
= (P+eA)2+E(%—- %)UIU2+E 04s _ Z 2\ Us + — (o — e
2 8273 8171

U,U-
i ‘0z Ozy i Ory Oz JUsU

he
=@+Mﬁ+hﬂ&&%+&@%+&%m) (1.17)
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ou seja,

(P +eA) = (P+eA)? +2eS5 (1.18)
onde
he
Sp = (T)(B:iUle + B U;Us + ByUsly) (1.19)
0 gute nos permite escrever :
Ao ~ e
5= Hel + ESB (1.20)

onde, como se desejava, no novo hamiltoniano surge um termo adicional, dependente do
campo magnético.
Agora vamos ver a forma que deve ter Sg. De {1.13) e (1.14) obtemos que U, = —U U Un,

de onde resulta que o trago de cada uma de tais matrizes deve ser nulo.

TT(Uk)-:O ,k"—“ 1,2,3

ou seja, estas matrizes devem ter a forma

(1.21)

Como as matrizes procuradas devem representar um observivel fisico, elas devem ser
autoadjuntas, ou seja, o nimero g deve ser real ¢, além disto, temos que s = »*. Por outro
lado, devido a (1.13), os elementos de matriz devem satisfazer a ¢ + 75 = 1. A forma

mais geral de uma matriz que satisfaz estas demandas é :



cosf e*senfd (1.22)

e"genf — cosf

onde i e [ sdo nimeros reais arbitrarios. Agora, jA que para um sistema de trés matri-
zes autoadjuntas sempre pode-se achar uma transformagio nnitaria que diagonalize uma

delas, entdo para U; pode-se tomar o valor 7 = 0, obtendo

Us = (1.23)

Se, agora, de acordo com (1.14) requeremos que as matrizes da forma (1.22) devam anti-
comutar com a matriz (1.23) obtemos cosf3 = 0, isto ¢ 8 = w/2. Entdo, as outras matrizes
tomam a forma

0 em 0 —e2

e-ith e—im 0

Mas, por outro lado, estas matrizes devem anticomutar entre si, Uy Us 4+ UsUy = 0. Desta
condi¢do resulta que necessariamente cos(py — pa) = 0, ou seja g — us = w/2. Agora,
vamos escrever y, = u. Entdo obtemos e*#? = je**, com o qual pode-se escrever :
0 e* 0 —e*
U1 = U2 =3 . (1.25)
e 0 e 0
onde p é um ntmero real arbitrdrio. Para o caso particular 4 = 0, obtém-se as conhecidas

matrizes de Pauli.
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Usando (1.23) e (1.24) pode-se verificar que, ao multiplicar tais matrizes, se obtém as

relagoes :

Uil = iUp,

para j, k,m = 1,2, 3 ciclicamente, o qual, com (1.19) permite-nos escrever

h h
SB - §(U131 + U2.B2 + Ung) = -2—UB

Se agora definimos as matrizes :

i
Sk = EUIn S = (51,52, 53)

pode-se verificar que as relagdes sao satisfeitas :

ih
S,'Sk - ‘l,__

2 Sm, para j,k,m=1,23 ciclicamente,

8;Sx+ SxS; =0, para j#k

das quais pode-se obter a relagio

S xS =3iS
que é a mesma equagio satisfeita pelos operadores de momento angular.
Usando (1.23), (1.25), (1.27) e (1.28) obtemos :

ih B3 — Ei‘uBf

Sp 2

e B, —Bs

11
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(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)



onde B_ = By — iB,, B, = By +iB; = B*, 0 que mostra que o hamiltoniano ?A{"B, ao
contrario de H®, ndo é trivialmente diagonal.

Também pode-se verificar que :

- B + BS - €_£“B+
= i = (1.31)
B, _B—B,

ounde B é o médulo de B, sdo os vetores préprios do operador Sp.

Spdy = (BR/2)@,  Ssd_ = (—Bh/2)d. (1.32)

os vetores @, e @_ sdo ortogonais mas ndo unitdrios.

1.4 Solucoes para o efeito Stern-Gerlach: Uma Re-
visao

Aqui apresentamos algumas solugbes para as equagGes de Schradinger-Pauli para o efeito
Stern-Gerlach feitas com aproximagdes distintas. Estas servirdo como ilustragdo do que

j4 foi feito neste campo. Para maiores detalhes, consultar a bibliografia fornecida.

1.4.1 Solucao para o campo local

Continuando com a referéncia [9] a primeira coisa que vamos tentar € obter dois vetores
d, ed quesejam unitarios, a partir daqueles dados em (1.31). Para isto vamos escrever o

campo B em coordenadas esféricas expressa em algum sistema de referéncia (arbitrdrio):

B, = Bsengcos3, B, = Bsen¢sen, Bs;= Bcos¢

12



0 que permite escrever :

¢ . ¢

B, = Be#sen¢g = QBcosie sens,

B+ By = 2Bcos§cos§

além de construir os vetores prdprios ortonormais :

- el BB cos(p/2 . et =8) gen
A,(6,6) = N N Sy GR 1 (139
sen{¢/2) —cos($/2) '

e re-escrever o operador Sg

Bh cos¢ B send
Ss=SB(#S) =~ | (1.34)
e iFPseny —cosg
Definindo a constante numérica
eh
=(—)B
b=(5)

e tendo presente as expressoes (1.20) e (1.34) podemos escrever (1.16) na forma :

Hp + bcosd be**—Plseng
_ f=E3f (1.35)
be—*w—Agsend Hp — becose
ou,
[Hp + beosg)f1 + (b’ *Psengd)fo = ERf1 (1.36)

13



[be=*#=P)seng| f; + [Hp — beosd|f, = ES f (1.37)

onde eventualmente devemos considerar dois valores para Eg.

Sejam, por outro lado, g; ¢ g2 duas autofungdes do operador Hp.

Hpg = Epq, Hpgs = Epgo (1.38)

correspondentes a um mesmo autovalor (ndo se exige que as fungdes sejam linearmente
independentes). Agora mostraremos que tais fungdes sio solucdes das equagdes (1.36) e

(1.37). Com efeito, aplicando (1.38) a (1.36) e (1.37) pode-se escrever

[Eg + beosd|gr + [be'#Psendlg, = ESq (1.39)

[be " # P senglg, + [Ep — beosdlge = ESgo (1.40)
cujas solugoes nao triviais exigem que os coeficientes das func¢des consideradas satisfagam

a equagao :

[Ep + beosd)[Ep ~ beosd] — b2 sen®d = 0 (1.41)

a mesma que proporciona dois valores para a energia Ej

# = Ep +b, Egs = Ep—b
ou
eh eh
Ep =EB+(%)B, Eféz:EB*(%)

14



que s30 os valores da energia que se obtém no experimento de Stern-Gerlach. Além disto,

obtemos que as autofuncdes correspondentes sao :

i(—B) 2
g | SR} L6
sen(d/2)q

f— = A_(¢J )B)gl

-

onde ¢ é uma das funcdes (1.38).

1.4.2 Aproximacgao de gradiente pequeno

Aqui seguimos a referéncia [10]. Vamos considerar um feixe de dtomos (de Ag por exem-
plo) os quais sdo descritos como particulas livres, exceto pelo seu momento magnético que
interage com o campo magnético externo B inomogéneo.

O campo magnético considerado é : B = (0, —ay, B, + az), sendo a = 8B,/0z, o gra-
diente do campo, suposto positivo e de valor constante. Logo a equagdo (matricial) de

Schrodinger-Pauli sera

th = ——V ¢+ - ,(L(Bo + az)i,b - z,uayi,b (1 42)
BE 2 (4] y N

Ao penetrar no campo magnético no instante ¢ = 0, um dtomo do feixe é descrito pela

funcao de onda :

C. ,
|, >= et (1.44)



onde jc,|? e |c_|? s3o as probabilidades de que tenha “spin up” ou “spin down” na direcao
z, respectivamente.

No caso de @ = 0 (campo magnético uniforme) a solugio da equacio ¢ :

cy gilbz—wii)
[T(t) >a—0= (1.45)
c_eilke—w-1)

onde wy = (fik®/2m)+(—puB,/k). A seguir vamos considerar o caso a # 0 na equagio de
Pauli. Concretamente vamos considerar no sistema de equagdes que o é pequeno, ou seja,
termos em o?, ... sio despreziveis em comparagio com termos em o (a inomogeneidade
é uma, perturba¢do pequena do campo uniforme intenso B,). Quando a # 0, a principal

diferenga com respeito a (1.45) é que ¢4 e c_ ndo sdo mais constantes, mas passam a

depender do tempo. Entao, sdo procuradas solugdes da forma :

c t ei(k.’l!“"lﬂ.{,t)
B (t) >= +0) (1.46)
c. (t)ei(kz—w_ t)

Substituindo em (1.42) e (1.43) temos :

ihé, = —poze, — ipayc_e+v-)t (1-47)

ihe_ = poze_ + ipayc, e” W)t (1.48)

Agora, considera-se uma equagdo do tipo :

&y = be't  — o= —e**" + const. (1.49)



onde o denominador {1, é grande, o que implica numa contribui¢cdo pequena. Logo:

b _poy py(dB,/0z) AB,

—_ s
~

P 1
Q. R, 2uB, B, <

Logo, as egs. (1.47) e (1.48) ficam :

ihey = —ipozey
the_ =~ ipoze_

cujas solucdes sao :

ci(t) = ey (0)east/

c.(t) = c_(0)enost/h

Substituindo nas eq.(1.46) obtém-se uma solugio (aproximada) para |¥(t) > :

ey (t) eilkzHaptz/R)—iw, i
[%(t) >=
c_ (t)ei[ka:—(aytz JR)—iw_i]

Ao substituir nas equagoes (1.42) e (1.43) temos :

h2
“2m

Ve, — iy - u(Ba+ az)isy = ihob T+

2,242
+ (a;;% ) co(0)e+ — iuayce. (0)e—

Y

2
R V2T/)_ + i,uayzb+ + M(Bo + az)T,b_ = mh_(:)_tﬁ+

" 2m
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(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)



2,22
+ (a;:n ) c_(0)e— + fpayc(0)e+ (1.57)

de onde pode-se ver que, efetivamente, temos uma solugio (aproximada) quando @ é muito

pequeno.

1.4.3 Aproximacgao para atomos compostos

Aqui seguimos a referéncia [11]. Vamos considerar que os 4tomos emitidos por uma fonte
sejam formados por um elétron (de coordenadas ry, massa m, e carga e; = —e) intera-

gindo com um micleo estivel (de coordenadas r,, massa ma > m, e carga e; = +e€).

Deixando de lado os termos relativisticos e o acoplamento spin-érbita temos que o hamil-

toniano para o 4tomo no interior dos magnetos de Stern-Gerlach sera dado por :

2
. 1 ; 2 5
Aes 01, B2, 00,03) = 3 (5o [ = SAG)] - (o )B(e2)1) + ¥ (les — £}
= (1.58)

Colocando p1 e p2 em termos de P e p sendo P = —ihVg e p = —ihV,, e sendo
r =r, — Iy a coordenada relativa e R = (myry + mars)/(my + ma) a coordenada do

centro de massa, teremos :

2

. P2 p? & eih
- _— i ) ije 1
H 5 + - E [m,-cA(rl)'pl + (Zm;c)B(rl) Ui] +V(r) (1.59)

Tendo em conta que o campo magnético aponta ao longo da diregdo Z na vizinhanga do
plano de simetria, YZ, e que o valor de gradiente, dB/0z, pode ser considerado como

uma constante, pode se considerar que :
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Aln;) = %B(ri)k X T
B(ey) ~ B(R) + (3 )zl ~ 2) » B(R)

Logo temos que o termo entre parénteses na expressdo (1.59) pode ser re-escrito como :

eB(R R x rxP —1m
2c ™m M mims

(rxp)- (mil)al + (m%)az] (1.60)

Entdo, o hamiltoniano para o 4tomo que interage com o campo na regiao entre os magnetos
serd aproximadamente dado por :
P2 p2

H= 5+ o +uBBR)( +0x) + V(r) (1.61)

onde [, = (r x p),.

A solugio geral da equagfo de evolugio na regido entre os magnetos pode ser escrita como:

’!,!)(R,r,t)= Z BHJ,W,G(R:t)FnJ,mx(r)fU (1-62)

n.lmyo

onde Fim(r,60,%) = Ray(r)Y} (6,%) sio autofungdes ortonormais do hamiltoniano
H, = p/2m+V(r) e f-(c = £1) os espinores de Pauli.
Foimf, 880 também autofungdes do operador ugB(R)(l, + 0.) ao qual corresponde o

autovalor u, B(R)(m; + o) e sendo que ¥(R, 1, %) satisfaz a equagéo :
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HY(R, 1) = ihgw(R,r, £)

obtém-se que 0, m, » fica governada pela equacéo :

d

P ;
% + En,l + ,u,BB(R)(m; =+ 0')] 9,,,;,,,,,,,, = Zhaen,;,mi 7

onde E, ; sdo autovalores de H. Daqui se obtém :

9n,1,m,a(Rs t) = bn,l,m;ﬁe_(ilﬁ)Eﬂt¢m;+0 (R: t)

com ¢

[#a+ s BRY +0)] Gt (R1) = it bR, 1)

logo, no lugar de (1.62) escrevemos :

R r t) Z (b'n I m;,o* (itEnJ/ﬁ)d)mjﬂr(Ra t)Fn,l,mx(r)fcr

n,lm o

Agora, para simplificar a notagao da expressdao vamos escrever :

Iy o (T, ) = Z(bn,,m o) GBI E | (r)

n,l

com isto re-escrevemos P(R) :

w(R’ r, t) = Z ¢W+¢(R7 t)gmr,o'(r) t)fcr

my,0

Definindo A=m;+ 0,6 =%l
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(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)



1

Y(R,r,t) = Z Su(R, 1) [ge—1,1(r, t) f1 + Gryr,—1(r, 8) fa]

k=-1-1

1

= 3 %(R,1)Gi(r,¢) (1.70)

k=—1-1

Pode-se mostrar que Gy(r, t) satisfaz a equagdo de autovalores do operador —u,(l,+0,), 0
operador da componente do momento magnético atémico ao longo de OZ. Os autovalores
correspondentes 530 —uk(k = —n,—n+1,...,n).

Na referéncia [12] inclui-se a interago spin-6rbita no hamiltoniano.

1.4.4 Solucao via andlise de Fourier

Aqui seguimos a referéncia [13]. SupGem-se as seguintes hipéteses simplificadoras :

1. O termo de energia cinética no operador Hamiltoniano pode ser desprezado durante
todo o tempo de interagio.

2. Somente vamos levar em conta o campo magnético na direcao Z e vamos considerar
que B pode ser expandido em série de Taylor em torno de Z = 0, onde termos de ordem

22 e superiores podem ser desconsiderados. Ou seja :
B, =B, =0, B, =B,+ za

onde B, é a componente homogénea do campo e o é o gradiente do campo.

3. Serd descrito explicitamente s6 0 movimento na diregdo Z.

Antes de passar através da fenda, e antes de ingressar no campo, a funcdo de onda inicial
representa um estado onde a posi¢io e o spin sdo independentes. Expandindo em termos

de um conjunto completo de autofungdes de spin do operador de spin na direcéo z, obtemos
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Yo(2) = $(z,0) = F()(csus +cu.) (1.71)

onde f(z) é um pacote real e normalizado, € c;. e c_. sio coeficientes constantes complexos
que definem a direcdo da polarizagio do feixe e as probabilidades ([c(|?, |c_|?). Estes
|2

coeficentes satisfazem a |cy|® -+ jc-|> = 1, o que fornece :

[w 1,{)0+1/)0dz =1 (172)

A velocidade inicial ao longo da direcio z é vy = 0. Para encontrarmos o efeito do campo

temos que resolver :

zh%% = u(Bg + az)o, (1.73)

Escrevendo % = 1 u; + $_u_, temos que (1.73) é equivalente as duas equagfes :

oy

zh% = — (B + a2)ip._ (1.75)

E claro que cada uma, das componentes do espinor evolui independentemente. A solucio

é:

Tl):l: — f(z)c:he:;:i,u(Bo+az]T/k (1.76)
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onde foi usada a condigdo inicial (1.71) sende T o tempo de interagdo. A solugio na saida

do magneto é

W(z,T) = f(2)] cpe M8y, 4 c_eMHai)y ] (1.77)

onde = (uB,T/h) ¢ A = (uaT/R).

A evolugao para cada componente do espinor serd dada pela equagao de Pauli livre :

(1.78)

Para resolver a equagio (1.78) sujeita 3 condigio (1.77) é conveniente fazer um andlise de

Fourier do pacote inicial :
1 * tkz
f(z)= (Znyi g(k)e™*dz (1.79)

onde g(k) é um pacote real normalizado no espago de momentos, centrado ao redor de

k = 0. Agora a solucao de (1.79) serd :

W(z,t) = / (W, 0(2)e B 0y, 4, (2)e By Jdk (1.80)

—00

onde as ¥.;(2z) formam um conjunto completo de autofungdes de energia para cada com-

ponente do espinor

2, N 2mE)
dz? k2

Vyp = (1.81)



Mas, de (1.80), (1.77) e (1.79)

1 e . _ _
U(z,0) = @n” [m g(k)e®*dk(c e 1H28)y 4 c_flitzA)y )

- f_ :[\I’+k(z)u+ + Yy (2)u_]dk (1.82)

0 que implica em

IIIik(z) = Wg(k)ezkzcieim(ﬂ-l-ztl)

susbtituindo esta expresdo em (1.79) se tem

(1.83)

Portanto, achamos que ao tempo t depois que a particula deixa o magneto, a k— ésima
componente de Fourier do pacote inicial ganha um fator exp(-—ih[kF AJ*t/2m) e a solugio

geral dependente do tempo serd

1 > i|— - &= " —
Y0 = Wf_mg(k)[cw'[ (= A)— (8 /2m) (k= B)*e]y, o

+e ei[ﬁ—i—(k—i—A)z—(h’ /2m)(k+A)’t],u_ ]dk (1 .84)

de onde fica claro que a fun¢io de onda desdobra-se em dois pacotes associados com as

fungdes de base de spin "up” e spin "down”, as quais afastam-se na direcio Z.

1.5 O Efeito Stern-Gerlach na pesquisa atual

Existern muitos trabalhos recentes que lidam com o efeito Stern-Gerlach. Em um dos

mais recentes, especula-se a idéia de separarem-se particulas carregadas por spin em um
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aparelho de Stern-Gerlach. Os trabalhos de Batelaan [14] e Martens [15] abordam este
assunto. Trata-se de um problema fundamental, pois, em principio, num dispositivo de
Stern-Gerlach usual, a for¢a de Lorentz que atua sobre o feixe anularia completamente
a possibilidade de separagio do feixe inicial por spin. Brillouin sugeriu a idéia de usar
gradientes de campos magnéticos atuantes ao longo da direcdo de movimento do feixe,
mas Bohr e Pauli sugeriram “a impossibilidade de observar o spin do elétron afastado
de seu momento orbital, por meio de experimentos baseados no conceito de frajetdria
de particulas cldssicas”. Ainda hoje é amplamente aceito que seja impossivel construir
um dispositivo que polarize um feixe de elétrons usando campos eletromagnéticos ma-
croscépicos. O trabalho (ndmerico) de Batelaan mostra uma separa¢io entre particulas
carregadas (elétrons) que se acham em estados de spin opostos apds atravessar uma regiao
onde atua o campo gerado por um par de fios condutores paralelos. Ainda que a separagio
alcangada seja praticamente indetectavel, o resultado € muito importante.

Recentemente, um grande niimero de trabalhos tém sido publicados a este respeito. Além
de Batelaan [14], Hannout et al. [16] reportam seu estudo teérico relacionado & teoria das
medicdes em mecéanica guantica fazendo uso do efeito Stern-Gerlach.

Métodos interferométricos (de polarizagio) Stern-Gerlach tém se mostrado ferramentas
muito tteis para pesquisar distribugdes de momento, coeréncia e propriedades quéanticas
de feixes de particulas com spin nio nulo, tais como néutrons e dtomos {17]. Em alguns
outros trabalhos [18] o papel do gradiente de campo néo € discutido explicitamente.
Também podemos mencionar os recentes estudos tedricos do efeito Stern-Gerlach na for-
mulacio quintica do espago de fases {1, 19] por meio dos quais procuram-se por novos

aspectos deste efeito.
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Capitulo 2

Solucoes Exatas sobre o plano Y =0

2.1 O caso de Spin 1/2

Nés consideramos um feixe de Atomos eletricamente neutros, os que suporemos, s6 com
propésitos de simplificacio, como particulas sem estrutura interna, de spin § = 1/2 e
massa m. Tais particulas ingressam num aparelho Stern-Gerlach ao longo do eixo z.

Em nosso trabalho vamos aproximar o campo magnético no aparetho por :

B(y,2) = —ayj + (By + az)k (2.1)
onde B, representa a componente homogénea do campo, e a (positivo) o gradiente de
campo ao longo da direcio z, o qual vamos supor de valor constante. Este campo satisfaz
3 equacio V - B = 0, e também pode ser derivado de um potencial vetor A = —y(az +
Bo/2)i + (Boz/2)i.

A partir da expressio dada na Eq.(2.1), podemos escrever o hamiltoniano de tal 4tomo
dentro do campo como :

. 52
H= IE— + ugé - B(y, 2) (2.2)
2m
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e portanto a equacfio matricial de Schrodinger-Pauli sers :

R 2
HY = —I%V:B‘P + ,uB(“ayag + (BO + 02)0'3)‘1’ = Zh_aa“\i:—’ (2.3)

onde / é a matriz identidade 2 X 2 e 01,0y e 03 as matrizes de Paunli. ¥ é um espinor de

duas componentes, 1, e 9, sendo cada uma delas dependente das varidveis y, 2, ¢ :

v=| * (2.4)

Py

A seguir usaremos as componentes do espinor, ¥, ¢ ¥_, definidas por :

P 0
‘I’l = ' , \Ilg = (25)

0 P2

Antes de prosseguir, é instrutivo que consideremos um célculo simples do valor esperado
da posicdo de uma particula sobre o eixo z no instante de tempo ¢ usando (2.2). Este serd

dado por :

<2518 = f B, (1) 29, ()% (2.6)

J4 que o hamiltoniano na eq. (6.1) é independente de ¢, formalmente pode-se escrever :

U, 5(t) = e /P ,(0) (2.7)

a0 substituirmos esta fun¢io na Eq.(2.6) temos :

<Z >0 (E) = f U, (0){el/P Ze= /ML, ,(0)dedydz (2.8)
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Usando para a expressio entre chaves a identidade de Baker-Hausdorff [20] :

‘ -~

A+[0, A+ [ 10, Al + 55 IO 0,10, Al + - - (2.9)

II

e® Ae™

com :

2 ~ 2 ~ 2
n - ’p

A=2Z and S, + 2upaZS,)t

obtemos como resultado no integrando da expressao (2.8) uma série de operadores os quais

nio podem ser simplificados para o hamiltoniano considerado. Concretamente temos aqui:

0.4-
0,00,4)= -2y,
m
0,10,10,4]= 229 yg,
0,[0,(0,(0, Al = (2—‘;-’-:%1?25 +%ﬂfysz+

(2up@)®t! oo (2upa)?t’
P AV S, ~ By

P S, ete.
Mas considerando na Eq.(2.7) no lugar do hamiltoniano geral # o“reduzido”, H,, o qual

atua sobre as funcdes de onda definidas sobre o plano Y =0 :

2

. P P,
H’“‘z_z



o problema é grandemente simplificado, pois todos os comutadores de ordem maior do

gue 2 se anulam. Vamos designar estas fungdes como :

®y(z, 2, t) = Uy(x,0,2,t) and B2(x, 2,t) = ¥a(z,0, 2, 1)

Logo sobre o plano Y = 0 temos :
~ . -2 N N n n
< 7 >12 (t) — f¢{’2(0)e(zlﬁ)[(1’z /2m)+(’Pz2/2m)+2maBoSz+2#BaZSz]X
% 26(——i/ﬁ)([1;;2/2m]+[1512/2m]+2pBBO-§z+2!‘B‘12§=)(1)1'2(O)dg;dz (2.10)

Considerando que :

[e~G/MEusaZss) F1_§ ¢ [MIP12m) 2] = § (2.11)
a expressao acima se reduz a :

- . sa 5 2 n i a2
< Z >12 (t) — f@Iﬁ(O)B(s/h)[2pBaZSz+(’P; /2m)]Ze—(:/ﬁ)[2uBaZS;+(’Pz /2m)]‘I>1,2(0)d$dz

(2.12)
Aplicando aqui a identidade de Baker-Hausdorf obtemos :
< D> (t) = f 3,07 + 2 - B225.2)3, 5 0)dsds (2.13)
onde :
f 3! ,(0)5,®;,2(0)dzdz = ( / 3! ,(0)®, ﬂ(o)da;dz) <1,2|5,]1,2 > (2.14)

Finalmente obtemos :
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#Batz

< 2 1,2 (t) =< 2 >1,2 (O)+ < ’ﬁ'z >1,2 (G)t - < gz >1,2 (0) (215)

Este resultado mostra que o valor médio de Z comporta-se classicamente, 0 que estd de
acordo com o teorema de Ehrenfest [20].

Assim, se o feixe foi previamente polarizado ao longo do eixo z, ao ingressar ao aparelho
de Stern-Gerlach ficard sujeito a uma for¢a igual a +aup para particulas de “spin-down”
(< 8 > (0) = —1/2), e —aup para particulas de “spin-up” (< S, > (0) = +1/2).
Conseqiientemente, o feixe é desdobrado pelo gradiente do campo, e as particulas sio
afastadas pelo sentido de seu spin sobre o eixo z. Na préxima se¢do a eq.(2.3) serd
solucionada sobre o plano Y = 0, e as funcGes de onda exatas serdo obtidas. Na secio 2.3 as

fun¢des de onda estaciondrias serdo determinadas com suas correspondentes autoenergias.

2.2 Construcao das solucoes

A evolucio temporal das fungdes de onda que atravessam o aparelho de Stern-Gerlach
pode ser obtida analiticamente sobre o plano de simetria Y = 0, onde as duas equagdes

em (2.3) ficam desacopladas :

R (8¢ 8¢ 3¢
- ( Bw; +5 ) + pp(Bo + az)¢y = ih 3t1 (2.16)
B (8¢ P 3¢

“om (5”; + a—‘) ~ #5(Bo + az)gy = i 5" (217)

Com base nos resultados da se¢do precedente, pode-se esperar que as solugdes das equages
acima contenham funcGes dependentes das varidveis z e £, que representem a separagio

do feixe ao longo do eixo z.
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Por outro lado, Berry [21] mostrou que as solugbes da equacao de Schrédinger para uma
particula livre, de massa m, podem ser escritas como produtos de fungdes de Airy, do
tipo At, por fun¢hes exponenciais complexas. Extensdes deste trabalho apresentam-se em
[22, 23, 24]. Tais solucbes possuem médulos quadrados que evoluem sem deformagio, de

maneira acelerada. Ou se¢ja, a equacio :

tem por solugdo :
: B B3t2 i mh)[z— m
8a,0) = i | shsla = 20| o me— oty (219)

onde B é uma constante arbitriria (tomada como positiva). O comportamento destas
solugtes lembra aqueles dos feixes que se afastam, ao longo da diregdo do gradiente, no
experimento Stern-Gerlach.

Aqui ¢é conveniente lembrar a equacao de Airy :

d? Ai
dz?

(2) —zAi(2) =0 (2.20)

cuja solugdo (denotada como Ai) é mostrada na Figura 3.
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Fig 3. Grafico da funcio de Airy do tipo Ai.

| <
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O fato de que as equagdes (2.16) e (2.17) contém a coordenada z sugere que 0 mesmo
tipo de fun¢oes de Airy possa representar as solugdes do problema que estamos tratando.
Portanto, proporemos como possiveis solucbes de (2.16) e (2.17) as seguintes funcdes

multiparamétricas ¢, e ¢ :

$1(z, 2,t) = Fla(z + bt2)]e'cteli/ A pez—tus) (2.21)

$o(z, 2,t) = Gla'(—z + b't?))e i 2/ Mpz—Ru-1) (2.22)

sendo F' e G fungdes a serem determinadas. a,a’,b, ¥, ¢, ¢/, w, e w_ sio parimetros cujos
valores devem ser adequadamente escolhidos, e p, é autovalor de £,, o qual a sua vez é
conservado. Fazendo a substitui¢ao de (2.21) e (2.22) em (2.16) e (2.17), respectivamente,
achamos que as fun¢des F e G somente satisfazem a equagio de Airy quando os parametros

possuem os seguintes valores :

_ 1/3 _ 1/3
W [Zm(ﬂaa Zmb)] Cae [Zm(msa 2mb’)] (2.23)
fi2 h2
P? D
ﬁQJ+ = % +;UrBBo s hw_ = gn- — ,UaBBo (224)
2mb’
=2 0= (2.25)
/ Kp
= —_ — -2
b=y =2 (2.26)

Fica claro que, com este conjunto de pardmetros, a e o' s30 positivos e, lembrando que
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consideramos & como positivo, b e ' também serdo positivos, uma condicio necessiria
paraque | ¢1(z,t) [Fe| ¢alz, 1) |2 representem densidades de probabilidades que se afastam

com o tempo. Explicitamente, as solugdes ndo normalizadas de (2.16) e (2.17) sdo :

¢1(-’E; Zy t) = Ai [(#Bam)1/3( + (%)tz)] ei(—apﬂ/gh)ztx

xe(i/ﬁ)[ﬂxz—((Pz2/2m)+.”BBO)t] (227)
HBaM 3 HBQA, 2 ] i(apn /2R)xt
t _
bala,2,1) = Ai [(FEET) o (2 4 (B2 € x
w &3/ Wipzz-((pz2 /2m) — 5 Bo)t] (2.28)

A evolugao temporal da densidade de probabilidades é proporcional ao médulo quadrado

de ¢y e ¢y :

[61(5,9) [ = (43 [(FE5) 5z 4 (2D 2]’ (2.29)
| az,0) P = (4 [(E2) 3 4+ (2] )’ (230)

Estas funcoes sao mostradas na Figura 4.
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Fig 4. Gréficos de | ¢1(z,1) | e | #a{z,t) |*.
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Entretanto, estas funcGes, solugGes mateméticas das equacbes (2.16) e (2.17), ndo
representam ainda solugbes fisicamente corretas para nossa particula, pois a funcio de
Airy nao é de quadrado integravel, e portanto nio pode representar uma densidade de
probabilidades de uma particula.

Contudo, pode-se construir solugdes de quadrado integrdvel a partir das fungdes de Airy.

Uma de tais fun¢des é a dada por [25] :

¢1(z,z,t) = A f dz'e~ ==V Fla(s' + b2 e/ Mpen—hu.i1) (2.31)
—00

Mas, ao substituirmos esta funcio na sua equacio respectiva, nio é possivel achar valores
para os pardmetros ali embutidos que permitam que a fungdo F seja do tipo Ai.
Para contornar esta situagdo vamos tentar construir fun¢des de quadrado integrivel de
outro jeito. Uma primeira coisa que vamos considerar é a seguinte propriedade da funcio
de Airy [26]:
e~/ = / " e™dx Ai(z)
—o0

de onde, ao fazermos g =0 temos :

/_: dzAi(z) = 1

Mas como a fun¢io Ai oscila ao longo do eixo z fica claro que

[ " drAif(z) > 1 (2.33)

Portanto, a fun¢ao Ai diretamente nio é apropriada.
Para conseguir tirar estas oscilagdes, simplesmente multilpicaremos as solugdes (2.27) e

(2.28) pela funcéio de Heaviside, ©, a qual “trunca” as oscilagBes no primeiro zero, 7, (esta
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escolha vai ser justificada no capitulo de discussbes), de Ai. Segundo, introduziremos um
deslocamento & = —1.0188 (primeiro mdximo de Ai, [27]) para conseguir que as duas
fungbes coincidam no instante ¢ = 0, pois inicialmente as duas distribucdes deslocam-
se espacialmente juntas e somente apés a entrada no aparelho de Stern-Gerlach elas se
separam.

Com isto temos as seguintes fungdes dependentes do tempo :
bz, 2,t) = Ai [a(z + (&/a) + b)) x © [z — (no/a) + (&/a) + bt?] x
x eilezt) o (i/h)[pez—Tiw 1 4 (2.34)
e também :
$a(z,2,1) = Ai [a'(—z + (& /a) + 8'7)] x © [z — (o/a) + (&,/a) + bt*] x

x g~/ 2t) i/ W)lpzz—tw_1] (2.35)

E importante enfatizar que ao substituirmos as fungbes (2.34) e (2.35) nas equagdes (2.16)
e (2.17), aparecem termos que contém a fungao delta de Dirac e sua derivada. Para que

as equagoes continuem sendo satisfeitas, fazemos uso dos resultados :
o(p—po)=0 e &(p—po)=0, para p#po
onde o dltimo provém da propriedade [31]:

(® —po)d' (p— po) = ~d(p — po)

Com isto, conseguimos anular aqueles termos. Para isto é suficiente tirar dos dominios de

#, € ¢ 08 pontos (andlogos ao po) de maneira que (2.34) e (2.35) virem solugdes. Logo,
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as fungoes (2.34) e (2.35) sdo também solugées do mesmo conjunto de equagdes (2.16) e
(2.17), com o mesmo conjunto de parametros (2.23), (2.25) e (2.26). No entanto, fiw, e

hw_, sdo agora dados agora por :

a?p2 13

hw, = gf— + ppBo — é(#im_) (2.36)
202p2 113

hw_ = Iz?im — ppBy — _(”_'r;—) (2.37)

Os dominios de ¢, e ¢, sdo, respectivamente, R*—{(z, z,t)/z = (n,/a) — (£&x/a) — bt} e
R3— {(z, 2, )/ 2 = —(n./a) + (&/a) + bt*} sendo R o conjunto dos mimeros reais.

As densidades de probabilidade de spin-up e spin-down serdo portanto dadas por :
| $u(2,) |* = {Ai [(@?ﬁ)uaz L+ l(&%ﬁ?)z/aﬁ %
fi? 4° mh

0 [2— (LG8 4 (LT (BE2 2] (2.38)

e também :
2
| ga(z,t) [* = {Ai [—(”__;C;m)llﬂz e+ i(uig )2/3t2J o
e [—z — no(”_;(zﬁ)—lla + go(ﬂt;;m)_yz + (%?ng)tz] }2 (2‘39)

Note que nossas solugées, ¢; e ¢,, independem do valor da componente homogénea do
campo magnético B,, mas somente do gradiente o. Este resultado concorda com o fato

experimental e supera o que é normalmente considerado em trabalhos teéricos, que usam
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B, >> a|z| como discutido no capftulo 1 e na referéncia [19)].

A seguir vamos mostrar o comportamento desta funcdes para diferentes instantes de tem-
po. Mas, como estas incluem as constantes &, g, m que possuem valores muito pequenos
¢ preciso fazer, de uma maneira conveniente, um re-escalonamento das unidades. Logo,
as fungdes sardo expressas nestas novas unidades e representadas graficamente utilizando
0 programa de computacio algébrica Maple.

Consideramos o valor médio do operador X2 + Z2 :

A? = /‘I’T(a:, 2, (X% + Z0)¥(z, 2, t)dzdz

Tomaremos a A como nossa “nova” unidade de comprimento tal como é feito em [2]. As

outras grandezas fisicas tém as seguintes unidades:

z, 2 em unidades de “A”

t em unidades de “(mA?)/A’
a em unidades de “A?/(mudA?)”
Aqui a massa, m, nio vai ser re-escalonada. Como consequéncia, temos que :

0¥ /0t em unidades de “A/(mA?)”

°¥/0z? em unidades de “1/A?

e vamos tomar a equacio (2.3) escrevendo-a explicitamente :

2 52 1 0 B,+az iy
%h@ = s + lip v (2.40)

ot 2moz 92"\ g 4 —iay — (B, + az)
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Por outro lado, ja vimos, em (2.38) e (2.39), que a componente homogénea do campo nio
faz parte das solugbes. Logo, pode-se fazer B, = 0 em (2.40) o que simplifica a expressio.

Com isto consegue-se :

. OF | L 1 0 z oty
ZEE = _% é; a) + tpa ‘ v (2'41)
0 1 —iy —=z
Re-escalonando obtemos :
Ov 1,62 & 1 0 z iy
- |2%tE |, ]t v (242
-y —z

o que é equivalente a fazer diretamente, na eq.{2.41), A= 1, ug = 1, m = 1 e @ com valor
arbitrdrio {como desejivamos!). Isto nos permite olhar diretamente o efeito dos distintos
valores do gradiente, coisa que ndo pode-se fazer com nenhuma das soluctes conhecidas.
Em particular, e como se esperava, produz-se uma separac¢io dos feixes sé com um valor
intenso do gradiente.

As Figuras 5a, 5b, 5¢c mostram | ¢1(z,t) |° e | ¢2(z,t) |* para diferentes instantes de tempo
com © seguinte conjunto de pardmetros : A=1, m =1, up = 1 and o = 800. Como se
pode ver, as densidades de probabilidades de “spin-up” separam-se conforme a particula
viaja dentro do campo. Por outfo lado, para um gradiente pequeno, o = 10, mantido os
mesmos valores para os outros parimetros ¢ os mesmos instantes de tempo, nio consegue-

se o afastamento das fung¢bes de onda.
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Fig 5a. | ¢:1(z,t) (e | ¢2(2,t) PcomA=1,m=1, up =1, a = 800 e t = 0.0001

B S s g A e —T T T — T ¥ N
-14 142 -1 08 -06 -04 02 1 12 14
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Fig 5b. | 1(z,t) P e | do(z,t) [P comh=1,m=1,up=1 a=800et=0.05

!

b il i
{4 12 -1 -08 -06 -04 02 9° 02 04 06 08 1 12 14
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Fig5c. [¢1(z,t) e | dafz,t) Pcomhi=1,m=1, up=1,a=800et =007
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2.3 Auto Energias

As energias do sistema sdo determinadas pelas solugdes da equacao estaciondria:

HY = BV (2.43)

onde H ¢ dado pela Eq.(2.2). Sobre o plano Y = 0 obtemos :

1 . . ]
o Fe T F2) +u(Bo + 02)| 6: = Brds (2.44)
[ 1 2 D2 |

%(Pz + P;) — pp(Bo + aZ)J @2 = B (2.45)

Ao substituirmos solugdes do tipo :

¢ (z, z) = e/ ")P‘”R(z) (2.46)

obtemos a seguinte equagio para a funcgio R :

R'—(Bz—7)R=0 (2.47)
onde :
8= 2m?;3a (2.48)
e também :
M= %?"[E - gf; — 15 Bo] (2.49)

Definindo uma nova variivel 5 através de :

n= 61/3z — 715—2/3 (2.50)
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achamos a nova equacao :

R'(n) —nR(n) =0 (2.51)

a qual é a equagdo de Airy. Segundo a relacio (2.47) esperarfamos que nossa solugio
tivesse como argumento para a Ai a expressio (8'/3z — v,8-2/3), mas isto niio ocorre. O

que de fato funciona ¢ a expresio (8'/3z + ¢&,)

$1(z, 2) = Ai(B32 4+ £,)0 [z — ﬁfl’% + .5,,] eli/Mp== (2.52)

onde a fun¢do degrau, ©, foi introduzida, tal como discutido na secio anterior. Vamos
tomar esta funcio para procurar a sua autoenergia associada. Aqui temos as suas deri-

vadas:

i 2.

67"5; - —(%)Az.e (2.53)
o _ 2/3 Ai" 2.54
5,2 =0 e (2.54)

onde “Ai” e “e” representam (de forma esquemética) a fun¢iio de Airy e a exponencial

complexa, respectivamente. Substituindo na eq.(2.41) temos:

2 (26,28

T om \ Bx2 | 822

2 ) e
T

p2 h2ﬂ2/3 " ‘
(27";—% + upBo)Ai.e — ( Y JAi e+ (ppaz)Aie (2.55)

Agora vamos somar e substrair a quantidade &,(u%a?k?/2m)"/? aos termos Ai.e :
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62¢1 32q61 pi H%a2h2 1/3 )
2m ( Hx2 022 ) + /—"B(B + az)¢1 % + ppBo — Eo( Gy ) Al.e+
2 32/3 22 1/3
—( 2[; )Ai" e+(p,Baz+§,,(” BN pie (2.56)

que, apds arrumacio dos termos, se torna :

® (aﬂm L P

P2 po?h? 1/3
) +pp(Bo + az)$y = | == + upBo — £,(E o ) Ai.e+

Ox? 022 2m
R232/3 " 2mupa 2m 22k B
—( m ) [AZ - ( 52521;3 z+ 60( ﬁ,262/3 )(ﬂl;m ) Ai € (257)

Tendo em conta a expressao de 3 achamos que :

& by 2 2p2 U3
oo (o o) + (B + ) = (%wsBo—so(“B;n ) )m

h2ﬁ2/3
~ 2m

) [Az'" — (832 +£,)4i] e (2.58)

Mas o segundo termo no 2° membro da eq.(2.58) é igual a zero, pois Ai(8Y/3z+¢&,) satisfaz

a equagao de Airy. Logo, temos que a autoenergia associada 4 fungio ¢; é dada por :

i 252 1/3
By = g— + 1B, — &(F2 ) (2.59)
Similarmente, obtemos para ¢s :
¢2(1"3 Z) = Ai(_ﬁ]-/sz + 60)8 [_ ﬂ]_/:.; + Eﬂ] (lfﬁ)Pz@' (260)
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com autoenergia :

2 2 252 1/3
Dz pp‘a’h
Ey=" — ugB, — &(——— .61

Pode-se ver que o efeito do gradiente do campo, no tocante is energias, é produzir um
pequeno deslocamento sobre ambos os niveis magnéticos e, consequentemente, a diferenca
de energias F; — F, ndo depende do gradiente o (concretamente temos AE = 2 8B,).

Embora este seja um resultado “nove” (com respeito ao efeito Stern-Gerlach) nio é uma
novidade que o pardmetro que carateriza a inomogeneidade do campo magnético (em nosso
caso o gradiente o) contribua as autoenergias do sistema considerado. Na referéncia [28]
as autoenergias do hamiltoniano de partfculas neutras e com spin viajando em campos
magnéticos helicoidais possuem um termo dependente da magnitude que caracteriza a

inomogeneidade do campo.
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Capitulo 3

Solucao Exata com B, = 0 no plano

Z =0

3.1 Introducgao

Um dos resultados do capitulo anterior foi o fato de que a componente homogénea do
campo, B,, ndo tem participa¢ido dentro dos quadrados dos modulos das funcoes de onda,
| ¢1(2,1) I” ¢ | $2(2,1) |, e que ela 56 intervem nas autoenergias. Vamos supor que este ¢
um resultado geral, ndo s6 sobre o plano Y = 0. Por outro lado, lembrando que o campo
foi expandido em série de Taylor ao redor de z, = 0 {(até o termo de primeiro ordem), e
que nds estamos considerando que o gradiente, a, tem em geral um valor arbitririo, ndo
se pode escolher z = —(B,/a), 0 que forneceria uma simplificagio nas egs.(2.3). Mas,
fazendo B, = 0, como em [2], e z = 0, obtemos as seguintes equacdes acopladas:

) + ippayy, = zha—;‘bt—l (3.1)

_ R (P n P,
2m \ 0Ox2 oy?
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i
) — iugoyyh = zh% (3.2)

B (azwz &y,
2m \ Orx? oy?

que podem ser resolvidas exatamente como mostramos abaixo.

3.2 Desacoplando o sistema de equacoes

Para continuar, estas equagbes acopladas serao denotadas como se indica a seguir:

Q1 + Apy = Cefy (3:3)
Mpy — Athy = Crpy (3-4)

onde Q = —(A?/2m)(8%/0z® + 3*/0y*), A = iugay e C = {hd/Bt. Multiplicando a

eq.(3.4) por o niimero arbitrdrio A e somando o resultado com a eq.(3.3) obtém-sge:

Q + Ape) + AWz ~ A1) = C(¥h + Miho) (3.5)

Agora, vamos supor que existem ntimeros m {em geral complexos) de forma que a relacio

seguinte seja satisfeita :

Y2 — Ay = m(Y1 + M) (3.6)

Isto €, estamos impondo que as funcdes ¥4 e i, sejam proporcionais.

Se agora escrevemos : x = 11 + A, obtemos uma equacio (desacoplada) para x :

Qx +mAx =Cyx (3.7)
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Escolhendo (convenientemente, como logo veremos) dois valores para A, gque chamaremos

de Ay, e Ay, pode-se obter as duas funcdes 9, e 1, :

Aax1 — A
xu=tht+tht = = H (3.8)

—x1 +
Xe =t + Aathe = ghp = X2 TX2 (3.9)
Ay — A

Notar que as relagdes do lado direito ndo significam que 7, e v, dependam dos valores de
A; sdo as fungdes xy e x2 as que dependem destes.

Agora vamos substituir as funcdes ¥ e ¥, dadas em (3.8) ¢ (3.9), na eq.(3.3):

b
a [ﬂ)a + (a—i)A)a —Cx1 J + az [QX2 + (%)sz - Cxa J =0 (3.10)

sendo :

a1 = AQ/(A2"‘A1), g = —Al/(/\g—z\l) (3.11)
b1 - —1/(A2—A1), bz = 1/(A2“—/\1) (312)

e na eq.(3.4)
b [nxl - ()40 - Cx, ] +by [ﬂ)@ ~ ()0 - CXQ] 0 (319)

Mas, x1 e x2 devem satisfazer a eq.(3.7) com m tomando certos valores, m, e m. respe-

tivamente. Logo, vamos exigir qgue :
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de onde se obtém que : A;* = —1 e m; = X; logo temos m; = =+ i. Vamos escolher :

m; = —1.
Também,
bk @
7712 —_— e = ——
Qg by
de onde se obtém que : A°* = —1 e ma = ;. Vamos escolher : my = i
Com esta escolha ficamos com as equagdes :
x: —iAx = Cxa (3.14)
Qxz +iAx, = Cxz (3.15)

que sd0 as mesmas equagdes (2.16) e (2.17), com B, = 0 e a substituicio z — y. Isto quer
dizer que temos uma solu¢do x;, que se movimenta 3 esquerda, e X2, que se movimenta &
direita. Logo, segundo as relagdes (3.8) e (3.9) temos que as fungées 3; e 1, solucdes
das egs.(3.3) e (3.4), possuem duas partes que se movimentam em direcdes contririas;
ou dito em outras palavras, que pode-se achar particulas no estado de “spin up” na regifo
onde se esperaria achar s6 particulas no estado de “spin down” e vice-versa, um resultado
que nao se consegue em nenhuma das solucdes dadas no capitulo 1 nem em outras dadas
na bibliografia [2, 12, 18, 20, 29].

As fungoes y; e x» sdo :

x1(z, 9, t) = Ai [aly + (§o/a) + 8°)] X © [y — (n/0) + (Lofa) + bE7] x

s ei(e78) (/) [poz—Pw 4] (3.16)

Xo(z, ¥, t) = Ai [d'(—y + (&/a) +¥1°)] x © [~y — (no/a) + (&/a) + bt?] x
w e— e 2t) (i Plpoz—hw_1] (3.17)
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De (3.8), (3.16) e (3.17) temos que :

|

[ = ( [Ai1.01] + [A44,.0,) + 2[41,.0,] [Az‘g.eg]c'os(“";yt ) ) (3.18)

onde “Az;” e “Q;” representam (de forma esquemadtica) a fungao de Airy e a fungio Hea-
viside da fungdo x;, com j = 1, 2, respectivamente. A Figura 6 mostra que a contribui¢io

do termo (Ai;.0:)(A4i2.9,) Cos(upayt/k), em (3.18) é desprezivel.
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Fig 6a. Contribuico (negativa) do termo (A#;.0,)(A%,.0,) Cos(upayt/h) naeq.(3.18),

comm=1A=1pug=1 a=800et=0.07

J—
JENBRREL g
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Fig 6b. Contribui¢io (positiva) do termo (Ai1.0;)(A%,.0,) Cos(upayt/h) na eq.(3.18),

comm=1F=1, ug =1, a=800et=007

—
i
&_ & &
AP BN
A ———

n
;[F\ 1.2¢-30 1 f\
f{ | tes0- | |
ARSI
Pl |
/\f\r!l !'lf#z;’. S
04 -0.3 -0.2 ~0.1 0.1 012 0.3 04

54



Capitulo 4

Solucoes Aproximadas para o Efeito

Stern-Gerlach

4.1 Introducao

No capitulo 2 foi possivel construir solucdes para o efeito Stern-Gerlach sobre o plano de
simetria ¥ = 0, onde as duas equagdes para as componentes do espinor ficavam desa-
copladas ¢ um afastamento total dos feixes se manifestava. No capitulo 3 encontramos
solu¢bes no plano Z = 0 onde se mostrava que cada uma das fungdes de onda (compo-
nentes do espinor) possuem duas componentes movimentando-se em direcBes contréirias.

Agora vamos considerar o caso geral e mais interessante sobre o espago todo.

Aqui, baseados numa generalizacio dos resultados do capitulo 2, construimos solugbes
aproximadas para as equacbes acopladas de Schrédinger-Pauli do efeito Stern-Gerlach.
Estas solu¢bes também mostram que o efeito de separagdo espacial nfo é total. Este
resultado é obtido diretamente das solugbes achadas e estd de acordo com alguns artigos

recentes [1, 19].
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4.2 Transformacao de fungoes para as equacgoes aco-

pladas

Consideremos as duas equag¢les acopladas de Schrédinger-Pauli do efeito Stern-Gerlach
para uma particula de um feixe :
R (& Py Py O

_5‘_7’;’; ( Or2 + ay2 + 822 ) + zy‘Bayd’b +p'B(Bo -+ az)zj)l =1k F (41)

) — ippoyy — pp(Bo + az)ps = ih% (4.2)

r? (321/)2+32¢2+32¢2

" o2m \ Oz2 | By | 822

Aqui vamos fazer uso de uma transformagio de funcdes, sugerida por Platt [29], que vai
permitir simplificar este sistema de equagbes acopladas. Tal transformag3o de funcoes é

definida através de :

1#1(33, 2, t) = efiﬂBBat/ﬁ¢+ (27, ¥,z t) (43)
PYa(x, 9, 2, t) = e BBty (5 4y 2.¢) (4.4)

Ao efetuar tal operagido de transformacdo, ficamos com um nove sistemas de equacdes

acopladas, agora para as fungdes ¥, e ¥_, como se indica a seguir :

R (8, PPy | Py . +2ipn Bot/h
———(awz + By + 3.2 + ippaye P_+

d
+ppozp, = ih% (4.5)
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B2 (0%h_ 8% P
_%(81:2 + Oy? T 822

) _ ipBaye—2ipBBot/ﬁ¢++

—ppazp_ = ih% (4.6)

A constante de Planck h que fica nos novos termos de acoplamento das equagdes acima
(com valor muito pequeno = 6.626 x 10~34 J.s} tem como consegiiencia o fato de que
quando a varigvel ¢ experimenta uma pequena variagio de seu valor, produz-se uma enor-
me variacdo na fase das exponenciais complexas, cujo modulo oscila rapidamente entre
~1l e +1. Para fun¢Bes deste tipo a sua integral tem um valor perto de zero a menos que o
intervalo de integracio considerado contenha um ponto onde a sua fase seja estacionsria.

Em nosso caso, a fase das exponencias acima nio tem nenhum ponto estacionirio.
A seguir vamos integrar as equacdes anteriores sobre um intervalo temporal, < 0,7 >,
que seja grande comparado com o perfodo de oscilagio (t, ~ 2wh/u 8B,) porém menor

do que o tempo de véo ao longo de sua. trajetéria cldssica. Logo, segundo o que foi dito

anteriormente, 0 novo termo de acoplamento pode ser desprezado. Qu seja. :
T -
[ v,z )t 0 (47)
0

Com isto ficamos com as seguintes equagDes :

2
_5% (%2;5; + %2;; + %25;) + ppezCy = ihi(Yi(2,9,2,T) — ¥i(2,y,2,0))  (4.8)
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2m

+

h? (62§_ P P
0z  Oy? 822

) — ppaz(_ =h{(¢_(z,y,2,T) — ¢_(z,v,2,0)) (4.9

sendo -
T
C,,,(:L',y,z,T) = / "p—}'(x:y) 2y t)dt (410)
0

Para certo tipo de fungdes que tenham valores nac despreziveis s6 numa pequena regiio
de seus dominios pode-se esperar que, sobre uma certa regido dentro de ditos dominios,

a relagao seguinte seja considerada como uma boa aproximagao :
1!)4.(33, y:z:T) —¢+($:y:z:0) %",[)_;.(-'L”,y, Z,T) (411)

Graficamente pode-se ver que as func¢bes que verificam a relagdo (4.11) deveriam ter o

seguinte aspecto :

\K(T) 111!'.(0)
- 8
oy
|
~o.4\
-20 15 -10 5 o \ 5

Fig 7. Funges que verificam a relagio (4.11).
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Por outro lado, derivando a expresdo (4.10) com respeito ao pardmetro (continuo) T

consegue-se:
d
5T—C+(-"3: ! P T) = T/)_;.(.'.U, y,z,T) (4°12)

Ao substituirmos este 1ltimo resultado e a aproximagio eq.(4.11) na eq. (4.8), ficamos com

a equacio aproximada, :

R (0%, 8%, | 8%, e
_...25 ( 6$2 + 3y2 + 632 ) +[£BCIZC+ = Zhﬁ (413)

Consideracbes andlogas sobre a fungio 1_ substituidas em (4.9) produzem uma equagio

aproximada para (_:

) — ppez{_ = ih%% (4.14)

» (a2g_ 8. B¢
om \ 9z | 97 T 82

A seguir vamos a obter solugdes para estas equacdes.

4.3 Construcao de solugoes aproximadas

Para a eq.(4.13) procuraremos solugdes cuja estrutura representem uma generaliza¢io das

fungdes construidas no capitulo 2. Especificamente vamos considerar :

({2, 3,2, T) = Aila(y + z + bT?)] e TWT") Tz (/) (pza—hws T) (4.15)

Vejamos agora se existem valores reais para os diferentes pardmetros distintos de maneira
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que (4.15) represente realmente uma solugio para a equacio considerada. Temos a seguir

as suas derivadas :

O _ _Phy.
52 = _EAZ'& (4.186)
P 22y A2 : - Yy
o {(—s"T*)Ai + (2isaT)Ai + a*Ai Je. (4.17)
82<+ — f{_1.2m2 . . . 9 4
5 = {(—=k*T%) A7 + (2%kaT)Ai + a®Ai }e. (4.18)
—~i % = {A(sy + kz — wy — 3snT?) Ai — (2ihabT)Ai" }.e. (4.19)

Logo temos :

h2 2 . a<-+ h2a2 R . h(s + k) J
—%V <+ +.U;BCYZ<+ — ZﬁﬁaT = { l:'—'?:l Ai — ikaT [T + Zb] Az

h2(s? + k?)

o 3hsn)T2] Aile. (4.20)

+ [% — hwy + (hs)y + (o + hk)z + (

Quando o membro direito da equagdo (4.20) for igual a zero teremos que ¢, dado por
(4.15), serd uma solugio da equagio (4.13). Para conseguir isto vamos levar em conta
a equagio de Airy, eq.(2.20), e impor sobre os parimetros as seguintes condigdes (na

verdade, até aqui a nossa fun¢io A: é uma fungdo arbitrdria) :

Condicdo 1 : fils + k) +26=0
m
. A
Condicdo 2 : om hw, =0
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A primeira condi¢do anula o termo A’ (que a equagdo de Airy nfo possui), e a segunda
reduz o coeficiente da fung¢do Ai.

Com isto temos :

2 2 2
_%V%—r + ppaz(y — %t [—h -

3T m]{Az+

_ [ 8 vy + (M m (s’ + k%)

_ 2| Az
ha? F2a2 )z + ﬁzaP( S 3hsn)T } Aile. (4.21)

Do argumento da funcio Ai, dada em (4.15), e (2.20) vemos que é necessdrio impor

condig¢bes adicionais de maneira que a equagao de Airy seja satisfeita :

Condicao 3 : % =g
k
Condicéio 4 : "”(‘”‘;’;—;“ _p
27 .2 2
Condicao 5 : m (s° + ) —3hsn| = ab
h2a? 2m

Logo, se existem valores para estes pardmetros dentro do conjunto dos nimeros reais de
maneira que as condicdes sejam satisfeitas, teremos, em conseqiiencia, que a equagao para
(4, (4.13), serd satisfeita.

A partir das 3¢ e 4° condigdes conseguimos as expressdes para s e k que, substituidas na

5% condigdo, fornece uma equagdo algébrica para b :

8m2h? + (12m?n — 2mua)b + (up’o® — 6mupan) =0 (4.22)

Aqui vamos escolher n da maneira que o discriminante desta equagao seja zero :
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72m*n? + TPmugan — 14p%0® = 0 (4.23)

Com isto, achamos os valeres :

TE1=£L_§9- — b=10
om

npo —TEEE oy Bp
6m ™m

Vamos escolher o valor np. Fazendo uso das outras condi¢des achamos os seguintes valores:

0= [u.eam] 1/8
- 2h2

b:"l‘Ba

m
3].)33(1

Y
13:104
2k

Com estes valores dos pardmetros a equagio (4.13) ¢ satisfeita por nossa fungio (4.15)
mas esta nao satisfaz a condicdo (4.11). Isto pode ser conseguido facilmente, como ja foi
feito no capitulo 2, por meio da fungio de Heaviside, ©.

Finalmente a funcdo solugdo da equagio considerada é :

Colw 9,5 T) = A1 (P50 (—y = (BB 1 — (HE2)T2) |

2h2 2h2
KEBQAT, /3 HBQM, /3 2
) [—y—z—no(—zgg—) + o)V — b7 x
e BTz [~ BTy (UBE)T?) () (pav—{ La-tun Bo— 2ol £,]T) (4.24)
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Esta ¢ uma fungiio que movimenta-se para a esquerda segundo a direcio considerada
(por exemplo, sobre uma que resulta da intersecio dos planos ¥ = Z com um plano
-perpendicular ao eixo X- que € paralelo ao anteparo). O interessante é que temos uma
outra solu¢ao para esta mesma equacio que movimenta-se para a direita em relacio 3

mesma, direcdo considerada. Esta funcio é dada por :

Celz,y, 2, T) = Aila(y + z — bT?)]e™*T Ve (=nT?) o (i/R)(psz—twT) (4.25)

com o seguinte conjunto de valores:

1 ,u,Bam] 1/3

o= |0+ Stee

1+\/§ HBQ

5 Vm
1 )p,Ba
N

b=(

k=

Explicitamente temos a soluc¢io :

am\? o BO., o
Coo, 9,2, T) = Ai [((Hi)’”’ ) (ww%—(“f) L)T)]x

V2 R m

1 -1/3 1 —1/3
e [y Tp—, ((1 + E)‘L‘J"h‘;’m) +& ((1 + —f—é)ﬁ?z—m) - (%)ﬁ] x
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am a a i (72 82 (141 yspam)?/?
e,-(1+;};)"_n;i_q~y.em71;)'-‘gm(z-(il-%é)“—g,—w) _e(g)(m (2% +ug Bo £ (14 25) L25™ ) Eo]T)

(4.26)

Portanto, achamos duas solugdes, correpondentes ao inesmo estado de spin, que
movimentam-se em diregdes contrarias. Isto quer dizer que nem todas as particulas no
estado de “spin up” sio defletidas na mesma dire¢iao ao longo do eixo Z : uma particula
tem certa probabilidade de se afastar na dire¢do contriria onde se esperaria achar sé
particulas no outro estado de spin (tal como acontece num experimento Stern-Gerlach
ideal). Nas referéncias [1, 19] pode-se achar comentarios a respeito deste fato que aconte-
ce num experimento Stern-Gerlach real.

Agora vamos considerar a outra equacio, a correpondente a (_ :

B (0. P P B¢
v ( o 5 + 55 ) ppaz(_ = zhaT (4.27)

Procedendo semelhantemente ao feito para a equac¢do de (; achamos para esta equacao

as duas solugdes seguintes :

((e,9,2T) = 4i [(BEETY (4 5 + &(E2T) 7 — (FE2)17)]

Qm., _ ppom [1):10
6 [y+ 2 — (M2 4 g (B2 1 — (BE2y72]

i _g___ _ui am
ei(%F)Tz_ei(%g‘)T(y—(TﬂBalﬁm)Tz).e(g)(p ol wame L (PG (4.28)

a que se movimenta para a direita em relagio a dire¢éo considerada, e também a solugao:
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om 1/8 " o
C—(x:y:er)zAi |:((1_§_\/_)P"Bh2 ) (_y"" %_ 1+\/_)(“B ) ):' X

9[~y-—z Go ((1+ \/—)”ﬁ;m) e ((1+7)"‘Bh‘2'm) e

i) RETy ()R (s () e ) ) (peetgh s 25 (04 g aEm) )
(4.29)
que se movimenta para a esquerda segundo a mesma dire¢ao. Logo, como se esperava,
temos também aqui duas solucoes que movimentam-se em sentidos opostos (sobre a di-

recao considerada) para o mesmo estado de spin. Este resultado é mostrado no grafico

seguinte
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Fig 8. Duas distribu¢des se movimentando em diregdes contrdrias para o mesmo estado

de spin. A unidade de comprimento e os valores dos pardmetros sao aqueles dados nas
paginas 39 e 40.
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Capitulo 5

Atomos com spin arbitrario

5.1 O Spin 3/2

Nesta secdo estamos interessados em ampliar um pouco nossos resultados. Para isto
vamos tentar construir as autoenergias para o caso de um feixe de 4tomos neutros de
spin 3/2 que ingressam no aparetho Stern-Gerlach segundo a direcio z; a construcao serd
semelhante ao caso j4 estudado de spin 1/2.

Sabemos que neste caso se produzem quatro feixes de atomos, 0s quais afastam-se entre

si como conseqilencia da interacio dos spins dos 4tomos com o campo Stern-Gerlach.

5.2 Solucoes quanticas no caso de spin 3/2

O hamiltoniano para uma particula de spin S arbitririo, com L = 0, por simplicidade,

interagindo com um campo magnético é dado pela expressio :

~ 132 Q#Ba
= - —3S5.B 1
A= T+ 225 (5.1)
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A equacio matricial de Schrodinger-Pauli serd :

- 2 0P
HE = —Iéz'vz‘I’ -+ ,uB[-—any2 + (Bo + 02)23] = Zh"a-? (52)

onde as X;, com ¢ = 1,2, 3, s30 as matrizes de spin. Sobre o planc Y = 0 temos definido o
espinor de quatro componentes ®(z, z,t) = ¥(z,y = 0, z,t). Chamaremos de ¢s, o, 1, P

as componentes deste espinor. Para elas temos o seguinte conjunto de equacées :

_% (‘?; ;1 + aa‘ff) + 3us(By + az)ds = zh% (5.3)
_% (‘55 2 a_) + 1s(Bo + az)ds = mac,f (5.4)
_57?2_ ( 6; L 382:;1) un(Bo +az) = ik ;;1 (5.5)
_25_2 ( %2;‘;2 %2;51’;2) — 3up(By + az)de = ih% (5.6)

Seguindo o procedimento (similar) j4 visto para o spin 1/2 obtemos as seguintes auto-

energias :

9unlalh? 1/3

Ea—g’iwms — &) (5.7)
E 202 h2 1/3

By =¥ 1 upB, — £(FE) (58)
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P B, e
By =5 — — upBo — & o) (5.9)
2 2 22 1/3
_ Pz _ 9up“a’h
Bo = 5= — 3upB, — &2 ) (5.10)

de onde, como pode-se ver, os niveis tém deslocamentos distintos devido as distintas con-

tribui¢bes do gradiente. Na seguinte figura temos um grifico dos niveis dados acima.

0.202345 eV

(S - By
0.2022 % eV ~
T T ——. tl
0.20222 oV /
\0,202.16 eV, £
—————— . 1
0.20205 eV/ Eo

( tivke) (8s) (%)
~ Figura 9. Niveis energéticos para 4tomos com spin 3/2 em um aparelho de Stern-Gerlach.

Neste sistema de 4 estados a diferenca de energias entre estados consecutivos permitiria
verificar experimentalmente a contribui¢iio do gradiente a sobre as autoenergias. Como
vimos, no caso de sistemas de 2 estados (S = 1/2), as contribunigdes do gradiente eram de

igual magnitude e produziam-se deslocamentos iguais de ambos niveis. Com isso nenhuma
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das técnicas experimentais baseadas na medigio de diferencas de energia poderia detectar
tal contribui¢io. Ao contrério, com um sistema de spin S = 3/2 isto seria possivel, em
principio. Poder-se-ia pensar em irradiar nosso sistema com ondas eletromagnéticas de
freqiiéncia w “adequada” para produzir uma transi¢io entre niveis energéticos com des-
locamentos distintos, tais como E3 e F; ou E; e By cuja diferenga depende diretamente

de .

5.3 O caso de spin arbitrario

Das segGes anteriores e como uma aplicagdo do visto a outras situacbes obteremos aqui
uma generaliza¢io para o caso de 4tomos neutros de qualquer valor de spin 5 (mas fixo
para todos os dtomos do feixe) os quais, vamos supor, ingressam no magneto de Stern-
Gerlach tal como no primeiro caso considerado. As 2m, + 1 autoenergias serdo dadas

pelas relacoes :

5 2., 2 32392\ 1/3

2m

ps’
‘E’.ﬂ‘a — _2 + zmsﬂBBo —_ EO(
m

Deste espectro de energias podemos ver que diferentes niveis de um dado valor de spin S
deslocam-se em graus distintos. A diferenca de energias entre dos niveis que sio definidos

por m, e my ¢ dada por :

uB2a2ﬁ2 1/3 . )
Em, — Em‘, = 2(‘”’1.3 — m,‘)ﬂ,BBa — é-o (——é‘m“——) [ (Zm,) — (2‘”’1.,!) ] : (512)
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Capitulo 6

Ordens de Grandeza

Aqui vamos avaliar algumas ordens de grandeza das quantidades fisicas de maior interesse
nesta tese. A separagdo espacial das particulas de spin S = 1/2 contidas no plano ¥ = 0,

e a contribuicao do gradiente, a, &s autoenergias das particulas com spin S = 3/2.

6.1 Separacao energética
Vamos fazer uso dos seguintes valores numéricos para as grandezas fisicas [5):
v = 600 m/s

m( dtomo de Ag) = 1.8 x 107 Kg
ps = 9.27408 x 1072* J /T

h = 6.62607x107* Js

B, = 1T
a = 10° T/m
L =02m
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[ =02m
£, = —1.0188

com isto temos que a contribuigdo do gradiente, o, s autoenergias, no caso de spin

5=3/2¢:
1/3

2,252
Sup @\ 1411 x 108 eV

2m

(

para os niveis Fy e Es, e

1/3

2. .212
PE O\ 1832 x 1070 eV

2m

(

para os niveis E; e F> (eqs.(5.8) a (5.11)). Com esto temos que v = (F, — E,)/h ~

0,4 MHz. As ordens de grandeza dos termos de energia cinética e da energia no campo

homogéneo sao :

P _ 0.2022 6V
2m
ppB,=05788 x 107* eV

A Figura 10 mostra os niveis energéticos e as transi¢des entre aqueles niveis que possuem

uma diferenca de energias dependente do gradiente.

/ S =3

7y 2

l , e,
\ / Ea

Fig 10. Niveis magnéticos para dtomos neutros com spin S = 3/2.
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6.2 Separacao espacial

Seja { o comprimento do aparelho de Stern-Gerlach na diregdo z. Aqui vamos determinar
a separacao dos feixes sobre uma tela que fica distante do aparelho um comprimento L

tal como o a Figura 11 mostra.

PLANOC Y=0

MAGNETO

[
20 |
I
AZ(G-A,_)
}Z |
I Sree)
U By
o A
< _L 7 & L 4

Fig 11. Desenho da situagao apds as particulas sairem de um aparelho de Stern-Gerlach.
A aceleragio, 9, com que movimenta-se a funcdo de onda pode ser obtida fazendo o ar-
gumento da fun¢do de Airy, eq.(2.34), igual a uma constante e derivando-a com respeito
ao tempo. Assim, obtém-se : ¥ = —2b= —(uga/2m).

O tempo de vbo dentro do campo é Loy = {(Im/p,) e o tempo desde que ele sai do campo
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até bater no anteparo é t 5 = (Lm/p,).

A velocidade, segundo a dire¢ao z, quando alcanca a linha A4 é :

Im upa. lm
Uas) = —(2b) - o) o

O afastamento Azy,a,) da particula, quando alcanga Aj, relativo ao zero da dire¢do Z, é

dado por :

Hpo ﬁ)
4 “v2

1,
AZ(O,AQ) = §’Ut(2]B - —
onde v, = (p,/m) e o afastamento Az(a, n,) da partfcula, com respeito & posicio A e
segundo a dire¢ao Z, quando bate no anteparo em B, € dado por :

_ _ ppa IL

Az(Az,Bz) - U(Az)tw = _%(E)
Logo, o afastamento Az, p,), a partir da origem de coordenadas, de uma particula se
movimentando segundo valores negativos da dire¢ao Z com os valores dados na primeira

pagina deste capitulo é :
Az B,) = Az(o,4,) + Dz(a,,8,) = 4mm

Esta pode ser comparado com o resultado de Stern [4] quem esperava que os atomos
fossem defletidos, segundo a dire¢do Z, uma distancia s dada pela relagao :
8H I*

s =112 x 10_5(6—z)fcm (6.1)

sendo §H /8z o gradiente do campo medido em G//cm e a temperatura T em graus absolu-
tos. Aqui, para um gradiente de 10*G//em e uma temperatura de 1000°C, Stern esperava

uma defle¢io do orden de 10~?mm, considerando que 0H /0z é uma constante sobre uma,

74



longitude de 3cm.
Blokhintsev [3], por outro lado, d4 para a separagio espacial das particulas quando elas

ainda estdo no campo, numa distincia [, a relagfo :

1 ek dH 2
Ap=_ L € d#, I~
P oz E NG )

onde : M ¢ a massa do dtomo, m o nimero quintico magnético, H o campo magnético,
p a massa do elétron e ! o comprimento (na dire¢io de incidéncia do feixe imicial) do
magneto.

Outros dados achados na literatura [7] reportam que um campo magnético de 103 Tm!
produz um afastamento (a partir da origem de coordenadas do eixo Z) de 1mm logo
de que as particulas atravessam o aparelho -de 20 cm de comprimento- com velocidades
térmicas. Estos afastamentos sdo grandes comparadas com as fendas frequentemente

usadas em experimentos com feixes atoémicos.
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Capitulo 7

Discussoes e Conclusoes

7.1 Discussoes

(1) As Figuras 5a, 5b e 5c mostram a evolugido temporal das densidades de probabilidade
para “spin-up” e “spin down”, com a = 800. Pode-se ver que as particulas com spins
opostos afastam-se mais e mais enquanto elas viajam através da regido do magneto. E
importante apontar que nio foi feita nenhuma aproximagdo sobre o valor de & comparado
com o valor de By. De fato, no que diz respeito a separagdo, a intensidade da componente
homogénea do campo ndo é importante. Isto contrasta com a aproximacio a que usa «
como uma pequena perturbagio sobre By [10].

(2) As fungdes dadas pelas relagdes (2.34) e (2.35) descrevem corretamente as carateristicas
observadas num experimento Stern-Gerlach: (2.1) a ¢ = 0 as duas funges se superpGem
espacialmente; (2.2) elas descrevem distribugbes de spin-up e spin-down aproximadamente
homogéneas.

(3) Quanto ao fato de o hamiltoniano (2.2) ndo possuir dependéncia explicita com o
tempo, poder-se-ia esperar uma soluc¢do simples para as equagdes (2.16) e (2.17) com a

forma seguinte:
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¢ﬂ (I: 2y t) == fﬂ (1." z)e_(iEnt)/ﬁ

mas, estas fungdes tém como caracteristica o fato de que o seu quadrado complexo é
estaciondrio; portanto elas nio podem representar distribui¢bes que se afastam com o
tempo de maneira acelerada.

(4) Na secio (2.2) fizemos uso da fungdo © como uma maneira de construir solucdes
de quadrado integrivel a partir de funcdes de Airy, as quais, como é bem conhecido,
nao tém esta propriedade. Aqui poderia apresentar-se uma dificuldade com este tipo de
construcdo. Apesar de que a fungdo delta de Dirac atua pontualmente seu efeito niao é
pontual. Para contornar possiveis problemas poderiamos tratar formalmente a delta, ou
seja, como uma distribuicio e nio, como € usualmente feito e como aqui se faz, como uma
fungdo “ordinaria”. Também poderia curvar ligeramente a fun¢io escada a fimn de evitar
a presenca da delta.

(5) Com respeito as equacbes (2.16) e (2.17) sobre o plano Y = 0 pode-se ver que elas
correspondem ao caso de uma particula sobmetida a um potencial linear; sabe-se que neste
¢aso o espectro de energias é continuo e ndo degenerado [30]. Em nosso resultado achamos
duas autoenergias, o que significa que temos aqui um espectro discreto de energias, o que
representa uma aparente inconsisténcia. Entretanto, esta pode ser parcialinente aclarada.
Notamos que a fun¢io de Airy possui umn conjunto infinito e enumerdvel de zeros. Por
outro lado, lembremos que nas equagoes (2.34) e (2.35) truncamos a fung¢io de Airy no
seu primeiro zero (£,) e que a autoencrgia correspondente inclui esse zero. Mas, no caso
de considerar quaesquer outro de seus zeros, ;, obteriamos igualmente que a autoenergia
correspondente dependeria do zero considerado. Isto quer dizer que terfamos um conjunto
infinito e enumerdvel (mas ndo continuo) de energias como solugdes das egs.(2.16) e (2.17).

Mas este conjunto é gquase continuo pois a separacio energética entre nivef§ vizinhos ¢
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muito pequena (da ordem de 107%¢V/, se¢do 6.1). A escolha do primeiro zero de Airy foi
uma necessidade em nossa construgio para representar a situagio seguinte: no instante
t = 0 as particulas ingressam ao aparelho de Stern-Gerlach no mesmo feixe sem nemhuma
separacao espacial que se¢ja devida ao spin. O que acontece quando a funcio de Airy for
truncada, por exemplo, em seu terceiro zero, é mostrado na Figura 12.

Isto significa que no lado esquerdo temos uma maior probabilidade de achar particulas no
estado de spin “down” que “up” e, no lado direito, o caso contririo; portanto, terfamos
que as particulas ficam afastadas espacialmente (por spin) no instante inicial. A escolha
do primeiro zero de Airy produz, em conseqiiéncia, que s6 se obtenham duas autoenergias,
do amplo espectro infinito de energias, como solugdes para o efeito Stern-Gerlach.

No caso de expandir o campo magnético até termos de segunda ordem em sua série de
Taylor, quer dizer, incorporar o termo 22, j4 niio teriamos esta situagio mas sim outras
novas.

(6) Ao considerar o caso mais geral em todo o espago, achamos solugdes que indicam que,
para cada uma das componentes de spin, as densidades de probabilidade possuem dois
pulsos que se movimentam em direcbes opostas, ou seja, pode-se achar particulas de um
dado estado de spin onde se esperaria achar sé particulas no estado de spin oposto e vice-

versa. Isto estd de acordo com ¢ que acontece num experiemnto real de Stern-Gerlach

[1].
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Fig 12. Fungdes ¢1 e ¢, truncadas em & (terceiro zero de Airy).
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7.2 Conclusoes

(1) Construimos solugées exatas para as autofuncdes e as autoenergias de particulas de
spin S = 1/2 sobre o plano de simetria (Y = 0). Estas autoenergias possuem uma contri-
bui¢ao muito pequena do gradiente do campo que produz deslocamentos iguais em ambos
niveis na quantidade &, (up?a?h?/2m)’?. Para gradiente zero as energias reduzem-se cor-
retamente para aquelas no caso de campo homogéneo. O re-escalamento feito faz que o

possa ter valor arbitrario.

(2) No caso de espin 5 = 3/2 temos que os niveis s3o deslocados em quantidades distintas
0 que quer dizer que terfamos pares de niveis cuja diferenca de energias é diretamente

dependente do gradiente.

(3) Construfmos solugdes, com B, = 0, sobre o plano Z = 0 e solucdes (aproximadas) no
espago todo, para particulas de espin S = 1/2. Mostra-se que o efeito de separa¢ao nio é
corpleto; dito em outras palavras, além de as particulas se afastarem -de um dado estado
de spin- sobre uma certa dire¢io podem-se achar também particulas no mesmo estado de
spin mas afastando-se na dire¢io oposta (onde s se esperaria achar particulas no outro
estado de spin) e vice-versa para as particulas no outro estado de spin. A referéncia (1}

indica que isto acontece num experimento real.

(4) As ordens de grandeza para a separacio espacial do feixe estio de acordo geral com o

que € observado experimentalmente.
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