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Resumo

Usando um procedimento alternativo ao método de Hirota, sdo construidas as so-
lugdes soliténicas nos modelos A de Toda. Este método permite calcular as solucdes
do problema linear subjacente ligadas aos N—sélitons. Com isto obtém-se expressoes
explicitas para o elemento, que através da acao do grupo de vestimento, cria uma so-
lucao geral com N solitons. No caso particular de monossélitons, encontra-se a relagao
entre este formalismo e aquele dos operadores-de-vértice, usado por Olive, Turok e
Underwood. Os resultados desta tese podem ser considerados, também, como uma
generalizacdo do procedimento usado por Babelon e Bernard para tratar sélitons no

modelo de sine—Gordon.
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Summary

We present an elementary derivation of the soliton-like solutions in the AL Toda,
models which is alternative to the previously used Hirota method. The solutions of
the underlying linear problem corresponding to the N-solitons are calculated. This
enables us to obtain explicit expression for the element which by dressing group action,
produces a generic soliton solution. In the particular example of monosolitons we
suggest a relation to the vertex operator formalism, previously used by Olive, Turok
and Underwood. Qur results can also be considered as generalization of the approach

to the sine~Gordon solitons, proposed by Babelon and Bernard.
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Introducao

Desde a intrigante descoberta de J. Scott Russell [1] de ondas solitdrias que se
propagam sem mudanca de forma e velocidade num canal estreito, e a proposicao de
uma equagao, por Korteweg e de Vries [2], para descrever este fendmeno, conseguiu-se
evoluir até o conhecimento de uma ampla classe de equacgbes de evolucao nao—lineares
com solucdes localizdveis e estiaveis. Zabusky e Kruskal [3], no caso particular da
equacdo de Korteweg e de Vries (KdV), observaram que a interacdo entre as ondas
solitdrias, a qual chamaram sélitons, é elastica: apds a colisao, os solitons separam-—se
sem mudanca de velocidade. O marcante trabatho de Gardner, Greene, Kruskal e Miura
[4] deu inicioc a um método, atualmente conhecido como Método do Espathamento
Inverso (MEI), para andlise de equagbes solitonicas. A idéia proposta na ref. [4]
era a de se considerar a evolucao dos dados de espalhamento de um certo operador,
chamado de operador de Lax [5], cujo espectro ndo muda com o tempo. Observou-se
que estes dados de espalhamento desempenham o papel de varidveis de acao — angulo.
A existéncia de tais varidveis é garantida, através do teorema de Liouville, pela presenca

de cargas conservadas mutuamente comutantes, no sentido dos parénteses de Poisson.

O MEI, originalmente desenvolvido para se tratar a equaciao KdV, foi, em seguida,
aplicado ao modelo sine-Gordon (sGG) no trabalho [6]. Seguindo idéias desenvolvidas
anteriormente, Zakharov e Shabat aplicaram o MEI 4 equagao nao-linear de Schrodin-

ger [7]. Desta maneira surgiu a nocdo das hierarquias integriveis de Ablowitz, Kaup,



Newell e Segur (AKNS). Uma caracteristica comum destas hierarquias ¢ que todas elas
admitem uma representacao de curvatura nula para uma certa conexao na algebra de
Lie sI(2). Omitindo-se vdrias outras importantes contribui¢des na literatura existente,
poder-se-ia mencionar que o MEI, aplicado as eq.s do tipo AKNS, encontra—se descrito
em detalhes nas monografias [8, 10]. A observagdo importante neste procedimento é
que, como conseqiiéncia das equagoes de movimento admitirem a representacaode Lax,
as varidveis dindmicas originais sdo transformadas, através da transformacao espectral
direta, no conjunto de dados de espalhamento do problema linear auxiliar. Gracas
a integrabilidade, a evolugdo temporal dos dados de espalhamento pode ser resolvida
explicitamente. Para se recuperar as variaveis originais, utiliza-se a assim-dita tran-
sformacédo espectral inversa. Para dados de espalhamento gerais, esta transformacao
realiza—se através da resolucio das equagdes de Gelfand-Levitan—Marchenko, ou do
problema de fatorizacio de Riemann-Hilbert. No caso em que o coeficiente de reflexio
se anula, a transformacao espectral inversa reduz-se & solugao de um sistema algebrico

linear. Na liguagem do MEI, os s6litons correspondem aos potenciais sem reflexdo.

Na literatura, fisica, existe uma nogao mais ampla de sélitons [9, 11]. Substancial-
mente na teoria de campos, eles correspodem a excitagoes de campo localizdveis e que
apresentam quantidades fisicas finitas. Além disso, observa—se que sdo encontrados
nas teorias onde o estado de energia minima é degenerado. Uma outra caracteristica
notavel dos sélitons em teorias fisicas é que eles possuem propriedades topolégicas
nao—triviais. O interesse das configuracoes solitonicas na teoria quantica de particulas
surgiu devido a dificuldades encontradas no método perturbativo. Foram desenvolvi-
dos varios procedimentos para se tratar os graus de liberdade nao—perturbativos em
diferentes dimensoes [12, 14] (existe também uma série de artigos [15] que associam
idéias da fisica matemética e conceitos adotados em teoria de campos). Em particular,

Coleman [14] observou que, em duas dimensdes, existe uma dualidade entre os solitons



do modelo sG e as particulas fundamentais do modelo massivo de Thirring. Omitindo-
se uma série de importantes contribui¢oes, nota-se o recente desenvolvimento dado por
Seiberg e Witten [16] no 4mbito da dualidade. A idéia basica destes autores foi propor
uma transformacio, chamada de dualidade, que mapeia as particulas perturbativas
de um modelo nas particulas nao perturbativas de outra teoria (chamada dual) , e

vice—versa.

Voltando ao MEI, que considera os sélitons como solugao de equacoes de evolugao
nao-lineares integraveis que se espalham elasticamente, nota-se que este método possui
uma generalizagao quantica. O Método do Espalhamento Inverso Quantico (MEIQ)
foi desenvolvido pelo grupo de Leningrado [17]. Neste trabalho o MEIQ foi aplicado
ao modelo sG para estabelecer a sua integrabilidade também a nivel quantico. Uma
descoberta importante catalizada pelo MEIQ foi a dos denominados grupos quénticos
[18]. O modelo sG quantico foi analisado por Zamolodchicov e Zamolodchicov [19)],
do ponto-de-vista do método "hootstrap”, para se obter expressoes exatas para as
matrizes de espalhamento quinticas no caso de sélitons. Lembremos que gracgas a
integrabilidade quantica, estas matrizes podem ser colocadas sob a forma de produto
de fatores que descrevem a interacao entre duas particulas. Um outro passo importante
[20, 21] foi o de interpretar certos modelos quinticos integriveis em (1 + 1) dimensdes

como deformacoes massivas dos modelos conformes minimais [22].

Nesta tese consideramos o estudo das solugdes solioténicas nos modelos A1 de
Toda. Estes modelos constituem exemplos de teorias de campo integriveis em (1 + 1)
dimensdes. As equagtes de Toda [23] possuem representacio de Lax [24] e, gragas a
existéncia da matriz 1 cldssica, sdo integrdveis. Nos trabalhos [24] uma outra idéia
impotante foi proposta: usar matrizes de Cartan generalizadas para se obter equaces
de movimento integraveis. Em particular, as teorias de Toda afins correspodem as

matrizes de Cartan estendidas das 4lgebras de Lie simples. As matrizes extendidas



de Cartan sdo obtidas das matrizes de Cartan acrescentando—se a raiz estendida, que
¢ igual ao oposto da raiz maximal. Drienfeld e Sokolov [25] propuseram um método
alternativo, que se baseia no estudo das propriedades das conexdes de Lax, que tém
forma especial. As idéias de [25] foram usadas em [26] para construir hierarquias
generalizadas de Drienfeld-Sokolov. A idéia crucial nos trabalhos [25, 26|, foi que,
apds uma apropriada transformagao de calibre, as componentes da conexao de Lax
pertencem a uma sub-algebra comutativa. Isto garante a existéncia de um nimero
infinito de cargas conservadas. Um procedimento semelhante, aplicado aos modelos de

Toda afins, foi realizado em [27].

O grupo de vestimento ¢ uma simetria especial das equa¢oes de evolucao integraveis
[28], e admite uma interpretagao muito elegante na linguagem das fungdes—tau [29).
As transformacoes de vestimento, como transformacoes de calibre, operam sobre as
componentes da conexao de Lax, sem alterar a forma dos mesmos [30]. Por isto, o grupo
de vestimento é uma simetria {nio-local} do espaco de fase do modelo correspondente.
Para assegurar a invariancia dos parénteses de Poisson, é necessario se introduzir um
paréntese nio trivial {chamado de paréntese de Semenov—Tian—Shansky) no grupo de
vestimento [30, 31]. Nesta tese, ndo se discutira este problema, devido &s dificuldades
encontradas com os elementos do grupo de vestimento que geram monossolitons no
modelo sG [32, 33]. Notemos, também, que o grupo de vestimento aparece como
limite quase—classico da simetria quantica do modelo integravel [31]. Recentemente, a
simetria de vestimento foi usada [34] para se tratar uma ampla classe de hierarquias

integraveis que possuem solugdes correspondentes ao estado de vacuo.

As solugdes soliténicas nos modelos Al de Toda foram descobertas por Hollowood
[35]. Neste trabalho, o método de Hirota foi usado para se obter sélitons. Hollowood fez
também uma outra observacao importante: é necessario, para que as cargas topologicas

e fisicas sejam bem-definidas, que a constante de acoplamento seja imaginaria. Mais



tarde, ficou claro que o método de Hirota pode também ser usado para produzir solugoes
solitdnicas nos modelos de Toda afins baseados numna algebra de Lie simples arbitraria

[36].

A relagdo entre sélitons e elementos especiais (chamados de operadores de vértice)
das algebras de Kac—Moody foi esclarecida nos trabalhos [37]. Uma propriedade in-
teressante deste formalismo é a possibilidade de se poder generaliza-lo para se obter
s6litons nos modelos de Toda baseados nas chamadas algebras de Kac-Moody com
twist [38]. O interesse atual dos sélitons nos modelos afins de Toda é justificado por
sua relagdo com os modelos integraveis de N corpos com invariancia relativistica [39].
Foi observado na literatura [40] que as solugGes soliténicas e quase—periddicas nos mo-
delos afins de Toda sao ligadas & teoria de dualidade de Seiberg e Witten [16]. Mais
precisamente, a dinamica das teorias de Yang—Mills com supersimetria N = 2 é deter-
minada por uma superficie de Riemman. Por outro lado, esta superficie aparece como
curva espectral que corresponde a uma solugdo quase—periddica num modelo de Toda

afim apropriado.

A organizagao desta tese é dada a seguir: o Capitulo 1, além de uma introducao as
algebras de Lie sl(n+1) s algebras de lagos sl(n+1) e A graduagio principal, apresenta
um método complementar ao método de Hirota para se construir sologoes solitonicas.
O nosso método generaliza o esquema adotado por Date [41]. Neste altimo trabalho, as
solucoes solitonicas foram obtidas para as equagdes KdV, KP, sG, Pohlmeyer-Lund-
Regge e o modelo massivo de Thirring. A vantagem deste método é que permite wma
generalizacdo que produz solugoes quase-periddicas.

O Capitulo 2 é dedicado ao cdlculo do elemento do grupo de vestimento que gera uma
solugao soliténica geral a partir do vacuo. O nosso resultado generaliza o resultado

obtido por Babelon e Bernard [42] no modelo de sG.

No capitulo 3 analisamos o problema da decomposigio em fatores monossolitonicos



de um elemento do grupo de vestimento que cria N-so6litons a partir do vacuo. Estabe-
lecemos também a conexdo com o formalismo dos operadores de vértice [37, 38]. Esta

tese propde—se a ser uma versdo bastante detalhada do trabalho citado na ref. [44].



Capitulo 1

(1)

Solucgoes solitonicas em teorias Ap

de Toda

O problema de se encontrar solugoes soliténicas nos modelos de Toda afins foi tra-
tado anteriormente na literatura através do método de Hirota [35, 36|, com o auxilio
de técnicas de teoria dos grupos [37]. Solugdes solitOnicas somente existem para va-
lores imaginarios da constante de acoplamento. Contudo, esclareceu—se que, apesar
da equacao de movimento e a densidade de lagrangiano serem complexos, os sélitons
carregaimn momentum e energia reais. As propriedades dos sistemas afins de Toda com
constantes de acoplamento reais e imagindrias sao estudadas pelo MEI [43]. O tra-
tamento padrao do MEI encontra certas dificuldades, quando aplicado aos modelos
afins de Toda baseados em &dlgebras de Lie simples. Em particular, isto acarreta que
as solugdes de Jost [9], e portanto os elementos da matriz de transicdo, perdem suas
boas propriedades analiticas como funcoes do paradmetro espectral. Neste capitulo,
generalizamos um elegante método [41] para se obter A{V—sélitons de Toda . Sdo ex-
ploradas duas caracteristicas importantes das solugées solitonicas: primeiro, devido ao

anulamento dos coeficientes de reflexao do problema linear auxiliar, as solugoes de Jost



correspondentes sao fungoes somente do parametro espectral, A; segundo, as solugoes
solitonicas de Jost sdo determinadas univocamente pelos dados de espalhamento rela-
cionados ao espectro discreto do operador de Lax subjacente. Aplicando —se as idéias
desenvolvidas em [41] para os modelos AQ) de Toda, recuperamos as equacdes que
descrevem o espectro discreto do problema linear correspondente, usando um auto-
morfismo de ordem finita ,o, de uma algebra de Lie simples, 4,. Este automorfismo é
de ordem n + 1, e introduz a chamada graduag¢do principel das dlgebras de Lie Afins

AL [45].

1.1 Algebra de Lie si(n + 1), dlgebra dos lagos

sl(n 4+ 1). Graduacao principal

As equacgoes de Toda sao equivalentes a uma condicao de curvatura nula para
uma determinada conexdo, cujas componentes pertencem a uma dlgebra dos lagos,
.;:l('n, + 1}, na graduagao principal. Comegaremos introduzindo certas propriedades
basicas das dlgebras de Lie sl(n+1), sl(n+1) e a nocéio de graduacio [45, 46]. Como
é bem conhecido, sl(n+ 1) & a dlgebra das matrizes (n + 1) x (n+ 1) com trago nulo.
Denotamos por E* as matrizes elementares de EY = |i >< j| (i,7 =1...n+1) que

satisfazem 3s regras de comutagio da 4lgebra de Lie gl(n + 1)
[Ez‘j’Ekl] : 5jkEil . 61’!Ekj (1'1)

A subdlgebra de Cartan, H, é gerada pela combinagdo linear das matrizes diagonais
E% He =M GE®) 57,6 =0. O posto de sl(n +1) é n. Para descrevar o sitema de
rafzes, fixamos uma base ortonormalizada, {e;}, no espago Euclideano n—-dimensional.
Entdo, as raizes sfo dadas por a;; = e; —e;, i # j . Como raizes simples, escolhemos o

conjunto o;; = €; —€;41, %= 1,...,n. Os "step operators”satisfazem & seguinte relacao



de comutagao:

[He, B = 03 B = (& — G2 ) B

(B, B0 = b, H,, (1.2)

Os ”step operators” restantes sao obtidos tomando—se sucessivos comutadores dos
"step operators” E“ e dos seus transpostos EF~*. A raiz maximal é ¢ = oy + ... &+
0tn, = €] — ép11. Iraduzindo para a linguagem dos ”step operators™: [E¢, E“] = 0,
para qualquer ”step operator’relacionado a uma raiz positiva «. Nota—se também que
EY = E'™1 Introduz—se ainda a raiz estendida, cg = —, e seu ”step operator” ,

Foo — En—&-ll'

Relembremos alguns fatos sobre os automorfismos internos de ordem finita das
algebras de Lie simples. Hd um teorema geral devido a Kac [45] (para uma répida
revisdo, pode-se ver também [26]) afirmando que "automorfismos internos de ordem
finita de uma dlgebra de Lie simples, G, sio parametrizados por (r+1) inteiros positivos
primos entre si, em que r significa o posto da algebra de Lie”. Portanto, precisamos de
um automorfismo interno especial o, de ¢ = sl(n + 1), cuja ordem é n+1, o"™ =1.

Para defini-lo, convém recordar que os pesos fundamentais, );, sdo duais as raizes

simples 22:2’1 =d;, 4 J=1,..., r. Especificamente, para § = sl(n + 1) obtem-se:
A= €k — ek
k=1 n+ 1 k=1
4,7 = 1,.,n (1.3)

Considera-se também os vetores no espacgo das raizes,
pP=2 A\ (1.4)

Usando as notagoes acima, define-se o seguinte automorfismo interno, X — o(X), das

algebras de Lie sl(n + 1) [37, 38, 26, 45]:

o(X) = SXxS
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S = eiwh (L.5)

onde a matriz diagonal que aparece no expoente acima, H, € H, depende linearmente
do vetor p dado em (1.4), H, = X% pr|k >< k|; py sdo as componentes de (1.4) na
base {¢;} (1.3). Levando em conta (1.2), o age diagonalmente na correspondente base

de Cartan:

o(lly) = Hg
G(E™) = PR — Wb F e
w = e | (1.6)

de onde se torna claro que ¢ tem ordem n+1. Note que a dlgebra de Lie, G = sl(n+1),

dotada deste automorfismo torna—se uma algebra de Lie graduada:

G = Orezn..%
o(G) = G
[Ge, Gi] C Gy (1.7)

Nas equacbes acima e nas que seguem, adotamos a seguinte convencao: a soma dos

indices que assumem os valores do grupo ciclico Z,,; é entendido como médulo n + 1.

H3 uma base alternativa em sl(n + 1) intimamente ligada ao automorfismo (1.5).
Faremos uma breve revisao de sua construgdo (para maiores detalhes ver [37]). Antes

de tudo, observa—se que os geradores

n+1-—i i
51: — Z Ekk-}-i + Z En+1+k-ik m
k=1 k=1
= Y EMY i=1..n (1.8)
kEZn 1

comutam mutuamente. Portanto, formam uma nova sub—dlgebra de Cartan, H. Na

segunda igualdade da equagao acima, o indice de adicao, 1 < k£ < n + 1, é visto como
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médulo n + 1. Devido a (1.6), os elementos (1.8) sdo autovetores do automorfismo o !
ol&) = w'é& (1.9)

Fixada a representag¢ao (n + 1)-dimensional, nao é dificil verificar que a matriz com

elementos
Oy = WwE-DE-1)
2 = ilw‘“‘“”(*”, 1<ij<n+1 (1.10)
n
diagonaliza H'
ntl
QN = Y Wikl pkk (1.11)
k=1
Através da expressao
nn+1
S = w? Y w!'TFEkk (1.12)
k=1

para o operador S que implementa o automorfismo (1.5), e levando em conta (1.11),

obtemos as relacoes
QO™ = WTEgH (1.13)

Para completarmos a base alternativa, precisamos adicionar os correspondentes ”step
operators”a sub—algebra de Cartan . Levando em conta a forma de (1.11), vemos

que
F9 = QFE9Q7, i#j (1.14)

sao autovetores da agdo adjunta dos geradores (1.8). Combinando a dltima observagao

com (1.9), concluimos que o automorfismo (1.5) pemuta os "step operators” (1.14).

1 Aqui, consideramos somente a algebra de Lie si(n + 1). Para &lgebras de Lie simples gerais,
os autovalores do correspondente automorfismo, restritos & sub—algebra de Cartan alternativa, sio

relacionados aocs mimeros de Betti.
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Podemos calcular explicitamente esta agao com o auxilio de (1.13)
o(F7) = SQEIQ'S! = Q6 EYEQ! =
— QEi-Y-lg-l _ pi-li-l

4,7 = 1,...,n+1mod(n+1) (1.15)
Da expressao acima, podemos ver que o age sobre a base alternativa como um elemento
do grupo de Weyl ( mais precisamente, é um elemento de Coxeter). Contudo, é claro
que a acao de ¢ separa o conjunto dos "step operators” (1.14) em n érbitas que néo se
interceptam, parametrizadas pela diferenca i — j # 0 mod(n + 1) (1.15), cada uma

contendo (n -+ 1) elementos. Tomando um representativo de cada o—érbita escolhemos

o0 seguinte conjunto de partida:

F'o= QFIQT = =1, n (1.16a)

£, F9| = (W9-1)F (1.16b)

Introduzindo as expansoes graduadas (1.7) sobre os seguintes geradores

F= S F
kCZq1
o(F) = W*F; (1.17)

observamos que os elementos restantes na o-6rbita de F* (1.16a) sdo combinagéo linear
de F}. Portanto obtém-se uma base graduada que é formada por &, i =1...n (1.8)
e Fi,i=1,...n; k € Z,4;. Note que, devido a (1.9}, (1.16b) e (1.17), as relagdes de

comutacdo ficam:
€. F] = (& —1)FL, (1.18)

Comecando com uma dada dlgebra, G, associa—se & mesma uma 4dlgebra dos lacos

G = C[A, A1 ®G, isto 6, o conjunto de séries de Laurent, construida com um pardmetro
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A, que fard o papel de parametro espectral do problema linear auxiliar , com coeficientes
pertencendo a G. Em outras palavras, G é formada por elementos do tipo X, = A" X,

ondenecZeX €§G. O comutador fica

[Xm:Yn] = [X7 Y]

m-+n

Vamos introduzir, agora, a algebra de Lie si(n+ 1) na graduacgo principal. E gerada

pelas expansdes X () = Yez A'X], com X; € sl(n + 1), junto com a restricio
X(wX) = o(X(N) , (1.19)

onde o automorfismo ¢ age sobre os coeficientes X,, como indicado por (1.5). O

operador d = A& introduz uma Z-graduagao em G =sl(n+1):
G = @Pnez @:1
[¢,6] = nG, (1.20)

Comparando (1.7) com (1.19}, e levando em conta a decomposigdo acima, conclui-se
que G ~ Gk+,(n+1), para k € Zn.; ¢ | € Z. Partindo da base alternativa de si(n +
1) formada por (1.8), e (1.17), obtemos uma base sl(n + 1) na graduagdo principal.
E formada pelos elementos Eittni1y, Para i = 1,..n, 1 € Z e il-l(n 11y para j =
1,...m,% € Znya, | € Z. A sub-dlgebra gerada por &, k£ # 0 mod (n + 1) é uma sub-
algebra maximal Abeliana. E conhecida na literatura como a sub—dlgebra principal de

Heisenberg 2 Introduzindo o elemento [37, 38]

Filp) = Y u'H (1.21)

ez
e levando em conta o comutador (1.18) e a sua extensao na algebra dos lagos, obtém-se

3

(€ Fip)] = (o — ) Fi(p) (1.22)
2As sub-dlgebras de Heisenberg das dlgebras dos lagos e as algebras de Lie afins tém um papel

crucial na constru¢io de hierarquias integraveis [25, 26].
3A partir de agora, faremos um abuso de notagdes, ou seja, os indices inferiores serdo, ambos,
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1.2 Construcao das solucoes solitonicas

Para se introduzir as equagoes AS) de Toda, primeiro definimos o seguinte elemento

da sub—algebra de Cartan

1 n+1

d = EZQD.,;E“ prz =0 (123)
i=1 i
Entio, as equacdes A\ -afins podem ser escritas da seguinte forma:

20.0.® = m? [e“dq’Sﬂe*“dq’S_]

0
+
= z£t Oy = ——
x T . s s
Xy =X ye X (1.24)

onde £; sdo os elementos de grau +1 da sub-dlgebra principal de Heisenberg de

sl(n + 1). Mais precisamente, eles sio "liftings”de £, e &, (1.8) na algebra dos lagos

. = AL Y peH (1.25)

kCZn11

Substituinde a expressio acima nas equagdes de movimento (1.24), e levando em conta

a notagao (1.23), terminamos com o sistema
O, 0_p; = mP(e¥imVir — gPi-1%i)
i € Zpyy (1.26)
E tarefa f4cil verificar—se que (1.24) é equivalente & condi¢io de curvatura mula
e A —0_ AL +[Ar, A} =0 (1.27)

de uma conexao cujos componentes pertencem a algebra dos lagos ;l(n +1) na gra-

duacao principal:

usados para indicar parimetros discretos Z,4y, € para parametrizar os que pertencem a Z, como

introduzido em (1.20).
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A_(z,A) = me 20d®@lg |

(1.28)

T,z7). A dependéncia da expressdo acima em

onde adotamos as abreviagdes z = (z
relagio ao parametro espectral vem da dependéncia dos elementos da sub—algebra prin-
cipal de Heisenberg £+ em relagdo a A. A condigdo de curvatura nula (1.27) implica que
existe um vetor covariantemente constante, w(z, A), em relacao a derivada covariante

Dy =04 + Ay
(6ﬂ: + A:L-(.'E, )\))w(:c, /\) =0 (1.29)

Daqui em diante, vamos trabalhar com a representacao definitiva de si(n + 1). Visto
que as componentes A, estao na dlgebra dos lagos principal sml(n + 1) e obedecem as
relagoes (1.19), e fazendo—se ainda uma mudanca de escala do pardmetro espectral
A — w1, observa-se imediatamente que (1.29) permanece invariante. Daf verifica—se

que,

w(z, A} — (Sw)(z, A)
(Sw)(z,A) = Sw(z,w 'A) , (1.30)

onde a matriz S implementa o automorfismo (1.5), é uma simetria do sistema linear
(1.29). Esta simetria da equagdo acima permite que se construa uma matriz das so-

lugées, comegando com a coluna w(z, A)
Wz, ) = || w(zA),wi(S  w)(z,))...wF (S "w)(z, ) | (1.31)

Note que a ultima expressao justifica a nossa escolha para se trabalhar com a repre-
sentagio definitiva. Visto que a ordem do automeorfismo o (1.5) é (n + 1), é claro que
a poténcia (n + 1) do operador S (e portanto de S (1.30)), que realiza este automor-

fismo, é proporcional ao operador identidade em qualquer representacio irredutivel de
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sl(n +1). Isto limita-nos a procurar a matriz das solugdes de (1.29), comecando com
um Unico vetor e usando a simetria (1.9) na representagdo definida, até alcangar a

dimensao (n + 1).

Para se obter solugbes solitonicas, devemos procurar solugtes especiais do sistema

(1.29) que admitem a expansao

N
w(z, ) = Y N (z)e(z,—N)
g=0
-
e(z, ) = exp{m(Azt + T)} : (1.32)
onde N é um inteiro nio negativo, que serd identificado com o nimerc de sélitons, e
wm(x), j = 1,..., N, sdo vetores A-independentes. Devemos impor, também, que

w® seja um vetor constante com componentes unitirias

nt+1

W™ = 3" k)
k=1
Exw®™) = Nl (1.33)

Para se fixar os coeficientes restantes da expansio (1.32), devemos impor as seguin-
tes relagoes sobre w(z, A) [41]

1‘2‘1'&
T2

(STw)(z, 1) = wT cyw(z, 1)

j =1...,N (1.34)
para determinadas constantes c;, p; e parametros discretos (chamados de "soliton

species” ) r; que assumem valores ndo-nulos no grupo ciclico Z,41. Levando em conta

(1.12) e (1.30), concluimos que a equagao acima pode ser igualmente escrita como
wy(z,wip;) = Wz, ;) (1.35)

onde wy sd0 0s componentes do vetor w

n+1
w = Zwk|k>
k=1
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De (1.34), vemos que a matriz W(z,A) (1.31) é degenerada para A = w*u;, onde
k€ Zpyyej=1 ..., N. Para estes valores do parametro espectral, as colunas com

nimero 1 — % mod (n+1) e r; +1 — k mod (n+ 1) sdo proporcionais.

Para demonstrar que a expressio (1.32), juntamente com (1.33) e (1.34), satisfazem
a (1.29), devemos fazer a seguinte observagio: supondo que U(x, A) = Py_1(z, A)e(z, —A),
onde Py_1(A) é um polindmio em A de grau menor ou igual a (N — 1) com valores
vetoriais é uma solugio de (1.34), entdo U(z, A) anula—se identicamente. Para se com-
preender este fato, note que, devido a (1.34), os coeficientes do polindémio Py_; satis-
fazem a um determinado sistema linear de IV equages. Para valores genéricos de y;,
o determinante deste sistema € diferente de zero. Portanto, existe somente a solucio

trivial nula, U(z, A) = 0. Vamos utilizar esta observagao em

Us(z,A) = wl(z,A)+2042@)w(z, A) + mEiw(z, A)

U (z,2) = 0_w(x,A) +me 2@ E_y(z, X) (1.36)

Como conseqiiéncia de (1.5), (1.6), (1.9) e visto que w(z, A) é a solugio de (1.34),
verifica—se imediatamente que a expressdo acima também satisfaz a (1.34). Substituin-

do (1.32) em (1.36), obtemos:

1
ez, VU, (z,A) = AN (23+<I"w(N) —m(l - -)—\£+)w(N—”) + Rn_q(m, )
™

e(x, \)U_(z,X) 3

(Ae—Zad@‘gg — ].) ’LU(O}(RY) -+ SN_l(ZL', )\) y

onde Ry e Sy_1 séo polinémios em A de grau ndo maior que N — 1. Para se derivar a
primeira das expansdes acima, temos que também usar (1.33). Portanto, Uy anula—se

identicamente, fornecendo

20. 0w = m (1 — %“5+) w1

Ae~242E 10 (z) = w®(z) (1.37)
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Este método de construcao de sélitons nos modelos de Toda afins é uma generalizagao
direta do enfoque aplicado por Date [41] para o modelo sG . Levando em conta (1.8) e

(1.23), pode-se escrever a expressio acima como

N—1 N-1
0i; = m(w,f o '“)gﬂ ))
w9
62a,~.¢ e e"ai;tpﬂhl = YE;, 7; S Zn+1 (1'38)
W

1.3 Expressao explicita para os sélitons

Para se encontrar expressoes explicitas de (1.38) para os campos ¢;, devemos resolver

a equacao linear (1.35), que pode ser escrita como segue:

N
I— k
568 ufe - g0
=1
i=1,.N, k=1,.un+1 , (1.39)

(-1 -

onde w ! que aparecem na expansao (1.32).

sao as componentes dos coeficientes w
By 4 . . . ~ .
||G§,-l)[| é uma matriz N x N e Z*¥) é um vetor de dimensio N. Os elementos da matriz

G™®) ¢ os componentes de Z* sio dados por:

k — — -
GP = 1w e(—winy) — cqw)Fe(— 1))
k —
zy) = pf (el *e(—p) — ol e(—winy)
wj = w (1.40)

A partir de agora, vamos omitir a dependéncia = na exponencial e(z, A) em (1.32).

Notemos, também, que se verificam as relagoes

k k1
G,Szll = #jijS-z )

k k k+1
z® = -G\, = —pw AN

9,65 = —mG), (1.41)
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De (1.38), fica claro que, para se obter expressces explicitas para os campos de Toda

©;, temos que calcular wfo) e wgfl_l) no sistema algébrico linear (1.39). Pela f6rmula

de Kramer, obtemos

k k k
¢y - v oz
det
k k k
wy = (— =
k det G'(¥)
k k k
¢ - 6fv 6fia
det
k k k
R 1 B/ Giver |
o det G®)
= " wws—mm
e} et G

(1.42a)

observa—se que, na derivagao das tltimas duas identidades, usamos também (1.41}. Da

mesma maneira, combinando (1.40) com (1.41), chegamos a:

k k k
¢ ... ¢f_, z®
det
k k k
LN Gl - Gwva 2y |
k - det G} -
k k k
o . ol 0.6
det : : :
k k k
Gy - Gl .Gk

det G®
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= ;}11-—8+ln(det G#) (1.42b)

Substituindo as solugoes (1.42a) e (1.42b) em (1.38), concluimos que 0s campos @y

satisfazem as relacgOes

det GF+2det GW

ePh—Pr-1 — dot 20T (1.43a)
det G

Para demonstrar a consisténcia das equagoes acima, integramos (1.43b) e a escrevemos

na forma abaixo:

k
or it _det G¥)

¢ det Q&I

(1.44a)
onde fj sao funcies arbitrarias de z—. Comparando (1.44a) com (1.43a), obtemos:
efr = et (1.44b)

Lembremos que o campo de Toda ® (1.23) pertence a dlgebra de Lic sl(n+1): [[,e% =
1. Deste resultado, e de (1.44a) e (1.44b), obtemos

n+l det (k) n+1
fo 0 M fr — ntl)f1 _
H e Jor CFD) = kl;[le =e =1, (1.44c)

k=1
de onde observamos que podemos tomar f; = 0. Isto implica que, finalmente, chegamos

a expressao:

detG®
e""k = m (]. 44(1)
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H& uma expressio candmnica para o determinante da matriz G*) [41]. Para obté-la,

notemos que G*) em (1.44a) admite a representacio

Gk D(k)(M — C(’C)H)
ki
o _ Wi e(win) .

it
7 ¢e; e(—py) 7
k ,
D_(ﬂ) = #cjwjlo kE("—MJ’)§ﬂ
Mp=p5 My = (wp)™ (1.45)

de onde obtemos

det G® = det DW.det (M — CP M) =
= det D®.det M.det(M — CWM)det MV =
— det D™.det M.det (1 - C® MMV =

N
= () 11 cjw; *e(—u;)-det (u;_l).det (1-Cc®MMEY)  (1.46)
j=1

Como segue de (1.45), detM ¢é o determinante de Van der Mond: det M =[] (ia—
ti). Prosseguimos, calculando os elementos da matriz MM™'. Do teorema para a
inversa de uma matriz, temos

i = R 4

onde Ay (M) é a matriz dos cofatores de M. Assim, temos

FEMY), = 3 MM = 3 (<L, a00 =
- - det MUD
det M
M,;, para 7T #£
M = (1.48a)

am—r

M;;, para 71 =1
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Em vista de (1.45), o determinante no numerador da iltima fracao, é um determinante

de Van—-der—-Mond também. Esta observacdo leva—nos ao seguinte resultado:

(MMGYYy = —PMQ
N
Py = 05 [[ (1o — winss)
=1
&
Q) = — 3t
a Hp#(#p ~ i)
1
My = ——
Witky —
(1.48b)
Substituindo-o em (1.46), obtemos:
N
det G® = ()" [T es; *e(—p) I (1a — )i
j=1 a>b
71 = det |1+ CHPMQ)|
— det |1 + (CPPQ)* M(C®PQ)*| (1.49a)

As fungdes 7, , k = 1,...,n + 1, que apareceram na ultima equagao sdo as famosas
fungdes tau, introduzidas pela escola de Kyoto [29]. Levando em conta (1.45), (1.48b),

e (1.49a), obtemos finalmente:

7o = det (1 + Q3.V.Q%)

Q = diag (w1, ..., wn)

VX Xi
Vik = —5——

T
g ’ el n+1"7 1
— % + j:%~
By = Wiy, My =W "l (1.49Db)

Substituindo (1.42b) em (1.38), obtemos a expressdo dos campos de Toda em termos
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das funcoes tau:

k k
R det (1 + 22.V.Q%) (1.49¢)

Te1 det (14 Q5% .V.OT)

A expressdo acima para os N-sélitons nos modelos afins de Toda permite estabelecer
uma relagdo com os sistemas integraveis de N corpos com invariancia relativistica,
do tipo de Calogero-Moser [39]. De (1.49a) — (1.49¢), vemos que as solugdes (1.46)
descrevemn a propagacao de N sélitons : as varidveis pi; sao as "rapidities”, enquanto

que as quantidades

(1.50)

sao relacionados as posigoes de cada soliton. Note que, mais do que pelos pardmetros

continuos fi; e a;, os sélitons sdo caracterizados pelos pardmetros discretos r; em (1.34).

Recentemente, foi estudada uma classe de solucdes soliténicas nos modelos ALY de
Toda [47], que aparentemente nao coincide com a expressdo (1.49c). Estas solugbes
contem modos de oscilagao em torno da solugao padrao. Na verdade, as solugtes
descobertas em [47], estdo contidas em (1.49¢), quando ,u?“ = ,u?“ para determinados

¢ # j. Nesta tese nos limitaremos a considerar s6 o caso quando os parametros y; estao

em "posicio geral”, ou seja, pft! # ,u’j‘“ para ¢ # j.



Capitulo 2

O problema de vestimento para

solucoes solitonicas nos modelos

AQ) de Toda

O grupo do vestimento é uma simetria das equacoes nao-lineares de evolugio
com representacio de curvatura nula (ou representacio de Lax). Foi mostrado em [30]
que este grupo de simetria aparece como um limite semi—cldssico da simetria do grupo
quantico. O grupo de vestimento atua, por uma transformacao de calibre, sobre as
componentes da conexao de Lax, preservando sua forma. Portanto, é uma simetria
do espaco de solugoes do correspondente modelo integravel. O objetivo desta secao é
apresentar nma derivagdo dos elementos do grupo de vestimento que geram N-sélitons
em teorias Al) de Toda. Este problema encontra-se resolvido em [42] para a equacio
sine-Gordon, que é o modelo Agl) de Toda. Expressoes para os elementos do grupo de
vestimento que criam N—sélitons a partir do vdcuo foram conjecturadas em [34] para

uma ampla classe de hierarquias integraveis.

24
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Com a finalidade de compararmos nosso resultado as expressoes de Babelon e Ber-
nard {42, é conveniente realizar uma transformacao de calibre, dependente do campo,

nos componentes da conexio (1.28):

Dy — eq’Die_q’ = Qs + A

.Aj: = :lzai‘I)—kmei"dq’Si (21)

Para a solugdo do vacuo ® = 0, as componentes da conexao acima assumem a seguinte

forma
A = més (2.2)

De acordo com a definicdo geral, as transformacgces de vestimento sao representadas
pelos elementos do grupo dos lagos g(x, A) € SL(n+ 1), que atuam em (2.1) como

transformacoes de calibre: Ay — A%
AL = —Bigg' +gAsgT (2.3)

de tal modo que a cobexdo A% tem a mesma forma que a original (2.1) com & — @9.
Visto que, pelas transformacoes de calibre a curvatura transforma-se como F,_ =
[Dy, D] — gFy_g™', vemos que as transformagdes de vestimento sdo simetrias das

equagbes de movimento (1.26), (1.27).

2.1 A Solucao do Problema do vestimento no grupo

GL(n+1)

Fizemos uma ilustragdo da simetria de vestimento aplicada aos modelos de Toda afins.
Antes de tudo, introduzimoes uma decomposicao, chamada de decomposicio de Cartan

na algebra dos lagos § = si(n+ 1)

9=+ PG Sg (2.4)
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onde §. sdo as sub—dlgebras de grau positivo (negativo), e G, contém todos os elementos
de grau igual a zero, conforme a expansao (1.20). Observamos, também, que junto a eq.
(2.4), existe localmente a decomposi¢io de Gauss no grupo de lagos correspondente,

G = ﬁ(n +1):
G =G.GG-
G+ =%, Gy = &% (2.5)

Note que a dltima equagio é a versao exponencial de (2.4). Além disso, introduzimos
as sub-dlgebras (sub-grupos) de Borel da seguinte maneira:

by =G0 DGy

Bi = ebi (26)

Voltando ao problema do vestimento para a conexio A4 (2.1), primeiramente obser-
vamos que A+ € by. Por isto, e porque b, sido duas sub-dlgebras de §, colocamos
g = g1 € By nas equacdes (2.3). Entdo, concluimos que a transformacio de vesti-
mento ® > ®9, realizada pelos elementos g = (g4, g-), deve satisfazer as seguintes

relagoes

9 =& — X! mod2miAy

@ =@ + X mod2miAy (2.7)

A rede das raizes é composta das combinagoes lineares dos pesos fundamentais X; (1.3).
Notemos, também, que a simetria das equagdes de Toda afins, ® —» @ + wiAy, estd

intimamente ligada a existéncia de sélitons. Os elementos gy admitem a decomposi¢ao
0
gr = €%, (2.8)

onde os fatores omitidos em g+ pertencem aos subgrupos G. (2.5).
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Levando em conta (2.1), vemos que
Tz, ) = e2@W(z, ) , (2.9)
onde a matriz W, que foi introduzida por (1.31), é uma solugido do problema linear
(O + A) T(z,A) = 0 (2.10)

Devido & expansao (1.32), as componentes do vetor w (n+1-dimensional), wy, admitem
a seguinte representagao
N
wi(z,A) = J[(A+eg(z)e(—A)), 1<k<n+1 (2.11)
j=1

A dependéncia das varidveis e;; em relagio a z* e ™ é fixada por (1.35), a qual levando

em conta a expressao acima, conduz 4

N i Ty
AW W) (2.12)

i1 €kt Ay e(p;)

Em vista de (2.11), podemnos expressar a matriz (1.31) como segue:

W(z,A) = U, ,\)E(x A) (2.13a)
Un(z, A) = kDD H RS (2.13b)
Eu(z,A) = Oue(—w* 1,\), kEl=1,...,n+1 (2-13c)

Como préximo passo, vamos calcular o determinante de (1.31). Antes de tudo,
notemos que, devido as equacoes acima, as singularidades exponenciais dos elementos
da matriz W desaparecein em seu determinante. Portanto, det W é uma funcao me-

romérfica sobre a esfera de Riemann CP!. Além disso, devido a (1.35), det W anula-se
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sempre que A" = ,u,;”‘l, para j = 1,..., N. Isto quer dizer que det W tem ao menos

N(n + 1) zeros. Este ndmero é exato, ja que temos a expansao,
1
det W(x, A) = (=)™ AUV et (1 + O(X)) ;A oo (2.14)

onde a matriz €} é dada por (1.10). I& claro que det W nao apresenta outros pélos, e

portanto, devido ao teorema de Cauchy, chegamos ao resultado:

det W(x,A) = (—)"VdetQ ﬁ()\““ — ) (2.15)

=1

A partir de agora, sers itil expressar os campos de Toda A, dados em (1.23) e (1.26),

em termos das varidveis ! e (2.11). Com esta finalidade, é suficiente comparar (1.32)

com (2.11). O resultado é
, N
0® = Tle (2.16)
i=1
que, juntamente com (1.38) e (1.40), produzem as expressoes
e = (IV[[E, k=1,...,n+1 (2.17)

Para se obter esta expressao, escolhemos efs = [[;w;" em (1.44a)—(1.44c). Visto que

o campo P (1.23) pertence & sub-dlgebra de Cartan sl(n + 1), a restrigao

nt+l N N . N )
[l = YTt (2.18)
k=1 j=1 j=1

é obedecida. Voltando ao problema do vestimento, definimos a matriz de transporte

normalizada 2

T(z,A) = T(z, )T 0, A) (2.19)

! Estas varidvels aparecem no estudo de solugbes periddicas da equagic KdV e da cadeia periédica

de Toda [48]
2Como ponto de referéncia, escolhemos aquele com coordenadas do cope-de-luz 2+ =2~ =0
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A matriz acima é ”unimodular”. Contudo, devido a (2.10), ela pertence ac grupo de
lagos SL(n + 1) na graduagao principal. Sejam 7 em (2.9) e T' (2.19) as matrizes de
transporte associadas a uma certa solugao de N—sélitons (2.17) e Ty, Th as matrizes de

transporte correspondentes ao vacuo; pode-se, portanto, escrever

T(z,A) = f(z, NTo(z, A F(0,A) (2.20a)
Fla, ) = T(z, Ty Yz, A) = e2OW(z, Wy Yz, ) =
= 2@U(z, Nz, M) (2.20b)

Tolz,A) = Tolz, A)Tg (0, A) = e mE2"+E-27) (2.20c)

onde Wz, A) e Wy(z, A) sdo as matrizes (1.31) correspondentes a uma solugao genérica
de N-sélitons (2.17) e ao vdcuo respectivamente; a matriz U, na dltima equagio
(2.20b), é dada por (2.13a)—(2.13c), enquanto que Up representa a solugio andloga
do vdcuo. Devido a (2.13b), Up torna—se Uy = @ (1.10). Levando em conta estas

observacoes, concluimos que:
fz, A) = e*@ U (z, Q!

Em vista de (2.20a), f(z, A) é uma transformacéio de calibre, que transforma a matriz de
transporte solugao do vacuo Ty na matriz de transporte T, relacionada a uma solucao
de N-solitons. Portanto, esta transformacao de calibre gera uma transformacao de

vestimento. Note, também, que o elemento f(z, A) estd na graduagdo principal:
flz,wd) = Sz N5 (2.21)

Para se obter a equagao acima, observamos que a matriz (2.13b) satisfaz 4 equagao
Ulz,w)) = M~ 2U(z, A)é- que, combinada com as relagbes de comutacio, produz

(2.21). Devido a (1.13), vemos que f(z, A} pertence ao grupo de lagos GL(n + 1) na
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graduacao principal. De (2.15), é visto que

detf(x)) = ()" [LO - ) (2.22)

=1

2.2 O vestimento no grupo SL(n + 1)

Note que a solucao geral do problema do vestimento (2.20a), ndo é iinica. A razéo é que
existern matrizes #(}), independentes de z*, que nao sdo proporcionais 3 identidade, e

comutam com Tp (2.20c). Portanto, o elemento

gz, A) = [z, A0(}) (2.23)

é a solugio geral do problema do vestimento; na equagéo acima, f(z, A) (2.20b) é uma
solucao particular. Para se fixar a matriz nado—conhecida #()\), impomoes um conjunto

de restricoes

H(A)gﬂiﬂil(A) = &4 (2.24&.)
BwX) = SBNS (2.24b)

_ (=)
detH(A) - H;V:l(An_'_l _ [.L?_'_l) (2 24(:)
(2.24d)

e (14+0(N) for A0
glz, ) = (2.24e)

e® (1 + O(%)) for A — oo
Para justificar os requisitos acima, notamos que (2.24a) assegura a comutatividade de
0(X) com Ty (2.20c); levando em conta (2.21), vemos que (2.24b) garante que o elemento
do grupo de vestimento g(z, A) estd4 na graduagao principal; (2.24c) vem do requisito

de que g(z, A) deveria ser unimodular; finalmente, (2.24e) é uma conseqiiéncia de uma
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analise de grau aplicada a (2.3). Note que estd de acodo com (2.7) (para maiores

detalhes, veja [30, 42]. E facil se verificar que a solugio geral (2.24a) é dada por
T
B(A) = B(A)+ D (A& (2.25)
k=1

onde o gerador & da base de Cartan da sub—4lgebra alternativa %' foi introduzido por
(1.8). Inserindo a expansdo acima em (2.24b), e levando em conta (1.9), terminamos

com
O(wA) = w()), k=0,...,n (2.26)
Para se calcular o determinante de #(A), devemos usar (1.11)

n+1 /n+1
det O(A) = det X102 = [] (Z Qabioy( ) =

H(z()) - o)

além de (2.24a)—(2.24e) e de impor que os elementos da matriz (2.23) sejam fungdes
meromorficas sobre CP! , com polos simples localizados nos pontos A = w”p;, para
p=0,...,nej=1,...,N. Em vista da dltima restricao, somente um nimero finito

de solugbes sobrevive.

Entre tais solugoes, escolhemos a que satisfaz ao sistema

n+tl 1
Z Qub 1(A) = =5 A= 1) E=1,...,n+1 (2.28)

=1

E claro que (2.27), junto com a equagio acima, garante a validade de (2.24c). Note
também que (2.24c) é compativel com (2.26). Inserindo (2.25) e (2.28), em (2.23)

obtemos

0@, {u},3) = eTM(&, {u}, 0" (2.292)
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onde o indice superior indica o niimero de sélitons e ['"¥) é uma matriz (n+1) x (n+1),

com elementos

—1)(I— N A—}-wl_le A
DM@, (), ) = wEDED] (@)

=1

= (2.29b)

Note que a dependéncia em relagio as coordenadas do espago tempo é ditada por (2.12)
e (2.17). A expansao (2.24e) é satisfeita como uma conseiiéncia de (2.17). Observamos
que o método apresentado nesta segao foi previamente usado em [49] para resclver o

problema do vestimento para as solugbes geométrico—algébricas no modelo de sine-

Gordon



Capitulo 3

O problema da fatorizacao e a

relacao com o tratamento do

operador—de—vértice

H4 uma maneira geral de se construir sélitons em teorias de Toda afins [37].
Substancialmente, baseia—se no tratamento em termos de toria de grupos para siste-
mas integraveis, desenvolvido por Lezenov e Saveliev [50]. Para se aplicar a analise
de Leznov-Saveliev para as equagdes de Toda afins, primeiramente se considera as
equagtes afins de Toda conformes (CaT) [61, 52| que aparecem como uma condigio de
curvatura nula com conexio da forma (1.28), cujas componentes pertencem & algebra
de Lie afim G, que é a extensdo central da correspondente algebra dos lagos G. A
necessidade de se introduzir a extensdo central A Algebra dos lagos deve-se ao fato de
que a andlise de Leznov—Saveliev utiliza dlgebras de Lie que admiten representacoes
nao—triviais de peso maximal. Tais representages somente existem se a carga central
nao ¢ nula. No caso dos modelos CaT, o tratamento por teoria de grupos produz a

solucao geral da equacio de movimento, parametrizada por um campo livre sem massa,

33
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e um elemento do grupo que pertence a um grupo de Lie afim, G. Foi sugerido em
[37] que os sdlitons surgem quando o elemento do grupo se fatoriza em um produto
de elementos especiais do grupo de Lie afimm, que estao intimamente relacionados com
os operadores—de-vértice. Estes elementos sdo exponenciais dos elementos da algebra
dos lagos que diagonalizam a acdo adjunta da sub-algebra principal de Heisenberg. No
formalismo de [37], a implementagao de tal elemento resulta na criagdo de um séliton
simples. O tratamento algébrico para os sélitons na teoria afim de Toda foi posterior-
mente desenvolvido em [42]. No iltimo artigo sobre o exemplo do modelo sinh—Gordon
conformalmente estendido, foi mostrado que os solitons podem ser obtidos do vicuo via
uma, transformacido de vestimento especifica. A forma explicita dos correspondentes
elementos sdo usadas para estabelecer uma relagdo com o formalismo dos operadores—
de—vértice [37]. Contudo, foi demonstrado que a solugao do problema de vestimento
no grupo afim difere daquelas no grupo de lagos por um fator que estd no centro *.
Nesta secdo, estendemos os resultados de [42] para os modelos AW de Toda, isto &,
comecando por (2.29a), (2.29b), mostramos primeiramente que se pode fatorizar um
elemento genérico do grupo de vestimento em um produto de fatores monosolitonicos;
em seguida, analisamos nossas expressoes (2.29a), (2.29b) para N = 1, e obtemos a

relagdo para a construgdo do operador-de-vértice das solugbes solitonicas.

3.1 O inverso de um elemento de vestimento mo-

nossolitonico

O objetivo desta secao é o de calcular a matriz inversa que nos é apresentada em

(2.29a), (2.29b), para o caso de N =1. Como veremos, a solugio deste problema estd

1 0s argumentos usados em [42] podem ser facilmente generalizados para se aplicar a uma arbitréria

teoria de Toda afim.
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ligada ao problema da fatorizacio de gV, (2.29a)-(2.29b), em fatores monosolitonicos

e desempenha um papel importante na relagio com os operadores—de—vértice.

Antes de tudo, notemos que para N = 1, (2.29a) assume a seguinte forma

g (F,p, N = ) > SVe(p,wA) >< gl 87" (3.1a)
r&&nt1
n+l A _ -fj
Vel V) > = & S i (3.1b)
- A
n+1
<wy| = wM =% < (3.1c)
i=1
e fi = —% (3.1d)

onde S é o operador apresentado em (1.5) e (1.12), e o transposto do covetor < g
(3.1c) apareceu ja em (1.33), num contexto diferente. Lembremos também que (3.1d)
é a versao monosoliténica da expressao geral (2.17). Serd util observar que (3.1a) é um
caso particular de

g(z, A= Y, ST A)®x (w NS (3.2)
rCZni1
que satisfaz (2.21) para cada dupla de vetores de dimenséo (n + 1), ¥ e ¥, e por isto

pertence & graduacéo principal. Afirmamos que a matriz inversa de (3.1a) é dada por

g(l)_l (F: py A) = EK(F)Q(I)(_F: H, A)eWK(F)
1 n+1
K(F) = 3 Z(H,\,- + Hy, ) fi (3.3a)
i=1
onde A; para i = 1,...,n s&o os pesos fundamentais de sl(n+ 1) (1.3) e Ap = A41 = 0;
A — HAé a identificagdo natural do espago de dimenséio (n + 1)-Euclideano com as

matrizes (n + 1) x (n + 1) diagonais: H) = 3; Mi}i >< i|. Entdo, a iltima equagao
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(3.3a) pode ser escrita da seguinte maneira:

i+ Ji
Ki(F) — Kipr(F) = f—-z—fil (3.3b)
Além disso, gracas ao fato de que o traco de F é nulo, temos também
Ki(F) = Kipnia (F) (3.3¢)

Notemos certas identidades tteis que envolvem as quantidades introduzidas acima.

Primeiramente, temos

1
—— Y Sy ><wplST =1 (3.4)
1+ 1 [ASY #PE )

onde |vg > foi definido em (3.1¢c) . Além disso, vamos precisar dos resultados

of —af = (1 -wtel
of = < ug|STeKEEF |y, >=
= tr(S%XILR) (3.5a)

que 530 conseqiiéncia de (3.1c¢), (3.3b), e (3.3¢). Em particular para ¢ = 0, das identi-

dades acima segue que
< vg|e¥FIshF|vg >=0 (3.5b)

De (3.1b) obtemos a expressio

241

[Ve(it, A) >= (eF + ——shF)jvo > (3.6)

Prosseguimos com o calculo do produto g®WgV-1, De (3.1a), (3.1b), (3.3a) e (3.6),

obtemos:

- 1
T
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TA ST
2 Z dr Z ZCX;ShF|V0 >< Vg|Srp —
A—wps
—(af’ — a”?)S8PeF |ug >< vg|)e KF) —
2,1‘2 whtr (Q'T-r _ aj_ﬁ_—f‘)

(1257 (A — W) (A — wp)

STshF|vy >< vg|SPe ¥¥) (3.7)

Para simplificar esta expressao notemos que o primeiro termo é igual a identidade.

Para demonstrar este fato, lembremos da notagao (3.5a) e de (3.4):

1

WZG'P rSfeFI’U{) >< ’U[)|S Pe” K(F) =
T

1
= mZEFSrI'UD =< 'L‘[)|S TBK(F) FSp['U > 'UQIS Pe K(F) -

nr

1

= meK(F) ZSPI’UQ >< ’U[)|S_p€ﬁK(F) =1 (38)
P

Ento, para se verificar que g™V g1 = 1, precisamos demonstrar que a contribuicdo
dos 1ltimos trés termos em (3.7) é nula. Isto parece ser impossivel, pois o ultimo termo

aparentemente apresenta polos de ordem 2, devido ao termo para os quais p = r. Esta

aparente contradicao resolve-se gracas a (3.5b), que garante a identidade a? = a? e,

por causa disto, o dltimo termo de (3.7), considerado como uma fungio de A, s6 tem

pélos simples. Entao, podemos escrever este termo da seguinte maneira:

(BT —aPT)
2> O — w) (A — wPp)

p?ff
wrAdS" of —af
_Z — " shF [*_—|vo>
a— Wb oy wP—1
P

—aof
<ylSF + 24—-'—“—S_ph)g >< v e K(F)
wP —1

S7shF}vy >< v0|S"pe"K(F) =

(3.9a)

Para se obter a ultima identidade, usamos a decomposicao

1 ! 11
(A—w (A —wPu)  plwm—wP) \A—uwp A —wPp
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Levando em conta (3.5a) e (3.5b), podemos escrever 0 membro direito de (3.9a) como

Do

Substituimos (3.8), (3.9a) e (3.9b) em (3.7}, e obtemos

TAd T
5 > shF ( Plvo >< vo]S P +af — S Plvg >< vo|) e K (3.9b)

=
o — W

“ w” AdST o

WM™ g _
g9 n+l15A—wyu

1 -P -P
T hn+l zp:[(ﬂbr —a)
SPel vy >< wy| — 2089 PshF|ve >< Vgl] e KW (3.10)

E facil demonstrar que @ = 0. Na verdade, aplicando (3.4) ¢ (3.5a), obtemos:

1

n+1 Z(af a”?)SPef vy >< ,U0|67K(F} _
=e n+1 ZSP""D >< vl STPK I (F — e7F )y >< wyle” KU =
= K(F)(ezF —1)|vg >< vole~ K(F)

Da mesma maneira, calculamos

2
of S7PshF —K(EY —
- zp:( 1 S7PshF|vy >< vole
= eK(F)(ezF — 1)|vg >< ?J0|67K(F) ,

de onde concluimos que a matriz (3.3a) é a inversa de (3.1a).

3.2 O problema da fatorizacao

O objetivo deste parigrafo é o de demonstrar que o elemento g™, (2.29a)-(2.29b),
admite representacio em produto de fatores monossolitonicos. Cada um destes fatores
é funcao meromérfica do parametro espectral, que s6 tem pdlos simples nos pontos

A= pw’, 1 € Zpyy, onde p € um dos ndmeros fiy, ..., iy (1.34), (2.29b). Além disso,
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vamos ver que os fatores monossolitonicos tém a seguinte forma: sao o produto de um
elemento que tem a forma (3.1a)-(3.1d) por uma matriz diagonal. Comecaremos com
uma observagio simples: seja g(A) uma matriz que satisfaz a (2.21). Entao, temos a

relacao:
resy—,rug = w' S’ 1883 =g S (3.11)

Em analogia com (3.1a)-(3.1d), escrevemos o elemento gV, (2.29a)-(2.29b), que gera

N-so6litons a partir do vacuo, da seguinte maneira:

1 . .
M@ {a},Y) = = Y Sla((she ) ><w|ST  (3.12)
nléa
nil Pi N A id | -
e (), ) > = Y e¥ [ S 2)i> (3.12b)
=1 1A~ M
N €.
v = (V][ (3.12¢)
i=1 Ha

onde o vetor < vy foi introduzido em (3.1c) Demonstraremos que o elemento (3.12a)-

(3.12c) admite a fatorizagio

g(N)(q), {]_L}, A) - epNg(l)(FNa H“ws A) Teer eplg(l)(Fla Hi, A) ’ (313)
onde
1n+1 - 1 n+1 B
P :=§'§:1%Lﬁp3, fq::zijz:fﬂﬁpj
ji=1 i=1
n+1 n+1
opu=Y fa=0 I=1,...,N (3.14)
j=1 i=1

sdo0 dois elementos da sub—algebra de Cartan de si(n + 1); os elementos g{!) foram

introduzidos através de (3.1a)—(3.1d). Precisaremos da notagio
gi(N)(‘I’! {u},A) = Q(N)(@, {,u},/\)g(l)‘l(Fh 1, /\)e*ﬁ N
gV (Fp, Ne™, 1=0,... N

g (@, {u}, X) = g™(@, {u}, N) (3.15)
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Observamos que, conforme (3.2), os elementos gl(N), que pertencem a SL{n + 1) na
graduacio principal, podem ser expressos como

g™ (@ {ph A= Y Fe({uhwTA) >< plwTTA)ST e KU

refingl
n+l

< =Y <ileal) . (3.16)

onde os covetores < g satisfazem & relagdo de recorréncia

< p1+1(/\)| = —'n, 1 Z < p[()\)|€K(E+1)_K(E)_PISPIUE+1(MH_I, w'P’\) ><C 'UU|57P
14
1
< ,Og(A)| = m < 'U0| (3173.)

Escrita em componentes, a dltima relagao assume a forma seguinte

1 ntl . A— Wiy 18fki+1
. ) = elri+1 A ks +
i) = g () F oS
Liy1 = Ke(Fia) — Ke(F1) — Fos 1 Pu (3.17b)

2
Para determinar os elementos ¥} e Pi_;, vammos impor as seguintes exigéncias sobre o
elemento g§”’ (3.15):

}

(i) As tGnicas singularidades de gl(N sao polos simples nos pontos que satisfazem &

relagao An*! = u;-“ para [ < j < N. Em particular, isto quer dizer que

resmgl(m =0 1<i<] (3.18)

(ii) O vetor < g ()| (3.16) também tem somente pélos simples localizados nos pontos
A= whip; para 1 < ¢ <. Os parametros discretos r; foram introduzidos em (1.34).

Em particular, obtemos

e < ()] = 0

r#r, 1<i<] (3.19)



— 41 -

Levando em conta a representagio (3.16), observamos que gracas & segunda exigéncia

jonada aci ] (M) ndo pod slos de ord ' igual
mencionada acima, o elemento g, * nao pode apresentar polos de ordem mailor ou 1gua.

a dois. Notemos, também, que como conseqiléncia de (3.15), se g,,(N} ndo tem pélos para

AL = 1 a5 matrizes g,(cN) para k > [ também sdo regulares para estes valores de

M. E claro que o elemento g™ = g[(,N) e o0 covetor < po| = nlj < o} satisfazem as

restriges (i) e (ii). Suponbhameos, por inducie, que para um nimero inteiro positivo I,

g e < pi| satisfacam a (i) e (i1). Em vista de (3.11), (3.16) e da restricao (ii), gt(fl)

nio tem pélos para A"*! = Pt somente quando res,,,, g™) = 0. Usando (3.16) e (ii),

obtemos que

res#wlgl(fl) = I'ESMH|’U¢.()\) >< pl+1(.u'i+])| +

Hw T ST g (W 1) >< P (A ST (3.20)

Da expressao acima, fica claro que a restricio (i) pode ser escrita como

resy, ., [vo ({#}, A) >= 1S " oo ({u}, 0 puy 1) > (3.21a)
T

< Pre1 (Jul+1)l = — " TS M+, < A+l (A)|STH'1 ; (321b)
+1

onde ;41 € um certo nimero. Substituimos (3.11) e (3.12b) em (3.21a), e obtemos

i ook Ha (@7 iy — fha) i1t €k (3.228)
Ha¢t+1(#1+1 - ,Ua) e Witliliiy + €xq

Y41 = W

de onde concluimos que (3.21a) possui solugio somente se 0 membro direito da equacao
acima nao depender de k. Isto é garantido por (2.12), que descreve a evolugdo do

sistema com N sélitons. Combinando (3.22a) com (2.12), obtemos

ey = W2 o (W7 gy — fa) Hit1 + €1q (3.22b)
Mot (g1 — ta) o @™+ gy +€1a




— 42 —

Antes de se discutir (3.21b), notemos que, de (3.17a}, segue a expressio

Hip1w” ;
TSy pyy, < pH'll = -2 n++ 1 < pl(w ﬂ'Hl)I
eK(Fz+1}—K(Fx)—PzShFHlsrrvO S VO’S—r (3.23)

Além disso, explorando a restrigdo (ii) para < pr41(A)|, a relacdo de recorréncia (3.17a),

e a identidade (3.4), obtemos

< prr(p)] =< pg(‘u;+1)leK(FHl)—-K(F;}—’Pz_FH_l -

2
2L < oK KO P v < vl +
2 _ _
Taris Py e i) KD Prshy
w?
> 1-- prp|'UO >< uplS7" (3.24)
p#0
Tendo em vista
1 5 A T
n+1 FEEp41 A—wTy Antl — et
2 — 1, obtém-se a identidade
24k —n<k<0
n wrk
o (3.25b)
r=1 l—w

—5—1+%k 1<k<n+1
da qual se pode concluir que

n TK

Z 1— wrSTIUO >< ”U0|S—T = Z(—n/2 +j — k)lk >
720 k<j

<jl+Y.(n/2+j - k)k >< ]| (3.25¢)

k<
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Substituimos a identidade acima em (3.24}, e lembrando que res,,,, , (#+1) = 0, segundo

a restricao (ii), obtemos
< Pl+1(!“’l+1)| =< pl(#[+1)|8K(Fz+1)—K(Fl)_'pt_Fz+1 B

. 2t
n+1
2

< p;(‘u,H_l)|eK(F’+1)_K(E)"P’ShF|+1|Vg >< vo| +

Qok-)+n+1)3)

n+13 k<

< py(pigr)|eF - EE-Pigh Ry Kk >< ] (3.26)

+

De (3.23), segue que o membro direito de (3.21b) é um covetor proporcional a <
(isto quer dizer que todas as componentes deste covetor sao iguais). Entao, concluimos
que para (3.21b) ser consistente, as componentes de < pyy(p41)| (3.26) t8m que ser
iguais. Usando (3.26) ¢ a identidade < py(puy41)|eXF)=KED-PighE,|lvy >= 0, que

resulta do fato de que < pr..1(A)] é holomérfica para A = py41, concluimos que

pitrt (1) = Pirarer (pisn) = pj(pus1 )€Y — piyy(pyy g Jeliviatlines o (3.27)

Relembrando (3.17b), observamos que, para o anulamento do membro esquerdo da

equacao acima é preciso que

piuty )oKl — o (3.285)

seja independente de j. Esta observacio, juntamente com (3.14), leva—nos ao resultado:

~K;(F)

eFilz _ Pit (M+1)f3 (3.28b)

n+1
1L PliGussn)
Usando (3.3b) e (3.5b), verificamos que a solugdo acima satisfaz & restricdo res,, , <

pr1(A}| = 0, sem a necessidade de se impor outras condigdes. Inserindo (3.28b) em

(3.23), e levando em conta (3.3b), obtemos
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Tﬂ-
] +r

n+1

reSwrpyyy < pii(A)] = Hic Z w(17)

F1E€Zn+1
(le(wrﬂlﬂ) T Pj+ll(wr#l+1))
Pﬂ(#z+1) Piv1t( 1)
efi (Frap)—=5= < Yo |S r (3'2934)
< prpa ()| = (1 + pypa
(m+1) i3
ill’l pji(ﬂ'l-}-l) )eKj(FE+1)-f'ﬂ'2"t]; (329b)
X pieu(p)

Combinamos estas expressoes com (3.21b) e com (3.19), o que nos leva ao seguinte

sistema.

> (1) (Pﬂ(w pii1) w—rpjﬂz(wrmﬂ)) eKJ-(EH)—ﬁ?—l = Gppy, (1 —07) X
pit(te1) piru(piry) ,

W' 1 — g H Hiry + €14
apit1 Bl — Mo o Wbt €

J€Znp1

X

fita1
x 2 (1+N1+1%1H o (#z+1)) S (3.30)

Cmin Pj+1t
Lembremos que, para r = 0, a equagao acima é trivialmente satisfeita. Por isso, termi-
namos com uin sitema de n equagoes para determinar as componentes do campo Fjy .
Como Fyy; tem n componentes independentes, concluimos que este sistema é suficiente
para determinar Fj,;. Desta maneira, as equagoes (3.28a), (3.28b) e (3.30) apresentam
um algoritmo para se obter a fatorizagio (3.13). Continuando este procedimento, che-
gamos a matriz ggi‘" (3.15) que, conforme as restrigdes (i) e (ii), ndo tém singularidades
na esfera de Riemann CP! onde o parametro espectral assume seus valores. Portanto,
gg?’) nao depende de A. Devido ao fato de que g](vN) & uma matriz constante (em A)
e pertence ao grupo Ef(n + 1) na graduagdo principal (2.21), concluimos que ela é
diagonal. E claro que Py em (3.13) fica arbitréria. Podemos usar esta liberdade para

(v

obter g5 ' = 1. Esta observagdo completa a demonstragao de (3.14).
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3.3 A relacao com os operadores—de—vértice

Existe uma abordagem puramente algébrica para os sélitons nos modelos afins de Toda
[37] que explora exclusivamente a teoria de representagdes das algebras de Kac-Moody
[45, 46]. Nesta secio, tentaremos reproduzir esta relagdo, no exemplo particular de
monossolitons, usando o procedimento bascado na simetria de vestimento. Voltemos a

(3.1a)-(3.1d). E claro que (3.1a) pode ser escrita como 2

g0 =" +25 - _ShER (1, ) (3.31)
onde
RN =—— 5 Y v >< w5 (3.32)
M, = - 0 0 .
n+1rezn+l)\—w 7

Levando em conta (3.25a), obtemos uma expressac mais explicita

1
Rip, A) = WS (14, A)
S(p, Ay =Y AP I > < Gl + Y NI > < (3.33)

J<i i<j

Além disso, temos as expressoes

chF |1 > < u]

dg 1 . , 1
5‘},‘;—58 |3><%]+n+1

< g =< 6|8 A) (3.34)

Levando em conta (3.25a) e (3.3b), nao é dificil verificar a identidade
)‘nJrl _ ‘u’nJrl

5 (S, M) — IS (0, 2)) - (3.35)

S(p, N)shFeXS(p, ) =

Combinando (3.34) e (3.35), obtemos

o -1 . n _
a@'g(l}(@’ p A (gD) (@) = P (Bi(p,A) - B (1, ) e ¥ (3.36a)

1= 1,...,n

2Daqui em diante, vamos omitir os indices que especificam o nimero de sélitons.
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onde F é uma solucio de um-séliton (1.49¢), K(®) foi introduzido em (3.3b), (3.3a) e

i /\n+1+l—i'u}i—l . 1/\n+1 +,u”+1 B
B (:U': A) - lz: Al _ gt ' 93t -l E® +
<t

it
A il

; _/\n+1_un+1 ’ z=1,,n+1 (336]3)
>

+

Relembrando que F' é uma matriz de traco nulo, um de seus elementos pode ser
expresso em funcio dos outros. Ao se calcular a derivada do lado esquerdo de (3.36a),
foi usado que f,11 = — 31, fi- As expressoes em (3.36b) seguem de (3.12a), (3.12b),
(3.6) e da formula do somatdrio (3.25a). Vamos introduzir o elemento do grupo dos

lagos
AO(F X)) = e KEgW(F, u,X) (3.37)

Tomando (3.36a), segue que este elemento satisfaz ao sistema

3 = ]., B 1] (338&)
. B 0 0 i _ pnrtl
Twd) = (afnﬂ afi)K(FHB(n,A) B (1, A)

for1 = —if:: (3.38b)
=1

Uma intrigante propriedade dos elementos J¢ da dlgebra dos lagos é que eles nio
dependem do campo de Toda f; para i = 1,...,n. Combinando esta observacio com

a condigiio de integrabilidade do sistema linear diferencial (3.38a), concluimos que
[75 0, ), P, N)] = 0 (3.39)
e, portanto, a seguinte representacao

g(l)(F, ”, A) — BK(F)BEI;I .fiJi(fJ'?A) (3_40)
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é vilida. Note que para n = 1, que corresponde ao modelo sinh-Gordon, o fator
diagonal no membro direito da equagdo acima desaparece, e terminamos com a forma
exponencial do grupo de vestimento de um um-séliton [42]. Prosseguimos com a se-
guinte observacio, como foi notado em [30]: o problema geral do vestimento admite
duas solugoes dependentes das propriedades de analiticidade para A — 0e A — oco. Em
outras palavras, as solugoes (2.29a) e (2.29b) em particular, devido & decomposicao de
Gauss no grupo dos lagos SL(n + 1), representam dois elementos diferentes. Omitindo

a dependéncia dos parametros do campo, podemos escrever

g+(d) A0
g(A) = (3.41)

g-(A) Ao
do que concluimos que o elemento g(A), que analisamos antes, & uma continuagio
analitica de dois elementos distintos do grupo de lagos. Conforme [30] e [31], um
elemento do grupo de vestimento é representado pelo par (g4, g-) havendo um difeo-

morfismo canonico entre estes elementos e o correspondente grupo dos lagos:

(9+,9-) = 9”9+ (3.42)

Denotamos por J&(u, A) e J*(u,A) as expansoes dos elementos (3.38b) em torno de

A— 0eA— oo, e usando (3.38b), obtemos (3.40).

(6)7 (B, 1, M)l (B, A) =2 €25 700

Iz( ) = Jz (Iu'a A)_ Ji(”: A) =

- i+k(n+1) Eﬁc—kl(l +1)
—?, n n .
=—> > pRE D T k) | 1 € Znt1 (3.43)
=1 keZ
onde o produto normal : : significa escrever J¢ A esquerda : J* J;[ = J;[Ji = Jt Ji e

os indices inferiores, como especificado no Capitulo 1 , incluem poténcias de A. Para
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ser mais preciso, deve-se enfatizar que os elementos I* ndo estdo bem-—definidos na
dlgebra dos lagos. Para evitar esta dificuldade, considera-se a representacio de nivel
1 das correspondentes algebras de Lie afins [37, 38, 45, 46]. Nao é dificil calcular
os comutadores dos elementos acima, com os elementos de grau £1 na sub-dlgebra

principal de Heisenberg (1.25). O resultado é

(L)~ () + " ()
() — I () + I () (3.44)

Tl =

Comparando as expressoes (3.43) com (1.16a), (1.16b) e (1.21), obtemos
Flp) = 3 W™ -1F(y (3.45)
[{sy AR
A identidade acima, junto com (1.22), (3.43) e (3.44) sugere uma relacio com a abor-

dagem dos operadores—de-vértice para os sélitons afins de Toda [37, 38].



Conclusoes

Primeiramente, convém lembrar que ha duas nogoes de sélitons que estao relaciona-
das, mas ndo sdo equivalentes [9, 11]. Um séliton, do ponto—de-vista fisico, é uma
solucio localizada das equagdes do campo, que apresenta quantidades fisicas, como
momentum, energia, etc. Ha um outro conceito de sdliton adotado no MEIL, segundo
o qual os sélitons surgem quando o correspondente problema linear auxiliar nao tem
reflexdo. Na presente, tese relaxamos as exigéncias fisicas, e lidamos com os solitons
como se fossem tratados pelo MEL A razao para utilizar esta abordagem é o fato de
que o formalismo aqui desenvolvido pode ser repetido, sem qualquer modificacho, na
regiao fisica da constante de acoplamento. Devido a isto, para sermos mais concisos,
preferimos trabalhar com um valor real da mesma, e apreciar a beleza algebrica das

solugoes solitonicas.

Esta tese restringe-se somente ao estudo dos sélitons de Toda A, Uma razdo disto,
foi conservar a discussao o mais elementar possivel. Por outro lado, nossa abordagem
est4 baseada na observagio de que a conexdo (1.28) pertence & graduagio principal. A
graduacao gera um automorfismo ¢ (1.5), produzindo uma simetria do sistema linear
(1.29). Para 4lgebras de Lie gerais, pode-se repetir o procedimento do Capitulo 2 para
se construir solugoes solitonicas, mas em geral, nao é possivel construir uma expansao
correspondente a (1.32). A razio disso é que a ordem de ¢ (1.5), exceto para as dlgebras

de Lie A, e C,,, é sempre menor que a dimensao de qualquer representagao irredutivel.
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Portanto para se generalizar o resultado dos Capitulos 2 e 3, temos que procurar uma

simetria adicional do sistema linear (1.29). Este problema esta sendo investigado.

Para finalizar, notemos que, em contraste com o artigo original [42], onde no caso
particular do modelo de sinh—Gordon o problema da fatorizagao (3.15) foi tratado usan-
do transformagoes de Bicklund, preferimos a abordagem algébrico-recursiva descrita
na Gltima parte do Capitulo 3. Permanece uma questac em aberto relacionar estas duas
abordagens. As transformacdes de Bicklund para a equagio A de Toda é estudada
em [53]. Como comentério final, ressaltamos que as expressoes (3.43)—(3.45) fornecem
a relacao com o formalismo dos operadores-de-vértice, somente para as solucoes de

um séliton. Esperamos voltar ao problema para N sélitons gerais mais tarde.
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